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Wstep

Ludzie robia zakupy, podrézuja, pracuja, wypoczywaja. Kazdy z nas
jest uczestnikiem jakiego$ rynku nabywajac dobra, ktore stuza zaspokaja-
niu naszych potrzeb lub wytwarza dobra, ktore zaspokajaja potrzeby innych.
7 powodu ograniczono$ci zasobéw, w dzialalnosci gospodarczej bardzo wazne
sa odpowiedzi na pytania: Czym kieruja sie ludzie w swoim postepowaniu?
Jakie cele im przyswiecaja? Jakie podejmuja decyzje, aby te cele osiagnaé¢?

Badanie zachowan podmiotéw gospodarczych i ich optymalizacja jest do-
meng nauk ekonomicznych. Czesto potrzebna jest do tego precyzyjna ana-
liza z wykorzystaniem aparatu matematycznego. Podstawa takiej analizy
jest model matematyczny, ktory moze utatwia¢ lub wrecz umozliwia¢ pod-
jecie racjonalnej decyzji. Model pozwala duza cze$é problematyki zwiazanej
z podejmowaniem decyzji ekonomicznych zamknaé w ramy teorii matema-
tycznych (poréownaj [10]). Matematyka w naukach empirycznych dostarcza
form wyrazéw krotszych i dogodniejszych niz niematematyczne formy jezy-
kowe oraz sposobéw dedukcji logicznej krotszych i efektywniejszych niz te,
ktorych dostarcza logika elementarna (porownaj [55]).

Richard Stone w [57] zauwazyl, ze ,Powszechnie panuje przekonanie, ze
metody matematyczne sa niezbedne w plaszczyznie teoretycznej do Scislej-
szego formutowania probleméw, wyciagania wnioskéw na podstawie okreslo-
nych postulatéw oraz do zrozumienia mechanizméw przebiegu wielu skom-
plikowanych proceséw. Metody matematyczne sa takze konieczne w plasz-

czyznie zastosowan przy pomiarze zmiennych, szacowaniu parametréw i or-
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8 Wstep

ganizowaniu szczegdélowych badan, ktorych celem jest uzyskanie wynikow
empirycznych.”

Na rynku wydawniczym jest wiele pozycji traktujacych o ekonomii ma-
tematycznej. Te ksigzke wyrdznia fakt, ze pokazano w niej nie tylko zasto-
sowania instrumentéw matematycznych w procesach podejmowania decyzji
ekonomicznych, lecz zaprezentowano takze dowody wykorzystanych twier-
dzen, wyprowadzono wzory definiujace rézne pojecia. PomysleliSémy, ze moze
warto pokazaé skad wziely sie dane zaleznoéci czy wskazniki, ktérymi postu-
guja sie ekonomisci. Przyjecie wlasnie takiej formuty zainspirowata mysl Al-
berta Einsteina [16]: ,Nie przejmuj sie, jezeli masz problemy z matematyka.
Zapewniam cie, ze ja mam jeszcze wieksze.” W ksiazce tej pokazano zastoso-
wania matematyki do czysto teoretycznych aspektéw analizy ekonomicznej,
bez uwzgledniania m.in bledéw pomiaru badanych zmiennych i weryfikacji

hipotez statystycznych.

Ksiazka skitada si¢ z 3 rozdzialéw i dodatku matematyczno-

-informatycznego.

W rozdziale 1 oméwione zostaly pojecia takie jak: cena, popyt i podaz.
Zaprezentowano funkcje wykorzystywane do opisu zmian tych wielkosci, wta-
snosci tych funkcji oraz rézne wskazniki pozwalajace okreslaé reakcje ceny,
popytu i podazy mna zmiany rbéznych czynnikéw rynkowych.
7 tego rozdzialu Czytelnik dowie sie co to jest elastyczno$é punktowa i tu-

kowa popytu, elastyczno$é dochodowa oraz wskaznik fleksybilnosci.

Rozdzial 2 poswiecony jest teorii produkcji. Zaprezentowane sa w nim
pojecia takie jak: funkcja produkcji, funkcja jednakowego produktu, koszty
produkcji, wartosci przecigtne i kraicowe. Omoéwiono proces zastepowalno-
$ci czynnikéw produkceji, przedstawiono réznice miedzy kosztami w krotkim
i dtugim okresie.

W rozdziale 3 oméwiono rézne typy rynkéw i przedstawiono szereg mo-
deli opisujacych zachowania uczestnikéw tych rynkéw z uwzglednieniem réz-

nych kryteriow efektywnosci przedsiebiorstw. Pokazano takze rézne metody
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badania sity rynkowej. Sformutowano i rozwigzano problem maksymalnego
udziatu w rynku.

W kazdym rozdziale jest wiele przyktadéw pokazujacych zastosowania
prezentowanych teorii.

W dodatku matematyczno—informatycznym zawarto wybrane zagadnie-
nia analizy matematycznej wykorzystane w tej ksiazce. Sa to, m. in. wta-
snosci roznych funkcji elementarnych z jedna i z wieloma zmiennymi, defini-
cje pochodnej i rézniczki funkeji, definicja calki nieoznaczonej, twierdzenie
o rozniczce zupelnej, metoda mnoznikéw Lagrange’a. Zaprezentowano me-
tode najmniejszych kwadratéw estymacji parametréow strukturalnych mo-
deli liniowych i nieliniowych z jedna i z wieloma zmiennymi opisujacych
zmienno$ci roéznych zjawisk ekonomicznych. Duza czes¢ dodatku matema-
tyczno—informatycznego poswiecona jest analizie danych z wykorzystaniem
powszechnie dostepnego arkusza kalkulacyjnego MS Excel. Pokazano, mie-
dzy innymi jak:

e do danych empirycznych dopasowaé lini¢ trendu,

e stosowaé funkcje REGLINP do estymacji parametréow strukturalnych

modeli,

e wykorzysta¢ dodatek SOLVER do rozwigzywania zadan optymaliza-

cyjnych.

Mamy nadzieje, ze ta ksiazka cho¢ troche przyblizy czytelnikowi niektore
zagadnienia dotyczace modelowania zjawisk ekonomicznych wbrew temu, co
napisal o ekonomii Milton Friedman: ,,/To, co sprawia, ze jest ona najbardziej
fascynujaca z nauk, to jej fundamentalne zasady. Sa tak proste, ze kazdy jest

w stanie je zrozumieé¢ — a jednak niewielu je rozumie.” [20]






Rozdzial 1

Cena, popyt, podaz

Kazde spoteczenistwo w procesie gospodarowania musi podejmowaé de-

cyzje o tym co, jak i dla kogo wytwarzaé¢. Alokacja zasobow odbywa sie przy

pomocy réznych mechanizméw rynkowych.

Rynek to mechanizm koordynujacy zachowania nabywcow i sprzedaw-

cow uczestniczacych w procesie wymiany dobr. Rynek mozna tez zdefinio-

wacé jako zbiorowo$¢ podmiotéw zainteresowanych dokonywaniem transakcji

kupna-sprzedazy. Jest to miejsce (niekoniecznie fizyczne czy przestrzenne)

spotkania podazy i popytu (patrz [3], [5]).

Rynek pelni rozne funkcje (poréwnaj [42]):

Dokonuje obiektywnej wyceny roéznych débr.

Jest zrodtem informacji dla podmiotéw gospodarczych. Z rynku plyna
informacje dotyczace cen i ich relacji, a takze innych wielkosci takich
jak: rozmiary podazy i popytu, oprocentowanie depozytéw i kredytow,

relacje ptac réznych grup pracownikéw, itp.

Umozliwia ustalanie si¢ stanéw réwnowagi w gospodarce. Parame-
try rynku, takie jak: ceny, place, stopy procentowe, itd., dostarczaja
uczestnikom rynku waznych sygnatéw. Reakcja na te sygnaly sa dzia-
tania, ktoérych efektem moze byé powstawanie, przywracanie i utrzy-
mywanie sie standéw réwnowagi w gospodarce. Przykladowo, zwiek-

szenie konsumpcji jakiego§ dobra spowoduje wzrost zamoéwienn u jego

11



12 1. Cena, popyt, podaz

dostawcow. To z kolei moze byé sygnatem dla dostawcow do zwiek-
szenia ceny tego dobra. Wieksza cena moze skloni¢ producentéw do
wiekszej produkcji. W ten sposéb zostanie przywrdcona réwnowaga
miedzy popytem na to dobro a jego podazg.

e Jest weryfikatorem przydatnosci produktu i jednoczesnie mechanizmem
dostosowywania produkcji do potrzeb. To na rynku okazuje sie, czy
dana produkcja znalazta uznanie nabywcow.

e Jest warunkiem racjonalnego wykorzystania zasobéw gospodarczych.
Dostarcza podmiotom gospodarczym informacji o cenach, naktadach

i efektach zwigzanych z réznymi rodzajami dziatalnosci gospodarcze;.

1.1 Funkcje ceny, cena réwnowagi rynku

Cena jest jednym z podstawowych parametréw rynku.
Oto kilka definicji ceny (poréwnaj [1], [5], [14], [31], [41]).

e Cena to pieniezny wyraz wartosci.

e Cena to ilo$¢ pewnego dobra, najczesciej pieniadza, za przyjecie, kto-
rej sprzedajacy jest gotoéw zrzec sie swoich praw do danego dobra,
a kupujacy jest gotéw je kupié, aby nabyé¢ prawa do tego dobra.

e Cena to koszt, ktéry musi by¢ poniesiony w momencie zakupu.

e Cena to cokolwiek, z czego dana osoba musi zrezygnowaé¢ w zamian za

jednostke nabywanego dobra.

Cena jest nie tylko narzedziem rynku zréwnujacym wielkosé oferty
z zapotrzebowaniem. W literaturze przedmiotu (patrz np. [1], [14], [31],
[41], [43]) wymienia si¢ takze inne funkcje ceny:
e Informacyjna. Cena pozwala okresli¢ nabywcy zmiane jego zasobow
pienieznych w przypadku dokonania zakupu, sprzedawce informuje
o wielkodci jego przychoddéw jesli dokona sprzedazy.
o Redystrybucyjna. Ceny sa narzedziem przesuwania kapitatu od jed-

nych grup spotecznych do innych oraz do budzetu parnstwa.
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e Stymulacyjna. Ceny oddzialywuja na dostawcéw i odbiorcow. Prze-
waznie wyzszy poziom cen powoduje u konsumentéw ograniczenie spo-
zycia, nizszy zwicksza spozycie. U dostawcoéw wyzsze ceny stymu-
luja zwiekszenie rozmiaréw produkcji, a takze podnoszenia ich jakosci,
zmniejszenie cen powoduje ograniczenia rozmiaréw produkcji.

e Agregacyjna. Ceny umozliwiaja poréwnywanie wartosci dobr i doda-
wanie wielkosci niedodawalnych. Przykladowo, ceny pozwola poréw-
na¢ wartosé koszuli i wycieczki na Malte oraz okresli¢ obnizenie war-
tosci np. budzetu domowego w przypadku nabycia tych débr. Gdyby
kosmici z dalekiej planety, ktorzy przybyli na Ziemie dowiedzieli sie,
ze torebka cukru kosztuje 4 zl, to nie wiedzieliby czy to drogo czy ta-
nio, gdyz nie mieliby wzorca ceny, z ktorym mogliby poréwnywac (no,
chyba, ze na ich planecie prowadzony jest handel cukrem i kosmici
doskonale orientuja si¢ w cenach cukru we wszech§wiecie).

Popytem nazywamy zalezno$¢ miedzy iloscig dobra, jaka nabywcy sa

w stanie zakupié¢ a ceng tego dobra, w okresSlonym czasie. ,Jest to zamiar
i oferta kupna poparte odpowiednia suma pieniedzy, jaka dysponuja na-
bywey” [6].

Taka definicja podkresla znaczenie ceny, jako najwazniejszej zmiennej

okreslajacej wielko$é popytu. Przy wykorzystaniu tej definicji mozna skon-

struowa¢ ogolny model popytu w postaci (poréwnaj [22])

D(pvt) :f(pat)v (11)

gdzie:
D(p,t) — wielkos¢ popytu,
p — cena danego dobra,

t — czas.

Przytoczona definicja popytu stwarza szerokie mozliwosci dodawania

i interpretowania innych zmiennych determinujacych wielkos¢ popytu, ktore
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w podanej definicji reprezentuja czas. Zmiennymi ukrytymi w stwierdzeniu

W danym czasie” moga by¢:

e dochody konsumenta,

e ceny innych débr, w tym komplementarnych i substytucyjnych,
e cena oczekiwana,

e zmienne demograficzne i kulturowe,

e preferencje i gusty konsumenta,

® sSezonowosc,

e wydatki na reklame” [22].

Jak zauwazono w [26]: ,cena jest bardzo wazna, ale rzadko bywa najwaz-
niejsza. Gdyby tak bylo, wszyscy kupowaliby na bazarach, a nie
w drozszych sklepach w centrum miasta, chodziliby w chiniskich ubrankach,
siedzieliby przed rosyjskim telewizorem i jezdziliby trabantami. Skoro tak
nie jest, to oznacza, ze klienci maja takze potrzeby niezwigzane z cena.”

Nalezy odroznia¢ termin popyt od terminu wielko$é popytu. Ten
pierwszy to zaleznos¢ zapotrzebowania na dane dobro od jego ceny, drugi
za$ oznacza konkretng ilos¢ dobra, jaks chce i moze nabyé konsument przy
konkretnej cenie.

Jezeli zatozymy, ze w ustalonym czasie wszystkie zmienne, oprdcz ceny,
nie ulegna zmianie, czyli pozostana ceteris paribus, to funkcja popytu (1.1)

przyjmie postac

Prawo popytu moéwi, ze przy ceteris paribus, wraz ze wzrostem ceny
danego dobra maleje zapotrzebowanie na to dobro, a wraz ze spadkiem ceny
dobra zapotrzebowanie rosnie. Zatem funkcje opisujace zmienno$é popytu

powinny byé¢ funkcjami malejgcymi. Przyktadem moze by¢ funkcja
D(p) = ap +b,

gdzie a < 0 < b, p €0, —g].
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Jak juz wspominalidémy, na rynku spotykaja sie nabywcy ze sprzedaw-
cami. Efektem tego spotkania jest ustalenie ceny, przy ktorej wielkosé za-
potrzebowania (popytu) zrownuje sie z wielkoscig oferty (podaza). Cena ta
nazywana jest ceng réwnowagi rynku.

Proces dochodzenia do ceny réwnowagi wyglada nastepujaco.

Zaloézmy, ze przy pewnej cenie na rynku wystepuje nadwyzka zapotrze-
bowania nad oferta, czyli kupujacy sa w stanie kupi¢ wiecej niz oferuja
sprzedawcy. W tej sytuacji znajda sie nabywcy, ktoérzy zechca kupié¢ dobro
po wyzszej cenie. W konsekwencji sprzedawcy zwiekszg cene i wzrosnie ilogé
dobra oferowanego na rynku. Jednoczesnie wzrost ceny spowoduje spadek
zapotrzebowania. Taki proces bedzie trwal do momentu, w ktérym wielko$é
podazy zréwna sie z wielkoscia popytu.

7 drugiej strony zalézmy, ze na rynku obowiazuje cena, przy ktorej ilosé
oferowanego dobra jest wieksza niz zapotrzebowanie. W tej sytuacji niekto-
rzy sprzedawcy beda sktonni sprzedawaé¢ dobro po nizszej cenie, aby tylko
znalez¢ nabywcow na swdj produkt i to wlasnie ich produkt bedzie przede
wszystkim nabywany. Inni sprzedawcy, chcac pozbyé sie swojego towaru,
takze beda zmuszeni obnizy¢ ceny. Spowoduje to zwiekszenie zapotrzebo-
wania i zmniejszenie ilosci dobra na rynku. Taka niestabilna sytuacja, znowu
bedzie trwata do momentu, w ktérym wielkos¢ popytu zréwna sie z wielko-
$cig podazy. Zatem, jezeli cena roézni sie od ceny réwnowagi, to uczestnicy

rynku maja motywacje do zmiany swoich zachowan.

Przykltad 1.1 Zatozimy, zZe zalezino$é popytu na pewne dobro od jego ceny
opisuje funkcja D(p) = 40 — 3p, natomiast wielko$é podazy dobra opisuje
funkcja S(p) = 10 4+ 2p. Ceng réwnowagi rynku jest rozwigzanie réwnania
D(p) = S(p), wiec p = 6.

Przy cenach powyzej 6 2t podaz jest wieksza od wielkosci popytu.
U sprzedawcow pojawiajq sie niesprzedane zapasy. Taka sytuacja okreslana
jest terminem ,nadwyzka podazy”. Z drugiej strony, przy cenach ponizej

6 zt, podaz jest mniejsza od wielkoSci popytu.
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Taka sytuacja, gdy na rynku wystepujqg braki towaru nazywana jest ,nad-

wyzkq popytu”.

(W)

v

Po 6 p1

Rysunek 1.1: Cena réwnowagi rynku

Przy cenie pg < 6 2t wystepuje nadwyzka popytu, ktorg reprezentuje odci-
nek M N, przy cenie p1 > 6 2t wystepuje nadwyzka podazy, ktorg reprezentuje
odcinek KL (patrz Rysunek 1.1).

Mozliwe sa przypadki, ze przy wzroscie ceny rosnie wielkos¢ popytu
i na odwrdt — cena maleje, maleje wielko$é popytu. Sa to nietypowe przy-
padki opisywane w literaturze przedmiotu, jako paradoksy. Niektore z nich
to (porownaj [15], [36], [60]):

1. Efekt Veblena. Efekt ten dotyczy dobr luksusowych i najbogatszych
grup spotecznych. Posiadanie tych débr w tych §rodowiskach wiaze
sie z dowartosciowaniem, zwiekszeniem prestizu. Co wiecej, im dane
dobro jest drozsze, tym wiekszy jest prestiz zwiazany z jego posiada-
niem. Prowadzi to do wzrostu wartosci popytu wraz ze wzrostem ceny
dobra. Przyktady takich débr to: luksusowe samochody, dzieta sztuki,
markowa odziez.

2. Efekt owczego pedu. Polega on na nabywaniu pewnych débr przez

konsumentéw z tego powodu, ze nabywaja je inni. Wiaze sie to
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z checig nasladowania innych os6b, z ktérymi pragng sie utozsamiaé.
Zachowanie takie zwigzane jest np. z panujaca moda i moze prowadzié
do sytuacji, ze wraz ze wzrostem ceny popyt na dane dobro bedzie si¢
zwickszal.

3. Efekt Griffena. Wsrod grup spotecznych charakteryzujacych sie ni-
skimi dochodami czesto wystepuje potrzeba nabywania débr nizszego
rzedu, gdyz substytucyjne dobra podstawowe sa relatywnie drozsze.
W przypadku wzrostu cen débr podstawowych, konsumenci z niskimi
dochodami beda wciaZz nabywaé¢ dobra nizszego rzedu nawet, gdy ich
cena wzrosnie, ale ciagle bedzie mniejsza od cen substytutow. Jako
przyktad przytoczmy dziewietnastowieczng Irlandie. W latach 1845-49
zaraza ziemniaczana zaatakowala uprawy ziemniakoéw. Nastapita kle-
ska glodu, mimo tego, ze obrodzito zboze. Niestety chtopi musieli
je sprzedawadé, aby optacaé¢ czynsze za dzierzawe ziemi bezlitosnie eg-
zekwowane przez brytyjskich obszarnikéw. Rosty ceny ziemniakéw,
ale nie obnizyto to popytu na nie, gdyz wygtodzonych, pozbawionych
srodkéw do zycia ludzi nie staé¢ byto na kupno wielu innych artykutow
spozywczych.

4. Paradoks spekulacyjny. Jezeli konsumenci przewiduja, ze cena
pewnego dobra bedzie rosta, to wielko$¢ popytu na nie bedzie rosta,
mimo zwiekszania sie ceny, gdyz nabywcy beda robi¢ zapasy. Taki
przypadek obserwowaliSmy w Polsce w 2004 roku, przed wejsciem na-
szego kraju do Unii Europejskiej. Wtedy to Polacy masowo wykupy-
wali ze sklepéw cukier, pomimo ciagltego wzrostu jego ceny. Dzialo sie
tak, bo byto wiadomo, ze znikng ograniczenia w przeplywie towardw,

a w krajach Unii cukier byl duzo drozszy.

Zachodzi potrzeba mierzenia sity i kierunku zmienno$ci popytu w za-
leznosci od réznych zmiennych majacych wplyw na jego warto§é. Takimi
miarami sg m. in. funkcje elastycznosci cenowej popytu, przy czym wyroz-

nia sie elastycznos$¢ punktowa oraz elastyczno$é tukows.
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Wspélczynnik elastycznosci punktowej stosuje sie, gdy zmiany cen sg
matle i oblicza sie go dla ustalonej ceny poczatkowej, od ktérej nastapita
zmiana. Wspoétezynnik elastycznosci tukowej wykorzystuje sie przy duzych

zmianach cen i oblicza sie go dla ustalonego odcinka na krzywej popytu.

1.2 Elastyczno$é punktowa popytu

FElastycznos¢ punktowa popytu wyliczana jest dla ustalonej ceny przy
zalozeniu niewielkiej (kilkuprocentowej) zmiany tej ceny.

Zalézmy, ze w ustalonym czasie wszystkie zmienne, oprocz ceny, nie
ulegng zmianie. Zatézmy, ze zmiana ceny od wartosci pg do wartosci p; spo-
wodowala zmiane wielkosci popytu z D(pg) do D(p1). Zmiana procentowa

wartosci popytu jest réwna

D(p1) — D(po)

-100% = AD(py),
-D(pO) 0 (pO)

natomiast zmiana procentowa ceny wyraza sie wzorem

Po
Punktowa elastycznoscia cenows popytu D przy cenie pg nazywamy sto-
sunek zmiany procentowej wielkosci popytu do zmiany procentowej ceny

(liczac od wartosci pg ), tj.

D(p1)—D(po)
P Ap(po) pop '

7 uwagi na prawo popytu, w wiekszosci przypadkéw wartoéé elastyczno-
$ci cenowej popytu bytaby ujemna. Znak minus w definicji powoduje, ze te

wartodci beda dodatnie.
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Zalozmy, ze funkcja D(p) jest okreslona w przedziale zawierajacym po
i p1. Dokonajmy nastepujacych przeksztatcen
po  D(p1) — D(po)

Ep(po) = Do) pi—po

7 definicji pochodnej funkcji mamy

_ D(p1) — D(po)

= D'(po),
P1—po P1— Po

o ile ta granica istnieje i jest skoniczona. Dla niewielkich zmian ceny mozemy
przyjac, ze
D(p1) — D(po
Dion) = Dln) D'(po),
P1—Po

co daje

Ep(po) = _Dl()go) - D' (po).

Warto$é elastycznosci cenowej popytu dla ceny pg informuje o ile pro-
cent w przyblizeniu zmieni sie warto$¢ popytu, jezeli cena od wartosci pg
zmieni sie o 1%. Wartos¢ te interpretujemy ,w przyblizeniu”, gdyz iloraz
réznicowy w

wiscie, im mniejsze zmiany ceny, tym przyblizenie lepsze. Tak zdefiniowana

zostal w definicji zastapiony pochodna D’(pg). Oczy-

elastyczno$¢ ma zastosowanie, gdy zmiany ceny sa co najwyzej kilkuprocen-
towe. Zauwazmy, ze jezeli funkcja jest liniowa, to iloraz réznicowy jest réwny
pochodnej.

Przyjmijmy, zatem nastepujaca definicje:

Definicja 1.1 FElastycznosciq punktowq popytu przy cenie py nazywamy liczbe

Po
D(po)

Ep(po) = — - D'(po). (1.3)

Zatdzmy, ze popyt jest funkcja nierosngca ceny, czyli dla kazdej wartosci
p >0 jest Ep(p) > 0.
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Jezeli przy ustalonej cenie elastyczno$¢ cenowa popytu jest mniejsza od
1, to méwimy, ze przy tej cenie popyt jest nieelastyczny. Oznacza
to, ze popyt maleje wolniej niz ro$nie cena, a wiec stabo reaguje na
zmiany ceny (patrz Rysunek 1.2a).

Jezeli elastycznosé cenowa popytu jest wicksza od 1, to méwimy, ze
popyt jest elastyczny. Wtedy to, popyt maleje szybciej niz rosnie
cena, a wiec silnie reaguje na zmiany ceny (patrz Rysunek 1.2b).
Jezeli elastycznosé cenowa popytu jest réwna 0, to méwimy, ze popyt
jest sztywny, czyli jego wartosé nie zmienia sie wraz ze zmiang ceny
(patrz Rysunek 1.2c).

Jezeli elastyczno$é cenowa popytu jest réwna 1, to méwimy, ze popyt

jest proporcjonalny (patrz Rysunek 1.2d).

a4 b) 4
Dlp)y =~ h
D(po) |
Do) | , L B
Po pll g P
c) 4 d)
D(po)
D
D(p1)
P > F;u Pll 14 >

Rysunek 1.2: Popyt: a) nieelastyczny b) elastyczny ¢) sztywny d) proporcjonalny

O wartosci cenowej elastycznosci popytu decyduje wiele czynnikéw, naj-

wazniejsze z nich to (poréwnaj [2], [29], [43], [58]):

e Wazno$é danego produktu dla konsumentéw. Popyt na dobra

podstawowe jest mniej elastyczny niz na dobra luksusowe. Przykta-
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dowo rozwazmy dwa dobra: benzyne i ananasy. Wzrost ceny benzyny
spowoduje prawdopodobnie niewielkie zmiany wielkosci popytu. Byé
moze niektoérzy kierowcy ogranicza liczbe godzin uzytkowania auta, ale
wiekszos$¢ z nich bedzie wiecej placi¢ za paliwo. Inaczej sprawa wy-
glada z ananasami. Duzy wzrost ich ceny spowoduje, ze konsumenci
znacznie ogranicza ich kupno na rzecz innych owocéw.

e Istnienie lub brak substytutéow. Jezeli istnieja substytuty danego
dobra, wzrost jego ceny spowoduje, ze klienci zaczna kupowaé jego
substytuty. Jednak, gdy dane dobro jest niezbedne lub nie posiada
substytutéw, to nawet duza podwyzka ceny nie wplynie na poziom
jego sprzedazy. Przykladem takiego dobra jest insulina, ktéra jest
niezbedna chorym na cukrzyce, ktérzy muszg ja kupowaé bez wzgledu
na cene.

e Poziom ceny danego dobra. Im wyzsza cena danego dobra, tym
wieksza wartosé¢ elastycznosci. Innymi stowy, im dobro drozsze, tym
dalsze wzrosty ceny beda skutkowaé coraz wickszymi spadkami warto-
$ci popytu.

e Czas reakcji na zmiane ceny. Cenowa elastyczno$é popytu dla
wiekszosci produktéw jest wicksza w dlugim okresie niz w krétkim.
Konsument musi mie¢ czas, aby przemysle¢ alternatywne opcje, musi
tez czesto dysponowaé okreslonym budzetem umozliwiajacym wpro-
wadzenie ewentualnych zmian, ktéry moze nie byé dostepny w zbyt
krotkim okresie. Przyktadowo, przy duzej podwyzce cen wegla wiele
0s6b bedzie zapewne rozwazaé¢ mozliwo$é zainstalowania w domach
urzadzen grzewczych gazowych lub elektrycznych. Musza jednak mieé
czas na odpowiednie kalkulacje i przemyslenia tej zmiany, oraz zgro-
madzenie odpowiednich funduszy. Wykresy linii popytu w krétkim
(Dq) i dlugim (D3) okresie przedstawia Rysunek 1.3.

e Procentowy udzial dochodu przeznaczonego na dane dobro.
Jezeli, w poréwnaniu do wysokosci dochodu, udziat wydatkéw na dane

dobro jest niski, to popyt na takie dobro bedzie stabo reagowatl na
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zmiany ceny. Przykladowo rozwazmy takie dobra jak: mydto i kom-
putery. Mydlo kosztuje niewiele, zatem jezeli jego cena wzrosnie nawet
o kilkadziesiat procent, to zmiana ta nie bedzie miata duzego wpltywu
na zapotrzebowanie. Ceny komputerdéw sa duzo wieksze, jezeli wzrosna
ich ceny o kilkadziesiat procent, to konsumenci beda zapewne dtugo

zastanawiaé¢ sie nad ich kupnem.

b,

Dy

v

Rysunek 1.3: Liniowe funkcje popytu w krotkim (D;) i dlugim (Ds) okresie

Tabela 1.1: Wartosci elastycznosci cenowej popytu dla wybranych débr

Kategorie dobr Wartosé elastycznosci
Mleko i przetwory mleczne 0,05
Pieczywo 0,22
Paliwa i energia 0,47
Zywnos¢é 0,52
Alkohol 0,83
Artykuly trwatego uzytku 0,89
Ustugi 1,02
Rozrywka 14
Podroéze zagraniczne 1,63
Ushugi gastronomii 2,61
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Tabela 1.1 zawiera szacowane elastycznosci cenowe popytu dla wybra-

nych dobr w Wielkiej Brytanii (poréwnaj [5]).

Przyktad 1.2 Zatozimy, ze funkcja popytu dana jest wzorem D(p) = b—ap,
a,b > 0. Wtedy na podstawie definicji 1.3

p / ap
Ep(p) = -2 . D'(p) = . 1.4
) =~ s D) = (1)
Rozwigzujge nierownosé % < 1 otrzymujemy p < %. Oznacza to, ze dla

cen mniejszych od wartosci % popyt jest nieelastyczny, dla cen wiekszych od

% popyt jest elastyczny. Sytuacje te ilustruje Rysunek 1.4.

v

Rysunek 1.4: Popyt elastyczny i nieelastyczny

Przyklad 1.3 Niech funkcja zaleznosci popytu na pewne dobro od jego ceny
bedzie dana wzorem D(p) = 200 — 5p, 0 < p < 40. Na podstawie (1.4)

otrzymugjemy
5p
200 —5p°

Dla p < 20 popyt jest nieelastyczny, dla p > 20 popyt jest elastyczny. Przy-

ktadowo zauwwazamy, zZe Ep(10) = % = L cayli wzrost ceny o 1% od po-

37
zomu 10 spowoduje spadek wartosci popytu o %%. Ep(25) = %}5 = g, czyl

Ep(p)

wzrost ceny o 1% od poziomu 25 spowoduje spadek wartosci popytu o %%.
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Ciekawa jest interpretacja geometryczna wartosci elastycznosci cenowej

popytu, patrz Rysunek 1.5, (poréwnaj [15], [17]).

Rysunek 1.5: Interpretacja geometryczna elastycznosci cenowej popytu

Po / [FC [ECly _ [FC]|

B - _ .D — = = .

00 =~y P00 =5 (~ zm1) =

7 podobieristwa trojkatow AAFC i ACEB jest % = %, wiec

|[FC| _ |AC|

Wniosek 1.1 Dla dowolnej ceny pg wartosé elastycznosci cenowej popytu
jest réwna stosunkowi dtugo$ci odcinkéw na stycznej do wykresu funkcji po-
pytu w punkcie C' o koricach w tym punkcie i punktach bedgcych przecie-
ciami tej stycznej z osiami uktadu wspdtrzednych. Jezeli funkcja popytu jest

liniowa, to odcinki te nalezq do wykresu funkcji popytu (patrz Rysunek 1.5).

Przyktad 1.4 Niech jak poprzednio D(p) = 200 — 5p, czyli D(0) = 200,
D(40) = 0. Zatozmy, ze po = 30. Mamy A(0,200), B(40,0), C(30,50).

Elastycznosé jest rowna
_JACT V302 +150% 5
ICB| V102 + 502

Rzeczywiscie Ep(30) = 55230 = 3.

Ep(30)
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W przypadku liniowej funkeji popytu D(p) = b — ap, a,b > 0, parame-
try tej funkcji maja okreslong interpretacje ekonomiczng. Wartosé p = %,
dla ktorej wielkos¢ popytu jest rowna zero nazywana jest ceng graniczng.
Wraz ze wzrostem ceny, przy osiagnieciu ceny granicznej nabywcy zaprze-
staja kupowa¢ produkt. Wartos¢ D(0) = b nazywana jest chlonnoscia
rynku lub wielko$cig nasycenia rynku. Jest to ilo$¢ danego dobra, ktora
w pelni satysfakcjonuje konsumentéw. W tym miejscu potrzebne jest pewne
wyjasnienie.

,Przede wszystkim zakladamy, ze danego dobra nie jesteSmy w stanie
przechowywaé lub, ze przechowywanie obarczone jest takimi kosztami, ze
jest nieoptacalne, oraz ze danego dobra nie mozemy wymieni¢ na inne dobra.
W sytuacji, gdy te zalozenia nie sa spelnione, konsument zachowujacy sie
racjonalnie, nie wykazywalby stanu nasycenia.” [22]

Funkcja, ktora uwzglednia brak stanu nasycenia jest przyktadowo funkcja

potegowa
D(p) = ap™",
gdzie a,b > 0.
Poniewaz
p ! p —b-1
Eplp)=—F, =D =- ap —b) =1,
) =gy D'0) =~ ™ (=D

wiec potegowa funkcja popytu ma stalg elastyczno$é. Ponadto, funkcja po-
tegowa jest jedyna funkcja charakteryzujaca sie stala elastycznoscia (patrz
rozdzial 4.2.2, str. 148).

Przyklad 1.5 Funkcja popytu dana jest wzorem

D(p) = 3000p~13.

Obecna cena jednostkowa sprzedazy to p = 5. O ile procent powinna zmienic

sie cena, aby warto$é popytu wzrosta o 1%?
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Rozwigzanie
Sposéb 1. Poniewaz elastycznosé cenowa popytu jest stata v rowna

Ep(p) = 1,3, wiec (poréwnaj wzor (1.2))

B AD(5) B -
Ep®) =205 = ") P

Stad Ap(5) = f% = —0,769 . Oznacza to, zZe cena musi zmale¢ w przybli-
zeniu 0 0,769%, czyli do wartosci 4,962.

Sposéb 2. Przy cenie p = 5 szacowana warto$é popytu to
D(5) = 3000 - 5~ 13 = 370, 22.

Wartosé wieksza o 1% to D(p) = 373,92. Nalezy, zatem rozwigzaé réwnanie

3000 - p~13 = 373,92, co daje p~ = 31392 ooyl p — 0,124647 13 = 4,962.

Z poprzedniego wiemy, ze oznacza to obnizenie ceny o 0,769%.

Przyklad 1.6 Funkcja popytu, jak wcze$niej, dana jest wzorem
D(p) = 3000p~13.

Przy aktualnej cenie szacowana wartosé popytu jest rowna 820. O ile procent
powinna zmaleé cena, aby popyt zwiekszyt sie do 8507
Rozwigzanie

Rozwigzujge réwnanie 3000p~ 13 = 820 otrzymujemy, Ze aktualna cena jest
10

rowna p = (%)7ﬁ =2,71.
Rozwigzujgc rownanie 3000p~

_10
le¢ do wartosct (%) Y= 2,64. Oznacza to, Ze aby wartosé popytu zwiek-

1,3 = 850 otrzymujemy, Ze cena powinna zma-

szyta sie od 820 do 850, to cena musi zmienié sie o % -100%, czyli
zmaleé o ok. 2,58%.

Krzywa popytu okreslona wzorem

D(p)=ap™' = -, (1.5)

a
p
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bedaca funkcja o stalej elastycznosci rownej 1, nazywana jest krzywa po-
pytu o stalych wydatkach (poréwnaj [17]). Istotnie, zauwazmy, ze z (1.5)
wynika zaleznosé¢ p- D(p) = a. Jezeli sprzedawca danego dobra jest w stanie
zaspokoi¢ kazda wielko$é¢ popytu, jaka pojawi sie przy réznych cenach, to
jego przychod ze sprzedazy zawsze bedzie mial taka sama wartos$é rowna a.
Oznacza to, ze niezaleznie od ceny, czy jest niska czy wysoka, konsumenci
zawsze wydaja na dane dobro taka sama ilo$¢ pieniedzy.

7 definicji elastycznosci cenowej popytu otrzymujemy

D(p) p
i D) = 22
InD(p) = — / El;(p) dp,
D(p) = e~ 5, (1.6)

Wzor (1.6) pokazuje drugi zwiazek pomiedzy funkcja popytu a jego ela-
stycznosScig cenowa.
1.3 ElastycznoS$ci mieszane

Zaloézmy, ze popyt na pewne dobro zalezy od cen wielu débr dostepnych

na rynku pi, pa, ..., pp. Funkcje popytu oznaczmy jako D(pi,p2, ..., Pn)-

Definicja 1.2 Mieszang elastycznosciqg cenowqg popytu wzgledem ceny pg,

przy zatozeniu niezmiennodci pozostatych cen, nazywamy funkcje

Pk 'aD(plvaP"vpk?“'?pn)

Ep p, (01,02, s Py - Pn) = —
Pk( s P25 s Pl oees n) D(p17p27'--7pk7“'7pn) Opk

(1.7)
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Tak jak poprzednio (patrz (1.4)), we wzorze (1.7) wystepuje znak minus,
co oznacza, ze jezeli ze wzrostem ceny pg wystapi spadek wartosci popytu,
to elastycznosé bedzie dodatnia.

Wspoétezynnik mieszanej elastycznosci cenowej popytu mierzy site
i kierunek zmian wielkosci popytu na dane dobro w zaleznosci od niewiel-
kiej zmiany ceny innego dobra. Dla débr komplementarnych wspoétczynnik
mieszane]j elastycznosci cenowej popytu bedzie dodatni, np. wzrost ceny
benzyny spowoduje spadek popytu na samochody. Dla débr substytucyj-
nych wspoélczynnik mieszanej elastycznosci cenowej popytu bedzie ujemny,
np. wzrost ceny komputeréw stacjonarnych spowoduje wzrost popytu na
laptopy.

Tabela 1.2 zawiera wspotczynniki mieszanej elastycznosci cenowej po-

pytu dla wybranych dobr w Wielkiej Brytanii (poréwnaj [12]).

Tabela 1.2: Elastycznosci mieszane popytéw wybranych débr w Wielkiej Brytanii

Dobra, na ktore popyt | pod wplywem zmiany ceny | Wspotczynnik

sie Zmienia elastycznosct
Zywnos¢é Odziezy i obuwia 0,03
Zywnosé Transportu i komunikacji 0,12
Odziez i obuwie Zywnosci -0,19
Odziez i obuwie Transportu i komunikacji 0,23
Transport i komunikacja Zywnosci -0,42
Transport i komunikacja Odziezy i obuwia 0,01

Przyklad 1.7 Funkcja popytu na masto dana jest wzorem

D(p1,p2) = 300 — 5p1 + 3po,

gdzie:
p1 — cena kilograma masta,

po — cena kilograma margaryny.
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Zatozmy, ze cena kilograma masta jest rowna 20 zt i w ustalonym okresie
nie zmient sie, natomiast cena kilograma margaryny zmieni sie od warto$ci

15 2t do 14,7 2t, czyli zmaleje o 2%. Policzmy elastycznosé popytu wzgledem

ceny pa.
P2 0D(p1,p2) —3p2
E =— : _ '
D (PLP2) = =50 N T op, 300 — 5p1 + 3p2
Stqd
~3.15 45 0, 368
Ep p,(20;15) = A~ —0,18437T & —

T 300-5-20+3-15 245
Warto$é powyzszq interpretujemy nastepujgco: gdy cena masta nie zmiens
sie, a cena margaryny, od wartosci 15 2t zmaleje o 1%, to wartosé popytu na
masto zmaleje o ok. 0,184%. Gdy cena margaryny zmaleje o 2%, to wartosé

popytu na masto zmaleje o ok. 0,368%. Rzeczywiscie,
D(20;15) =300 —5-20+ 3 - 15 = 245,

D(20;14,7) = 300 — 5- 20 + 3 - 14,7 = 241, 1,

co daje zmiane wartoSci popytu o 2;‘;151 —1=-0,00368 = —0, 368%.
Przy cenie kilograma masta réwnej 20 zt i cenie kilograma margaryny

rownej 15 2t popyt na masto wzgledem ceny margaryny jest nieelastyczny.

Przyktad 1.8 Jak powinna zmienié sie cena masta, aby popyt na nie pozo-
stat na dotychczasowym poziomie, pomimo spadku ceny margaryny od war-
tosci 15 zt do 14,7 27

Rozwiazanie. Musimy rozwigzaé réwnanie D(py1;14,7) = D(20;15). Mamy
300 — bp1 + 3 - 14,7 = 245, co daje p1 = 19,82, a wiec cene masta nalezy
obnizyé 0 0,9%.

Przyktad 1.9 Funkcja D(p,q) opisuje zmienno$é popytu na pewne dobro
od jego ceny p 1 naktadow na reklame q. Badajgc te zaleznosci stwier-

dzono, ze przy ustalonej wartosci q elastyczno$c cenowa popytu jest stata,
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a przy ustalonej wartosci p elastycznosé popytu wzgledem naktadow na re-
klame zmienia sie w sposdb liniowy. Wyznaczyé postaé funkcji D(p,q).
Rozwigzanie. Zatdimy chwilowo, zZe naktady na reklame sqg wielkoscig
statg, q = const, zmienia sie tylko p. Wtedy

p_ 9D(p,q)

ED,p(p7 Q) = _D(p, q) ap = C)

gdzie:
Ep p(p,q) — elastycznosé cenowa popytu,
c — stata warto$é elastycznosci.

Z powyzszego mamy

9D(p,q)
Op _ E
D(p,q) p’

D(p,q) = e~clnrtal@ — 4, (q)p~c,

gdzie Ay(q) = e (D)
Teraz zatozmy, ze cena jest wielkoScig statq, zmienng jest tylko q. Ponie-
waz elastycznosé cenowa popytu wzgledem ceny q jest funkcjq lintowq, wiec

zapiszemy D(p.q)
q b, q
D(p,q)  0Oq

Epq(p,q) = — =aq+b.
Z powyzszeqgo otrzymugjemy

9D(p,q)

B~ (75

b
In D(p, q) = —/ (a+ 5>dq = —aq — blng + az(p),

D(p,q) = e a7 0mata(v) = Ay(p)g~Pe 9,
gdzie Ay(p) = e®2(®),
Mamy D(p,q) = A1(q)p~¢ i jednoczesnie D(p,q) = As(p)qe™%, wiec

A1 (q)p~¢ = As(p)g e,
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co daje ostateczng postaé funkcji popytu
D(p,q) = Ap~¢q %™, A = const.
Przyklad 1.10 Zatozimy, zZe funkcja popytu na motocykle dana jest wzorem

—-1,3 —-0,9 1,1
D(p1,p2,p3)=80001?1 by " P3

gdzie:
p1 — cena motocykli,
po — cena benzyny,
P3 — Cena TOWerow.
Elastycznosé popytu na motocykle wzgledem ich ceny jest dodatnia i réwna
1,3. Benzyna jest dobrem komplementarnym, elastycznosé popytu wzgledem
ceny benzyny jest dodatnia i réwna 0,9. Rowery sq¢ dobrem substytucyjnym,
elastycznos$é jest ujemna, réowna —1,1 (poréwnaj wzory (4.17) oraz (4.19),
str. 149).
Zatozmy, ze wszystkie ceny zwiekszq sie o 2%. Poniewaz D jest funkcjq
jednorodng (patrz wzor (4.20)) to

D(1,02p1;1,02p9;1,02p3) = 1,027 13-0:94118000p, 3p, “py!t =

= 0,9784D(p1,p2,p3)-

Wartosé popytu po zmianie cen stanowi 97,84% poczgtkowej wartosci popytu.
Dla sprawdzenia tego faktu zatdzmy, zZe poczatkowe ceny sq nastepujgce:

p1 = 2000 2, po = 5 2, p3 = 600 2t. Wtedy prognozowana wartosé popytu

WYNO0SL
D(2000, 5,600) = 8000 - 200013 . 5799 . 600"! = 109, 3061.
Dla cen wiekszych o 2% otrzymujemy prognozowang warto$é popytu
D(2020,5,1,612) = 8000 - 2020~ 12 . 5,17%9 . 61211 = 106, 9508.
1 Tzeczywiscie otrzymujemy
D(2020,5,1,612) 106, 950

= = 0,9784.
D(2000,5,600)  109,3061
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1.4 Elastyczno$é tukowa popytu

Jezeli zmianie ceny od wartosci pg do wartosci p; odpowiada zmiana
wielko$ci popytu od warto$ci Dy do wartosci D1, to warto$é cenowej ela-

stycznosci tukowej dana jest wzorem

AD

€D = _Tpa

gdzie:

AD — ﬁ) — lukowa zmiana popytu,
2

— P1=Po _ :
Ap = T550 — tukowa zmiana ceny.
2

Dokonujac uproszczen otrzymujemy

or — _(D1=Do)(p1 +po)
b (D14 Do)(p1 — po)

Elastycznosé tukowa popytu jest miarg elastycznosci cenowej popytu na da-
nym odcinku krzywej popytu. ,Wykorzystywana jest do wyliczenn w przy-
padku posiadania ograniczonej liczby informacji dotyczacej zmian popytu
i gdy zmiany te sa stosunkowo duze” [29]. Elastycznosé¢ tukowa okresla za-
tem zmiane popytu w pewnym przedziale cenowym. Jezeli przedzial ten jest
dostatecznie duzy, elastycznos¢ tukowa charakteryzuje cata krzywsa popytu.
Zauwazmy, ze w definicji elastycznosci tukowej wystepuja srednie arytme-
tyczne skrajnych wielkosci ceny i popytu. Stad tez elastyczno$é tukowa
interpretowana jest jako przecietna zmiana wielkosci popytu przy zmianie
ceny i warto$é¢ ta odnosi sie do czesci lub calej krzywej popytu.

Dla poréwnania przypomnijmy, ze punktowa elastycznosé¢ cenowa popytu
to funkcja okreslajaca elastycznos¢ w kazdym punkcie krzywej popytu przy
zatozeniu nieskoriczenie matych zmian ceny.

Jak podkreslono w [15], ,Elastycznos¢ tukowa i punktowa, to dwa spo-
soby mierzenia — a nie dwa odrebne rodzaje — elastycznosci, ktére moga byé

wykorzystywane w zaleznosci od tego, czy dysponujemy tabela popytu (jego
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wartosciami), czy matematyczna formula jego funkeji, i jaki przedzial zmian

cen i wielko$ci popytu uwzgledniamy.”

Przykltad 1.11 W hipermarkecie, przy cenie 4 zt za litr miesieczna sprze-
daz soku pomararnczowego wyniosta 3450 litrow. W kolejnym miesigcu, przy
cente 5,5 2t za litr sprzedaz spadta do wartosci 2800 lLitrow. Mamy

(D1 — Dy)(p1 + po) 650-9,5

e = — = - 0,66
D= (D1 + Do)(pr —po)  6250-1,5

Wartosé elastycznosci tukowej popytu na sok pomarariczowy wynosi 0,66.
Oznacza to, ze popyt ten jest nieelastyczny. Mozna powiedzied, ze przecietnie,

wzrost ceny soku o 1% powoduje spadek wartosci popytu o 0,66%.

1.5 Zastosowania rézniczki zupelnej

Jezeli zachodzi potrzeba okreslenia zmiany wielkosci popytu przy zmia-
nach wartoéci wielu zmiennych majacych wplyw na popyt, to czesto stosuje
sie pojecie rozniczki zupelnej (patrz dodatek matematyczno—informatyczny,
str. 136).

Przyklad 1.12 Zatozimy, zZe popyt na gazowe piece grzewcze na pewnym

rynku opisuje funkcja
D(p17p27p3) = _07 3p1 — 700 - ln(pQ) + 8\/173_}_ 12007

gdzie:

D — wielko$é popytu na piece (sztuki),

p1 — cena sprzedazy pieca (z1),

p2 — cena gazu (2t/m?),

ps — cena wegla (24/1).

Zatozmy, ze w badanym okresie cena pieca wzrosnie od wartosci 1800 zt do

1872 zt, czyli 0 4%, cena gazu od wartosci 2 zt wzrosnie o 5% do wartosci
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2,1 2, a cena wegla od wartosci 1000 2t wzrosnie do wartosci 1030 22, czyli

0 3%. Ze wzoru na réziniczke zupetng (patrz wzor (4.3)) mamy

9D (po)

3
AD(po)(dp) = 3 5

i=1
gdzie po = (1800;2;1000), dp = (dp1,dpz,dps) = (72;0,1;30).
Stad otrzymujemy

dpi .

700 4
dD(po)(dp) = —0,3-72 — — - 0,1 + —— - 30 = —52, 8.
(po)(dp) 5 500

Jak widaé, opisane powyzej zmiany cen spowodujq spadek, w przyblizeniu,
wielkosct popytu na piece o okoto 53 sztuki.
Gdybysmy obliczyli bezposrednio z modelu zmiane wielkoSci popytu, to otrzy-

malibysmy

D(1872;2,1;1030) — D(1800; 2; 1000) =
= —0,3-72—700-In (%) + 81030 — 8/1000 = —51,99.

Roznica bierze sie stqd, ze metoda riziniczki zupelnej ma zastosowanie
w przypadku matych przyrostow wartosci argumentéw funkcyji.

Dla oferenta piecow wazne moze byé pytanie, o ile zmienié¢ cene piecow, aby
przy powyzszym wzroscie cen gazu t wegla wielko$é popytu pozostata na do-

tychczasowym poziomie. W tym celu nalezy rozwigzac rownanie

3
0D(p
0 = dD(po)(dp) =) | (%E)p)dpi
i=1 '
wzgledem dpy, co daje
-1
dpr = (25) (-Gt — Pps) =
_ —1 (700 4 _
= (0,3) (7-0,1— m-go) — 104, 2.

Okazuje sie, zZe przy powyzszym wzroScie cen gazu i wegla cene jednostkowq
sprzedazy precow nalezy obnizyé o okoto 104 zt, aby utrzymac sprzedaz na

dotychczasowym poziomie.
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1.6 Wskaznik fleksybilnosci

Fleksybilnosé to reakcja ceny danego dobra na zmiane popytu, jest od-
wrotnoscig elastycznosci cenowej popytu. Wspodlczynnik fleksybilnosci jest

zdefiniowany wzorem
Ep(D )= _%7
gdzie:
Ap — procentowa zmiana ceny,
AD — procentowa zmiana popytu.
Zalezno$é ta nazywana jest tez gietkoscia ceny (patrz [43]).
Zalozmy, ze dana jest réznowartosciowa funkcja popytu D(p). Istnieje
wtedy funkcja odwrotna p(D) = f~!(D). Wtedy tez mozemy zapisac
D = f(p). Zalézmy, ze obydwie funkcje f(p) i f~'(D) sa rézniczkowalne.

Skorzystamy z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotne;j

1
YD = — .
( (D)) 7(p)
7 definicji elastycznosci cenowej popytu wynika, ze
p / P
Ep(p) = —7==D(p) = —4 =1 ()
() D(p) ) f(p) )
Funkcja elastycznosci ceny wzgledem popytu dana jest wzorem
D(p) ,
E,(D)=——=p (D),
stad
D(p) (. D(p) 1 1
E,(D)=—"=" D)) = — . - .
»(D) P (F7(D) p  D(p) Ep(p)

Na podstawie powyzszego stwierdzamy, ze wspotczynnik elastycznosci ceny

wzgledem popytu jest odwrotnoscia elastycznosci cenowej popytu.

Przyktad 1.13 Funkcja popytu dana jest wzorem

D(p) = 3000e™ 2.
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Stad

Dla p = 4 mamy 1 1

E,(D() = 17 = 5,

wiec w rozwazanym przypadku spadek wartosci popytu o 2% spowoduje wzrost

ceny o 1%, czyli do wartosci 4,04.

1.7 Popyt a dochody konsumentéw

Do tej pory zajmowalidmy sie gtéwnie zmianami wielkosci popytu przy
zmianach cen débr. Innym waznym parametrem rynku majacym bez watpie-
nia wplyw na ksztaltowanie sie wielkosdci popytu sa dochody potencjalnych
nabywcow. To wtasnie od dochoddéw i cen débr zaleza mozliwosci nabywceze
konsumentow.

Ze wzgledu na rozne kryteria, dobra moga byé klasyfikowane na rézne
rodzaje (patrz [22], [50], [56]).

Ze wzgledu na sposéb zaspokajania potrzeb wyrédznia sie dobra substy-
tucyjne (zamienniki) i dobra komplementarne. Przyktadowo substytu-
tem oleju spozywczego jest margaryna. Wzrost ceny jednego z tych doébr
powoduje wzrost wielkosci popytu na drugie dobro. Dobra komplementarne
zaspokajaja dana potrzebe lacznie i wzajemnie sie uzupelniaja, np. ben-
zyna i samochod. Dla tych dobr istnieje odwrotna zalezno$¢ miedzy ich
ceng a wielkodcia popytu, tzn. wzrost ceny jednego z nich powoduje spadek
wielkosci popytu na drugie.

Uwzgledniajac mozliwosci nabyweze konsumentéw wyrédznia sie (porow-
naj [56|):

e dobra podrzedne (nizszego rzedu) — dobra, na ktore rosnie popyt pod

wplywem spadku dochodéw nabywcoéw. Sa to przewaznie substytuty
gorszej jakosci. Gdy rosna dochody konsumentéw popyt na te dobra

maleje, gdyz sa zastepowane drozszymi, lepszej jakosci substytutami.
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e dobra podstawowe — wszystkie dobra, na ktére rosnie popyt przy
wzroscie dochodéw nabywcow,

e dobra wyzszego rzedu (wzglednie luksusowe, potuksusowe) — do-
bra, na ktére popyt pojawia sie przy pewnym poziomie dochodéw kon-
sumentéw i popyt ten rosnie przy wzroscie ich dochodoéow,

e dobra luksusowe — dobra, na ktére popyt rosnie szybciej niz wzrost
dochodéw nabywcow. Gléwnymi konsumentami tych doébr sg ludzie

bogaci i oni przeznaczaja na nie wickszo$é swoich dochodéw.

Niektorzy autorzy, np. [43], klasyfikuja dobra tylko na trzy grupy:

e dobra nizszego rzedu — dobra, na ktére popyt maleje wraz ze wzro-
stem dochodéw,

e dobra pierwszej potrzeby (normalne) — popyt na nie jest malo
wrazliwy na zmiany wielkosci dochodow,

e dobra luksusowe — popyt na nie pojawia sie przy pewnym poziomie
dochodow.

Wedtug powyzszej klasyfikacji dobra pierwszej potrzeby obejmuja po-
przednio zdefiniowang grupe débr podstawowych i débr wyzszego rzedu.
Graficzna ilustracja zalezno$ci miedzy dochodem a popytem na te trzy

grupy dobr sg tzw. krzywe Engla. Przedstawiono je na Rysunku 1.6 a)b)c)
(porownaj [43]).

i
o

) B

)

popyt
popyt
popyt

dochody dochody C dochody

Rysunek 1.6: Krzywe Engla

Rysunek 1.6 a) przedstawia krzywa Engla dla dobr nizszego rzedu. Na
poczatku, gdy konsumenci dysponuja niskimi dochodami (do punktu A) po-
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pyt silnie reaguje na ich wzrost. Wraz z dalszym wzrostem dochodoéw (od-
cinek AB) popyt zwieksza sie coraz wolniej az do punktu B, gdzie dochody
osiagaja na tyle wysoki poziom, ze dobra nizszego rzedu sa zastepowane
dobrami pierwszej potrzeby, Rysunek 1.6 b). Wzrost dochodéw powoduje
coraz mniejsze przyrosty popytu na dobra normalne, ktérego wielkosé¢ dazy
do pewnego poziomu nasycenia. Oznacza to, ze przy dostateczne wyso-
kich dochodach popyt na dobra pierwszej potrzeby pozostaje na zblizonym
poziomie mimo dalszego wzrostu dochodéw. Po przekroczeniu pewnego po-
ziomu dochod6éw, punkt C' na Rysunku 1.6 c), pojawia si¢ popyt na dobra
luksusowe, ktorego wielkos¢ szybko rosnie.

Prawidlowosci te opisujg tzw. prawa Engla, ktore zostaly sformuto-
wane przez niemieckiego statystyka Ernsta Engla na podstawie badan bu-
dzetow rodzinnych [56]:

e Udzial wydatkéw na zywnos$é¢ maleje w miare wzrostu dochodéw ba-

danych rodzin.

e Udziatl wydatkow statych (np. oplaty za mieszkanie, wydatki na opat)

pozostaje na zblizonym poziomie.

e Udzial innych wydatkéw rosnie wraz z dochodami.

Rozszerzeniem praw Engla sa prawa Engla-Schwabego [23], [43]:

e W miare wzrostu dochodéw ludnosci zmniejsza sie procentowy udziat
wydatkéw na zywnosé i dobra nizszego rzedu w catosci wydatkéw kon-
sumpcyjnych.

e Procentowy udzial wydatkéw na odziez i obuwie nie ulega wiekszym
zmianom,

e Nieznacznie rosnie procentowy udzial wydatkéw na mieszkanie, $wia-
tto i opal.

e Wzrasta procentowy udzial wydatkéw na dobra trwatego uzytku,
a nastepnie na zaspokojenie potrzeb wyzszego rzedu w zakresie kul-

tury, ochrony zdrowia, rekreacji, edukacji, itp.
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»Ze wzgledu na poprawnosé teoretyczng oraz prosta i naturalna interpre-
tacje ekonomiczng parametréw, najczestszymi aproksymantami krzywych
Engla sg krzywe Tornquista. Nazwa ta pochodzi od nazwiska szwedzkiego
ekonomisty, ktéry zaproponowal uzycie tych funkcji do powyzszej aproksy-
macji i oszacowal je dla zywnosci, odziezy i komornego.” [56]

Funkcje Tornquista sa wykorzystywane do opisu zmiennosci popytu kon-
sumpcyjnego w zaleznosci od wielkosci dochodéw konsumentow.

Oznaczmy przez X wielko§¢ dochodéw konsumentéw, przez Y wielkosé
zapotrzebowania na dobra poszczegblnych typéw — nizszego rzedu, podsta-
wowe, wyzszego rzedu, luksusowe. Powyzszemu podziatowi débr odpowia-
daja nastepujace funkcje Tornquista (porownaj |24, [44], [47], [56], patrz
dodatek matematyczno—informatyczny str. 144).

Dobrom nizszego rzedu odpowiada funkcja Tornquista typu zerowego
(czesto oznaczana przez Tp). Ma ona postaé

X —c

Y =
aoX—i—bO’

ag,co >0, by < —cy, X >—bg.

Funkcja Térnquista typu pierwszego (71) odpowiada dobrom podstawo-

wym i jest postaci

X
Y=a——+ by >0, X >0. 1.8
alX n b17 a1,01 ) el ( )
Funkcja Toérnquista typu drugiego (7%) dla dobr wyzszego rzedu ma po-
stac x
— ¢
Y =a——— b >0, X >oc.
G2X+b2, a2,02,C2 ) C2

Funkcja Tornquista typu trzeciego (T3 ) odpowiadajaca dobrom luksu-
sowym ma postac
X — C3

Y —ag X2
BN by

as,bs,c3 >0, X > cs.

,Parametry krzywych Toérnquista maja przejrzysta interpretacje ekono-

miczna. Parametry ¢;, (i = 0,2,3) wyrazaja hierarchie pilnosci potrzeb,
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a parametry a;, (i = 0,1,2) poziomy ich nasycenia. Ksztalt krzywych
Tornquista jest zgodny z ogélnymi procesami zachowania sie konsumentow
(z prawami Engla). Przy niskim poziomie dochodow wiekszosé wydatkow
przeznacza sie na dobra pierwszej potrzeby i nizszego rzedu. Wydatki na
pierwsze z nich wzrastaja w miare wzrostu dochodéw, dazac do poziomu na-
sycenia a1, wydatki na dobra nizszego rzedu maleja do poziomu ag, ustepujac
miejsca dobrom wyzszego rzedu. Przy wyzszych dochodach réwnych ¢y za-
czynaja sie pojawia¢ wydatki na dobra wzglednie luksusowe, ktore w miare
wzrostu dochodéw daza do poziomu nasycenia as. Wreszcie po osiagnie-
ciu poziomu dochodu c3 pojawiaja sie wydatki na dobra luksusowe, ktoére
w przeciwienstwie do poprzednich wzrastaja nieograniczenie.” [56] (Patrz
Rysunek 1.7).

F 3
Y Ty T3
o7 NSRS, S Sy
Ty
/T RS, SR LTy Ay
T
agb- e oo e
C; €3 X

Rysunek 1.7: Krzywe Toérnquista

Przyklad 1.14 Tabela 1.8 zawiera dane dotyczqce S$rednich dochodow
w Polsce (w zt/0s) i wydatkéw na zZywno$é z pominieciem wyrobow alko-
holowych (w min 2t) w latach 2010-2017 (dane GUS).

Na podstawie powyzszych danych wyestymujmy parametry strukturalne
krzywej Tv, patrz réwnanie (1.8), gdzie:
X — wielkosé dochodow,

Y — wielko$é wydatkow.
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Tabela 1.3: Srednie dochody X; i wydatki ¥; na zywnos¢ w latach 2010 — 2017

w Polsce

Rok 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016
1=1 1=2 1=3 1=4 1=25 t=26 1=1
X; | 3224,98 | 3399,52 | 3521,67 | 3650,06 | 3783,46 | 3899, 78 | 4047,21
Y; | 156013 | 161006 | 166158 | 166490 | 165824 | 165161 | 172263

Zastosujemy Metode Nagmniejszych Kwadratow (MNK ).
Poniewaz funkcja jest nieliniowa nalezy jg przeksztatcié do postaci li-
niowej. Wykorzystujgc Sposdb 1 przedstawiony w dodatku matematyczno—

—informatycznym na str. 152, dla rownania (1.8) otrzymujemy

1 X+b b 11

Y alX _a1 X+CL1.

Podstawiajgc

otrzymujemy model lintowy postact
Z=83-V+A (1.9)

gdzie:

1 1

=, Vi=— i =1,2,...,7.
YT-:7 (2 XZ’ 1 ) ) Y

Po podstawieniu danych do uktadu réwnarn normalnych (patrz dodatek ma-

Z; =

tematyczno—informatyczny, wzory (4.40), (4.41))
ST (Z— BVi= N) Vi = 0
=234 (Zi = BVi= A) =0,

otrzymujemy

n 2_nv2
i=1 V7 —nV

=X W22 g 007649
A=Z7— BV =3,96749 - 1076.
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Ostatecznie mamy

1 ~ ~
a = §,=:252048,57, by =B+ a1 =1928,03,
czyli
252048, 57X
i Rl 1.10
X 4 1928,03 ( )

Wykorzystagmy teraz Sposdb 2. przedstawiony w dodatku matematyczno—

—informatycznym na str. 152. Przeksztatcajgc wzor (1.8) otrzymujemy
XY +b1Y =X lw XY =a1X-b0Y.
Podstawiajgc
XY=2, -—-bi=p

otrzymugjemy

Z=a X +BY. (1.11)

Wektor ocen parametrow strukturalnych

[
p

uzyskujemy za pomocq wzoru (patrz dodatek matematyczno—informatyczny
wzor (4.43))
a=(VIvy“lvlz,

gdzie:
T1Y1 1 Y
7 _ T2Y2 vV — T2 Y2

Ostatecznie mamy

a —

231425, 03
—1469,28 |
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Zatem

a1 = 231425,03, by = —(3 = 1469, 28.

Ostatecznie uzyskujemy model wielkosci wydatkdw w zaleznosci od wielkosci

dochodow postaci
~231425,03X

= o ol 1.12
X + 1469, 28 (1.12)

Uwaga. Parametry funkcji 1.9 oraz 1.11 mozna uzyskaé za pomocq
programu Excel wykorzystujac funkcje REGLINP (patrz dodatek matema-
tyczno—informatyczny, str. 170).

Poréwnanie wykresow krzywych Térnquista T'1 (1.10) oraz (1.12) przed-
stawiono na Rysunku 1.8. Wida¢, ze funkcje te uzyskane przy roéznych spo-

sobach estymacji parametrow maja podobne wykresy w obszarze estymacji.

N

Y
25204857 b - - - oo ____
23142503
T (SposOb1)
T1(Sposob 2)
0 4100 25000 X

Rysunek 1.8: Poréownanie krzywych Toérnquista 77 danych wzorami (1.10) i (1.12)

1.8 Dochodowa elastycznosé popytu

Wspolczynnik dochodowej elastycznosci popytu jest miara zmiennosci

popytu wzgledem maltych zmian wielkosci dochodu nabywcow.
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Zalézmy, ze w ustalonym czasie wszystkie zmienne, oprécz wielkosci do-
chodéw konsumentoéw nie ulegna zmianie. Zalézmy, ze zmiana dochodu od
wartosci Iy do wartosci I; spowodowalta zmiane wielkosci popytu z D(Iy) do

D(Iy). Zmiana procentowa wartosci popytu jest rowna

D(I1) — D(1o)

D(Io) = AD(I()),

natomiast zmiana procentowa wielkosci dochodu wyraza sie¢ wzorem

L=l _ AI(I).
Iy

Definicja 1.3 FElastycznosciq dochodowq popytu przy wielkosci dochodu Iy
nazywamy stosunek zmiany procentowej wielkoSct popytu do zmiany procen-

towej ceny, czyli
AD(o)

Ep (o) = Al)

. (1.13)

Zalozmy, ze funkcja D(I) jest okreslona w przedziale zawierajacym Iy i Iy
i jest rozniczkowalna. Dokonujac analogicznych przeksztatcen jak

w rozdziale (1.2) otrzymujemy

Ep (ly) =

D(Io)

7 powyzszej definicji wynika, ze jezeli wraz ze wzrostem wielkosci do-
chodu wzrasta popyt na dane dobro, to wartos¢ dochodowej elastycznosci
jest dodatnia. Jezeli wraz ze wzrostem wielkosci dochodu maleje popyt na
dane dobro, to wartos¢ dochodowej elastycznosci jest ujemna.

Dochodowa elastycznosé popytu jest stosunkiem procentowej zmiany po-
pytu na dane dobro do procentowej zmiany wielko$ci dochodéw nabywcow.
Informuje ona, o ile procent w przyblizeniu zmieni sie wielko$¢ popytu, jezeli
dochody nabywcow zmienig sie o 1%.

Wartoéci wspolczynnika elastycznosci dochodowej popytu zaleza gtéwnie

od dostepnosci dobr komplementarnych i substytucyjnych. Wspotezynnik
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Tabela 1.4: Wartosci elastycznosci dochodowej popytu w zaleznosci od rodzaju
doébr

Rodzaje dobr Wartosci elastycznosci

dochodowej popytu

Luksusowe Epr>1
Wyzszego rzedu Epr>0
Podstawowe O<Epr<1
Nizszego rzedu Epr <0

elastycznodci dochodowej popytu stanowi czesto kryterium klasyfikacji débr.
Ilustruje to Tabela 1.4 (poréwnaj [5], [12]).

FElastycznos¢ dochodowa popytu jest ujemna dla débr nizszego rzedu.
Wynika to z tego, ze wraz ze wzrostem dochodéw konsumenci przestaja
kupowac te dobra zamieniajac je drozszymi substytutami lepszej jakosci. Dla
dobr podstawowych wyzszego rzedu i luksusowych elastycznosci dochodowe
popytu sa dodatnie.

Wspotezynnik elastycznosci dochodowej popytu moze by¢ rézny dla réz-
nych grup konsumentéw. To, co dla jednej grupy jest dobrem podstawowym
dla innej moze byé¢ luksusowym. Pamietajmy takze o tym, ze poziomy do-
chodéw réznych grup spolecznych zmieniaja si¢ w czasie. Dobro, ktore dla
pewnej grupy byto luksusowe, po pewnym czasie, wraz ze wzrostem docho-
doéw, moze staé¢ sie dobrem podstawowym.

W Tabeli 1.5 podane sg wartosci dochodowej elastycznosci popytu dla
wybranych dobr w Wielkiej Brytanii (patrz [5], niestety nie podano tam
jakiej grupy spotecznej i jakiego okresu dane te dotycza).

Znajomo$é wartosci dochodowej elastycznosci popytu jest wykorzysty-
wana do prognozowania zmian w strukturze popytu konsumentéw zachodza-
cych np. pod wplywem zmian poziomu zamoznosci, do obliczania wskazZni-

kéw kosztow utrzymania w roznych grupach spotecznych, itp.
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Tabela 1.5: Dochodowa elastycznosé¢ popytu w Wielkiej Brytanii dla
wybranych débr

Kategoria dobr Elastycznosé dochodowa
Wegiel —2,02
Pieczywo —0,5

Nabial 0,53
Warzywa 0,87
Wycieczki zagraniczne 1,14

Sprzet turystyczny i rekreacyjny 1,99

Wino i wyroby spirytusowe 2,6

Przyktad 1.15 Oferent sprzedaje miesiecznie 200 tys. sztuk danego pro-
duktu przy przecietnym dochodzie nabywcow 4000 2t miesiecznie. Wiadomo,
ze dochodowa elastycznosé popytu jest rowna 0,6. O ile zwickszy sie sprzedaz
produktu, jezeli przecietne dochody nabywcéw wzrosng o 100 242

Rozwigzanie. Dochody nabywcow wzrosng o 2,5%. Na podstawie wzoru

1.18 mamy

A D(4000)
FEp (4000) = —————= = 0,6.
p.1(4000) AI(4000)
Stad AD(4000) = 0,6 * 2,5% = 1,5%, a wiec sprzedaz wzrosnie

0 3 tys. sztuk, czyli do wartosci 203 tys.



Rozdzial 2

Produkcja 1 koszty produkcji

2.1 Funkcja produkcji

Produkcja jest procesem, w ktérym czynniki produkcji (nazywane tez
czynnikami wytworczymi) przeksztalcane sa w produkty. W procesie pro-
dukcyjnym przedsiebiorstwo wykorzystuje rézne czynniki produkeji. W uje-
ciu klasycznym wyroznia sie:

e prace,

e kapital,

e ziemie.

Niektorzy ekonomisci méwig tez o czwartym czynniku produkceji, ktérym
jest przedsiebiorczodé. ,,Za tworce koncepcji wspotczesnej przedsiebiorczosci
uwaza sie austriackiego ekonomiste J. Schumpetera. Wedtug niego przed-
siebiorczosé jest podstawa i sposobem dziatania, polegajacym na gotowosci
w podejmowaniu nowych niekonwencjonalnych i ryzykownych przedsiewzieé¢
oraz na wykazywaniu inicjatyw w ich poszukiwaniu i wdrazaniu.” [49]

Do listy czynnikow wytworczych coraz czesciej dodaje sie tez takie jak:
wiedza, technologia, organizacja i energia (poréwnaj [5]).

Obiekty materialne wykorzystywane w procesie produkcyjnym nazywane
sa §rodkami produkcji lub srodkami rzeczowymi. Wsréd nich wyrézniane sa:

e srodki pracy — fabryki, maszyny, urzadzenia, narzedzia, ziemia,

e przedmioty pracy — surowce, materiaty, pétfabrykaty.

47
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Czynniki produkcji, ze wzgledu na sposob ich zuzywania sie, sa dzielone
na stale i zmienne. Czynniki stale w procesie produkcyjnym zuzywaja sie
stopniowo w wielu cyklach produkcyjnych i ich warto$é stopniowo przenosi
siec na wytwarzane produkty. Czynniki zmienne calkowicie zuzywaja sie
w jednym cyklu produkcyjnym i cata ich warto$é¢ przenosi sie na wytwarzane
produkty (poréwnaj [15]).

W zwiazku z tym w ekonomii wyrézniane sa dwa typy analiz:

e analiza zachowari krétkookresowych, gdzie czesé¢ czynnikéw produkceji
jest stata i przedsiebiorstwo nie moze zmieniaé¢ wielkosci ich wykorzy-
stania, np. technologia produkcji, organizacja procesu produkcyjnego,
umowy dtugookresowe na dostarczanie nosnikéw energii, maszyny, hale
produkcyjne,

e analiza zachowan dtugookresowych, gdzie wszystkie czynniki sa zmienne.

Definicja 2.1 Funkcja produkcyi f : R — R przyporzedkowuje czynnikom
produkcji (x1,x2, ..., Tn) € R™ maksymalng mozliwg wielkosé produkcji (y),

jakg mozna osiqgnaé przy ich wykorzystaniu, co zapiszemy wzorem

Yy = f(fEl,fL'Q, "'7xn)7
gdzie:
y — wielko$¢ produkcyi,

T1,T9, ..., Ty — wielkosé naktadow poszczegolnych czynnikow produkcyi.

W analizie ekonomicznej czesto nie rozpatruje sie produkcyjnosci kazdego

czynnika osobno, ale przyjmuje sie, ze funkcja produkcji ma postaé

y = f(z),

gdzie x jest zmienng reprezentujaca taczng wielko§é nakltadéw zmiennych
czynnikéw produkeji, oczywiscie w proporcji wynikajacej ze stosowanej tech-

nologii. Nie da sie przeciez zwickszy¢ produkcji samochodéw zwiekszajac



2.1. Funkcja produkcji 49

tylko naktady na stal, bo potrzebne sa takze dodatkowe naktady na czynniki
kompatybilne w tym procesie produkcyjnym, takie jak, np.: szyby, opony,
przewody elektryczne, itd.

W teorii produkcji czesto zaklada sie, ze zachodzi, tzw. prawo nie-
proporcjonalnej wydajnosci. Moéwi ono, ze wzrost nakltadow niektorych
czynnikéw produkceji, przy niezmienionych naktadach na pozostate czynniki,
spowoduje poczatkowo wzrost wielkosci produkcji, a po osiagnieciu pewnego

poziomu naktadéw wielkos¢ produkeji zacznie sie zmniejszac.

Tabela 2.1: Dane do przyktadu 2.1

v | f@) [ T2 [ fa+1) - f)
1 3 3 —
2| 4,4 | 2,2 1,4
3] 6 2 1,6
4 17,8 | 1,9 1,8
51 9 1,8 1,2
6 | 8,4 | 1,4 —0,6
77,7 1,1 —0,7
8 | 6,8 0,85 -0,9
9| 54| 0,6 —1,4
10 3 0,3 —2,4

Przyklad 2.1 Farmer na swojej ziemi produkuje kukurydze. Zatozmy, ze
jedynym zmiennym czynnikiem produkcji jest praca (liczba pracujgeych ro-
botnikéw na polu). Rozwazmy Tabele 2.1. Kolumna pierwsza zawiera dane
dotyczaqce liczby robotnikow pracujgcych na polu (z). W kolumnie drugiej
sq catkowite wielkosci produkcji kukurydzy f(z) (w tonach). W kolumnie
trzeciej sq wartosci pokazujgce, jaka cze$é produkcyi catkowitej przypada na
(z)

jednego zatrudnionego robotnika fT W kolumnie czwartej mamy produk-
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cje krancowg. Wartosci w tej kolumnie mowig o ile zwiekszy sie produkcja
po zatrudnieniu kolejnego robotnika (f(x + 1) — f(z)). Na poczgtku, przy
zatrudnieniu niewielu pracownikéow, majg oni tatwy dostep do urzqdzen, nie
przeszkadzajg sobie, ich wydajnosé jest duza. Zatrudnienie kolejnych robot-
nikow zwieksza wydajnosé statych czynnikow produkcyi az do momentu, gdy
pracownicy muszq dzieli¢ sie dostepem do urzgdzen. Wtedy przeszkadzajg so-
bie i wystepujq przestoje. Wtedy tez kazdy kolejny pracownik w coraz mniej-
szym stopniu przyczynia sie do wzrostu wielkosci produkcyi. Kolejny wzrost

zatrudnienia bedzie prowadzit do spadku wielkosci produkcyi.

Zwiazek miedzy naktadami zmiennych czynnikow produkcji a catkowita
wielko$cia produkcji, zgodnie z prawem nieproporcjonalnej wydajnosci, przed-
stawia krzywa produkcji, zwana rowniez krzywa Knighta (patrz Rysu-
nek 2.1).

fx)

L 4

Xg X1 Xa X

Rysunek 2.1: Krzywa Knighta

Aby zaistniata produkcja musza by¢ poniesione minimalne naktady xg.
Gdy naktady rosng od zg do x1, to kolejne ich przyrosty powoduja coraz
wieksze przyrosty wielkos$ci produkcji. Po przekroczeniu x; kolejne zwiek-
szanie naktadéw bedzie powodowaé wzrost wielkosci produkcji, ale przyrosty
te beda coraz mniejsze. Dla argumentu z; krzywa Knighta ma punkt prze-

giecia. Przy wielkosci naktadéw xo zostaje osiagniety maksymalny poziom
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produkcji mozliwy do uzyskania przy danej technologii i niezmiennosci czyn-
nikéw statych. Dalsze zwiekszanie naktadéw spowoduje spadek catkowitej
produkcji.

Aproksymacja funkcji produkcji

W tym podrozdziale zaprezentujemy kilka funkcji majacych wykres po-
dobny do krzywej Knighta, ktére moga byé¢ wykorzystane do aproksymacji
funkcji produkc;ji.

1.
f(z) = az® 4 ba® + cx + d. (2.1)

Przyktadowy wykres wielomianu trzeciego stopnia, ktory moze byé

aproksymanta krzywej Knighta przedstawia Rysunek 2.2.

Rysunek 2.2: Wielomianowa aproksymanta krzywej Knighta

Funkcja (2.1) musi spelnia¢ pewne warunki (patrz dodatek matema-
tyczno—informatyczny, str. 143-144), aby jej wykres byl taki jak na
Rysunku 2.2.

Musi by¢ limg_, 4~ f(z) = —00, co daje a < 0. Funkcja (2.1) musi po-
siada¢ dwa ekstrema lokalne, czyli pochodna musi mie¢ dwa miejsca
zerowe, co implikuje 4b? — 12ac > 0, czyli b?> — 3ac > 0. Wtedy mini-
mum lokalne funkcji jest osiagniete dla argumentu z,;, = —etv-=3ac W,
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a maksimum dla 2,y = —2—v2=3ac W. Aby istnial punkt przegiecia dla
argumentu z1 > 0 musi by¢ f”(z1) = 0, co daje x1 = g—f > 0. Ponie-
waz jest a < 0 wiec, aby punkt przegiecia byt dodatni, musi by¢ b > 0.
Zauwazmy tez, ze spelniony jest warunek

—b+ Vb2 — 3ac —b—vb%2 — 3ac

= Tmin < 1 < Tmaz

3a - 3a

Przyjmujac, ze (patrz Rysunek 2.1) x,4. = w2, ustalajac zp > 0
takie, ze 9 > Tmin 1 f(zo) > 0, ustalajac x3 takie, ze xo < x3
i f(xz3) > 0 otrzymujemy wielomian trzeciego stopnia, ktorego wykres

dla = € [zg,x3] moze dobrze aproksymowaé krzywa Knighta.

f(x) = az’e, = > 0. (2.2)

Pochodna funkcji jest rowna

f(x2) = a(ba® e + 2bce®) = ax® e (b + cx).

Foo

n
>

X

Rysunek 2.3: Potegowo-wyktadnicza aproksymanta krzywej Knighta

Pochodna zeruje sie dla x¢ = —% i, aby dla tego argumentu istnialo
maksimum lokalne funkcji musi by¢ b > 01 ¢ < 0, gdyz wtedy po-

chodna zmienia znak w zg z dodatniego na ujemny.



2.1. Funkcja produkcji 53

Druga pochodna funkcji jest réwna
f(x) = ax®2e[*a® + 2bcx + b(b — 1))

i zeruje sie dla x = —b%‘/g lub x = 7‘%\/5. Poniewaz jest ¢ < 0, wiec
wykres funkcji, dla > 0, posiada dwa punkty przegiecia, gdy b > 1.
Dla przyktadowych wartosci parametréow ¢ = 0,1; b = 3; ¢ = —0,15

wykres funkcji (2.2) pokazuje Rysunek 2.3.

f(z) = ax®ten® = gzbeen® >0, >0, c¢<O. (2.3)

Warunki narzucone na wartosci parametréw a, ¢ implikujg réwnosé

lim f(z) =0.

z—0t

W celu policzenia pochodnej funkeji f/(z) policzmy najpierw pochodng

funkcji g(z) = 2°™*. Mamy

Ing(z) = c(Inz)?,

Stad

J () = 2ca™* ng.

Korzystajac z powyzszego, otrzymujemy
() = a(z®g(x)) = a(bz®Tg(z) +2°¢ (x)) = azbz™* L (b+2cInz).

Gdy jest ¢ < 0, to funkcja (2.3) osiaga maksimum dla x = exp (—%).
Mozna takze pokazaé, ze wtedy wykres posiada dwa punkty przegiecia

i jest podobny do wykresu przedstawionego na Rysunku 2.3.
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2.2 Produkcyjno$é przecietna i kraiicowa

Produkeyjnosé przecietna (ang. average production) informuje, ile pro-
dukcji catkowitej przypada na jednostke czynnika produkcji. Jezeli funkcja
produkeji dana jest wzorem y = f(z), to funkcja produkeyjnosci przecietnej

Af(x) ma postaé
Af(z) = @, x>0,
x
gdzie x jest wielko$cia naktadéw czynnika produkc;ji.

Dla ustalonej wielkosci naktadow z*, wartosé A f(z*) jest tangensem kata
nachylenia prostej zawierajacej punkt poczatkowy uktadu wspoédtrzednych
i punkt (z*, f(z*)). Tangens ten jest najwiekszy dla punktu (z1, f(z1)),
gdzie Af(x1) = tga (patrz Rysunek 2.4).

f(x1) f(x)

X1

Rysunek 2.4: Interpretacja geometryczna wartosci produkcyjnosci przecietnej

Produkcyjnosé kraiicowa (ang. marginal production) okresla zmiane roz-
miaréw produkcji catkowitej przy zalozeniu zmiany naktadéw czynnika pro-
dukeji o jednostke. Niech f(xg+ 1) — f(z¢) bedzie przyrostem produkcji
spowodowanym wzrostem nakladéw o kolejna jednostke ponad zg. Mozemy

zapisad

flxo+1) = fxo) = f@o + 1i —f(g;o).
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Wiemy, ze

f(-TO + h]z] — f(l‘o) _ f,($0)~

o ile taka granica istnieje i jest skornczona.

lim
h—0

7 powyzszego wynika, ze z pewnym przyblizeniem produkcyjnos$é kran-
cowa M f(xg) przy wielkosci naktadéow xp mozna zdefiniowaé wzorem

df (o)
ox '

M f(x0) = f'(20) = (2.4)

o ile funkcja f(x) jest rézniczkowalna.

Produkt uzyskany przy wykorzystaniu dodatkowej jednostki czynnika
produkcji nazywany jest produktem kraricowym.

Dla ustalonej wielkosci nakladow x* wartos¢ M f(z*) jest tangensem
kata nachylenia prostej stycznej do krzywej produkcji w punkcie (z*, f(x*)).
Tangens ten jest najwiekszy dla punktu (x1, f(z1)) (patrz Rysunek 2.5),
ktory jest punktem przegiecia krzywej produkeji, tzn. M f(xz1) = tgs.

flx)

L J

Rysunek 2.5: Interpretacja geometryczna wartosci produkcyjnosci krancowej

Wlasnosci (patrz Rysunek 2.6).
1. Gdy produkcyjno$é przecietna zwieksza sie, to naklad jednostkowy
daje wiecej produktu niz produkt przecietny, a wiec produkcyjnosé

kraricowa jest wicksza od przecietnej. Gdy produkcyjno$é przecietna
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fx)

N\
Mf (%)

Rysunek 2.6: Funkcje produkcyjnosci przecietnej i kranicowej

zmniejsza sie, to produkcyjnosé kranicowa jest mniejsza od przecietne;j.
Wynika z tego, ze krzywa produkcyjnosci krancowej przecina krzywa
produkcyjnosci przecietnej w jej maksimum. Analitycznie mozna to
wykaza¢ obliczajac pochodna funkcji Af(x). Zaktadajac, ze = > 0,

mamy

/ ') — f(x /‘,Bif(-T)
Af(z)] = @) :If(:g2f():f()x T —

M (@)= Af(@)

x

Rzeczywiscie, gdy Af(x) rosnie, to M f(x) — Af(x) > 0, gdy Af(z)
maleje, to M f(z) — Af(x) <0, gdy [Af(x)] =0, to M f(z) = Af(z).

2. Gdy funkcja produkcyjnosci catkowitej osigga maksimum, to funkcja

produkcyjnosci krancowej rowna jest zero. Wynika to ze wzoru (2.4).

Jak zauwazono w [15]: ,nieproporcjonalnosé wzrostu produkeji uwidacz-
nia sie bardziej wtedy, gdy mamy do czynienia z wytwarzaniem jednego
i jednorodnego produktu, np. energii elektrycznej (...). Badania empi-

ryczne wykazaly, ze na produkcyjnosé zmiennych czynnikéw produkeji ma
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wplyw nie tylko zwiekszanie ich naktadéw, ale réwniez manipulowanie zmia-
nami w asortymencie produkcji, w dtugosci serii wytwarzanych réznych pro-
duktéw finalnych, itp. W takich przypadkach produkcyjnosé kraiicowa za-
stosowanych czynnikdéw zmiennych moze okazaé sie stata.” Stata produkcyj-
nos¢ krancowa oznacza, ze zachodzi prawo proporcjonalnej wydajnoS$ci.

Stata produkcyjnosé kraricowa implikuje, ze funkcja produkcji catkowitej

jest liniowa. Zalézmy, ze

M f(z) = f'(z) = ¢ = const, ¢ > 0.

Wtedy
f(z) = cx, (2.5)
Af(x) = fSU) =c

Funkcja (2.5) ma wyraz wolny réwny 0, gdyz dla zerowych naktadéw pro-

dukcja jest zerowa. Wykresy powyzszych funkcji pokazuje Rysunek 2.7.

a

f(x)

Mf (x) = Af (x)

=
>

X

Rysunek 2.7: Stala produkcyjnos¢ kraiicowa

2.3 Funkcja Cooba-Douglasa

W literaturze przedmiotu czesto jest rozwazana dwuargumentowa funk-

cja produkcji Cooba-Douglasa uwzgledniajaca podzial czynnikéw produkcji



58 2. Produkcja i koszty produkcji

na kapital i prace. Ma ona postaé
y=F(K,L)=aK*LP,

gdzie:

y — wielkos¢ produkcji,

K — naktad kapitaltu,

L — naktad pracy,

a, a, B — dodatnie parametry funkcji.

S K OFK,L) _ . L OFKL) _
Latwo sprawdzié, ze FIKD) ok~ = Yl mny o = 5. Oznacza

to, ze parametry a i 8 sa elastyczno$ciami produkcji wzgledem naktadow
kapitatowych i nakltadow pracy. Wzrost kapitatu o jeden procent (przy nie-
zmienno$ci nakladoéw pracy) spowoduje wzrost produkeji o ok. a procent,
a wzrost nakladéw pracy o jeden procent (przy niezmiennosci nakltadow ka-
pitatowych) spowoduje wzrost produkcji o ok. 3 procent. Funkcja Cooba-
Douglasa spelnia pewne warunki (poréwnaj [5], [59]), ktore odzwierciedlaja
prawidlowosci zachodzace w rzeczywistosci ekonomiczne;j.
1. Dziedzing funkcji jest zbior (K,L) € R? taki, ze K > 0, L > 0
i dla kazdego K, L mamy F(K,0) = F(0,L) = 0. Oznacza to, ze
aby zaistniala produkcja, zaré6wno naktady kapitatu, jak i nakltady
pracy muszg by¢ niezerowe.

2. Produkcyjno$é krancowa kazdego czynnika produkcji jest dodatnia, bo

OF(K,L) o178 . OF(K\ L) o nnrpe1

Jezeli rosna naktady jednego z czynnikéw wytworczych przy stalych
nakltadach drugiego czynnika, to wielkos¢ produkcji rosnie.

3. Zwiekszanie nakladow jednego z czynnikéw produkeji, przy niezmien-
nosci naktadéw drugiego, prowadzi do coraz mniejszych przyrostéw

wielko$ci produkeji, czyli musi byé

0’°F(K, L)

KT alPo(a—1)K*2 <0
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oraz

0’F(K, L)
OL2

Oznacza to, ze musi by¢ a <11 g < 1.

=aK*B(B-1)LP2 <.

4. Zwiekszanie nakladow jednego z czynnikéow produkcji prowadzi do
zwiekszania produkcyjnosci krancowej drugiego czynnika produkcji,

czyli
PF(K,L) 0°F(K,L)
OKOL —  OLOK

=aaBK* 1Lt > 0.

Zauwazmy, ze wyznacznik macierzy drugich pochodnych czastkowych® funk-

¢ji produkcji Cooba-Douglasa ma wartosé

9?F(K,L) 0°F(K,L)

oK OKIL | _ 1 _
2R 0P | =1 (@+B).
ILOK L2

Funkcja Cooba-Douglasa jest jednorodna stopnia a 4+ (3, co oznacza, ze
F(nK,nL)=n"PF(K, L).
Rzeczywiscie, mamy
F(nK,nL) = a(nK)*(nL)? = n®"PaK*LP = n**PF(K,L).

Jezeli a + f > 1 (hesjan jest ujemny), to zwiekszenie nakladoéw kazdego
czynnika produkeji o n% spowoduje wzrost produkcji o wiecej niz n%. Mo-
wimy wtedy, ze wystepuja rosnace korzysci skali. Jezeli o+ = 1 (hesjan
rowny jest zero), to zwiekszenie naktadow kazdego czynnika produkcji o n%
spowoduje zwiekszenie produkcji rowniez o n%. Mowimy wtedy, ze wy-
stepuja stale korzysci skali. Jezeli o + 5 < 1 (hesjan jest dodatni), to
zwiekszenie naktadow kazdego czynnika produkeji o n% spowoduje zwiek-
szenie produkcji o mniej niz n%. Mowimy wtedy, ze wystepuja malejace

korzysci skali.

"Wyznacznik macierzy drugich pochodnych czastkowych funkcji nazywany jest hesja-

nem.
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2.4 Zastepowalno$é¢ czynnikéw produkcji, izokwanty

W procesie produkcyjnym, dany produkt czesto mozna wytworzyé na
wiele réznych sposobdw. Wystepuje zastepowalno$é czynnikéow produkcji.

2

Rozne efektywne metody wytwarzania® moga dac identyczna ilos¢ produktu.

Definicja 2.2 Zbidr wszystkich mozliwych kombinacji czynnikéw produkcji
(z1,22, ..., Tn) umozliwiajgcych efektywne wyprodukowanie danej wielkosci
produkcji y* nazywany jest izokwantqg lub zbiorem jednakowego produktu,

ktory oznaczamy symbolem I(y*). Mamy

I(y") ={(z1, 22, ..., xp) 1 y* = f(z1, 22, ..., 2n) },

gdzie f jest funkcja produkcji.

Izokwanta pokazuje, jakie sa wszystkie mozliwe kombinacje r6znych czyn-
nikéw produkeji, przy zatozeniu niezmiennosci wielkosci produkcji.

Funkcje produkcji mozemy, zatem definiowaé¢ takze w kontekscie zbio-
row jednakowego produktu. Bardzo ciekawie zilustrowano to w [17] piszac:
,O funkcji produkcji mozemy mysleé jak o przepisie kucharskim. Zawiera
on liste sktadnikéw i informuje Cie, ile nalesnikéw otrzymasz, jezeli w okre-
$lony spos6b potraktujesz te sktadniki. W niektorych przepisach sa podane
proporcje stosowanych sktadnikow. W innych mozna jedne sktadniki za-
stepowaé innymi. Na przyktad w nalesnikach jajka mozna zastapi¢ mlekiem

i oliwa. Funkcja produkcji moze naleze¢ do jednego z tych dwoch rodzajow.”

Przyklad 2.2 Zatozimy, ze do wyprodukowania stu nalesnikow potrzeba
m. in. ustalonych ilosci pracy, energii, wody, maki oraz 12 jaj, ktore mozna

zastgpi¢ 300 ml mileka z oliwg (bedziemy ten sktadnik nazywaé olimlek)?.

2Metoda wytwarzania jest technicznie efektywna, jezeli dla danej wielkosci produkcji
nie istnieje inna metoda zuzywajaca mniej niektérych czynnikéw produkcji i nie wiecej
pozostaltych czynnikow.

3 Autorzy tej ksigzki nie sprawdzali czy przy takich proporcjach sktadnikéw powstana

nie tylko nalesniki, ale cokolwiek nadajacego sie do jedzenia.
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Praca, energia, woda i mgka sq sktadnikami niezastepowalnymi, natomiast
jaja © olimlek mogq byé wykorzystywane w réznych proporcjach, np. mozna
do produkcji stu nalesnikow uzyé 4 jaja i 200 ml olimleku.

Jezeli oznaczymy liczbe jaj wykorzystanych do produkcyi stu nalesnikow

przez x1 a ilo$é olimleku przez xo (jednostkq jest 1 ml), to mozemy zapisac

1
il =1
1271 T gppT2 T b

gdzie 1 oznacza jednostke produktu, czyli 100 nalesnikow. Aby otrzymadé 2

jednostki produktu nalezy tak dobraé¢ x1 i xa, aby byto

LIS 2. itd
—X —T9 = mna.
1271 3007 T

W ten sposob, dla réznych wielkosci produkcji otrzymujemy linie jednako-
wego produktu, zwane mapq izokwant (patrz Rysunek 2.8, y oznacza wielkosé

produkcji).

L J

Xy

Rysunek 2.8: Izokwanty przy pelnej substytucji

Poniewaz jajka mogq byé catkowicie zastgpione przez olimlek © na od-
wrdt, to mamy tutaj przypadek tzw. substytucyi petnej (izokwanty zawierajq
punkty osi uktadu wspétrzednych). Zastepowalnosé obu czynnikéw nastepuje

w sposob proporcjonalny, r1 = —%xg, stgd izokwanta jest linig prostq.
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Gdyby izokwanta nie dotykata osi uktadu wspdtrzednych, to mielibysmy
przypadek substytucji niepetnej oznaczajgcy, zZe jednego czynnika wytwor-
czego nie mozna catkowicie zastgpié drugim. W przypadku nieproporcjo-
nalnej substytucji czynnikow produkcyi izokwanty majg postaé takq, jok na

Rysunku 2.9.

Xz

P
o

X

Rysunek 2.9: Izokwanty przy niepelnej substytucji

Izokwanty sa krzywymi o nastepujacych wlasnosciach:

1. Nie moga sie przecinaé¢, gdyz kazda z nich odnosi sie do innej wielkosci
produkcji.
2. Wszystkie sg malejace. Zwiekszenie nakladow jednego z czynnikéw

produkcji skutkuje potrzeba zmniejszenia naktadéw na drugi czynnik.

3. Izokwanty moga by¢ liniami prostymi (o czym wspominano wczesniej)
albo krzywymi wypuklymi. (O krzywych wypuklych mozna przeczy-
ta¢ w podrozdziale 4.2, str. 138). Wypuklos¢ izokwant oznacza, ze po-
trzeba coraz wiekszych dodatkowych nakladéw jednego czynnika pro-

dukcji, aby zréwnowazy¢ kolejne, takie same naklady drugiego czyn-
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nika. Nazywa sie to prawem malejacej krancowej stopy technicznej

substytucji (porownaj [5], [15]).

Aby zbadaé stopienn zastepowalnosci czynnikow produkeji czesto wyko-
rzystywana jest funkcja nazywana krancowa stopa technicznej substy-
tucji.

Dla ustalenia uwagi, rozwazmy zbior jednakowego produktu y* = f(K, L),
gdzie K to naktady kapitalu, a L to nakitady pracy. Na podstawie twier-
dzenia o rozniczce zupelnej (patrz twierdzenie 4.6 na stronie 136) mozemy
zapisa¢, ze dla ustalonych wielkosci (Ko, Ly) mamy

0f (Ko, Lo) 0f (Ko, Lo)
TdK+ 9L

Poniewaz poruszamy sie po izokwancie, gdzie przyrost wielkosci produkcji

df (Ko, Lo)(dK,dL) = dL.

jest zerowy, to

_ 0f(Ko, Lo) df (Ko, Lo)
0= K dK + oL dL,
df(Ko,L
% _ (82 0)
dL df(Ko,Lo)
0K
Funkcje -
_ oL
MRTS(K, L) = - 500 - (2.6)
oK

nazywamy krancowaq stopa technicznej substytucji (ang. Marginal Rate
of Technical Substitution). Wartoscia tej funkcji jest stosunek miedzy ilogcia
danego czynnika produkcji a jednostks zastepowanego przez niego drugiego

czynnika.
Przyktad 2.3 Niech funkcja y = f(K, L) dana bedzie wzorem
y = f(K,L) =10K2L3,

wtedy

[NIES

Of(K,L) .13
—or oKLY
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Zatozmy, ze w procesie produkcyjnym przedsiebiorstwo wykorzystuje 200 jed-
nostek kapitatu (Ko = 200) ¢ 150 jednostek pracy (Lo = 150). Dla tych
wartosci mamy f(200,150) = 10 - 200% - 1505 = 2858,71. Zatézmy, Ze
przedsiebiorstwo chce podwyzszyé naktady na prace o jednostke v policzmy,
o ile jednostek nalezy wtedy zmmniejszyé naktady kapitatu, aby produkcja po-
zostata na dotychczasowym poziomie.

Z (2.6) mamy

6-2007 - 15075
5-20073 - 150%

MRTS(200,150) = — ~1,6.

Otrzymugemy, ze aby produkcja pozostata na dotychczasowym poziomie, to
zwiekszeniu naktadu pracy o jednostke musi towarzyszyé zmniejszenie nakta-

dow kapitatu o 1,6 jednostek. Dokonajmy sprawdzenia
£(198,4;151) = 10 - 198,42 - 1515 = 2858, 62.

Wystepuge niewielka réznica miedzy wartosciami f(200;150) ¢ £(198,4;151).
Pamietajmy, ze metody oparte na rachunku rozniczkowym dajg tym lepsze

wyniki, im mniejsze sq przyrosty argumentow funkcyi.

2.5 Wybér optymalnej metody produkcji

W dotychczasowej analizie braliSmy pod uwage tylko techniczne warunki
produkeji. Nie uwzglednialiémy cen czynnikéw produkceji, ktore sa bardzo
istotnym elementem w procesie decyzyjnym przedsiebiorstw. Zalézmy, ze
w procesie produkcyjnym przedsiebiorstwo wykorzystuje dwa czynniki pro-
dukcji w wielkosci x1 i x2, ktorych ceny jednostkowe wynosza odpowiednio
p1 i po. Koszt tych czynnikéw wynosi ¢ = p1x1 + paxo.

Jezeli przy ustalonej wielkosci produkcji i ustalonych cenach chcemy wy-

znaczy¢ pare (x1,xe), przy ktorej koszt jest minimalny, to nalezy z rodziny
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prostych réwnolegtych o rownaniach xo = —%m—i-p% wyznaczy¢ te, ktéra ma
z izokwantg przynajmniej jeden punkt wspélny i najmniejsza wartoéé c. La-
two zauwazy¢ (patrz Rysunek 2.10), ze bedzie to prosta styczna do izo-
kwanty. Punkt stycznosci (z7,x3) reprezentuje kombinacje czynnikow wy-
tworczych zapewniajaca wielkos¢ produkcji na ustalonym poziomie i naj-

mniejszy koszt.

P
o

Xy

Rysunek 2.10: Minimalizacja kosztéow przy ustalonej wielkosci produkcji

Przyktad 2.4 Przedsiebiorstwo chce wyprodukowac 100 jednostek produktu.
Wykorzystuje do tego dwa czynniki wytworcze: kapitat K i prace L o cenach
jednostkowych odpowiednio p1 = 8 i po = 12. Niech izokwanta dana bedzie
wzorem f(K,L) = 10K2L5. Zadanie ma postaé

min(8K + 12L),

przy warunkuy
10Kz L5 = 100. (2.7)

Z warunku (2.7) otrzymujemy K = 100L~% i zadanie sprowadza sie do

zminimalizowania funkcji jednej zmiennej postaci

k(L) = 800L™5 + 12L.
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Obliczajac pochodng @ przyrownujgc jg do zera otrzymujemy

Ok(L) T
T = 960LTS +12=0,

czyli
L =801 =~ 7,329.

Z zaleznosci (2.7) wynika, ze K = 9,161. Oznacza to, ze aby produkcja
byta na poziomie 100 jednostek i jednoczesnie koszt czynnikéw produkcji byt
mintmalny nalezy uzyé 9,161 jednostek kapitatu i 7,329 jednostek pracy.
Laczny koszt bedzie wtedy réwny k(9,161;7,329) = 161, 237.

2.6 Koszty produkcji w krétkim okresie

Wszystkie czynniki produkcji wykorzystywane w procesie produkcyjnym
maja swojg cene. Wyrazona w jednostkach pienieznych warto$é czynnikow
uzytych w celu wytworzenia okreslonych débr nosi nazwe kosztéw. W eko-
nomii rozwaza sie koszty krotkookresowe i dtugookresowe. Przypomnijmy,
ze krotki okres to czas, w ktorym przedsiebiorstwo moze tylko czesciowo
dostosowaé czynniki produkcji do nowych warunkéw. Dlugi okres to czas
niezbedny do dostosowania wszystkich czynnikéw produkcji do nowych wa-
runkéw w przedsiebiorstwie. W dlugim okresie moga sie zmieni¢ rozmiary
przedsiebiorstwa, moga by¢ wprowadzone inne metody produkcji, moga byé
przyjeci nowi pracownicy lub moga by¢ wynegocjowane nowe umowy z do-
stawcami surowcow (poréwnaj [5]).

Pojecia ,krotki” i ,dtugi okres” nie obejmuja konkretnego, ustalonego
przedzialu czasowego. Dla producenta statkéw nie jest mozliwym, aby
w ciggu kilku miesiecy, zwiekszy¢ wielkos¢ czy liczbe stoczni, albo wprowa-
dzi¢ nowe, zaawansowane technologie. Krotki okres w tym przypadku moze
wynosié¢ kilka lat. Dla wlasciciela sklepu z odzieza krétki okres moze ozna-
cza¢ kilka miesiecy, bo tyle moze wystarczyé na otworzenie nowego sklepu,

zawarcie dodatkowych uméw z dostawcami towaru, itp.
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Koszt catkowity (ang. total cost) to wartos¢ wszystkich czynnikow
produkcji zuzytych do wytworzenia pewnej ilosci débr w danym okresie.

Na poczatek zajmiemy sie analizg kosztéw produkcji w krotkim okresie.
W takim okresie czesé czynnikéw produkeji jest stata, co oznacza, ze koszty
catkowite mozna podzieli¢ na state i zmienne. W naszej analizie zalozymy,
ze koszty zmienne zaleza tylko od wielkosci produkcji. Mozemy to zapisa¢

nastepujaco

K(z) = K, + K. (2), (2.8)

gdzie:

x —wielkosé produkcji,

K — funkcja kosztéw catkowitych,

K — koszty state niezalezne od wielko$ci produkc;ji,

K, — koszty zmienne zalezne tylko od wielkosci produkcji.

koszty
wzglednie
stale

=
L

wielkosé¢ produkcji

Rysunek 2.11: Koszty wzglednie state

W praktyce rzadko wystepuja koszty bezwzglednie state. Wiekszosé
kosztéw z tej grupy jest niezmienna w pewnym przedziale wielkosci produk-
cji, np. w granicach zdolnosci produkcyjnych przedsiebiorstwa. Koszty te

po przekroczeniu pewnego poziomu produkcji wzrastajg skokowo, po czym
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znow przyjmuja stala, ale juz wyzsza wartosé (porownaj [21], [46]), (patrz
Rysunek 2.11).

Koszty zmienne reaguja na zmiany wielkosci produkeji. Ze wzgledu na
predkosé zmian kosztéw zmiennych dzieli si¢ je na: degresywne, progresywne

i proporcjonalne (patrz Rysunek 2.12, poréwnaj [21], [46]).

r
koszty koszty koszty

degresywne progresywne proporcjonalne

wielkos¢ produkcji wielkos¢ produkgji wielkosé produkeji >
Rysunek 2.12: Rodzaje kosztéw zmiennych
Miarg sity reakcji kosztow na zmiany wielkosci produkcji jest elastycznosé

kosztow zmiennych wzgledem wielkosci produkeji (oznaczymy ja przez E(x))

definiowana wzorem

_x O0K.(7)
E(x)_Kz(a?) or

Dla ustalonej wielkosci produkeji xg liczba E(zg) informuje o ile procent

(2.9)

w przyblizeniu zwicksza sie koszty zmienne, jezeli wielkoéé produkceji zwiek-
szy sie 0 1%. Dla kosztow degresywnych jest 0 < FE(x)<1, dla progresywnych
jest E(x) > 1, a dla proporcjonalnych mamy F(x) = 1.

Jezeli w procesie produkcyjnym dziala prawo nieproporcjonalnej wydaj-
nosci (poréwnaj podrozdziat 2.1), to wykres kosztow zmiennych bedzie taki
jak na Rysunku 2.13. Rzeczywiscie, przy stalych cenach czynnikéw produk-
cji, poczatkowo przy kolejnych wzrostach naktadéw o jednostke, produkcja
zwieksza sie coraz szybciej. Oznacza to, ze kolejna jednostka produktu wy-
maga coraz mniejszych naktadéw, co sprawia, ze koszt rosnie, ale coraz
wolniej (jest degresywny). Po przekroczeniu pewnego poziomu produkcji
(na Rysunku 2.13 jest to x1) tempo wzrostu produkcji zaczyna maleé¢, wiec

koszty zaczynaja rosnaé coraz szybciej (staja sie progresywne).
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Kz(x)

-

X

Rysunek 2.13: Wykres funkcji catkowitych kosztow zmiennych

Uwzgledniajac koszty stale otrzymujemy wykres funkcji kosztow catko-
witych przedstawiony na Rysunku 2.14.

W procesie decyzyjnym, czesto bardzo istotne jest pytanie, ile kosztowa-
toby wyprodukowanie dodatkowej jednostki dobra ponad dotychczas wypro-
dukowana ilog¢. Odpowiedz na to pytanie daje warto$¢ kosztu kranncowego
inaczej marginalnego, (ang. marginal cost, MC).

Koszt kraricowy jest definiowany jako wzrost wartosci kosztéw catkowi-
tych spowodowany zwiekszeniem wielkosci produkcji o jednostke. Definiuje
sie go jako pochodna funkcji kosztow catkowitych (poréwnaj wzor (2.4)),
czyli

MC(z) = K'(x)

Jezeli rozwazymy funkcje kosztu catkowitego postaci (2.8), to tatwo zauwa-
7y¢, 7€

MC(z) = K'(x) = K.(z).

Oznacza to, ze do wyliczania kosztu kraicowego bierze sie pod uwage tylko
koszt zmienny pomijajac koszty state, ktére nie zaleza od wielkosci pro-

dukcji. Przy powyzszej definicji koszty krancowe wskazuja na dynamike
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K(x)

K,

-
-

X1 X

Rysunek 2.14: Wykres funkcji kosztéw catkowitych

ksztaltowania sie kosztow catkowitych w zaleznosci od wielkosci produkcji.
Interpretacja geometryczna kosztu krancowego przy wielkosci produkcji xq
pokazuje, ze jest to tangens kata nachylenia stycznej do krzywej kosztow
catkowitych w punkcie (xg, K(x0)) (patrz Rysunek 2.15).

Mamy

MC(xg) = K'(z0) = tga.

K(x)

MC(x)

[
>

X X

Rysunek 2.15: Interpretacja geometryczna wartosci kosztéw kraricowych
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Zgodnie z teorig ekonomii koszt krarficowy nie moze by¢ ujemny, bo zwiek-
szenie produkcji nie moze pociagaé za soba zmniejszenia kosztow catkowi-
tych. Oznacza to takze, ze funkcja kosztow catkowitych jest funkcja rosnaca.
Koszt kranicowy jest minimalny przy wielkosci produkcji, przy ktoérej wykres
funkcji kosztow calkowitych ma punkt przegiecia. Latwo to zauwazy¢, gdy

zapiszemy
_ OMC(z) OK'(x)

0 ox Ox

= K"(x).

Wprowadzenie pojecia kosztu kranicowego byto wynikiem obserwacji po-
kazujacych, ze producent ponosi rézne koszty w przeliczeniu na jednostke
produkowanego dobra w zalezno$ci od wielkosci produkcji. Zauwazono, ze
dla typowych proceséow gospodarczych koszty kranicowe poczatkowo maleja
wraz ze wzrostem wielko$ci produkcji, az do osiaggniecia tzw. optimum
technicznego, czyli takiej wielkosci produkcji, przy ktorej przecietny koszt
caltkowity wyprodukowania jednostki danego dobra jest najmniejszy. Zwiek-
szanie produkcji ponad optimum techniczne skutkuje coraz wiekszymi jed-
nostkowymi kosztami kolejnych przyrostow produkeji i tym samym wzrostem

kosztow kranicowych, co ilustruje Rysunek 2.16.

F'y

MC(x)

optimum X
techniczne

Rysunek 2.16: Funkcja kosztu krancowego
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Jezeli calkowity koszt produkcji, uwzgledniajac takze koszt staly, po-
dzielimy przez wielko$é produkcji, to otrzymamy warto$é przecietnego
kosztu calkowitego (ang. Awverage Costs, AC), nazywanego takze kosz-

tem jednostkowym

AC(z) = Kia;) _ K —i—;(,z(a;)

Przecietny koszt catkowity informuje, jaka czes¢ kosztu catkowitego przy-

pada na jednostke produkcji. W praktyce, rozwazany jest takze przecietny

K. Ke(z)

% 1 przecigtny koszt zmienny rowny ==

koszt staty rowny

Zauwazmy, ze krzywa kosztu kraricowego przecina krzywa kosztu prze-
cietnego w jej minimum. Uzasadni¢ to mozna nastepujaco — dopoki koszty
przecietne maleja, to wyprodukowanie dodatkowej jednostki jest coraz tan-
sze, a wiec kosztuje mniej niz przecietny koszt (wykres MC' lezy pod wy-
kresem AC'). Gdy koszty przecietne rosna, to wyprodukowanie dodatkowej
jednostki jest coraz drozsze, a wiec kosztuje wiecej niz przecietnie (wykres

MC lezy nad wykresem AC, patrz Rysunek 2.17).

A

MC

AC

>
Xo X

Rysunek 2.17: Poréwnanie wykresow funkcji MC i AC

Powyzszy fakt mozna takze uzasadnié¢ w sposéb analityczny. Warunkiem

koniecznym i wystarczajacym istnienia minimum funkcji AC(z) przy zato-
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zeniu jej rézniczkowalnosci i wypuktosci, jest zerowanie sie jej pochodne;j.

Mamy
K'(z) - K
AC/ () = @ K@) _
x
co daje
rK'(z) — K(z) =0,
czyli
K@) _ ki),
x

Jak widaé koszt przecietny jest minimalny przy takiej wielkosci produkcji
xg, przy ktorej jest rowny kosztowi krancowemu.
Do aproksymacji kosztéw catkowitych czesto wykorzystywana jest funk-
cja postaci
K(z) = K, + K.(z) = Ky 4+ az® + bz? + cx, (2.10)

ktorej wykres dla x > 0 przedstawiono na Rysunku 2.18.

A
K

>
X

Rysunek 2.18: Wykres wielomianu trzeciego stopnia aproksymujacego funkcje

kosztow calkowitych

Funkcja K, : R — R, dana wzorem

K.(z)=az®+ bz’ +cx dla zeR,
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gdzie a # 0, powinna spelnia¢ dwa warunki (poréwnaj dodatek matema-
tyczno—informatyczny, str. 143).

Warunek 1. Funkcja K, powinna przyjmowaé w przedziale (0, 00) tylko
warto$ci dodatnie.

Warunek 2. Funkcja K, powinna by¢ $cisle rosnaca w przedziale [0, 0o)

i posiadaé¢ punkt przegiecia x, > 0. Innymi stowy, dla = € [0, 00) powinno
byé a > 0,

Kl(z) =3a2® +2bx +¢>0 czyli b < 3ac
oraz

6ar +2b <0, gdy x<uwzp
Kl(z)=1q 0,

gdy x=ump

6ar +2b >0, gdy x>z,
Zgodnie z warunkiem 2, dla z = 0, mamy

0 > 6ax + 2b = 2b,

wiec musi by¢ b < 0. W przypadku parametru ¢ mamy

c=K.(0)>0.
7 drugiej strony, dla x € R mamy

K!(x) = a(x — zp), gdzie a>0,

Kifa) = [ KY@)do = 5o - ) + 5.
K.(z) = [K.(z)dx

=¢(@—zp)’+Pr+y=
=933 — 222 4+ (B + jaa?)z + v — L3,
wiec
« ax
a:g>0, b:—Tp:—3afL‘p<O,
(6%
c=pB+ iozxf, = K;(xp) +3a:v§ >0, v= gazf) = axz.
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Ostatecznie funkcje K. (z) mozna zapisa¢ w postaci
K.(r) = az® — 3azxpa® + (3aac12, + K (zp))x.

Gdy funkcja kosztow catkowitych dana jest wzorem (2.10), to funkcje

kosztu marginalnego i przecietnego maja postac

MC(z) = (az® 4 ba® + cx + d) = 3a2? + 2bx + ¢,

AC(z) :ax2+b:c+c+&.
x

Wykres funkcji MC(z) jest parabola, natomiast wykres funkcji AC(x)
ma ksztalt zblizony do paraboli. Taka krzywa postaci AC(z) = ax? +
br 4+ ¢ + % czesto w literaturze przedmiotu nazywana jest krzywa kosztu

przecietnego w ksztalcie litery ,,U” (patrz Rysunek 2.17).

Przyktad 2.5 Niech funkcja kosztow catkowitych bedzie postaci
K(z) =24+ 0,062 — 1,262 + 14x.

Latwo sprawdzié, Ze spetnione sq wymagane warunki: a > 0, b*> < 3ac,
—3% > 0, gdzie: a = 0,06, b = —1,26, c = 14, K, = 24. Wartosci kosztow
dla rdznych poziomdw produkcji podaje Tabela 2.2. Zwréémy uwage na dwie
ostatnie kolumny. W przedostatniej z nich wyliczone sq wartosci kosztéw
kranicowych z wykorzystaniem pochodnej. W ostatniej kolumnie sq wartosci
kosztow krancowych wyliczone jako roznica kosztow catkowitych przy wielko-
Sciach produkcji réznigeych sie o jednostke. Wartosci te sq rozne. Spowodo-
wane jest to tym, ze K'(x) dobrze przybliza wartosci kosztu kraricowego tylko
w przypadku niewielkich przyrostow wielkosci produkcyi.

Koszt marginalny jest minimalny przy wielkosci produkcyi rownej 7. Na-
tomiast koszt jednostkowy jest minimalny tam, gdzie zrownuje sie z kosztem

marginalnym, tj. dla wielkosci produkcji rownej ok. 12.
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Tabela 2.2: Dane do przykladu 2.5

X K(x) AC(x) K'(x) K(x+1)-K(x)
Wielkosé | Koszty | Catkowite koszty Koszty Koszty
produkcji | catkowite jednostkowe marginalne | marginalne

1 36,8 36,8 11,66 10,64

2 47,44 23,72 9,68 8,84

3 56,28 18,76 8,06 7,4

4 63,68 15,92 6,8 6,32

5 70 14 5,9 5,6

6 75,6 12,6 5,36 5,24

7 80,84 11,54857 5,18 5,24

8 86,08 10,76 5,36 5,6

9 91,68 10,18667 5,9 6,32

10 98 9,8 6,8 7,4

11 105,4 9,581818 8,06 8,84

12 114,24 9,52 9,68 10,64

13 124,88 9,606154 11,66 12,8

14 137,68 9,834286 14 15,32

15 153 10,2 16,7 18,2

Wezesniej, wzorem (2.9), zdefiniowalismy funkcje elastycznosei catkowi-
tych kosztow zmiennych wzgledem wielkosci produkcji. Mozemy analogicz-

nie zdefiniowaé¢ funkcje elastycznosci catkowitych kosztow przyjmujac

gdzie:

Ek(z) — elastycznosé kosztu catkowitego wzgledem wielkosci produkcji,
x — wielko§é produkc;ji,

K (z) — funkcja kosztow catkowitych produkeji.
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Wartoéé elastycznosci dla ustalonej wielkosci produkeji informuje
o ile procent, w przyblizeniu, zmieni si¢ poziom kosztéw catkowitych, jezeli
wielko$é produkeji zmieni sie o 1%, przy zalozeniu, ze pozostate wielkosci
majace wplyw na koszty pozostang bez zmian. Zauwazmy, ze

K'(z) MC(x)
Ex(@) = Jg = AC(z) "

Zatem, elastycznosé funkcji kosztow catkowitych jest réwna ilorazowi kosztu
kraricowego i kosztu przecietnego.

Z Rysunku 2.17 mozna odczytaé, ze dopdki wielkos¢ produkcji bedzie
mniejsza od wartosci g (w tym punkcie koszt przecietny zréownuje sie
z krancowym), to MC(z) < AC(x) i wtedy koszt catkowity jest nieela-
styczny, Ex(z) < 1. Gdy wielkosci produkeji przekrocza wartosé xg, to
koszt catkowity stanie sie elastyczny, Fx(x) > 1.

Przy niektorych rodzajach dziatalnosci gospodarczej koszty jednostkowe
zachowuja sie odmiennie niz opisano powyzej, a mianowicie, wraz ze wzro-
stem wielkosci produkcji stale zmniejszaja sie. Oznacza to, ze koszt kazdej
kolejnej wyprodukowanej jednostki dobra, jest mniejszy od kosztu poprzed-
niej jednostki. Do opisu tak zmieniajacych sie kosztéw jednostkowych wy-
korzystywana jest funkcja, ktorej wykres ma ksztatt zblizony do litery ,L.”,

np. funkcja hiperboliczna postaci
a
AC(z)=c+—, a,c>0.
x

Powyzszej funkcji kosztow jednostkowych produkeji odpowiada funkcja

catkowitych kosztow produkeji postaci
K(z) =cx +a.

Parametr ¢ to jednostkowe koszty zmienne, parametr a reprezentuje

koszty state. Funkcja kosztow krancowych jest postaci

MC(z) = (cx +a) =c.
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Oznacza to, ze niezaleznie od rozmiaréw produkcji, wyprodukowanie kolejnej
jednostki kosztuje ¢ jednostek pienieznych.

Poniewaz lim, oo (c + %) = ¢, wiec wraz ze wzrostem wielkosci produk-
cji koszt jednostkowy dazy do wartosci kosztu krancowego (patrz Rysunek
2.19).

AC(x)
K(x)

MC(x)

>
X

Rysunek 2.19: Funkcja kosztéow przecietnych w ksztatcie litery ,1.”

2.7 Koszty w dlugim okresie

W dlugim okresie przedsiebiorstwo moze zmienia¢ wszystkie czynniki
produkcji. Oznacza to mozliwo$é¢ rozbudowy firmy, wieksza specjalizacje,
zatrudnienie lepiej wykwalifikowanych pracownikéow, zastosowanie bardziej
zaawansowanych technologii i w konsekwencji lepsze wykorzystanie zasobow.

Rozwazmy rézne rozmiary przedsiebiorstwa. Dla kazdego z nich roz-
wazmy funkcje przecietnych kosztow catkowitych (sa to krzywe ACy, ACq,
ACs..., patrz Rysunek 2.20). Dlugookresowa krzywa kosztow przecietnych
(ang. Long Average Cost, LAC') sktada sie z najnizszych kosztow przeciet-
nych dla réznych rozmiaréw produkceji i jest obwiednig przecietnych kosztow

catkowitych krotkookresowych (poréwnaj [5], [15]).



2.7. Koszty w dtugim okresie 79

rozmiary
przedsiebiorstwa

Rysunek 2.20: Dlugookresowa krzywa kosztow przecietnych

Krzywa LAC opisuje zaleznosé kosztoéw przecietnych od roznych rozmia-
réw produkeji, przy zatozeniu, ze ilo§¢ wszystkich czynnikéw produkcji moze
ulec zmianie. W dlugim okresie mozna dowolnie zmienia¢ ilo§é wszystkich
czynnikéw produkceji i produkowaé taniej niz w krotkim okresie. W krotkim
okresie przedsiebiorstwo moze ponosié¢ straty, w dtugim okresie moze tak do-
stosowaé wszystkie czynniki produkeji (np rozbudowujac przedsiebiorstwo),

ze w przysztosci bedzie osiagaé zyski.






Rozdzial 3

Rynkowe modele
optymalizacyjne

Na poczatku tego rozdzialu zadajmy pytanie — co jest celem dziatalnosci
przedsiebiorstwa? OdpowiedZ na to pytanie, wbrew pozorom, nie jest prosta.
Oto kilka odpowiedzi zaczerpnietych z literatury przedmiotu.

ylasadniczym celem dziatalnosci przedsicbiorstwa jest przetrwanie
i rozwdj. Jednak zaréwno w literaturze, jak i w praktyce gospodarczej cel
ten w krotkim okresie formutowany jest w rézny sposob. Najczesciej dotyczy
on zysku, sprzedazy, kosztow oraz ogolnej sytuacji firmy na rynku.” [53]

»Ekonomisci zwykle zaktadaja, ze celem dzialalnosci przedsiebiorstwa
jest maksymalizacja zysku, ktory powstaje w wyniku pomniejszenia utargu
calkowitego o koszt calkowity.” [12]

wZatozenie dotyczace maksymalizacji zysku byto wielokrotnie kwestiono-
wane. Niektorzy krytycy twierdza, ze celem firmy jest maksymalizacja jej
szans na przetrwanie; inni sg przekonani, ze firma dazy do maksymalizacji
caltkowitej sprzedazy i calkowitego utargu; sa réwniez tacy, ktorzy uwazaja,
ze firmy w ogole nie probuja czegokolwiek maksymalizowaé.” [17]

W przypadku spotek akcyjnych, jak zauwazono w [12]: ,Sceptycy wska-
zuja na problem pana i stugi, méwia o rozdzieleniu wtasnosci i kontroli.

Przeciez akcjonariusze nie sprawuja ciagtego nadzoru nad wielkimi przed-

81
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siebiorstwami. Na co dzienn spotka wlada zarzad, ztozony z zawodowych
menadzeréw. To oni przygotowujg informacje i projekty decyzji dla walnego
zgromadzenia. Ot6z, menadzerowie moga mie¢ inne, poza zyskiem, cele.
Moga np. dbaé raczej o wielkos¢ firmy i swoj prestiz, co powoduje nadmierne
wydatki na inwestycje, reklame i cele reprezentacyjne. Obroncy zalozenia
o maksymalizacji zysku kontrargumentuja, wskazujac, ze akcjonariusze na
walnym zgromadzeniu moga zmieni¢ zarzad, jesli ten nie potrafi zapewnié
zysku poréwnywalnego z osigganym przez podobne przedsiebiorstwa. Moga
tez wynagradza¢ menadzeréw tak, aby ich cele pokryty sie z celami udzia-
towcow. Na przyktad, menadzerom mozna ptacié¢ akcjami przedsiebiorstwa,
co wzmacnia ich zainteresowanie zyskiem.”

Jednakze, jak zauwazono w [17], obecnosé¢ niekompetentnych menadze-
rOw nie jest wystarczajacym powodem, by podwazy¢ zatozenie o maksyma-
lizacji zyskéw. ,Wrecz przeciwnie, mozna udowodnié, ze nawet w Swiecie,
w ktorym dziatania firm sg poczatkowo przypadkowe, w dtugim okresie wy-
stapi sktonnosé do dominacji zachowan stuzacych maksymalizacji zyskow.”

+Wszystkie (...) cele szczegdtowe musza by¢ podporzadkowane celowi
glownemu przedsiebiorstwa, czyli maksymalizacji finansowych korzysci (ma-

jatku) wlascicieli kapitatu.” [53|

3.1 Zysk jako miara efektywnosci przedsiebiorstwa

Zysk spelnia w przedsiebiorstwie rézne funkcje. Jest ostatecznym testem
wydajnosci ekonomicznej biznesu, wynagrodzeniem za ponoszone ryzyko go-
spodarcze, zrodtem finansowania celéw przedsiebiorstwa. Ma charakter mo-
tywacyjny, ktory polega na wzbudzeniu aktywnosci i przedsiebiorczosci (po-
rownaj 28], [48]).

Niektorzy ekonomisci uwazaja, ze ocena firmy powinna by¢ przeprowa-
dzana w kilku ptaszczyznach, nie tylko pod wzgledem korzysci finansowych,

np. w [30] wyrdznia sie tzw. zyski podwojne i potrojne:
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e podwojne zyski (ang. double bottom line), to ocenianie organizacji pod

wzgledem ich finansowych i spotecznych osiagniec,

e potrojne zyski (ang. tripple bottom line), to ocenianie organizacji na
podstawie ich finansowych i spolecznych osiagnie¢, a takze osiagnieé

zwigzanych ze §rodowiskiem naturalnym.

W ekonomii zysk okreslany jest jako nadwyzka przychodu nad kosztami
jego uzyskania. O ile z przychodem sprawa jest prosta, bo jest to iloczyn
ceny jednostkowej sprzedazy i wielkosci sprzedazy, o tyle pojecie kosztéw ma
wiele aspektow. Ogolnie, ekonomisci przyjmuja, ze na koszt pewnej rzeczy
sktada sie wszystko to, z czego nalezy zrezygnowaé, aby zdoby¢ te rzecz.

W zaleznosci od przyjetych definicji kosztéw mozna wyr6éznié m. in.
(patrz [17], [40], [45], [52]):

e zysk ksiegowy (bilansowy), to wielko$¢ przychodéw pomniejszona
o koszty explicite (koszty udokumentowane, wykazane w ksiegach ra-

chunkowych),

e zysk ekonomiczny inaczej zwany nadzwyczajnym, to wielkosé przy-
chodéw pomniejszona o wszystkie koszty ekonomiczne, zar6wno expli-
cite, jak i koszty implicite, czyli tzw. koszty ukryte. Przyjmuje sie cze-
sto, ze koszty ukryte sa rowne kosztowi ksiegowemu pomniejszonemu
o warto$¢ odsetek kapitalowych, ktére mozna by uzyskaé pozyczajac
rownowartosé¢ kosztow ksiegowych wedlug oprocentowania kredytow

w tym samym okresie.

e zysk normalny, to wielko$¢ zysku ksiegowego, ktéra odpowiada wiel-

kosci kosztéw ukrytych.

»wZysk ksiegowy mozna traktowaé, jako sume dwoch skladnikéw: zy-
sku normalnego, ktory jest kosztem utraconych mozliwo$ci wiazacych sie
z zasobami posiadanymi przez firme i zysku ekonomicznego (. ..). Zysk eko-

nomiczny jest dodatkiem do poziomu zysku normalnego.” [17]
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,,To zréznicowanie miedzy kosztami jawnymi a ukrytymi uswiadamia ist-
nienie waznej réznicy miedzy analiza procesu gospodarowania przeprowa-
dzang przez ekonomiste, a analiza dokonywana przez ksiegowego. Ekonomi-
stow interesuje badanie sposobu podejmowania przez przedsigbiorstwo de-
cyzji o wielkoéci produkcji i poziomie cen. Poniewaz decyzje takie zaleza za-
réwno od kosztéow jawnych, jak i od kosztéow ukrytych, ekonomisci mierzac
koszty przedsiebiorstwa, uwzgledniaja oba te rodzaje kosztéw. Natomiast
zadaniem ksiegowych jest zarejestrowanie pieniedzy, ktore przyptywaja do
przedsiebiorstwa i odptywaja z nich. W efekcie mierza oni koszty jawne, lecz
czesto pomijaja koszty ukryte.” [40]

Pomimo réznych opinii ekonomistéow, ktore przytoczyliSmy na poczatku
rozdziatu, w dalszej czesci pracy, jako kryterium dziatalnosci przedsigbiorstw
przyjmiemy maksymalizacje zysku. Jak zauwazono w [12]: ,Inne czynniki
staja sie wazne zaleznie od dodatkowych okolicznosci, np. dtugosci trwania
kontraktéw menadzeréw, sytuacji finansowej firmy, sity konkurencji. Oko-
licznosci te moga rozstrzygaé np. o dtugosci okresu, w ktérym jest mak-
symalizowany zysk. Oczywiscie, prowadzac konkretne analizy ekonomiczne,
nalezy zawsze sprawdzaé, czy zalozenie o maksymalizacji zysku nie jest fal-
szywe.”

Zacznijmy od przypadku maksymalizacji zysku przedsiebiorstwa produ-
kujacego i sprzedajacego jeden wyrob.

Zysk Z definiowany jest jako réznica miedzy utargiem U a kosztami jego

uzyskania K, zapiszemy to jako

W powyzszej definicji zaktadamy, ze koszty catkowite uzyskania utargu
zaleza tylko od wielkosci sprzedazy x.
Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego funkcji r6znicz-

kowalnej jest zerowanie sie pochodnej. Mamy

Z'(z) =U'(z) — K'(x) =0,
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czyli
U'(z) = K'(z)

lub réwnowaznie

MR(z) = MC(x).

Otrzymujemy, ze warunkiem koniecznym maksymalizacji zysku jest usta-
lenie takiej wielkosci sprzedazy (nazwijmy ja punktem rownowagi), aby utarg
kraricowy (ang. Marginal Revenue, MR ) zrownal sie z kosztem kranco-
wym MC. Warunkiem dostatecznym istnienia maksimum lokalnego jest,
aby druga pochodna funkcji byta mniejsza od zera. Musi by¢, zatem, spet-
niony warunek

U'(z) < K"(z). (3.1)

Funkcja U”(z) informuje o predkosciach zmian utargu kraricowego, funk-
cja K"(z) informuje o predkosciach zmian kosztu krancowego. Warunek
(3.1) oznacza, ze w punkcie rownowagi warunkiem wystarczajacym do mak-
symalizacji zysku jest, aby przyrost kosztu krancowego byt wickszy niz przy-
rost utargu kraricowego. Geometrycznie oznacza to, ze w punkcie rownowagi
tangens kata nachylenia stycznej do wykresu funkcji MC jest wiekszy niz
tangens kata nachylenia stycznej do wykresy funkcji M R.

Powyzsze warunki — konieczny i wystarczajacy — sa prawdziwe
niezaleznie od tego, jaka jest struktura rynku, na ktéorym dziata
przedsiebiorstwo.

Mozna wyr6znié cztery gtéwne typy rynku, sa to:

e konkurencja doskonala,

e konkurencja monopolistyczna,

e monopol,

e oligopol.

Kryteria pozwalajace identyfikowaé poszczegdlne typy rynkéw sa naste-
pujace:

e liczba dzialajacych na rynku firm,
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e zroznicowanie produktow,
e wplyw firmy na cene,

e istnienie barier wejscia na rynek.

Tabela 3.1: Wtasnosci typéw rynkow

Struktury rynku
Cechy Konkurencja Konkurencja Oligopol Monopol
doskonata monopolistyczna
Liczba firm wiele wiele kilka jedna
Produkt standaryzowany zréznicowany czeg$ciowo zindywidualizowany
(czesto identyczny) zindywidualizowany
Wptyw brak ograniczony dredni duzy
na cene
Bariery brak brak wystepuja bardzo silne
wejscia
Przyktad stragany restauracje cukrownie Polskie
z owocami Koleje
na targowisku Panstwowe

W Tabeli 3.1 podano wtasnoéci poszczegblnych typow rynkoéow z uwzgled-

nieniem powyzszych kryteriow (poréwnaj [5]).

3.2 Rynek doskonale konkurencyjny

Teoria rynku doskonale konkurencyjnego zaktada, ze spetnione sa naste-

pujace cztery warunki (poréwnaj [12], [17], [19]):

e Homogenicznos¢ produktéw. Produkt sprzedawany przez jedng firme
jest doskonatym zamiennikiem produktu oferowanego przez inna firme.
Zatozenie to jest trudne do spelnienia w rzeczywistosci. Jednakze, jak
zauwazono w [17]: . jezeli rynek zdefiniuje sie dostatecznie wasko, to
mozna — w pewnych rozsadnych granicach — osiggnaé¢ podobienistwo
miedzy produktami konkurujacych ze soba firm.”

e Na rynku jest wielu nabywcow i sprzedawcow. Zaden z nich nie jest

w stanie wplywaé na cene rynkowa produktu, ktora jest wypadkowsa

zachowan wszystkich uczestnikéw rynku.
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e Nie istnieja bariery wejscia i wyjscia. Kazda z firm moze w dowolnym
momencie rozpoczalé lub zaprzestaé¢ dziatalnodci na rynku i wyprowa-
dza¢ swoje czynniki produkcji z jednych branz do innych, stwarzaja-
cych wieksze mozliwosci.

e Wszyscy uczestnicy rynku dysponuja doskonata informacja. ,Firma
nie miataby powoddéw, zeby porzucaé swoja obecng branze, gdyby nie
byta w stanie dowiadywaé si¢ o bardziej zyskownych mozliwosciach.
Podobnie, konsument nie miatby motywacji, zeby zrezygnowaé z droz-
szego produktu na rzecz tanszego o tej samej jakosci, gdyby nie zdobyt

informacji na temat istnienia tego drugiego.” [17]

Na rynku konkurencji doskonalej przedsiebiorstwo sprzedajace dobra nie
ma wplywu na cene, jest tylko jej biorca. Poniewaz wielko$¢ produkeji poje-
dynczej firmy jest bardzo malta w poréwnaniu z podaza rynkowa, wiec przy
ustalonej cenie, jaka zrealizuje sie na rynku, przedsiebiorstwo moze zwiek-
sza¢ wielko$¢ sprzedazy nie obnizajac ceny. Utarg jest réwny iloczynowi

ceny sprzedazy i wielkosci sprzedazy, co zapiszemy
U(z) = pz,

gdzie:
x — wielko§é produkcji i jednoczesnie sprzedazy produktu,
p — cena jednostkowa sprzedazy.

Wiemy, ze aby osiagna¢ maksymalny zysk trzeba ustali¢ wielkos¢ pro-
dukcji tak, aby koszt krancowy zréwnat sie z utargiem krancowym. Poniewaz
utarg krancowy jest rowny cenie sprzedazy (U'(z) = p), wiec otrzymujemy
bardzo wazny wniosek charakterystyczny dla przedsigbiorstwa dzialajacego
na rynku doskonale konkurencyjnym.

Aby zmaksymalizowaé zysk nalezy tak dostosowaé wielko$é sprze-
dazy, aby koszt krancowy zréwnaé z ceng sprzedazy. Ten opty-
malny rozmiar produkcji w przedsiebiorstwie nazywany jest opti-

mum ekonomicznym.



88 3. Rynkowe modele optymalizacyjne

W rozdziale 2.6 podane zostato pojecie optimum technicznego. Nalezy
zauwazy¢, ze réznica miedzy optimum ekonomicznym a optimum technicz-
nym polega na tym, ze w pierwszym przypadku maksymalizowany jest zysk,

w drugim minimalizowany jest przecietny koszt produkcji (poréwnaj [45]).

Przyktad 3.1 Funkcja kosztow catkowitych firmy dziatajacej na rynku do-

skonale konkurencyjnym ma postac
K(z) =244 0,062 — 1,262 + 14z.
Oznacza to, zZe funkcja kosztow kraricowych jest postaci
MC(z) = 0,18z% — 2,52z + 14,

a funkcja przecietnych kosztow catkowitych

24
AC(z) = = + 10,0622 — 1,26z + 14.
x
Zatozmy, ze firma sprzedaje swoje produkty po 20 zt za jednostke. Wiedy

funkcja utargu jest liniowa i ma postaé
U(z) = 20x.

Firma bedzie osiggac dodatnie zyski dla poziomow produkcji v1 < x < w3,
dla ktorych wykres funkcji U(x) jest potozony nad wykresem funkcji K(x).
Latwo sprawdzicé, ze x1 = 2,68 1 xo9 = 24,42.

Wartosé maksymalng funkcja zysku osigga dla x = 16,07. Jest to punkt,
w ktorym styczna do wykresu funkcji K(x) ma wspdtczynnik kierunkowy
rowny 20, czyli jest réwnolegta do wykresu funkcji U(x) = 20z. Pokazuje
to Rysunek 3.1, a Rysunek 3.2 pokazuje wykres funkcji Z(x).

Zauwazmy takze, ze przedsiebiorstwo bedzie osiaggaé¢ dodatnie zyski tylko
w przypadku, gdy cena sprzedazy bedzie przewyzszaé sredni koszt catkowity
AC. Wynika to z faktu, ze

Z(x) =pr — K(x) >0,
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S /.

z
RS
K(x)

' >
2,68 16,07 24,42 X

Rysunek 3.1: Interpretacja geometryczna do przykltadu 3.1

Z(0)]

-
-

2,68 16,07 24.41% x

Rysunek 3.2: Wykres funkcji zysku w przykladzie 3.1

K@),

P> Kix) = AC(x).

Dla danych z przyktadu 3.1 pokazuje to Rysunek 3.3.

W krotkim okresie, jezeli cena przewyzsza koszt przecietny, przedsie-
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20

68 16,07 2442 x

Rysunek 3.3: Krzywe AC i MC dla rynku doskonale konkurencyjnego

biorstwo osiaga dodatni zysk. Poniewaz na rynku nie ma barier wejscia,
wiec dodatnie zyski firm dzialajacych na tym rynku beda zacheta dla in-
nych inwestoréw szukajacych optacalnych inwestycji. Jednakze zwiekszenie
liczby uczestnikow rynku, a tym samym zwiekszenie wielkosci podazy do-
prowadzi do obnizki ceny i utraty mozliwosci osiagania dodatnich zyskow.
Jezeli koszty przecietne przedsiebiorstwa sa wyzsze od ceny, to ponosi ono
strate, a przy braku barier wyjscia moze opusci¢ niezyskowny rynek. Wtedy

zmniejszy sie podaz rynkowa i cena wzrosnie.

3.3 Monopol

Jak podaje wielu autoréw, np. [17], [12], definicja monopolu jest bardzo
prosta, ale okazuje sie niezmiernie trudna do zastosowania w praktyce.

»2Monopol to struktura rynkowa polegajaca na tym, ze caly rynek jest
obstugiwany przez tylko jednego sprzedawce produktu nie majacego bliskich
substytutow.” [17]

»2Monopol jest to rynek, na ktérym dziata niezagrozony inwazja innych
przedsiebiorstw jedyny dostawca produktu w galezi.” [12] Jak napisano

w [17]: ,Najwazniejsza cecha odrézniajaca monopoliste od firmy konku-
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rencyjnej jest elastycznosé cenowa popytu, z jaka firma ma do czynienia.
W wypadku firmy doskonale konkurencyjnej elastycznosé cenowa popytu
jest nieskonczona. Jezeli firma konkurencyjna choé¢ odrobine podniesie cene
swojego produktu, to straci calo$é sprzedazy. Natomiast monopolista ma
znaczng kontrole nad ustalanymi przez siebie cenami.”

Monopolista ma wplyw zaréwno na cene sprzedazy, jak i na wielkosé
podazy. Wplywy te nie sg jednak nieograniczone, przeciez nigdy nie be-
dzie mial pewnosci czy uda mu sie sprzedaé cata produkcje. Zbyt wysoka
cena spowoduje utrate nabywcoéw, co w konsekwencji spowoduje obnizenie
wartosci przychodow. W celu zmaksymalizowania zysku monopolista musi
znalez¢ kompromis miedzy cena a ilodcia oferowanego dobra. Poniewaz jest
on jedynym na rynku producentem danego dobra, wiec linia jego popytu jest
linia popytu rynkowego. Linia ta jest nachylona ku dotowi, jezeli monopoli-
sta zwiekszy cene, to nabywcy beda kupowaé mniej dobra lub, co oznacza to
samo, jezeli monopolista ograniczy ilo$¢ towaru na rynku, to nastapi wzrost

ceny, gdyz znajda sie nabywcy gotowi zaplaci¢ wiecej za deficytowy towar.

cena

linia popytu

[

Xo ilos¢ dobra

Rysunek 3.4: Linia popytu monopolisty

,Krzywa popytu rynkowego stanowi bariere, ktéra ogranicza zdolnosé

monopolu do zwigkszania zysku za pomoca wykorzystywania sity rynkowej.
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(...) Opisuje ona kombinacje ceny i ilosci, na ktore moze si¢ zdecydo-
waé przedsiebiorstwo monopolistyczne. Zmieniajac produkowana iloéé do-
bra (lub, co na jedno wychodzi, zmieniajac cene), monopolista moze wybraé
punkt na tej krzywej popytu, lecz nie jest w stanie wybra¢ punktu poza
nig.” [40]. Te zaleznosé¢ graficznie przedstawiono na Rysunku 3.4. Wybiera-
jac punkt A monopolista decyduje sie na cene pg, przy ktorej konsumenci

beda, sktonni kupié¢ dobro w ilosci xg.

Maksymalizacja zysku monopolisty

Rozwazania dotyczace maksymalizacji zysku monopolisty zacznijmy od

Rysunku 3.5.

Po

MR

>
produkcja

Rysunek 3.5: Réwnowaga w monopolu

Zysk Z rowny jest wielkosci utargu catkowitego U pomniejszonego

o koszty catkowite K
Z=U—-K=pr— K,

gdzie p to cena jednostkowa sprzedazy, x to wielkosé¢ sprzedazy.
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Roéwnanie powyzsze mozemy zapisaé jako
pr K

7 = (; - ;)m: (p — AQ)x,

gdzie AC' to przecietny koszt catkowity.

Zysk jest zatem iloczynem wielkosci sprzedazy i nadwyzki ceny sprzedazy
nad przecietnym kosztem catkowitym. Monopolista, tak jak kazdy uczestnik
rynku, dazac do maksymalizacji zysku wyznacza taka wielkos$¢ sprzedazy xg,
aby koszt krancowy M C zréwnaé z utargiem kraicowym M R. Jednoczesnie,
przy takiej ilosci dobra na rynku zrealizuje sie¢ cena pg zwana cena mono-
polowa. Wartos¢ (p — AC) jest rowna dlugosci odcinka C'D, stad wielkosé
zysku monopolisty jest réwna polu prostokata ABCD.

Jak wiemy, monopolista jest dawca ceny, tzn. moze ustala¢ podaz,
a rynek zareaguje odpowiedniag cena lub moze ustalié¢ cene, a rynek zare-
aguje okreslong wielkos$cia popytu. Zaltézmy, ze zmiennos¢ popytu opisuje
funkcja D(p). Zaloézmy takze, ze monopolista jest w stanie zaspokoi¢ kazda
wielko$é popytu, czyli popyt réwny jest wielkosci sprzedazy. Niech koszty
caltkowite dziatalnosci monopolisty zaleza tylko od wielkosSci sprzedazy. Przy

powyzszych zalozeniach funkcja zysku monopolisty ma postaé
Z(p) =p-D(p) — K(D(p)).

Aby wyznaczyé maksimum tej funkcji policzmy jej pochodng i przyrow-

najmy do zera. Otrzymujemy

Z'(p) = D(p) +p- D'(p) — K'(D(p)) - D'(p) = 0.

Korzystajac z definicji elastycznosci cenowej popytu (patrz réwnanie (1.3))
stwierdzamy, ze zerowanie sie pochodnej funkcji zysku jest rownowazne wa-

runkowi
Ep(p)

Ep(p) -1
Aby zmaksymalizowaé zysk monopolista powinien ustali¢ takg cene, aby

p=K'(D(p)) (3.2)

spelniony byl warunek (3.2). Musi by¢ oczywiscie spelnione zalozenie, ze



94 3. Rynkowe modele optymalizacyjne

Ep(p) > 1, czyli, ze popyt jest elastyczny. W przeciwnym wypadku mono-
polista moégtby dowolnie zwickszaé cene bez konsekwencji znacznego spadku
wartodci popytu. Moéglby tez ograniczaé ilosé dobra na rynku, wymuszajac
tym wzrost jego cenyl.

Z warunku (3.2) doktadnie wida¢, co mieliSmy na mysli mowiac, ze
krzywa popytu rynkowego lub — co na jedno wychodzi — elastycznosé¢ po-
pytu stanowi bariere, ktéra ogranicza zdolno$é¢ monopolu do zwiekszania
zysku. Warunek (3.2) mowi, ze im wieksza jest elastycznosé cenowa popytu,
tym bardziej cena ,zbliza sie” do wartosci kosztu kraricowego i monopolista
ma stabszg pozycje na rynku. Gdy elastyczno$é cenowa popytu jest nie-
skoriczona, to koszt krancowy réwny jest cenie tak, jak w przypadku firmy
dziatajacej na rynku doskonale konkurencyjnym. Pamig¢tamy, ze na rynku
doskonale konkurencyjnym przedsiebiorstwo nie moze ustali¢ ceny powy-
zej kosztu krancowego, czyli nie dysponuje zadna sitg rynkowa. Im popyt
jest mniej elastyczny, tym mocniejsza jest pozycja monopolisty na rynku.
W monopolu popyt zwykle jest mato elastyczny, gdyz na rynku nie ma kon-
kurentéw, co oznacza, ze nie ma tez substytutow.

Przyjrzyjmy sie jeszcze funkcji utargu, ktéra ma nastepujgca postac

U(p) =p- D(p),

gdzie:
p — cena jednostkowa sprzedazy,
D(p) — funkcja popytu i jednoczesnie wielkosci sprzedazy.
Aby wyznaczy¢ cene, przy ktorej utarg bedzie maksymalny policzmy

i przyréwnajmy do zera pochodna tej funkcji. Mamy

U'(p) = D(p) +p-D'(p) = D(p) — pEl;(mD(p) = D(p)(1 - Ep(p)) =0.

!Przykladem moze byé kryzys naftowy z 1973 roku. Panstwa zrzeszone w OPEC,
w odpowiedzi na zaangazowanie USA w wojne izraelsko-arabska, znacznie ograniczyly
dostawy ropy naftowej do USA i krajéow Europy Zachodniej. W konsekwencji, cena ropy
zwiekszyta sie od kilku dolaréw do 35 dolaréw za barylke.
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Pochodna funkeji U(p) zeruje si¢, gdy Ep(p) = 1. Jezeli zalozymy, ze
funkcja elastycznosci cenowej popytu jest rosnaca (oznacza to, ze wraz ze
wzrostem ceny popyt maleje coraz szybciej), to przy powyzszym warunku
funkcja utargu osiaga maksimum (poréwnaj Rysunek 3.6). Fakt ten mozna
zinterpretowaé nastepujaco:

Dopodki popyt jest nieelastyczny, to zwiekszajac cene zwiek-
szamy warto$¢ utargu. Gdy przy pewnym poziomie ceny popyt
staje sie elastyczny, to dalsze zwiekszanie ceny spowoduje spadek
wartosci utargu.

Rysunek 3.6: Funkcja utargu monopolisty

Przyktad 3.2 Funkcja popytu dana jest wzorem
D(p) = T00p™ 5™ 4. (3.3)
Funkcja elastycznosci cenowej popytu ma postaé
_5 1 _2 1
Ep(p) =——T9"+ (—%p ieeTaP —pTi-e 4p> =
700p~ 3e 71: )

_ —p —3e—IP(_ 2 _ 1) _

B p*%e*%Pp sem b 3p 1) =

_ 2,1
Na podstawre powyzszych rozwazan wiemy, ze utarg bedzie maksymalny przy

cenie takiej, ze Ep(p) = % + %p =1, czyli dlap = %.



96 3. Rynkowe modele optymalizacyjne

Przyjmigmy takze, ze koszty catkowite dziatalnosci firmy zalezq tylko od
wielkosci sprzedazy rownej wielkosci popytu i funkcja kosztow jest postaci
K(D) =100+ 1,2D. Z warunku (3.2) otrzymujemy
2,1
p=1, 223’:;4:.

3717 4P

Dodatnim rozwigzaniem powyzszego rownania jest p = 3,4586. Przy ta-
kiej cenie zysk monopolisty bedzie maksymalny. Ponadto wielkosé popytu be-
dzie rowna D(p) = 128,92. Monopolista osiggnie utarg réwny
U(p) = 445,88, koszty catkowite wyniosq K (D) = 254,7 i zysk bedzie miat
wartosé Z(p) = 191, 18.

Mozna oczywiscie do tego przyktadu zastosowaé rozwazania takie, jak te
dotyczqgce Rysunku 3.5. Aby zmaksymalizowaé zysk nalezy utarg kraricowy
zrownaé z kosztem krancowym, co jak juz wiemy ma miejsce dla p = 3,4586

i warto$¢ tego zysku jest rowna

Z = (p—AC)-D(p). (3.4)
Poniewaz K(D) 100
AC - T - 1, 2 + ?,

to korzystajac ze wzoru (3.4) otrzymujemy

Z(p) = <p— 1,2~ 5?;) D(p).

Uwzgledniajac (3.3) i to, ze p = 3,4586 otrzymujemy Z(3,4586) = 191, 18.

Konkurencja monopolistyczna

Rynek konkurencji monopolistycznej posiada cechy zar6wno monopolu,
jak i konkurencji doskonatej. Aby zaistnial rynek konkurencji monopoli-
stycznej musza by¢ spelnione nastepujace warunki (patrz [12], [45]):

o Wielu nabywcéw i sprzedawcow. Kazdy z nich kontroluje niewielka

czes¢ podazy.
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e Na rynku nie ma barier wejscia i wyjscia lub sa one tatwe do pokonania.

Wyklucza to porozumiewanie sie producentéw co do ceny.

e Produkty nie sa doskonatymi substytutami. Kazdy z producentéw
handluje swoimi produktami rézniacymi sie cechami uzytkowymi
(ksztaltem, kolorem, opakowaniem, trwaloscia itp.), co powoduje, ze

rynek rozdziela sie na segmenty odmiennych débr.

Na rynku konkurencji monopolistycznej kazdy uczestnik handlujacy swoja
odmiang dobr ma wpltyw na ich cene, wiec dysponuje pewna sitg monopoli-
styczna. Moze obnizy¢ cene, aby zwiekszy¢ sprzedaz. Moze tez, zmniejsza-
jac swojg oferte, spowodowaé zwiekszenie ceny, ale tylko w krétkim okresie,
bowiem nie ma barier wejscia i na rynku natychmiast pojawig sie inni pro-
ducenci oczekujacy zyskéw spowodowanych wyzsza ceng sprzedazy.

W warunkach konkurencji monopolistycznej celem przedsiebiorstwa jest
utrzymanie jego pozycji monopolistycznej, pozwalajacej zachowaé odpo-
wiednio wysoka cene zapewniajaca zysk ekonomiczny.” [15]

Sytuacje panujaca na rynku konkurencji monopolistycznej ilustruje Ry-
sunek 3.7.

cena

P1
2

X1 produkcja

Rysunek 3.7: Graficzna interpretacja mechanizmu dzialania rynku konkurencji

monopolistycznej
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W krotkim okresie producent sprzedaje po cenie p; taka ilo$é débr zq,
przy ktorej koszt krancowy M C zréwnuje sie z utargiem kranicowym M R;.
Linie popytu na jego dobro oznaczono przez D;. W dlugim okresie jego pozy-
cja moze ostabnaé, gdyz ze wzgledu na tatwos$¢ w pokonaniu barier wejscia,
na rynku pojawig sie nowi producenci substytutéw zacheceni mozliwosciag
osiagniecia dodatnich zyskow. W wyniku tego linia popytu producenta (na
Rysunku 3.7 oznaczona przez Ds) obnizy sie i stanie si¢ bardziej elastyczna.?
Wrzrost konkurencji spowoduje, ze przedsiebiorstwo zacznie osiaggaé¢ mniejsze
utargi kraricowe M Ry i aby zmaksymalizowaé¢ zysk bedzie musiato obnizy¢
produkcje do poziomu x2, sprzedajac po cenie po.

Widzimy, ze w dlugim okresie producent moze utraci¢ dotychczasowa
pozycje na rynku wynikajacg z np. unikalnosci swojego produktu. Wzrost
liczby sprzedajacych wprowadzi element konkurencji miedzy nimi, co moze
skutkowaé¢ obnizaniem ceny, obnizeniem popytu indywidualnego i zanikiem
zysku. Przy wiekszej konkurencji przedsiebiorstwo bedzie starato sie odzy-
skaé¢ swoja pozycje stosujac rézne metody oddziatywania na konsumentow,
np. ulepszanie produktu, ladniejsze opakowanie, lepsza obstuga itp. To
wlaénie konkurencja niecenowa jest czestym sposobem przedsiebiorstw na

osigganie zyskdéw na rynku konkurencji monopolistyczne;j.

Konkurencja monopolistyczna jest czyms$ posrednim miedzy pelnym mo-
nopolem i konkurencja doskonata. Jak zauwazono w [45]: ,Jest, wiec ona
bardziej zblizona do rzeczywistosci, w ktorej duze zrbéznicowanie produk-
tow o roéznych cechach uzytkowych jest powszechnie stosowanym sposobem
konkurencji w takich branzach, jak przemyst obuwniczy, konfekcyjny, wy-
dawniczy, meblarski, itp. W tego rodzaju dziedzinach produkeji (...) ko-
rzystniejszym sposobem konkurencji jest mozliwie szybkie przestawienie sie
na bardziej atrakcyjne produkty lub ustugi w celu umocnienia pozycji na

rynku niz zwalczanie konkurentéw za posrednictwem cen. Cenowe formy

2Poniewaz cenom odpowiada o$ pionowa, wiec linia ta bedzie nachylona do osi poziomej

pod mniejszym katem niz linia D;.
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konkurencji sa dla wszystkich producentéw mniej optacalne, gdyz w sumie

prowadza do zmniejszania osiagalnego zysku”.

3.4 QOligopol

Drugim rodzajem rynku niedoskonale konkurencyjnego jest oligopol. Na
takim rynku dziata niewielu sprzedawcow oferujacych podobny produkt lub
identyczny. Wejécie na ten rynek jest bardzo utrudnione i najczesciej wy-
nika z duzej koncentracji kapitatu i produkcji. Zachowania kazdego przedsie-
biorstwa zaleza od zachowari konkurentéw i od oczekiwan dotyczacych tych
zachowanl (poréownaj [12], [15], [40]).

Przyktadem oligopolu moze by¢ kilka firm telekomunikacyjnych dziala-
jacych na rynku, kilku dostawcow gazu, itp. Jak napisano w [40]: ,Naj-
wazniejsza, cecha oligopolu jest sprzecznosé miedzy kooperacja a egoizmem.
Grupa oligopolistow ma sie najlepiej, kiedy kooperuje, nasladujac monopo-
liste, czyli produkujac niewiele i ustalajac cene przewyzszajaca koszt kran-
cowy. Jednak, poniewaz kazdemu z oligopolistéw chodzi tylko o swoj zysk,
oligopolisci podlegaja silnej motywacji utrudniajacej im zachowanie sie jak
monopolista.”

Zilustrujmy to nastepujacym przyktadem.

Przyktad 3.3 Niech na rynku oligopolistycznym dziatajq jedynie dwie firmy
MY-SALT i SUPER-SALT dostarczajgce sol. Zatdzmy, zZe obie posiadajg
duze zapasy soli, wiec ich dziatalnosé w rozwazanym okresie jest bezkosztowa
i obydwie firmy dgzq do maksymalizacyi indywidualnych zyskow (oznaczmy
je odpowiednio Zy i Zz). Niech cena soli zalezy od jej ilosci na rynku

i zmiennos$c¢ ceny opisuje funkcja
p(x1,x2) =100 — (21 + x2), a1 + x2 < 100,

gdzie:

x1 — ilosé soli na rynku oferowana przez firme MY-SALT,
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o — ilosé soli na rynku oferowana przez firme SUPER-SALT.

Funkcje zyskow firm dane sq odpowiednio wzoramsi
Z1(x1) = z1p(21, 22),

Zo(x2) = wap(x1, T2).

Zatozmy, ze obie firmy kierujg na rynek identyczne ilosci soli, czyli
x1 = ;9. Wartosci cen i zyskow przy roznych wielkosciach podazy soli podaje
Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Zyski firm oligopolistycznych w przykladzie 3.3

Ty | X9 | X1 +2x0 | cena | 23 Zo | zysk taczny
0 100 0 0 0
10 90 | 450 | 450 900

10 | 10 20 80 | 800 | 800 1600

15115 30 70 | 1050 | 1050 2100
20 | 20 40 60 | 1200 | 1200 2400
25| 25 50 o0 | 1250 | 1250 2500
30 | 30 60 40 | 1200 | 1200 2400
35 | 35 70 30 | 1050 | 1050 2100

40 | 40 80 20 | 800 | 800 1600
45 | 45 90 10 | 450 | 450 900
50 | 50 100 0 0 0 0

135]25] 60 | 40 | 1400|1000 2400

Zavwazmy, ze obie firmy osiggng maksymalny tgczny zysk przeznaczajgc
na rynek po 25 jednostek soli. Ich indywidualne zyski tez sq w tej sytuacyi
maksymalne, rowne po 1250. Tak wtasnie zachowalby sie tez monopolista
przeznaczajge na rynek 50 jednostek i osiggajac zysk 2500. Ale wyobrazmy

sobie nastepujgce rozumowanie menadzeréw firmy MY-SALT — Spodziewamy
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sie, ze SUPER-SALT przeznaczy na rynek 25 jednostek. Gdybysmy przezna-
czyli 35 jednostek, to sol zostanie sprzedana po cenie 40, zysk catkowity bedzie
mmniejszy, ale wielko$é naszego zysku wzrosnie, gdyz bedziemy mieli wiekszy
udzial w rynku (patrz ostatni wiersz tabeli). Niezaleznie od konkurenta, takie
samo rozumowanie mogq przeprowadzié menadzerowie firmy SUPER-SALT
i wtedy na rynku bedzie 70 jednostek soli. Wtedy tez, obydwie firmy osiggng
mniejsze zyski niz w przypadku, gdyby skierowaty na rynek po 25 jednostek.

Otrzymujemy bardzo wazny wniosek: Jezeli oligopolisci kieruja sie,
niezaleznie od siebie, tylko swoim interesem, to beda wytwarzaé
wiecej niz produkowalby monopol i osiagng zysk laczny mniejszy,
a na rynku zrealizuje si¢ cena nizsza niz w monopolu.

Cheé osiggania wickszych zyskéw niekiedy sprawia, ze oligopolisci pro-
buja sie porozumieé, aby w grupie dziataé¢ jak monopolista. Takie porozu-
mienia nazywane sa zmowa lub kartelami. ,Jest to jawne lub tajne porozu-
mienie miedzy przedsiebiorstwami, ktére ma na celu unikniecie wzajemnej
konkurencji.” [5].

W  wielu panstwach tworzenie karteli jest niezgodne z prawem.
W Traktacie o funkcjonowaniu Unii Europejskiej, w Artykule 101 czytamy:
»,Niezgodne z rynkiem wewnetrznym i zakazane sg wszelkie porozumienia
miedzy przedsiebiorstwami, wszelkie decyzje zwiazkéw przedsiebiorstw
i wszelkie praktyki uzgodnione, ktére moga wpltywaé na handel miedzy Paii-
stwami Cztonkowskimi i ktérych celem lub skutkiem jest zapobiezenie, ogra-
niczenie lub zaklécenie konkurencji wewnatrz rynku wewnetrznego (. ..)"3
Takie porozumienia czesto nie sa trwate. Odstapienie od umowy jednej ze
stron i zwiekszenie produkcji, skutkuje wprawdzie wiekszymi zyskami, ale
tylko w krétkim okresie. Po pewnym czasie oszukani partnerzy, ktorzy utra-
cili klientéw, takze zwicksza produkcje. Zwiekszy sie ilos¢ dobr na rynku,

zmaleje cena i oligopolisci znowu beda osiaga¢ mniejsze zyski.

3eur-lex.europa.cu (dostep 07.08.2018)
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W teorii gier takie procesy dobrze opisuje gra nazywana dylematem wies-

nia* (poréwnaj np. [12], [39]).

Przyktad 3.4 W przypadku firm MY-SALT i SUPER-SALT, kazda z nich
ma do wyboru nieskoriczenie wiele mozliwych poziomow produkcji. Skupmy
ste na sytuacyi, gdy kazda z nich moze wybracé jeden z dwoch mozliwych,
a mianowicie 25 jednostek, albo 35 jednostek. Konsekwencje ich decyzj,

czyli wielkosci zyskow (Z1, Z2) podaje Tabela 3.5.

Tabela 3.3: Wielkosci zyskow firm MY-SALT i SUPER-SALT

SUPER-SALT
(Z1, Z5) 25 35
MY-SALT| 25 | (1250,1250) | (1000, 1400)
35 | (1400,1000) | (1050,1050)

Jezeli MY-SALT i SUPER-SALT umdwig sie co do wielko$ci produkcyi
po 25 jednostek, to bedg osiggaé zyski po 1250. Odstgpienie jednej ze stron
od umowy spowoduje zwiekszenie jej zysku do 1400. Jednak druga, oszukana
strona nie bedzie akceptowaé zysku na poziomie 1000 i tez zwiekszy produkcje
do 35. Obie firmy zaczng osiggaé duzo mniejsze zyski niz w przypadku zmowy

i byé moze znowu bedg probowaly sie porozumied.

4Gra ta czesto jest formulowana nastepujaco: dwoch podejrzanych o dokonanie ciez-
kiego przestepstwa zostalo zatrzymanych przez policje i osadzonych w oddzielnych ce-
lach. Prokurator nie ma wystarczajacych dowodéw do postawienia zarzutéw, ale kazdemu
z nich przedstawia te sama oferte. Jesli bedziesz zeznawaé przeciwko drugiemu, a drugi
sie nie przyzna, to zostaniesz uznany za swiadka koronnego i wyjdziesz na wolnosé, a drugi
dostanie maksymalny dziesiecioletni wyrok. Jesli obaj nie przyznacie sie, to dostaniecie
po roku odsiadki za inne drobne przewinienia. Jesli obaj si¢ przyznacie to dostaniecie
mniejsze, piecioletnie wyroki. Kazdy z nich musi podjaé¢ decyzje niezaleznie i zaden nie
wie, jaka decyzje podejmie drugi. Przy zatozeniach, ze kazdy z wieznidéw woli krétszy wy-
rok niz dhuzszy i nie interesuje go los drugiego, mozemy przyjac, ze graja w gre, w ktorej
kazdy musi wybra¢ jedng z dwoch strategii: przyznaé sie, nie przyznac sie i celem kazdego

gracza jest maksymalizacja swoich korzysci, czyli uzyskanie jak najkrotszego wyroku.
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Jak zauwazono w [17], ,Nic wiec dziwnego, ze oligopolistyczne zmowy
stale powstaja, rozpadaja sie i znowu powstaja.”

Zastanéwmy sie, co mogtoby sie zdarzyé¢, gdyby firmy musiaty podej-
mowaé decyzje o wielkosci produkcji wiele razy, np. co miesigc. Czy bar-
dziej optacalne bytoby dotrzymywaé umowy z miesigca na miesiac, czy tez
w ktoryms momencie odstapi¢ od niej? Decyzje o dotrzymaniu umowy (ko-
operacji) oznaczmy Dy, decyzje o odstapieniu od umowy (zdrade) oznaczmy
D,.. Rozwazmy tez bardziej ogdlna postaé gry, w ktorej biora udzial dwie
firmy F'1i F2.

(Z1,Z3) | Dy | D.
F1 Dy, (a,a) | (c,d)
D, (d,c) | (b,b)

gdzie c < b < a <d.

Poniewaz gra jest symetryczna, wiec rozwazmy tylko jedng z firm, np.
F1. Uwzgledniajac fakt, ze pieniadz z czasem traci na wartosci wpro-
wadzmy liczbe A € (0,1) bedaca wspolczynnikiem dyskontowym. Oznacza
to, ze zysk firmy w pierwszym miesigcu rowny a w drugim bedzie wart aA,
w trzecim miesigcu a2, itd. Czesto nie mozna przewidzieé ile razy dana gra
bedzie rozegrana. Dla uproszczenia rachunkéw przyjmijmy, ze nieskoncze-
nie wiele razy. W przypadku dotrzymywania umowy, taczny zysk firmy F'1

bedzie réwny

U =a+aX+aX? +aX3 + ..

Gdyby firma podjeta decyzje o odstapieniu od umowy w miesiacu
o numerze T+ 1, to taczny zysk firmy F'1 bedzie nastepujacy

U,=a+ar+aX? +aX> + ..+ a7 L a7 4 oATH 4 p\TH2 o p T3

Wzor powyzszy uwzglednia, ze do miesigca o numerze T firma F'1

w kazdym miesiacu osiggnie zysk o wartosci a, w miesiacu zdrady jej zysk be-
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dzie rowny d. Od miesigca T+ 1 zdradzona firma, nie godzac sie na mniejsze
korzysci, odstapi od umowy i wielkosci zyskow firmy F'1 w kazdym miesigcu
beda mialy wartos¢ b. Firmie bedzie optacalto sie odstapi¢ od umowy, gdy
U, > Uy lub inaczej U, — Uy > 0. Policzmy

U, - U =
=d\T +DNTHL 4 DNTH2 2 pATH3 - —a\T —aXTH — g\ T2 — | =

)\TJrl

= (d—a)\T + (b —a)i=x = NT(d—a+ (b —a)ry).

(3.5)
Roznica U, — Uy, bedzie wieksza od zera, gdy d —a + (b — a)ﬁ >0, co
daje warunek
d—a

A .
Sd—b

(3.6)

Firmie optaca si¢ odstapi¢ od umowy, gdy wspotczynnik dyskontowy spelia
warunek (3.6).

Przykltad 3.5 Dla danych z przyktadu 3.4, dla firm My-SALT i SUPER-
SALT na podstawie (3.6) otrzymujemy

1400 — 1250

— =0,43.
<1400—1050 0,43

Menadzerowie MY-SALT musieliby mato ceni¢ pienigdz, aby podjeé decyzje
o zdradzie (pienigdz otrzymany za miesige musiatby mieé dla nich wartosé

mniejszq niz 43% obecnej wartosci).

Ze wzoru (3.5) wynika takze, ze jak juz zdradza¢ to jak najwczesniej,
gdyz réznica U, — Uy, jest tym wicksza im mniejsze jest T'.

Rozwazania dotyczace firm konkurujacych mozna uogdélnié¢ rozwazajac
jeden z czesciej podawanych w literaturze modeli oligopolu, a mianowicie

model duopolu Cournota.’

0 tym modelu mozna m. in. przeczytaé¢ w [11], [13], [17], [39], [59].
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Duopol Cournota

Zatozmy, ze dwie firmy F'1 i1 F2 catkowicie opanowaty rynek i sprzedaja
dobra podobne co do asortymentu i jako$ci. Mozna z tego powodu przyjac,
ze beda je sprzedawaé¢ po jednakowych cenach. Cena ta bedzie zaleze¢ od
tacznej ilosci tych dobr na rynku i oznaczmy ja przez p(x), gdzie: x = x1+x2,
x1-ilos¢ dobra na rynku oferowana przez pierwsza firme,
x9—ilo§é dobra na rynku oferowana przez druga firme.

Zakladamy, ze koszty calkowite zwigzane z dziatalno$cia firm opisuja
funkcje: Kj(z1) dla firmy pierwszej i Ko(x2) dla firmy drugiej.

Kazda z firm ustala wielkos¢ produkcji, ktora zapewni jej maksymalny
zysk, jednoczesnie przyjmujac wielko$é produkeji konkurenta jako wartosé
ustalona. Mozna, zatem przyjaé, ze kazda z firm zachowuje sie jak mono-
polista, ale nie ma catkowitego udzialu w rynku, tylko cze$é¢ produkcji musi
odstapic¢ drugiej firmie. Oligopolista, ustalajac wielko$é¢ produkcji zaktada,
ze jego konkurent w przysztosci nie zmieni swojej decyzji. Jednak drugi
producent, chcac dostosowaé sie do nowych warunkéw, zmieni wielko$é pro-
dukcji tak, aby ponownie maksymalizowaé zysk. Na te zmiane odpowie
pierwszy oligopolista, itd. W ten sposéb nastepuje runda dostosowan wiel-
kosci produkcji obydwu producentéow, ktore zmierzaja do tzw. ,réwnowagi
Cournota” (poréwnaj [13]).

Funkcje zysku firm F'1 i F2 sg odpowiednio réwne
Zi(z1,22) = p(z) - 21 — Kq1(x71), (3.7)

Zg(xl, .%'2) = p(.%') c 9 — Kz(xg). (3.8)

Aby wyznaczy¢ maksimum funkcji zysku pierwszej firmy obliczamy pochodng

czastkowq funkcji (3.7) 1 przyrownujemy ja do zera

071 (1, 22) _ Op(x)
81‘1 8561

. (9K1(l‘1)

=0.
81‘1

-x1 + p(x)
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Dla drugiej firmy (patrz wzor (3.8)) analogiczny warunek jest nastepu-
Jacy
8Z2(x1,a:2) _ Gp(x) _ 8K2(x2)
O0x9 0x9 0xa

Aby dokonaé¢ glebszej analizy tego modelu przyjmijmy, ze zmiennosé

=0.

- w2 + p(x)

ceny opisuje funkcja liniowa

a—blxy+x2), gdy z14+22<%, a,b>0
pla) = M | (3.9
0, w przeciwnym przypadku.
Zalozmy takze, ze funkcje kosztéw obydwu firm sa postaci®
Kl(xz) = CiZj, 1= 1, 2. (3.10)

Przy tych zalozeniach, warunki konieczne maksymalizacji zyskoéw oby-

dwu firm (zerowanie sie pochodnych czastkowych) sa nastepujace

_ a—bxro—cy
{ o 2 (3.11)

a—bri—c
To = 7211) 2,

Funkcje
(3.12)

nazywane sg funkcjami reakcji.

Poniewaz funkcje zyskow Z;(x;) obydwu firm, jako funkcje jednej zmien-
nej, sa funkcjami kwadratowymi (wykresy tych funkcji sa parabolami z ra-
mionami skierowanymi w dot), wiec warunki (3.11) sa tez wystarczajacymi
do istnienia maksimow funkeji Z;(x;). Rozwiazaniem uktadu rownan (3.11)

sg liczby:
__ a—2ci+co
T = =5
{  a—deater (3.13)
T2 = "3

5Dla funkcji K;(z;) pomijamy koszty stale, ktore nie wplywaja na wielkosci produk-

¢ji maksymalizujace zyski. Wynika to z twierdzenia, ze jezeli dowolna funkcja f(z) ma

ekstremum w zo, to funkcja f(z) + C , gdzie C jest stala, takze ma ekstremum w zo.
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i jest to punkt rownowagi Cournota. W jezyku teorii gier punkt réwnowagi
Cournota jest zwany punktem rownowagi Nash’a. Zadnemu z uczestnikow
oligopolu nie optaca sie jednostronnie odstapié od tak ustalonej wielkosci
produkcji, gdyz to spowoduje zmniejszenie jego zyskow.

Z (3.13) wynika, ze udzialy obydwu firm w rynku zaleza tylko od ich
kosztow marginalnych c¢; i co. Firma majaca nizsze koszty bedzie miala
wyzszy udzial w rynku i wiceksze zyski. Laczna ilo§¢ dobra, jaka pojawi si¢

na rynku to
2a —c1 — ¢

3b
Przyktad 3.6 Na rynku oligopolu dziatajg firmy F'1 i F2, ktorych wielkosci

T+ x2 =

produkcji to odpowiednio x1, xo. Funkcje ceny i kosztdw dane sq odpowiednio
réwnaniami (3.9), (3.10), gdzie: a =100, b=15, ¢; = 2, ca = 3.
Przy powyzszych zatozeniach z (8.11) otrzymujemy
wy = 052=2 — 9,8 — 0,51
wy = =8 = 9,7 — 0,51

Zatozmy poczgtkowo, ze firma F1 wustalita wielko$¢é produkcji ©1 = 8.

: o > : _ 100-58—3 _
Firma F2, maksymalizujgc swdj zysk, odpowiada xo = ~—=5— = 5,7.
To powoduje reakcje firmy F1 ustaleniem x1 = % = 6,95. 7o
z kolei spowoduje, zZe firma F2 odpowie xo = % = 6,225 (patrz

Tabela 3.4). Sytuacja taka bedzie trwata do momentu, w ktérym zostang
ustalone wielkosci produkcyi odpowiednio x1 = 6,6; xo = 6,4. Jednostronne
odstgpienie ktoregos z graczy od tak ustalonej wielkosci produkcji spowoduje
obnizenie wartosci jego zysku (przyktadowo, patrz dwa ostatnie wiersze ta-
beli). W ten sposéb uczestnicy oligopolu osiggng réwnowage Cournota, dla
ktorej wielko$ci produkcji sq odpowiednio r1 = 6,6, xo = 6,4. Na rynku
bedzie tgcznie 13 jednostek rozwazanego dobra i zrealizuje sie cena rowna

p(13) = 100 — 5 - 13 = 35. Oczywiscie, takie same wartoSci otrzymamy ze

wzory (3.13)
{ = 1022243 _ ¢ ¢

100—2-3+2
Ty = TOGEHE = 6,4
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Tabela 3.4: Dane do przyktadu 3.6

1 T2 Al Zo
8 5,7 236 162,45
6,95 | 57 |24151 | 192,37
6,95 | 6,225 | 223,27 | 193,75
6,687 | 6,225 | 223,61 | 201,92
6,687 | 6,356 | 219,22 202
6,62 | 6,356 | 219,24 | 204,09
6,62 | 6,39 | 218,16 | 204,1
6,6 6,4 217,8 | 204,8
55 | 64 |211,75] 240
7,5 6,4 | 213,75 176

Mozna zadaé pytanie, czy firmy muszq przechodzié okresy dostosowan, skoro
wiedzq, ze w ostatecznosci i tak osiggng rownowage Cournota? Po pierwsze,
aby ustalic  wielkosci  sprzedazy — okreslone wzorem (3.13), kazda
z firm musi znaé koszty konkurenta, a to czesto nie jest mozliwe. Po drugie,
firmy mogq nie byé zainteresowane szybkim osiggnieciem stanu réwnowagi,
gdyz w okresie dostosowan mogq osiggaé wieksze zyski. Przyktadowo z Tabeli
3.4 odczytujemy, ze, gdy F'1 ustali x1 = 8, to odpowiedzig F2 jest xo = 5,7
i wtedy Z2(8;5,7) = 162,45. Gdyby F2 od razu odpowiedziata xo = 6,4, to
bytoby Z2(8;6,4) = 160.

Zavwazmy, ze réwnowage Cournota firmy mogq osiggngé duzo wczesniej
niz przez stopniowe dostosowywanie sie do decyzji konkurenta. Pokazuje to
przyktad 3.7.

Przyktad 3.7 Przyjmijmy, jak wyzej, ze p(x) dane jest wzorem (3.9)
z parametrami a, b jak w przyktadzie 3.6 . Zaloimy, Ze drugi decydent

ustalit wielko$é produkcji xo = 5 i widzi, Ze pierwszy odpowiedzial na to
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x1 = Ry(zg) = 1055522 = 7.3 . Poniewaz wiadomo, ze kazdy z decyden-
tow postepuje racjonalnie dgzgc do maksymalizacyi zysku, wiec drugi wie, zZe
odpowiedzig pierwszego jest x1 = %, co daje
100—-2-3 +
73=——.
’ 15

Stad otrzymujemy ¢y = 2. Drugi, poznawszy wielkos$é kosztow pierwszego,
postepujgc racjonalnie, odpowiada

a—2c+c  100-2-3+4+2

2 3b 15 ’
Reakcjq pierwszego jest wtedy
— bxy — 100—-5-6,4—2
7 = a ) C1 _ 5 _ 6, 6

2b 10

i rownowaga Cournota zostaje osiggnieta.

W literaturze mozna znalezé wiele modyfikacji modelu Cournota, np.
w [13] przedstawiony jest ogolniejszy model dla n firm. Kazda z nich dazy
do ustalenia takiej wielko$ci produkcji, ktora zapewni jej maksymalny zysk.

Przyjmijmy, ze zmiennos¢ ceny opisuje funkcja postaci

b i ad " gi<e ab>0,
p(:c)—{a Yz, gdy Y wi <%, a

0, w przeciwnym przypadku.

Zatozmy takze, ze funkcje kosztow firm sa postaci
K’L(IL‘Z) =z, 1=1,2,...n,
gdzie, jak poprzednio, zmienne x;, ¢ = 1,2, ..., n oznaczaja wielkosci produk-
cji firm.
Funkcje zyskéw maja postacie

Zi(x1, 22y ooy Ty) = xip(x) —cixs =z [a—b E zj | —czi, 1=1,2,...,n.
Jj=1
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Przyréwnujac pochodne czastkowe do zera otrzymujemy uklad réwnan

Zl'([lfl, Ly euny (L‘n)
81‘2'

n
=la=0) ;| —bwi—c=0, i=12.,n (3.14)
j=1

Aby rozwiazaé uktad dodajmy wszystkie réwnania stronami. Mamy

Stad

Wstawiajac powyzsza sume do (3.14) otrzymujemy

DS =L A N,
(n+1)b L

1 ostatecznie n
a—(n+ e+ Y0 ¢
(n+1)b

Jak widaé¢ z powyzszego, kazdy z uczestnikéw oligopolu bedzie miat udziaty

T; =

w rynku z; i zyski Z; tym wieksze, im mniejsze beda jego koszty krancowe c;.

Aby ,nie gra¢” dylematu wieZnia, oligopolisci akceptuja czesto przy-
wodztwo rynkowe najwiekszego lub najbardziej efektywnego przedsiebior-
stwa, tzw. lidera. Jednym z modeli opisujacym sytuacje przywodztwa jest

model Stackelberga.

Model Stackelberga’

Model Stackelberga zaktada, ze jedna z firm, majaca wiedze, ze konku-

renci zachowaja sie jak oligopolisci Cournota, postanawia to wykorzystaé

"Poréwnaj [17].
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w celu poprawy swojej pozycji na rynku. Taka firma nazywana jest liderem.
Lider maksymalizuje swoj zysk ignorujac wtasng funkcje reakcji. Ustalajac
wielko$¢ produkceji bierze pod uwage to, jaki bedzie ona miala wpltyw na
wielkosé produkeji konkurentéw. Zaktada jednoczesnie, ze konkurenci beda
podejmowali decyzje zgodnie ze swoimi funkcjami reakcji.

Dla uproszczenia opisu zat6zmy, ze na rynku dziataja tylko dwie firmy F'1
i F'2. Zakladamy, ze firma F'1 wie, ze firma F'2 traktuje wielkos¢ produkcji
firmy F'1 jako wielko§é ustalona.

Tak jak w modelu Cournota zat6zmy, ze zmiennosé ceny opisuje funkcja
liniowa postaci (3.9) oraz funkcje kosztow obydwu firm sa postaci (3.10).

Podstawmy funkcje reakcji firmy F'2 (patrz (3.12)) do funkcji zysku firmy
F1 (patrz (3.7)). Otrzymujemy

Zl(.l‘l,wz) = [a — b(.%’l + I‘Q)] r1 —C1r1 =

=la—>b(x + 7‘1_5’%_82)} 1 — 1 =

. —br%+(a+cz—2cl)m1
= 5 .

7 powyzszego otrzymujemy, ze firma F'1 osigga maksymalny zysk dla

a+co—2c
2b '
Firma F2 maksymalizujac zysk, zgodnie z funkcja reakcji (patrz (3.12)),

xr1 = (3.15)

odpowie
. _a—b:rl—CQ_a—b%—@_a—i—%l—%g (3.16)
T 2 - n '

Przyktad 3.8 Niech funkcje opisujgce zmienno$é ceny i kosztow oraz pa-
rametry tych funkcji bedg jak w przyktadzie 3.6. Zatem na podstawie wzoru
(3.15) lider ustali wielkosé produkcji
I 100+3—-2-2
T2y
a reakcjq konkurenta na podstawie wzoru (3.16) bedzie
_100+2-2-3-3
B 4-5

9,9,

) = 4, 75.
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Jak widaé, lider osiggnie wieksze udziaty w rynku. Bedzie tez osiggat
wieksze zyski niz nasladowca. Pokazuje to Tabela 3.5, gdzie jednoczesnie

dokonano poréwnania z modelem Cournota.

Tabela 3.5: Poréwnanie modeli Stackelberga i Cournota

Model Stackelberga | Model Cournota
1 9,9 6,6
T 4,75 6,4
T+ To 14,65 13
p(z) 26,75 35
A 245,025 217,8
Zy 112, 8125 204, 8
Zy + Zo 357,8375 422.6

Dla konsumentéow korzystniejsze jest, gdy firmy dzialaja zgodnie

z modelem Stackelberga. Na rynku jest wtedy wiecej dobr, po nizszej cenie.

Powyzszy model duopolu zaklada, ze jedna z firm jest liderem. Jednakze,
moze sie zdarzy¢, ze obydwie firmy niezaleznie od siebie zechca przejaé role

lidera Stackelberga. Co sie wtedy stanie pokazuje przyktad 3.9.

Przyktad 3.9 Rozwazmy firmy F1 ¢ F'2 opisane w przyktadzie 3.8, ale dla
lepszego zobrazowania sytuacyi przyjmimy, ze dziatajg one bezkosztowo. F'1
cheqe byc liderem ustali vy = 55 = % =10 . Takze F2, dzialajgc jako lider,
ustali xo = % = % = 10. fgczna produkcja bedzie réowna x1 + xo = 20,
a cena p(x) = 100 — 5(x1 + x2) = 0 doprowadzi obie firmy do najgorszego
z mozliwych wynikéow. Oczywiscie taka sytuacja nie potrwa diugo i duopo-
lisci podejma inne dziatania. Eatwo sprawdzié, Ze gdyby zaczeli postepowaé
zgodnie z modelem Cournota, ,poruszajgc” sie po swoich funkcjach reakcyi,

to doszliby do réwnowagi x1 = xo = 6%, p(z) = 33% 14y = Zy =444,44.
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Model konkurencji cenowej Bertranda®

W 1883 roku w pracy |7] francuski ekonomista Joseph Bertrand zapropo-
nowal model konkurencji cenowej. Zatozyt w nim, ze oligopolisci sprzedajac
homogeniczne dobra, daza do maksymalizacji zyskow ustalajac swoja cene
sprzedazy i przyjmujac ceny konkurentéw za dane.

Zatozmy, ze na rynku dziataja tylko dwie firmy F'1 i F2. Jezeli pierwsza
z nich ustali cene pp, to druga ma trzy mozliwosci wyboru: moze ustalié¢
cene wyzszg, identyczna albo nizsza. W pierwszym przypadku firma F'2
utraci klientow, w drugim firmy podziela sie rynkiem (by¢ moze po potowie,
by¢ moze ktoras z nich bedzie miata wieksze udzialy), w trzecim przypadku
firma F'2 przejmie caly rynek.

Zalozmy, ze funkcja zysku firmy F2 dana jest wzorem
Z(p2) = pawe — coxe, gdzie xo to udzialy w rynku tej firmy, co jest war-
toscia kosztu krancowego. W drugim przypadku, przy réwnych udziatach
w rynku mamy x; = a2 = %, p2 = po 1 zysk firmy F2 bedzie rowny
AR %po — %CQ. W trzecim przypadku, przy ustalaniu ceny niewiele nizszej
od pg, np. po — €, gdzie ¢ jest dowolnie mala liczba dodatnia, przy przejeciu
przez firme F'2 calego rynku jej zysk bedzie prawie dwukrotnie wiekszy niz
w drugim przypadku. Wynika to z ponizszych obliczen.

Przy xo = 1 zysk firmy F2 bedzie mial wartos¢ Z** = py — € — co.

Rozwazmy utamek

Z**_p0—8—62_2<1 € >
z* 3P0 — 5C2 po—ca)

Rzeczywiscie, otrzymujemy

.z . €
lim =lim2(1-— = 2.
e—0 Z* &0 P — €2

Sprzedawanie po cenie nieznacznie nizszej jest najlepszg strategia dla

obydwu firm. Proces obnizania cen na przemian przez obydwie firmy bedzie

8Poréwnaj [17].



114 3. Rynkowe modele optymalizacyjne

trwal do momentu, az osiagnag poziom cen réwny ich kosztom krancowym.
Na rynku pozostanie jedna firma majgca mniejszy koszt krainicowy. Bycie
jedyna firma na rynku sktania do zwiekszenia ceny. Jednakze, przy braku
barier wejscia, pojawia, si¢ na rynku firmy, ktore zaoferuja ceny minimalnie
mniejsze, co zapoczatkuje kolejny proces obnizek cen. Jezeli koszty krancowe
firm beda réwne, to podzielg sie one rynkiem.

W kolejnym modelu przyjmiemy zalozenie, ze firmy konkuruja ze sobg
cenowo sprzedajac dobra substytucyjne. Zmiana ceny ktoéregokolwiek z dobr
bedzie skutkowaé¢ zmiang wielko$ci popytu nie tylko na to dobro, ale i na

pozostate. Miara tych zmian bedg elastycznosci cenowe popytu.

Model duopolu konkurencji cenowej

Zatozmy, ze na rynku dziataja dwie firmy sprzedajace dobra substytu-
cyjne po ustalonych przez siebie cenach p; i ps. Skupmy uwage na jednej
z tych firm. Dla ustalonych cen, na rynku zrealizuje sie wielko$¢ popytu
na dobro tej firmy zalezna zaréwno od ceny tego dobra, jak i od ceny do-
bra substytucyjnego. Te funkcje popytu oznaczmy Di(p1,pe). Zaloézmy, ze
firma jest w stanie zaspokoi¢ kazda wielko$é popytu oraz, ze koszty calko-
wite zaleza tylko od tej wielkosci, co oznaczymy Ki(Di(p1,p2)) lub krocej
K(D1). Przy powyzszych zalozeniach funkcja zysku pierwszej firmy jest

dana wzorem

Z1(p1,p2) = p1D1(p1, p2) — K1(D1(p1, p2)). (3.17)

Zalézmy, ze cena po zostata ustalona. Policzmy pochodna czastkowa funkcji

(3.17) po p1 i przyrownajmy ja do zera:

0Z1(p1,p2) 0D1(p1,p2) , 0D (p1,p2)
GEVPLPY) _ Dy (py,pa) + pr S BLP2) et (D (py, o)) SEPR P2 g
o1 1(p1,p2) + M1 1 1(D1(p1,p2)) ap,
oD ,
Di(propa) + Z2HPLP2) (0 KDy () =0, (318)

Op1
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Ze wzoru (1.7) mamy

8D1(p17p2) _ _Dl(pl)p2) ) EDl,Pl (p17p2) (3 19)

op1 D1

gdzie Ep, p, (p1,p2) jest funkcja elastycznosci popytu na dobro pierwszej
firmy wzgledem ceny tego dobra.
Podstawiajac (3.19) do (3.18) otrzymujemy

Di(p1,p2) - Ep, p. (p1,D2) (

b1 — Ki(‘Dl)) = 0)
P

D1 (p1,p2) —

D1 (p1,p2) (1 - EIA,p;(thh) (p1 — K{(Dl))) =0

1 ostatecznie

ozn / Dy,p: \P1, P2
P1 = p1 = K D1 . 3.20
! i )ED1,p1(p1,P2) -1 (3.20)

Jezeli Ep, p=(p],p2) > 1, to pierwsza firma, maksymalizujac zysk, be-

dzie sprzedawata dobro po cenie wickszej niz koszt krancowy. Zauwazmy, ze
aby wyznaczy¢ cene¢ optymalng firma nie musi mie¢ informacji o konkuren-
cie (koszty czy elastycznos¢ popytu konkurenta nie musza by¢ znane), ktore
to informacje moglyby byé¢ trudno dostepne lub wrecz utajnione. Oczywi-
$cie, wielkos¢ maksymalna zysku bedzie zalezala takze od ceny, jaka ustali

konkurent.
Przyklad 3.10 Niech

D1(p1,p2) = 50p; py”,
K1(D1(p1,p2)) = 100 + 2D;.

Wiemy, zZe dla wyktadniczej funkcji popytu, elastycznosci cenowe sq state
i w tym przypadku réwne 1,5 wzgledem ceny p1 © —1,2 wzgledem ceny po.
Ze wzoru (8.20) wynika, ze firma osiggnie maksymalny zysk przy cenie

1,5

1510

pr =2
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Rysunek 3.8: Funkcja zysku w duopolu konkurencji cenowej wzgledem ceny
decydenta

Przyktadowy wykres funkcji zysku wzgledem ceny p1 przy ustalonej cenie kon-
kurenta py = 8 pokazuje Rysunek 3.8.

Skoro, przy ustalonej cenie konkurenta rdznej od zera, wartosé maksy-
malna zysku bedzie zawsze przy cenie p] = 6, to zobaczmy jak zysk pierwszej
firmy bedzie sie zmieniac wraz z ceng py. Rysunek 3.9 pokazuje wykres funk-
cji Z1(6,p2). Widaé, Ze istniejq takie wartosci pa, przy ktorych pierwsza

firma bedzie osiggaé ujemne zyski.

500

Rysunek 3.9: Funkcja zysku wzgledem ceny konkurenta
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Konkurent obnizajac cene ma mozliwo$é wyeliminowania konkurencji
z rynku, nawet kosztem ponoszenia krotkotrwalych strat, po to, aby staé
sie monopolistg i znowu podnies¢ cene. Zachowanie takie nazywane jest

drapieznym cenotworstwem (ang. predatory pricing) [40].
Model ztamanej krzywej popytu

Na rynkach oligopolistycznych, na ktérych nie ma porozumienia mie-
dzy przedsiebiorcami mozna czesto zaobserwowaé wzgledna stabilnosé cen.
Firmy akceptuja aktualny poziom cen rynkowych, nie daza do konfliktow.
Taka sytuacja w literaturze opisywana jest przy pomocy tzw. modelu zla-
manej krzywej popytu lub modelu Sweezy’ego (poréwnaj [12], [15],
[35], [45]).

Rysunek 3.10: Interpretacja graficzna modelu ztamanej krzywej popytu

Zatozmy, ze na rynku oligopolistycznym dziata firma XCompany, ktora
sprzedaje swoj towar po cenie pg. Gdyby obnizyta cene, to konkurenci beda
ja nasladowaé, gdyz nie beda chcieli stracié¢ klientéw. Z tego powodu popyt
na dobra wytwarzane przez XCompany nie wzro$nie gwaltownie. Oznacza
to, ze dla cen mniejszych od pg elastyczno$é popytu na dobra XCompany

jest niewielka.
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Gdyby XCompany zwiekszyta cene ponad pg, to konkurenci nie zare-
aguja. Beda sprzedawaé po dotychczasowej cenie, a XCompany bedzie miala
coraz mniej klientow. Popyt na jej towar przy cenie wyzszej od pg stanie
sie bardziej elastyczny. Linia popytu D, dla cen wickszych od pg bedzie
miata wieksze nachylenie niz dla cen mniejszych od pg. Linia popytu D
W po ,ztamie si¢” i linia utargu kraricowego M R stanie sie nieciaglta w pg
(patrz Rysunek 3.10). Jezeli XCompany sprzedaje po cenie pg wyzszej od
utargu kraricowego MR, to krzywa kosztu krancowego (na Rysunku 3.10
MC) przecina lini¢ utargu krancowego M R tam, gdzie jest ona nieciagta.
Wynika z tego, ze nawet, gdy wzrosna koszty produkcji, to cena nie musi sie
zwiekszy¢. Wystarczy tylko, aby koszty krancowe nie przekroczyty poziomu
A. Spadek kosztéw kraricowych, o ile bedzie powyzej poziomu B, takze
nie obnizy ceny. Jest to charakterystyczne tylko dla rynku oligopolu gdyz,
jak wiemy z wczedniejszych rozwazan, na innych rynkach zmiana wielkosci
kosztow kranicowych powoduje zmiane wielkosci produkeji lub ceny.

Model ztamanej krzywej popytu wyjasnia, dlaczego ceny w oligopolu sa
wzglednie state. Rosng one wtedy, gdy wzrost kosztow produkcji dotyczy

wiekszosci przedsiebiorstw.

3.5 Metody badania sily rynkowej

Dotychczasowe rozwazania pokazaly, ze na wickszodci typéw rynkéw
przedsiebiorstwa maja mozliwosé wpltywania na poziom cen. Oznacza to, ze
posiadaja pewna site rynkows zwang sita monopolistyczna. O sile monopo-
listycznej przedsiebiorstw moze $§wiadczyé — chociaz, jak pokazemy podzniej,
nie musi — stopien koncentracji rynku.

Jedng z miar koncentracji rynku jest wskaznik Herfindahla-Hirschmana
(HHI). Definiuje sie go, jako sume kwadratow udzialow w sprzedazy wszyst-

kich przedsiebiorstw dzialajacych na rynku.

HHI =) w}, (3.21)
=1
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gdzie w;, © = 1,2,...,n oznaczaja udzialy poszczegblnych przedsiebiorstw
w rynku.

7 powyzszej definicji wynika, ze 0 < HHI < 1. Réznie interpretowane
sa wartosci HHI (patrz np. [9], [27], [34], [38]). Przyktadowo przyjmuje
sie, ze wartos¢ nizsza od 0,1 §wiadczy o rynku z mata koncentracja, od 0,1
do 0, 18 wskazuje na umiarkowana koncentracje, miedzy 0,18 a 0,25 na wy-
soka koncentracje. Wartos$é powyzej 0, 25 oznacza bardzo duza koncentracje,
zblizong do oligopolu.

Dla monopolu HHI = 1. Z drugiej strony, na rynku konkurencji dosko-
natej, gdzie dziala wiele firm, z ktorych kazda ma znikomy udzial
w tacznej sprzedazy wartos¢ HHI dazy do zera®.

Przyktad 3.11 Rozwazmy nastepujgce przypadki:

A Cztery najwicksze firmy na rynku wytwarzajg po 20% ogdlnej produk-

cji, pozostatych dziesieé firm po 2%. Wtedy na podstawie wzoru (3.21)

HHI =4-0,224+10-0,02% =0, 164.
B Najwieksza firma wytwarza 71% ogdlnej produkcji, trzy firmy po 3%
i pozostatych dziesieé po 2%. Wtedy
HHI =0,712+3-0,032+10-0,022 = 0,511.
C Najwieksza firma wytwarza 9% ogdlnej produkcji, pozostatych trzyna-
Scie firm po T%. Wtedy
HHI =0,09%+13-0,07> = 0,072.

W przypadku C mamy malg koncentracje rynku. Poréwnujgc przypadki
A i B widzimy, Ze chociaz w obydwu przypadkach cztery najwieksze firmy

majq udziaty po 80%, to w przypadku A mamy umiarkowanq koncentracje,

9Przykladowo, jezeli na rynku dziata n firm i kazda z nich ma jednakowe udziaty, to

HHI:nn—l2 = % i mamy lim,_ % =0.



120 3. Rynkowe modele optymalizacyjne

a w B jest duza koncentracja. Wynika to z faktu, ze w przypadku B jedna

firma ma az T1% udziatu w rynku.

Wskaznik H HI ma zastosowanie w postepowaniach antymonopolowych,
ktore sa prowadzone m. in. przez Komisje Europejska, a w Polsce przez
Urzad Ochrony Konkurencji i Konsumenta. Kontrolowane sg sposoby dzia-
tann firm majacych na celu zdobycie lub utrzymanie sity rynkowej, np. po-
rozumienia miedzy konkurentami, fuzje, itp. Jako miernik sity rynkowej
przedsiebiorstw traktowana jest nie tylko wartos¢ wskaznika HHI, ale tez
jego zmiany w czasie.

W przypadku fuzji przedsiebiorstw obliczany jest wskaznik AH H I, ktory
jest roznica wskaznikow Herfindahla-Hirschmana po koncentracji HH I

i przed koncentracja HHI;
AHHI =HHI, — HHI.

Koncentracja nie powinna wplynaé w istotny sposéb na ograniczenie
konkurencji. Komisja Europejska wskazuje, ze wartos¢ H H I ponizej 0,1
z reguly nie wymaga analizy konkurencyjnosci. Wartosci H H I z przedziatu
[0,1;0,2] i AH HI mniejsze od 0, 25 lub wartos¢ HH I powyzej 0,21 AHHI
mniejsze od 0,15 rowniez wskazuja na konkurencyjnosé rynku (poréwnaj
91, [34]).

W USA Departament Sprawiedliwosci (Departament of Justice) i Fe-
deralna Komisja Handlu (Federal Trade Commisssion) uwazaja rynki, na
ktorych HHI wynosi od 0,15 do 0,25 za umiarkowanie skoncentrowane,
a rynki, na ktérych H HI przekracza 0,25 za wysoce skoncentrowane. Przyj-
muja rowniez, ze koncentracje, ktore zwiekszaja HHI o ponad 0,02 na
rynkach o wysokim poziomie koncentracji, prawdopodobnie wzmacniajg po-
zycje rynkowa. 'Y

Niech na rynku dziala n firm, ktoérych udzialy wynosza odpowiednio w;,

i =1,2,...,n. Przyjmijmy, ze pierwszych k z nich postanowilo sie potaczyé

Owww.justice.gov/atr /herfindahl-hirschman-index (dostep 27.08.2018)
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w celu wzmocnienia swojej sity rynkowej. Przed fuzja wskaznik Herfindahla-

Hirschmana mial wartosé

n
HHL =) w},
=1

po fuzji
n
HHI = (wi + ... +we)® + Y wi.
i=k+1
Stad
k k
AHHI = HHI, - HHL =2) > wjwn,.
7=l m=1
j#m

Przy fuzji dwoch firm o poczatkowych udziatach wy, wo otrzymujemy,
ze AHHI = 2wqws.

Przyktad 3.12 Wréémy do przyktadu 3.11 A, gdzie cztery najwieksze firmy
na rynku wytwarzajg po 20% ogdlnej produkcji, pozostatych dziesie¢ firm po
2% i gdzie HHI; = 0,164. Gdyby dwie z najwiekszych firm potgczyty sie,
to wskaznik koncentracji zwiekszytby sie o AHHI =2-0,2-0,2 = 0,08 do
wartosci HHI = 0,244.

Poziom sity rynkowej przedsiebiorstwa moze zalezeé nie tylko od poziomu
konkurencji (koncentracji rynku), ale takze od elastycznosci cenowej popytu.
Na rynku doskonale konkurencyjnym elastycznos¢ popytu nie ma znaczenia
ze wzgledu na duzg iloé firm i brak oddziatywania kazdej z nich z osobna
na cene. W monopolu elastycznosé jest jedynym czynnikiem decydujacym
o sile rynkowej przedsiebiorstwa. Natomiast, zar6wno poziom koncentra-
cji rynku jak i elastyczno$é cenowa popytu maja wplyw na wyniki dziatan
przedsiebiorstw na rynkach z niedoskonala konkurencja.

Zat6zmy, ze na rynku oligopolistycznym dziata n firm, produkujacych do-

bra homogeniczne. Ilosci dobr, jakie produkuja i sprzedajg te firmy oznaczmy
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przez x;, ¢t = 1,2,...,n. Przyjmijmy, ze firmy konkuruja ze soba ustalajac
wielkosci produkeji niezaleznie od siebie i sprzedaja po cenie p(z), jaka zre-
alizuje sie na rynku, gdzie x oznacza podaz catej branzy.

Funkcja zysku j-tego przedsiebiorstwa dana jest wzorem
Z(xj) = p(x)xj — cjx;j.

Poniewaz zalozylismy, ze firmy ustalaja wielkosci produkcji niezaleznie od
siebie, wiec dla potrzeb naszej analizy przyjmiemy, ze zmiana podazy jednej
z firm nie spowoduje zmiany wielkosci podazy pozostalych. Zmieni si¢ tylko
cena, poniewaz zmieni sie catkowita podaz.

Wiemy juz, ze maksymalizujac zysk j—ta firma musi ustalié¢ taka wielkos¢
produkcji, aby utarg krancowy zréwnaé z kosztem kraricowym, czyli aby

spetniony byt warunek

0Z(xj) _ Op(x)

oz, =5, T +p(x)—c;=0 (3.22)
lub réwnowaznie
op(x op(z op(x
P By B e,
— = = i)
p(z) p(z) p(z) = p(z)

gdzie w; jest wielkoscig udziatu w rynku j-tej firmy. W réwnaniu (3.22)
symbol Jz; zastapilismy symbolem Oz, gdyz zalozyliSmy, ze dla ¢ # j jest

x; = const.

op(z)
Wyrazenie — Zg(”z)x jest wspoétezynnikiem fleksybilnosci ceny wzgledem

popytu i jak wiemy jest on odwrotnoscia elastycznosci cenowej popytu. Mo-

zemy, zatem zapisaé
p(z) —¢j _ wj
p(x) E(p)’

gdzie E(p) jest elastycznoscia cenows popytu rynkowego.

Roéznica p(x) — ¢j nazywana jest rentownoscia lub marza przedsiebior-

stwa, natomiast wartos¢ %100% jest miarg rentownosci wyrazona
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w procentach. Pokazuje ona, jaka sila na rynku dysponuje przedsiebiorstwo
w stosunku do konkurencji doskonalej, gdzie réznica ta jest réwna zero.
Przyjmijmy oznaczenie
p(x) —cj _ w,

L= T B (328)

Wielkos¢ Lj nazywa sie indeksem Lernera (porownaj [8], [33], [37]). Mie-
rzy on stopieni sity rynkowej przedsiebiorstwa. Im bardziej cena przewyzsza
koszt krancowy, tym wicksza wartos§¢ indeksu Lernera i tym samym wiek-
sza sita rynkowa przedsiebiorstwa. ,W przypadku débr homogenicznych, im
wieksza liczba konkurentéw, natomiast w przypadku zréznicowanych pro-
duktéw — im wieksza elastycznoéé mieszana popytu w stosunku do produk-
tow innych producentéw, tym wieksza jest elastycznosé cenowa popytu firmy
i tym mniejsza sita rynkowa wywierana przez firme na rynkach niedoskonale
konkurencyjnych.” [27]

W przypadku rynku doskonale konkurencyjnego, gdzie cena sprzedazy
rowna jest kosztowi kranicowemu, indeks Lernera przyjmuje wartosé¢ 0. In-
terpretuje sie to w ten sposob, ze na takich rynkach firmy nie maja zadnej
sity rynkowej. Z drugiej strony, dla monopolisty, ktérego udziat w rynku

jest rowny 1 indeks Lernera przyjmuje postaé

1

Y By

Jak wida¢, sita rynkowa monopolisty zalezy tylko od tego, jak silnie
popyt reaguje na zmiany ceny.

Korzystajac ze wzoru (3.23) mozna wyprowadzi¢ zalezno$¢ miedzy ela-
stycznoscia cenowa, rentownoscia firm i poziomem koncentracji rynku (po-

réwnaj [25]). Mamy

3

Zw - Cz U] HI ozn I
' ~ B(p) p)
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Otrzymalismy, ze $redniowazona rentownos¢ firm na rynku jest réwna ilo-
razowi wskaznika Herfindahla-Hirschmana i elastycznosci cenowej popytu
rynkowego.

Wiemy, ze jezeli wszystkich firm na danym rynku jest n i kazda z nich

ma jednakowe udzialy, to

1
HHI = —
n
i wtedy .
L= . 3.24
nE(p) 324

Korzystajac ze wzoru (3.24) mozna np. ustali¢ ile powinno by¢ firm na
rynku, aby byl on konkurencyjny. Wedlug Departamentu Sprawiedliwosci
USA, aby rynek byl uznany za konkurencyjny cena nie moze by¢ wiecksza od

kosztu krancowego o wiecej niz 5%.

Przyktad 3.13 Zatdzimy, ze na rynku dziatajo zgodnie z oligopolem Cour-
nota dwie firmy, ktdre podzielity sie rynkiem po potowie. Ich koszty krancowe
sq rowne c¢1 = co = 3 i sprzedajqg dobra homogeniczne po cenie p = 4. Za-

tozmy, ze elastyczno$é cenowa popytu jest stata. Mamy

1
HHI = -,
2
2 plx)—¢ 1 4-3 1
I = . t_ 2. .92
; Y@ 2 3 3
Stad mozemy wyliczyé wartosé elastycznosci cenowej popytu
HHI 3
Ep) =——=—.
(p)=—F 5
Aby rynek zostat uznany za konkurencyjny powinno byé
L= L <0,05
n-Ep) ~ "7

czyli

1
>__ 1333
nZ005 15 03
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Oznacza to, ze aby rynek zostal uznany za konkurencyjny powinno dziatad

na nim, co najmniej 14 firm.

Rownanie (3.24) wskazuje na waznosé elastycznosci cenowej popytu ryn-
kowego. Jak zauwazono w [25] ,,jesli konsumenci nie otrzymuja odpowiednich
informacji i nie majg mozliwosci technicznych, by odpowiedzie¢ na krotko-
okresowe zmiany cen, to efektywna elastycznosé popytu jest niska. Przy
niskiej elastycznosci ceny moga znaczaco przewyzszaé koszty nawet na sto-
sunkowo mato skoncentrowanych rynkach.”

Zauwazmy, ze przy E(p) = 0,3, aby rynek zostal uznany za konkuren-
cyjny powinno by¢ n > 67. Gdyby na tym rynku dziataty tylko 4 firmy, to
L= ﬁ = 0, 833, a wiec cena przewyzszalaby koszt kranicowy o ponad 83%.

Powrdémy jeszcze do wskaznika Herfindahla-Hirschmana (patrz wzor
3.21). Wartos¢ wskaznika informuje, jaka jest koncentracja, ale nie daje

informacji o udziatach poszczegdlnych firm w rynku.

Przyktad 3.14 Dia w; = 0,05; we = 0,1; w3 =0,1; wy = 0,2; w5 = 0,55
jest HHI = 0,365; dla w; = 0,062; wy = 0,063; ws = 0,063; wy = 0,3;
ws = 0,513 jest HHI = 0,365. Oznacza to, Ze znajgc tylko wartosé HHI

nie mozna okresli¢ udziatow w rynku poszczegdlnych firm.

Niezaleznie od wartosci wskaznika H H I, $redni udzial n firm jest staly

i rowny £ 3°" w; = 1, a odchylenie standardowe udziatow jest rowne
n £Lai=1 "1 n’

s(w) = lzn:w,Q — (liw)z - l(HHI— l)

net n ‘ n n’
Zastanéwmy sie, jakie jeszcze informacje o strukturze udzialéw mozemy
uzyska¢ majac wartos¢ HHI. Zaldézmy, ze HHI = a, 0 < a < 1 i, ze
na rynku dziala n firm. Wiemy, Ze jezeli wszystkie firmy miatyby réwne
udzialty: w; = %7 to HHI = % itym samym a = % Jest to najmniejsza

wartosé, jaka moze przyja¢ HHI. Udzial przynajmniej jednej z firm wiekszy
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od % skutkuje wzrostem wartosci HHI. Prawdziwe sg bowiem implikacje:

n n
Zwi =1 = Zw? >
i=1 i=1

)

S

<Z;wi:1AZ;w?:n> = wi:ﬁ dla :=1,2,...,n.
i= i=

Dla dowodu przyjmijmy w; = % +¢g; dlat=1,2,...,n. Poniewaz

n n n
I:Zwizl—i—Zai, to Za‘i:O
i=1 i=1 i=1
1 w rezultacie

N, (12 2_12”A”2>1
;wi_;<n2+n+gi)_n+ ;&—l—;ai_n
Zatézmy nastepnie, ze

1 1 1

W] =W =Wp_9=—, Wp_1=——¢&, W,=—+¢, €>0.
n n n

Wtedy

n—2 2 2 2
1 1 1 -2 2 1 1
L RO R0 R R
—\n n n n n n n

Zadajmy pytanie: jaki moze by¢ maksymalny udzial w rynku jednej
z firm (np. n-tej), przy zalozeniu, ze HHI = a > %

Na poczatek rozwazmy przypadek n = 2 firm. Wtedy zadanie ma postaé

max(ws),
przy warunkach (w2)

wi; +wy =1,
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Mamy
(1 —wo)? + w3 = a,
2w3 — 2wy +1—a=0. (3.25)
Poniewaz a > %, wiec A = 8a—4 > 0. Rozwiazaniem rownania jest para

) (1—\/22a7—1’ 1+\/22¢17—1).

(w1, ws) =

Przyktad 3.15 Niech na rynku dziataje dwie firmy (n =2) oraz
HHI = 0,6. Rozwigzujgc rownanie (3.25) stwierdzamy, ze udziat w rynku

. . . . P . 14+4/2:0,6—1 _
jednej z firm nie moze byé wigkszy niz —5=— = 0, 7236.

Niech teraz n € N, n > 2 oraz a € (%, 1). Wérod wszystkich niemalejacych
ciagow liczb dodatnich (w;)},, spelniajacych dwa warunki

n

n
E w; =1 oraz g wfza,
i=1

i=1
szukamy takiego, ktorego ostatni element w,, jest najwiekszy. W tym celu,

korzystajac z metody mnoznikoéw Lagrange’a (patrz dodatek matematyczno—

—informatyczny, str. 138), definiujemy funkcje
n n
f(’UJl,i,UQ, "'>wn7a75) =wy + o <Zwl - 1) +ﬁ <Zw12 - Cl>
i=1 i=1

i szukamy rozwigzan ukladu réwnan

ow;
af(w17w2a~~-vwn7aw3) =1 + o+ 26'[1]” =0.

Own,

{ O waton0B) — o 4 281, =0, i=1,2,..,n—1

Dla kazdego i = 1,2, ...,n — 2 mamy
wit1 — w; =0,
wiec istnieje takie v € (0,1), ze

w;=v da i=1,2,...,n—1.
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Liczby v, w,, spelniaja uktad réownan

{ n—1v4+w, =1 jw=1

(n—1v?4+w2 =" w=a.

)

Przyjmujac w, = w i podstawiajac v = % (z pierwszego réwnania) do

réwnania drugiego, otrzymujemy

(1—-w)*+(n—1w?—(n—1)a=0,
nw? —2w+1—a(n—1)=0. (3.26)
Rownanie (3.26) ma dwa rozwiazania:

w_:1—\ﬂn—nmn—1) w+:1+xﬂn—DWn—D

i latwo sprawdzi¢, ze w~ < wT oraz & < wt < 1. W rezultacie ciag

(W1, Wy ooy Wp—1, W) = (V, 1, ..y v, W),

w:w+:1+\/(”_1)(a”—1) yzl—w_n—l—\/(n—l)(an—l)

n n—1 n(n—1)
(3.27)

jest rozwiazaniem rozwazanego zadania. Zauwazmy jeszcze, ze

\/(nl)(an1)>\/an—1> %n—l_ol

n—1 n—1 n—1

w—v =

Ciekawa jest interpretacja geometryczna tego rozwiazania. Punkt

o wspoétrzednych (v, v, ...,v,w) nalezy do zbioru bedacego czescia wspolna

sfery o réownaniu Y, w? = a i hiperplaszczyzny o réwnaniu Y o, w; = 1

2 =
i ze wszystkich punktéw tego zbioru punkt ten ma najwicksza ostat-

nig wspolrzedna.
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Przyklad 3.16 Niech na rynku dziata 5 firm. W tabeli 3.6 podano war-
tosci ich mozliwych udziatow w rynku (v,v,v,v,w) w zaleznosci od réznych

wartosci wskaznika Herfindahla-Hirschmana.

Tabela 3.6: Maksymalne mozliwe udzialy w rynku przy ustalonych

wartosSciach HH I

HHI = a | maksymalny z mozliwych udziatow | udziaty pozostatych firm
jednej z firm (w) (v)

0,25 0,4 0,15

0,3 0,482843 0,129289

0,4 0,6 0,1

0,5 0, 689898 0,077526

0,7 0, 832456 0,041886

0,9 0,948331 0,012917

Tabela 3.7: Udzialy w rynku piwa w Polsce w 2017 roku

Uczestnicy rynku Udzialy
Kompania Piwowarska wy = 0,369
Zywiec wy = 0,27
Carlsberg w3 = 0,19
Polskie Browary Regionalne wy = 0,12
Marki wtasne ws = 0,034
Inni producenci zagraniczni wg = 0,012
Polskie Browary Rzemieslnicze | wy = 0,005

Przyktad 3.17 W 2017 roku udziaty (wedtug wartosci sprzedazy) w rynku

piwa w Polsce w przyblizeniu ! przedstawia tabela 3.7.

Yhttps://www.kierunekspozywczy.pl/artykul,56350,adam-duzynski-z-nielsen-o-
piwnej-rewolucji.html; https://www.kp.pl/files/Raport SD 2017.pdf; https://browary-
polskie.pl/wp-content /uploads/2018/11 /Raport-Deloitte.pdf.
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Dla danych z tabeli 3.7 wskaznik koncentracyi rynku Herfindahla-Hirschmana
jest rowny :
HHI = w} = 0,260886.
i=1
Warto$é ta oznacza duzq koncentracje, co sugeruje, ze rynek jest oligopo-
listyczny. Przy HHI = 0,260886, zgodnie ze wzorem (3.27), najwiekszy
z moZliwych udziatéw jednej z firm moze mieé wartosé co najwyzej 0,460926;

przy czym udzialy pozostatych firm bylyby wtedy jednakowe © réwne 0,089846.



Rozdzial 4

Dodatek
matematyczno-informatyczny

4.1 Wybrane zagadnienia z analizy matematycznej

W pracy sa wykorzystywane ponizsze definicje i twierdzenia z analizy

matematycznej.

Definicja 4.1 Mowimy, ze funkcja f(x) jest roznowarto$ciowa w zbiorze
Z, jezeli dla kazdych dwdch argumentow x1,xo € Z takich, Ze x1 # xo2 mamy

fla1) # fla2).

Definicja 4.2 Mowimy, Ze funkcja f(x) jest rosnaca w zbiorze Z; C R,
jezeli dla kazdych dwdch argumentow x1,x2 € Z1 takich, ze x1 < xo mamy

f(z1) < f(z2).

Definicja 4.3 Mowimy, zZe funkcja f(x) jest malejaca w zbiorze Zs C R,
jezeli dla kazdych dwdch argumentow x1,x2 € Zo takich, ze x1 < xo mamy

f(z1) > f(x2).

Przyktad 4.1 Rozwazmy funkcje f(x) = x? — 2z. Niech x1,72 € R

1 11 < 9. Zatem
flz2) — f(z1) = 25 — 225 — (2] — 221) = (w2 — 21) (22 + 21 — 2).

131
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Widaé, ze f(x2) — f(z1) > 0 dla x1,22 € R takich, ze x1 > 1 i 9 > 1,

a wiec funkcja f(x) = x? — 2x jest rosngca w przedziale (1,400).

Definicja 4.4 Mowimy, ze funkcja f(z) jest $ciSle wypukla w przedziale
(a,b), jezeli dla kazdego [z1,x2] C (a,b), a < x1 < 2 < b zachodzi warunek

Vae)f(arr + (1 — a)az) < af(z1) + (1 - a)f(za). (4.1)

Wynika stad, ze w przedziale [z1, z2] wykres funkcji f(x) polozony jest po-
nizej prostej zawierajacej punkty (z1, f(z1)) 1 (ze, f(22)).

Definicja 4.5 Funkcja f(z) jest $ciSle wklesta w przedziale (a,b), jezeli
dla kazdego [z1,x2] C (a,b), a < x1 < x9 < b wykres funkcji f(z) potozony
jest powyzej prostej zawierajgcej punkty (z1, f(x1)) @ (z2, f(x2)).

4

a) yn b) Y

JACSY o

f(xx) k)

Flepr

Rysunek 4.1: Funkcje: a) scisle wypukla b) cisle wklesta

Funkcja f(x) jest Scisle wklesta, jesli funkcja — f(z) jest Scisle wypukta. Wy-
kresy przyktadowych funkcji Scisle wypuktej i Scisle wklestej przedstawiono
na Rysunku 4.1.

W szezegolnosei, dla a = 3, z warunku (4.1) wynika, ze

P57 = flany < HEOTIER gy

2 ’ 2
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Otrzymalismy wazna wlasnosé funkcji §cisle wypuklej: zwiekszanie ar-
gumentu o stalg warto$é, np. o jednostke, powoduje coraz mniej-
sze spadki wartosci funkcji w przypadku, gdy funkcja jest malejaca
i coraz wieksze przyrosty wartosci funkcji w przypadku, gdy funk-
cja jest rosnaca.

Powyzszy fakt zilustrujmy na Rysunku 4.2.

a) A b) y
f(x)) flx2)

f ) + f(x3) i

Fla) + f(x2) 2
f(x0)

2
f (xo)
f(x2)

f(x1)

v

\ 4

Xq Xy X3

Rysunek 4.2: Funkcje: a) $cisle wypukta malejaca b) $cisle wypukta rosnaca

Definicja 4.6 Niech funkcja f(x) bedzie okreslona w pewnym otoczeniu xg.
Pochodng funkcji f w x¢ nazywamy granice (o ile ona istnieje)
ilorazu réznicowego

lim f(zo+h) — f(zo)
h—0 h

= (o). (4.2)

f'(xo) jest tangensem kata nachylenia do osi X stycznej do wykresu
funkeji w punkcie (xq, f(x0)).

Jezeli w kazdym punkcie przedzialu (a,b) istnieje skoriczona pochodna
funkeji f(x), to mowimy, ze f(x) jest rézniczkowalna w tym przedziale.

Pochodna funkcji y = f(x) oprocz symbolu f'(x) jest tez oznaczana

symbolami: y/, %7 dﬂf)~
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Przyktad 4.2 Korzystajoc z definicji pochodnej funkcji (4.2) wyznaczmy
pochodng funkcji f(x) = 2.
T+ h)? — 22 2% + 2hx + h? — 22

! =1 ( =1 = 2z.
(@) hli% h hlg%) h v

Podstawowe reguly i wzory rézniczkowania
L [f(2) £ g(a)) = f'(z) £ ¢'(a);

[f(@)g(2)] = f(x)g(x) + f(x)g'(z);

[af(x)] = af'(x), a = const;

7} _ ['(@)g(@)—f(2)d ().
g(x) g%(x) ’

Jeieli y = f(u) 1 u= () to 2 = & f(p(x)) = ') (x):
(

® NG W

(") = e, e podstawa logarytmu naturalnego,
1 .
e=32,L11=271828..;

n

9. (Inlz|) =1, dlaz #0.

x?

Definicja 4.7 Jezeli w przedziale (a,b) funkcja y = f(x) jest rézniczko-
walna i dla kazdego x € (a,b) istnieje pochodna pochodnej funkcji f(x), to

nazywamy jqg druga pochodna funkcji f(x) i oznaczamy symbolami: deJ; (Qx),

2
TUCORTO =3

W sposob rekurencyjny mozemy zdefiniowaé pochodng rzedu n.

Definicja 4.8 Jezeli w przedziale (a,b) funkcja y = f(x) jest rézniczko-
walna i dla kazdego x € (a,b) istnieje (n—1)-sza pochodna ™=V (z) funkcji
y = f(x), to pochodng (o ile istnieje) df(n;i;)(x) nazywamy n-tq pochodng

.. . dnf x n n dar
funkceji f(x) i oznaczamy ﬁ, f(z), y™, T

dx™

Twierdzenie 4.1 Jezeli w przedziale (a,b) funkcja f(x) jest rosngca i dla
kazdego € (a,b) istnieje f'(z), to f'(x) > 0.

Jezeli w przedziale (a,b) funkcja f(x) jest malejgca i dla kazdego x € (a,b)
istnieje f'(x), to f'(z) < 0.
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Twierdzenie 4.2 Jezeli w punkcie xg funkcja f(x) osigga ekstremum lo-
kalne i istnieje f'(xzo), to f'(xo) = 0.

Stwierdzenie w druga strone nie jest prawdziwe, tzn. moze by¢ f'(x¢) = 0,

a w zo ekstremum istnie¢ nie bedzie. Przyktadem jest funkcja f(z) = 23,

dla ktorej f'(xog) = 0, a ekstremum w zerze nie istnieje.

Twierdzenie 4.3 Niech w otoczeniu punktu xo funkcja f(z) posiada po-

chodne do rzedu n bedgce funkcjami ciggtymi. Niech

d 42 d(n—1) . dm)
fc(iz()) S (C.1) R 7@(”{%0) =01 7“{5;;‘40) # 0. Wtedy

dz?
1. jezeli n jest liczbq parzystq, to funkcja f(x) osigga w xo minimum

d<">f(:c0) d(">f(xo)
pR) wm - <0

2. jezeli n jest liczbg nieparzystq, to ekstremum nie istnieje.

lokalne, gdy > 0 albo maksimum lokalne, gdy

Twierdzenie 4.4 Zalézmy, ze w przedziale (a,b) funkcja f(x) jest dwukrot-
nie rozniczkowalna, jezeli

1. dla kazdego x € (a,b) jest PI) 0, to funkcja w przedziale (a,b) jest

dx?

scisle wypukta,

2. dla kazdego x € (a,b) jest i) 0, to funkcja w przedziale (a,b) jest

dz?
Scisle wklesta.

Definicja 4.9 Niech przedziat (a,b) nalezy do dziedziny funkcji f(z) i niech
xo € (a,b). Jezeli w przedziale (a,xo) funkcja f(z) jest Scisle wypukia
a w przedziale (xg,b) jest Scisle wklesta lub w przedziale (a, o) funkcja jest
Scisle wklesta a w przedziale (xg,b) jest Scisle wypukta, to xo nazywamy

punktem przegiecia funkcji f(x).

Definicja 4.10 Dana jest funkcja f(x) taka, ze f(xo) = 0. Jezeli istnieje
przedzial (a,b), do ktdrego nalezy xo taki, ze dla kazdego x € (a,xo) funkcja
f(z) przyjmuje uwjemne (dodatnie) wartosci i dla kazdego x € (x¢,b) funkcja
f(x) przyymuje dodatnie (ujemne) wartosci, to mowimy, ze funkcja f(x)

zmienia znak w o .
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Twierdzenie 4.5 Niech w przedziale (a,b) funkcja f(x) bedzie dwukrotnie
rézniczkowalna, o € (a,b), f"(xg) = 0. Warunkiem wystarczajgcym do

istnienia punktu przegiecia w xq jest, aby funkcja f"(x) w xo zmieniata znak.

Twierdzenie 4.6 Zatozmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otwartym
zbiorze D w przestrzeni n wymiarowej, czyli f : D C R — R. Zatdimy,
ze w otoczeniu punktu xg € D funkcja f posiada ciggte pochodne czgstkowe.
Wtedy

n Of(x
oo+ h) = flwo) — X, 25En
im =0,
Inll—0 172
gdzie h = (h1, ha,...,hy,) — (0,0,...0), czyli ||h|| — 0, gdzie

||| = \/h? + h3 + ...+ h2.

7 powyzszego twierdzenie wynika, ze dla matych wektorow h zachodzi

relacja

Flao+ 1) — flag) = 3 2Ly,

ox;
i=1 b

Suma ), 8](;(;0) h; nazywa sie r6zniczka zupelna funkcji f w punkcie .

Przyjmijmy nastepujace oznaczenie

3 OF@0) ), _ at(a0) (1),

Ox;
i=1 v

Jezeli wektor przyrostéow h zastapimy wektorem przyrostéw zmiennych x;,
czyli h = dx = (dx1, dxs, ...dxy), to otrzymamy
— Of(xo)
0

d dx) = ————dx;. 4.3

floo)(a) =302 (4.9

Definicja 4.11 Elastyczno$¢ punktowa Ejf(x) rdzniczkowalnej funkcji

f(x) definiugemy wzorem

Ey(x) = % d];(;),

x#0, f(xr)#0. (4.4)
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Przyjmujemy, ze

jest elastyczna w punkcie =z gdy |E¢(z)| > 1,
f(z) ¢ ma jednostkows elastycznosé w punkcie =z gdy |Ef(z)| =1,
jest nieelastyczna w punkcie —x gdy |E¢(z)| < 1.

Wzor (4.4) mozna zapisa¢ w postaci

Definicja 4.12 Niech dana bedzie funkcja f : (a,b) — R.  Funkcje
F : (a,b) —» R nazywamy funkcja pierwotna lub calka nieoznaczona
funkeji f w (a,b), jezeli dla kazdego x € (a,b) F'(x) = f(x). Oznaczamy

Plz) = / Fa)da.

7 powyzszej definicji wynika, ze (f f(:c)d:p)/ = f(x). Jest oczywiste, ze
jezeli F(z) jest calka nieoznaczona funkcji f, to kazda funkcja F(z) + C,

C = const, tez jest calka nieoznaczong funkcji f.

Twierdzenie 4.7 Jezeli catki nieoznaczone [ f(x)dz, [ g(x)dz istniejq, to

1. [ (f(z) £ g(x))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dx;
2. [Cf(z)dz =C [ f(z)dz, C = const.

Podstawowe wzory catkowania
1. [0dz = C;
2. [dz=2z+C;
3. [a"de = 2"t + C;
4. [Ldx =In|z|+C, z #0;
5. [e"dx = e* + C, e jest podstawg logarytmu naturalnego;
6. [a%dr =1 -a®*+C,a>0,a#1.

Ina
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Metoda mnoznikéw Lagrange’a
Metoda mnoznikow Lagrange’a pozwala znalezé ekstremum funkcji n
zmiennych v = f(x1,x9,...,2,), gdy zmienne te sg zwiazane warunkami

dodatkowymi postaci

01(x1, 22, ooy ty) =0,  @o(x1, 29,00y 2) =0, .. r(x1,T9,...;2p) =0,

gdzie k < n.
Wprowadzamy k czynnikéw A1, Ag, ... \; 1 rozwazamy nastepujaca funkcje
n + k zmiennych x1, 22, ..., Tn, A1, A2, ..oy Ak

<I>(:U1,$2, ey Ty AL, A2y ene, )\k) = f(.%'l,.%‘g, ,.Z‘n) + )\1(,01(.7}1,.1‘2, ...,.Z‘n)—l—
Jr)\QgDQ(CEl,CCQ, ,Sﬂn) 4+ ...+
FAeor (21, T2,y oy ).

Warunkiem koniecznym dla istnienia ekstremum funkcji & w punkcie
(z1, 22, ..., Tp) jest spelienie ponizszego uktadu n + k réwnan z n + k nie-

wiadomymi 1, T9, ..., Tpn, A1, A2,y ceey Ak

©1 207 S02:07 ceey (pk:07
0P 0P 0P
— =0 — =0 — =0. 4.5
0z T Oxy ’ " Oz (4.5)

By stwierdzi¢ czy rozwiazanie (z7, 35, ..., ) uktadu rownan (4.5) odpowiada
minimum czy maksimum nalezy zbadaé¢ okreslonos¢ macierzy pochodnych

mieszanych w tym punkcie (patrz [4], str. 300, [18], str. 416).

4.2 Wybrane funkcje i ich wlasno$ci

W tym rozdziale przedstawimy wykresy i wlasnosci wybranych funkcji.
Beda nas interesowaé¢ jedynie takie funkcje, dla ktorych dziedzina i zbior
wartodci sa zawarte w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych nieujemnych.

W pracy omoéwiono funkcje takie jak:
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e funkcje typu liniowego oraz

e funkcje nieliniowe:

— funkcje wielomianowe stopnia m dla m = 2 oraz m = 3,
— wybrane funkcje hiperboliczne oraz funkcje Tornquista,
— funkcja potegowa,

— funkcja wyktadnicza.

Wtasnosci takie jak: miejsca zerowe, asymptoty, pierwsza i druga pochodna,
ekstrema, punkty przegiecia oraz funkcje elastycznosci dla danych funkcji

podajemy w tabelach.

4.2.1 Funkcja liniowa

Funkcja liniowa jednej zmiennej x ma postaé
y=f(z) =ax+0, (4.6)

gdzie a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym, a b nazywamy wyrazem
wolnym. Funkcja 4.6 jest rosnaca, gdy a > 0 (parz Rysunek 4.3 a), b), stala,
gdy a = 0, malejaca, gdy a < 0 (parz Rysunek 4.3 ¢), d).

Rysunek 4.3 a) b) ¢) d) przedstawia wykresy funkeji liniowych dla roz-
nych wartoéci parametréw a i b, zas Tabela 4.1 przedstawia wybrane wia-
snosci funkcji liniowej.

Funkcja liniowa m zmiennych ma postaé

flxi, e,y xm) = ag+ar1x1 +agxa + ... + &, a; #0, 1=1,2,...,m.

W szczegolnosci dla m = 2 otrzymujemy

f(x1,m2) = ap + ar1x1 + agxs.
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a) y“‘ b) y" a>0, b<0
a>0, b>0

v

X

v

X

A d ya
) ¥ a<0, 50 ) -

a<0, b<0

v

Rysunek 4.3: Wykresy funkcji liniowych jednej zmiennej

Tabela 4.1: Wtasnosci funkcji liniowej jednej zmiennej

funkeja p—
miejsce zerowe zo = —2
pierwsza pochodna gz =a

druga pochodna jig =0
ekstrema nie istnieja, gdy a # 0
elastycznosé Ey(z) = ;2%5, x# _2
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4.2.2 Funkcje nieliniowe

Funkcja wielomianowa stopnia m ma postaé

f(x)=a9+ a1z + ax? + ...+ apmx™, apy #0, (4.8)
gdy m=0: f(x)=ag [funkcja stalal,
gdy m=1: f(x)=ao+a1x [funkcja liniowa],
gdy m=2: f(z)=ap+ a1z + axx? [funkcja kwadratowa],
gdy m=3: f(x)=ap+air+ax?®+ azaxd [funkcja szescienna
lub funkcja trzeciego stopnia|
i tak dalej.

Wielomian m-tego stopnia ma co najwyzej m rzeczywistych miejsc zero-
wych i co najwyzej m — 1 ekstremow. Dla a,, > 0 jest lim, o f(z) = o0, a

dla ay, < 0 jest limy_o0 f(z) = —00.

Funkcje kwadratowa czesto zapisujemy w postaci
y=azr’+br+c, a#0.

Na Rysunku 4.4 a), b), ¢), d) przedstawiono wykresy funkcji kwadratowej
dla réznych warto$ci parametréw a, b, c¢. Wykresem funkcji kwadratowej
jest parabola skierowana ramionami do gory, gdy a > 0 lub ramionami do
dotu gdy a < 0.

W zaleznosci od znaku A = b? — 4ac funkcja kwadratowa

e ma dwa miejsca zerowe, gdy A > 0, ktore sg réwne

€ = —bgg/z, To = %, patrz Rysunek 4.4 b), c),

b

e ma jedno miejsce zerowe, gdy A = 0 rowne x12 = 3/,

e nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0, patrz Rysunek 4.4 a), d).
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A b A
a) ¥y a>0c>0; A<0 ) \ y a>0;c<0;A>0
x; X; X
M
x” M
A d A
€) Yy ) Y >
a<0c>0;A>0 a<0c<0;A<O M X
M
xl" xz\ X"

Rysunek 4.4: Wykresy funkcji kwadratowej

Tabela 4.2: Wtasnosci funkcji kwadratowe]j jednej zmiennej

funkcja y=az’+bx+c
miejsca zerowe T2 = 7%(;/; gdy A >0
pierwsza pochodna % =2ax+b

druga pochodna % = 2a
ekstremum w punkcie M = 5—;’ %
elastycznosé Ey(z) = %, x# T2

W Tabeli 4.2 przedstawiono wybrane wtasnosci funkcji kwadratowej.

Oznaczmy wspolrzedne wierzchotka paraboli przez (p,q). Wtedy

p = 5—5, q = %. Funkcja kwadratowa osiaga ekstremum w punkcie p.



4.2. Wybrane funkcje i ich wlasnosci 143

Wartosé ekstremum wynosi g. Jest to minimum funkcji gdy a > 0, a mak-

simum, gdy a < 0.

N A

9y ) y

a>0;A<0

a<0;A<0

™,

x\ X
d) yi\
a>0;,A>0
M,
P
/-\MZ .
X1 X7 x’
E ?
N
Y
€) a>0;4>0

7

Rysunek 4.5: Wykresy funkcji szescienne;j

Funkcja szeécienna ma posta¢ y = az® + bx? + cx +d, a # 0. Wykre-

sem funkcji szesciennej jest parabola szescienna (patrz Rysunek 4.5), ktorej
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ksztalt zalezy od znakéw parametru a i wartosci A = b% —3ac. Jezeli A <0
to funkcja jest rosnaca gdy a > 0 (patrz Rysunek 4.5 a)) i malejaca gdy
a < 0 (patrz Rysunek 4.5 b)).

Jezeli A > 0, to funkcja szescienna ma dwa ekstrema w punktach M;
oraz My (patrz Rysunek 4.5 ¢), 4.5 d) oraz 4.5 e)):

M < b+ VA 2b3—9abc—(6ac—2b2)\/g>
11— )

d
3a + 2702

_ 3 _ . 2
My _b \/Z7 Qe 2b°> — 9abc 4 (6ac — 2b )\/Z .
3a 27a2

Funkcja szescienna moze mie¢ jedno (patrz Rysunek 4.5 a,b,c), dwa

(patrz Rysunek 4.5 d) lub trzy (patrz Rysunek 4.5 e) miejsca zerowe.

b 203—9abc
3a’  27a?

Krzywa szescienna ma punkt przegiecia P = ( + d) i przecina

0§ y w punkcie o wspoétrzednych (0, d).

Funkcje hiperboliczng definiujemy wzorem

a+cx d
f(@) = d+ bz’ T F# - (4.9)

Przyktadowe funkcje hiperboliczne to:

a
e 4.10
y=_ (4.10)

a
= 411
y 1+ bx ( )

Wykresy funkcji (4.10), (4.11) przedstawiono na Rysunku 4.6. Funkcja 4.9

jest nieciagta w punkcie x = —% i posiada tam asymptoty pionowe.
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N L n
YN a>0 a>0. b>0 y Y a>0, b<0
= [ - —/ >
X~ X X’
a) b) c)

Rysunek 4.6: Wykresy funkcji hiperbolicznych danych wzorami

(4.10) (wykres a)), (4.11) (wykres b), ¢

)

Tabela 4.3: Wtasnosci funkcji Tornquista typu zerowego

funkcja T

dziedzina 0<zxz<e¢,z>-b

miejsce zerowe Tog=2c¢

asymptota pionowa r=-b

granica przy x — oo a

pierwsza pochodna % = a(xl’%c)% T # —b

druga pochodna % = —QG(;JF%C)Q,, T # —b
elastycznosé Ey(x) = IL_H) +-%, v#-b, z#c

Nazwa funkcji Térnquista po

chodzi od nazwiska szwedzkiego ekono-

misty, ktory zaproponowal uzycie tych funkcji do opisu zmiennosci popytu

na dobra réznego typu w zaleznosci
Wyrézniamy cztery typy funkcji

bra lub ustugi konsumpcyjne;j:

od dochodéow konsumentow.

Tornquista w zaleznosci od rodzaju do-

e funkcja Tornquista typu zerowego

T -

a,c>0,b< —c,

_a(x —c)
y_ .’13+b )
0<z<ec¢ lub =z>—b. (4.12)
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e funkcja Toérnquista typu pierwszego
ax
T : = , a,b>0, x>0, 4.13
1 Yy r+b ) fel ( )
Tabela 4.4: Wlasnosci funkcji Tornquista typu pierwszego
funkcja 11
dziedzina x>0
miejsce zerowe z0=0
granica przy r — oo a
pierwsza pochodna g—g = (xi};))Q’ T # —b
2
druga pochodna jzg = ﬁ, T # —b
elastycznosé Ey(x) = IL_H), x # —b
e funkcja Toérnquista typu drugiego
a(x —c
Ty : :g, a,c,b>0, x>c, (4.14)
x+b
Tabela 4.5: Wtasnosci funkcji Térnquista typu drugiego
funkcja T
dziedzina T >c
miejsce zerowe Tog=2c
granica przy r — oo a
pierwsza pochodna % =a (mbilf)z
druga pochodna 21127?2/ = —2a(;’ilf)3
elastycznosé Ey(x) = %er +-%, T#c
e funkcja Tornquista typu trzeciego
ax(x —c
Ts: —Q, a,c,b>0, x>c (4.15)

z+b
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Tabela 4.6: Wtlasnosci funkcji Térnquista typu trzeciego

funkcja T
dziedzina >
miejsce zerowe To = c
asymptota ukosna y=ax —a(b+c)
granica przy x — oo 00
pierwsza pochodna % - %
druga pochodna 512712/ —9 E)HETIS?"

elastycznosé Ey(z) =1+ xLer +5, THFcC
a)A ) b)
y | ¥y
! afb--- o
i I,
foh S
\ H
1
L —> —>
c)A d)
v ¥
ab--cccoe e ____
T,

a

X

Rysunek 4.7: Wykresy funkcji Térnquista

Wykresy funkeji Toérnquista danych wzorami (4.12)—(4.15) przedstawiono

na Rysunku 4.7 a), b), ¢) i d), a wybrane wlasnosci krzywych Térnquista




148 4. Dodatek matematyczno-informatyczny

zebrano w Tabelach 4.3-4.6. Na podstawie Rysunku 4.7 oraz danych zebra-

nych w Tabelach 4.3-4.6 mozna stwierdzi¢, ze:
1. funkcja Tornquista typu 0, patrz Rysunek 4.7 a), w przedziale [0, ¢] jest

scisle wklesta, a w przedziale (—b, 00) jest §cisle wypukta, w przedziale
[0, c] maleje coraz szybciej, a w przedziale (—b, 0o) maleje coraz wolniej;

2. funkcja Tornquista typu 1, patrz Rysunek 4.7 b), jest Scisle wklesta
w przedziale [0, 00) i ro$nie coraz wolniej;

3. funkcja Tornquista typu 2, patrz Rysunek 4.7 c), jest Scisle wklesta
w przedziale [c,00) 1 ro$nie coraz wolniej;

4. funkcja Tornquista typu 3, patrz Rysunek 4.7 d), jest $cisle wypukla

w przedziale [¢,00) 1 rosnie coraz szybciej.
Funkcja potegowa jest postaci
f(z) =az’, a>0. (4.16)

Jesli b =1 to f(x) jest funkcja liniowa (y = ax). Jesli b = —1 to f(x) jest
funkcja hiperboliczng (y = £) .

Tabela 4.7: Wlasnosci funkcji potegowej jednej zmiennej

funkcja y = ax®
dziedzina x>0
pierwsza pochodna % = abx?~!
druga pochodna % =ab(b—1)xb~2
elastycznosé Ey(z) =10

Warto zwrdci¢ uwage na to, ze funkcja potegowa charakteryzuje sie statg
elastycznoscia (patrz Tabela 4.7).
Jezelix > 01 f(x) > 0 oraz

— a0 _ T
—1
Ey(x) :xabx =b.

axb
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L L
>
x x7

Rysunek 4.8: Wykresy funkcji potegowej przy roznych wartosciach
parametréw a, b

Funkcja potegowa wielu zmiennych ma postaé

f(x1, @2, .., xm) = apata3?xym, o # 0. (4.17)
W szczegdlnym przypadku, gdy m = 2 otrzymujemy funkcje potegowsa

dwoch zmiennych

f(z1,z2) = apz{txs?. (4.18)
Latwo wykazaé, ze dla kazdego ¢ = 1, 2,...m jest

Ty 8f($1,332,...,xm)

Es.,. =
Joi flx1, 29, .y xm) ox;

= o, (4.19)

co oznacza, ze funkcja potegowa wielu zmiennych ma state elastycznosci
wzgledem kazdej ze zmiennych z;, ¢ = 1,2,...,m.
Bardzo wazna wtasnoscia funkeji (4.17) jest jednorodno$é. Polega ona

na tym, ze dla dowolnej liczby n > 0 ma miejsce réwnosé
f(nz1,nxe, ..., nxy) = n®torttom f(g w0 ). (4.20)

Mowimy, ze funkcja (4.17) jest jednorodna stopnia g + ag + ... + .
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Funkcja wykladnicza jednej zmiennej ma postaé
f(z) =ab® =ae”, b>0, b#1l, b=¢". (4.21)

Wykresy funkcji wykltadniczej dla réznych wartosci parametrow a, b przed-
stawiono na Rysunku 4.9.

Jesli b =1 to y = a jest funkcja stala.

N
a) y“ b) ¥ a>0,0<b<1I
a=0, b=1

- N

~
ra

X X

L
r g

Rysunek 4.9: Wykresy funkcji wyktadniczej dla réznych wartosci parametru b

Tabela 4.8: Wtasnosci funkcji wykltadniczej

funkcja y=ab® =ae”,a>0,b>0,b#1
granica przy T — oo oo lub 0

pierwsza pochodna % = ace™

druga pochodna ;1273’2’ = ac’e®®
elastycznosé Ey(x) =cx

Warto zauwazy¢, ze funkcja elastycznosci dla funkcji wyktadniczej jest
liniowa (patrz Tabela 4.8).
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4.2.3 Sprowadzanie wybranych funkcji nieliniowych

do postaci liniowej

Ponizej zostana przedstawione metody sprowadzania niektérych zapre-
zentowanych w poprzednim podrozdziale funkcji do postaci liniowe;.

Sprowadzanie funkcji wielomianowej stopnia m do postaci li-
niowej.

W réownaniu (4.8) zastosujmy nastepujace podstawienia:
r=x1, x2=x9, x>=2x3, ..T" =21y

Wtedy funkcja (4.8)

y = ag+ a1z + asx® + ...amz™
przyjmie postaé (4.7)

Y =ap+ a1r1 + asx2 + ...amT,.

Sprowadzanie funkcji hiperbolicznych do postaci liniowej

W réwnaniu (4.10) y = £ mozemy zastosowa¢ podstawienie & = 1.
Wtedy funkcja (4.10) przyjmie postaé liniowa y = aZ.

Aby réownanie (4.11) doprowadzi¢ do postaci liniowej rozwazmy odwrot-

nosci obu stron tego réwnania otrzymujac

I 1+bx 1 b

- ==+ -z
Y a a a
. .. . oo~ 1 ~ 1 ~ b . oA
Podstawiajac odpowiednio § = 5 @=g,, €=, otrzymujemy postac
liniowa
J=a+eér,
gdmea:%, bzg

Sprowadzanie funkcji Toérnquista do postaci liniowej
Pokazemy, ze Funkcje Térnquista 7} (réwnanie (4.13)) mozna dopro-

wadzi¢ do postaci liniowej na dwa sposoby.
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Sposob 1. Rozwazmy odwrotnosci obu stron réwnania (4.13). Poste-

pujac podobnie jak w przypadku funkcji (4.11) otrzymujemy

1 z+b 1 bl
y ar a azx
Podstawiajac odpowiednio § = %, T = %, a = %, c = g otrzymu-
jemy postaé liniowa
J=a+ cx,

eq=1 _ ¢
gdziea=z, b=z.

Sposob 2. Mnozac obie strony rownania (4.13) przez x+b otrzymujemy
zy+by=ax lub xy=ax — by.
Podstawiajac
=2z —b=p

otrzymujemy model liniowy z dwiema zmiennymi obja$niajacymi, bez wy-

razu wolnego postaci

z = ax + By.

Aby funkcje Tornquista 75 (4.14) doprowadzi¢ do postaci liniowej obie

strony tego rownania nalezy przemnozyé¢ przez mianownik, co daje
yxr + yb = ax — ac. (4.22)

Po podzieleniu obu stron réwnania (4.22) przez b i uporzadkowaniu wyrazow

otrzymujemy postaé liniows
y = Bo+ priz + P2z,

gldie: z=yz, fo=—%, =% fo=-1,

Czylia:—g—;, b:_é’ c:—%,
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Aby funkcje Tornquista typu trzeciego (réwnanie (4.15)) doprowa-
dzi¢ do postaci liniowej postepujemy podobnie jak w przypadku funkcji Tor-
nquista typu drugiego mnozac obie strony tego réwnania przez mianownik,
co daje

yx + yb = azx® — acx. (4.23)

Po podzieleniu obu stron roéwnania (4.23) przez bx i uporzadkowaniu wyra-
z6w otrzymujemy postac¢ liniowa

z = Po + Brx + Pay,

i 1
gdzie: z =Y By=—-9%, pi=¢% [fo=—3,

czyli a = —%, b= _é’ c= _%.

Sprowadzanie funkcji potegowej do postaci liniowej
Aby funkcje potegowa jednej zmiennej (4.16) doprowadzi¢ do postaci
liniowej nalezy to réwnanie obustronnie zlogarytmowaé, np. wykorzysujac

logarytm o podstawie e, co daje
Iny = In(az?).

Wykorzystujac wlasnosci logarytmu

Ino” =pBhna (4.24)

oraz

In(af) =Ina+1Inp (4.25)
otrzymujemy

Iny=Ina+blnz. (4.26)
Podstawiajac odpowiednio
g = Iny, & = lnz, a = lna do réownania (4.26) otrzymujemy postaé
liniowa

J=a+ bz,

gdzie a = exp(a).
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Doprowadzenie funkcji potegowej dwoch zmiennych (4.18) do postaci li-
niowej wymaga, podobnie jak w przypadku funkcji potegowej jednej zmien-

nej, obustronnego zlogarytmowania

Iny = In(apz]'z5?),
co daje
Iny =Ilnag + a;lnz; + azInxo,
lub

Yy = ap + a1 + a2,

gdzie: g =Iny, 71 =Inzy, T2 =Inzy, day=Inag, ag = exp(ay).
W przypadku funkcji potegowej wielu zmiennych (4.17) nalezy poste-
powaé analogicznie jak w przypadku funkcji potegowej jednej czy dwoch

zmiennych. Uzyskuje sie wtedy nastepujace réwnanie

Iny = In(apx}'z5?...2p") =Inag + a1 Inzy + aglnxg + ... + ay Inz,yy,

czyli stosowng, postaé liniowa
Y =ag+ a1T1 + a2 + ... + amTm,

gdzie: y = lny, 1 =Ilnxzy, T2 =Inzs, ..., Ty =Ilnx, ag = Inag,

ap = exp(ap).

Sprowadzanie funkcji wykladniczej jednej zmiennej do postaci
liniowej.

Aby przejsé od postaci wyktadniczej do postaci liniowej nalezy obustron-
nie zlogarytmowac¢ réwnanie (4.21) np. przy uzyciu logarytmu naturalnego,

i wykorzysta¢ wlasnosci (4.24), (4.25). Otrzymujemy
Iny = In(ab®),

czyli
Iny=Ina+ xInb. (4.27)
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Podstawiajac § = Iny, @ = Ina, b= Inb w réwnaniu (4.27) otrzymuje
sie postaé liniowsa,

§=a+ bx.
Parametry a i b sa odpowiednio rowne a = exp(a) oraz b = exp(b). (b = ¢

w rownaniu (4.21)).

4.3 Modele ekonometryczne i linia trendu

w arkuszu kalkulacyjnym Excel

Model ekonometryczny jest tworem matematycznym opisujacym zalez-
noéci miedzy wybranymi wielkosciami ekonomicznymi. Poniewaz zaleznosci
te sg bardzo ztozone, w modelu uwzglednia sie tylko te, ktore sg istotne,
$wiadomie opuszczajac te, ktore s malto istotne, przypadkowe. Dysponujac
modelem mozna dokonywaé prognoz wielkosci, ktérych zmiennosé ten model
opisuje, np. wyznaczy¢ cene odpowiadajaca réwnowadze rynkowej, wyzna-
czy¢ cene, przy ktorej zysk osiaga wartos¢ maksymalng, wyznaczy¢ wielkosé
produkcji maksymalizujacej zysk, wyznaczy¢ wielkos¢ produkcji, przy ktorej
koszt jest minimalny itp.

W modelu ekonometrycznym mozna wyrézni¢ nastepujace zmienne:
e zmienna zalezna (zmienna endogeniczna, zmienna objasniana) Y

e zmienna/e niezalezna/e (zmienna/e egzogeniczna/e, zmienna/e obja-

$niajaca/e) X;, 1 =1,2,--- ,m, m-liczba zmiennych

oraz sktadnik losowy e, ktéry reprezentuje zmienne nieuwzglednione w mo-
delu.

Ogodlna posta¢ modelu ekonometrycznego przedstawiajacego zaleznosé
miedzy zmienng Y a zmiennymi X;, ¢ = 1,2,--- ,m mozna zapisa¢ nastepu-
Jaco

Y = f(X1, X9, , X, €).
W tej pracy nie bedziemy zajmowali sie identyfikacjg sktadnika losowego

i weryfikacja modeli ekonometrycznych.
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Jesli f jest funkcja liniowa zmiennych niezaleznych oraz sktadnika lo-
sowego to taki model ekonometryczny nazywamy modelem liniowym, jesli
f jest funkcja nieliniowg wzgledem zmiennych niezaleznych lub wzgledem
parametrow strukturalnych to taki model nazywamy nieliniowym. Zatem
z uwagi na posta¢ analityczna funkcji (patrz podrozdziaty 4.2.1, 4.2.2) mo-
dele ekonometryczne mozemy podzieli¢ na:

A Modele liniowe, np.:

e model liniowy z jedna zmienna objasniajaca (X)

Y=o+ a1 X +¢, (4.28)

e model liniowy z dwiema zmiennymi (X7, X2)

Y=0ap+ a1 X1 +aXs+¢, (4.29)

e model liniowy z m zmiennymi (X1, Xo, ..., X;n)

Y=0ap+ a1 X1 +aXe+ ...+ apnX,, + €. (430)

B Modele nieliniowe sprowadzalne do postaci liniowej:
e nieliniowe wzgledem zmiennych objasniajacych, ale liniowe
wzgledem parametréw strukturalnych,

np. model wielomianowy stopnia drugiego
Y =ap+ o X +aaX? +e, (4.31)
np. model hiperboliczno-wielomianowy

1
Y =a0+ a1 + X3 +e. (4.32)
1

e nieliniowe zaréwno wzgledem zmiennych objasniajacych jak
i wzgledem parametrow strukturalnych,

np. model potegowy z dwiema zmiennymi (X7, X?)

Y = ap X' X352 (4.33)
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np. model postaci

ag+ apln X
OéQX

C Modele nieliniowe niesprowadzalne do postaci liniowej,

Y = +e, (4.34)

np. model potegowy z jednag zmienna
Y =ap+ a1 X +¢,

np. model logistyczny

a

y - ¢
1 + becX

+e. (4.35)

Wspélczynniki ay, i = 0,1, 2, a, b, ¢ wystepujace odpowiednio w mode-
lach (4.28)—(4.35) to parametry strukturalne tych modeli.

Zajmijmy sie teraz modelami z jedna zmienna niezalezna, czyli modelami
postaci

Y = f(X,e) (4.36)

oraz

Y = f(t,e). (4.37)

t w modelu (4.37) reprezentuje zmienna czasowa. W przypadku modeli
danych wzorami (4.36) oraz (4.37) posta¢ analityczna f mozna dobra¢ na
podstawie wzrokowej oceny rozrzutu punktéw empirycznych na wykresie.
W programie Excel, chcac przedstawi¢ zalezno$é¢ jednej zmiennej od
innej wykorzystujemy wykres typu punktowego. Dla zaleznosci czasowej
(patrz rownanie 4.37) mozemy wybra¢ zaréwno wykres typu punktowego

jak 1 wykres typu liniowego.

Przyktad 4.3 Reprezentacjg graficzng zaleznosci zmiennej Y od zmiennej
X na podstawie obserwacji zebranych w Tabeli 4.9 (patrz [51]) jest wykres
typu punktowego przedstawiony na Rysunku 4.10, a reprezentacjq graficzng
zaleznosci zmiennej Y od zmiennej t na podstawie obserwacji zebranych
w Tabeli 4.10 (patrz [51]), gdzie t reprezentuje lata, jest wykres typu linio-

wego przedstawiony na Rysunku 4.11.
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Tabela 4.9: Wartosci zmiennych X, Y w przyktadzie 4.3

X | 57,0 | 86,9 | 87,7 | 94,9 | 114,0 | 135,0
Y | 169,0 | 176,0 | 185,0 | 195,0 | 208,0 | 221,0

Tabela 4.10: Wartosci zmiennych ¢, Y w przykltadzie 4.3

t | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997
Y | 169,0 | 176,0 | 185,0 | 195,0 | 208,0 | 221,0

Y(X)

230

220 L4
210

200

190

180

170 °

160

150
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Rysunek 4.10: Wykres punktowy na podstawie danych z Tabeli 4.9

W arkuszu kalkulacyjnym Excel, przy doborze postaci analitycznej mo-
delu ekonometrycznego, mozemy postuzy¢ sie poleceniem Dodaj linie trendu.
Polecenie to jest dostepne dopiero po sporzadzeniu wykresu.

Aby doda¢ linie trendu nalezy klikng¢ prawym klawiszem myszki na
dowolny punkt wykresu i wybraé opcje Dodaj linie trendu, patrz Rysunek
4.12. Program dodaje wybrana przez uzytkownika lini¢ trendu (na Rysunku

4.13 pokazano, ze wybrany zostal trend liniowy).



4.3. Modele ekonometryczne i linia trendu... 159

Y(t)
230
220
210
200
190
180
170
160

150
1992 1993 1994 1995 1996 1997

Rysunek 4.11: Wykres liniowy na podstawie danych z Tabeli 4.10

A g c D E F G H J K L M
1 tab12 X Y
2 1992} 57 169
3 1993 86.9 176 Y(x)
4 1994) 87.7 185 250
5 1995/ 94.9 195 »
: b 2
6 1996/ 114 208/ 0 S5 (Seria danych ") -
7 19971 135 221 . Wypelnienie Kontur
8 200
*

g 190 Usur
10 E 3 -

180 . 2] Resetuj, sby dopasowad do stylu
1 70 % - Al Zmien typ wykresu seryjnego...
13 50 Zaznacz dane.
14 150
s ° oo me Dodaj etykiety danych v
16
17 Dodsj linie trendu...
15 l¢ Formatuj serie danych...

Rysunek 4.12: Wybieranie polecenia Dodaj linie trendu w Excelu dla wykresu
na podstawie danych z Tabeli 4.9

Jezeli zostana wybrane odpowiednie opcje (patrz Rysunek 4.14), to zo-
stanie takze wyswietlone réwnanie linii trendu oraz wspétczynnik determi-
nacji R2.

W programie Excel dostepne sa nastepujace linie trendu, bedace funk-
cjami analitycznymi, patrz Rysunek 4.13:

e linia trendu liniowego odpowiadajaca funkcji liniowej postaci (4.6),
e linia trendu wielomianowego odpowiadajaca funkcji wielomianowej po-
staci (4.8) (w Excelu mozna doda¢ linie trendu wielomianowego mak-

symalnie stopnia szostego),
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Formatowanie linii trendu v

OPCJE LINII TRENDU
i ™y
IR ||
4 OPCJE LINII TRENDU -

\_ Wyktadniczy
\_ ® Liniowy

\_ Logarytmiczny
\_ Wielomianowy
\_ Potegowy

\_ Srednia ruchoma

Mazwa linii trendu

]

]

® Automatyczna Liniowy ()

Miestandardowa

Proanoza -

H M -——+ 00

Rysunek 4.13: Linie trendu dostepne w Excelu

e linia trendu logarytmicznego odpowiadajgca funkcji logarytmicznej
postaci

y = alnx + b,

e linia trendu potegowego odpowiadajaca funkcji potegowej postaci (4.16),

e linia trendu wyktadniczego odpowiadajaca funkcji wyktadniczej po-
staci (4.21).

Wykresy punktowe Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz liniami
trendu, réwnaniami linii trendu, wartogciami R? zaprezentowano na Rysun-
kach 4.15-4.19. Wartosci parametrow strukturalnych wyswietlone na tych

wykresach sa wyznaczone za pomocg Metody Najmniejszych Kwadratow.
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Formatowanie linii trendu v

OPCJE LINII TRENDU ¥

IR |
L Wielomianowy

7 Potegowy
Srednia ruchoema

Mazwa linii trendu

]
3

ra

® Automatyczna Liniowy (Y)
Miestandardowa
Prognoza
Do przodu 0.0 okresy
Do tytu 0.0 okresy

(=]
=

Ustaw przeciecie
| Wydwietl réwnanie na wykresie

v Wyswietl wartosci R-kwadrat na wykresie

-

B M -——+ 100

Rysunek 4.14: Opcje dostepne w programie Excel dla linii trendu

Wspotezynnik determinacji R? jest miara dopasowania modelu do da-
nych empirycznych. Warto§é wspotczynnika zawiera sie w przedziale [0, 1].
Im warto$¢ R? jest blizsza jednosci, tym funkcja jest lepiej dopasowana do

wartosci empirycznych zmiennej objasniane;j.

Dla danych z Tabeli 4.9 najlepiej dopasowany spo$réd modeli przed-
stawionych na rysunkach 4.15-4.19, na podstawie wartosci R?, jest model

wielomianowy stopnia 2.

Uwaga. Oczywistym jest, ze jeszcze wicksza wartoéé R? uzyskuje sie

dla modelu wielomianowego wyzszego stopnia.
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Y(X)
230
220
210
200
190
180
170
160

150
50 60 70 80 90

y=0.7152x+123.74
R*=0.928

100 110 120 130 140

Rysunek 4.15: Wykres Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz

z liniowg linig trendu

Y(X)
230
220
210
200
190
180
170
160

150
50 60 70 80 90

y =0.003%%+0.1436x +149.63
R*=0.9401

100 110 120 130 140

Rysunek 4.16: Wykres Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz

z wielomianowa linia trendu stopnia 2
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230

220

210

200
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160

150
50 60
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Y(X)

90

100

y =62.766In(x) - 91.955
R? =0.8702

110 120 130

140

Rysunek 4.17: Wykres Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz

z logarytmiczna linia trendu

230

220

210

200

190

180

170

160

150
50 60

70

80

Y(X)

90

100

y = 43.801x%32%
R*=0.8803

110 120 130

140

Rysunek 4.18: Wykres Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz

z potegowa linia trendu
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Y(X) y= 134,42 g00057x
R*=0.9281

230
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160

150
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Rysunek 4.19: Wykres Y (X) na podstawie danych z Tabeli 4.9 wraz

z wyktadnicza linia trendu

4.4 Estymacja parametréw strukturalnych

modeli ekonometrycznych

4.4.1 Modele liniowe z jedna zmienng

Bardzo popularng metoda estymacji parametréw strukturalnych w mo-
delach liniowych jest metoda najmniejszych kwadratow (M N K).
Model liniowy z jedna zmienna postaci (4.28) mozna zapisa¢ w nastepu-
jacy spos6b
y=p+ax;+e, t=12 ..n, (4.38)

gdzie x4, y; to obserwacje zmiennych odpowiednio objasniajacej i objasnia-
nej, ciag obserwacji (z;)j_; nie jest ciagiem stalym, ¢ jest skladnikiem lo-
sowym reprezentujagcym btad modelu. Idea M NK dla modelu liniowego
z jedna zmienng sprowadza sie do takiego wyznaczenia wartosci ocen para-
metrow strukturalnych a, 8 w modelu (4.38), aby suma kwadratow odchy-

leni zaobserwowanych wartosci zmiennej zaleznej od wartosci teoretycznych
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wyznaczonych na podstawie modelu byta najmniejsza. Warunek ten zapi-

sujemy nastepujaco "
Z ;2 — min, (4.39)
t=1

gdzie e, t = 1,2,...,n sa odchyleniami empirycznych wartosci zmiennej 1

od jej wartodci teoretycznych 9y, e; nazywane sa tez resztami modelu
et:yt_gtu t:1,2,...n,

przy czym

Qt:b+a:6t, t:1,2,...n,

gdzie a, b to odpowiednio oceny parametréw strukturalnych a, 5.
Zapiszmy warunek (4.39) w nastepujacy sposob

n

S(a,b)IZ(yt—b—aast)g—)min,
t=1
czyli pytamy dla jakich wartosci parametrow a i b funkcja S(a,b)

osiagga minimum.

Poniewaz (x:)j'_; nie jest ciagiem stalym, to warunkiem koniecznym
i dostatecznym osiaggniecia minimum funkeji S(a,b) jest zerowanie sie jej
pochodnych czastkowych wzgledem parametréw a i b. Otrzymujemy zatem

tzw. uktad réwnan normalnych
0S(a,b n
ﬁ = -2 Zt:l (yt —ary — b)xt =0 (440)
% =230 (y¢ —azx, —b) =0,

a po przeksztalceniach

bn+ad iy @ =301 %
YNy e+ ad sl af = Y Ty
Po rozwiazaniu powyzszego uktadu otrzymujemy

a = Z?:l TtYt—nITY
S @i na? (4.41)
b=y —ax,

o= 1 n - _ 1 n
gdzie T = ﬁzt:1 T, Yy = 5Zt:1 Yt
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Przyklad 4.4 Majgc dane empiryczne zebrane w Tabeli 4.9 oszacowaé me-
todg najmniejszych kwadratow parametry strukturalne modelu (4.38).
Nagpierw oszacujemy parametr strukturalny o na podstawie wzoru (4.41).

Srednie arytmetyczne zmiennych X, Y wynoszq
r=295.92, ¢g=192.33.

Wyniki kolejnych obliczen sq podane w Tabeli 4.11. Zatem

Tabela 4.11: Obliczenia do przyktadu 4.4

X |y |[xy X2

57 1169|9633 | 3249

86,9 | 176 | 15294,4 | 7551,61
87,7 | 185 | 16224,5 | 7691,29
94,9 | 195 | 18505,5 | 9006,01
114 | 208 | 23712 | 12996
135 | 221 | 29835 | 18225

S T W N | T

6 6
Z Ty = 113204.4, Z x? = 58718.91.
t=1 t=1

Warto$é oceny a parametru o wynosi
~ 113204.4 — 6-95.92 - 192.33

¢ T T 58718.91 — 6- 95.922
Wartosé oceny b parametru 8 wynosi

=0.72.

b=192.33 —0.72-95.92 = 123, 74.

Zatem model liniowy zmiennej Y wzgledem zmiennej X po oszacowaniu pa-

rametrow strukturalnych ma postac

Y =0,72X + 123, 74.
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4.4.2 Modele liniowe z wieloma zmiennymi

Model liniowy z m zmiennymi objasniajacymi, dany rownaniem (4.30),

mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb
Y =o9J + a1 X1+ X0+ ...+ Xy, + ¢,

gdzie J jest funkcja stata o wartosei 1.
Kryterium minimalizacyjne w metodzie najmniejszych kwadratow w za-
stosowaniu do modelu liniowego z wieloma zmiennymi liniowo niezaleznymi,

wlaczajac funkcje stala o wartosci 1, mozna zapisaé¢ nastepujaco
S(a) = e’e — min,

gdzie

e=y—-9yg=y-— Xa,

sa resztami modelu w zapisie macierzowym, przy czym

€1 un
€2 Y2 .
e= RS , §=Xa,
€n Yn
gdzie
ag
1 x11 12 ... Tim
ai
1 ro1 X22 ... Io2m
X = , a=| a2
1 zp1 xne ... Tpum
am
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S(a) = (y—Xa)'(y—Xa)=

= yy-y"Xa-a"X"y+a"X"Xa=

= y'y—y"(Xa)")" —a’ X"y +a" X" Xa =

= y'y—(Xa)"y)" —a" X"y +a" X" Xa =

= yy-a"X"y-a"X"y+a" X" Xa=

= yTy—2a"XTy +a" X" Xa. (4.42)
Kolumny tworzace macierz X sa wektorami liniowo niezaleznymi wtedy
i tylko wtedy gdy detX”X > 0, zatem warunkiem koniecznym i dosta-

tecznym istnienia minimum funkcji S(a) danej rownaniem (4.42) jest aby
pochodne czastkowe funkcji wzgledem parametrow a byty réwne zero
0S(a)
da

Liniowa niezalezno$é¢ zmiennych X; w modelu 4.30 zapewnia nieréwnosé

=0.

det(XTX) > 0,

zatem

05 (a)
da

=-2XTy+2X"Xa =0,
XTXa=X"Ty,
(XTX) ' XTXa=(XTX) 1 XTy,
a=(XTX)"1xTy. (4.43)
Otrzymany wektor a jest wektorem ocen parametréw strukturalnych postaci

ao
ai

a = ag
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Tabela 4.12: Dane do przyktadu 4.5 oraz 4.7

X | Xo | X3]Y
19,9 | 27,4 | 3,5 | 81,2
20,8 | 27,9 | 4,8 | 86,9
21,829,155 |91,9
22,6 | 33,5 | 6,8 | 98,1
24,2 | 34,2 | 3,9 | 97,9
25,6 | 37,1 | 5,9 | 107,2

Przyklad 4.5 Na podstawie nastepujgcych obserwacji zmiennych X1, Xo,
X3 orazY zebranych w Tabeli 4.12 oszacowacé metodg najmniejszych kwadra-
tow parametry strukturalne modelu liniowego opisujgcego zalezno$é zmiennej
Y od zmiennych X1, X3, X3.

Rozwigzanie.
Wyznaczamy
- - T - -
1 19,9 27,4 3,5 1 19,9 27,4 3,5
1 20,8 27,9 4,8 1 20,8 27,9 4,8
1 21 29,1 1 21 29,1
XTX: 78 97 575 % ,8 9, 575 ’
1 22,6 33,5 6,8 1 22,6 33,5 6,8
1 24,2 34,2 3,9 1 24,2 34,2 3,9
1 25,6 37,1 5,9 1 25,6 37,1 5,9
6 134,9 189,2 30,4
134,9 3055,65 4294,46 688,49
XTX — ) ) 9 9

)

189,2 4294,46 6044,28 969,94
30,4 688,49 969,94 161,8

Macierz X1 X jest macierzq kwadratowq i symetryczng.

Nastepnie wyznaczamy

det(XTX) = 4084,169 > 0
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oraz macierz

39,7619 —4,3472 11,9581 —0,7106
—4,3472  0,7042 —0,3806 0,102

1,9581 —0,3806 0,222  —0,0787
—0,7106 0,102 —0,0787 0,1778

(XTX) =

Nastepnie wyznaczamy

563, 2

. 12757, 38
17935, 33

2888, 14

Ostatecznie na podstawie wzoru (4.43) otrzymujemy

1,46
3,36
0,21
1,98

Zatem model liniowy zmienne] Y wzgledem zmiennej X po oszacowaniu pa-

rametrow strukturalnych ma postac

Y =1,46 + 3,36X; + 0,21 X5 + 1,98 X5.

4.4.3 Modele liniowe w arkuszu kalkulacyjnym Excel

Aby wyestymowaé¢ parametry strukturalne modelu liniowego w Excelu
za pomoca M N K wygodnie jest skorzystaé z funkcji REGLIN P. Funkcja
REGLINP jest funkcjg tablicowa. W wyniku jej dzialania uzyskujemy
tablice wartosci wspotczynnikéw réwnania linii trendu.

Aby uzyska¢ wynik dla funkcji tablicowej w Excelu, nalezy wykonaé

kolejno nastepujace czynnodci:
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1. Zaznaczy¢ obszar, w ktorym beda miescity si¢ wyniki (dla funkcji
REGLINP, dla modelu z jedng zmienng objasniajaca, danego wzo-
rem (4.38), nalezy zaznaczy¢ dwie komorki lezace obok siebie. Dla in-
nych modeli liniowych, z inng liczbg zmiennych objasniajacych, nalezy
zaznaczy¢ tyle komorek lezacych obok siebie ile parametréw znajduje

si¢ w modelu).

2. Wprowadzi¢ funkcje i argumenty funkcji. Argumenty funkcji
REGLINP to: znane_y, znane_x, stata i statystyka. znane_y to
tablica obserwacji zmiennej Y, znane x to tablica obserwacji zmien-
nej X, stata przyjmuje wartos¢ 1 jezeli model zawiera wyraz wolny,
jezeli model nie zawiera wyrazu wolnego statfa jest rowna 0, statystyka
przyjmuje wartos¢ 0, gdy chcemy wyznaczy¢ tylko wartoéci parame-
trow strukturalnych modelu, jezeli oprécz wartosci parametrow struk-
turalnych chcemy wyswietli¢ dodatkowe statystyki, statystyka przyj-
muje warto$é 1, ten przypadek nie jest w tej pracy rozpatrywany.

3. Zatwierdzi¢ funkcje kombinacja klawiszy Ctrl + Shift + Enter (przy

wcisnietych klawiszach Ctrl i Shift nalezy wcisna¢ klawisz Enter).

4. Odczytaé¢ wynik.

Estymacja parametréow strukturalnych w modelu liniowym

z jedna zmienng objasniajaca

Przyklad 4.6 Na podstawie danych empirycznych zebranych w Tabeli 4.9
1 wprowadzonych do arkusza kalkulacyjnego programu Fxcel, jak pokazano
na Rysunku 4.20, oszacowaé metodq najmniejszych kwadratow parametry

strukturalne modelu (4.38) wykorzystujgc funkcje REGLIN P.
W arkuszu kalkulacyjnym Excel postepujemy w nastepujgcy sposob:

1. Dila funkcji REGLINP zwracajgcej tylko parametry strukturalne
w modelu liniowym postaci (4.38) z jedng zmienng zaznaczamy dwie
sgsiadujgee komorki obok siebie, jak pokazano na Rysunku 4.20. Na
Rysunku 4.20 zaznaczono zakres E2 : F2.
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A B i D E F G

1 t X Y

2 1 57 169 | I

2 2 86,9 176

4 3 87,7 185

5 4 94,9 195

6 5 114 208

7 6 135 221

o

Rysunek 4.20: Zaznaczenie komorek w Excelu

2. Wprowadzamy funkcje i argumenty funkcji. Rysunek 4.21 przedstawia
wprowadzenie funkcji REGLIN P i jej argumentow w Excelu. znane_y
obegmugje obszar C2 : C7, znane x obejmugje obszar B2 : BT7. Przyj-
mujemy statq rowng 1, statystykie rowng 0.

E2 7 x v =REGLINP(C2:C7;B2:B7;1,0)
A B C D E F G H I
1 t X Y
2 1] 57 169 |:REGLINP{CZ:C?;BE:B?;I;D}
3 2 86,9 176 REGLIMNP(znane_y; [z-nanr:_x]; [stata]; [statystykal)
4 3 87,7 185
5 4 94,9 195
6 5 114 208
7 Bl 135 221
8

Rysunek 4.21: Wprowadzanie funkcji REGLINP w Excelu

3. Akceptujemy funkcje kombinacjg klawiszy Ctrl + Shift + Enter.
4. Odczytujemy wynik.

Parametr a = 0,72, parametr b = 123, 74, patrz Rysunek 4.22.
Uzyskany wynik jest taki sam jak wyswietlony na wykresie 4.10 oraz jak

obliczony w przyktadzie 4.4.
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A B = D E F G

1 t X Y a b

2 1 57 169 0,715164 123,7372

32 2 86,9 176

4 3 87,7 185

5 4 94,9 195

& 5 114 208

7 6 135 221

A

Rysunek 4.22: Wyniki funkcji REGLIN P w modelu liniowym z jedna zmienna
w Excelu

Uwaga! Przypadek argument stata = 0 odpowiada modelowi bez wy-

razu wolnego, czyli modelowi postaci

y=oaxgte, t=1,2,.n

Estymacja parametréw w modelu liniowym z wieloma zmien-
nymi objasniajgcymi

Aby oszacowaé wartosci parametréow strukturalnych w modelu liniowym
z wieloma zmiennymi za pomocg Metody Najmniejszych Kwadratow w Excelu,
mozemy rowniez skorzystaé z funkcji REGLIN P. Postepujemy bardzo po-
dobnie jak w przypadku modelu liniowego z jedna zmienng, z tym, ze za-

znaczamy wiekszy obszar wynikowy.

Przyklad 4.7 Na podstawie danych empirycznych zebranych w Tabeli 4.12
1 wprowadzonych do arkusza kalkulacyjnego programu Fxcel, jak pokazano na
Rysunku 4.23 oszacowaé metodqg nagmniejszych kwadratow parametry struk-

turalne modelu liniowego z trzema zmiennymi (X1, Xo, X3)
Y =ap+ a1 X1+ X +a3X3+¢ (444)

wykorzystujoc funkcje REGLINP w Excelu.
W Excelu w celu estymacji parametrow w modelu z trzema zmiennymi

niezaleznymi postepujemy nastepujgco:
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1. Dla funkcji REGLINP z argumentem statystyka = 0 zaznaczamy

cztery sgsiadujgce komorki obok siebie, jak pokazano na Rysunku 4.23.

Na Rysunku 4.23 zaznaczono zakres G3 : J3.

A B
1
2 |t x1
3 1 19,9
4 2 20,8
5 3 21,8
6 4 22,6
7 5 24,2
8 6 25,6
9

X2

27,4
27,9
29,1
33,5
34,2
37,1

X3

3.5
a8
5,5
6.8
3,9
5,9

81,2
86,9
91,9
98,1
97,9

107.2

Rysunek 4.23: Zaznaczenie komorek w Excelu

2. Wprowadzamy funkcje i argumenty funkcji. Rysunek 4.24 przedstawia
wprowadzenie funkcji REGLINP i jej argumentow w Excelu.

G3 b > v Fe =REGLINP(E3:E8;B3:D8;1;0)
A B C E [ G H J K
1
2 |t X1 X2 X3
3 1| 19,9 27,4 3,5 81,2 =REGLINP{E3:E8;B3:D8;1;0) |
4 2| 20,8 27,9 4,8 86,9 REGLIMP(znane_y; [znane_x]; [stata]; [statystyka])
5 3 21,8 29,1 5,5 91,9
] 4 22,6 23,5 6,8 93,1
i 5 24,2 34,2 3,9 97,9
8 6 25,6 37,1 5,9 107, 2]
9

Rysunek 4.24: Wprowadzanie funkcji REGLIN P w Excelu

3. Akceptujemy funkcje kombinacjqg klawiszy Ctrl + Shift + Enter.

4. Odczytujemy wynik.

Wartosci ocen parametrow funkcji (4.44) sq nastepujace: ag = 1,461,

parametr a; = 3,365, parametr as = 0,214 ¢ parametr az = 1,976, patrz

Rysunek 4.25. Zatem uzyskany model ma postac

~

Y = 1,461 + 3,365X; +0,214X> + 1,976 X;.
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—

X1 X2 X3 Y
19,9 27,4 3,5 81,2 1,976 0,214 3,365 1,461
208 279 48 869
21,8 29,1 55 91,9
22,6 335 68 981
242 342 39 979
256 37,1 59 107,2

W s o w e W e
[ R R R VR R S

Rysunek 4.25: Wyniki funkcji REGLIN P w modelu liniowym z trzema
zmiennymi w Excelu

4.4.4 Modele nieliniowe — studium przypadkéw
Model potegowy

Przyklad 4.8 Majgc dane empiryczne ceny i popytu na pewne dobro z rdz-

nych okresow

bi | Pr | P2 | .-« | Pn
D, | D1 | Dy |..| Dy

oszacowaé metodqg najmniejszych kwadratow parametry strukturalne modelu
D(p) = Cp ¢, (4.45)

gdzie € jest czynnikiem losowym reprezentujgcym blad modelu.

Rozwiazanie. W pierwszej kolejnosci nalezy zlinearyzowaé model (4.45).
Zatem postepujemy podobnie jak w przypadku linearyzacji funkcji potegowej
(patrz str. 153). Po zlogarytmowaniu stronami réwnania D(p) = Cp~ e

otrzymugjemy

InD(p) =In(Cp7e’) =InC +vy(—Inp) +e. (4.46)
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Wprowadzajgc oznaczenia
InD(p) =Y, —In(p) = X, InC =c
otrzymujemy model liniowy postact
Y =~vX+c+e¢,

ktorego parametry sq estymowane na podstawie danych

X;| —Inp; | =Inps | ... | —Inp,
Y; | InDy InDy | ...| InD,

Ze wzoru (4.41) wynika, Ze estymatorami parametrow vy i ¢ wyznaczonymi

zgodnie z metodg najmniejszych kwadratow sq liczby:

3 i1 )fiz_"XQ
e=Y —4X.

gdzie X =150 X;, Y =150y,

1=

Ostatecznie model ma postaé

D(p) = ep 7.

Model potegowy w arkuszu kalkulacyjnym Excel

Przyklad 4.9 Na podstawie obserwacji wartosci cen p @ popytow D poda-
nych w Tabeli 4.18 wyestymowaé wartosci parametrow strukturalnych w mo-

delu potegowym postaci D(p) = Cp~7.

Zgodnie z rownaniem (4.46) mozna w sposéb przedstawiony na Rysunku 4.26
wprowadzié funkcje REGLINP i jej argumenty. Na Rysunku 4.26 zazna-

czono obszar A3 : B3 i wprowadzono formute

= REGLIN P(In(B6 : B20); —In(A6 : A20);1;0).



4.4. Estymacja parametrow strukturalnych... 177

Tabela 4.13: Dane do przyktadéw 4.9 oraz 4.10

P D P D P D
1,81 | 34,25 || 1,74 | 38,69 || 2,05 | 23,21
1,82 | 31,45 || 1,94 | 26,25 || 2,27 | 19,48
1,96 | 29,56 || 2,19 | 20,45 || 2,16 | 19,45
1,89 | 30,48 || 2,09 | 22,21 || 1,64 | 42,85
1,79 | 34,25 || 2,14 | 24,26 || 1,71 | 38,24

SUMA - X & | =REGLINP{LN($B$6:5B320);-LN($AS6:5A520);1;0)
I B C D E F G H

1 |potegowy

2 |v C' C

3 |=REGL|NP[LN(55_56:_35520);-LN[SA56:5A520);1;OD

4 REGLIMNP{znane_y; [znane_x]; [stala]; [statystyka])
5 p D

6| 1,81| 34,25

7| 1,82| 31,45

3 1,96| 29,56

o| 1,89| 3048

10| 1,79 34,25
11| 1,74| 38,69
12| 1,94| 26,25
13| 2,19 20,45
14| 2,09| 2221
15| 2,14| 24,26
18| 2,05 23,21
17| 2,27| 19,48
18| 2,16 19,45
19| 1,64| 42,85
20| 1,71| 3824

21

Rysunek 4.26: Estymacja parametrow strukturalnych funkcji potegowej postaci
(4.45) w Excelu
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Wyniki uzyskane poprzez kombinacje klawiszy Ctrl + Shift + Enter
przedstawiono na Rysunku 4.27. W komdrce A3 znajduje sie wartoSé pa-
rametru vy, za$ w komdrce B3 znajduje sie warto$é parametru C' = InC.
Zatem warto$é C' = exp(C') = 152,41 obliczono w komdrce D3 (patrz Ry-
sunek 4.27). Ostatecznie D = 152,41p=256.

SUMA A r L J =EXP(B3)
A B C D E

1 |potegowy

2 |y c | C

3| 2,5571 5,0271 |=EXP[B_’:)

4 EXP(liczba)

5p D

6 1,81 34,25

7 1,82 31,45

s 1,96 29,56

s 1,89 30,48

4 TN A AT

Rysunek 4.27: Wynik estymacji parametréw strukturalnych funkcji potegowej
postaci (4.45) w Excelu

Model wyktladniczy w arkuszu kalkulacyjnym Excel

Przyktad 4.10 Na podstawie obserwacji wartosci cen p i popytéw D poda-
nych w Tabeli 4.13 wyestymowaé wartosci parametrow strukturalnych modelu
wyktadniczego postaci D(p) = affPef = aeP™Pef = aePPes

Korzystajgc z réwnania (4.27) otrzymujemy
InD=Ina+ (Ing)p+e. (4.47)

Sposcb wprowadzenia formuty REGLINP w Excelu i wyniki przedstawiono
na Rysunkach 4.28 i 4.29.
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SUMA ¢ x v K =REGLINP(LN(SB56:5B520);5A56:5A520;1;0)

A B C D E F G H
wyktadniczy

CL
| =REGLINP(LN($B$6:5B$20);$AS6:5A$20;1;0)

REGI.INF-'(znan&_;,-'_: [znane_x]; [stata]; [statystyka])
p D
1,81 34,25
1,82| 31,45
1,96| 29,56
1,89| 30,48
1,79| 34,25
1,74| 38,69
1,94| 26,25
2,19| 20,45
2,00 22,21
2,14| 24,26
2,05| 23,21
2,27| 19,48
2,16| 19,45
1,64| 42,85
1,71| 38,24

=T - R - 7 I *E R S

- = == = = = = = =
(F=T - I B = T B S R

]
=

ra
—

Rysunek 4.28: Estymacja parametrow strukturalnych funkcji wyktadniczej po-
staci (4.47) w Excelu za pomoca funkcji REGLINP

Formute

= REGLINP(In(B6 : B20); A6 : A20;1;0)
wprowadzono w obszarze A3 : B3, wynik uzyskano poprzez akceptacje for-
muty kombinacjq klawiszy Ctrl + Shift + Enter. W komdrce A3 znajduje
sie warto$é parametru 8 = In 3, za$ w komdrce B3 znajduje sie wartosé
parametru o = Ina. Zatem o = exp(a’) = 362,1, zas § = exp f/ = 0,269
(patrz Rysunek 4.29). Zatem

D =362,1e 3P = 362,1 - 0, 269”.
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A B d D E
|wyktadniczy

1B o' B o
|-1,313 5,892 0,269 362,1

-

D
1,81 34,25
1,82 31,45
1,96 29,56

(== I I = T R S VE R ¥
=]

Rysunek 4.29: Wyniki estymacji parametrow strukturalnych funkcji
wyktadniczej postaci (4.47) w Excelu

SUMA - X v & =REGEXPP(B6:B20;A6:A20;1;0)

A B C D E F G
wyktadniczy

3 oL
| EGEXPP(B6:B20;A6:A20;1;0)

p D
1,81 34,3
1,82| 31,5
1,96| 29,6
1,89| 30,5
1,79 34,3
1,74| 38,7
1,94| 26,3
2,19| 20,5
2,00| 22,2
2,14| 24,3
2,05| 23,2
2,27| 19,5
2,16| 19,5
1,64| 42,9
1,71| 38,2

-

L= = R - Y ]

P VTR IV T I (VT P I R
[r =T« = B R = R | S T R =]

(%]
[=]

]
-

Rysunek 4.30: Estymacja parametréw strukturalnych funkeji wyktadniczej
postaci (4.47) w Excelu za pomocy funkcji REGEX PP
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Wartosci parametrow strukturalnych funkeji wyktadniczej postaci (4.47)
mozna wyznaczy¢ za pomocy funkcji REGEXPP. Sposéb wprowadzenia
formuty REGE X PP w Excelu przedstawiono na Rysunku 4.30. W obszarze

A3 : B3 wprowadzono formule
= REGEXPP(B6 : B20; A6 : A20;1;0).

Wynik uzyskano poprzez akceptacje formuly kombinacja klawiszy
Ctrl+ Shift+ Enter. W komoérce A3 znajduje sie warto§¢ parametru 3, za$

w komoérce B3 znajduje sie warto$é parametru a. a = 362, 1, zas § = 0, 269.

4.5 Problemy optymalizacyjne w Excelu

W Excelu réznego rodzaju problemy optymalizacyjne mozna rozwigzaé
wykorzystujac dodatek Solver.
Dodatek Solver znajduje sie w zaktadce Dane. Okno Solvera przedsta-

wiono na Rysunku 4.31.

Za pomocy, Solvera mozna wyznaczy¢ maksimum badZz minimum funk-
cji jednej badZz wielu zmiennych, czy tez znalezé wartoéci zmiennych, dla
ktorych dana funkcja osiaga konkretna wartosé, nie tylko réwna 0, przy
spelnieniu danych warunkéw ograniczajacych. W oknie Solvera mozna wy-
bra¢ metode rozwiazania zadania. Nalezy zwrocié uwage na to, ze maksy-
malizujac albo minimalizujac funkcje w ustalonym zbiorze Solver nie musi
wyznaczy¢ ekstremum globalnego, ale jako rozwigzanie moze podaé¢ jedno
z ekstremoéw lokalnych. Wynik zalezy od poczatkowej wartosci znajdujacej
sie w komorce/komorkach argumentu/argumentéw. Wtasciwy wynik mozna
tez uzyska¢ w odpowiedni sposéb dobierajac warunki ograniczajace.

Podobnie nalezy postepowaé¢ w przypadku funkcji jednej zmiennej, gdy
dla réznych wartosci argumentéw dana funkcja osiaga konkretna wartosé.
Chcac znalezé wszystkie rozwiazania, warto jest postuzy¢ sie wykresem funk-
cji. W przypadku funkcji wielu zmiennych, nie ma pewnosci czy uzyskane

rozwiazanie jest wlasciwe.
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|
i

Ustaw cel: SAS1

Ma: (® Maks () Min O Wartoié 0

Przez zmienianie komarek zmiennych:

|
i

Podlegajacych agraniczeniom:

Dodaj

Zmieri

Usun

Resetuj wszystko

Zataduj/zapisz

Ustaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczen

Wybierz metode Mieliniowa GRG

: ! Opgje
rozwiazywania:

T
LP simpleks
Ewalucyjna

Metoda rozwigzyw

W przypadku gtadkich nieliniowych problemow dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
Dla liniowych problemow dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
problemdw, ktare nie sa gtadkie, wybierz aparat ewolugyjny.

Rysunek 4.31: Okno parametréw dodatku Solver

Przyklad 4.11 Rozwazyé funkcje postaciy = —0,05z3 +x? —4x4+10. Wy-
kres funkcji w przedziale [—1;17] przedstawiono na Rysunku 4.32. Znalezé
ekstrema lokalne funkcji w tym przedziale oraz wyznaczyé wartosci
0 <z <17, dla ktorych y < 12. Wyniki uzyskaé w tym samym arkuszu
programu Ezcel.

Rozwigzanie. Przygotujmy arkusz w sposob przedstawiony na Rysunku
4.88. W komorce C2 wprowadzilismy poczgtkowq wartosé argumentu 0.
W komdrce D2 wprowadzamy funkcje w zaleznosci od argumentu x znaj-

dujgcego sie w komdrce C2, patrz Rysunek 4.33.
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25

20

-15

-20

Rysunek 4.32: Wykres funkcji y = —0, 052 + 22 — 42 + 10

SUMA 9 X & fe | =0,05%C2M34C212-4%C2410

A B C D E F G
1 X Y
2 | 0/=-0,05*C2/3+C2/2-4*C2+10
3
4 minimum
5 |maksimum
6 ‘wartosc
7 'wartosé
Rysunek 4.33: Przygotowanie arkusza w Excelu
Uwaga! Jezeli w arkuszu mnie wystepujg komunikaty o bledzie

np. #DZIEL/0!, to w C2 mozna nie wprowadzaé zZadnej wartosci, domysinie
jest tam wartosé 0.
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Parametry dodatku Solver *

f
Tl

Ustaw cel: sDs2

Ma: O Maks @

O Wartosé u

Przez zmienianie komorek zmiennych:

5Cs2

f
Tl

Podlegajacych ograniczeniom:

5C52 <=17
5C52>=0

Dodaj

Zmien

Usun

Resetuj wszystko

Zataduj/zapisz

Ustaw wartoici nieujemne dla zmiennych bez ograniczen

Wybi_grz metqde Mieliniowa GRG i Opgje
rozwiazywania:

Metoda rozwiazywania
W przypadku gtadkich nieliniowych problemow dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.

Dla liniowych problemdw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
problemow, ktdre nie s3 gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.

Rysunek 4.34: Wprowadzenie parametrow dodatku Solver w celu

wyznaczenia minimum lokalnego funkcji

Uruchamiamy dodatek Solver 1 w sposdb przedstawiony na Rysunku 4.3/
wprowadzamy parametry dodatku Solver. Komdrkg celu jest komorka D2,
komorkg zmieniang jest komorka C2. Wprowadzamy warunki ograniczajgce
poprzez ,Dodaj”, a nastepnie wybieramy ,Rozwiaz”. Pojawia sie komuni-
kat przedstawiony na Rysunku 4.35 - ,,Dodatek Solver znalazl rozwiazanie.
Wszystkie ograniczenia i warunki optymalizacji sa spelione”. Po wybra-
niu ,Ok”, przy zaznaczonej opcji ,Zachowaj rozwigzanie dodatku Solver”,
w komorkach C2 oraz D2 wyswietli sie rozwigzanie. Solver podaje, zZe funk-

cja osigga minimum dla x = 2,45 ¢ to minimum ma wartosé 5,467. Na



4.5. Problemy optymalizacyjne w Excelu 185

Wyniki dodatku Solver x

Dodatek Solver znalazt rozwigzanie. Wszystkie
ograniczenia i warunki optymalizacji s3 spetnione.  Raporty

Wynikdw
(8}Zachows] rozwiszanie dodatku Solver Wrazliwosci
Granic
) Preywréé wartgsci pierwotne
Powrdé do okna dialogowego parametrow
o dodatku Solver [ Raporty konspektu

OK Anuluj Trwa zapisywanie sce

Dodatek Solver znalazt rozwi ie. Wszystkie o i ia i warunki optymalizacji s3 spefnione.

Jedli jest uzywany aparat GRG, to dodatek Solver znalazt przynajmnief rozwigzanie optymalne
lokalnie. W przypadku korzystania z aparatu LP simpleks oznacza to, Ze dodatek Solver znalazt
rozwigzanie optymalne globalnie

Rysunek 4.35: Komunikat dodatku Solver

podstawie wykresu przedstawionego na Rysunku 4.32 widaé, zZe jest to mini-

mum lokalne.
Wyniki z komdrek C2 : D2 skopiujmy do komorek C4 : DA4.

Uwaga! Wartosé najmniejsza funkcji w przedziale 0 < x < 17 wynosi
—14.7 i jest osiggnieta dla x = 17 (patrz Rysunek 4.32). Mozna jg uzyskac
zmieniajgce wartosé poczgtkowg w komorce C2 z 0 na np. 15 lub zmieniajgc

warunkt ograniczajgce na np. 2,451 <z < 17.

W celu znalezienia maksimum funkcji w tym samym arkuszu programu

Excel, przy tych samych ograniczeniach wystarczy w oknie Solvera zmienié
ustawienia z ,min” na ,max”. Uzyskujemy wynik x = 10,88 i f(x) = 20, 46.
Wyniki kopiujemy do komdrek C5 : D5.
W celu wyznaczenia przedziatu warto$ci x, dla ktorych y < 12 w oknie para-
metrow Solvera zaznaczamy ,,Warto$é¢” ¢ wprowadzamy liczbe 12. Klikamy
na ,,Rozwiaz”. W komorkach C2 i D2 uzyskujemy odpowiednio wartosci:
14,14 ¢ 12,0. Wyniki z komorek C2 : D2 kopiujemy do komdrek C6 : DG6.
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Przypomniymy: wartosé poczgtkowa w komorce C2 wynosita 10,88. Pa-
trzqc na wykres funkcji (patrz Rysunek 4.32) widzimy, zZe funkcja przyjmuje
warto$é 12 nie tylko dla x = 14,14. Chege znaleZé inng warto$é x, dla ktorej
y = 12 nalezy zmieni¢ wartosé poczgtkowqg x w komorce C2 na inng war-
tosé blizszq oczekiwanemu rozwigzaniu, np. 5, po czym uruchomié Solvera.
Nowe wyniki z komdrek C2 : D2 kopiujemy do komdrek C7 : D7. Wszystkie
uzyskane wyniki przedstawiono na Rysunku 4.36. Zatem rozwigzanie catego

zadania miesci sie w zakresie C'4 : D7. Ostatecznie otrzymujemy:
o minimum lokalne funkcji jest osiggniete dla x = 2.45 i wynosi 5,467;
o maksimum lokalne funkcji jest osiggniete dla x = 10.88 i wynosi 20, 46;

o w przedziale x € [0,17] i y < 12 jest x € [0;6,305) U (14, 14;17].

A B ¢ D
1 X y

2 | 6,305 12|
3 X y

4 'minimum 2,45 5,467
5 ‘maksimum 10,88 20,46
6 wartosé 14,14 12
7 'wartosc 6,305 12

Rysunek 4.36: Wyniki dla przyktadu 4.11

Uwaga! Jezeli istnieje wiecej niz jedno rozwigzanie danego problemu
(w przyktadzie 4.11 w przedziale 0 < x < 17, y = 12 dla = 6, 305 oraz dla
x = 14,14), to rozwiazanie uzyskane za pomoca Solvera zalezy od wartosci

poczatkowych komoérek zmienianych.
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