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Dr. inż. Tadeusz Michał Gołogurski. 

Praca narzędzi w ziemi. 
(Studyum teoretyczne). 

Teorya każelego narzęcłzia, mająeego przy obróbce lub prze
róbce jakiegoś materyału spełniać pewne czynności , możliwa jest 
ty lko natenczas, jeśli się z góry przypuści wszechstronną znajomvść 
materyału. Przydatność teoryi do celów praktycznych zależy od 
tego, o ile przyjęcie takie odpowiada rzecz)'wistości, t. j. o ile rze
czywiścio posiadamy znajomość materyału. 

Konstruktor, pragnąc posłużyć się teoryą, musi koniecznie po
si~tdać dat)' uzyskane z doświadczeń i wprowadzać je w rachunek 
w postaci spółczynników. Z drugiej jednakże strony muszą owe daty 
b)'<\ przysposobione celowo tak, by użycie ich i po~:;ługiwanie się 
niemi było wogóle możliwe. W nauce o materyalach i o ich wy
tt·zymałości utarły się pewne spo:>oby przedstawiania wyników do
świadczeń nader dogoclne dl~~, konstruktora, który ma nimi opero
wać, a zarazem dopuszczające wzRjemne porówn)'wanie dat, uzupeł· 
nianie i kontJ·olę. 

Materyał obrabiany przeciwstawia opór wgłębiającemu się weń 
narzędziu. Chcąc zatem rozpatrywać flziałauie narzędzia, musimy 
przedewszystkiem zająć się temi właściwościami obrabianego mate
ryału, które wpływają. na wielkość oporu, a mianowicie: mocą ma
teryału i jego tarciem zewnętrznem i wewnętrznem. Te właściwości 
musimy zmtć i mieć je podane w należytej formie, jeśli teorya ma 
mieć znae-zenie praktyczne i jeśli ma służyć konstruktorowi do 
oryentacyi i do przedsięwzięcia odpowiednich obliczeń. 

Narzędzia, służące do upra,vy roli. zagłębione w ziemię, wy
konują pod wpływem siły zewnętrznej pewne czynności, które 
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z punktu widzenia technologii mechanicznej mogą. być dzielt>nit>m 
materyału, zgniataniem, mieszaniem lub formowaniem. 'vV każdyn• 
przypadku potmfimy odróżnic\ te czynności od siebie i osobno każd:1 
z nich rozwaz&ć. Stą.d też pochodzi niezmierna rozmaitość punktów 
widzenia w teoryi taki{'.h narzędzi. Mozc to być rozpatrywanie ru
ehu względnego materyału i narzędzi<l., m0że to być badanie tych 
zmian, jakie zajdą w poł<Jżeniu cząstek obrabianego rnatcryl'!ln. może 
to także być rozpatrywanie samej siły, potrzebnej do poruszania 
narzędzia. W rzeczywistości jednak dopiero rozpatrzenie tyeh wszyst.
kich kwestyj prowłtdzi do ogóln!.'j teoryi narzędzia. Niedalekiero też 
od prawdy będzie twierdzenie, iż jedynie taka teorya może być 
dobra, która nie pnr.eocza żadnego względu i nie pomija żadnej 
kwestyi, gdyż są one wszystkie związane ze sobą, a nawet stoją 
niekiedy do siebie w stosunku przyczyny i skutku. Jeśli przeto 
rozpatrujemy teoryę pługa ze względu na sam ruch masy ziemi: 
czynimy źle z wielu przyczyn. Ani bowiem CZ)'nność pl'uga nic jel:lt 
samem tylko odwracaniem skiby, aui nie możemy przemilczać 
wpływu sił zewnętrznych na kształt toru, wzdłuż którego pol:luwa 
się materyał po powiet"Z('bni narzędzia. ani też nie mozemy pomijać 
deformacyi ziemi i natężeń, jakie powstł~ją w materyalc. Należy 
teoryę pługa kierować tak. by ona uwzględniała i odwracanie i kru
szenie i dawała wyjaśnienie co <lu wielkości napotykanyc:h oporów. 

Trudność polega na tP.m: ze ziemia jako matt>ryał jest niedo
statecznie zbadana. ·wynika to wprost z nadzwyczajn~j rozmaitości 
składu chemicz11ego i mechanicznego ziemi. Jest bowiem rzec7.ą 
niewątpliwą , że wpływ tych różnic, połączony :r. wpływem r(lzmai
tego stanu zagęszczenia. różn~j struktury, wi..-kszego lub rnniejl:lzC'~o 
stupnia wil~otności. objawia się na zewnątrz różnym stopniem zwię
złości ziemi, przyPzepności do narzędzia i różnymi spółcz)•nnikami 
tarcia. 

Znajomo~ć materyału obeena nie j est. wystat·czaj:ica i zapewuę 
nie prt;;dko nią b~dzie. Te j ednak daty. kt6re rozrzucone ~ą pfl róż
nych publikacyaeh. pozwalają już na wysnuwanie pewnych wnio
sków i na niedwuznaczną oryentacyę. Naturalnie będą się one z bie
giem czasu uzupełniały, to też chodzi o to; aby uzupełniały się 
w pewien syf'.tematyczny spnsób tak, by przcdP.wszystkiem baclania 
odnosiły się do rzeczy najpilniejszych, zaś daty były przedstawione 
w formie, przyjQtej przez dzisiejszą naukę o wytl·zymalości matL'
ryałów. Dlatego też w zestawieniach dnt .. odnCJs:~:ących się zarówno 
!lo mucy ziemi jak i do tarcia, podajemy je w taki~j formie, areby 
zastosowanie w rachunku nie wym11~n.łn wst.ępnego obliczania spół
czynników. Tablice dat; zebranych z różny(\h autorów i z własn_ych 
doświadczeń, zawierają wszystko: co można było na razie krytycznie 
opracować i zest.awić. Wiele luk istniejących mogą dopiero uzu
pełnić przyszłe badania. 



O ile mah~1·yał obrahiany znanJy dobrze, cala tru<lność teore
tycznego rozpatrywania d?.iałania narzędzia spoczywa w znalezieniu 
foJ'muły matematyczuej, określającHj uam ruch matery11ln wzgl~dem 
narzc.;dzia i opory, jakie narzędzie napotka w środowiskr zicmnem. 
Te (hva momenty nader ważne o1a kon:stmktora i nieznt;:(1ne o1n 
każdcgv, ktokolwiek chce naprawdQ zdać sobie sprawę z działania 
mu·zędzia, wymagają jednak określenia kształtu poru!!zl:ljącej się 
powierzchni zapomoc-1 równania i st:łd wynika konieczność posJu
giwania się sposobami tymi~ jakie nam daje w r~kc;; geometry1t 
analityczna. Zawile zwi:\zki. 7.:'\clwclz~.~nc pomi<_:1lzy hztałtem po
wier7.chni a wielkością opm:flw m.1.potykanych, nie zn.w~ze moY.nu 
przedstawić w po::;tuci łatwy<:h wzorów i nie rnz poti-zcha uciec· sic.; 
do sposobów przybliżonych: temb:u·dzi~i mających racyQ bytu, że 
i znajomość materyulu niedo~;tatcczna nie pozwa la ua zbyt wielk·~ 
dokładnośc rachunku. 

Ograniczamy się do ksztaltów najczętici~j stosowanych przy 
budowie narzędzi i dn tynh :zagat1nicii. któ1·e w obcenem stadyum 
zn:~jomości mnteryału możliwe są do rozpatt·zenia. ·wynika z tego, 
i ż praca niniejsza nic obejm uje całPk :>zlahn mecłumimmej techno
logii ziemi. tt ty l ku cz~ść j ~j nieznal\;r.n:~. Podzip}ono ją na d wic 
<'7.t;!ŚCi, z których pierwsza traktuj l~ o wh~eiwo~ciach materyatu. 
druga zaś prowadzi do wy:;maezenia wiclko~ci opot·ów przy pracy 
niektórych na1·z~dzi. 

l. Tarcie ZJemJ. 

Ważnym lmrdzo oporem pt·r.y mechanil\tmej uprawie g-leby je:-;t 
t<u·eie nn.rz~dzia o milh·r~raJ ziemny. Zależeć ono mu::;i zawsze •H1 
wielkości ci8nicnia n•>rmalnego. tudzież od wiclko~ci spó łezyuuib 
tu.rci~1. 

". nowoc.zc:'mcj budowic m11·zędzi l'"lniczy<·h nic używa :>i<J 
już Jrzewa jako matcr_yalu - przynajmniej o i!P. chudzi o :;mno 

nu.r..-.ętlzie pracuj:1ce - hylohy więc niemal anaeln·oniznwm zbieranie 
dat. tyc:~.ących sif,! tttł'l'ia th"l.ewa o ziemię i przywi11zywanie do g-ro
madzenia ich wi\lk~z~j wagi. Nic clJCcmy pł'zez to powiedzieć w<·ale, 
żeby te dHty były zu})elnie bc:;r.uż.ytecznc: gdy?. ni1·ltiedy rzecz~' po
zomie obojętue mogą mic<~. w zmil·nionych waruuka1•.h niezmiernie 
donio::;łe znaczenie, chodzi nam _jednak o usprawiedliwienie. dlaczego, 
mówiąc n tarciu narzędzia o ziemię, uwzględniamy jedynie tan•it1 
żelaza i stali. Interesuj ący się kwestyą ta1·cia ziemi po drzewie 
znajdą wiele matel'yału w cytowanych tu dziełach. 

O ile choclzi o ziemie naturalne, konieczne jest podanie cho
ciażby t y lko ich składu mE>chunicznego, jakkolwiek n~:~jlepi<·j byłoby 
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znać i skład ehemiczny, gdyż obecność lub brak pewnych składni
ków może deeydować i musi o wielkośc i spółczynnika tarcia. 

Prof: Zieliński 1) pt'zeprowadzał badania z siedmioma gatuu
kmni ziem naturalnych. Próby przeprowad:~.ano w ten sposób, że 
ziemię okopano naokoło na gruncie, a po założeniu skrzyni odci~to 
i zesuni~to ziemi~ na deskę. W ten sposób uzyskano pewność, że 
znuJ~ziony spółczynnik tarcia b1.1<lzie blizki rzeczywistości . Zmio
niaj:w li<IChylenie skrzyni do poziomu o pewien kąt , dochodzono 
zwolna do taki~j pozycyi, w której pryzmat żelazny z dobrze wy
głaćbwną podstaw~ zsuwał się ruchem jcduostajnym po t•<iw ui po
chyłej ziemi. 1'an~en s kąt.:1. z111ierzonego jest spółczynnikiem tarcia. 
Następnic ustawiano skrzynię poziomo i obserwowano siłę potrzebną 
do pornszcui<t pryzmatu. Siła ta podzielona przez ciężar poru~zauy 
daje drugi sp!lłczynnik tarcia. Tak obliczone spółczynniki zapom•>cą, 
d wu różnych metod nie l'ÓŻJtiły się prawie oJ siebie i dlatego -
idąc za prof. Zielińskim - podajemy ich śrellnie arytmetyczne. 

TAHL,ICA l. 

l ,.;~·· 
. ...., 

..; s k a d -~ ·;::; 
c ... 

~ .. ~ ""' 
>) 

g_ ~icruia 

l Piasek l l l Wodn- CI) O ~c$ l g-~·nho· l i\fntcrye ·~-- ~·e ..i Olinn hy- o C) 

l drobny organ. l .., o #n z , :t.Jarn. grosk . . (/)~ 

81'fi4-51 
l 

1•7191 1. l'i>ISZC>~y~la 12•470 ~-564 1 o (;1)2 7·~5 0·~1 
l 

2. l'iuszczy~ta 48•7/5 3)>,-4.40 14•975 1 2·0:)7 1 0 •753 10·80 0·357 

3. l'ia.;zczy$to-rl;'cl z i nu a /•220 (;5·4/5 236ł9 2•1i l9 1·037 mm~ 0·523 
l 

4. Margiel pi:~szczysty G1·35a 2J·Ht5 t 4·49n ]·284·1 0 915 13·61 0504 

5. l l:tędziuno- próchui- 2 1•!)50 4:-\··i50 2v·699 1071G 3·194 
;>,;.\·87 0•717 

CZUl\ 31}·30 0·906 
6. l Hędzinna iM)·3~0 l i\6 ;;50 ~8·;mo

1 6·42 0·778 

7fr3851 13·6<» l i. Torf 57·5~ 0·87~ 

Nic1loln·cm je:;t w tych datach t~ •. ie .-pólczynnik tarcia ozua
cza.n" dla ziem. pos iuclających L'Óżny :;topień wil~otności. Nirstl:'ty 
było to pr~y manipuiowauiu z ziemi:~ wziętą wprost z pula trudnem 
do uniknięcia. 'l'y mczas<•m ni~ ulega wątpli wości, ŻE' przy różnych 
stopniach wilgotności istui~ją różnie~ kąiAiw tarcia. Wioonznem to 
jest ~ prób pt-zepwwadzonych z ziemią rędzinno·próchniczną (n•·· f>), 

') A n t o n i Z i e l i ń s ki: Teorya pługa., ohsypnika i brony. Warszawa 1884. 



badaną przy dwu różnych stopr.iach wilgotności. Róinica w wiel
kości spółczynnika jest bardzo zuaczna i musi w rzeczywistości być 
brana w rachubę. 

Odrazu jest też widoczne, ie spółezynniki dla różnych 1,iem 
różnią się bardzo od siebie. Wskutek tego niemożliwem byłoby po
s~ugiwać się w obliczeniacli j akąś średnią cyfrą, gdyż otr·zymywa
libyśmy wyniki zbyt dalekie od prawdy i tylko w bardzo dalekiero 
przybliżeniu prawdopodobne. Owszem: w ku:t.dym przypadku. gdzie 
chodzi o dokładniejsze liczenie, musi się wzi11ć pod uwugę rodzaj 
ziemi, z którą mamy do czynienia. 

Zdawan<' sobie spraw\? z tego już dawniej i zu::;tanawiano się, 
jakie składniki zwi~kszajł} tareic w ziemi. a jnl<ie j e ohniżają. 
Wiele dat tyczących się w~aśnie tej kwesty i obejn.uje praca .J. S~hach
basiuna 1), który znalazł spóczynuiki fln·ci;~ podczas ruchu dla eał~>go 
szeregu składników ziemi i dla ich szr.ucznyeh mieszanin. 

Schachbasian posługiwał się w swoich badaniach następująC.'! 
metodą: 

.l e~\ i pry7.mat. stalowy p0rusza się po ziemi. to <h·oga ollby ta 
w czasie t będzie: 

ct2 

S= 2' 

gdzie c jest przyspies:r.eniem na równi pochyłej. 
Z tego utrzymamy wzór na pr1-yspieszenie: 

2s 
c= t2. 

Uznaczając przez P ciężar porusznjąey i przez r.; ciężar po
ruszany, możemy silę wywolt~j:}C}l powyższe przyspieszenie określi1~ 

· k ó · v G M b d · · · b _, · P + r.; 1 · Ja o r :i.rncę: ~: - m. asa o v wu c•ęzarow ~,;uz1e . ~t z1c 
'Y • !J '" 

g oznacza przyspieszenie ziemskie. Wlybec tego Jll'zyspieszeuia: j a
kiego dozna ta masa, będzi1~: 

(P- Gcp)g 
c= P+G . 

Z porównania obydwu :;;nalezionych wyrażeń na r otrzymamy 
wzór: 

P P+G 2s 
cp = (f - G g t 2 ' 

pod~ug którego obliczano spółczynniki. 

t) J o h a n u :'\c h a c h b a s i a n: U ntersu•~hnngen liiter die Adha9ion und Rei
bung cler Bodennrten an Holz und Eison. (ł'orsch. nu f d. Ocb. d. Agril<ulturphysik 
v. Ur . . K Wolluy. H. XIII). 
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Badania Schachbasiana z piaskiem kwarcowym i wapiennym, 
z kaolinem, kwarcem i torfem pruwadzone były w stanie suchym 
i w stanie mierni~ wilgotnym. Ugrupowano je w osobne.f ta.łJlicy, 
wypisawszy cyfry z cytowanej rozprawy. 

'l'ABLWA 11. 

l:lpółczynniki ::\r,hachbasiana. 

Spólczy11uik Spólczyuuik 
ś tarcia stali .. ta~cia stali .. 

L{oohaj polerowanej .. 
l{odzaj ziemi polerowanej o ~iorui o 

;:l. 
o zietnic:: 

Q, 
o ziemię: 

~ ,.i 
wilgot .. ~ soch:! wilgot. ! suchą 

l 
1. ()•010-0·071 ll)m 0-8250: 0·3800 13. l'iasoli wapienoy l!red. 0·6345 o·sSB5 

2. 0·1171 - 0 ·114 
~ 

o· i-950~ 0·41i5 14. nlinu rozpylona 0"5310 0•4700 

3. ~ 0·114-0·171 
" 

0·484..0 0·4220 15. Glina w gruzłach 0'4715 0·3:>65 
o 
<> 

0•441::'>1 o 4335 4. 
.. ()·171 - 0·250 1.6. Kaolin 0'4335 0·3320 d 

~ l'; 
.>d 

5. ...>: 0·250 - 0·i)(){) n o·3ói.OJ ·- 1.7. '/8 kaolinu+ '/3 torfu 0·44·95 0·3495 
"' "' 

() 34751 6. d 0-500- 1 ·()()() 18. 1/ 3 kaolinn + 2/ 8 torfu 0'4850 0•3755 :l: " -

7. 1·u00- 2·ouo r o·a29f>l - 19. Torf 0•6547 o·3930 
średnio: 

8. 0 ·1)1 0- 2·0()0 
" 

1)·52ii0 (1'4.145 20. ' / 8 t.orfn+ '/s kwarcu o·7~05 0 ·387f) 

9. 2 o·oJO ·· o on n 0•7395) 1)•3495 21. '/3 torf o+ •J. kwarco 0"7930( 0·3510 
s= ., l 0·7(W) 0·~990 10. "Q_ o·o7l.- 0·1t4 

" 22. Kwarc 0'8250 0·3830 
::1 

0"77801 0·3605 
~ 
o·H·ł - 0·17t j o·6850~ 0·4350 11. ~ 

" 
211. 2/ 8 kwąrcu + '/,. kaol. ., 

0•60251 0•3405 
"' d 

12. ii: lJ-171-0·250 
" 

0·52 l ó 0•4--i-65 24. tj, kw:\rcu + !f9 knol 
l l 

Cyfry te pokazują, że spółczynnik tarcia wzrasta z ilością 
pia~;ku kwarcowego w ziemi, rośnie również i z ilością torfu, jak
kolwiek nie tak szybko, ale maleje ze wzrostem ilości kaolinu. Po
kazujc się je<lnoeześnie. ~e spółczynnik tareia ziemi wilgotnej o że
łuzo jest większy, niż ziemi suchej. To o~tatnie prawidło przypo
mina dążenie p ewnych konstrukto1·ów do zmniejszenia ta1·eia pługa 
przez umieszczenie nad korpusem zbiornika. z wodą, któtaby wy
ciekała na odkładnic~ i niejako s1m.rmvala ją. W ober. dat zebranych 
tutaj wynikaJuby, że usi~owania powyższe osiągn<.;łyby wręcz prze
ciwny skutek. lVIu~;imy jednakowoż zważyć, że ziemia na powierzchni 
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przekroju, t. j. właśnie na tej powierzchni, która ociera się o na
rzędzie, jest zagęszczona tak, że trudnoby przypuszczać, iż woda 
natychmiast w nią Wsiąknie. Owszem znajdzie się ona przez czas 
pewien pomiędzy ocierającemi się powierzchniami i wskutek tego 
można będzie w danej chwili uzyskać pc1mniejszenie tarcia. A wła
śnie ta chwila wystarczy do przejścia skiby przez odkładnicę. rl'ak 
\\"ięc mimo pozornej sprzeczności można naprawdę uzyskać przez 
polewanie wodą zmniejszenie tarcia narzędzia o ziemię. Z drugiej 
strony musimy wziąć pod uwagę fakt, że tarcie musi mieć pewną 
maksymalną wartość w pewuym, dzisiaj jeszcze nieokre::!lonym sta
nie wilgoci. ·wiemy tylko, że ziemia sucha po::>iada mniejsz(~ spół
czynniki tarcia niż wilgotna, ale wiemy jednocześnie, że ziemia, 
posiadająca wilgotność maksymalną, musi mieć spółczynniki mniej
sze niż ziemia średnio wilgotna. Wobec tego przeto musimy przyjąć, 
iż w miar<; jak ziemia ze stanu ~;uchego przechodzi w stan coraz 
większego nasycenia wodł!, musi spółczynnik tarcia od jednego 
minimum przejść przez C<~ły szereg wyższych wartości, aż osiągnie 
swoje drugie minimum przy największej wilgotności ziemi, a w tym 
czasie przejdzie także i tę ~;woją wartość: która stanowi jego naj
większoc§ć. Być może; że i tutaj możnaby znaleźć pewne racye, 
któreby u s p rEt wiedli wiały wt>pomnianą powyżej propozycyę obniżania 
oporów tarcia przez polewanie wodą. 

Do naszych dornźuych celów potrzeba nam spółczynników 
ob~erwowanych wobec 420/o nasycenia wodą. Nie mając takich spół
czynników~ musimy ~>ię zadowolić tern, co podają cytowani dl\ aj 
autorowie i używać ich dat do obliczeń, jakkolwiek możemy być 
pewni, iż rzeczywistość będzie inną nieco, aniżeli rezultat obliczei1 
zapomocą przybliżonej tylko wartości spółczynnika. 

Nierównie mniej dat pewnych jest co do wielkości tarcia we
wnętrznego: powstającego przy ,,cieraniu się r..ząstek ziemi o siebie. 
Zjawiska tarcia wewnętrznego trudno często obserwować w stanie 
zupełnie czystym i wolnym od towarzyszących im objawów spój
ności. Te dwa bowiem •·odzaje oporów są. w przeważnej ilości przy
kładów związane ściśle ze sobą. i tylko w rzadkich przypadkach 
występuje samo tarcie bez współudziału spójnoś(~i. 

Przy badaniu tych zjawisk można posługiwać się rozmaitemi 
metodami. Zależą one od tego, czy materyał znajduje si~ w struk
turze ziarnistej, gt·uzełkowat~j, czy zbitej. O ile badamy ziemię 
w strukturze ziarnistej, możemy usypywać z niej stożki, których 
rodząca musi być nachylona. do poziomu pod kątem tat·eia. Mamy 
tu bowiem do czynienia z tównią pochy~ą i każda cząstka, znaj
dująca się na pobocznicy stożka, bętlzie podówczas w równowadze.. 
skoro tylko kąt nachylenia rodzącej do poziomu będzie równy ką
towi tarcia. 

Druga metoda polega na tern, że napełnia się skrzynię mate-
2 
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ryałem ziemnym, a po ustawieniu jej na drugiej skrzyni nierucho
mej mierzy się siłę potrzebną do przesunięcia. Ta metoda nie na
daje się do badania ziem w stanie ziarnistym. gdyż skrzynia górna 
wgłębia się w ziemię w d1>ln~j skrzyni. Za to przydać się muże do 
badania spółczynników tarcia ziemi ubitej. Musimy jednakże uważać 
przytem: aby spójność nie mąci~a nam wyników obserwacyi. 

Dwie dalsze metody polegają na jednoczesnem obserwowaniu 
:;pójno~ci i t.an~ia. Jmili umicśc~irn_y dwie skrzynie na sobie i wyfteł
nimy je ziemią, to możemy, ciągnąc za sznur lub obciążając szalkę 
uczepioną do niego i przerzuconą przez hlok, znaleźc! wielkość oporu, 
jaki stawia ziemia przy przesunięciu skrzyń względem siebie. Opór 
11rnierzony jest złożony z oporu tat·cia i z oporu spójnu:ści .• Jeśli je
duak skt·zynię ustawimy napowrót na dawncm miejscu i szalkę 
obcią:i.ymy, to okaże się, że opór przy przesuwaniu skrzyń będzie 
mniejszy. gdyż obejmuje tylko tnrcie. Z różuicy obydwu pomiarów 
mc,żt1a natm·alnie wnioskować o wielkości natężel1 stycznych, jakie 
powstuły w ścinanym przekroiu materyulu ziemnego, a więc można 
drogą obserwacyi znaleźć obydwa te ważne czynniki. 

Jest je:;zcze jedna metoua, do której można dojść z rozważania 
warunków równowagi szkarpy: utwur?.oo~j z ziemi spoistej . 

• Jeżeli mianowicie mamy daną. dowolną szka1·pę, to może się 
ona utrzymać w równowadze, pomimo, :i.e bardziej jest stroma, ani
żeli stok naturalny. Przy danych warunk~1ch co do rodzaju ziemi, 
jej struktury i wilgotności musi zawsze i:;t.nieć pewien maksymalny 
klit nachylenia szkarpy do poziomu. .Jednocześnie jt-dnak musi 
istnieć zaw:;ze i pewna wysokość stoku, przy której s11karpu jc:;zcze 
może si~ utrzymać w równowadze. vV zór na wysokość stoku, kMry 
można wyprowadzić z ogólnych warunków równowagi, jl'st: 

h= 
2c cos (!1 sin a 

- a- - n, 
usin 2 

2 "1 

gdzie c oznacza spójność na jednostkę powierzchni, ą1 jest kątem 
tarcia wewnętrznego ziemi, a kątem nachylenia szkarpy, zaś u cię
żarem jednostki objętości ziemi. 

Obliczając z tego wzoru spójnośt~ c dla dwu różnych wyso
kości h' i h", obserwowanych przy dwu nachyleniach szkarpy: 

a'- n . 
2 

a"- (>1 1 sin2 2 ..-I l sm 2 -

c = 2 uh' sin a' co;~~ ; c = 2 u h" sin a" cos (J
1 

' 

możemy z tych dwu równań ustawić trzecie: 

a'- n 11 

lt' sin2 

2 
"1 sin a"= h" siu2 a 

2 
(>1 sin a', 



albo: 
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1;--- er!- n 1/Li/- - - a"- (! 
rh' sin a". sin 2 ..-t = rh" sin a'. sin 2.~. 

, . a"- n. 
Vn · · t ·A · a - (11 1. za s1"n " rv stawiaJąC war oso..; za sm -

2 
- 2-

mamy po uporządkowaniu równania: 

t<r (>t -
"2 

l " t 

sin ~- 1/h' ::>in a" - ::>in ':... 11Ji" sin a' 2 , 2 rn . 

a' a" - -
cos Vh' sin a" - cos V1t" sin a' 2 2 . 

o trzy-

W wyrażeniu po pt·aw:ej stronie dzielimy licznik mianownik 
przez Vsina'sina'': 

a' v· h' . a" Vh"-sin - - - - s1n -
2 sin a' 2 sin a" 

= ~~ ~' a" V h" cos -· -- -cos -
2 sin a' 2 sin a" 

a' . a" 
Po wstawieniu wartości na funkcye 

2 
1 

2 
otrzymamy: 

ljh' ~ .-~os~ _ Vh" l -: cosa" 
stn a' su1 a'' 

- Vh' ~~~sa' - · Vh" 1-t cosa" 
S\ll a' SlD a" 

Ułamkowe wyrażenia pod znakiem piet·wiastkowania możemy 
przekształci6: 

a' 
l -- cos er! 2 sin

2 
2 a' 

. - -tg -- si"na'- - . a' a'- 2, 
2 SlD 

2 
COS 

2 

a' 
2 cos11 

2 a' } +cosa' 
sin a' 

- ---..,., , = cotg 
2 

. 
2 

. a a 
BID 2 COS - 2 

Wobec · tego bQdzie: 

2" 
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--al V a" 1 tg - h" tu 
Q ~ o 2 

tg 2· = -· ' -- a'1 . V h'cotg ~ -V h"cotg 2 

Wprowadzając w rachunkach wysokość stoku pionowego h0 , 

t. j. taką wysokość, przy której może się stok pionowy jeszcze 
utrzymać, dostaniemy po podstawieni u a'= 90° i h'= h0 wzór zmie
niony, z którego łatwo już obliczyć kąt tarcia i spółczynnik: 

Wszystkich metod, o których wspomniano powyżej, używano 
do wyszukiwania spółczynników tarcia wewnętrznego ziemi. Wielu 
bardzo autorów podaje daty, różniące się znacznie pomiędzy sobą, 
dlatego wskazane było zebranie ich i zestawienie ze sobą w tabli
cach, w których uwidoczniono także źródło, skąd cyft·ę wzięto. Po
nieważ jednak nie wszystkim autorom chodziło o podawanie spół
czynnika, a tylko przedewszystkiem o wynalezienie ważnego w ro
botach ziemnych nachylenia szkat·py do poziomu, musiano poobliczać 
odpowiednie spółczynniki i uzupełnić w ten sposób tablice: 

TABLICA fil. 

Spółczynniki uzyskane drogą obserwacyi kąta nachylenia szkarpy naturalnej do 
poziomu. 

L: P·-1 Rodzaj ziemi l l ~p~czyn-~ Kat . . 
t •. mk tarc•a 
.arc1a wewn. <} 

A u t o r 

1. Sochy miałki piasek .l sto-' 0·60086 1 Gadroy-Navier 
. 32°- 0•62487 Woltmann-Eytelwein 

35°30 0·71329 H.ondełet 

NaJlźejRzy "piasek" 
36"59 0•75310 Martony 

2. 39°- o·8097H Barlow-Navier 
3. Zwil~ony piasek . 24°- 0'44ó23 Eytehveio 
4. " .. 4003' o·84060 Martony 

Mokry piasek 4:1°51 0·89568 .. 
5. Sucha miałka ziemia z ogrodu . 37°- 0•75355 Woltmann-Eytelwein 
6. Zwil~ona ziemia z ogrodu 270- 0·50953 Eytelweio 
7. Zwykła ziemia suche. sproezk. M)05()' 1·06613 ł{ondelet 

8. , " 
nieco zwilrona . f>ł0- 1 1·37638 Rondelet 



L. p./ 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 

15. 
16. 
17. 
18. 
19. 

J:'llACA NARZĘilZJ W ZIF:MI 

Rodzaj ziomi l K t /Spółczyn·/ 
tnr:in nik tarcia 

l wewn. t} 

~ucha miałka ziemia z wału . l 39019' 0'81898 
Zwii:Wnn M M 

Mokra • " 
Glinka piaszczysta nieco wilg .• 
Sucha glina miałka 

Gil na 
M •proszkowana 

ZwiJtona glina . 
Mokra glina 
Suchy miałki wapień 
~z n ter 
1:5zuter gruby nieco wilgotny 

41027' 0·88:!17 
34028' 0•6864-3 
390 - 0'80978 
4f>o_ 1·ooooo 
4Qo_ v·8391D 
39039' 0·82874 
3904i' 0·83 uw 
H4,028' 0·68643 
5()0_ t·1917ó 
36o_ o·726M 
4.{)04()' 1 0•86166 

TABLICA JV. 

11 

.Autor 

Martony 

" 
M 

Woltmann- Eytelwein 

M " Martony 

Woltmann-Eytelwein 

" Martony 

Spółczynniki obliczone przez Mnrtonyego z pochylenia stołu, po którym zesuwa się 
blok ziemi. 

L. porz. 

L 

2. 

Rodzaj ziemi 

Sucha ubita ziemia z walu 

ZwiJtona 
" " 

TABLICA V. 

Kąt tarcia Spółczynnik 

0·7535& 

o·90040 

Spółczynniki obliczone podług dat Martonyego jako ilorRZ oporu tarcia przez 
cięur p(lruszany. 

L. IP· I lwdzaj ziemi Ką.t tarcia 
Spółczynnik 4 

p, 

1. r Ziemia z wału sucha i ubita 33"33' 0·6633 

2. 
" " 

"'ilgotna 44°18' 0'9760 

3. Glina sucha zbita . 41":!5' 0·8821 

4. 
" 

wilgotna zbita . 47°57' 1-1086 

5. 
" 

ubita z żwirem 42°3' 0·9018 

Prócz tego obserwował Martony rzut poziomy· szkarpy dla wy
sokośei równej jedbostce, otrzymując w ten sposób odwrotności 
spółczynników tarcia, z kt6rych obliczono kąt odpowiedni. 
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L. p. 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

L. P· l 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 
9. 

10. 
11. 
12. 
13. 
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1'AI>LICA VI. 

Rodzaj z.iemi 

Ziemia z wału sypka nieco wilgot. 
" " mokra 

Piasek kwarcowy drobny suchy 
" wilgotny. 

,. " mokry 
Glina sypka sucha . . . . 

wilgotna. . . 
,. ,. mokra 

Szuter gruby nieco wilgotny 

Kąt tarcia 

41°4' 
34025' 
37°00' 
39"ł4' 
42oR2' 
39°40 
39°40' 
3B04{Y 
40045 

Odwrotność spół-
1 

czynniktl 
'f 

1•148 
t·łro 
1·327. 
1·203 
Hl6 
t·206 
1·206 
1'250 
1'161 

Ostatecznie podajemy tablicę podług Rebhanna Otta : 

TABLICA Vll. 

Nodzaj ziemi K~t tarcia 
Sp6lczynnik 'f 

p, 

Ziemia uprawna sypka i sucha 4..00 0•839 

" " 
wilgotna 45° t·ooo 

nasycona wodą 3()0 0577 

" 
sucha ubita 42° 0'900 

" " 
wilgotna ubita 65° 2-145 

Glina sypka sucha 40° 0·839 
wilgotna . 45° HlOO 

" 
nasycona wodą 30° 0•577 

ubita sucha . 42° 0·900 

" " 
wilgotna . 7{)0 2'74S 

Piasek suchy , 35° 0•700 
wilgotny 4QO 0•839 

" 
nasycony wodą 3QO o·577 

Zestawienia te wszystkie świadczą, że nie brakło usiłowal1 
zbadania spółczynników tarcia wewnętrznego ziemi. Nie tyle może 
chodziło badac1.om o zużytkowanie tych cyfr do wyjaśnienia wiel
kości oporów przy narzędziach rolniczych, ile raczej o po:;unięcie 
naprzód teoryi parcia ziemi i o praktyczne wskazówki co do · na
chylenia szkarp przy robotach ziemnych. Dlatego też w wielu da
tach tak mało właściwie jest powiedzian~ bo nie są one związane 
z jednoczesnem bliższem i dokładniejazem oznaczeniem rodzaj u 
ziemi1 do której się odnoszą. 
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Wiele trudu zadał sobie F. Loewe, który w swej ciekawe:j 
książce 1) o tarciu i o spójności ziem dHł dużo materyału doświad
czalnego i z któr~j zaczerpnęliśmy wiele dnt., podanych za dawniej
szymi autorami. Metoda jego polegała na obserwacyi kątów nachy
lenia pr-1.y dwu wysokościach szkarpy. Według wzHu podobnego 
do teg-o, który podano wyżej, obliczał nastctpnie kąt tat·cia i spój
ność. Ponieważ wyniki nie zadowalały go, starał ::;ię znaleźć pt·zy
bliżony kształt równania. z jakiegoby można obliczyć przypuszczalną. 
wartość kąta tarcia. W skutek tego podane pt·ze?. nieg-o końcowe 
daty, uzyskane drogą obliczeń, są wątpliwe. Prócz tego trzeba zau
waży/~, że Loewe używa wzoru, w którym zamiast kąta nachylenia 
szkarpy do po1.iomu. wprowadzono kąt: jaki szkarpa tworzy z pio
nem, t. j. klit dopełniający. W simtek tego i rezultat, t. j. obliczony 
ką.t ~. nie będ1.ie wcale kątPm tarcia, n tylko jego dopełnieniem. 
Zauważamy to, by ostrzedz czytających przed pomyłką, o tyle ła
twą, że autor wMie o tern nie wapomina i wcale rzeezywistego 
kąta tarcia nie oblicza. 

Wzór, użyty w tym razie, możemy wyprowadzić z wzoru po
danego poprzednio: 

sin2 a - fb 
1 2 

c= alt . 
2 sm a cos (>1 

kładąc a = 90-E, th = 90- 1:. 

Otrzymamy ogólnie: 
. 1:- E 

l sm2 "2 
c= 

2 
ah --

sm 1: cos e 

Mając dwie wartości kąta e dla dwu t•óżnych wysokości 
szkarpy h, możemy w analogiczny sposób, jak poprzednio, znaleźć: 

1: _ J.'h" (sece"-=-tj- )'71' (sec e'- l) 
tg - - -- - - -

2 Vh" (secE''+i}-Vll(secE'+ tf. 

Z wielu dat wyjmujemy kilka i podajemy obliczone z nich 
c i (J1 dl~t piasku o kilku różnych stopniach wilgotności, zauważając 
jednocześnie, że zawartość wody nie jest bynajmniej po<lawana 
w procentach pojemności wody, lecz w procentach ogólnego ciężaru 
zwil:7.onej ziemi. 

1) Ferd in a n d Lo e we: Alt& nnd neue Versoche iiber Reibung und Coh11sion 
der Erdarten. 1\fUncben, 1872. 
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TABLICA VIII. 

Zawartość wody f Kąt szkarpy natu-l :Spółczynnik tarcia l Spójność w gfcml 
w Ofo wagi piasku ralnej p, .J. c 

1•855 4{)018'37" 0•84837 1•877 

2·353 38°54'27" 0·80898 2·351 

3•415 43°57'47" 0•96444 2•520 

9•013 4400' 19" ()'96587 3·669 

9·995 44°51'14" 0•99491 3·942 

Daty te wzięto jako średnie z wielu doświadczeń o rezulta
tach bardzo różniących się pomiędzy sobą. Nie ulega wąt-pliwości. 
że i inne poprzednio przytaczane cyfry są również obliczone jako 
średnie wielu ob:serwacyi, dokonanych przez autorów, Hle tylko 
Loewe dał oprócz opracowania także surowy mnteryał obserwacyjny, 
który można było przeliczyć.. Uderza przedewszystkiern fakt , że 
Loewe prowadził <loświadc·t.en1a z mi?.łką z1em1ą, a n)e przeusiębra' 
żadnych prób z ziemią ubitą, o jaką w większości przypaflków nam 
chodzi. Tłómaczy się to zbyt wielkieroi wysokościami szkarp, które 
robią tę metodę w odniesieniu do badań laboratoryjnych, prowadzo· 
nych z ziemiami zbitemi: niemal nieużyteczną. Dość powiedzieć, że 
dla zwykł~j ziemi zbitej wyE;okość szkarpy pionowej /t0 = 1 m do 
2 m, dfa gliny zbitej i iłu hQ = 2 m do 4 m. Tak zatem teoretycznie 
pięknie pomyślana metoda napotyka m• wielkie przeszkody w za
stosowaniu. 

Z dat, nagromadzonych przez Loewego, zużytkowano tutaj 
tylko te, które dają nam niejakie pojęcie o wpływie wilgott•ości na 
tarcie i na spójność piasku. Obraz ten należałoby jednak ~r.aopa
tl"r.yć pewnem objaśnieniem. Wielec prawdopodobne jest, że niedo
kl~clność metolly i blęc\y (może nawet przypaclkowo wie11<ie) byly 
ptzyczyną zbyt wysokiego ocenienia kąta tarcia w pierwszym, ?:byt 
zaś nizkiego oszacowania go w drugim wierszu tablicy. Wskutek 
tego otrzymuje sję wrażenie, jakoby tarcie od pewnego minimum 
w stanie suchym podnosiło się do pewnego stopnia, ażehy następnie 
opaść i poclnie:ć się znowu. Ponieważ zaś w atanie zupełnie mo
krym piasek musi mieć mniejsze tarcie i spójność, anii~li w stanie 
miernie wilgotnym, pr.leto musiałby mieć trzy minima, co jest 
wielce nieprawdopodobne. w·yst.arczy porównać daty podane w ta
hli<~y VII. ażeby przekonać się. że piasek średnio wilgotny posiada 
największe tarcie. Wprawdzie w tablicy VI i III podane daty zcla
wllłyby się pt·zeczyć temu, ale należy przyznać, że pojęcie "mokrej" 
:~.icmi niekoniecznie musi się pokrywać z pojęciem ziemi "nasyconej 
wodą«. 
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Trudno bez dokładnych dat urobić sobie należyte pojęcie 
o wpływie wilgotnośei na tat·cie wewnętrzne ziemi, ale też można 
z pcwnem prawdopodobieństwem pt·zyjąć na razie hypotezę, iż tat·cie, 
podobnie jak i spójność ziemi, posiada maximum przy średniej: nie
znanej na razie wilgotno~ci. Moż.e się zdarzyć wprawdzie, że ma
xima tarcia wewnętt·znego i spójności będą istnieć przy tern samem 
nasyceniu wodą, nie mamy jednakie obecnie tyle materyału do
świadczalnego, ażeby módz stwierdzić, czy zbieżność maximów jest 
regułą i czy nie gra tu roli także skład mechaniczny i chemiczny 
ziemi. 

11. Moc z1em1. 

Pod działaniem sił zewnętrznych powstają w ciele natężenia. 
które rosną tak długo, dopóki materyał nie ulegnie zenvaniu. Wiel
kość natężeń zatem w chwili zerwania będzie nam mówić o wy
trzymałośei materyu.łu. Badając je. musimy dla możności porównań 
odnosić je do wielkości pr.wkroju i podawać~ jak wielkie natężenia, 
czy to styczne, czy też normalne w przekroju zerwanym przypa
dają na jednostkę tego przekroju. 

Natężenia maksymalne. podane na jednostkę przekroju, takie 
z~ttem, jakie istnieją w chwili zerwania materyału, nazywamy jego 
mocą. Najwygodniej będ7.ie liczyć je przy badaniach wytrzymałości 
ziemi w gramach na l cm2• 

Zależnie od tego, czy w d1.1nym przekroju przeważają, natęże
nia normalne doń, czy styczne i zależni<' od kicrunku natężeń, roz
różniamy różne moce materyału: 1) na zgniatanie; 2) na rozerwaniP-; 
3) na ścinanie; 4) na zgięcie i ń) na skręceni<'. Trzy pierwsze na
zywają się mocami bezwzględnc•mi, ostatnie dwi<' są mocami wzglę
dnmni. 

Rzadko kiedy występują one w stanie czystym. z wyjątkiem 
może mocy przy zgniataniu, ale mtjczęści~j spotykamy jo jako moce 
złożone. w· mechauicznej uprawie ziemi napotykamy je wszystki<·. 
osobliwie przy działaniu pluga. Chcąc zatem zdać sobie sprawę 
z defm·macyi, jakim ulega ziemia pod działaniem narzędzi i chcąr 
pozna<~ bliż~j źródło i wielkość oporów napotykanych przez narzę
dzie, musi się znać~ wprzódy wszystkie rodzaje mocy ziemi. 

Stan ziemi podezus uprawy może być nader różny. Zarówno 
stopień zbitości1 jak i procent wilgotności, mogą. w jednej i t~j sam~j 
ziemi dać różne wyniki obserwacyi. Już sam fakt, że ?.e zmianą. 
?.awartości wody zmienia się również i tarcic wP-wnętrzne, sprawia, 
że można z góry przewidzieć analogiczne ?.mian y w mocy. 

Badania mocy ziemi mają już swoją historyę, zapoczątkowaną 
przez Scht.tblera. Cały szereg ludzi zajmował się żywo tą, kwestyą, 
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wypracowując metody naukowe, mające na celu zbadanie wytrzy
małości ziemi, w:r.ględnie zaś oporów. jakie ziemia stawia wgłębia
jącemu się w nią narzędziu. Trudno byłoby przecho(hić na tern 
miejscu cały historyczny rozwój tych metod, pragniemy tylko po
dać ważniejsze rezultaty znanych ~am badań i w miarę możności 
zapełnić luki własneroi spostrzeżeniami. Nie wszędzie było to mo
żebne. gdy?. n. p. moc zi0mi na skręcanie zupełnie dotychczas ba
daniami p1·zcz nikogo nie objęta. czeka dopiero na zajęcie się nią 
i na wypracowanie metody jej badania. Zestawienia nasze musiały 
być sprowadzone de, jednego i t eg-o samego kształtu. wobec czego 
okazała się potrzeba przeliczenia zupełnego dat, poclanycl1 przez cy
towanych poniż~j autorów. Należało też uporządkować daty kry
tyczniCI, gdyż te. odnosząc się pozornie do rze<'zy tych samych, 
m~:~ją niejednokrotnie zupełnie odmienne znaczenia i nie mogą być 
ze sobą nawet porównywane. Słowo Kohih·eRzenz, naputykane u nie
mieckich autorów, oznacza nickiedy zupełnie różne moce, m~jące 
tyle tylko wspólnego, że są wogóle mocami. Nazwa ta sprawiła. że 
sprawa badania mocv ziemi. postawiona przez prof. Hab(lrlandta 1) 
<lość iasno i na właściwYm grunci<:', poczęła się gubić w nieodpo
wiednicli niekiedy metodach i zużywać siły badaczy na gromadzenie 
dat nieprzydatnych do dalszego kontynuowania. 

Prof. Haberlandt zajmował się tylko badaniem mocy ziemi 
przy zgniataniu i złamaniu. Heinrich 2) usiłował pierwszy znaleźć 
wielkość mory przy rozrywani :l ziemi, Dr. Piędzicki S) badał moc 
na zgniatHnie, Martony i Loewe 4) zajęli się mocą na ścinanie. 
Pnchncr 6) już odbieg-ł od tego kierunku badania mocy nicdożonych 
i wprowadził za Schublerern na nowo pojęcie oporu przy rozdzie
laniu (T1·t•1m?mg~;wider.~tmu{). które oznacza właściwie jednę z kom
binacyi moey zło7.0J1Cj. Podobną drogą pos?..edl następnie i Dr. 
Bagger 6). 

Ponieważ z wyjątkiem Dra Loewego żaden z wymieuionycl1 
nutorów nie obrobił ryfr nzysk11.nyeh z obserwacyi i nie oclni.~sł 
ieh do jednost.ki przekroju , a tylko podał surowy materyał. dla
tego cyfry w naszych zestawieniach musiano dopiero z owych dat 
obliczyć. 

') ł'. II a b er l n n d t: Uher die KollarescenzverhiUtniRR6 verechiedener Bo
dennrtefl. (Vorscb. a. il. Gebiete d. Agrikulturpbysik. Band I). 

") R. H e i u r i c h: Grocłlaf!'On zor Benrteilung der Ackerkrume. Wi6mar, 18!:\2. 
3) Zyg m u n t P i ę d z i ck i: Unler~uchungon ilber die Bindigkeit des Bodens. 

Merseburg, 1899. 
4) F. Loewe: o. c. 
5) H. P u c b ner: Untersuchongen U ber die Koh~reezenz der Bodenarten. 

(1!'. a. d. G. d. A. Band Xll). 
e) Dr. n a g g er: Einige Versoche iiber die Bindigkeit des Dodens etc. (Der 

Kulturtechniker 1907. Heft 1). 
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Nie wchodzą wcale w zakres niniejszej pt·acy badania, które 
tyc14 się wpływu oddzielnych części składowych na moc ziemi. 
Dat odnośnych jest bartłzo wielE>. a odnalE>źć je można w cytowa
nych powyżej pracach. Jedynie tylko wpływ wilgoci, jako czyunika 
zewnętrzne:,"', musi nas zająć bliżqj, tembardziej, iż dla mechani
cznej uprawy roli jest to kwestya pierwszorzędnego znaczenia. Szczu
pła ilość dat, odnoszących się do tego przedmiotu, nie wystarcza 
wprawdzie do wszechstronnego wyświetlenia kwesty i, ale zezwala 
już na pewne wyjaśnienie wpływu wilgotności na moc ziemi. Już 
w jednej z poprzedzających prac 1) dotknęliśmy tej sprawy, tuta.j 
należy jedynie pogląd tam wyrażony rozszerzyć i ugruntować. 

Ziemia, będąca w strukturze jednostajnie ziarnist~j lub w struk
turze gruzełkowatej nasycona wodą. może znaleźć się pod wpływem 
sił zewnętrznych w nowym stanie ugrupowania cząstek i tworzyć 
grudę, bryły lub jednostajnie zbitą masę. Pocz:ątkowy stan wilgo
tności może być różny i. moc ziemi tuż po prz~jściu w inne ugru
powanie zależy od ilości wody, jaką ziemia posiada w danej chwili. 
Skorobyśmy nartędziern taką ziemię uprawili, to rezultatem byłoby 
pokruszenie jej w grudki i grudy, które z czasem, przy sprzyjają
cych warunkach, traciłyby wilgoć, a wyschnięte przedstawiałyby 
ponownemu obrabianiu zupełnie inne opory. 1'Vieroy z praktyki, iż 
ziemia ?.orana na mokro może stwardnieć przez wyschnięcie do tego 
stopnia, że wszelkie zabiegi, mające na celu mzdrobnienic grudy! 
będą bezskuteczne. Po orce, wykonanej w miernym stanie wilgo
tności, stwardnienie skiby nie idzi<' tak daleko. Widoczne jest z tego, 
iż moc wyschniętej ziemi zależy od wilgotności początkowej, t. j. 
tej, w jakiej ziemia znajdowała się w chwili formowania się grudy. 

Co do wpływu procentu wilgoci w chwili formowania na moc 
ziemi, wykazały nasze badania, że moc ta rośnie w miarę zwięk
szania się wilgotności a.ż do pewnego stopnia, następnie zaś staje się 
mni~jszą. Maximum mocy (obserwowanej jednakże tylko przy zgnia
taniu) leży prawdopodobnie dlA wszystkich ziem przy nasyceniu 
około 400/o pojemności wody. Już wówczas zwróciliśmy uwagę, że 
krzywa, przedstawiająca zależność mocy ziemi od stopnia wilgo
tności przy formowaniu i próbie, j est właściwie krzywą. obejmującą 
wszystkie początkowe stany przy wysychaniu. Musimy sobie wyo
brazić, że z każdego punktu taki~j krzyw~j wyohodzi nowa hzywa; 
pr.ledstawiająca zminnę mocy ziemi w miarę wysychania materyału. 
Maxima tych krzywych zależą od rodzaju ziemi; położenie ich za
tem jest zmienne. Niekiedy kt·zywa wznosi Rię stale ku górze, nie
kiedy po przejściu pewnej największej wartości funkcyi obniża się, 

1) 1'. M. Gołognrski: Badanin mocy ziemi przy zgniataniu. (Hoczniki 
nauk rolniczych. Tom lll). 
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niekiedy zaś maximum loży w początku krzywej, ta zaś stale kie
ruje się ku dołowi. 

Uwagi te są potrzebne: ażeby przy podawaniu dat: pochodzą
cych z różnych źródeł. rozróżniać te zjawiska, przy których objawił 
się już wpływ wysychania, od tych, które obserwowano w chwili 
formowania ziemi w grudki. 

l. Moc bezwzględna ziemi. 

A) Moc przy zgniataniu. 

Wspomniane powyżej próby, wykonane z 3C 2-iemiarni, były 
prowadzone pt·zy 400/o wil~otności. Daty zebrane podówczas wyka
zują) że moc ziemi zgniatanej waha się w dość szerokich granicach. 
Maksymalną. moc po~iadał ił (531 gfcm2), minimalną piasek (28 gfcm2). 

Z tyr.h wszystkich dat wyjmujemy siedm, które odnos:r-ą. się do 
próbek w7iętych z Mydlnik z folwarku doświadczalnego Uniw. Jag., 
gdyż tych samych ziem zużyto do dalszych doświadczeń z defor
macyami ziemi. Obok tego wzięto dodatkowo <lwie ziemie z Pła
szowa i piasek rzeczny z Mydlnik. W celu lepszego zoryentowania 
się, do jakiego rodz~ju ziem nAleży wyniki prób odnieść, podajemy 
skłnd mechaniczny użytego materyału i pojemność wody. Wszystkie 
te dane SI\ uporządkowane dla przejrzystości według ilości najdrob
niejszych cząstek :r..awartych w ziemi. 

Miej· 
L. p. 

~co w ość 

ll. • 

Ul.' !\lydlniki 
IV. 
V. 

VI. 
VJl. 

VIII. l 
IX. 

X. 

" 

TABLICA IX. 

l t.·~~~~ Ziarna o średnicy ·<.> 

1 .~ ~l do o·otj o·OI-~ 0·0!>-1 o.1o~J powyt.].~ 
~ ~,g mm 0·05 o·10 1 t·o 1 t·o .~ ~ 

Uwaga 

lo>.<»· - -- o 
~ ~ ·~ w procentach suchej masy ziemi p., 

gleba. 

" 
pod g l. 
gleba 
piasek 

42 75 41•69 110·98 1 4·4.-6 1 o 12 145·910·10 - 0~~5 :2·51 
0·25-0·50 1•31 

l 
·0·50-l'<lO 0·64 

1

26·53 ' 29 45 ,' L7·59 , 26·39 0·04 i0·710·I0-0·25 8·9ó 

1
0·25-0·50 15'61 
0·50-1·00 1·83 

2f>·550' 28·880 5·940, 32·080 7•b50 56•3: ił 

22·920151·050 t!i·580i t2·350 0·100 l t2·4: Hlss 
20·380 56·380 14·340, 8•720 0•180 45•0 " 
20·2oo 49 oso t3·220,17·ó00 o·ooo 45·0 .. 
19'700 53·280 14·690 12'2BO 0·070 56·8 glinka 
17'300 57 0:-10 14 950 10·630 O·Q!)O 52·5· " 
7·310 9·180 5·220177·610 0·680 St·s1 piasek 

usdrzeczny odsiany przez sito l mm l ,. 
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Ziemię uformowano w walr-e o średnicy 28 mm. 
50 mm. następnie wysuszono na powietrzu i' poddano 
Poniżej podajemy rezultaty, wzięte z cytowanej już 
pracy: 

długości 
zgniataniu. 
popr1.cdnio 

Ziemia nr. 

111. IV. V. VI. vu. VIII. IX. 

Moc na zgni,.tnnie po wy-
suszeniu ziemi gfcm2 • 12329 4012 1299 2089 1995 6220 1478 

Pomijamy daty, podane przez Habedandta dla dwunastu róż
nych ziem, gdyż nie wiemy, ani przy jakiej wilgotnośei próbki for
mowano, ani też nie znamy składu mechanicznego ziem, z któremi 
pt·óbę wykonano. Prócz tego daty, podane przez Haberlandta, wy
dają się wobec dat naszych, a także i tych, które z11 Puchnen•m 
na dalszem miejscu cytujemy, niepr·awdopodobnie wysokie. Nato
miust podajemy te wyniki prób Haberlandta, które odnoszą. się do 
wzrastania mocy w miarę wysychania ziemi piaszczystej: 

Moc przy zgnintnniu !Ji cm2 • . 

Zawartość wody w 0/ 0 ciężaru 

11·85 5•5fJ 2·59 1·24 0·79 0·66 

853 1831 3267 51 G::! 6791 9271 

Prócz tego musimy wspomnieć szerzej o próbach Puchnera, 
który (podobnie jak Schacbbasian przy oznaczaniu spółc?.ynników 
tarcia zewnętrznego) operował pr.leważnie piaskiem i ziemiami sztu
cznemi, złożoneroi z próchnicy: kaolinu i kwarcu. Jaklwiwiek można 
się sprzecza<~ co do celowości dals?.ego badania ziem sztucznie zło· 
żonych, niepodobna nie przyznać, że one w wielkim st()pniu pr·zy
czyniły się do rozświetlenia wielu kwestyi i byly koniecznym wstę
pem do badań ziem naturalnych z domieszkami coraz to większych 
procent6w pewnych: zawartych już 1v nich składników, skoostatv
wanych przez mechaniczną i chemiczną analizę. 

Należało je podnieść tutaj, gdyż wyjaśniają w pewu~j mier1.e 
zmiennoŚ<; mocy przy wysychaniu ziemi i odnoszą się do wytrzy
małości przy zgniataniu, o którą właśnie chodzi. Próby te wykonano 
w ten sposób, że ziemię: uformowaną w walce o 2 cm średnicy 
i 3 cm wysokości nasycano wodą, a następnie podsuszano do wil
gotności odpowiadająeej SOofo: 600/o i t. d. pojemności wody. Przy 

' tych tedy datach należy pamiętać, że wysychanie odbywało się od 
krańcowej maksymalnej wilgotności, a nie jak w naszych pn)
bach od 40% pojemności łub w próbach Haberlandta od 11·85% 

. wagi: 
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I,. p. 

l. 

IJ. 

Ił l. 

IV. 

V. 
VI. 

VJJ. 

Vlll. 

l X. 

x . 
XI. 

Xll. 

X lU. 

XIV. 

XV. 

XVI. 

XVII. 

XVIII. 

XIX. 

XX. 

XXI. 

XXI f. 
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TABLICA X. 

od 

od 

Kaolin 

lłodzaj ziemi 

O średnicy zillrn: 

0·01 - O·Oi1 mm 

0·07(-11•114 • 

O· l 14- -0-171 ~ 

1)·171 - 0•250 • 

0·250-U 500 • 

05-1·0 

1·o- 2·o 

0·01- 2•0 

001 - 0·071 

0·071 - 0•114 " 
o·ti4 - 0·171 

0·171-0•250 • 

0·01- 0·25 

'fs kaolinu + '/a kwnrcu 

'/s lawlinu + "/s kwarcu 

Kwurc 

2/3 kwarcu + '/u humusu 

' /s kwurcu ·+ '/3 humusu 

llmnus 

'/s humusu + '/3 kaolinu 
1/ 8 humusu + 2/ 8 knolinu 

l Wzgl4j1dua wilgotność ziemi 

80% l 6!}% l 4<JOfo l 20% l 0°/~ 

Moc przy zgniatnniu gfcm' 

1320 

244 

109 

71 

35 
16 

5 

151 

655 
255 
167 

85 

24{} 

477 

H~l2 

281 

88 

40 

2!) 

8 

304 

812 
297 

199 
l• 6 
t()() 

4775 

318ll 
2712 

577 
637 7!16 

382 1 541 
192 207 

13691' 1591 
- 3501 

J-1.89 

167 

61 

27 

21 

4 

462 

995 
3!-2 
220 

178 

515 

ó411 
3820 
3501 

700 

478 

573 
161 

1750 
4138 

1211 

93 

36 
19 
19 

289 

1102 

292 

167 
149 
719 

60'.t8 

4467 

3183 
637 
159 
255 
88 

1910 

5093 

247 

42 

22 
2 

25 

909 
27ll 

140 

121 

650 
668.'1 

5730 

3135 

22R 
111 

32 
8 

1114 

6048 

Daty {ll"zytaczane uzyskano wprawdzie wszystkie jako wynik 
ostat-eczny wielu spostrzeżeń, pomimo to nie jest wcale wykluczone, 
iż noszą w sobie błędy, pochodzące z niedoldadności instrumentów, 
jakimi czyniono pomiary. Aparaty, służące do próbnego zgniatania 
ziemi, są nader rozmaite. Przeważnie konstrukcya ich oparta jest 
na zasadzie dźwigni, jak n.. p. w przyrządzie Schublera, w mody
fikacyi jego wprowadzonej przez Piędzickiego luh w aparacie, uży
tym 11rzez nas do doświadczeń. Pucbner posługiwał się przyFZądem, 
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w którym cięża(_bezpośrednio działał na tr:~..on pionowy --i na znaj
duj~~;cą się pud j ego zakończeniem próbkę ziemi. 

Dla uzupełnienia podajemy rysunek aparatu, któreg-o opis zna
leźć można w H tomie "Roczników nauk rolniczych", a którego 
konstrukcya i działanie są łatwe do odgadnic;;cia z rysunku (ryc. l ). 

Hycina L 

Teoretycznie możnaby mu zarzucić, że ruchomy krążek dolny, 
na którym stoi próbn y walec z ziemi, spoczywa swym trzonem na 
końcu dźwigni; porusz;ljącym się po luku. Wskutek tego następuj e 
ślizganie się tych elementów po sobie i zmienna dtugość ramienia 
dźwigni. Ten zarzut jednakowoż ma tylko czysto teoretyczne zna
<',zenie, gdyż drogi, jakie odbywa punkt podparcia, są tak drobne, 
że i<•-h w rachubę poprostu brać niepodobna. Zresztą zawsze wy
znaP-zono stałą aparatu i uwzględniono opory, zachodzące przy sa
mym ruchu dźwigni i przy przesuwaniu się trzonu dolnej podstawki 
w swojem łożysku. Aparat użyty posiadał jedną wadę: był za słaby 
do próbuwnnia spoist.ycb ziem wyschniętych. Na ogół j ednak ma-
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nipulowanie z nim jest wygodniejsze, aniżeli z aparatem Puchnera, 
gdyż operuje się mniejszymi ciężarkami. 

Tym to aparatem zmierzono moc na zgniatanie dziesięciu ziem 
próbnych i wyniki umieszczono we wspóln~j tablicy. 

Nieco szerzej potrzeba było omówić zgniatanie, już cl10ciażby 
z tego powodu, że prób w tym kierunku było najwięcej i że tu 
można było pudnieść niezmiernie ważną sprawę wysyc1Jania. Badań 
innych mocy jest daleko mniej. gdyż z jednej strony trudniejsze 
są one do skonstatowania, z drugiej zaś strony uważano je niesłu
sznie za mniej ważne, nie zdając sobie sprawy, że do zrozumienia 
mocy zło?.onej, jaka występuje przy działaniu narzędzi rolniczych 
lub przy wgłębianiu się korzenia rośliny w ziemię, konieczną jest 
znajomość mocy niezłożouych. Zadaniem naszero będzie przedsta
wienie w dalszym ciągu rezultatów dotyehczasowych badań innych 
mocy tak, ażeby można było wysnuć pewne wnioski co do stosunku: 
w jakim stoją do siebie moce niezłożone. 

B) Moc przy rozrywaniu. 

Pierwszy R. Heinrich badał moc ziemi na rozerwanie i to 
wobec 50°/0 nasycenia wodą. Ziemię umieszczał on ściśniętą po
r!liędzy dwiema blachami żelazneroi o powierzchni l dm2• Górna 
blacha zawieszona była poziomo, dolną obciążano małem naczyń
kiem, do którego wsypywano piasek. Ciężar potrzebny do rozerwa
nia ziemi podzielony przez powierzchnię przerwaną, dawał moc ziemi 
na rozerwanie. Metoda ta przydatna jest jedynie do badania ziem, 
których przyczepność do żelaza jest większa od mocy. 

Przez nieporozumienie zapewne odnosi Mitscherlich 1} pewną 
część prób wykonanych przez prof. Haberlandta do mocy na ro
zerwanie. Uważać to należy za pomyłkę, gdyż walec z dowolnego 
wykonany materyału, podparty na obydwu koiicacl1, a obcią.żony 
w środku nie rozrywu się, lecz łamie. vVprawdzie w przekrojach 
poprzecznych zginanej belki powstają natężenia normalne do prze
kroju, jednakże tyłku w Jolnej części be] ki ponad osią. obojętną. 
następują rozerwania włókien poilłużn yelJ, podczas gdy w górnej 
części muszą powstać zgniatania. A właśnie tego rodzaju natężenia 
nazywamy w nauce o wytrzyml:lłości materyałów nat;Qżeniem przy 
zginaniu 1ub złamaniu. 

·wobec tego, że mt3toda Heinricha może mieć bard?.o szczupły 
zakres zastosowania, gdyż mało tylko ziem jest takich, któreby 
miały przyczepność do żelaza większą. nad moc na rozerwanie, wy
dało się wskazane spróbować, czy sposoby, używane przy błldaniu 

') Dr. A. M i te c h er l i c h: Bodenkunde. Berlin, 1905. 
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innych materyałów, nie dałyby się z pewnemi modytikacyami, o~
powiadającemi naturze badanego materyału, zastosować pr.ly badamu 
mocy ziemi na rozerwanie. Skon~truowano zatem nowy aparat: który 
zape.wne będzie można jeszcze z biegiem czasu ulepszy1\ (t·yc. 2). _jj 

Hycina 2. 

Konstrukcya przyrządu jest następująca: 
Na podstawie drewnianej znajdują się dwa słupki zwią1.ane 

poprzeczną bel~.ą u góry. W 0uszczyźnie symetryi aparatu znajdują 
się dwa kółka z rowkami, przez które przerzucono cienki stalowy 
łańcuszek o bardzo drobnych ogniwach. Na jednym końcu uwie
szona. jest szalka na śmt, na drugim końcu, zwisającym od prze
dniej strony pn~yrządu, umocowany jest drobny haczyk, któt·y za
czepia się o górne ujęcie walca próbnego. 

Ziemia, uformowana w walec o 28 mm średnicy, jest od dołu 
umocowana w aparacie. Ujęcie to wyrobione walcowo posiada wy
ściółkę z gumy z wkładką płócienną i składa się z jednej połowy 
nieruchomej i drugiej przesuwalnej. Skoro walec pt·óbny wyciśnie 
się z rury metulowej uformowany należycie, stawia się go na krą.żt:k 
drewuian y posiadający ściśle tę samą średnicę co i walec. a na
stępnie wsuwa w stałą połowę ujęcia dolnego, poezero daje się od 
przodu dru!{ą połowę wyściółki~ zasuwa ruchomą połowę drewnia
nego ujęcia i ustsla ją zapomocą śrubki. Górne ujęcie składa się 
z krążka drewnianego o średnicy próbowanego walcH, z okładziny 
gumowej i pierścienia metalowego o sprężynowem zamknięciu. Krą
żek drewniany posiada ucho, w które zaczepia się haczyk od łań
cuszka. 
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Dr.iałanie UJf<C polega na wywołaniu tarcia pomiędzy ziemią 
a okładziną gumową. Ażeby jednak ani przysunięcie ruchomt>j po
łowy Jolnegu ujęcia~ ani sprężynowa opaska w górnom ujęciu nie 
uciskała walca próbnego. użyto właśnie owych krążków drewnianych, 
któt·e chronią walec ud defcJrmacyi przez ucisk z boku. 

Manipulacya wymaga wiele zt•ęcznuści~ ażeby próbek nie uszko
dzit\. a tukże troskliwego ustawienia aparatu, nżeh~· ciągnienie pa
dało w oś matematyczną walca. Zaznaczymy też odrazu. że aparat 
nasz nie nada\vał się do prób z piaskiem. gdyż ten deformowal się 
nawet pod wpływem chwilowej zmiany położenia i pod wpływem 
nieznacznego ciężaru górnej nasady. Przy pr0bach dol)l·r.e je~;t postępu
war. w uastttpujący sposób: vValec próbny stawia ~ię na odwrócony 
górny krążek drewniany. otacza się gumową okładzin11 tak, h~· guma 
stykała się z walcem na wysokość około 1.0 mm i zakłada się ~prę
ży:;tą metalową opaskę. Następnie odwraca się zręcznie cały walec 
o 180°, stawia na dolny krążek drewniany, wsuwa si~ w półkoliste 
etxle wyżłohieuie. w którem znajduje się już połowa gumowej wy
ściółki. Po przysunittciu ruchomej połowy dolnego:> ujQcia zakłada 
się delikatnie haczyk zwisający na Jańcu:szku i obciąża si': szalkę 
tak długo, aż nastąpi zerwauie materyału. 

Jak wspomniano, aparat nasz ni1~ nadawał się do badania mo<~y 
piasku, natomiast przy próbach, prowadzonych z resztą ziem. działał 
zupełnie zadowalniająco. Jedynie przy badaniu iłu zaszła kilkakrotnie 
pt·ze,;zkoda, gdyż okazało się. że wywołane tarcie było za małe 
wobec mocy ziemi i próbka wyślizgnęła ~;ię z ujęcia. Szt>rokoś(\ za
stosowania możuaby zwi~kszyć, uży,vając mocniejszego aparatu 
i szorstkiej okładziny gumowej ze względu na badania ziem zwiQ
złych. glinowej zaś lekkiej opaski na górnem ujęciu celem umożli
wienia robienia doświadczeń i z piaskiem. Niewątpliwie są pewne 
usterki i w tej metodzie. że wspomnimy tylko o wielkiej łatwości 
uszkodzenia lub. co gvr.-;ze, osłabienia pr•)bek. \V każdym razie 
można za j ej pomocą uzyskać daty przydatliC do oryentacyi, a m\
wet i do <,blicz(>ń. 

Rezultaty prób z rozrywaniem ziemi powyższym aparutem 
umies?,czono we w~;pólnej tablicy, zawierając-ej moce ziem próbo
wanych. 

C) Moc ziemi przy ścinaniu. 

Przy omawianiu tarcia wewnętrznego ziemi wspomniano JUZ 

o d w u metodach, prowadzących do jednoczesneg0 poznania spół
czynnika tarcia i "spójności", która tak pojęta. jest niczem innem 
jak tylko sumą nutężeit stycznych w przekroju ścinanym. Podając 
tedy tak obliczouą spójnotić na jednostkę przekt·oju, podajemy wła
ściwic moc matcrynłu na ści11anie. 
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\Vzór na moc na ścinanie będzie: 

a-n 
l 

C= 2 

sin2 - "'! 
2 

ylt - ·--
:Slil a cos (>1 

albo po rozwinięciu: 

[ 
. a (>1 a . (>,]2 

Sin 
2 
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2 

- COS 2 SIO 
2 

yh - - - . 
2 sin a cos a (cos2 (>1
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2 2 2 2 

Dzielimy licznik i mianownik ułamka przez cos2 ~ 

l 
c= 2 yh 

[ 
. a 

8111 t - - cos 

2 
. a a 

SlD 2 COS ~ 

Dzielimy następnie przez cos~ ; : a otrzymamy: 

l 
r= 2 

25 

Prawa stt·oua t'Ównania zawiera ilotici znaucz obserwacyi (a, h), 

tudzież t g ~1 
, które możemy obliczyć podaną, przedtem metodą. 

Wprowadzają-c w rachunek wysokość szkarpy pionowet t. j. 
kładąc h= h0 . a= 90°. otrzymamy wzór: 

Doświadczenia Loewego przeczą po części prawdziwości po
wyższych w.zorów, gdyż obserwowane przez niego wartości kąta 
tat·cia wewnętrznego maleją w miarę, jak próba wykonywa się 
z większą wysokością szkarpy. Wskutek tego możnaby 'mosić, iż 
spółczynnik tarcia zależy od pochyłości usypanej szkarpy, co brzmi 

3* 
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nieprawdopodobnie. Tarcie bowiem może się zmieniać, ale spółczyn
nik w grani~acb próby, t. j, przy jednakowym wszędzie mat.ery11le 
i tych samych warunkach wilgotności, nie ma zupełnie powodu do 
zmiany. Sprzeczność tę wyjaśnić muszą dalsze badania tarcia we
wnętrznego i mocy, na razie konstatujemy tylko. iż ona istnieje. 

Loewe obsenvował wysokość szkarp przy kątach nachylenia 
90o, 85o, 80°, 77030', 75° i -;oo do poziomu. Do obliczenia kl\ta (!J 
podług wzoru potrzeba tyłko dwu wysokości, zatem wartości na (>1 

możemy otr.tymać w danym przypadku tyle, ile jest kombinacyi 
drug-iej klasy z ilości obserwowanych wysokości, t. j. 15. lm ciałsza 
kombinacya. tern mniejsza wypada wartość na (!1 • Różnice są tak 
mżące, że podczas gdy (!1 obliczone z lzno i h8ó wynosi 61 °51' óó" 
(przy wilgotności lUO/o ciężaru ziemi), to (!1 obliczone z hi7.5 i h7r. 
wynos: zaledwie 4°43' 46". 

· Ponieważ ten stosunek powtarza się stale pr;~y wszystkich se-
.ryach prób przeprowadzonych pr·zez Loewego, nie można nawet 
podejrzywać błc.;du w eksperymencie, ale należy przypuszczać, iż 
cyfry te zawierają w sobie ukryte jakieś prawo, które dopiero nowe 
badania zdołają może rozjaśnić. \Vo\wc tak znac'l.n)"ch różnic w obli
czaniu jednej i t~j samej ilości uważa Loewe wzór za błędny. 
Stawia też inny wzór empiryczny, który daje zupełnie prawie je
dnakowe rezult~ty. Co do usiłowań należy zaznaczyć, że Loewe 
idzie zadaleko. Wykonał on dziesięć St'ryi prób przy różnych wil
gotnościach ziemi, powinien byl zatem otrzymać dziesięć różnych 
wartości na kąt tarcia, który prz(•cież zależy od ilości wody za
wart~j w ziemi. Właściwie więr., jeśli już chodziło o skonstruowanie 
empirycznego wzoru. było wskł.lzane uzyskanie równości wyn .ków 
liczenia w tej :samej seryi spostrzt>żeń. W ten sposób doprowaclzonoby 
do tego: by wart0ści (h w obrębie tąj Silmej seryi nie różniły się 
tak rażąco, a nie zatartoby równocześnie ważnych różnic pomiędzy 
wielkościami f! h należącerni do róż n ycll St>ryi. BJąd poJeg-ał na tern, 
że Loewe SZtllC'l.Ule dobranym· wzorem chciał koniecznie uzsskać 
te same wyniki przy różnych stopniach wilgotności. 

Zaslugą tego badacza było zwrócenie uwag-i na niedosbiteczność 
wzoru, służącego do pośredniego obliczania mocy na ::icinaniP. Tem 
'vażoiejszy jcl't ten fakt. że n. p. ogólnie używana tablica Rebhanna 
i Otta jest obliczona w podobny sposób z dwu wysokości szkarpy, 
z któryrh jedna jest pionowa. Wobec tego bezpośrednie wyzna
czanie mocy na ścinanie jest rzeczą pierwszorzędnPj wagi, gdyż 
dopiero po nagromadzeniu odpowiedniej ilości pewnego materyału 
obserwacyjnego będzie można wzór sprawdzić ostatecznie. 

Dat, podających wit>lkość mocy ziemi na ścinanie, uzyskano 
drogą spostrzeżeń dotychczas bardzo mało. Dlatego interesujące bę
dzie przypatrzenie się tym cyfrom, "które Martouy uzyskał bezpo
średnio z pomiaru. Jeśli umieścimy na sobie dwie skrzynie i na-
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pełnimy ziemią.. to opór mierzony przy pr.tesunięciu górnej skrzyni 
będzie pochodził od tarcia wewnętrznego i od spójności. Skoro je
dnakże pomiar uskutecznimy powtórnie po zerwaniu materyału, to 
rezultat będzie obejmował same tylko opory tnrcia. Różnica obydwu 
pomiarów da nam żądany opór spójności, a po zredukowaniu go na 
jednostkę ścinanego przekroju, moc ziemi na ścinanie. Martony 
uważał rezultat drugiego pomiaru za samo tarcie wewnętrzne, jak
kolwiek zdawał sobie zupełnie dobrze sprawę, iż cyfry otrzymy
wane w ten 8posób, z~twierają w sobie i inne opory. Co do mocy 
na ścinanie, to niewątpliwie cyfry uzyskane można uważać za zbli
żone do prawdy, jakkolwiek samo przeprowadzenie doświadczenia 
było zanadto prymitywne i pomiar daleki od wymaganej precyzyj
ności. Podajcmy daty zebrane przez Martonyego, pr.teliczone juź 
na miarę metryczną: 

Ubita ziemia z wału Ubita glina Ubita glinka pia-
sucha wilgotna sucha wilg. szczysta wilgotna 

Moc na 3cioanie gfcm 2 54·3 56·1 52·5 

Loewe uzyskał dla piasku przy różnycl1 
moc na ścinanie od 1·88 do 3·94 gfcm2• 

93•4 86·1 

stanach wilgotności 

11. Moc względna ziemi. 

Z mocy względnych można nieco powiedzieć jedynie o mocy 
pr.ty zg!naniu. gtlyż skręcania nikt nie badał dotychczas. W cyto
wanej pracy Haberlandta, a także w pracy Puchnera znajdujemy 
pewną ilość dat, odnoszących się do mocy względnej. Haberlanclt 
robił doświadczenia z walcami 2 cm średnicy i 10 cm długości. 
F odparte one były w dwu końcach tak, że pomiędzy podporami 
był odstęp mierzony w świetle 6 cm. Obciążenie umieszczone było 
w pośrodku długości walca. Puchner wykonywał analogiczne próby 
z walcami o długości 9 cm i średnicy 2 cm. Niel!tety nie podano 
niepodpartej długości walca. 

Obydwaj autorowie ograniczyli się do podania surowych cyfr, 
oznaczających cięż~tr, który działa w środku długości walca i spro
wadza jego złamanie. Ażeby módz przeliczyć te daty i odnieść je 
d<> jednostki przekroju, musimy wprzód obliczyć moment łamiący. 
Pod działaniem siły P i ciężaru własnego G powstaną dwa ciśnienia 
podporowe Dt i D2 , które możemy pomyśleć sobie w środku pod
parcia. Ponieważ znamy (w przykładzie Haberlandta) długość walca 11 

i światło podpór 4,. przeto oddalenie ciśnień podporowych od siebie 

wymeste l= l1 t .!:.! . Wielkość ciśnienia podporowego będzie: 

D1 = JJ2 = ! (P + G). 
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Oznac1.ając przez .Mmnx największy moment łamiąr.y, który, 
jak wiadomo, będzie w środkowym przekroju: możemy n~pi~->IH~: 

~ua.x = D1 ! = !· (P+ G) l. 

Przeciwdziałający temu momentowi moment oporu dla prze
kroju kołowego wynosi: 

da n 
W. "a = 32 - ~ O· l <J3 "" : 

J:tn 
przyczem W= -

32 
oznacza moduł przekroju, zaś x5 jest natęże-

niem przy zhunaniu. 
Podług dat Haberlandta wypada l=~ cm. Ciężar t-; = Vy = 

_d~ n l.y. Po podstawieni u wartości d= 2, 11 = 10, y~ 2·5 g (cię
żar l cm ziemi). otrzymamy: G= 78·ó7 g. Mc.mcnt oporu wyniesie 
w danym przykładzie Wz5 = 0·8 z,,. 

Otrzymamy równanie: 

Stąd: 

P+ 78·57 R 
Jfmax = 2 . 2 = O 8 X;, • 

r+7~ 
"~ - o 4 . 

Dla ziem wysuszonvch. użvt\'eh przez Haberlamlta , wypadają. 
następujące moce na zła1;1anie: 

L. p. 

l. 
li. 

Hl. 
IV. 
V. 

VI. 
VII. 

VIII . 
IX. 
X. 

XI. 
XII. 

'l'AULH.:A XI. 

Hodzaj ziemi 

Gleba gliuinsb• bogata w próchniclj i wapno 
Glina tallnwium) • . . . 
Glina w:~pnista . • . . . • . 
U:iss 
Glina ielazi~ta . . . . . . . 
Drobno piuszczy~ut ziemia (:rnejR) 
Drobno piaszczysta ziemia (łupek) 
Drobno piasz<·zystn. gleba 
l'ia~zczy6ta ziemia !granit; 
Torf . . . . . . 
l'iasek tółtawy . . . 
Gruho ziarui~ty piat<ek 

l llloc nn złamanie gfcm' 

:m:>40 
1~215 
15340 
8!łli5 

143W 
!lb90 
944-0 
6715 
6697 
0090 
4340 
1!16!:1 
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Żałować wypada, że rachunek mógł być tylko przybliżony, 
gdyr. autor nie podaje zupełnie ciężam walców i w mdmnku mu
siano wstawić ciężar przybliżony dla wszystkieJ, ziem jeclnakuwy. 
Także brak przeciwwagi. jaką stanowićb~7 mogły daty innych auto
row, stanowi słabą stronę powyższej tablicy. Puchnerowskie cyfry 
s~1 w dauym razie nifl do użycia: nie można ich pr.wliczyć w po
dany sposób, gdyż nic znamy długości walca niepodpartej. Z dru
giej strony należy stwierdzić: , że i surowych dat obydwu autorów 
nie można. 7.<'stawiłlć obok siebie, bo mogą odnosić się do całki~>m 
od mieuuych warunków. 

Dla ilustracyi wpływu wysychania na moc na złamanie po
dlljl•my wyniki prób, przedsiębranych przez Haberlandta z ziemią 
nr. IX przy różnych stnnach wilgotno~ci: 

Wilgotno~,; w % pojemności wody 11·85 o·iib 2·59 1·24 0·79 CHl6 

Moc na złamanie gfcm2 • • • • 2GO 1111.0 ~125 5730 7R30 7375 

'l'ahlieą po"·yższą zamykamy szereg dat., j akie należało przy
toczyć dla wyjn.śnienia sobie choć częśf'iowego, juk wielką jest moe 
ziemi. Nie dotkni<;to tutaj wpływu rozmaitego składu mechanicznego 
i chemicznego na moc ziemi, kierując si~ tli myślą, że nie chodzi 
w danym razie o wykrycie przyczyn, które stanowią, iż jedna 
ziemia jest bardzi~j spoista niż druga i większy opór :stawia defiJr
rnującym ją nurz~,;dziom~ ale jedynie o to, j ak się doch odzi do po
znania mocy 11iezłożonych dan~j dc>'w()}nej ziemi, jak wil:'lkit> są 
moce i jaki jest ich wzajemny stosunek. 

Zestawie~ia nie ob~jmują wszystkich dat. znajdujących ~Sitt 
w cytowanych pracach, gdyż znaczna, ich ihić, jak u. p. wszyt'tkie 
daty w pracy Z. Pi~dzickiego, Dra Baggcr~, tudzież wiele dat w pra
cach innych autorów odnosi się do wpływu oddzielnych składników 
zit>mi na moc jej. Pominięto także i daty muiej ważne i mniej c•.ha
raktt>rysty(;zne JuiJ takie, kt<.it-ycł1 niepodohnu bylo Zl"edukowa(~ na 
jcdncJstkę powierzchni. 

Jakkvlwiek jednak wiele jest luk w uaszych wiadomościach 
o mocy ziemi. wystarczą ont' do uzyskania pewnej oryentacyi przy 
nast,.pnf'rn neeninni u wielkości oporu podczas pracy narzęd:w1mi 
rolniczemi i będą mogły posłużyć nam przy wyznaczaniu kierun
ków, pc!d którymi cz:,stki łl11ltt:ryału ziernn<'go, parte narzędziem: 
b~;d:1 przesuwały się względem siebi<>. Tu zatem ~tyka się kw(':;tya 
wiclko~ci różnych mocy ze spt·awą przebiegu cleformacy i w mate
ryale ziemnym i wkra<·za w sferę zjawisk obscrwowanydt dot~·clt
CZl:lS n~ matet·yałach budowlanych, a nietraktowanych jeszcze weale 
przez nikogo z badających fizyczne wła~ciwoŚ<\i ziemi. Ażeby zatem 
sprawę przedstawić jasno, wyjdziemy ze zjawisk zaobserwowan~·ch 
przy deformowaniu matEJryalów 1Judowlan yck 



30 '!'. M. ~•WGUHSKI 

III. Prawa Mohra i zastosowanie ich do ziemi. 

Pt·óbka dowolnego rnateryału. poddana działaniu sił zcwn.;trz
n_ych, ulega deformacyi, która rn0że być. trwałn, o ile nat~;:żenia po
wstałe w ciele, przekroczą granicę sprężystości Zależnie od rodzaju 
Mtężenia, od kierunku jego i wielkości nastąpić Ill0W1 różne prz~
sunięcia cząstek w mater_vale, ale zawsze muszą oue być zgodne 
z naturą m»te•·.yału i będą co do kierunku zaws7-e j ednakie bez 
względu na wielkość natężenia, jeśli tylko kierunek nat-:żeń się nie 
zmieni. Zgadza się to z ogólną zasadl\ deformacyi, że podobne dzia
łania sił zewnętrznych muszą w takim samym materyale W)'wołać 
podobne do siebie cleforrnacye. 

Niedawno dopiero rozpoeZ<:to badania nad tem. w jaki sposób 
uklaclają się cząstki w natężanym materyale. Zauważono. że próh~i 
poddane działaniu :sił rozrywających j e. zgniatających lub innych, 
okazywały na swej powierz(lhni zarysowaną ·drobną siatkę utwo
rzon:} przez ślady pnwiet'v.chni (pła:szczyzn), wzdłuż których doko
nywały się przesunięcia cząstek tnatcryału. Pierw:;zy Luclers w Din
glera "Polyt. Journal" z r. 1860 zwrócił uw11:,rę na prawidłowość 
pl"~:esunięć i na ślady powierzchni usuwiskowych (Gleitfli1Che). Dal
sze badania . prowadzone przez niemieckie tec~miczne Stacyc do
świadczalne, pozwoliły nagromadzić dużo materyału obserwaeyjnf'g-o. 
Na\wi~cej jednak faktów zebrał w sw~j książce L . Hartmann 1) . 

Tego bogatego materyału, zebranego w ciągu kilku clziesiątk<Sw 
lat, użył prof. Dr. Otto M•1hr 2) dla post11wienia niewielu. ale bardzo 
ważnych prawideł. tyczących się deformacyi ciał. Po:;lużyły mu one 
także do po:stawionia ogromnie cennej hipotezy o związłcu wzajem
nym różnych natężeń matcr_yału i naukowego wytłómac:z.~>nia obser
wowanych zjawisk. Prawa te powtarzamy za autorem: 

l. Deformacye w ciałach j ednorodnyeh obserwowane na gra
nicy elastyczności nic ochwszą się do drobin ciała, nic polcgajf) na 
tern. iż cząstki o skończ0n_ych wymiarach pt'v.esuwają się względem 
siebie, tworząc dwie grupy warstw usuwiskowycb. Ślady tych warstw 
na powierzchni ciała tworzą charakteryst)•Czne figury przesuni\'Ć. 

2. Sąsiednie warstwy jednej i tej samej g rupy Sl\ do siebie 
równoległe. 

3. Obiedwie grupy warstw usuwiskowych krzyżują się pod 
kątem w. którego wielkość zależy wyłącznie od właściwości mate· 
ryału, a nie jest wcale zawisła od sum u nat~żcń w danym punkcie 
ciała. 

• l L. lł ar t m n n n : Uistribution des dćformatione d ans l es metaux soumis 
a df'S etforts. 1896. 

•1 Dr. Ing. O t t o M o b r : Abhandlongen aus dem Gebiete der lecbniechen 
Mcchomik. Berlin. 1906. 
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4. Jeśli natężenie nie zmienia kierunku, to położenie warstw 
usuwiskowych nie ulegnie zmianie, chociażby wielkość natężenia 
była zmienna. 

5. Powierzchnie zerwania materyału bywają zgodne z war
stwami usuwiskowemi. 

Tych kilka praw~ sformułowanych przez Mołu·a, tyczy się 
prz~dewszystkiem zachowywania się materyałów budowlanych, a oso
bliwie metali, gdyż obserwacye prowadzone były tylko w tym za
kresH.~. Nie ulega jednak wątpliwości, że mają one ogólniejsze zna
czenie i że zakres ich można rozszerzyć i na inne materyały. Tak 
sądzi i cytowany autor, gdyż nie ogranicza swoich wniosków do 
pHwnej katef,oryi ciał i tak bardzo różnych. lecz mówi wogóle () de
formacyi materyułów. Można też byJo z góry przypuszczać, że zie
mia musi zach<>wywać się w podobny sposób, jeśli ją poddnmy 
działaniu sił zewnętrznych. Takie jednakowoż uogólnienie mia~oby 
cechę wielkiej dowolności. wymagało przeto calego szeregu doświad
czeń, któreby ustaliły. czy uogólnienie jest w danym razie dopu
szczalne. 

Eksperyment, o ;)e chodzi chodzi o metale. można bez tl·udu 
wykonać, wytrawiając kwasem ślady warstw usuwiskowych na wy
polerowanej powierzchni ciała zdeformowanego. Do ziemi tej me
tod~· nie by~o można wprost przystosować i potrzeba było ucier się 
do innych sposobów. Mają one tę niedogodnoś~. że nie uwidoczniają 
śh1dów i nie pozwalają ocenić grubości warstw osuwiskowych, 
a tylko pośrednio dają możność skonstatowania kierunku przesunięć. 

Jakkolwiek jednak szczupły jest zakres obserwacyi nad two
toozeniem się powierzchni osuwiskowych. mają one niezmiernie ważne 
zn:•czenie dla konstrukcyi narzędzi, służących do uprawy roli, gdyż 
stanowią dość pewny punkt wyjścia przy teoretycznem rozważaniu 
tel'.łmologicznyeh proces<iw, jakie zachodzą przy pracy dowohu~rn 
narzędziem tej grupy. 

Już przy zwyczajnem zgniataniu walca wyrobionego z ziemi 
m,>żna zauważyć i to daleko lepiej, aniżeli w próbach z inn.vmi 
materyałami, że pęknięcia następują pod pewnym stałym kątem. 
'l' worzą się przytern charakterystyczne dwa stożki zwrócone wierz
chołkami ku sobie, przyczem podstawy próbnego walca są często
kroć kierownicami tych stożków. Prawidłowość jest bardzit>j wi
doczna przy próbach z ziemią, gdyż obserwacya jest ułatwiona 
z powodu natury materyału. Łatwo tu obnażyć stożki powstałe po 
pęknięciu i oddalić lekko już odłupane częściowo boki walca. Nie
wątpliwie zdarzają się i inne pęknięcia n. p. na ukos, ale po pierwsze: 
występują one rzadko przy operowaniu ziemią zwilżoną, po drugie 
zaś: zawierać zwykły z kierunkiem działania siły ten sam kąt cha
rakterystyczny, jaki zwykł występować przy utworzeniu się stożków. 

Ażebymódzmierzyć kąty osuwiskowe: niepodobna ograniczyć 
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się do pr<Jbnych walców. Owszem: ponieważ chodzi o tak donioslą 
rzerz jak praca technologiczna narzędzi przy uprawie rolL musiało 
się ~tworzyć w eksperymencie warunki zbliżone do tych, które za
chodzą podczas pracy w rzeczywistości. Do tego celu posłużył aparat, 
kt•)rym można było badać kąty usuwiskowe. obserwować deformacyę 
ziemi i mierzyć opory przy pracy (ryc. 3). 

Uycina 3. 

PrzyrU}d jest umim;zc:wny na silnych kozłach, podpierujących 
stół. Po dwu dłuższych bok~ch stołu znąjdują się szyny o prze
kroju t-, :służqce za tor dla wózka. \Vózek toczy się na czterech 
zespołach kółek. Cztery zatem kółlut spoczywaj:l na górn~j krawędzi 
ksztahówki, czwry podchwyt~ją doluą krawędź; eztery zaś służą 
do bocznego prowadzt-nin wózka. są u:stawione poziomo i toczą. się 
po średniqj kraw~dzi. W ten sposób wózek nie może si<; podnieść 
ku g6rze: ani opa::lć na dół. ani też dmmHĆ skręcenia w płnszczy7.uie 
pozioml.'j. łtwz musi toczyl• się po swoim torze. 

~~~ tych cztc·rech ;;yst.elllii.Ch kókk spoczywa silnie związana 
belka, zł'ożona z kilku pt·ętów po?.iomych. do któr_yeh zapomocą 
osobnt·go sprzę~u przymo<\owuje się stylisko nożowe. Użyto czterech 
noży do p1·ób: dwa z nieh były klinami o przekroju prostokątnym 
o kącie zfiOf;t.rzcnia 1 f> t) i 20\ jeden był klinem równoramiC'nnym 
o kącie zaost.rzeuia H)0, jeden zaś przedstawiHf płaszezyznę w Dllj
ogólniejszem położeniu. 

Pociąg wózka uskuteczniono przez obciążania szalki ~awie
szonej m• linewce, która _jednym końcem umocowana była do wózka, 
drugim znś przen~ueona przez kr11żck, zwisała ze stołu aparatu. 
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Ziemię układano na stole i wyrównywauo ją tak: że miała 
kształt granil:lstoslupa o podstawie prostokątn<-j. kiąct·go na jednej 
z więks~ych ścian pobocznicy. St;m ziPmi stamno Ril;l pn.ytem utrzy
mać taki. jaki był przy próbach mocy, 1lo<lają0 do matocryalu ilość 
wody. odpowiadaji!C-1 40% nasycenia. Z utrr.yrnanicm te~o :;ame~o 
stanu zbitości: przy stosunkowo ~nacznej masie badanej ziemi. było 
nieco trudniej. Przeważnie kierowano się wrl:lżeniem, jnkiego do
znawało się przv rozkruszaniu zinmi i formowaniu rękoma. j akkol
wiek nie zaniedbano starHuia o proporcyonaluość (Jbjętości ziemi 
suchej do obj~tości ziemi ugniecion~j i r.n.f..rmownnej. którą wobec 
regularnych kształt/l\v bloku ziemi możnll b_ylo skute('znie zawsz<' 
skontrolowl:l(:. Ruguj:!C w ten sposóh w miarę rnoino:§ci różnie~ 
w próbnym mate•·yale. spod:r.iewano "i'< t~p•·owudzić doświadczenia 
do równości warunków i otrzymać takie rcwltaty. któ•·eb~- bez wa
hania można porównywaĆ'. i ~estawiać ~ •·ezultat-ami badań mocy. 
\'Vażue bowi1>m było nzyskaniP p•·wnotir·i, ic zarówno spostrzeżpnia 
tyczą0e się ki1~runk.iw usnwiskowych. jak i zapisane ohsorwacyl~ 
mocy ziemi odnoszą się do tego same.!!o matery;~łu. 

Główne próhy wykonano ~ iłem (nr. III) i r. piaskiem (nr. X). 
Patrz tabliea X). 

1\ycioa 4. 

Celem dokladnoti<:i prz,· mi~::r:r.eniu prz..-suni._<;. nan••szr1110 na 
doskonale W\TÓwnunc tr:r.~' :Ś<~i,uoy. ll to: gvnH!- l:oczn:t (ocl hrózdy) 
i przednią (od czola ). siatk•: kwaclraton·;! " p .. dzia:e co lO mm lub 
co 20 mm. ~anic::~ieniP u~;kurecr.niano "fl"t-•·ht:nl lu~krog-ralicznym 
i uzyskiwano takimże sposobem po zdcfoml"''·auiu h•·yły odbitki 
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na papierze wprawdzie nie idealne. ale dość wyraźnie pozwalające 
na utrwalenie deformacvi. 

Prócz tego przeno~zono kształt pęknięć na kalkę tak, że oba
dwa zdjęcia mogły uzupelniać się wzajemnie. Z wielu doświadczeń 
przytaczamy jedynie cztery. Wybór padł na próby wykonane z pia
skiem i z iłem dlutcgo, że pierwszy łatwo pęka, drugi zaś wygodny 
jest przy sporządzaniu odbitek. 

D oś w i a d c z e n i e I. Pi11sek; posiadający wilg-otoości 400/o po
jemności, ubito w grubej warstwi t:! na stole opisanego aparatu i pod
cięto nożem o kącie zaostrzenia 1 ó 0• Głębokość zanurzenia wynosiła 
65 mm (ryc. 4). 

Z figury, będącej dokładną k\,pią rzeczywistości. widać~ że 
zaraz pierwsze pęknięcie~ wypadło p()d kątem około 55° do pochylo
nej ściany klina. Dalsze p~knięcia ciągnęły się przeważnie w kie
runku równoległym do tej samej ściany, nie wychodząc jednakże 
z granic przekroju poprzecznego warstwy ziemi. Dopiero pc1 odbyciu 
przez ostrze noża drogi 450 mm pojawiło się drugie całkowite pęk
nięcie nachylone do równi pochyłej pod kątem 51°. 

D oś w i a d c z e n i e II. Ił (nr. III), u bity przy wilgotności od
powiadającej 40% pojemn()ści wody, podcięto tym samym nożem 
w głębokości lOO mm. Ażeby uwidocznić, jak oclbywR-ła się defor
macyn. naniesiono nR zi<'llliQ. w podobny sposób jak poprzednio, 
siatkę kwadratmvą na ścianie bocznej, na której uwidoczniają się 
cłw.raktet·_n•ty<:zne rt:knięcia. 

Hycina o. 

Jak widać z {jgury Ó: zasuclnicz~· kierunek pękniQcia jest zbli
żony bardziej llo ze,,·n ~;; tl·z•wgo kierunku u::; u wiskowego. 

D oś w i a d c z e n i c III. Głębokość wut·stwy tego samego iłu, 
podeitttf:'j nożem. w ynosila 100 mm, ostrze klina 20°. Ziemia, jak 
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widać z figury. p~kła pod takim samym w przybliżeniu kątem, jak 
w poprzednich doświatlczeniach. 

Uycina 6. 

D oś w i a d c z e n i c IV. Pomimo zgodności wyników prób po
wyższych można było mieć nieje:tkie wątpliwości, mianowicie co do 
zachowania się warstw wgłębnych pod wpływem sił deformujących. 
Chodziło o pokazanie eksperymentalne, że przesunię~ia wewnątrz 
bryły poddanej działaniu podcinającego ją klina są t11kie same. jak 
w warstwach skrajnycl1, obserwowanych w poprzednich doświad
czeniach. Tembardzi~j dowód taki był konieczny, że nie •·zadko musi 
narzędzie przy uprawie roli pracować pod powierzchnią ziemi w ta
kich warunkach, w których ziemia nie może się swobodnie defor
mować, lecz napotyka przeszkody ze strony dalszych part_yi okala
jącej ją. ziemi. Nazwaćby można taki proces stłumionym. Zdarza się 
on zarówno przy podcinaniu skiby lemieszem, jnk i przy odcinaniu 
jej krojem od calizny. 

Ażeby oprócz przesunięć otrzymać i pęknięcia w warstwie 
głębszej, użyto do próby materyatu słabszego, t. _i. piasku. Nożowi 
nadano pozycyę taką, że ostrze stało pionowo. Sam nóż wybrano 
w kształcie klina równoramiennego o długości ost.rza 100 mm. Na 
wyrównl\nym poziomo grzbiecie bloku ziemi naniesiono llektogra
ficznie siatkę kwadratową. a nast~pnie przykryto ją cieniuchną hi
bulką. Na to przyszła gruba warstwa osobno w skrzynce fot·mier
skiej ubitego piasku. W tern miejscu, którędy miał nóż przechodzić, 
przykrycie stanowiła tylko ta dodatkowa ~varstwa piasku. Po bo
kach natomiast tego wązkiego paska, wynoszącego niewiele więcej 
ponad grubo:Sć głowy klina, położono cienki_e deseczki, na których 
umieszczono kilka metalowych obciążników .. · 
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W ien sposób oddzielono izolac_yą warstwę dolną od górnej, 
utrudninnt, :sztueznem obciążeniem ewentualne wydłużanie się war
stwy ziemi w kierunku pionowym i otrzymano w rezultacie defor
mucye widoc;me tylko w płaszczyznach poziomyel1. Nóż, wpuszczony 
w środek ławy ubit~j z piasku. był tak nastawiony, że przecinał 
ziemi<.; tylko w dolnej warstwie ua giQbokość równą długości ostrza, 
t. j. na lUO mm.. Skoro nóż 'vgłębił się w ziemię 0 tyle, że już 
~tylisko docJJt,dzilo do nif'j. odbierano delikatnie materyal warstwy 
górnt~j ua prze,;trzeui środkowej i torowano nożowi wolne przejście. 
Po pnwpuszczeniu uoża przez całą szeroko~ć ławy piaskowej, od
kryto sta.ranni!' wat"l'twę dolną wraz z siatką odbitą na niej. Po
nieważ j ednak zdjęeie odbitki z piasku byłoby trudne i Jękano się 
uszkodzić llli.Hct·yał. przeto po przypic,;ciu kalki szpilkarni odkopi<łwano 
na niej wiernie położPnie punktów węzłowych siatki pu deformacyi, 
tudzież pc:knięć. które pujawiły się w materyale po obydwu stro
nach przej ~cia. 

Kierunek pęknięć jest tak charakterystyczny, że ani na chwilę 
nie można W<łtpić: że ozn<.tcza on niwnocześuie kierunek przesunięć 
wzdłuż ph.1sz~.:zyzn usuwiskuwych. 

Rycina 7. 

'l'ak wicie drogą. prób usiłowano stwierdzić. że prawa, posta
wione przez Mohra, sto:mh się także i do ziemi. Ażeby jednak 
módz wyczytać więcej z otrzymanych reprodukcyi przebiegu od
kształcer1, należy wprzód zaznajomić się z rachunkowym sposobem 
wyznaczania kierunków osuwiskowych, podanym przez tegoż autora. 

W naszych próbach nnjwygoclni~j było ozuaczać kąt, jaki two-
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rzy kicrunek osuwiskowy z pochyłą ścianą klina. Nie jest ten kąt 
wcale identyczny z kątem w, <> którym mowa w prawaeh Mulu·a. 
gdyż tamten kłłt jest zawarty pomi~lhy kicrunkami śladów obydwu 
systemów wan;tw osuwiskowych. \V każdym razi!'\ pomi~tdzy oby· 
dwoma kątami jest pewien związek. który pvźniej b~dziemy się 
starali rozświetlić. Wspomnieć należało o tem. gdyż przy ubserwa
cyi deformowanej ziemi nie możemJ, tak jak u innych wielu ma
teryałów, obserwować kąta w bezpu~rtdnio, Hle tylko możemy go po
znać z obserwacyi kąta nachylenia kierunku usuwiskowego do pła
szczyzny klina. Kąt ten nazywł'IĆ h~<.lzicmy stale pr.leZ e. 

Uycina 8. 

Związek wzajemny obydwu kątt'l\v zn;.1jdziemy stopniowo w spo
sób następujący: 

Przy zwyczajnem zgniataniu walcu (ryc~. 8) przez :sił~;; l' dzia
łającą wzJłuż jego osi. występuje tarcie 'l' na zetknięciu ."ię płytki 
górnej i rnateryułu ziemnego. Wskutek tego rcakcya /(będzie miała 
kierunek wypadkowy z ciśnienia normalnego i tarcia. to ostatnie 
zaś będzie zwrócone od zewnętrznego obwod u koła ku osi, g-dyż 
wuicc, doznając skrócenia wzdlu~ osi, musi sil} pogrubia(·., a więc 
ziemia ma tcndencyę do roz>~uwania ::;ię wzdłuż promieni. Na ry
fmnku przedstawiono jako kierunki wypadkowe z l' i 1' proste R, 
którf.'! wyprowadzoue z punktów obwodowych górnej podstu wy w~lca, 
utworzą stożek abr, względnie n'b'lf. Ponieważ r:;iłą deformującą 
jest R, przeto kierunki usuwiskowe znajdziemy, odcinając po oby-

dwu stronach kierunku H kąt ~ . Otrzymtlffi.)' dwie pary stożków 
s1s1 i s2s2 , tak często obserwowanych na przełomach zgniatanych 
walcowych próbek. 
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Spróbujmy zast{)sować tl;l metodę do n.tjprostszych na razie 
elementów Mrzędzi, służących do uprawy roli. W tym celu ~-ve:imy 
pod uwagę przekrój poziomy kroju ustawionego. ostrzem pwnowo 
(ryc. 9). Niechaj trójkąt ABC porus7..a się w ziem1 w kierunku CJ!. 
Ziemia stawia opór N normalny do płaszczyzny AB, a :zate~ tak1e 
samo będzie i ciśnienie klina nu. ziemię. Oprócz tego dzutła na 
ziemię tarcie w kierunku od A do B. Możemy przyjąć, ie ciśnienie 
normalne jednostko,ve bQdzie równe na całej długości kroju. Twier
dzenie to będzie trafne, o ile chodzi o niezbyt głębokie zanurzenia 
narzędzia w ziemi, lub - jak w danym razie - o warunki, za
chodzące w cieniuchnej warstwie ziemi, wykrojonej dwiema pozio-

1/ 

I:yt:ina 9 

memi płaszczyznami z ogólnej masy. W ty<>h bowiem granicach 
szczupl~ch możemy śmiało uważać materyał jako zupełnie je(\no
J•odny. W każdym tedy punkcie płaszczyzny AB będzie działać 
taki~"" samo ciśnienie normalne i objawi się takie samo tarcie. Kie
rnnek tarcia musi być tu wręcz przeciwny spodziewanemu przesu
ni~<:iu ziemi względem płaszczyzny AB. Obie te siły 'Złoi()ne r8.7.em 
dadr_.ą. ciśnienie R. Jeśli od kierunku R odetniemy w każdym punkcie 

kąty ; w obie strony, otrzymamy dwa systemy płaszczyzn usuwi

skowych, uwidocznionych w poziomym przekroju jako kierunl-.i 1n 
i n. Wzdłuż nich nnstępują przesunięcia cząstek, wzdłuż nich pra
wdopodobnie nastąpiłoby zerwanie materyału. gdyby ten był ogra
niczony. a nie stanowił olbrzymiej masy, którą praktycznie bior~c1 
można w porównaniu do nar'Lf;ldzia uważać za nieskończenie wielką. 

Skoro krój ustnwimy pod pewnym kątem do poziomu, zadanie 
przenosi się do geometryi przestrzennej. Tnk samo rzecz się ma 
i z lemies7-em. W obydwu prz,vpadkach jednak- jak to pokażemy 
w dalszym ciągu - można wyznaczyć z góry kierunki płaszczyzn 
usuwiskowycb. 
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Co do kąta @, o który nam chodzi. będzie on miał dwojaką 
WlłTIOŚĆ: 

Ogólnie nap1s:r.emy: 

z czego wyuika: 

w e= go+~+ -2 , 

Nie r.awsze atoli możemy posługiwać się tym wzorem, gdyż 
nie zawsze mamy dane W!lrtości na obserwowany kąt @ l na kąt 
tarcia (!. Dlatego też po7.ądaJJe b~,:dzie w wielu przypadkach wpro
wadzenie wzoru Mohn.1 na wielkość kąta usuwiskowego 1). 

Jak wiadomo z p•·aw ,.formułowanych przez tegoż autora, prze
suwanie się warstw i zerwanie materyału ~.ależeć muszą od stanu 
natężeń w t.vch włal$nie powiet-zchniaoh. w który1·h owo przesuwanie 
się lnb r.erwan i e się ukaże. Jeśli też chodzi o granicę elastyczności 
lub moc. materyału. to musimy brać pod uwagę natężenia styczne 
i normalni" w powierzchniach usuwiskowych i na przełomach~ przer
wach i pęknięciach materyalu. 

Znając moc materyału na ciągnit-nie ("1 ) i na zgniatanie ("2), 

możemy ·wyprowadzić wzory na inne moce: na ścinanie i na skrę
canie, a także wyr.naczyć wielknśc\ kąta w. 

''Vzory tf', postawione przez Molu·a. są: 
Dl11 mocy na śein!l.nic: 

dla mocv na skrę1'1.1 nie: 

dla k11h1. zawartego p•Jmięchy sprr.ężouymi kierunkami usuwisko
wyroi: 

1) Vr. Ing. O t t o M o h r: o. c. 

4 
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przyczem zauważymy, że w cytowanych wzorach wprowadzono od
mienne oznaczenia, a mianowicie moc na ścinanie oznaczono przez "a~ 
na skręcanie przez x.,, a nie odwrotnie juk jest w oryginalnych 
wzorach. vVyprowadzenie i uzasadnienie wzorów znaleźć można 
w cytowP-nem dziele Mohra. Streszczenia subtelnych wywodów nie 
można podać: gdyż wypadaloby chyba całą rozprawę przepisać: nie 
chcąc u1·onić ani jednego ogniwa z <>ałego I'Ozumowania. 

'V zory te okazały niezw:v kłą zgodność z obserwacyjnym rna
teryałem, jakim Mohr rozporządzHl, naszem zadaniem było spra
wdzenie ich w odniesieniu do niezbadanego materyału ziemnego. 
vV tym też celu przeprowadzono badania nad mocą ziemi przy 
zgniataniu i rozrywaniu i szerzej omówiono zarówno wielkość tyc-h 
mocy: jak i metody, wiodące do ich poznania. 

Kierując rzecz napowrót do doświadc7,eń omówionych poprze
dnio, musimy porównać kierunek szczelin z kierunkiem, obliczonym 
podług wzoru Mohra. W ten sposób uzyskamy pewne wskazówki. 
czy obie metody poznania kąta w prowadzą do tych samych re
zultatów. 

Przyjmijmy w tym celu dla iłu spółczynnik tarcia po żelazie 
f= 0·778. co odpowiada kątowi tarcia f?= 37°5:3'. Ponieważ drogą 
prób znaleziono dla iłu Y-1 = 98 gjcm2, zaś x2 = 531 gfr.m2, przeto 
cos w= 46°30'. Odłożywszy po obydwu stronach kierunku 1·eakcyi R 

kąt ~ = 23° 15', otrzymamy spodziewane kierunki przesunięć. Na 

odbitce, uzyskanej z doświadczenia II (ryc. 5 ), uwidoczniono oba
dwa kierunki usuwiskowe i kierunek R. Jak rysunek wskazuje, 
zbliża się kierunek pęknięcia do bardziej pochylego kienmku osu
wiskowego. 

Kierunek przełomu rzeczywistego nie jest prosty. lecz przed
::;tawia ::>ię na rysunku iako linia wielokrotnie pozałamywana, głó
wny zarys jednak. czy L : idealna wyrównana linia zbliża się bardzo 
do pro~tej ozuaczonej na figurze AH1 i przedstawiającej właśnie 
zewnętrzny kierunek osuwiskowy. 

Nie należy też subie wyobraża<\ jakoby cała masa ziemi mu
siała pękać w jednym z dwu kil'runków osuwiskowych. :Matetyał 
bowiem: rozkładając się na warstwy i usuwa,iąc się w dwu kierun
kach. musi przerywać się raz wzdłuż jedn~j, raz znowu wzdłuż 
drugiej S:\Siedniej ptaszczyzny usuwiskow~i- vV skutek tego posiada 
nieki.,dy pękni(;lcie liczne załomy, w których można odnaleźć cha
rakterystyczne kierunki osuwiskowe. Musimy t:EY.G z~odnie z rzeczy
wistością przyjąć. że linia pęknięcia jest linią łamaną, złożoną z ele
mentów równoległych do odpowiadających sobie kierunków prze
::;uwania. Ażeby to uwydatnić na odbitkach przedstawiających pęk
nięcia, naniesiono kierunek reakcyi i kierunki obydwu płaszczyzn 
usnwiskowych, obliczone podług wzoru Mohra. Schody załomów 7.a-
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leżeć hędą ud grubości warstw usuwiskowych. przesuwających się 
p•) sobie. Gdyby materyał był jednorodny i gdyby spójność ziemi 
była naprawdę w każdem miejscu ta sama, musielibyśmy niewąt
pliwie do-;ti:I.Ć nadzwyczaj regularnie pozałamywane szczeliny. Przy
rodzone właściwości ziemi są jednak dalekie od tego i musimy się 
zadowolić. jeśli 1-dolamy ozuaczyć z góry przybliżony chociażby 
tylko kierunek pęknięcia. To właśnie umozłiwia zastosowanie tcoryi 
Mohra. 

:\1ożua jeszcze kwestyę postawić inac7.ej i zapytać, do którego 
z kierunków usuwiskowych będzie bardziej zbliżone pęknięcie. Do
świadczenia, przeprowadzone z ziemią zgniataną. pokazBły, iż p~k
nięcia są mozliwe i zdarzają się w obudwu kierunkach. Skoro je
dnakże przyjrzymy się bliżej tworzeniu się stożków w zgniatanych 
próbn_ycb walcach, to dostrzeżemy, ii pęknięcia właśnie idą wzdłuż 
kierunków zewnętrznych. hardziej zbliżonych do pion u. a zatem 
wzdłuż kierunków więcej zbliżających się do kierunku siły pocią
gowej. Ta ostatnia zasada powtarza się we wszystkieh próbach. 
o kt;61·ycb przedtHm wspomniano: pęknięcia zbliżają się z reguły 
do kiemnku usuwiskowego. ustawionego b~trdziej poebyło względem 
kierunku ruchu. 

'l'AJ.SLICA Xll. 

M. u c be~wzg l ę dna Moc względna 

Ziem•a nr. na z:rniatanielna rozerw~toie,na ścinanie na 6kręcan ie Kąt w 

gfc11!• f gfC1nt l gfcm• g/c111' 

l. l l65 !;9 l L02 75 4/0J&' 

l l. -~~9 81 l ~4· 68 46°30' 

Ił l. 531 98 114 s.~ 4fi"30' 

IV. 318 74 77 GO 51 1130' 

V. 294 73 72 56 ~ 53°0\1 

VI. ! 485 58 84 52 l 38°10' l 
VII. 

l 
461 

l 
72 n 62 

l 43°8' 

VIII. M9 46 63 41 l 39°54' 
l 

\V odbitkach, uzyskan_ych z do~wiadc?.eń. uwidoczniono obtt
dwa kierunki usuwiskowe (ryc. 4. 5. 6). Doświadczenia te są przez 
to charakte•·y~>t~·czne. że załomy, ponhodzącc z p~knięć wstecznych. 
występują bardziej wyraziście. Pomimo to główuy kierunek pęk-

4* 



42 ·r. M. GOUlt;UllSKI (27óJ 

nięcia baruziej zbliżony jest do prostej H, aniżeli do prostej H1 tak, 
że i w tych przykładach zjawisko nie odbiega od ogólnej zasady. 

Ponieważ podobna prawidłowość istni~je zarówno przy defor
mo,vauiu iłu , jak i przy deformowaniu piasku, o czem świadczą 
o~;romnie regularne pęknięcia uzyskane w doświadczeniu. może111 y 
przyjąć. że wzory Mohm dają wogóle rezultaty dość blizkie rzeczy
wistości. Poniżej podano w t.abłicy obserwowane i poobliczane moce 
ośmiu ziem użytych przy próbach, tych samych ziem, dla których 
podano przedtem wynik analizy mechaniczn~j. 

Przechodząc po kolei kolumny zestawienia, zauważamy. że moc 
na zgniatanie i na rozerwanit~ obserwowano bezpośrednio. Dwie dal
sze moce: na ścinanie i skręmmie obliczono według wzorów Mohra, 
które przynajmniej co do mo<'y na ścinanie dł~ją. wyniki wiary
godne. Co do tego wystarczy spojrzeć na daty. które zacytowaliśmy 
za Martonym, ażeby uznać, iż lvzór zasługuje na zaufanie. Natu
ralnie dzisiaj nie można jeflr.cze z całą stanowczością oświadczyć 
si4;) za lub przeciw teoryi Mohra i należy postępowa<:. oględnie, do
póki bezpo::<rednie doświadczenia nie pozwoh~ ua wypowiedzellie 
stanowcze~o sądu. Co do wzoru na. moc na skręcenie, to brak nil
wet tej słabej orycntan~r i. jaką mieć mo;i;ua przy ocenie poprzedni<•go 
wzoru. Vv braku wszelkich inny<'h danych, musimy w razie potrzeby 
po::;łuzyć się i tym wzorem Usprawiedliwieniem może tu być wzgląd, 
że wzót· ten wyprow<u1zuny z t.vch samych założeń. co poprzedni, 
po::;iadać musi te:n samem to samo prawdopodobieństwo; drug-:! rze
CZI}, przemawiającą za prawdr.iwo~cią wzom jest fHkt, iż dla innych 
matet·,vałów. badany<:h przez Mohra, okaz<1ł się niezłym. 

Ostatnia kolumna zawiera wattości k:ttów w. jak pokazano na 
kilku przykładach, bardzo zbliżone do rzecz_ywistości. Dwie drogi 
prowadzą do poznania tego kąta. ale Ulljog·lc;dniej hędzie zawsze 
sprawdzać Wllrtości za ich pomocą utrzymane. ';y ten sposób zaw-sze 
będziemy mogli uważaĆ k:jt W. U Zł\ nim j kąt (/7 za ZUIIII}'. 

Osobliwą wagę posiada ostatni wzór .Mohra. pozwalająey ob li
czyć wielko~ć kąta zawartego pomiędzy sprz~żonymi ze sobą kie
runkami usuwiskowymi. Kqt ten bowiem niezmiPrnic jest ważu ~' 
dla oceuy deformacyi ziemi pod działaniem sil zewnętrznych, a także 
i przy r<Jzpatr~·waniu wielkośei oporów, napotykanych przez uarz~
dzie pruj:,ce ziHmię. Teoryu l\fc,lna si<;ga zasadniczych podstaw te
r·hnologii obróbki matcryałów. Dot~·ch<·ZilS bowiem nie brano pod 
uwagę , i~ ka:.i.dy mn.teryał ma swoje charakterystyczne kiP:unki 
usuwiskowe. zależne od materyS~łu. ker. owsr.em uczono. i:t ~flt, pod 
którym p<;ka m11teryał, wcale nie zależy od rodzaju materyału. 
a j.-dyni(~ od kąta cięcia. Podohne teoret.rcznie wyprow·.dzone twiet·
dzenie r. należ<· można w podręczniku '"' eisbach a 1 ). r,opiero nauka 

11 W 6i g b n ch: 'l'eor6tisch6 .Mechanik. 
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Mohl·a, l!parta n;~. rezultatach doświadczet1, zdołała uzasadnić to, co 
odczuw<mo: ale czemu przeczył wywód teoretyczny: że rodzaj ma· 
t.t>ryału wpływuć musi na kicrunek usuwiskowy. 

~asze niedokładne metody badania mocy ustąpią zapewne 
z biegiem cza.c;u metudom burdziej precyzyjnym i miejsce naszych 
niedoskonałych prz~-rzt1dów zajmą podobne do tych. j~:~kie widzieć 
można po stacya1•.h doświadczaluyrh, badajl}cych moc matet·yałów 
budowlanyeh. ~.'tedy będzie można zapewne dokł~:~<h1iej wyznaczać 
wielkości kf!tÓw usuwiskowych. 

Naszem zaclaniem było zwrócenie uwagi na lGlty usuwiskowe: 
gdyż st<~nuwi11- one nie?.miemie do:rodny puukt wyjścia przy roz
trząsaniu teoretyczuem zagadnień z technologii mechanicznej ziemi. 
O ile bowiem chodzi o teoryę dowolnego narzędzia w medumiczny 
sposób obrahiajl}cego lub przerabiającego dany matm·yał: konieczne 
jest zdanie sobie spntwy. j:1k się mntcr_ynJ znchowa w cza~ie PJ'O
cesu technologicznego. Oopiero na takiej rl'alnej {lodstawie ugrun
tow~;~na teorya może st:u\ się blizką ideału rzeczywistości. Dzisit-jsze 
wiadomośr:i nnszf' o ziemi są tak RzCzupJe: znajomość materyału 
tak skąpa. że musimy poprzest~1ć chociażby tylko na przybliżonych 
sposobach wyznaczania kątów usuwiskowy~h. 

lV. Analityczne wyznaczanie kierunku 
usuwiskowego. 

Teuryu. postawiona przez Mohr~:~. daje możność znalc·zienia ra
chunkiem wielkość kąta usuwiskowngo. a przez to pozwaln na wy
znaczeni~'! tydl kierunków, w któt'j'cll będą maximu natężeń sty-
cznych i w których uajpnnvdopodobuiej bQclą ~>zły powierzchnie 
ro?.łamów. Pokt•zaliśmy już, jak powstają szczeliny pomiędzy zer
wanym materyałem a c. aliznt\ wskutek działania natężeń, wywoła
nyeh w matm~yale przez siły zcwJJętrzne i wiemy, iż kierunki elt'
mentów przełomu ll)ożemy znaleźć mchunki(·m, skoro znamy tylko 
dwie moce hezwzglQdne na roren-vanie i na z~uiatanie. 

'Wiemy także, że można obserwacyą samą dojść do znajomośri 
omawianych kierunków. Owie te drogi: pośrednia. i bezpośrednia 
pozwalają nam na to, że moiemy uwnżać kąt w za dany dfa do
wolnego rod~aju ziemi. Użytek z niego możemy jednakże zrobić 
dopiero wtedy. ~dy znamy także kąt tarcia Ulateryalu ziemnego 
Q narzędzie. t. j. Wflgóle o powiPrzchnię odb~·wa_iącą ruch w środo
wisku ziewnf>m. tt także g-d_y znamy kierunek spodzictvunt>:ro prze· 
1:1unięcia wz~l~dncgo powierzchni i materyału. Tylko wtedy bowiem 
możemy naprawdę powiedzie~. jakie nachylenie będzie posiadał kie
runek przesunięć względem płaszczyzny stycznej. pt·zestmiętej przez 
cłowolny punkt krzywej powierzchni. Ponieważ _jednak niewygodnie 



'l'. )f. GOŁOGURSKI (2781 

b.vłoby odnosić ten kąt. nachylenia do płaszczyzny styc:;mej, której 
położenie jl:lst ?.mienne, musimy odnieść je do osi i to najlepiej d\) 
tej, wzdłuż której powierzchnia pruje ziemię. 

Rozpatrzmy najpierw przykład ruchu postępowego dowolnej 
krzy-Hej powierzchni: poruszającej się wzdłuż linii prostej. Najwy
godniej będzie przyjąć kierunek ruchu za oś xx·"'_ prostopadłą do 
niej w pła~:~zczyznie rysunku za oś zzm•, zaś oś Y Y""' przyjąć pm
stopadłą do obydwu osi poprzednich. 

Każdy puukt zanurzonej w ziemi pQ.lwierzchni będzie znosił 
ciśnienie środowiska, w którem odbywa się ruch, przyczem kieru
nek piE>.rwotny ciśnienia będzie normalny do powierzchni (ryc. 10). 
W danym punkcie. leżącym na powierzchni, wyznaczymy płaszczy

Uycina 10. 

znę st.yczną i wystawimy prostą nor
malną N i prostą równoległą do kie
runku ruchu, t. j. do osi xx•··. Skoro 
prze--.t te dwie proste przesuniemy pła
szczyznę normalną. przetnie ona pła
szczyznę styczną wzdłuż prostej sty
c~nej 'C1'1• oznac'Lającej nll.m kicrunek 
elementu toru, po którym w dnnym 
punkcie posunie się ziemia względem 
krzywej p0wierzchni. Wzdłuż tego 
kierunku działa tarcie, któt·e zlożune 
z ciśnieniem normalnem da reakcyę R. 

Od<:inając po oby<lwu stronach prostej J( polowę kąta usuwisko-

W('go ~, otrzymamy wyznaczone kiArunki przc:;unięć międzyczą
stee.zkowvch II i H1 . 

- Na.f~vażniej!<zym dla naszych celów jest kierunek 11, gcl_yż do-
świadczenie uczy, że pęknięcia właśnie następują najczęŚC'-iej wzdłuż 
tego kierunku, jakkolwiek i pęknięcia wsteczne H1 , lub te:>. pośre
dnie o kie1·unku zmiennym, ?.łożonym z elementów H i }111 nie są 
wvkluczcone. Ponieważ nam chodzi ostatecznie o znalezie11ie warun
kÓw równowagi pomiędzy siłami zewnęt1·znemi a natężeui:tmi we
Włlątrz matcryału: musimy brae pod uwagę natężenia .mńcowo 
w płaszczyźnie, w której :1.erwania najwięcej można się sp•>dziewtiĆ. 

Tych parę słów wystnrczy na razie dla uzasadnienia; dlaczego 
główną uwagę zwracamy na kierunek H, nazywając go l~ierunkiem 
usuwiskowym głównym, zaś kierunek H1 kierunkiem z poprzednim 
spt-zężonym. 

Ażeby wyznacz~·e kąt nachylenia kierunku H do osi XX"'• 
zapomoc.1- znanych ilości e i w. możemy nłlpisa<~ na pudstawie wzoru 
ó=c-e sin o = sin E eos 0 - sin f) cos E 

f• OS Q = COS E COS f.?+ sin € sin f.?. 
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w 
gdzie e= 90 + f2 + 2 ' zaś E jest kątt>m nachyl~nia stycznej T'l; 

do osi XX'"". 
Musimv zna,: zatem kąt nachylenia stycznej T'l'1 do os! XX"'"'. 

t. j. wyraziĆ sm E i cos E jt~ko funkcye spółrzędnych danej po
wierzt·.hni 

Przystępując do ogólnego rozwiązania tego zagadnienia. przyj
miemy. iż równanie powierzchni poruszającej się z prędkością v 
wzdłn.ż osi xxl>ło: będzie: 

X = f' !f, z)+ vt. 

Wobec tf:!go płaszczyzna ~tyczna w punkcie (x, y, z) danej po
wierz,!bni mieć będzie równanie: 

"f "( 
(X - x) -- (Y -·· tjJ c - (Z ·- z) c, · =0. 

. ć' !f az . 
prosta zaś normalna: 

X - .c r - !/ Z-z 
1 &f - --~f' 

2y - az 
Prostą ,lJX możemy określić rc'>wnaniem Y=y. 

też w post-aci: 

X- .c Y - y Z - z - - -l o () 

1) 

2) 

Z=z, lub 

a) 

Jeśli , juk to wyze.J wspomuiano, przesuniemy pła~zczyznę nor
malną przez proste określone równaniami 2 i 3, otrzymamy jej 
równanie w postaci wyznacznika: 

X-x, Y - y, Z - z 
l o o o, -

l 
df df 
2y 2z 

czyli: 
Y-y Z-z 

&.f &f - o. 
2y -

2z 
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W innej fonnie przedstawione to równanie będzie: 

rJj , 2f 
(Y- y) -(Z- z) - =0. 

rJz 2y 
. . . 5) 

Styczna 7'1'1 , o której kąt uacb vleniu E do osi XX'"" nam 
chodzi, jeiSt prLekrojem płaszczyzny :stycznej (l) i normalnt>j (5). 

czyli 

. . aJ . 2f 
Pomnóżmy pierwsze :~. tych rownan przez 8:;, drug~e przez a?j 

ćJf ~f 2f 
(X - x) - (Y -- y) . -

ć)z · d!f c1z 
(Z - z) (2f) 2 

= O. 
c Z 

(Y - y) ~( . ;t- (Z - z} (~l) l! = O. 
CI!J cZ C!f 

Dodając te rówmmia do siebie, otrzymamy: 

d,/ , l(2.!)2 (2.')2] (X- x) §z - (Z - z) 2!1 + .:'z 

af 
2z 

Z -- z = (X - x) (~{r + (~~r. 
Z równania (ó) mamy: 

2f 
C'y 

r- y=(Z--<J ef 

2:: 

o, 

po wstawieniu zaś za Z- z dopiero co znałt>zionej wartości, otrzy
mamy: 

2/ 
r r 2y 

1 ·- ,1/ =(.X - x) (:f)?. + (~f) 2 • 

.::!l oZ 

Możemy zatem napisać r(iwuanie s tycznej 1'1'1 w postaci:_ 

X - .r J' - y Z -- -. 

(ć)lr - (ć)fr - "'T - 2t' c. 

ćJy + ć)z 2y " ~ ~ ~ 

6) 
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Z osią XX'"•, względnie zaś z prost..'l MX, zawiera ona kąt 
rozwarty E, którego cłostawę możemy łlltwo wyznMzyć: 

(
2f)2 ~f\ 2 

C'y + 8z) 

COSE=- ~-~-[(-~J)l! - (d·J)]t= (?.t_)2 -(2j)2. 
2y -i 8z + 2y + 2z 

Możemy ten wzór pt·z<>ksztal<~i<\ na inny: 

(8j)2 + (2.!)2 
2y dZ 

COSE= - - _ =--- -. 

l/ [(2.f')2 + {~l)2J [t + (:')2 + (CJl)l!] ' 
?y \. z •Y CJz 

V·(-g.')2 2(2 i,, + (az) 
COSE = - - . 

1/1 (2 . .f)2 (cf)~ · + 2y + 2z 

sin< = V 
1 

l 

Wstawiając te wartoś('i w n'•wnania na sin o 
mamy: 

r.os o, otrzy-

V( ':1 f)2 ("')t cose + >. + ~·.,. sin@ 
sin o = -- -- c !l ' 7' = ' ~ 

V J jćl./)2 (2f)~ + \:?y + }z 
l a. 

( ~J)2 -(2')2 - ~ + ,.; COH ~+ sin tJ 
Clij .;Z 

coso= -- . -------

V (2f\2 (CJf\2 
1 + 2.y} + i;J 

Jeśliby równanie b,Yło dane w postłtci u wikłanej ]<(.c+ vt.?J,2)= O, 
. . . . . 2f . 2f' . . . 

wowczas mieJsce wyrazen " 1 ..; zap11ą wyrazema: 
• ' C ' f/ .: Z ' 
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~p 21(l 

2 !l 2z 

2F' 2}1' 
, 

2x §.~ 

\Yted v też wzor_y nasze przeksztl"lłcą ::Hę na mne : 

2Ji' . łl(2[i') 2 (9}1)2 
CO:s e+ + - · . 2x fJ,11 ::.1 z 

Slll O= .l/ (-;2}<)t - (C' }~') 2 - (.;1!1')2 

2x + ay + 2z 

sin e 

I h. 

1/(2 F):~ (211')2 . 2 F . - "' + ' cos e + ~ sm e cy c~ eX 
cos o= -=----

V(~ /1')2 + (~ -~~)2 + '8]1)2 
.::x .;!f {ćlz 

Wszędzie w wyprowadzonych wzorach umieszczono kąt f>. 
który ula k~:~żd~j ziemi z osobua należy wyznaczyć. Zamiast kąta e 
możemy j ednak wprowadzić w rachunek kąt w i ą, uwzględniając, 

w 
że (") = ~u + ą + ~ . 

Rozwiniemy wyrażenia: 

. .a. w 
Slll f'1 = C<JS ą COS 

2 
. . w 

- slll ą sm i , 

.CI • W . W 
COS C'= - Sin (/ . (lOS •) - Co:> ą ::HD ') • 

... OJ 

Idąc j eszcze dalej za teoryą Mo!na, wyr~:~zić możemy kąt w 
przez moc na ściskanie i mzerwanie Y.2 i x1. 

Wiemy. że 

Wl~C 

w l l "-t cos = l . - , 
2 ;(2 + xl 

Do lego n10żemy jeszcze wprowadzić spó-łczynnik tarcia ma
teryału ziemnego o powierzchnię, kładąc rp= tg (!. 
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Ott·zymamy po podstawieniu: 

l 

V• + ~ 

49 

W pewnych razach, gdy me warny wartości moc:y jakiejś 

k l xl ' ziemi, lecz tył -o stosunek ie 1 wzajt>mny = 11.. możemv użyć 
x2 

przeinaczonych stosow11ie wzorów: 

. . 1 - (/) V..t 
Slfl (?} = Ji(l ~ (/)~)tl + =A)' 

trJ.+(/) 
cos A = - V( l + (/)2) (l -f i) . 

Nie wprowudziliśmy wartości ::;in e i cos e w rachunek. chn:IC 
uniknąć niepotrz~bn~go pomnażani11. liczei1. a także i z tego wzgl~du. 
ie różne są spo::;oby: wiodące do poznania kąta, jaki kierunek usu
wiskowy tworzy ze ::;tyczną krzywej powi<:rzehni. Chcieliśmy takżP 
nasze wyprowadzenia unieutleżnić w pewnej mierze 11d wzorów po
stawionych przez Mohru i umożliwić st(lsowanie tcoryi wtedy. ki:::dy 
kąt(?) znamy jedynie z obserw<H~yi. lub też kied~·· opierając się na 
pt·awdopudobieiJstwie. przyjmujemy z góry jaktp$ wartość przybli
żoną ua kąt e. A jeśli w rol'-W8Żanianh naszych Sl!dzimy: że nie 
należy przypuszezać zC'l·wania matcryalu w kierunku usuwi::;kowym 
głównym. lcez w kierunku pnśt·ednim pomi~dzy kierunkami nsu
wisk<)wymi spn;ę;;,onymi n p. w ki~runku reakcyi H~ wystarczy 
kąt @ "-<unienić na ~O+ (! i wpru,vadzić w rachunek. 

'rych kilkł.l uwag ma na celu usunię<:ie ttkrupułów w tych 
razach, gllzie wzory .:\1ohra, a nawet cała jego teorya wydałyby si~ 
nieodpowiedne. 

V. Deformacye w zgniatanej ziemi. 

Tarcie CZ<l::;tek w matel'yale ziemnym nie j est ilością stał•\, 
gdyż zależy od rozmieszczenia cząstek i wzajemnego i dl u grupo· 
wania. Drobne ziama i blaszki m0w1 mie(·. przeróżne kształty i muiej 
lub więcej ściśle przylegając do siebie. mogą wywol~wać za ka:i.
dym razem inne upory tarcia. Musiwy zatem ustltlić: j ak przy 
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obróbce ziemi należałoby bmć tarcie pod uwagr.;. Skoro ziemia jest 
dana, możemy uchwyciĆ dwa główne momenty, wplywaj4ce na 
zmianę tarcia wewnętrznego: wilgotność i zagę><zczenie m11teryału. 
Różnych natomie~st ugrupowe~ń nicpod"bna brać pod uwag(,;. chyba 
o tyle: że rozró~uimy tarcie w muteryale u stt·ukturze ziarnistej, 
gruzełkowatej lub zbitej. Że zmienna zawartość wody wpływa na 
tat'(lie: poka7.<mO już poprzedni•, nit rezultatach niektórych prób do
tychr.zas wykon:m yeh. Rzcez ta została skonstatowana. zależności 
jednak wzajemnej zjawi:>k nie znamy. Brano t11kże pod uwagę zbi
tość i rozmaito~ć strukt:nry i wyznnezano odpowied•1ie spół(•zynniki 
tarcia. Ze wszystkieh t~·ch ou"erwaeyi wynika. że :spółczynnik tarcia 
wewnętt·znego dla tegc, sameg11 rnateryału ziemnego jest zmienn.v 
i posiada zapewne swojłl- uH•ksyrnalną wartość przy pewn:ych wa
ru11kach. Możemy rzHcz znakomicie uprościć. uważając strukturę 
i wilgotność. za dune wraz z rodzaj em ziemi. Nie pozostają one 
wprawdzie st.aleroi pt·zez cały ciąg tnvania j11kiegokolwiek mecha
nicznu-teclmologicznego pt·ocesu. ale dla praktycznych celów mo
żemy je wci}\guąć w racbuuek jako stllłe. bez obawy popełnienia 
większego błędu. Pl'zy takiero założeniu może si~ zatem zmieniać 
tylko zagc,;szc:~.enie, które polega na zhłiżeniu cząstek do siebie, wy
wołaniu większcg-c, ieh przyl(•gunia i które zmieniając ulożenie czą
stek, wply w a uieza woduie na wielkość spółczynnika tarcia we
wuętt·zncg·o. 

Ale wiadomo, że ta rcie nit> j est jedynym oporem, jaki rwpo
tykają siły zewu.~trzne. usiłujące wywołać odkształcenie i zmienić 
wzll;jf'mne p()łu:i.enie cząstek. Istnieje jeszcze i spójno:§ć w rozumieniu 
natężeń przeciwdziałających sile 7.ewnętrznej i utrzymujących cząstki 
w związku ze sob~J,. Stosunek tych dwu oporów do siebie. jest róż
li YID w różnvch matervałach i stanowi charaktervstvkę ich zachro
\~ania się pÓd wpływe;n sil zewnętrznych . .ft>ś]i ciał~ jakiekolwiek 
ma tarcie wewnętrzne większe nad spójność, wted v nie może na
st.ąpić deformacya, gdvż zanim się ona dokona i zanim eząstki prze
suną si~ .i nż materyał hędzie zerwany. Do t:a kich matery ałów luu
chych należy i ziemia dobrze wysuswna. Je:§li jednakże tarcie we
wnętt·zne jest. mniejsze aniżeli spójność, to materyał otlkształca się 
przed zenvaniem i okazuje pl11styczność. 

Uwzgl~dnijmy wpływ zmiemHlśei tan.·ia i wyobraźmy sobie 
w tym celu próbkę ziemi poddawaną zgniataniu. 'Tarcie wewnętt·zne 
rośnie w miarę jak zwiększa się ouciążeni~ materyału ' t. j. jak 
wzrasta siła zewnętrzna z:rniatajlł<'a. Pnd jej wpływem bowiem 
cząstki ziemi zbli:r.nją się ku sohit'. a niekiedy i tracą pewną część 
wil~()tności. co wszystkc, skłu cla się na zmianę wielkości tarcia. 
WQgól(~ możemy powiedzieć. że Ulrcie rosnąc: , osiąga po pewnym 
czasie swojP maximum. Wtedy też kończy się okres cleformacyjny 
i eiało zachowywa się jak kruche. Możemy też uważać na podstawie 
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obserwacyi, że zit:mia należy właśnit: uo t~j drugiej katcgoryi ma 
tet·yałów z tem zastrzeżeniem. że pN.ez wysychanie zmienia się tarcie 
wewnętrzne i może się stać większe jak spójność cząstek. 'l'o przc
t.łómaczone na język potoczny daj e nam pojęcie kruchości wysu
szonej ziemi i nicj akiej plastyczności j~i w stanie wilgotuylll. 

Ażeby głębiej wniknąć w i stotę deformacyi przy ziemiach, 
musimy wziąć pod uwagę imte materyał,y. Uczynić to należy, b,v 
nie pozostawiać pewnych niedomówień. kt6reby d \\'Ojako lub fał
szywie można tłómaczy<':. 

Otóż pomiędzy matery>,4ami budf•wlanymi są niektóre, jak 
ołów lub cyna. posiadające w wysokim stopniu zdolność do trwa· 
łych defornwcyi. Próbka ołowiu, poddana działauiu sił odkształca
jących1 będzie początkowo ulegała deformacyi sprężystej. a dopiero, 
sk <•ro natężenia przekroczą granicę elastystyczności, odkształcenia 
u:.t.yRkane będą trwałe. Gdybyśmy porównali olów ze stalą, zobaczy
lib yśmy, że pierwszy posiada małe bardzo odkszt11łcenia elastyczne; 
wielkie zaś odkształcenia u·wałe; stal natomiast zRChowuje się zu
pełnie odwrotnie, gdyż przeważają w niej odkształcenia sprężyste. 
trw11.łe zaś są nader małe. W j ednym i drugim metalu pojawiaj11 
się zawsze najpierw defonnacye sprężyste. po nich zaś następu ją 
dopiero trwałe. Toż samo dotyczy i wszelkich innych 111ateryałów 
z wyjątkiem tych. w których najpierw następuje zagęszczenie ma
teryału. maj ące wszelkie cechy deformacyi trwnłej. 

Ziemia, poddana działaniu enł zewnętrznych: hędzie zatem za
chowywala się nader rozmaicie, zależnie od tego, ez,v normalne mi
tężenia narażonego na zerwanie przelu·oju są zwrócone ku niemu, 
czy od niego, t . j. czy następuje zgniatanie, czy rozerwanie. Tylko 
bowiem przy zgniataniu możliwe jest zagęszczenie matet·yału; przy 
rozrywaniu uie może ono n ~tst~ pić, a raczej: przy rozer waniu nale
iałohy spodziewa<~ s ię rozt·zedz('nia. gdyby t.ylko mnteryał był po
datn y do teg-o: lub też przewężenia poprzcl!.znego pt·zy materyałaC'h 
ciąg-liwych. \V o hec tego przy rozrywaniu ziemia mnsi się zacho
wywać tak, juk inne <•iałn, przy zgniataniu zaś dopiero wtedy na
biPra właści wo~ci innych ciał. kiedy nast:tpi już zagęszczenie llll'l

tervału. 

- W cytowanej już prary o mocy ziemi pr:zy zgniawniu podn
]iśm y dla trzech ziem d y<~gramy odkształceń, z który<·h możua ni1wo 
wnioskowa(: o różnicach, jakie z:.whodz.'!- pomiędzy def(H·macyami 
różnych ziem. Ziemie ilaste (ił mydlnicki i ziemia ilasta o 450j0 wę
glanu wapnia) mają bat·dzo dłu(!i okrc~ płynności, można j e zatem 
uwnżać za materyaly plastyczne, natomiast liis::> (n r. VI) nic po::;iada. 
tej właściwości i okazuje się kruchym. 

Te trzy rlyagram y są jedynym materyałern, j akim 1'07.p .. rztj
dzamy. wystarC7.SJ, jednakże do oryentanyi. jak ziemie zMhowują 
:~ię pod wpływem j akiegoś lll\l'zędzia, które ją z~niatH. vYa'l.ne są 
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one dla obliczania praey, jaka zacbochi prz~· deformacyi. Znając 
w każdej chwili ,;iłę działającą i skr6<'enie. względnie zaś wydłu
żenie całkowite lub jednostkowe, możemy obliczyć pracę dPforma
(•yi. Prana w t.yrn przypadku będzie sumą. ilocz~rnów z sił w danej 
chwili działających i odk~zt.ałceii, jakim ciało uległo pod ich wpły
wem. \V dya~ra.mic IJ4,;dzic się lWMa. wyrażała juko powierzc.hnia 
zawarta pomiędzy krzywą odkształceń. osią odci~tych i uważaną 
rzędną, r•·zyczem najezęściej g-rani<~<,; trzeci:-} stanowi rzędml, ozna
czająca natężPnie w chwili ?:erwania, gdyż uaj<'zęści~j chodzi o całą 
pracę deformacyi aż rlo zerwania materyałn. 

Rycina 11. 

Dyagt·amy, o któn·ch mow<l. w~·gh!.llt:m swoim wnlh; ni~> n )

żnią się zm;a<lniczo od dyagTtunu dcnvCJ]ue~o materyatu i tu są 'vła
ściwe dyag-nuny odkszta~Cl'll. .Skoro jednak do prób użyliby~my 
matcryaln nieugniel·ioneg(J. <lostnli h.vśm y wy kres nieeo odmienn~'· 
w którym możnauy zanwaiyć C•ncry glówn<' okresy. Pierwszym 
okresem byłoby zag~szr.7.anie, JH'?:Y którcm stosunkowo małym przy
rostom natężc1i odpu,vi::t<hlj:~ ?:uaczue :t.mim•~' długości. Na wykresie 
byłaby to krzywa baruzo pochylona ku osi XX'"•. Dwa następne 
okresy obejmujł! odk:;ztałcenia SJm;żyst.c, pr7.y~zcm w pi1,rwszym 
z nich (bardzo krótkim ni•~kiAdy) oJk~;ztt~łl~f:'nla są propnrcynnalne 
do nat~,;żf'ń. Tu krzywa vdks7.talceit sh10owi linit; prostą. Culy ten 
drugi okn·s 7.owie siQ okresem proporeyonah•o~ei i koi1c:r.y się t. zw. 
grani<'ą p1·opurc>yonalnnści. \V okresie tr7.e<'im coraz wi~eej pn<~y
bywa odkształceń trwałych, mimo to jedm~k prz('wa7.ują odksztaJ-
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cenia sprężyste. Cz wtuty okres. zwany okresem płynności , przed
st~.uvitt się n~.t wykresie j ak o krzywa zbliżaj:!ca ::;ię kienmkiem do 
k ierunku osi XX""'. 

Tę sprawę uważaliśmy za stosowne wyjaśnić , by należy<•ie 
o•lróżuić dwa bardzo na pozór podobne okresy deformacyi cia l. JHIIl
legających zagęszezcJtiom : okres zagiJ;;zczan ia i okt·es płynności. 

Z powyższego krótkieg·o pr~<.edstuwienia rzf'Cz~· widoczna . że 
uarzędzia. w ziemi mus7Ą wykonać m~jpierw deformacyę. kture.J 
wi elkość będzie :1.ależała od stan u wilgotno~ci i od początkow ej wicl
kośl•i ta rcia wewnętrznego. Irn mniej ;;zc to ost.utuie. tern wstępny 
okres defor maeyjuy będzie trwał dłużej . d opóki tarcie 11ie os iągnie 
1:nvoje~o maximum. C(• dv wpływu wilgl>tności, należy t u wszystko 
uwzg-lędnić, co było p•>wied zianc o mocy ziemi przy różnych st.a
uach początkowyeb wilgoci i o wpływi• ! wysychnnia na 11ią. 

vVychodząc 7.atem Z p<>w ncgo ~tUlili pOC7.:},tkowego: hędzi f'm~· 
mieli wraz z uby wl:lniern wilgotności . pouuoszmtic się tarcia we
wuętnmego, k tóre występu j e pr:1.y deformacyi. Skoro jednakże weź
miemy pod uwa~c; różne stany początkowe, to uiewątpliwie przy 
tym satm·m stanie zhito~ci bę<hiemy posiadali jakil'ś maxi mu m tarcia, 
odpowiadające pcwnemu :>t<luowi uasyceuia. 

Uprawa mechaiticzna g leby ma do c:~.ynienia z ziemią w sta
nach początkowych. w stana~h po wysc·hnięciu i w stanuch po zwil
guięeiu wysuszonegu ml'ltt'ryału . Za st:m początkowy w uprawie 
Hlusim:v n . p . uważać h~n. w .i<•kim ziemia 7.Hnjduje się podczas 
ot'ki. g•·uberowauia lub pogłębiania ; za stau po wysuszeniu ten. 
w j akim 11. p. zu ajduje się ziemia podC'zHs bt·onowania lub walco
wauia. Przy rozpatt·ywanych pn~ez nas dzi;thniach części skł:ulo
wych pługa, musimy zawsz•' miet na myśli pewieu stan wilgotnOśC'i 
początkowej . 

\Vielkość tarcia w(•wtu;tr~<.nC'go ziemi w dany m sta nic wilgv
twdei ziem i h~dzie. j~tk powi<>dzialło. zmi••u11a zo wzgl~tlu na roz
maitn zbitość matervału. a więc :~.trtienna w dPwolnv m okrt-si •~ de
form~cvjuym. Będzfe też posiadała pew11e ma.'!Cimun-l, k tóreg o wiel
kość absolutna mo:i.e być zmi<>tHUt. ze w7.ględ u na różne stany wil 
gotuości. W obec zmienności maksymaluego t:u·P-iu musin•y dojść d,) 
tego. i ż będzie 0110 po:;iadało znowu swoją najwi .,;kszość. co prz~· 
hrauiu pod uwag-ę stnnów pncz,~tkowych wilg<Jtności będzie prawdc,. 
podobnie pt'7.Y 40°/0 nasycenia wodą. Ustalenic maximnm-m a..ximomm 
tarcia wewnętrznego nie przesąd:1.a sprawy. j akoby właśnie wtedy 
hył okres d~>fin·maP-yjn y na;jdłuższ:v. gdy% h(;:dzie on załczny ud po
czątkowej zbitOlki materyalu i b.,;dzie. j ak j u:i: powied:1. iano wyżPi. 
l'it.ać dm\ w odwrotnym ;;tosunku. Dochodzimy 7.atem d o tegn. że 
z i e mi a. b ę d z i e m i a ł a t a r c i e m a k s y maln e p ouzys lu tuin 
p e w u e g o s t o p n i a z h i t o ś c i • a l e t o m a x i m u m h ę d 2 i (' 1· 6-
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ż n e d l a r J ż u y c h w i l g u t u o 8 c i t ej s a m ej z i e m i. N aj
wię k sze maxi m u m m oże h y ć. p 1·z y -tUo10 n a::;y ce11 i a W()d;~. 

,Jeżeli ciało jest o nieznłlcznych wym11trach, j ak to się dzieje 
w 1u·óbach mocy, to wtedy łatwo obliczyć pracę, Zllllj~c skrócenie 
jed nustkowe i siłę dzialaj ą.Cii na jl.'duostkę przekroju. Iu ~:~ czej je· 
dunkże przedsta wi si\l spra wa, skoro p1·zejdziemy do warmtków~ 
jak 1e przeważnic istui~ją przy uprawie roli. Tu mamy często do 
czynienia z calizną . kt•irej wielkość w porównaniu z muzęuziem 
może być u waż;tJIU za uieskoń czeuie wielką. ;\iusimy zatem szuka(:. 
,;posohów ukreślt>nia i ogt·ani,•zfntia t~j ::;fcry, mt którą rozciąga ::;i~ 
<lf'formaeya. Weźmy u~:~jprostszy przykład: zguiatanie. Skoro walec 
ciężki idzie po polu, ugniata jego powierzchni'.: i zagęszcza góm:~ 
wurstwę zie mi. Podohnie, gdy eit:żar hudowli je::;t znuczn_y, budynek 
osiada się i zapada nieco gł ~.<bi ej. D7-iałanie tu j est dłuż:;zP: al1iżeli 
przy użyciu nat·zędzi , ~fekt jednakże i proce~ technologic:wy po· 
dobny J o P•'IH·;~.edJ1 irgo 

\V obydwu przykładach if;tui<:'jc lokalne obuiżrnie f<ię t~>rl:'nu , 
musiałv zate m nl:lst.•}pil\ ,~króct>nia w kieruuku piouo"vvm i wvdłu
i enia. :v płaszezyznie poziomej. O bied wie tt~ zmiu11y długośc( mu
Hi my z1:1wszc 11dnic•ś(~ do pienvutneg-o staJJU pt·zed zgnia ta11ie m. Ła
t.wie to uskuteczni0 d la zmiany w k il:'rnuku wysokości, gdyż obni
żenie terenu można ;~.mierzyć bozpośt·edniu. W kierunku poprze
C'znym nie widać tych t·óżn i c. gdy;;. nie ma my żadnej osi lub pł'a
s;~.czyzn ~- !'.tałt>j. któnt by mogła służyć w pud o b n y spot->Ób jak po
z i u m pot·ównawczy. Chcąc puśrtdnio doj ść do poznania zmian. za
C'hodzących w zgniHtan~j ziemi. należy wyjść z ogólnie zaobsenvo
wanegu fe1 ktu. iż działanie walca. utłunzajllcego ziemię, ujawnia l"ię 
tdko na małą st.osunk owo głębCJkość. Warstwy góme uleg-nil wedle 
obsenvacyi u<1jwiększym odkształceniom, te zaś będą maleć w miat·ę 
wzmstu uważtlłlP.j gł•;hokości, aż nakonice dla pewnej g-ł~bokości 
staną się zerPm lu b tak wilwmą wielkośeią, ii jej w rachunek brać 
11 i<:>podohna. 

Przeprowadzono mt;;tępnj~cP. <lwa doświad.·zenia, które dają 
mnżno8ć rozja.§nienia pewnego tej zawiłej spmwy. 

D o8w iadczeni e A. Ufonuowauo na ~tole aparatu bl()k ziemi 
i pullcięto go uuzem. uanió:>ł:;:~.y poprzedniu ocl (':t.(Jla ::;i atkę 20-mili
lll etl·ową . Ziemia użvta była iłem (nr. Hl). k~łt eięcia. wynosił 20°. 
p. ,nieważ j edna strona hyh dla rozsr.er:~.enia poprzeczne~o zupełnie 
w .. Jna. przeto t·,,zszerze nie to wyst:!pi-ło :swobodnie i p(l zerwa niu 
ntnt<>ry:lłl\ boki pro~t•)kąt.ów p<rl.iomc 1niert.yły p() 20·~) ·mm. Gł,~bo
k ość z;tnurzPoia. wyuo::;i~a pi~::rwotuie l :20 mm. Po zdeformowaniu 
równe przedte m wy::;oko!iei kwadratów puchiałki pr:r.ybrały, licząo 
,..) tlol u. następuj:Jcl't' wat·to~ei: 

HHI, HH'>. H~·O, 19·0. 19·:), 19·:) m111. 
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Cała długośe. zatem po skróceniu była 103·ó mm, wobec czego 
skrócenie całkowite wynosiłu 16·ó mm. 

Odejmując każdą z tych cyft: ()d 20, otrzymamy skrócenie 
całkowite dla wysokości każdego kwadratu: 

10·0, 3 f>. 1·0. 1·0. O·f>. o·ó mm. 

Dzieląc zaś różnice pt·zez 20: otrzymamy szereg pt·zedstawia
jący śn·1lnie skł-ócenia jednostkowe dla poszc?.ególnych wysokości 
kwadratów: 

0·500, O·J7ó, O·OóO, O·OnO, 0·025, 0·025. 

S:~:ereg ten zawiet·a w sobie pru widło: które możemy sformu
łuwać następują<'O: 

Ziemia pod wpływem ściskania deformuje się w ten sposób, 
iż naj większe skrócenia jednostkowe zDiljclują się najbliżej po
wierzdmi zetknięcia ziemi z nat•zędziem; im dalej od zetknięcia, 
tem skró~nie jednostkowe jest mniejsze. 

D oś w i a d c z e n i c B. Przez war::;twę iłu, tworzącą silną ławę 
na poprzek aparatu. przepuszczono nóż pionowy o przekroju równo
ramiennym i kącie zaostt·zenia 15°. Przytem zapobieŻ()no deforma
cyom w kieruuku pionowym pr:1.ez sztuczne obciążenie górnej pod
stawy bloku. Skoro po przej~ciu zcljęto kopię zdeformowanej siatki 
na górnej powierzchni, okazało :;ię, żo w kierunku ruchu powstały 
wydłużenia, w kierunku zaś popr:.r.ecznym do niego skrócenia bo
ków siatki. Długości boków skr6conych pomierzone, były: 

1!'>·0, 17·0. 18·0, 19·0. 19·5, 20·0. 

Skrócenia całkowite wynosiły r.atem: 

f>·O, 3 o. 2·o, 1·5, 1·o. 0·5. o·o, 

zaś średnie skrócenia jednostkowe: 

o·25, o·t5, o·w, o·07o, o·oóo, o·o25, o·ooo. 
Z tego również widoc.zna, iż prawo powyżt>j wyrażone jest 

prawdziwe. Co więcej: zarówno skrócenia eHłkowite jak i jedno
stkowe musztl dążyć do wartości graninzuej i osiągają ją w punkcie, 
który przy cał~j dcformacyi nie zmienił w ci<'le swego pierwotnego 
położenia. 

Jeśli w nas~wm doświad<>zeniu uwzględnimy. że punkt w od
ległości 1 :<!O mm od osi już si~ nie poruszy t to skrócenie całkowite 
na tej przestrzeni wyniesie 13 mm. 

Nie można nie zauważyć tu ogromnie charakterysty(~znej ana
logii pomiędzy deformacyą a ruchem zmiennym opóźnionym. Szereg 

5 
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bowiem, utworzony ze .skróceń calk,Jwitych, można uważać za sze
reg wielko~ci dróg. jakie cząstki ziemi •. dbędą w następuj:1eych pl) 
sobie wt~rstwacb. 

Spróbujmy przedstawić ~>zereg, który by był analogiczny do 
dt-óg, odbytych w l , 2, i3 i t d. elementach czasu. Będzie to szereg: 

rrO, RO, t 0·0. 1 L·ó, 12·5. 1~·0. 

przed::;tawi"jl.lcy skrócenia (I icz:!C ud narzędz ia) w l, 2. 3 i t . d. 
warstwach. czyli na odległoś<·i 20. 40 i t. d. m.m. 

OznacztUy przez l taki<• skrócenie, zaś przez t (analogicznie 
do czasu) oddalenie uważnn~i warstwy o(ł osi i wyraźmy związek 
pomiędzy temi ilościami zapomocą wzoru. Będzie tu wogóle t·ównanie 
drugiego ::;topnia: 

l = at2 + {Jt. 

W sta .. viając odpowiednie wartości t = 20, 40 i t- d., zaś 
l= {r0: 8·0 i t. d .. możemy d<J::;tać szereg równań, które pt·owadzą 
nas do wyznaezenia stałych 1·ównania. 

Równanie końcowe dla danego przykładu będzie: 

l = - 0"00111 t2 + 0·239 t. 

Obliczając z niego dla d:mych t wartości l, otrzymamy: 

dla t = 20, 40, 60. t;O. 100, ltO, 
" l = 4·t, 7·8, 10·3, 12·0. 12·8, 12·7, 

jako Wlirtości wyrównane. 
Szereg ten ma znaczenie dla nas od t= O do t= tmax· Ażeby 

znaleźć górną granie(:, przyrównamy pierwszą pochodną :~ do zera: 

dl = - o·oo222 t+ 0·239 = o. 
dl 

Zatem tn.ax• d(• któreg-o wolno nam w danym wypadku posłu
żyć sit: krzywą wyrównania, jest: 

tmax = 107·7 mm. 

W ta.ki<'j zatem odległości od <•si niema :5ladów deformacyi. 

Dalsze analogie są również ciekawH. Podwuna :, którąby 
można porównać z pr<.;dk•>ŚCi1J , j e::;t niczeru i 11uem jak stosunkiem 
nieskończenie mał~j zmia 11 y :łkrócenia do takiejż~ zmiany oddalenia 
od osi. .Jest to uogólnienie pojt;cia ::.krócenia jedn()stkowego, k tó t·e 
zazwyczHj brane jest przeciętnie jako stałe, a które wcale stałem 
nie jest. 



J>JtACA NARZĘIIZI W ZIEMI Ó7 

Przyrost skrócenia jednostkowego wyrazimy drugą pochodną, 
któ1·a z powodu, iż równanie wyrównujące ohserwacye było dru
g iego stopnia, wypadnie stała i wynosić będzie: 

d~l 
-- = 0·0222 mm dt2 • 

'~stawiając w równaniewyrównujące t= I07-7rnm. otrzymamy: 

lmax = 13-9 mm. 

Ponitważ odkształcenie wstępne musi być połączone z zagę
szczeniem materyału, przeto wywoła ono i zmiany gęstości w ciele, 
jakie - według założenia - było pierwotnie jednostajnie gęstem. 
Jeślibyśmy ciało rozłożyli na nieskończoną ilość warstewek równo
ległyc11 do siebie i normalnie ustawionych do kierunku. w którym 
następuje zagęszczani e, zobaczymy, że w miarę jak skrócenia je
dnostkowe maleją, zmniejszają się także i przy rosty gęstości . Po 
zakończeniu deformacyi będziemy zatem mieli największą gęstość 
tuż przy nożu, naj mniejszą zaś, t. j. równą pierwotn~j gęstośei, 
znajdziemy w oddaleniu l11aax od osi noża. 

Tą drogą moglibyśmy otrzymać nowe zwiljzki pomiędzy uwa
żaną głębokością (dalekością) a gęstością, względnie ciężarem ga
tunkowym w danem miejscu. 

Rzucamy tę myśl mimochodem, zaznaczając jej ważnoś~ dla. 
teuryi ugniatania walcami i dla zmian warunków wilgotności, j_akie 
jest skutkiem wałowania. Dla naszych obecnych celów badanie 
gruntowne tej bvestyi jest zbyteczne, gdyż chodzi nam jedynie 
o wielkość deformucyi; ciężar zdeformowanej bryły pomimo lokłłl
nycb zmian w gęstości musi pozostać takim, jakim był przed dc
formacyą. Do dalszych bowiem naszych dociekań musimy, oprócz 
kim·unku pęknięć, znać także wielkość deformacyi i ciężar ziemi. 
która podlega odkształceniom. 

Stosując to do pługa lub do innego narzędzia, które zanurzone 
w ziemi przesuwa cząstki ziemi względem siebie. musimy pozm1ć 
wielkość odkształceń i ciężar tych brył ziem~ które stanowią od
kształconą skibę. Nie możemy powiedzieć, jakoby kwestya miejsco
wydl zagęszczeń mater_yału i wielkość ciężarów gatunkowych w d<'
wolnyrn punkcie skiby była nam obojęt.na, gdyż ta okoliczno8ć 
wpływa na kruszenie się ziemi, w każdym razie jednak w poró
wnaniu z poprzednimi będzie to tylko kwestya drugorzędna. 

vV rozumowaniuch po .. vyżs:.-._ych pominięto zupełnie kwesty(; 
wielkości siły zewnętrznej. jakiej potrzeba do wywołania pewnej 
deformacyi. P.mieważ rozpatrujemy tutaj deformacye p•·zy zgnia
taniu. możemy posłużyć się skutecznie d_yagramem odbztalceń . 
.z którego zawsze możemy znaleźć, jak wielka siła zewnętrzna po-

'>* 
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rzebna jest do wywołania pewnego skrócenia zgniatan~j warstwy. 
Nie można jcdmtk zapominać. iż zwykle dyagnnny nie odpr>wiadają 
ści~le tym warunkom, w jakich dokonywa się deformacya w ziemi. 
Jak bowiem już poprzednio zaznac?.yliśmy. proces defonnacyi będzie 
w rzeczywistości stlumionym. Rzeczą przyszłości będzitl uzyskanie 
takich dyagramów odkształceń, w których byłby uwzględniony 
wpływ otoc~wuia, hamujący swobod~;; r ozszerzenia poprzecznego. 

i\lnj'tc do dyspozycyi nietylko dyagramy otrzymane przy zgnia
taniu, IHCZ także i przy innych rodz:~jach na~żeń. możemy łatwo 
:.r. dyagramu ocłksztHłceń obliczyć zarówno wielkość natężenia w nhwili 
zerwania materyułn. jak i wielkość pracy potrzebnej do całkowitej 
lub częściow<'j tldi·rm11cyi. 

VI. Objętość i ciężar deformowanej bryły ziemi. 

Nat'z<Jdzie dowolne, porusznjąc się w ziemi. lJddział_vwa w każ
dym momencie na pewną nu1sę ziemi. któn .. j wielkość z11lcży od 
kierunków u!luwiskow~·ch, a więc też i od ksztaHu powierzchni na-

rz(;idzia. Bry~ę ziem i, okoloną. z bo
ków głównymi kierunkami usu
wi~>kowym4 wychod7.ą(}ymi z <Jbt·y
sów narzędzia., odci~tą od dołu po
wierzchnią na•·zędzia i ognmiczoną 

- od g/n·y płaszczyzną tet·enu na
zwiem.y p<~rłĄ bryl11 ziemi. Bęnzie 
ona poluywała l'ię zupełnie ze sferą 
działania. narzędzia. Ażeby ozna
czyć jej wielkość. mu:;imy wyjść 
z o~ól nego zupełnie przypadku, 

l{ycina 12. w którym mamy do czynit>uia z do
·wolną kt·zywą powierzdmią 

Obiet•zmy w płaszczyźn t' stycznej (t·yc. 12) w okolic) punktu A 
elementuruy kwadracik A 1A2A~A4 tak, by bok A 1 A 2 leż<~ł na prze
<'ięciu pla!<zczyzn_v stycznej i płaszczyzny n .. nnH!Jwj, równoległej 
do osi X X'"". 

Z cl w u zatf>m rówJIIIJl: 

~,,. ::-11 2Ji 
(X ·- .c) ~ + (Y - y) ~. +(Z- z) = O . 

.: :c 2 !f iz 

2TJ ~F 
( }' - 'f ) - - (Z - z)~ =O. 

. z .: Y 

z klóry<·h pio·t·wsze Jll·zeclshnvia płat;zezyznę :st.y<'ZDI'l, drugie ZHŚ pła
,;zczyznQ norrnaln<ł. o1rzymamy równHnie krawędzi A1~. Mnożąc 
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"ft' "F 
pierwsze z tych 1·ównań przez ~ - : a drugie przez ~ - i dodając 

~u oz 
obadwa równ»nia do siebie, następnie zaś mnożąc pierwsze przez 
ćJF d · 2-F' · d · . d . b. k "z , a rug1e przez ~ 1 o e.1muył,c o s1e 1e. uzys amy: 
c cy 

(X -x) ćJł . 2ł' +<Y_ t) [(2}1)2+ (2 JJ')2] = 0 ax 2y · Y 2y 2z ' 

(X- x) a F' . 2 ~+(Z- z) [(~ JiV + (2Ji')"] =o. 
2x ć)z ay J 2z 

albo w formie symetrycznej: 

X - x _ Y-!1 _ Z - z 

[(
.df.l)2- {2L''). 2] . - ~2~~-2F-~i}' ćJF 
&y + \~z 2x · 2y h · 2z 

równanie boku A1A2 • 

Dwa inne boki A,A4 i A2 .d3 są do siebie równoległe, stoją 
prostopadle do boku A 1 A. i leżą na płaszczyźnie stycznej. Te wa
runki wystarczą do znalezienia ich równal1. 

Ogólne równanie prostej: 

X - x Y - y Z-z 
--l - - --;:;;. - = - n-

musi spełniać warunek prostopadłoaci do A1 A2 , 

l [(aF)2 + (?k')2] _m 2F . aJi' _ n aF 
~Y 2 z 2x ćJy ćJx . 

warunek leżenia w płaszc.zyźnit> styrznej: 

2F 21!' ćJP 
l ax + m ćJy +u ćJz =O. 

2/.ł' 
=0 

2z 

M · 6 · a F · d d · d d · nożąc ostatme r wname przez 
2
x 1 o aJąc n poprze mego, 

otrzymamy: 

l [(~}')2 (2 !!..')2 (9k')2] 
2x + Jy + az = O, a więc l=O. 

Wynika z tego, że 

aF ćJF m-- +n - =0. ay az 



60 'l'. M. (;Oł.UAURSKI 

aF aP 
Kłacląc tecly l= o~ m=- dZ' tt = 2y' otrzymamy równa-

nie boku A 1A 4 w postaci: 

Y-y Z - z 
aJ? --aJ<"· 
az 2y 

Wykreślmy z wierzchołków kwaclratu proste A 1B1 , A 2 B2, 

A1B3 i A4B 4 równoległe clo siebie i nachylone do osi XX"w pod 
kątem ó. Otrzymamy w ten sposób ograniczony pryzmut elemen
tarny, niejako włókno wycięte z materyału ziemnego~ które może 
pr·zy ruchu nar.lędzia przesuwać Rię względem włókien sąsiednich. 

Równanie boku A1B1 znajdziemy. biorąc pod uwagę. że leży 
on w płaszczyźnie normalnej i jest nachylony do normalnej pod 
kątem N A1 B1 = @ -- 90°. 

Mamy równanie prost~j: 

X-x Y-y Z-z· 
cos a- = cos p = cos Y 

i równanie płaszczyzny normulnej przesuniętej przez prostą nor
malną równolegle do kierunku ruchu: 

X-x Y-y Z-z 

a F 2F 81!' 
=0 , 2x d ?f d Z 

l o o 

z któt·ych wynika. że 

C<>S a cos {1 cns y 

C'[? 2Ji' 21' 
=0. 

Jx 2y z 

o o 

z; rozwinięcia wyznacznika otrzymamy: 

cos {1 _ cos y _ f1cos2 {1 + cos2 y _ sin a 

~1( - -2],' - v-(d"-)t- (al!')i - v-(2!')2 = (2-:-::---1!')2. 
cy ~z 2y + 2z 6y + 2z 
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J/(2ł')2 - (2fl)2 = K 
C'y + az ' 

C' F 
2y . 

COS {3 = -1.: SIO a . 

ć'F 

dZ . 
cos y = J( sm a . 

61 

Ale my znamy kstt a; j~st on tym samym kątem, któryśmy 
przedtem oznaczyli jako o. "Vob('C tego równanie kraw~dzi A1B1 

będzie: 

X-x Y-y Z - z 
·Kcoso - J J.? - - - aP 

By 
. sin ó 

~ .. 
Dostawy zaś kierunkowe: 

eos a = cos o, 
a F 
C' !f 

cos {3 = f{ sin ó ~ 

~F 

2z . 
cos y = ]( sm ó . 

.sino. 

Mając znane równania kraw~dzi, mo~emy obliezyć objętość 
elementarnego pryzmatu i jego ciężar (ryc. 13). Podstawę obraliśmy 
dowolnie, zatem objętość musi hyć proporc~yon~:~lna do wysokości 
pryzmacika. 

Przyjmijmy płaszczyznę p1•ziomą PP1 w odległości t od pla
szcz~·zny rwtów XY i uważAjmy ją za górne ograniczenie terenu. 
Spółrzędna z przydłużona przebiJe tę płaszczyznę w punkcie K, zaś 
krawędź AB przebije ją. w pur1kcie B. Z uwagi, :i.e z .1 l'~ 
trójkąt AKB jest pmstokątny i i stnieć rnusi związek: 

AB= _!!_K_ . 
cos y 
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Wiemy jednak, że 

AK=t- z, 

2F 
~z 

cosy = K . sin O. 

Hycina lH. 

P o podstawieniu wartości. otrzymamy: 
]( 

AB= (t- .z) "l c { . 
'l . l>lll o. 
c z 

Wykreślmy z punktu H prostopadłą BL do stycznej. to z trój
kąta prostokątnego ABL-:otrzymamy: 

BL = -~ = AB sin (180- <9): 
czyli 

]( ~in " s=(t -z) 2)]' · sin <f · 
8z 

Oi~,;żar j ednego pryzmacika znajdziemy z wzo1·u: 

lQ K s~n ('?. dF. c. =att-z) 2F · sm o 
a z 

Ażehy oznaczyć wielkość całkowitej bryly ziemi deformowanej 
pr~;ez narz'ędzic. nie zawsze możr.a po::;łużyć się wzorem wyplywa
jącym z poprzedniego: 



I'HACA l'(AHZFjOZI W ZIEMI 63 

f 
K sin@ 

Q= (J (t- z) a p sin& . dF. 

8z 

'Wiemy bowiem. że kierunki usuwiskowe główne wykreślone 
we wszystkich punktach danej powierzchni, a zatem i słupki ma
teryalne, pomyślane na dementach powierzchni w sposób podany 
powyżej, muszą się krzyżowtlĆ ze 1'lobą.. jeśli powierzchnia jest wklę
słą str(~ną zwrócona ku materyałowi deformowanemu, zaś odchylać 
się, jeśli powierzchnia jest wypukła . Wskutek tego wzór nie da 
wcale obj~tości, ani ciężaru bryły i rezultat będzie w pierwszym 
przypadku większy. w llrugim 7.aŚ przy powierzchniach wypukłych 
mniejszy od rzeczywilltej objętości. Wogóle wzór ten można zasto
sować tylko w tym razie. gdy mamy do czynienia z ruchomą pła
szczyzną. Tylko wtedy bowiem kim·unki usuwiskowe wyprowadzone 
ze wszystkich punktów będą do siebie rllwnoległc, słupki zaś wy
pełnią całą bryłę deformowaną. 

P r z y kła d l ( P ł as z e zyz n a). Niechaj równanie płttszczyzny 
ruchomej (ryc. 14) ABDC bQdzie: 

x = ll?l + bz + c . 

Hycina H. 

Krawędź AB otrzymamy, kładąc z= O 

x=ay+c. 

Jeśli przez każdy punkt tej prl)l:ltej pomyślimy ::;obie wykre
ślony kierunek usuwiskowy. to otrzymamy plaszcz_yznę AEBF, jako 
płaszczyznę przesuni~,:tą pr--.t.ez proste: 

x=ay+c, z =O 
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X-x Y - y Z - z 
KI cos (f= -E'j~ = - 2!--:-: ' 

- - HJn u - - SIO u 
2y 2z 

(2__!) 2 (~ ~) 2 • gdzieK1 = , + .:y 8z 

Niechaj punkt wspólny pomiędzy kierownicą. i rodzącą będzie 
w danej ch wili x0 , y0 , z0• 

Drugie to równanie przekształcimy, wprowadzając kąt pomo
cniczy x1 i kłacląc 

2f 

2y 
- li~ = cos "• . 

Wtedy wypadnił\: 

zaś równanie nasze 

2f 
~.. . 
K ,:;tn x,, 

l 

przybiet·ze kształt: 

X- x 0 Y - Y o Z - z 
oos "i5 = cos .v.1 sin ó = sin x1 sin o' 

prLyczem następniki stosunków są wprost dostawami kierunkowymi. 
Równanie śladu płaszczyzny będzie X - x0 =a (Y - y0 ), albo 

w formie symetrycznej: 

X - - x0 

a o 
o dostawach kierunkowych 

a 
COS J..= , ,._ · <!«tS ft = l i a:l + - l ; COS V= 0. 

l a2 + J ' f 

Płaszczyznę, przesuniętą przez te dwie proste, wyrazimy wy
znacznikiem: 

X - x0 }' - Yo Z - .<o 

cos J.. cos !l l·os v =0. 

cos o cos x1 sin o sin x1 sin O 
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Po rozwiązaniu wy·wacznikn i perlstawieniu wartości za do-
stawy kątów .A., lt, v, otrzymamy: 

(X ) (J,.. ) (Z-z0)(coso-acosx1 sino) 
0 -Xo- -yo a- -- . . = . 

su1 x1 sm ó 

Ażeby wyrugować spólt•zędne punktu x0 , Yo, z0 , wstawimy 
w powyższe równanie x0 = ay0 + r,, z0 = O, wskutek czego prze
kształci się ono na inne: 

X + z ( cos o- a cos x1 sin ó) + = ay . . c 
sm x1 sm ó 

Oznaczmy objętość bryły: 

ABF"CJJE' = r 
V1 = AB'P'PONlll.N 

V2 = AHCPON.il/D 

i szukajmy objętości V= V1 - V~. 
Przedewszystkiem jedm•k musimy zmienić równanie płaszczy

zny usuwiskowej. podstawiając wartości za funkcye kątów ó i ""l· 
W tym celu z równania płaszczyzny x = ay + bz +c musimy zna
leźć pochodne czfjstkowe: 

Znajdziemy: 
. 1 1 

Sln E= -= · , 
lwt J'1 + a2+ b2 

J(t Va2 + t/i-
cosE= - x~;=- Vf+ a2 + b2 

Ponieważ zaś 

::;in O= sin E COS f1- COS e sin e, 
COS O= COS e COS e+ sin E sin e, 

przeto po podr<tawieniu otrzymamy: 
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7. drugiej strony 
at 

. az b 
siu x, =- kt = - Va2 + !J2 

~f· .: 

, _ ay __ a 
cos x, -- K1 -- v~2-..::;=-b2. 

Po wprowadzeniu tych pod~>tawień i uporządkowaniu równania 
otrzymamy równanie pl~szczyzny usuwiskowej: 

slbo w skróconej formie : 

X = U!f + 1tZ + C. 

ObjętoM znajdziemy jaku całkę w granicach od !/=O, z = O 
do y = 1]. z = h: 

'1 h '7 h 

vl =f f X dydz f j(ay -'r 1/Z + c) dydz = 
o o o o 

= aJ j~;dydz + 11] jzdydz + cf'l}dydz , 
o o o Ił o 

czyli po zcałkowaniu i podstawieniu granic: 

V _ a'l}2 1i + m;h2 + . , 
l - '2 - - ~ - C'l]lt • 

\V podobny sposóh znajdziemy: 
'1 ,, 

f! a'l}h2 b'1]h2 
V2 = • (ay + bz +c) dyc.Lz = - 2 + -2- + C?]h. 

o o 
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Z różnicy V= V1 - V2 obliczymy żądaną objętość bryły 
ziemi partej nart.ędziem: 

• nh2 
~-=-=(u - f)) 

2 
, 

albo po podstawieniu wart11Ści za u: 

(l+ a~+ o2) Va~ + ,,~,..i u e 
CIIS f') 7 f a2 + [)2 :siu €') -

Oznaczajlic cic;:żar jP<lnostki objętości ziemi przez a. otrzy
mamy ciężar: 

Q- ?]h'la ~ ~ + a2+ /)2) f/a2 ~~--b2 sin e 
- 2 b · cos e+ Va2 + "'t sin (!!) 

vV obliczeniu powyższem popełniono rozmyślnic błąd, prze
milczając, że bryła ziemi: ptn·tn na1·zętlziem, wlaściwie nie będzie 
identyczną z tą bryłą, którą obliczono. Jeśli bowiem z punktów 
końcowych AB wykre~limy pro::; te. oznaczające kierunek usuwi
skowy AE i BF, to nie będą one leżały na płaszczyznach grani
cznych: Y= O i Y -n=-= O. Możemy jednak udowodnić, że obie 
bryły S.'ł równe pod względem objętości: 

ABFCUb' = ABF'f'Dl!:'. 

Napiszemy to równanie in;~czej: 

ABFC/Jb"' -f- AE'JJE = ABFCDI!J' + BF'CJ.'. 

vVobec tego wystarczy udowodnić, że obadwu czworościany 
dodatkowe posiadują również równe ubj tt tości: 

AE'DE= EFGF. 

Przedewszystkiem zauważymy, że AD 11 BC i AB li BF; wobec 
czego ADE /l BCF: zaś DE 1/ CF. 

Ponil:)waż także })() //El" a DE'// ()F': przeto mamy rel~cyę: 

D/t =Ił: t:11; DE' =Ił: ('F'. 

Dodajtle do tego warunek. że 

~ EDE' = FGF', 

otrzymamy w rezultaeie dowód, że 

~ DRE' 2: CFF'. 
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Jeśli te tr~jkąty btdziemy uważali za podstawy ostroslupów 
dodatkowych. których wysokośCi~! wspólną jest głębokość zanurze
nia h, otrzymamy rówuość: 

czyli 

]JE 'If'l h_ 
D • 3-

h 
"Ji'F' . 
v 3' 

.rl.Ji'lJE = BP'GF 

Widzimy zatem. że cyfrowy wynik zawsze będzie ten sam~ 
czy obliczymy objętość bryły wciągniętej przedtem w rachunek, 
czy też objętość ziemi partej rzeczywi::ście przez płaszczyznę ruchomą 
i że wzór, wyprowadzony przez nas powyżej, jest słuszny. 

Przykład II. (Walec eliptyczny) . .M:a:jąc narzędzie 
kształtu walca drugiego stopnia (ryc. lf>) stycznego do płaszczyzny 
poziomej rzutów, możemy określić rodzącą walca równaniem: 

x cos q> + y sin q> - p = O. 

kycina 15. 

Zmieńmy układ spółrzędnych z O(xyz) na Otx1y1z1) przyjmując, 
że nowa oś XXw będzie prostopadła do kierunku rodzącej walca, 
nowa oś YP'" będzie do rodzącej walca równoległa, oś zaś ZZ"'" po
zostanie w pierwotoero położeniu. Innemi słowy: przetransformujmy 
układ spółrzędnych, obracając dokoła osi zz6w o kąt q>. 

Pomiędzy spółrzędnemi obydwu systemów będą istniały związki: 

x1 = x cos q> + y sin q> , 

Y1 =- x sin q> - f-y cos q>. 

Załóżmy. że równanie normalnego przekroju walca będzie 
krzywą drugiego stopnia o równaniu: 



(:r-p)t (z- b)2 
- 2 - + - -b2 - = l' a 

to równanie walca, odniesione do pierwotnego układu, będzie: 

(xcosq> + ysin <p-F~ -l- (z_- b)2 = l. 
a2 , !J2 
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Jeśli przyjmiemy, że oś będzie leżeć w płasu:zyznie poziomej 
rzutów, otrzymamy równanie: 

(xcos<p +!/sin <p - p)2 + ~)~ = 1 a2 b2 , 

. albo też: 

Z tego r6wnania znajdziemy pochodne cząstkowe: 

2/' 2f a -< 
"Y- = - tg <p ; • - - b- sec <p V . 
c;; 2-z - b2 _ zt 

Jeśli weźmiemy pod uwagę warstwę ograniczoną. dwiema pła
szczyznami poziomeroi z = - h1 i z = - h.1, przyczem h,. > h11 to 
przekrój powierzchni płaszczyzną z= - h2 będzie: 

x =- ytg<p + psec<p -+ ~ sec <p Vb2 h~. 

Dla puoktów łc:i.ącyr.h na tej rodzącej walca wartości podlo
dnych przybiorą warto:5ć: 

a f' 
ay = - tg <J>; 

dj 

2z =-

Obliczymy elementa pomocnicze: 

_ Jfi4s in2 <p - b2l~ sin t <p + a2h~ 
KI - = --

h cos <p V b :t - ~t.~ 

_ Vb4
- b2h~ + a2h~ 

jfjl - 1/ ---- . 
hcos<pyh2 - h~ 

. bcos<p l/i)2- h~ b4siu2<p -b2h~sint<p+a'h.~ 
.s1ne = , cose=- --·--- ---- --

Vb4~ b2},~ + a2h~ lJ4- b~~+ a2~ ' 
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ah2 smx1 = - - . 
Vu·1:;intq> - f,th~sin~cp+ a2h~ 

ó siu cp j'/,2 - ~~~ 
cos xl = V bo~ si~i 9' - !J2h1 s i~ _p,~ ' 

cos ó =-=- ~b4 siu~ q;-.= b~l~ Sllltq> j- a~~h~ c~s ®+ ó Cl)f; cp Vb2 - ~~~ flin e 
Vu4 --" .. !t~ + a2fl~ 

Z równania kierunku usuwiskowego: 

X - · X 0 )~" - !/o Z - z0 

COS n - sin 0 CI)S Y. = sin J sin Y. 

1 z równania kierownicy: 

X = - !/ t g q• + p sec rp + ~ scc er V b2 ..:::... h} ' 

przeksztalconeg0 na: 

X-x0 

- tg 9' -
Y - .'lo Z - z0 

1 = - o 

znajdzicm~' równ:wie plaszc1.yzuy przesuniętej przez te dwie proste: 

X - xo V ·-- !/o Z - z0 

cos ó sin n cos Y. sin ó :3in x =0. 

- tgq> l o 
albo: 

(X )+(Y ) (Z ) cosó+t.gq>sinócosx _ 0 - Xo - Yo tg 9' - --· Zo sin ó sin x - - · 

Poclst.awimy wartości :~.a wyrażenia pomo<'uicze i otrzymamy: 

(X - ..ro) -1- (Y-_IIo)tgq> ·-· (Z-z0) 

_ a2h~cos<e_o!Os@ - Vb27t§JiiJ4s{u-~p _ ~2/t§siu 2(p -j-r~l!lt~sin@ = 
0

. 

ah~cos2q>uVó2-h~f!ose+ah:!co:;q>J /hi n2cp- b2h~sin 2ą>-1- a!h~. sin 0 
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W celu wyrugowania spółrzędnych punktu x0 , y0 , z0 należy 
podstawić: 

a •·-
x0 = - !lo tg cp + p sec cp + -b sec cp r /; 2

- hi, 

X+ Ytgcp - -

- Z a2h~cosf!!C?s0- b Jlb• - Ją Vb4~-=-b~h~sin2cp + a2h~sin@ _ 
· abh~cos2t.pVb2--/ącose +ah2 cosq;J'b4sin2cp- b2/ąsin2cp+a2h~sin@ 

a V -- ,, - p sec cp - b sec cp b2 - h2 -

-~ath~coscpcos@-b Vb2- h~ ~b4Sintq)-=-b2h~sin2p + a2h~.sin@ O, 
abhWb2 h~cos2cpcosl9+ah2coscpJfb4sm2cp-b2h~sin2cp+a2h~sin@ 

albo w skróceniu: 

X+ Ytgcp - zn- pseccp- : sec cp Vb~ ~ hJ;. ·- h2 n = O. 

Znajdziemy objętość: 

V=VJ-V2 = 
1'/ - h, 

=f f (- ytgcp + zn + ps~ccp + : sec cp ~ b2 - h~+ h2n)dydz
o _,.. 

'Y/ _,., 

- f f(- y tgcp + pseccp + b sec cp Jfb2-z2
) dydz = 

o - h • 

., -h. 

= f f (zn + h2n +: seccp Jtb2-=-~- ~ seccp Jfb2 -z~)dydz. 
o _ ,,2 

Ponieważ zaś: 

przeto: 
6 
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'l'J _,,, 

l 
1 (nyz 2 a V -V= 1 

2
- + h1 nyz + b sec cp !J2 - łą_ yz-

o _", 

- a sec cp y.< Vb2 - z2 - a b~ seccp a re sh1 
2b-) = 

2h 2 

= ~ { n (hi - h'fJ - 2~ n(h1 - ht)- 2 ~ sec cp Vi;%--h.1 (h1 -!t~) + 

+ : sec q>~ Vb2 -= hi - ; sec q> h2 V62.::: ii~ -

- alJ sec cp [ arc sin (- ~~) - arc sin (- ~)] } . 

Ponieważ zaś arc sin (-a)= n+ arc sin a, napiszemy po upo
rządkowauiu: 

V= ~ {n (h1 -h2)z+ -~ ::~eccp (h1 Vb2 --h~ -2h1 Vb2 -h~+ 

+ h2 Vb2-b~) + abseccp ( arcsin ~t - arc sin ~2) J. 

Dla walca kołowego będzie: 

V,.= ~ {n(h1 -h2 )
2 +seccp (h1 Jl1·2= /~ -2~ Vr2 -h~ + 

V- -- ( h h)} + h2 1·2 - h~) - 1·' sec q> a re sin t - a re sin -~ . 
?" ?" 

Jeszczf': bardziej uproszczą się wzory, jeśli poł<Y~ymy h2 =b, 
względnie h2 = r; otrzymamy wtedy: 

V=~ { n(lt.- b)2 + : sec cph Jlb2 - h2 + abseccp (; - arcsin ~ )} . 

a dla walca kołowego: 

V,.= ~- {n(h-r)2+ seccph Vrll --h~ + r 2 seccp (~-arcsin ~)ł· 
pr.tyczem we wzorach na przekrój kołowy wypadnie n = cotg e. 
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Przykład IIL (Powierzchnia śrubowa). Powierzchnię 

śrubową mamy daną równaniem x=aarctg !..... 
Y 

Tworząca powierzchni usuwiskowej ma równanie: 

X- X0 Y- Yo Z- z0 

cus o · = cos ;;i~ & = sin Y. sin o · 

Z ogólnego równania powierzchni obliczymy pochodne cząst
kowe i wartości ich wzdłuż krzywej przecięcia się powierzchni 
z płaszczyzną Z= O 

al az at ay 
ay =- y2 + z2' ~-; = y2 + z!' 

otrzymamy wobec tego: 

.a zatem : 

df=a ~d_z-zdy 
!l+ zt' 

W następstwie te2:o będzi~:;: K = a ; M= 2:. V a'-+ y'l; 
~ Y . Y 

. . Y 
cos Y.= O, sm = - l, s1n e= V ; a2+ yz 

u . y cos @ + a sin @ 
cose=- Va2·+ '!f; sm o= - Va2 + -yz- ; 

y sin e- a e-os e 
coso= ·-~ . Va2 -r y2 

Równanie tworzącej będzie: 

Z-zo 
-sinó· 

JedMk dla punktu leżącego na kierownicy wartości spółrzęd
nych będą: 

x0 =;O, '!lo= y, z0 =O, 
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zaś r6wnanie tworzącej: 

X Y-y Z 
cos o= - o =-sino' 

albo w innej formie: 

Z-_ X . 0 _ ycos e+ asin e X 
'J- tg - acos e- ysin e ' 
Y=y. 

Z tego otrzymamy równanie powierzchni usuwiskowej: 

X= Z a cos e- Y sin e. 
a sin e+ Ycose 

Ażeby obliczyć objętość deformowanej bryły ziemi, ustawimy 
najpierw W7..Ór: 

'1 ,, 

V, ffzac?s fJ- Y sin e d Y. d Z= 
l a SlD e + Y cos e 

o o 

'1 

= '::_ fac?se- Y sin e. d Y= 
2 a SlD e ;- Y co s e 

o 

., 
= ~f(acose- Ysin e +sin e_ t · e\ d Y= 

2 a sin e + Y cos e cos e g } 
o 

~ '1 

= - . dY- - aafJdY= h2J a h2J 
2 (a SlD e + Y cos e) cos e 2 tg 

o o 

'1 

= aha f cos2 e dY-_!_aha @= 
2cosse Ycosl< fJ + asin e cos e 2 'l}tg 

o 

ah2 l 
-

9 2,.:i log ('l}cos2 (ii) +a sin (ii)cos @)- -
2 

ah2'1}tg@= 
... cos "" 

ah2 
- --- [log asinecose ('l}cotge + l) -1jSin@cos@]. 
- 2cos2 e 
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Podobnie obliczymy: 

ł'j " 

v2 =a f f arc tg idy. dz. 
o o 

Rozwiążemy 11ajpierw całkę: 

f arc tg ; dz = l przy stałem y. 

Całkując przez części, otrzymamy: 

I= z arc tg ~ - J z d ( arc tg ; ) = 

= ~••ctg ~ - jz d(;) 
Y l+(;r 
z f zy =zarctg-- -- dz = 
Y yt + z2 

=z a.rc t<~"~ - 11J _!zdz_ = 
o Y 2 y2 + z2 

z J/ 
=zarctg Y - 2 logfyt +z') . 

Po podstawieniu granic otrzymamy: 

ja re tg j . dz = h arc tg ; - ~ log (y2 + h2) + ~ log y2 = 
o 
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h _ _ Y y' + h2 
=harc tg log ---

Y 2 y2 
·wobec tego: 

n h 
~ =aj(narc tg Y 

Y2 + h2) '!! lvo- - - d!! = 2 o !/l! 
o 

n n 

f 
h fy y2+h2 

=a harc tg - dy- a 2 log·- -
2

- dy. 
o Y o Y 
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Oznaczmy: 
'i 

11 = j~z arc tg ; dy, zaś 
o 

'i 

f l'f lj't + h't. 
l = ·- loo- '--- - dy. 

2 ~ o yt 
o 

B. h 
wrąc x = arc tg , 

Y 
. . . h !l 

mozemy nap1sac tg x = , cotg x = h , 
Y 

albo tg{; -x) = ~. 

Stąd wynika: 

n !l n !l 
-2- - x = arc tg h- , x = - arc ter t o h 

i ostatecznie: . ~ 

11 = Jh (n
2
- - arctg Y) dy = hr;n- fharctg !l dy- hr;n-

h 2 • h - 2 
o o 

Pozostaje do obliczenia: 
~ ~ 

! Y y2 + h2 _ t f J/2 + h2 
l = - · Iocr - · dy - - 2?'/loo- -- dly = 

2 2 b y2 4 . <:> Y~ , 
o o 

)!'t/ 1!'1/ = 
4 

log (y~ ..L h2). 2ydy - 4 log !l· 2ydy = 
o o 

= ~;·;og (y't. + h't.). d(y?. + h't.)- ! ·J;og y2. d(y2). 

o o 

Ponieważ zaś 

.flogx. dx =x (log x - 1), 



PRA(;Ą NARZJoil>ZI W ZIEMI 

przeto możemy napisać: 

'YJ 

77 

] 2 = l [! (y2+h2)Jog(y2+ h2)-! (y2 + h2) _i y logy2+ ~ y2]. 
o 

Po podstawieniu zaś granie: 

1 l l l 
12 = 4 ("l2+h2)log("l2+ h2) - 4 h2logf12_ 4 ("l2 + h2)+ 4h2 -

1 l 
- 4 'I'J"log'fj2+ .4 'I'J2= 

l l l = ("lo+ h2) log ('I'J2+ h2)- h21og 1~,2 - "l2Jog'fj2 = 
4 4 4 

l l2 + 2 l h:t + 2 = - -n2}oo- t 1]_ + -1! 2 (o.,. - "l 4 ., o 1f 4 o h-t . 

Wobec tego: 

{
h?Jn 

f2 = a 2 - h'fjarctg 

- - lt~ loo- h2+ _"l~ } 
4 t> h~ ' 

n 'l h 
albo z uwagi, że 

2 
- arc tg = arctg 

h •IJ 

J h 2/,.2 -'ł'}~ h~ .J- 'ł'}2 hZ h2+ 'fj~} 
V.2 = o l h YJ arc t .O' + - . log - 1

- - log - - . 
"t"> "l 4 YJ~ 4 h,Y. 

Ostatecznie z pomocą. wzoru V= V1 - V2 znajdziemy obję
tość deformowanej bryły. 

Fostępawanie prawidłowe przy obliczaniu objętości możemy 
strt>ścić następująco: 

l\lają.c daną powierzchnię zapomocą równania .t: = l(yz), znaj
dujemy przedewszystkiem przekrój z płaszczyzną poziomą. stano
wiącą dno wyjętej hl'ózdy. Równanie x = f(y?;) pr-.tedstawia kiero
wnicę powierzchni usuwiskowej, rodzącą zaś znajdziemy jako kie
runek usuwiskowy z równania: 

X-x0 Y - y0 Z-z0 

cos O = cos ; sin O = sin ~ sin O · 
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Ponieważ we wszystkich następnikach tych stosunków są po
chodne cząstkowe f<"J i fr.;, należy je znaleźć z równania danej 
powierzchni i wstawić wartości pochodnych dla z=' w odpowie
elnie wzory na cos o, sin ó, cos Y.1 i sin x1 . Z dwu równań: kie
rownicy i rodzącej znajdziemy kształt powierzchni usuwiskowej 
x2 = (/J (yz). A następnie rozwiązując całkę 

t} ~. 

V-f f<a; - x1) dydz, 
o ~. 

znajdziemy szukaną objętość. 
Metoda ta o~ólna dozna uproszczeń, jeśli chodzi o powier.tchnie 

walcowe o osiach równoległych do płaszczyzny poziomej. 'Wtedy 
bowiem podobnie jak dla płaszczyzny będzie powierzchnia usuwi
skowa pła::;zczyzną.. Także i w ty~b razach: gdy ?;2 = O, wzory wy
padną prostsze i łatwiejsze do l iczenia. 

Z obliczonej objętości możemy, mnożąc ją przez ciężar jedno
stkowy. obliczyć ciężaa bryły, który możemy pomyśleć sobie sku
piony w geometrycznym śrc,dku ciężkości bryły. 'VVażnem jest tedy 
obok obliczenia ciężaru także i wyznaczenie środka ciężkości defor
mowanej bryły ziemi. Nie zawsze jest to możebne zapomocą tych 
środków, jakimi rozp01·ządza elementarna analiza i wobec tego mu
simy ograniczyć się do podania ogólnego sposobu. 

Bior·ąc pod uwagę moment statycZlly elementu objętości ko
lejno względem trzech płaszczyzn rzutów Xl~ XZ, rz, możemy 
oznaczyć przez x1 y1 z1 spółrzędne powierzchni osuwiskowej: zaś 
pr~::ez X2 y2 z2 spółrzędne powierzchni narzędzia. 

Znajdziemy momenty statyczne: 

'12h~ * h~ 

~ł1r~zJ = Vyo =f f Y1 ~ dydz-f.! y2 X:! dydz. 
'1}1 ''t 1;1 1•s 

Z tych relacyj można obliczyć najpierw momenty statyczne, 
a następnie: znając wielkość V, znaleźć spółrzędne środka ciężkości. 
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Możliwem to jest naturalnie tylko wtedy. gdy umiemy obliczyć 
c:tlkę, napisaną po prawej stronie ró1vnania. Sp&rzędne środka cięż
kości będą: 

~ - Mr,.u) 
.c<o- --"V". 

Wzory te możliwe są do uż_ycia jedynie wtedy, gdy rozmca 
objętości wprowadzonych w rachunek daje rzeczywistą bryłę defor
mowaną. Wiemy jednakże, że właściwa bryła deformowana jest 
skośnie skierowana do kierunku ruchu. Używając wprost wzorów 
poprzednich, wyznaczylibyśmy (ryc. 14) zamiast środka ciężkości 
bryły rzeczywistej ABCDEF środek ciężkości równej wprawdzie, 
ale inaczej położonej bryły A.BCE'F'. Zaradzić temu mogłoby wpro
wadzenie w grę dwn płaszczyzn usuwiskowych bocznych .AJJ.E 
i BCF, to j ednak skomplikowałoby wzory. O ile chodzi u płaszczy
znę. byłoby to jeszcze ~atwe do uskutP.cznicnia, przy powierzchniach 
kr-..:ywych wymagałoby szukania bardzo Mwilycb rÓw1mń powierzchni 
granicznych bocznych. 

Dlatego podamy jedynie prostą metodę wyznaczania środka 
ciężkości bryły partej ruchomą płaszczyzną,. W tym celu zauwa
żymy, że bryła ta jest graniastosłupem tr~jściennym o podstawie 
ADE. Ozieląc cały graniastosłup na warstwy równoległe do pod
stawy, możemy w każdej wyrstwie oznaczyć środek ciężkości. 
Wszystkie one będą leżały na pr0stej równoleglej do krawędzi gra
niastosłupa. 

Płaszczyzna dana równaniem: 

x=ay+hz+c. 

ograniczona jest dwiema płaszczyznami rzutów XY i XZ: tudzież 
płaszczyzna mi y = 7J. z = h. 

Pr/.ekrój płaszczyzny dan(~ z płaszczyzną !l = ?}, da nam kra
wędź AD, której równanie będzie: 

x = a'YJ -1- bz -1- c. y = 'YJ . 

Stąd możemy obliczyć wart<,ść x dla punktów A B; otrzy-
mamy: 

Podobnie znajdziemy tównanie krawędzi B(' 

y=O, x=bz+r 

1 wartości: xt =c dla punktu B, x2 = bh +t: dla punktu C. 
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Teraz już możemy z łatwością wyznaczyć spółrzędne wierz
chołków: 

l an+bh+c 
]) 1] . 

h 

Ponieważ środek ciężkości graniastosłupa będzie leżał w śre
dnim przekroju, przeto spółrzędne punktów G i H będą: 

~n+ 2c a n+ 2bh -l-2c 
2 l - 2 -. 

G 1] H\ ł]_ 2 2 

o h 

Ażeby znaleźć spółrzędne punktu l, wyprowadzimy z punktu C 
prostą, mającą kierunek linii uSUl'l'iskowych. Równanie takiej pro
stej będzie: 

Y -!!t Z - z 1 

= s1n ó cos x = sin o sin x · 

Wstawiająe za x1 !/t Zt spóliT-ędne punkta G, otrzymamy ró
wnanie prost~j (.}[; 

X_ on_+2c 
2 

Y - 1'/_ 
2 z 

coso = sin 0 COS X = sin O sin r.. 

Punkt I uważamy za punkt przebicia prostej z płaszczyzną 
Z= h. Spółrzędne tego punktu będą: 

hcosó 017 + 2c 
si-n osin X + 2 

hcos r. 1'J 
-;;inx- + 2 

h 

Środek ciężkości. jłlk wiadomo, znajdziemy łącząc wierzch(r
łek G z środkiem podstawy Hl: t. j. prowadząc linię GJ{ i szukając 
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punktu leżącego w 1/ 3 wysokości, licząc od podstawy. Spółrzędne 
punktu G znamy, spółrzędne zaś punktu K znajdziemy ze spół
rzędnych R i I: 

hcoso +b;~ + a'!L+ 2c 
2sinlsinx 2 . 

K hcosx +!l 2si;;. 2 

h 

Z kolei znajdziemy rólvnanic prostej GK jako prostej. prze
chodzącej przez dwa dane punkty: 

a17+ 2c 17 
x- --2 - y - 2 

h COS 0 b/t= h COS X = 
2 sin <f COS X+ 2 2 sin X 

h" 

Na tej prostej leży środek ciężkośei. d rugiem zaś miejscem 

geometrycznem będzie płaszczyzna z = ~ h. Spółrzędne punktu 

przebicia będą zarazem spółrzędnymi środka ciężko~ci: 

1 l l 
x0 = 3 h cotg o cosec x + 3 hh + 't a17 + c, 

l 1 
y0 = 3 h cotg x + 

2 
1] , 

2 
Zo = 3 h. 

Zauważymy <Jdrazu, że przy ograniczeniu materyału ziemnego 
płaszczyzną !f= 17, odpadnie z rachunku czworościan ADEE', co 
naturalnie wpłynie na położenie środka ciężkości w ten sposób, że 

przesunie się on równolegle do RE' o odległość E:'. Jeślibyśmy 
zaniechali tego, będzie można mówić tylko o p-r~ybliżonem wyzna
czeniu środka ciężkości. 

VII. Elementarny pryzmat ziemi. 

\Veźmy pod uwagę ten sam elementarny pryzmat. o którym 
poprzednio była mowa (ryc. 12). Będzie on wspierał się na sąsie-
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dnich, analogicznie pomyślanych pryzmatach i cisnął na me sw01m 
ciężarem. Wskutek tego w trzech ścianach A 1A 2A3A4 , A 2B1 Bs.A3 
i A 1B1B2A2 istnieć będą ciśnienia podporowe. Znajdziemy je. roz
kładając ciężar pryzmatu Q na trzy składowe, z których każda 
będzie normalna, do jednej z wymienionych płaszczyzn. 

Zanim jednakże przystąpimy do samego rozkładu siły Q, mu
simy wyjaśnić sprawę wielkości kątów krawędziowych w trójścien
nem narożu C utwurzunem przez kierunki sił składowych, które 
dla krótkości oznaczymy przez D1• D2 i D3 • 

Przesuńmy prtez prosto UJJ1 i CD2 płaszczyznę E, to ponie
waż te proste z założenia są prostopadłe do płaszczyzn danych, 
przeto i nowa płaszczyzna pomocnicza będzie do tychże płaszczyzn 
prostopadła. Wynika z tego bezpuśreenio, iż E .L A2.A3 , jako do 
krawędzi przecięcia dwu płaszczyzn prostopadłych do trzeciej. 

Tymczasem płaszczyzna A 1 B1 1J2A 2 , jako normalna do po
wierzchni, musi być prostopadła do płaszczyzny stycznej .A1A2 A3 A4. 

Ponieważ zaś prosta At.A3 leży w płaszezyznie stycznej i jest do 
krawędzi przecięcia się płaszczyzn normalnej i stycznej, t. j. do 
A1A~ prostopadle skierowana, musi istnieć warunek: A2A8.tA1B1B2~. 
To prowadzi nas do konkluzyi, że 

vVobec tego: 

Ponieważ zaś f'D3 .LA1B1B2 A2, A 1B1 1J2~/JE, przeto CD8 .tE. 
Z tego wynika, że: 

Mając w ten sposób wyznaczone kąty płaskie w na1·ożu, mo
żemy przystąpić do ruzlcl'adu ::;iły. W tym cdu wykreślimy równo
ległościan sił. w którym pionowo działający ciężar Q będzie prze
kątnią (ryc. 16). Oznaczmy kąty nachylenia Q do jego składowych 
przez ~1 , ~2 i ~s· Jeśli przez kierunki Ds i Q przeprowadzimy pła
szczyznę, to otr.-~ymamy clwi~ składowe: 

D3 = Qcos~3 , 

R = Qsins3 • 
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Ażeby następnie rozłożyć siłę R na shladowe [)1 i D2 , mu
simy ·wprzód znaleźć kąty nach yłenia a i {J. Zatoczywszy z punktu 

c 

Rycina 16. 

C kulę o promieniu równym jedności, znajdziemy z prostokątnego 
trójkąta sferycznego: 

cos ~2 = cos (90 - ~s) cos {1 =sin ~s cos {J. 

Z tego: 

{1 
cos Ś2 

cos = -.- ,.- . 
SlD~s 

W analogiczny sposób można wyprowadzić, że: 

cosśl cosa= ....,-- - - . 
sm Śs 

Z twierdzenia wstaw wynika: 

R : D1 = sin (180 - e) : sin {1, 

R: D2 = sin (180 - 8) : sin a. 
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Podstawiając w tych proporcyach wartości: 

.· _ Vs117~3 - cos2ft 
sma- --- · . ,. , 

SlD !os 

. R V~in 2 ~s- cos2 ~3 8101"= - -. - . 
· siu ~3 ' 

otrzymamy: 

D = R Vsint ss- cos2 s2 
1 sin Śs sin e , 

D _ H Vsi02?;3 - cos2 ?;1 

s - . sin ~~~ sin e o 

Po podstawieniu wartości za li, otrzymamy ostatecznie: 

D - Q Vsin2 ~a- cos2 S2 
l --- sin e ' 

III a. 

l 
V "'"2 ... .; ,. 

D _ Q sm f,3 - _cos- !:>l 
2

--- sin e ' 
D8 = Q cos ?;3 • 

Jeśli siła Q pada w płaszczyznę E, t. j. jeśli -9:: ~~ = 90°, 
pr.tybiorą wzory postać: 

TJ = Q si_n ~2-
1 SIIl A ' 

lJ =Q sin?;~ 
i sin e) 

/)3 =o. 

Wzory te uproszczone podaje za Leibnitzem Wittenbauer 
w swoim zbiorze zadań z technicznej mechaniki 1). 

Chodzi teraz o r.astąpienie funkcyi kątów ?;1, ?;2 i Śs wyraże
niami, utwor.tOnyrni z pochodnych funkcyi Ji'(xyz) =O. 

Oznacr.my. jak poprzednio. spółr-.tędnc środka ciężkości przez 
x0 '!lo z0 , to kierunek D1 jako prostopadły do płaszczyzny stycznej 
musi mieć równanie: 

1) ~·ord i n n n d \>V i tt e n b" u e 1 : A nfgaben uus der tochnischen Mechanik. 
Berlin, 1907. !:Sand l, p. 13. 
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X- x0 Y- Y o Z - z0 

a i? = - 2i' - aP 
ax a z 

Kąt ~1 jest kątem, jaki tworzy kierunek D1 z kierunkiem Q 
czyli z osią. ZZ''"', więc: 

8F 
a z 

cos ~l= -.r::::(;====--~:;;::::2~+=(~~)-2+-(-~:r 

Równanie kierunku 1J2 znajdziemy w następujący sposób. 
Przez prostą. A1 A4 , której równauie jest: 

X·- X Jy- Y z- z - o- = - 2 F = a-JI; ' 

dZ rJy 

przez prostą A1B 1 o równaniu: 

X-x Y - y Z-z 
xcos <f =a fi' . .l:= a.JI' . .l: 

- smu - s1nu 
ay az 

przesuniemy płaszczyznę. 
Dostawy kierunkowe prostej A1~ są: 

CIF 
-8: 

cosJ.=O, cosp,= K , 

8F 
9z 

COS1'= K' 

dostawy zaś kierunkowe prostej A 1 1J1 są: 

aF. 8F _ .~: 
-- smu 
d Z 

cosl1 = cosó, 
,., smó 
CJY 

COSfJ1. = --K - , COS111 = K 

Wartości te wstawimy w równanie plaszczyzny przesuniętej: 

l cos p, cos 11 l + Y l cos 11 cos l l + z ! cos l cos p, l = O . 
X COSp,1 COS111 C0S111 COsl1 COSl1 COSfJ1. 
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Otrzymamy po wykonanio działań : 

xsino [(aj)2+ (a}l)2] + 2Fcoso+z ~zF~oKs~ = 0 _ 
K 2 ~Y C'z !l 2y K CI 

Ale 

K 2 = (2·]1)2 (~)2 
(}y + (}z ' 

więc: 

. C'F coso aP coso 
X Slll o + Y 5 K + z " K = o ' o !f CIZ 

albo: 
aF ap 

X K ter O+ !f - + Z - - = O . 
t> ay az 

Z tego znajdziemy r6wnania ślad6w przesuniętej płaszczyzny 
a mianowicie: 

J}l' 
x Ktgo+z~z =O 

aP aF 
Y ~ +z ~ =O, 

CI!/ CIZ 

alb() w innej postaci: 

a F 
a z 

!l=- aF z. 

ay 
Jeśli prosta D2 ma być prostopadła do przesuniętej płaszczy

zny, to rzuty jej muszą być prostopadłe do odpowiednich ślad6w 
płaszczyzny. Równania rzut6w prostej D2 będą: 

X-x0 =n (Z-z0), 

Y- !lo =m (Z- z0). 
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Z warunku zaś prostopadłości wynika, że 

2ł 
... 
i:' !l Ktgo 

u =-;:p, m = 2f;' · 
2,t d Z 

Równanie zatem prostej D 2 będzie: 

Ktgo , 
X - x11 = - "71 (Z - z0 ). c .L' 

2Z 
214' 

... 
Y .:.tl rz ) 

- ,1/u = 2 F ' - .?o ' 

~z 

lub w formie symetl·yczut>j: 

X.. - Xo V- Yo z - Zo 
Ktcro = 2ft' - = 2 ft' o 

87 

Oznaczmy kąty nachy lenia kierunku 1J2 do osi układu przez 
s2, ?]2 i ś~; to będzie istnieć związek: 

Zatem będzie: 
211' C' 1•' 
. coso - coso 

_ 2!t cz 
cos;2 =sino, cos?J2 - -x_ - , cosś2= - K - · 

Ostatecznie dla wyznaczenia dostaw kieruukowych dla pro
stej D3 zauważymy, iż prosta ta jest prostopadła do normalnej pła
szczyzny A 1B1B2A2 , a przet() równoległa do prostej A 1A4 , musi 
więc posiadac\ dostawy l{ierunkowe takie, jak i ta prosta: 

2F C'l< 
2z _ ey 

cos ~s = O, cos 1/a = - K , cos Śs - K . 
7 
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Jeśli wartości wynalezione dla funkcyi kątów ~ wstawimv we 
wzory I, otrzymamy skłauowe ci~żaru przedstawione jako funkcye 
spółrzędnycl1 powierzchni danej F(Xf/Z) = O. 

Otrzymamy mianowicie: 

21/ 
2z siu o 

/J) = - Q L r • - /C\ l 
t\. Sin.". 

2 1'' 2F 
2z ć'z 

])~ = - (,) ]( · .li sin A 

21:' 
elf 

[)~ = - (/f( 

\Vprowad;~,amy dla wygody odmienne zachowanie 
pomocniczeg-o kąta %. lGadą.c: 

c Jt' 
2q . ~ K = s1 11 x, otrz y llltLm y ]\_ = <~os :v. • 

III b 

użyjemy 

Ponadto musimy zun ważyć, że kąt nacby leuia normalnej do 
osi xx·•·· wyrazi si~ wzorem: 

Ponieważ z d•·u:óej :strony k:! t ~=e- 000. gdzie e oznacza 
kąt zawa•·t.y pomi~dzy :sty<·ziJ:ł 1.1 dodatnim kierunkiem osi XX6

"'1 

mamy reł;l(~yę cw;; =:si n t:. 
'Vobec t<.•go 

~:1: . 
JJ = sm e. 

P0tht,~;~.wiając t~ wyt'a:i:eni~ ot.rzymao.y: 

sino 
j)l =- li . 1_.. <' OSY. , 

S lD V 
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l 
])2 = - (d .- n. COS X SIU E, 

SUI 1:7 

D8 = -· Q sinx. 

8~ 

Albo w najpierwotniejszej fimnie, p() uwzg-lt.;dnieniu. że O=E-€9, 

V(2 /f)~(a F) 2 

' Py -t dZ 

zas C08 E= - V(~ Jt') 2' ( 2 p) ż (~"-F)>? , 
.: ,1/ + 2y + dZ 

otrzymamy: 

[
a F f/(2 F)-2 - (j /''):! . ] a F Q ~ eos ~ + l ,., + :t 8111 A ~ 

])
1 

= _.2 ___ \cy _ cz ___ cz . 

J
/(31•)2 (CI/.·)2 (2F) ~ . V(2")~ (211)~.sinf.J 

l 2-x + 2y + c"~ 2y + 2z 

III c. 

Albo też: 

7* 
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Jdli krzywa powierzchnia jest chma równaniem: 

x =f(!f, z), 

możemy podstawić w powyższych wzorach, jak również 
wyprowadzonych poprzednio: 

III u. 

8F 8}' 
,;, = l, -
eX 2y 

8f 8F 8f 
a !l ' a .z - - a; · 

Wobec tego będzie: 
. l 

Si n E= . • 

A;~r+ ~~Ir· 
. = V(2f) 2 (?f) 2 

A.l "' + ~ . 
C' !l c;z 

Wzot·y na składowe siły ciężkości b~dą: 

2} 
() 2 !l 

/)3 = .---;=~====:=-=-
("f) l! ("'). ~!/ + ~z " 

innych 

1\ :\lając równanie x = .flyz), możemy rwpisać /•'!xyz) = x-.ftyz) = O. skąd 
otrzyuoamy powyż.~ze podRtnwieoia. 
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Albo też: 

Kąty nachylenia znaleźć możemy z odpowiednich równań kie
runków D1, ])9 i D8 • Zatem otr.tymamy: 

2/ 

cos ~1 = 
1 

- --:- : co:; 171 = - = 
2 

Y = ; 

V1 + (~r -r G~r. V} + (~~r + (~~r 

cos g2 = sin 6; 

COS~s = 0; 

C; f 

e<m~, = - 1/
1 

(~~') 2 (~~2 ; 
~ + By + CJz 

at 
,.: co::. n 

cos 'l'j, = (/(;;)2 (2/)~ ; 
2y + 2z 

C; f 
CJZ 

2f 
d !f 

co;; {;3 = - )/ (2·/)2 -(~.f)2. 
?y + CJz 
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Pozostaje jeszcze do wyjaśnienia znaczenie geometryczne po
mocniczego kąta " · 

Mamy dane równanie x = f(y, z), określające krzywą po
wierzchnię, na której leży punkt A(x, y, z). Jeśli w tym punkcie 
przyłożymy płaszczyznę styczną do powierzchni, oznaczoną na ry
sunku (ryc. 17) jako płaszczyzna A1A 2A 3 , n następl)ie pr-tekroimy 

Rycina 17. 

obadwa te utwory płaszczyzną Y- !f= O i płaszczyzną Z- z= O, 
otrzymamy dwiE' krzywe przekroju i dwie ich styczne AC i AB. 
Jak widać z rysunku: 

dy l l 
t<>- -}:: BAX = - = - ·· = - - , 

o dx c.(: 2f 

d?f "8y 

tg~ CAX=- ~= =- a~=- ćlJ· · 
2z ćlz 

Jeśli weźmiemy pod uwagę kąty spełniające się z poprzednim 
do 1800, to otrzymamy: 

l BD 
tg BAlJ = ćlf = AJJ, 

8y 



' . 1 ('lJ 
tg CAJJ = 2f = AlJ . 

Dzi,..):lC' \Jbic równiJ~Ci przez :;iehie, otrzymamy: 

2j 
ClJ ~!t 
JW= 2f. 

2 z 

Ponimvai zaś wedk p•·zyjętego znakowania: 

przeto możemy napisać: 

2f 
8y 
.... - .= t~:-:. eJ 
2z 

('}J 
tg:-: = Jij)' 
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Wobec tego widzimy. że kąt r. = CBD jest kątem, jaki za
wiera ślad płaszczyzny stycznej na płaszczyźnie rzutów YZ z osią 
YY"'•. 

Mimowoli figura ta przypomina pracę prof. Gorjaczkina i jego 
wyjaśnianie dział1mia pługa 1). Prof. Gorjaczkin uczy. że w każdym 
punkcie krzywej powierzrhui pługa możemy pomyśleć sobie trzy 
kliny, których jednoczesne dr.ie~lanie dxje ten sam efekt, jaki wy
wrunje krzywa powierzchnia pługu obsc•·wowana w danym punkcie. 
Pierwszy klin ma kąt. ci~,;cia a= ~ ('Al>, drugi (3 = BA D, trzeci 
zaś x = CBD. Trzy czynności. wykonywane przez pług: podcinanie 
skiby, odsuwanie na bt>k i odwracanie, można wykonać także trzema 
owymi klinami. Pierwszy o kącie cięelia a podc:ina i podnosi ziemię, 
drugi o kącie cięcia {3 odsuwa ją ku brózdzie, trheci nakoniec, na· 
chylony pod kątem x, odwraca skibę na bok. 

Kąty zaostrzenia klinów byłyby stałe tylko wtedy. gdybyśmy 
mieli do czynienia z J•ła szczyzną; pt'zy krzywych powierzchniacJ1 
muszą być one zmienne. 

') W. G orj a. c ~ki n : Oc~erki sielskochoziajstwiennych maszin 
S. Petersburg, 1906. 

orudij. 
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W naszych wywodach doszliśmy do tych samych kątów i po
kazaliśmy, jak od jednego z nich zależą składowe siły ciężkości 
poruszanej bryły ziemi. Podobnie moglibyśmy wprowadzi~ w ra
chunek dwa inne kąty a i (3 i wtedy wzory nasze p1.'7.ekształciłyby 
się na inne. WystarC?.y w tym celu użyć podstawień: 

C'( 

l l 2!1 
tga = 2f; tg(J = 2f; tg r. = 2.'t·. 

2z 2 z 

Przykład I. (PłaszczyznaJ. A) Mając dane równanie 
płaszczyzny w formie : x = ll,l.f +In + t, możemy znaleźć pocho-

2/ 2l 
dne cząstko w t> = a. = b. 

2y ?z 

\Vtedy otrzyma.rny: 

_ (/lcos e+ Vut + tJ2 sin e1 b 
])

1 
- V t + a2 -f' b;·. Va 2 + ,;; sin t9' 

Q b 

/)
2 = V1 + a2+ b2 l: at+ b11 sin A. 

Q a 
1J3 = -Va2 + b~ 

Ki1~runki oznaczy 111 y równauia111i : 

- a - ó 
CCIR '/}J = J -=- --= ·. cos S! = ,·. ' 

. l + at+ /, 2 r· I + at+ -b2 

a cos o ó cos o 
cos g2 = sin o. co;; 'l}~ = J ; ros C. = J' -:::::-- . r all + 02 - - a4 + !J2 

h a 
cos g3 = o. cos '/}3 = ,1 • cos ?;~ = v- . ~ . 

· · ya2 -t- !J2 · at + · b2 

B) Jeśli płaszczyzna. jest dana rÓ\VUa.niern: 

.rłx + B!t + Cz + 1J = O, 

wtedy znajdziemy: 

2J.' 
- A. 

::l ..t• - ' 

2F 21" 
-R,-. = C. 

C'y et 



Podstawiwszy to w odpowiedni<' wzor.r, otrzymamy: 

Q Ar 
y:12 + B2 +-(;2-~ ~ + c{ ~in@. 

QB 
v s.2 + -cl · 

o kierunkach wyznaczonych w:1orami: 

B 
t'(IS 111 = j.'..Jg +w·+ (j l 

c 
cosś - . 

1- VA2 + B2 + ('2 ' 

. Bcoso 
cust:o=smo, cos-no=y --- , !:>·~ .,_ Ir- + (JJ 

(' cos o 
eos Ś2 = l' B2 + (]2 ; 

c 
cos ~3 = O. cos "7s = 

1
-, -=--~ , 
' Jł2 + ()'l 

Przvkład II. (Powi e rzchniA. walcowa). :\laj:}c daną 
powierzchnię walcową równaniem: 

~ ~os cp + !l sin q - p)2 + z 2 = 1 
0 2 !J2 • 

znajdziemy: 

x cos qJ + y sin qJ- p = ~: V- z2 + ·1!2 . 

Pochodne cząstkowe b~dą: 

Cif 
8y = - tp: (Jl, 

a z sec qJ 

b v=- z2 + !J2 . 
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Pomocuic:~.e clenwnty J\1 i J/1 oblic7.ymy z W'M•rÓw: 

_ 1 l j z l! 1;2 + {J4 
.. 111 - - . l'' l .. . co:s q; ' ,~\ J2- z~) 

a nttstępnic zm~jdziemy sldad .. we ci•:iaru (J: 

f) a fb~b2 -=z2 cos (-9 + Vż2(,·2 t~2 q;+- rr2> -f IJ4t~tq;. ~i u eJ 
D~ = -· - -Vb4 + z2c~. ~'z2 (t2 tg2 q; + a2) + lh.g q;. sin (19 

__ Qaz _ _ 
v. - ' - V . - , - t' ()4 + z2,.2. z2 (t:~ t!?:2 (/) + a2) -f- b4 t~l! (/). siu e 

Q !J t~ q- ~ h2 -- z2 
D:,=- -

j/2 ~(c2 tg2q; 1- a~\ + ,,:i·r~2q; · 

<. 

CO:< ~J = - a z 

Vz~2+b~ · 
- tg q; VIJ2(1J2 .=.... z2)~ co:; ó 

cos ~2 = :sin (5; r os ' '• = - -- -- · 
t - V z2( ,.:~ tg-2 <p + a2) -1 -1,• t g-s(/) ' 

- az •·os Ó 
t\osl; = --

t:os <p j-'z ~,t· l! t,~2q- + al!) -i- Mtg-=i(p · 

co:s;3 = O; t:os 'ls = a z 

cos q; V..:2(1·2 t!Z2q; + a2) T !J4 tgzt{ i 

. - tg q: ~ b2 1 b2 _ z t) 
cos s~ = ----=- - = -==--- - . 

l·z2(,-l! tg2q; + a2) + błtg2 q; 

Dla wrtlca kolow.:go mamy a2 = b2 = ·1·2, et =(), l•trzymamy 
przeto składowe: 

Q [l· r2- z 2 cos e+ l r2 tg2q + z2. sin e D, = - ..:.....:'-!------,=-=======~.:...._.:...._ _ _ _ 
r'!. j/;.2tg2q- + z2. sin e 
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() z 
D, =- -- ===---r2 J··r~ tg2rp + z!! sin 6) ' 

Q t~q> jlr2 - z2 
])3 = - =--= Vr2 tg2rp + z2 

i ich dostawy kiPrnnkowe: 

cm~ ffinp ~ - z 
cos ~. = -- Vr2 - ~2; cos 'h = ~ , .2 - z2 ; ~~w;~. = - -

l' 1' ·- 1" 

Przykład III. (Czasza kulista). Weźmiemy pod uwagę 
równanie kuli o spółrzędnych środka x = ~ . !l = O, z= r, zatem 
ogólnE> t·ównanie się kuli przedstawi się w postaci: 

Poehodne ('.ząstkowe hęd11: 

2 F = 2 (.c - 5). d /i' = 2 Y. 2 F = 2 (z - 1') • 
.:"x • C'y · C'z • 

Pod:stawiając te warto~ci w równanie na składowe ci.,;żaru Q, 
otrzymamy: 

Q l (X - ~) COS (9 + V.tl + (Z _:__ r)2 sin tJj (z - r) 
1)1 = - -- rVy:!-ł- (z--= 1·)2-:- si;-~---

Q (x -- ~) (z - 1') 
})2 = ł - . - ' ly2 +(;Z-- r)~ . sin ~ 

Qy 
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Dostawv kierunkowe obliczymy z wzorów: 

x - e y z - r 
co s g l = - - ; cos -n1 = ; cos s1 = - . l' ., ,. ,. 

y cos o (z -- 1·) cos o 
COS~2 =sinO; COS'I]Q= , - - - ·- ; COS~s= v-- • 

- l!/2 + (z __ r)2 y2 + (z_ r)2 

P r zyk ł a d IV. (P(,w i e t· zehnia ś r ubowa). Dla po
wietw~chni śrubowej, dunej rówmmiem: 

znajdziemy: 

z 
x = aarc tg . 

!l 

Składowe :;iły (~ b~tdą: 

.TJ, = o !l [ cos fi) y y2 + zLJ--a sin e1. 
fly2 + z2. Vu2+ z2+ a2. sin fi) 

lJ - -- - Q .lf - - -2
- f/?+z2+ cZt sin e' 

D.\ = )' Q z . 
· '!!2 + z2 

Dostawy kierunkowe sk1adowyeh : 
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cos gs = o; cos 'I'Js = - -V !! ; cos ~3 = 1_r--= ~ . 
y2+ z2 t'Y2+ z2 

Równania. wyprowadzone powyżej. można uważać za zasa 
dnicze, odnnszącc się du ruchu p(lwicrzcimi l:;xzywej w środowisku 
ziemnem. Obejmują one przypadek ogólny wyznaczenia ciśuień 
podporowych w narożu trójściennem. 

VIII. Opór wgniatania ziemi. 

Dowolne narzędzie. zagłębione w ziemię. pozostaje pod wpły
wem siły zewnętrznej P, która działa w pionowej płaszczyźnie ru
chu równoległej do rzutni pionowej XZ. Oprócz tej sily działa ciężar 
własny narzędzia G, tudzież wypadkowa ze wszystkich opQrÓw W, 
jakie narzędzie napotyka w środowisku ziemnem. 

Ponieważ wielkość W jest zmienna, przeto i siła pociągowa e 
musi się zmieniać ciągle. To też musimy rozpatrywać ];:olejno na
stępuJące po sobie fazy pracy technologicznej narzędzia. Przypa
trując się bowiem procesowi technologicznemu uprawy ziemi: roz
różnimy z łatwością dwa główne okresy powtarzające się po sobie 
w stałem następstwie. Pierw:szy okres obejmuje odcięcie skiby. 
przyczem tę nazwę rozumiemy jak najszerzej. odnosząc jq do każdej 
masy ziemi, oddzielonej narzędziem od calizny. Pojęcie skiby w te
chnologii mechanicznej ziemi odpowiada pojęciu wióra w technologii 
metalu i dr?.ewa i oznacza wogóle część materyału odjQtą ostrem 
nat-zędziem od powier-zchni obt·abianej. W czHsie odcinania wnika 
narzędzie w ziemię, zmitmiając wzajemne położenie c:?.ą.stek, które 
usuwają się, robiąc miejsce dla przejścia narzędzia. Bryła zatem 
ziemi ulega odkształceniom tylko o tyle. o ile materyal zostanie 
wgnieciony w dalsze wa1-stwy przez odcinające narzędzie, lu b też 
prz~:~z nieznaczną zmianę położenia odciętej już masy. Przy kroju 
i przy lemieszu tt:n pierwszy okres będzie zawierał w sobie tylko 
wgniecenie w caliznę takiej masy ziemi: jaką wyprzeć zdoła po · 
ruszajllce się narzędzie . .Jednakowoż już przy bardzo rł.ytkich pod
orywkach mo~na skonstatować zmianę polożenia odciętej masy. Po
chodzi to stąd, że w cienką warstwę ziemi nie można wcisnąć tyle 
materyału, ile go wyprze lemiesz, czyli innemi słowy sr•ójność war
stwy o nicznacznej grubości będzie zawsze mniejsza. aniżeli eiśnie
nie: potrzebne do wgniecenia materyalu. Wskutek tego skiba roz-
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kn1szy się i dopiero w takim stanie przechodzi na dalsze punkty 
swoje~o toru nu. puwierzclmi narzędzia. 

Urugi 1>k res pracy narz~dzia obejmuje zmian<: położenia od
ci•<tej br.vły ziemi. Ponieważ ta przedstawia się w ksztah·ie belki 
utwierdzonej stale na jednym swoim km1cu, przeto narzędzie, zmie
niając położenie j ej w })tzestrzeni, mu::;i belkę ową zginać i skrę
<'aĆ, czyli wo~óle o•lkształcać. Stąd też drug i okres może nosić 
nazwę okresu dcfl,rmueyjnego. 

Ale i w ciągu tego samego okresu suma oporów nie j est stałą 
i nie można 1111hvić o pewnej stałej sile pociągowej , k tóraby te opory 
rwzezwyci~żała. gdyż ta stosuje się ściśle do wielkości napotyka
nych oporów i u1usi być z nimi zawsze w równowadze. 

Ażeby zrozumieć pierwszy okres mu:;imy cofnt~<" si~ wst~cz 
i przypomnieć to, co powiedziano o kieru nkach usuwiskowych w ma
teryale .• Jeśli powierzchnia jaka ciśnie na materyal ziemny. wtedy 
kDniecznern jest Y.nalc~ienie kierunku oddziaływania . Ponieważ przy 
zg-niataniu , wzgl~dnie znś przy wgniataniu matcryału z jednych 
warstw w dalsze; wchodzi w g-rę i tm·cie. dlatego przy flziałaniu 
~ity zewnętrznej normalnem clo płaszczyzny zetknięcia. j:~k t.o jest 
pt·zy próbach ze zgniataniem ziemi. a także i przy ugniataniu roli 
walcem. zadanie może llvć nieoznaczone. Bez tarcia kie runek nor
malny byłby kicnmkieni' ocldziaływania. Skoro wciągniemy w ra
chunek tan·ie, nie możemy tu z g-óry powiedzieć, w jakim kil.'nmku 
nastąpi prr.tesuuięcie względne matery.ału po płaszczyźnie. Wszystkie 
moiłiwe przcs\.mięcia na płaszczyźnie bQdą. przesu niQciami przy~o
to"vanomi . 

.Jeśl i jednakże działanie sa_v będzie skvśnie skierowane do 
płuszczyzny zetknięcia i jeśli wiem_y, że narzędzie pójdzie rzeczy
wiście w kierunku wskazanym pnwz uią, to możcm~' w danym 
punkcie pła...:;zczyzny znale;i,c i kiei'Unek spodziewaneg-o przesunięcia 
materyalu. Przesuwając bowiem przez normalną wystawioną w da
nym punkcie płaszczyzny i przez prostą równolegh1 do kierunku 
ruchu płaszczyznę normalną, mO:i.f'my znaleźć krawędź przecięcia 
się jej z daną pbszczyzn!\ i ta wskaże mLm ch wilowy tor punktu. 
Kierunek ruchu h~dzie zwrócony k u górze. będzie to zatem rnch 
wstępujący (o ile tylko płasz.e:r.yzn::.t j est wst.ecz pocllyloua\ CiśnieniP 
normalne płas~:ezyzny na materyał b.;dzie zwrócone ku górze (rys. 18). 
kieeunek zaś tarcia w dół wzdłuż długości równi pochyłej. utwo
rzonej przez wspomnianą krawędź pnecięcia się obydwu płaszczyzn. 
Kierunek re<.tkcyi AL wypadkowy z kierunku normalnego i sty
c~mego: będzie zwrócony ku górze i będzie zawierflĆ z kierunkiem 
ru<'llU kąt ostry. Przy ukotin~j płaszczyźui<' ruchomej mamy zatem 
jNluoznar•znie pod: t n y kicJ·mwk ciśn icnitt. PnniewHż mnterv11ł roz
suw;t :się partyauti w dwu kicrunkach usuwi:;kowyclt :sprzęż.,n~·l'h. 
a kierunek oddziaływa nia pułowi kąt :;r.aw<trty pomię1lzy kierunkami 
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~:>pt"ZQŻonym~ (H"Zeto wypadkowy kierunek przesunięcia b~dzie , l Jl. 
Ściśle rzecz jednak biorąc. materynł nagromadzony w okolicy pun
ktu A nie p~jdzie po lej wypadkow~j, lecz po linii łamanej, z~o
żonej z elementów obydwu kierunków spt·z~>i.onycl1 .. Jeśli długość A 1ll. 
ttważaną. za pt"Zesunięci!• wyp<tdkowe punktu A, t'o:tlo>i.ymy na dwa 
przesunięcia składowe H i Hl, to ze zrozumiałych zupełnie powo
dów obiedwie składowe musu! być a·ówne. ·wobec tego i długości 
elementów linii łamanej mus:tĄ hvć równe. Pozostaje jed~·uie nip
rozstrzygniętą ilość załomów, której :r. powodu uiemożno~ci utrwa 

·" 
lJ l//,' / ' 

[~
- ··7 ;p~·.,. · if/ 

. [::' /(,;,. • 11 

------~----------~~ó -C L A ~ 
Hycin;~ 18. 

lenia śladów powien~cłmi usuwiskowej drogą doświadczenia niepo
dobna oznaczyć. 

Z konicezuości musi punkt A, ażeby si~ dostać do następnego 
położenia A1, przesunąć ~:>ię ra.z w jednym kierunku usuwiskowym, 
raz w drugim. a więc tyle pr";~jś(~ tnm;i elemeuta.ru.vch dróg równo
ległych do jednego, ile i do drugiego kierunku usuwiskcnvego. Wy
nika z tego, że ce:tły matcryał douu1 równyeh pnr.esunięć w obydwu 
kierunkach mmwiskowych. Ł•tczna. dalekość pt"Zes~nięć w kllżdym 
z nieh wyniesie, jak to łatwo wyprowadzi<: z 6gury: 

.J~st jtdna zasadnicza różnica pomiędzy zgniataniem siłą nor
malną. do płaszczyzny 7.ctlmi~cia a pomiędzy zgniataniem takiem. 
jakie zachodzi n. p. przy h~ju lub lemieszu. W pierwsz_ym przy
padku, skoro natężenia w materyale przekroc7.ą granicę płynnośei 
i zbliżą si~ do granic wytrzymałości materyału; może płaszczyr.na 
gniob1ca wnikać w matct·yał i iś<~ w niem w kierunku c;iśnienia. 
W przypadku drugim. o który właśnie nam chodzi, dalekość defor
mowania jest ograniczona wymiarami llal"Z~dzia. ja.k grubotlcią kroju, 
lub wzniesieniem lemiesza. Deformacya bezpośrednia nie możt> wyj~ć 
poza te granice i c:ząstka me:tteryału A. przybywszy do punktu 11L, 
~majdzie się poza sforą bezpośredniego 1lziałania wymiP.nioncgo nR
t·zędzia. Biorąc pod uwagę wgniatany trójkąt AB1lf, zc>baczymy, że 
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każdy z punktów płaszczyzny AB znajduje się w innem stadvum 
zgniatania. Podr.zas gdy punkt A zaczyna swą drogę, punkt BJ już 
ją zakończył. 

Opory przeciwko zgniataniu bęthl zatem równe powierzchni 
zgniatającej, pomnożonej przez średuie normalne natężenie w ma
teryale. 

Hycinn 19. 

Oznaezmy (rys. 19) przez b szerokość ostrza, przez l długość 
kr(~ju zanurzoną., to nie uwzględniają<'- praktykowanego zaokrąglenia 
grzbietu kroju przy samym dole: moźemy przyjąć: 

F= lu. 
Ale 

l=~ zaś b= d 
siny' sina' 

gdzie h oznacza wielkość zanurzenia, y jest kątem nachylenia ostrza 
kroju do poziomu; d druhością grzbietu kroju, kąt zaś a jest ką
tem cięcia krujn. 

Będzie zatem: 

b'- - hd 
- ::;iu a sin y ' 

a także: 
hd 

Wt= -.--.- :x", . 
sma ::;my 
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Tutaj konieczne jest dokładni~jsze wyjaśnienie. tyczące się 
ilości x,.. Jak powiedziano, będzie to średnie ciśnimlie normalne. 
napotykane przez ruchomą pła.<;zczyznę i liczone na jednostkę. Jeśli 
weźmiemy pod uwagę (rys. 19) klin wgniatany w ziemię, to zoba
czymy, że klin ten ma zawsze przed sobą. trójkątny pryzmat ziemi, 
który stanowi jego sferę działania (AB.lll). W każdym punkcie dłu
gości AB będzie panowało odmitmne ciśnienie, zależnie od tego. jak 
daleko po~tąpiła deformacya. 'fuż przy punkcie A rozpoczyna się 
dopiero zg-niatanie i normalne ciśnienie będzie zerem. Ciśnienie to 
wzrasta w miarę postępu deformacyi i na końcu przy punkcie B 
osiągnie swoje maximuru rówue mocy na zgniatanie x2• Gdyby 
istniała proporcyoualność natężeń normalnych do wielkości odkształ
ceń, to natężenie jednostkowe w dowolnym punkcie byłoby od
wrotnie proporcyonalne do tej długości normalnej, jaka leży na polu 

Xycir1a 20. 

klina, n. p. w punkcie K, byłoby n ~t tężenie x =L]{. a, Kdzie a 
oznacza spółczynnik proporcyonalności. 

Przy zachodzącym tu jednak procesie technologicznym natę
żenia normulne przechodzą daleko poza granicę proporcyonalności, 
wskutek czef!:o jedynym sposobem, jaki istnieje, jest posłużenie się 
dyagramem odksztalctlń . Nie będzie i to metoda ścisł~ gdyż popeł
nimy niewątpliwie pewien błąd. przenosząc obserwacye odkształceó 
dokonywane na małych próbkach na ~jawiska: zachodzą.ce w zwartej 
rnasie ziemi. mimo to jednak rezultat nie odbiegnie daleko od rze
czywistości. Metoda jest następująca: 

Weźmiemy pod uwagę przekrój kroju zapomocą płaszczyzny 
przechodzącej przez prostą. normalną i przez prostą równoległą do 
kierunku ruchu (NX') i dyagram odkształceń dla dowolnej danej 

8 
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ziemi uzyskany przy JeJ zgniataniu (ryc. 11 i ryc. 20). Postaramy 
się nakreślić nowy dyagram dla odkształceń pod wpływem kroju 
przy skróceniu włókien materyału o długość AJ/ Ciśnienia wzdłuż 
boku AB zmieniają się zupełnie tak, j ak to wskazuje dyagram, 
moż~my zatem, dzieląc podstawę dyagnunu <)dkształceń i bok AB 
na równą ilo~ć części. ozna('.zyć w odpowiadających sohie puuktach 
natężenia wzięte z dyagramu. Otrzymany dya:rram będzie miał j e
dnak zupełn ie inne znaczenie, aniżeli dyagram pierwotny i podo
bieństwo ich będzie czysto tylko f(n·malne. W pierwotnym b0wiem 
dyagramie powierzchnia oznacza pracę odkształcenia. tutaj zaś ozna
cza nam ciśnien itJ wypadkowe na bok AB. Uzasadnimy tu w na
stępujący sposób: Naniesione ciśnien i a, wzięte z dyagramu odkształ 
ceń , oznaczają nam wzdłuż długości boku AB zmienne ciśnienia 
normalne, których wielkość zawisła od dalekości wykonanego już 
skrócenia. Ciśnienia te j cdnu:stkowe, pomnożone przez element dłu
gości, dają nam ciśnienie na ten element wywierane. Biorąc na 
długości AB odcinki równej długości, będzicm y niezawodni e mieli 
ci~nienia j ednostkowe zmienne w obr~tbie nawet j ednej podziałki. 
możemy j ednak zastąpić j e ciśnieniem średniem: które będzie równo 
działało na nałej długośc i . Postąpien ic takie, o ile cho<lzi o znalt!
zienie wielkości i k1erunku ciśnit:Jnia wypadkowego, jest bardzo 
użyteczne. J eśli oznaczymy przez t1h element długości boku, a przez 
p 1 , p2 • • • p. ciśnienia jednostkowe w punktach podziału: to bez ża
dnego dowodzenia wiemy, iż suma powierzchni elementarnych dyn
gramu będzie przedstawiać siłę wypadkową. 

Ażeby graficznie wyznaczyć środek ciśn ienia, zastosujemy me· 
todę wieloboku sznurowego. Podzieliwszy długość AB na dowolną 
ilość części 1 poprowadziwszy rzędne dyagramu: obliczymy w d<l
wolny z:~pos6b powierzchnię każdej ełemcntarn t:Jj figury. Cyfry uzy
ska ne w ten sposób mn s?.ą dać po zesumowaniu całkowite ciśnienie 
wypadk0we na bok AiJ Umieśćmy w środku ciężkości każd~j ele
mentn.rnej powierzchni siłę proporcyonalną do powiPrzchni, to otrz~· 
mamy szereg sił równoległvch do siebie rl . ./~, .h ... f"' które cisną 
na bok A B. Na odcinku O- VI odetniemy je po kolei, a obrawszy 
dowolny biel!un S, wykl·eślimy wielobok sił, a następnie równ0-
lcgle do oddzielnych promieni wi~lobok sznurowy. J ak wiadomo 
z zasad graficznej statyki, przetną się skrajne boki wieloboku sznu
rowego w punkcie. przt:Jz który musi przechodzić wy padkowa sił 
działających. Kierunek j ej musi wobec równoległości wszystkich 
ciśnień być taki sam. jak wszystkich składowych. Jeśli przeto znaj
dziem y punkt przecięcia [) i przezeń wykreślimy prostą. równo
leglą do kierunku ciśnień, to otrzymamy w rezultacie punkt E, 
w którym będzie znajdował się środek ciśnienia deformowauego 
matcr_yału na bok AR. 

Wielkość 8iły wypadkowej możemy określić zatem j ako ilo-
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czyn powjerzeboi przez ciśnienie średnie, gdyż zawsze istnieć będzie 
warunek 

W= lx,,o: 

gdzie W oznacza ciśnienie wypadkow~ l oznacza długość boku AB, 
względnie zaś powierzchnię jednostki bieżącej kroju, zaś x.,. oznacza 
ciśnienie średnie. To ostatnie możemy znaleźć zawsze wprost z dya
gramu odkształceń dzieląc powierzchnię dyagramu przez podstawę, 

lub też, jeśli byłoby to wygodniej, z relacyi x,. = ~;0 
Ażeby rozwiw-ać zagadnienie, musimy ustawić równanie kloju, 

jako płaszczyzny, przechodzącej (ryc. 19) przez proste b i l. Ró
wnania prostych, przechodzących przez wspólny punkt A.(c,O.O), będą: 

albo: 

b _ x_-c _ Y -:-_0 -~-_2 
- l - - tg tJ - o' 

l 
x-e y-0 z-0 
-~-=.__o - -tgy 

Równanie zatem pła8zcz,vzny kroju otrzyma kształt: 

x-e 

l 

l 

Y 

- tg(3 

o 

z 

o 
- tgy 

(x - c) tg(3 tgy + ytgy + ztg(3 =O. 

Dzieląc równanie przez sp6łczynnik tg (3 tg y, otro~~y rnamy po 
ustawieniu: 

x =- ycotg {J - zcotgy +c, 
lb 

cotg a 
a o z u wagi . że cotg (3 = . , 

smy 

cotga 
x =-- .- - y- cotgy z + c. 

smy 

Przekrój tej płaszczyzny wykonany płaszczyzną przechodzącą 
przez normalną w danym punkcie i przez prostą równoległą do 
osi XX".., będzie miał równanie: 

X-x V - 11 Z-z 
-~{2 = - a{= ar 

- 2y dZ 
8* 
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o dostawach kierunkowych: 

dj 
K -" 

cos~2 = jj; cos7J2 = KJ; 
Materyał będzie przesuwał się po płaszczyźnie wzdłuż powyż

sz.ej prostej i w ten sposób będziemy mogli uważać ruch punktu 
materyalnego jako ruch po równi pochyłei posiadającej kąt nachy-

lenia do osi XX'"", t. j. do kie-
. ...- runku ruchu ~2 • Inaczej mówiąc: 

zastąpimy działanie kroju działa
niem klina o kącie zaostrzenia ~2, 

P który jest zarazem kątem cięcia. 
Na ten klin będzie działać siła ze

t>---:;:-+-----==~..::..q;c wnętrzna P w kierunku poziomym 
i opór pr7..eciwko zgniataniu W nor
malny do powierzchni skośuej klina. 

Hycina 21. Do tych sił musimy dodać konie-
cznie oddziaływanie toru narzę

dzia R', ażeby uzy~kać możność równowagi. 'vV obydwu ścianach 
kroju będą działać tarcia T= H~tp. względnie zaś R' tp. 

Ustawimy równanie równowagi (ryc. 21): 

Stąd: 

P= Wsin~2 +Rtp+1'cos~~ 1), 

R = W cos ~l! - T sin ~2 • 

P= lV sin~~+ Wtp cos ~2 + Wtp cos ~2 - 1Vtp2 sin ~2 , 

albo: 

Poprzoonio znaleźliśmy dla kl-oju: 

t: ]( b . t: 1 cos 52 = ]Jt , wo ec czego sw s2 = M . 

Ponieważ zaś w danym przypudku 

COt"' a C' f 
x = ·- ----:- ,.., - 11 -- z cotg y + c · 

SlD Y • ' dJf 
cotga 

- - . - , 
SlD Y 

2f 
dZ =- cotgy, . 

1) Porównaj: Dr. J u l i u H W o i R b u c h: Luhrbuch der tooretischen .Mechtt
(lik. ł3raunschweig, 1896. 
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cotg2 a 
- . · - + cotg2y = 
sm2 y 
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t lr;---:: - --= . . ,t - sin2asin2y, 
sm a sm y 

V-- 1 M= 1 + K 2 = . - -. - . 
sma :smy 

Zatem otrzymamy: 

coss2 =V t- sin2 a sin2y; sin S2 = sin a sin Y. 

Podstawiając te ilości na wzór na P, otrzymamy: 

P= W(sinasiny+ 2ą; ł'l=-~in 2 as)n2y-ą.>2sinasinyJ : 

albo: 

P= W { (1- ą.>2)sin a siny+ 2ą.> V l-:- sin2 a sin2y}. 

Jeśli w tym wzorze podstawimy wartość za 
hd 

W= -- ~ 
:;in a siny "'' 

otrzymamy: 

l!= hd {(1- ą>2 + ~-- V1-= sin2 a sin2y) "m· sma smy 

Ten wzór służyć może jednocześnie do obliczenia pracy. Mno
żąc obiedwie strony równania przez drogę s, otrzymamy wielkość. 
Jeśli jednakże droga będzie równa jedności, wtedy możemy napisać 
wprost wzór na pracę cleformacyjną na drodze narzędzia równej 
jedności: 

A 1 =ha { 1- ą;2+ -,--2 
IP_ - Y1- sin2a sin 2 y }:x"., 

sJna smy 

przyczem musimy zawsze pamiętać, iż strona prawa równania będzie 
posiadała dymensyę kg X cm, kg X dm, kg X m i t. d. 

Drugim oporem, jaki napotka narzędzie, będzie opór ostrza. 
Określimy go jako sumę natężeń stycznych: powstających w ści-
nanym przekroju, powięktizonych o tarcie ostrza. . 

Oznaczmy jak poprzednio przez h głębokość zanurzema, przez 
l długość ostrza, przez y kąt nachylenia ostrza do poziomu. Gdyby 
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ostrze ustawione było prostopadle do kierunku ruchu, t. j. gdyby 
istniał warunek 'Y= 90°, wtedy opór ostna byłby równy i\ocz)1-
nowi h't! gdzie 't oznacza natężenie styczne w ścinanym przekroju. 
Natężenia te oczywiście musiałyby przeciwdziałać usiłuwunemu ru
chowi narzędzia, byłyby więc równoległe do kierunku ruchu. ale 
w stronę pr.~;eciwną skierowane. Skoro jednak ostrze jest poch-ylone. 
wtedy każde natężenie jednostkowe rozłoży się, jak na równi po
chyłej, na dwie składowe: normalną do ostrza '1:1 i styczną do 
niego s1 . Otrzymamy następujące relacye: 

l) l = 't co s ')' • 1;1 = 't ~>.i t\ ')' , 

oprócz tego zaś tarcie na ostrzu: 

'L'= '1:1 cp = cp-z; sin y. 

Opór działający w kierunku przeciwnym ruchowi uarzędzia 
hędzie: 

albo: 

w = ~~ sin y + 01 co s y + ~1 cp cos y. 

Podstawiając odpowiednie wartości, otrzymamy: 

w= 't sin2 y +'t cos2 y + 'tCfJ siny cos)', 

w = 1; + 1; <p s i n y c osy . 

'fen opór jednostkowy rozłożony jest nu cał~j dług-ośc.i o::;trza, 
sumując go zatem, otrzymamy opór całkowity: 

W = ll' l = lO ·--'~ 2 
SIU Y' 

albo: 
W

2 
= 1, t+ cp::;_in y oos t. . ~. 

Sili Y 

Ponieważ zaś przy ściuaniu nash1pić musi zerwanie materyału, 
wskutek czego 1: musi dojść do wielkości równej mocy danego ma
teryału na ścinanie u8 , przeto napiszemy jako wzór ostateczny: 

W =h .!._ + cp~in y cosy :K • 
2 siny s 

Pracę na jednostkę drogi narzędzia wyrazimy analogicznie do 
p:>przedniego wzoru: 

Al = h _!_+ cp ~~n_r cos Y "·. 
Sln')' ~ 
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Obadwa opory P1 i JV2 działają równolegle do siebie i są 
w tę samą stronę skierowane. Łączny zatem opór kroju wyniesie: 

(J>t + Jł·'2)1 

albo wielkość siły pociągowej: 

P= hd {l - q;2 + -.-- 2 
q;:- fil - sin2a sin2y } x,. + 

smasmy 

Przykład: Dany krój nożowy, któreg" przehój normalJ1y 
do ostrza jest trójkątem prostokątnym. Dłuższa przyprostokątnia 
niec])aj wyno:<i 80 mm, kąt zaostrzenia a= l Ó0, kąt pochylenia 
ostrza. do teren u r= 60°; oblic?.yti opory, jakie napotka krój w ziemi, 
jeśli gł~bokość zanurzenia wyniesie 150 rmn, ziemia 7.aŚ jest zwięzlą 
ilastą. dla której mamy dany dyngram odkształceń przy zgniataniu, 
daną moc na ścinanie x~ = 102 gfcm2 i spółczynnik tarcia ziemi 
o żelazo <p = 0-750. 

Z danych ilośei obliczymy gnthość g rzbietu kroju d= 21 ·.t mm, 
z dyagramu zaś po splanimett·owulliu otrzymamy (ryc. 12) powierzch
nię clya.gramu F= 84·6 cm2• Dzieląc tę ilość przez długość pod
stawy dyagramu 14·0 f'm. otl·zymamy rzędną o·04 cm j:tlw wysokośt1 
prostokąta, którego podstawa j est równa podstawie dyagramu, zati 
powierzchnia ma sil;l równać jej puwierzchni. Ponieważ w wykresie 
przyję~o podziałkę dla sily l mm = lOg/cm"-. przeto wartość rzędnt'.i 
wynos1: 

Podst.awiając wartości we wzór na P,, otrzymum.Y: 

pl = 134·93t kg. 

Podobnie znajdziemy z odpowiedniego wzc,ru opór O!:il rza: 

w2 = 2·340 J.:g. 

Razem zatem sił~ pociągowa w danych w~runkach wyniesie: 

P= 137·372 kg . 

vVyn ik ten raehunkowy nio oclbiega od dat, podanych z obser
wacyi przez G;;~sparina l): 

1) L. Paul Lazin : Uorlitc und }!aecbinon zur lloden untl l 'Hauz!'nkultur. 
Leipzig, 1885. 
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Rodzaj ziemi 

Średnia uprawna ziemia. 
Nieco sucha ziemia . . 
Socha pr:zerośnięta ziemia 

Sila pociągowa w kg przy zanurzeniu 
75 mm 100 mm 190 tnm 

.t6·25 

46·25 
62·75 

41·25 
106·25 
155·25 

66·25 
Hi9·62 
410·62 

Dla wyznaczenia punktu zaczepienia wypadkowego oporu nie 
podajemy analitycznego rozwiązania, nie przesądzając czy ono jest 
możliwe, ograniczamy się do podania łatwego graficznego ~posoi.u. 
vV tym celu nakreślimy pracującą ścianę zanurzonego w ziemi kroju 
(ryc. 22). 

Jak wiadomo. wzdłuż każdej z prostych równ(}le~ły1~h do AB 
(przy założeniu jednakowych wszędzie wlaś<>iwości materyał11 ziem-

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
-·-::00 ,_ 

\ 
\ 
.· \ . ... \ i » 

Rycimt 22. 

nego) będą stałe Clsmenia normalne jednostkowe: najmnH~Jsze, bo 
równ~ zeru, wzdłu.Z krawędzi .AlJ, największe zaś wzdłuż krawQdzi 
BO, równe mocy na zgniatanie. Jeślibyśmy te dśnieniH1 równoległe 
do siebie, sumowali wzdłuż prostych r0wuoleglych do AJJ, otrzy
malibyśmy szereg częściowych wypadkowych zaczepiaj)\cych w punk
tac>h, które połowią owe proste równolegle. 

Prosta. łącząca wszystkie punkty połowiące (h!.·), musi być 
jednem miejscem geometrycznem punktu przyłożenia opo•·ów do 
kroju. 

Drugie miejsce geometryczne znajdziemy z następującego roz
ważania: 
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.Jeśli wezmtemy pod uwagę dowolny przekrój kroju n. p. AB, 
to spostrzeżemy, że ze wspomnianycli już poprzednio powodów będą 
-ciśnienia normalne do płaszczyzny kroju wzrastać, począwszy od 
zera aż do ciśnienia jednostkowego równego mocy ziemi na zgnia
tanie. Wzrastanie to idzie od początku A do punktu B i odhywa 
się w tern samem porządku co i w zwyczajnym dyagramie od
kształceń przy zgniataniu. Pneniesiemy omówionym już poprzednio 
.sposobem dyagram na zredukowaną podstawę A.B. a następnie znaj
dziemy punkt l•: w którym będzie zaczepiało normalne ciśnieniP 
działające na AB. Gdybyśmy tak samo postąpili ?, przekrojem lik 
lub CD, otrzym>~łibyśm y szereg punktów Jeżących oczywiście na 
jednej prostej. Ta pmsta posiada jednak właściwość, że jest miej-
1:1cem geomett·ycznem wszystkich punktów zaczepie11ia ciśnień nor
main yeh, panujących wzclłuż rÓ\"\ no ległych przekrojów. Wszystkie. 
cząstkowe wypadkowe ciśnienia muszą mieć swoją wypadkową, która 
rówuież będzie musiała mieć punkt za<~zepie:..ia na prostej }l'(f. Tak 
więc FU musi być szukanem dt·ugiem miejscem geometrycznem 
punktu zaczepienia wypadkowego eiśnieuia normalnego na krój, 
punktem utś tym je~>t przPcięcie się obydwu miejsc geometrycznych, 
t . j. punkt G. 

Mając duny zatem dyagram odkształceń, możemy odrazu na 
nim znaleźć wypadkowe ciśnienie i punkt przecięcia z podstawą 
dyagramu, przyczem naturalnie dyagram będziemy w tej chwili 
uważali jako pochodny i nie będziemy odnosić do niego właściwości 
dyagramu odkształceń. \Vypadkowa podzieli nam podstawę nn dwa 
odcinki. jeśli zatem dowolny przekrój płaszczyzuy pracującej ab 
podzielimy w stosunku tych odcinków, a więc w stosunku O!J: IJ!f, 
a następnie przez punkt podziaŁu !/ wykrdlimy równoległą do 
ostrza AD, otrzymamy tak samo. jak poprzednio. środek oporu 
w punkcie G. 

Ażeby wyznaczyć wielkość oporów lemiesza, który możemy 
sobit' pomyśleć na razie w formie tJ·apezu .ABf'IJ. posłużymy się 
wzorami wyprowadzonymi dla kroju z tern zastrzeżeniem. że znaki 
tam wprowadzone będą miały pu części odmienne nieco znamwnie. 
I tak: normaln~· kąt cięc~ia a pozostanie i tutaj w tem samem zna
czeniu, kąt y oznaczać będzie n achy lenie ostrza do osi XX""'; za
miast g-łębokości zanurzenia wprowadzimy tutaj szerokość r .• hor.zą 
konstmkcyjną b. d p<Y.wstanie bez zmiany grubością grzbietu. wzglę
dnie wzniesieniem ponad dno brózdy. Tak przerobiony wzór na 
wielkość siły pociągowej będzie miał wygląd: 
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IX. Dyskusya równania siły pociągowej dla kroju 
lemiesza. 

IV) .. . 

Równanie, znalezione na wielkość siły pociągowej, wykazuj~, 
że opory w1.rast~-tją z głębokością i z szerokością roborzą Ponieważ 
;mś wymia1· d jc::;t \Y zależności l•d kąta <!i «;>cia. przeto i ten bęchie 
w miarę swe~o wzrastaniłl. wymagał coraz znaczniejszej siły pocią
gowej. Są to rzeczy zresztą ogólnic zna n t>. ż<' opór będzi<' zależał 
od kąta c~ięci11.. od grubości grzbietu kr·oju i od gł\}l,okości zanu
rzC'nia. Inaczej jest z wpływem kąta nachyll'ltia ostrza do poziomu y. 
U wielu autorów można napotkac\ wprost twierchen ie. jakoby od 
wielkości tego kąta nie zależula zupełnie wielkość Pporów 1). Jeśli 
zedH·.emy rmr.patrzeć wzajemną zależnoM t)' Ch dwu ilości, musim~· 
uwzględnić znaczenie prakt.yczne pochy lania krvju do terenu. Zmni~j
szając nachylenie przy pozostawieniu jeclnoczesnem stałej głębokości 
zanurzenia. zwiększamy linię ostrza zagł~bionego w młtteryale. a je
dnocześnie zwiększ8my kubaturę wypieranej ziemi. Wskutek tego 
nieza.wPdnie musimy otrzyma<~ w rezultacie i większe opory. lnac.zej 
przt,dstawi się spmwa. jeśli zapytamy, jak wpływa nachylenie kroj u 
na wielko~ć opol'uw, jeśli wielkość powier:wl111i zanurzonej kroju, 
a więc i kubalura wypartej ziemi jest stała. 

Najwygodniej przy tern rozpatrywaniu wyjść b~dzie z wzorn: 

Napiszern y ten wzór inaczt:lj: 

h 2cp l i -- - -
IJ= . - d{lJ-<r2) siny + . rl - sin:lasin2 y}x".+ 

ffiny ffina 

+ _h (l + cpsinycosy) 
smy 

l) . d"~< l . . h l 'l ś . ł . Onlewa.;. we !lllg za ozema. . = = 1 o ·m sta eJ, przeto na-
~uy . 

napi::;zcm v · 

') Z i e l i 1\ ski l. c. 
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Połóżmy y = 90o, a otrzymamy: 

p= id { ( 1 - (/)2 + 2 (/) CCJtg' Ct } X,. + l X3 • 

W przykładzie przerobionym poprzednio znaleźliśmy P= 131·4 
l>g, jeśli te same wartości wstawimy we wzór ostatni. uwzględniając. 

15 
że stałe l = sin 

60 
= 17·3 cm, ott·zymamy P90 = 102·1 k!J potrzeb-

nej siły pociągowej. 
Widzimy zatem, że w takiem zrozumieuiu wzięte skośne usta

wienie kroju wywoł'ywa obuiY~nie oporów. Już prakt~ka. okazała to 
dowodnie, że uachylenic kr~ju i skierowanie go końcem ostrza 
w stronę działania siły pociągowej redukuje opory. Tu znaleźliśmy 
cyfrowe potwiet·dzcnie tego faktu, które jednakże wymag~.t pewnych 
dopowietlzm), czem się zjawisko powyższe tłómaczy. Ukos ustawienia 
kroju wpływa niewątpliwie na kierunPk n<Jrmalncj do płaszczyzny 
i na kiet·unek tej krawędzi, którą otrzyrnnmy, przekrawując daną 
płaszczyznę płaszczyzną normalną równoleg~ą do kierunku ruchu. 
Jak poka~.ano już pC>pt-t.ednio: 

sin~2 = sina siny. 

z czego wynika, ?.c kąt za wul'ty p0111iędzy wspomnianą krawędzią, 
która równocz~śnie bQdzie torem cząstki ziemi. zna.:dującej siQ w da
nym punkcie nu płaszczyźnie a pomiędzy osią XX""', t. j . kieruu
kiem ruchu, zależy od pochylenia krc,ju: t•ośnie z nim i wraz z jego 
ubytkiem maleje. A właśnie przy cięciu ten kąt je~;t najwu7.niejszy, 
bo on jest właściwym kątem cięcia i nie dziw, że gdy on się 
zmniejszy, zmaleć muszą. opory. Niektórzy autorowie nie uznają 
zupełnie wpływu skdneg·o ustawienia noża przy pługu, jakkolwiek 
jest on oczywistym i w technologii mechanicznej metalu i drzewa 
właśuie zmniejszeniem kąta cięcia tłómaczy się wielką łatwość cięcia 
przy cięciu ciągnionem. Nasz przykład, wzięty z rolnictwa, stoi na 
rozdrożu pomiędzy d w oma skrajnymi rodzajami cięcia . .Jeden z nich 
byłby wtedy, gdyby siła działula normalnie do OlStrza i wgniatała 
je w materyał'; wtedy opory byłyhy maksymalne. Minimum otrzy
mamy, dając nożowi ruch styczny do ostrza Ustawienie kroju i le
miesza względem siły p<;CiągowPj i kieruuku ruchu zajmuje miejsce 
pośrednie. Nie możntt mówić wprawdzie pny iC'.h działaniu na zie
mię o cięciu ciągniom:rn: lecz niew~tpliwem jest. źc proces techno
logiczny zbliża się do tej granicy w miarę. jak hardziej pochyło 
ustawiamy krój i wypuszczamy naprzód koniec lt>mieszn. 
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Zachodzą jednakowoż ~v rzeczywi~tości w_vpadki, w których 
cięcie ciągnione występuje zupełnie wyraźnie w działaniu kroju 
i lemiesza. Dzieje się to wtedy, gd~· w ziemi jest dużo cząstek ro
śl innych, k tóre, napntkane prze-J~ ostrze r1arzędzia, przesuwają się 
ku górze i przerzynają się na niem. 'fen wzgląd był może najbar
d:tiej decydujący. dlaczego praktyczni konstruktorowie wprowadzili 
skośne ustawienie krr,ju. Gdyby bowiem resztki roślinne nie prze
sunęły się i nie przecięły, musiałyby iść wraz z zanm-zonym nożem 
przez środowisko ziemne i zwiększać w ten sposób opory. Bo owi
nięcie takie kroju lub lemi<:J>:za nie znaczy nic innego, jak tylko 
zwiększenie kąta cięcia. 

Ale z drugiej strony pochylanie musi mieć również swoją 
praktyczną granicę. Po piet·wsze nie mo.ina zbyt pocl1ylać kroju. 
bo C74Stki roślinne wobec słabszego ciśnienia normalnego na ostrze 
nie mogłyby się przerznąć, a tylko przc&lizgiwałyby się po niem. 
Po drugie nie można zapominać. z jakim warunkiem związane jest 
zmniejszanie oporów. Istnieje ono bowiem przy zachowaniu tej sa
meJ. czynnej długości ostrza. Nie jest to powiedziane zupełnie 
ściśle i raczej uależałoby określić. ten warl\nek jako 'l.ach.nwan\e 
tej samej powierzchni czynnej lub zacl10wanie tej sanu~j kubatury 
wypartej i wgniecionej ziemi, Rlc różnica cyfrowa jest tutaj nie
znaczna i możemy śmiało przyjąć tamto olu·eślen i e. 

Przyjęcie stałej długości ostr2a a zmiennego kąta nachylenia 
prowadzi do uzyskania różuych głębokości pracy kroju. Ponieważ 
z:d głębokość orki mamy c.laną., to za każdorazową zmianą nachy
lenia kroju musi zmieniać się i oddalenie k011ca kroju c1d c.lna bró
zdy. Możemy, oznaczając pr2ez t głębokość orl, i, Jlapisać, że wznie
sienie koi1ca kroju ponad linię płozu wyniesie: 

a= t -lsiuy. 

lm większy kąt nach~· lenia, tern mniejszy będzie ten odstęp, 
który nast~{mie m w::,\ być ścię.ty bokiem \emies'l.a lub odk\adnicy. 
W skutek oddalenia musi też pozostała warstwa ziemi być od<'ięta 
w gorszych daleko warunkach, bo kąt cięci:t będzie tam daleko 
znaczniejszy, aniieli przy kroju, a to prowadzi do wzmożenia oporów. 

Najp1·ostszy przykład noża, podcinającego ziemię, stanowi po
głębiacz płaski . Nurzędzie takie będzie klinem prostym, k1;Órego 
ostrze stoi prostOpltdle do kierunku ruchu. Podcięcie jednak z po
wodu wielkiego wzniesienia na1·zędzia. t .. j. grubości grzbietu wci
skaneg-o w ziem ię klina łączy się z kwestyą rozkruszania ziemi 
i lllatego wymaga osobnego rozpatrzenia. 

Przejściem od płaszczyzny pochylonej do powierzchni krzy
wych bl,ldzie pow·ierzchnia złożona z elementów płaszczyzn . która 
stunowi system równi pochyłych. nachylonych pofl różnymi ką.tami 
do po'l.iomu, system klinów o różnycb kątacl1 cięcia pozornych (nor· 
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rnalnych) i różnych kątach cięcia rzeczywistego (wskutek skośnego 
ustawienia krawędzi tnących do kicrunku ruchu}. 

Ażeby uchwycić zasadę, wedle której odbywa się przesuwanie 
się cząstek, musimy wyjść od najprost~>zej forllly klina. Przesu 
wanie się materyału pod WJ•lywem klina omówiono już poprzeduio, 
tutaj należy to rozciągnąć to na klin złożony. Weźmy w tym celu 
pod uwagę klin złożony z płaszczyzn (ryc. 2;l) AB, HL CD i lJE 
i zn~jąc kąt e zawarty pomiędzy piJlszczyzną łJ Jtjermlkiem ll!;ll 

wiskowym, wykreślmy dla każdej pat'tyi kierunek H1, H2 , H3 , ff4 •• • 

Rycina 23. 

kierunki to nie będą naturalnie równoległe, l!dyż i kąty nachylenia 
równi pochyłych a 1, a 2 , a 3 , a4 ••• względnie zaś ich kąty spełnia
jące et> e2, e8 , e, ... nie są równe. Pytanie jest: w jakim kierunku 
1Jrzesunie się punkt A po przejściu klina AEF Z rysunkr. wido
czna, że biorąc pierwszy tylko (zewnętrzny) kierunek usuwiskowv 
pod uw1-1gę, pienvszy klin A13B' przesunie punkt A do A1 , drugi 
klin BC0'1 wykona przesunięcie równolegle do kiertmku H2 , zatem 
punkt A pod jego wpływem znajdzie siQ w A2• Dwa kliny następnie 
popchną go j eszcze do A8 i przesuną ostatecznie w A.t. W rezul
tacie zatem, z uwagi na kierunek wmwiskowy zewnętr1..n.y, punkt A 
prze~w.eqłby w materyale drogę po łamauylll torze AA1 A 2A3A4 ••• 

Jednakże działa tu i kierunek usuwiskewy wewnętrzny, gdyż punkt A 
będzie przesuwaJ się k o)ejno raz wzdłuż jednego. raz wzdłuż drtl

giego kierunku osuwiskowego. 'l'ak więc otrzymamy drugi tor 
AA'1A'2A'1 ••• złożony z wewnętrznych kierunków usuwiskowych. 
Jak już poprzednio wyprowadziliśmy, rt<ch złożony cząstki mat<' 
ryalnej pchanej klinem. musi odbywać się wzdłuż linii łamant>j 
symetrycznie rozmieszczonej po obydwu stronach toru łama11ego 
AR1R!!B8B, ... Pozorn_y zatem kierunek przesur1ięcia cząstki A zrnic
nia się wzdłuż tej linii środkującej, którą otrzymamy z kierunków 
ciśnienia ruchomego klina na ziemię. Kąt naebylenia zmiennego 
kienmku }{ do osi XX""' uważanej jako kiet·uuek ruchu wyrazi E;ię 
relacyą: 
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Tymc:?~:sem: 

a = 180 - e, e= 180 - a, 

przeto: 
01 = 180- a - (90 + ą) = 90° - (a+ q). 

Dalekość deformac_yi w dowolnej hrnna wat·stwie, będzie: 

d d d 
AH1 = sfno1 = cos (a +Q)= cos((8U- e -f ())' 

albo: 
d d 

s- - -----
- cos[180 - (e - qjJ- - cos(e -ąf 

Rozwijając to wyrażenie, ott·zymamy: 

d 
R = -- cos eco:są+ :sin e sin Q· 

U l d
.. . . . cp l 

wzg ę mając zas, ze sm () = l./ -~ , cos (! = ,- = , 
. t 1 + cp2 11 + cp2 

1 J( dl . sine= , cose=-M' ot.r.tymamy pouporzą wwamu: 
M 

1u V t+ cp2 
s= - j (-(j) d. 

Skoro przejdziemy do powierzchni walcowych o osi poziomej, 
możemy napisać: 

po zcałkowaniu zaś będzie długość łuku AU, wynosić: 

vV rozpatrywanym przykładzie zrobiliśmy założenie, że ostrze 
będzie stalo pt·ostopadle do kierunku ruchu. Przy ukośnem usta
wieniu ostrza względem osi XX"'• musimy wziąć po<l uwagę, że kąt 
cięcia rzeczywisty będzie zmienny i kiet·unek reakcyi rozmaity, 
wsl<.utek czego tor punktu A hęc1z\e krzywą przestrzenną. Kierunki 
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rcakcy i. wykreślone dla dowolnej rodzącej walca; h~dą tworzyć 
płaszczyznę. Tak samo ott-zymamy odpowiednie dwie plaszczyzuy 
usuwiskowe sprzężone. kreśląe z każdego puuktu rodzącej walca 
obadwa kierunki u:suwiskowe. Biorąc tylk!J pod uwagę płaszczyzny 
przesunięć średnich w· kierunku o<.ldziHływania R, otrzymamy s~·l't~·m 
pła'lzczyzn wyprowadzonych przez pro:;te równolef,le rodzące, wsku
tek czego muszą się przecinać wzajemnie podług lini1 prost~·<'h tło 
siebie równoległvch. 

Widoczne jest zawm, że powierzchnia obwijająca te płasv.ezy
zny. musi być walcem osią równoleg-le do osi narz~chia ustawionym. 
Gdyby ciśnienie przenosiło się po kierunkac·h nonnalnych , wtedy 
ten walec graniczny hyłby linią prostą. 'vY ynik~.~:ją z tego dwie rze
czy: Po pierwszH przy powierzchniach walcowych nie bQdzie mCJŻnll, 
licząc ściśle. odnosić kulmtury ziemi partej narzędziem do płaszezyzn_y 
usuwiskowej wyprowadzonej od ostrza, lecz należałoby brać~ brylę 
ograniczoną od czoła powierzchnią walcową, obwijającą pla~zczyzny 
usuwiskowe zewnętrzne. Po drugie - · a wlaśnie na tem miejsc·u 
je~t to szczególnie ważne - kierunki przesunięć będą się krzyżu
wać, warstwy zaś brane wzdłuż płaszczyzn osuwiskowych. albo też 
wzdłuż płaszczyzn oddziaływania muszą się wzajem przenikać. co 
prowadzi do lokalnych zagęszczeń materyatu ziemnego właśnie na 
powierzc}mi granicz11ej. Ażeby uniknąć wzrast~:~:,jących wskutek za
gęszczeń oporów. musimy konstrukcyę tak prowadzić. by obszar 
wg-niatanego materyału nie sięgał zbyt daleko i obejmował jak naj
mniejszą ilość przecięć płaszczyzn oddziaływań . 

.J eślibyśmy zamiast wklęsłej wzięli powierzchnię wypuklł!, 
wtedy kierunki oddziaływań musiałyby i~ć rozbieżnie wśród mate
ryatu ziemnego i nie byłoby żadnych zagęszczeń. lecz owszem jak 
najintensywniejsze rozkruszenie. Zarówno zatem walec. jak i każda 
inna krzywa powierzchnia, mająca z jednej strony wypukłość, z d1·u
gicj zaś wklęsłość. da nam rozmaitą pracę zależnie od tego, którą 
stroną. jest zwrócona ku rnateryałowi. 

Najważni~jszem z tego. co powiedziano powyżej. jest skonstn
towanie konieczności unikania zbyt wklęsłych powierzchni przy 
konstruowaniu narzędzi całkowicie zanurzonych w ziemi podczas 
pracy i mających za zadanie podcięcie warstwy ziemi. vV razie 
użycia takich powierzchni musimy też z konieczności eluwać pro
mienie krzywizny jak największe i zbliżać się niekiedy niezmiernie 
do kształtów płaskich, byle tylko uniknąć lokalnych zagęszczeń 
ziemi. Jest w mocy konstruktora dobrać krzywiznę tak do zamie
l'?A>nej głębokości zanurzenia. by kierunki wypadkowych przC'sunięć 
cząstek ziemi nie przecinały się wogóle w obrębie zanuTzenia. 

Praktyka doszła już do zl'ozumienia tego stanu rzenzy i stąd 
pochodzą owe: nieco tylko wklęsłe a niekiedy niemal zupdnie pła
skie lemiesze przy pługach i takież płaskie powierz<'hnie przy po-
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glębiaczach, a nawet wypukłe przy łapach przeróżnych kultywa
torów. 

Korzystając z tego, możemy śmiało bez obawy 11opełnienia 
raŻtjCcgo błędu traktować płaszczyzuę osuwiskową braną od ostrza 
jako wystarczająco dokładne ograniczenie bryły deformowanej zit-mi. 
Sam}\ natomiast powierzchnię. o ile chodzi o znalezienie oporów 
wgniatanego klinem matcryału, możemy w granica~: h dozwolonego 
błędu traktować j ako płaszczyznę. Tam jedn,.kże, :rdzie wzuiesienic 
klina jest znaczniejsze, promienie krzywizny małe a gł~bokość dość 
znaczna. tam - zastnegamy to wyraźnie-· uproszczt-nie takie jest 
uiedopuszczalne. W praktykowany<:h konstrukcyach można użyć 
podobnego ułatwienia jedynie przy lemieszu. 

Chcąc postuwić sprawę zupełnie ogólnie i nie chCI!C się zado
wolić prz;ybhżonem tylko oznaczeniem ciśnienia wypadkowego z nor
malnych ciśnień na powierzchnię, musimy zwrócić się do innej me
tody! którą będzie można wstecz zastosować do omówionej teoryi 
kroju i lemiesza, H także i do dowolnie określonego kształtu po
wierzchni z tem jednakże ważnem zastrzeżeniem! na który osobliwy 
nacisk poł•l'l.yć wypada, że powierzchnie będą, pracować wypukłą 
~:<woją stroną. względnie zaś (przy powierzchniach wklęsłych) pro
mieni~ krzywizny będą tak znaczne, by, o ile można, żadne z prze
cięć się kierunków oddziaływań nie znalazło się na obszat·ze defor
mowanej ziemi. Ta sama droga doprowadzi nas do wzorów! które 
pozwolą wycenić wielkość oporów i w takiej miałkiej ziemi, dla 
której opory spójnu&ci są znikome i w których tylko tarcie we
wnętrzne stanowi gMwne opory. Będzie to podstawa teoryi przykry
wadeł: mających za zadanie miałką ziemią przykrywać położone 
na roli nasienie. vVskutek ogólniejszego postawienia kwestyi będzie 
ona doskonalsza aniżeli ta, jaką można znaleźć w jednej z prac 
dawniej publikowany(\h 1). Jako narzędzia pracujące w ziemi, muszą 
i przykrywndła być traktowane razem z innemi narzędziami, słu
żącemi do wywołania deformacyi w zitmu. 

X. Ogólne wzory dla powierzchni poruszającej się 
w środowisku ziemnem. 

\Vyobraźmy sobie pryzmacik. który podstawą swoją kwadra
tową opiera się na elemencie poruszanej powierzchni, dwiema ze.ś 
boczneroi ścianami ciąży na dwu s:1siednieb pryzmacikach. Już po
pt·zednio pokazano (ryc. 12), jak możDR rozłożyć ciężar Q na trzy 

1 ) 'l'. M. Golo,:rurRki: :\JaRzyny i nnrzędzia służ~ce do uprawy ziemnin
ków. Hoczniki unuk rolnic •. ych, T om l. 
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tikładowe, skierowane uormalui~ do trzech wspomnianych_ .ścian pry
zmatu. Obecnie musimy znaleźć, jak wielkie opory będą działać na. 
narzędzie przy pr.lesuwaniu pryzmacika. wzdłuż jego krawędzi. 
W tym celu musimy uprzytomnić sobie, że kierunek x oznacza kie
runek ruchu narzędzia: zaś A2A1 kierunek, w którym punkt mate
ryalny A~ przesunie się po powierzrhni 

Nieznane na razie ciśnienie normalue działa na element po
wierzchni i wywołuje tarcie. działające na powierzchnię w kierunku 
od A1 do A2. To tarcie musi oddziałać jak ciśnienie pomiędzy są
siadującymi ze sobą pryzmacikami, stykającymi się wzdłuż ściany 
A2A3B3 B2-

Wykonajmy przekrój przez kierunki D1 i D2: to w płaszczyźnie 
przekroju znajdzie się element toru. po którym nastąpi przesunięcie 
względne materyalu po powierzchni 
i kierunek u su wiskowy H (ryc. 24). 
Tarcie 1~ działające na materyał, 
będzie się starało materyał ziemny 
zepchną{· ku dołowi. Rozłożymy je 
na składowe idące w dwu kierun
kach: jednym, padającym w kie
runek osuwiskowy H, i w drugim 
normalnym do niego. Jak widać 

z rysunku~ -9:: HA1' = 180 - (H), 
wohec czego: 

l/ ..,... 
l' 

Rycina 24. 

S= - 1 cos (H), K = 1'sin (H)_ 

Powstały wskutek tego opór tarcia: działający pomiędzy ocie
rającyroi si~ pryzmacika.mi w kierunku HA, musimy pomniejszyć 
zatem o ilość S i wtedy otrzymamy opory w ścianie A2B2B3 A3 : 

~ = [LJ2 + 7' sin®] 1P + 1' cos e, 
gdzie 1J1 jest spółczynnikiem tarcia wewnętrznego ziemi. 

W drugiej ściance A1 B1B2A2 mamy tylko ciśnienie normalne 
iJ3, które wywoła opór tarcia: 

W3 = DstP-

Oprócz tego będzie istnieć we wszystkich ścianach opór spój
ności, który oznaczymy przez C. 

Wszystkie te trzy opory będą zgodnie skierowane i będą 
działać równolegle do kierunku H Wypadkowa icb Trt + W"a +G 

9 
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musi rodożyć się na dwie skladowe: jedną równoległą do A1A.2, 

clrugą zaś normalną do płaszczyzny .A 1A2A~A4• Otrzymamy skła
dową styczną: 

SI = - ( w~ + w~ + C) Co:> e 
i ,;;kładową normalną: 

1\ =(W + IV + G siuH. t • 2 3 

W rezultac·ie Mtem hędziemy midi silę normalną <-i:<nąc:t na 
podstawę A 1A2A~.A4: 

N= 1J1 + ( W2 + W~ + C) siu A. 

Pudstawiając wart<J:it'i za l-f2 i IV~ , ntr:~.ymam y: 

N = 0 1 + (1J2 +T sin f>) l/1 si n H+ 1'~>inecosf>+ lJ~ l/1 sine+ G sine. 

Zamiast '1' możemy wprowadzić iloczyn ._'\'q;: 

Stąd: 

.Jeśli w tym wzorze ogólnym położymy e= 90°, otrzymamy: 

X= Dt -t !}y l/J+ JJ~ 1/J + (' 
1 - q;'ł/J 

W osobliwych prt;ypadkaeh. jako to dla poruszającej się w ziemi 
płaszczyzny równoległej do osi Y Y'"" lub <.Ua walca, którego oś jest 
równoległa do osi YY'"", będzie D 3 =O. Wtedy też wzór ogólny 
przybierze postać: 

N- _D1 + D2 '1/Jsine+ Gsine 
- l - cp'ł/J sin2 e - cp sin e cos e . 

.Jeśliby obadwa warunki zaszły, tj. e= 90° i lJs =o, wtedy: 

y _ /Jt + lJ2'1/J+ r: 
L - - 1 =- (P'ł/J. 

Należy zwróeić uw<:tg~, iż wzór ten pud pewneroi założeniami 
można przeksztah·ić na inny, wyprowadzony dla klina przez J. W eis-
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bacba 1). ,Jeśliby mianowicie kierw1ek działania ciężaru Q był iden
tyczny z kierunkiem 1J1 , wtedy składowe Dt. =O, zaś D1 =Q. 
Tylko wtedy zatem moglibyśmy napisać: 

N- Q 
- 1-<p~' 

<lO następnie może przejść we wz6r: 

N= 2J!. + fPt!!_) • 
1- (/)2'1/Jl! 

a pod założeniem, że wartość (/J2'1/J2 jest nader mała., we wzór: 

N=Q(l+f/J'I/J). 

W danym razie postąpienie tlikic nie jest wskazane, gdyż 

w rozpatrywanym przez nas procesie technologicznym C!9 >; , zaś 
iloczyn kwadratów (/J2'1/J2 nie zawsze jest znikomo mały. Poza tem 
przyjęcie, jakoby kie.-unek działania ciężaru Q i kierunek reakcyi D1 

był ten sam, jest oczywiście fałszywe, gdyż mógłby znalezć chyba. 
zastosowanie tylko pr.ty klinie, którego kąt zaostrzeni.a i cięcia je~t 
zerem. 

Ziemia usuwa się nietylko w kierunku H, lecz takżt i w ki•;
runku usuwiskowym sprzężonym Jf. Każda cząstka tyle razy pod
lega przesunięciu w kierunku H, ile w kierunku H'. Możemy przy
jąc, iż w każdej cząstce czasu polowa materyłiłu porusza się w jl·
dnym, połowa zaś w drugim kierunku. Ciśnienie normalne zatem 
musi się zmieniać w granicach od N do N'. Dla ułatwienia przyj
miemy, iż cały materyał stale będzie się przesuwał w kierunku re· 
akcyi R. Wzory wyprowadzone dla kierunku usuwiskowego głó
wnego można przekształcić i dla kierunku R, biorąc pod uwagę, 
że wtedy e= 90 +Q, gdzie Q jest kątem tarcia ziemi o materyał 
narzędzia. Otrzymamy zatem sin @=c>.OSQ, cos€1=- sin t_). z uwagi 
zaś, że tg Q= fP, będzie: 

sin e = __ _! -= . 
V t+ (/)2 . 

Podstawimy to we wzorze ogólnym: 

N= JJl (l + _p2l_ + (D2 '1/J + _!)~ '1/J + C) Vt -!- f/J2 
1+2cr~ - f/J'I/J 

1) Ur. J u l i u s W e i s b a c h: (,ehrbuch d. teoretischen Mechanik. 
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Wstawiając we wzory III c. wartości za sin e j <'OS e. otrzy
mamy w skróconej formie dla elementarnego pryzmacika: 

Podstawmy tubtj znnle--.óoną ju ż. poprzednio wartość: 

1\. sin e . 
dQ=a(t - z) "F - .-- ,. dl<. 

. c Slll Ó ' 
-,., 
.:Z 

uwzględniając. że 

sin fł cos e .11 
sinl5 = 211' -~~-d}!'- ' 

2x . K 1. - 2x q; 
- JJ stn f! + 111 cos f! 

d L'= _:!ydz__ = j1f d . 
L ' ''V) "'j' ydz. cos (~"~ l.. .: i 

ax 
t. j. kl;~dąc: 

KJJl! 
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Otrzymamy: 

y -;· l + q;
2 

111 ( 1 + q;2)1JI J:\_ [a(t-z) t+'' 2 ._ 1;,.dydz+a(t-z) -1 l 2 2 . 
Gfp - t:p'I/J 0::. -- t:p - t:p'I/J 

~X 

\V każdym elemencie powierzchni będziemy mieli dwa opory: 
ciśnienie normalne i tnreie. które wraz z siłą zewnętrzną, dziala:ją.eą 
na narzędzie, tudzi<>ż z dodatkowemi reakcyami, odpowiadającemi 
warunkom nieswobodnego ruchu Dl.il"'.tęllzia, muszą dawać trzy siły 
wypadkowe w kierunku trzech osi układu równe zel·u. Oznaczając 
przez a. p, y kąty nachylenia siły zewn~trznej do osi układu, przez 
~1 , "lt> ~1 kąty nachylenia normalnej, zaś przez ~:t' '1'/J?, ~l! takież 
kąty kierunku tarcia, otrzymamy na::;tępujące trzy równania ró
wnowagi: 

X= Pcos a- N coss1 -1'cos ~2 =O, 

Y= Pcos{j + Rv- .Neos'l'/1 - 'L'cos'l'/2 =0, 

Z= Pcosy +R.- Ncos~1 -1'cos~2 =O. 

Ponieważ dla nas najważni~jsze jest na razie równanie pier
wsze. odnoszące się do kierunku ruchu i ponieważ wobecnem na
szem rozumowaniu mużemy l>ra.ć pod uwagę siłę zewnętrzną równo
ległą do kierunku ruchu, względnie zaś rozpatrywać działanie samej 
tylko składowej padającej w ten kierunek. przeto możemy napisać 
w danym razie: 

Jub tei: 

Sumując wszystkie poziome siły p. w granie8ch zakreślonych 
wymiarami narzędzia, otrzymamy: 

P= f(cos ~1 + t:p cos ; 2 ) N. 
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Wiemy j ednak, li-e: 

C'x .. K 
cos ~1 = ji . zaś cos ; 2 = j{ : 

zatem: 

Po podstawieniu odpowiednich wartości. otrzymamy: 

a F 

!f 
l + ll ;;, + (pK 

P= o t +~fP2 ~q;'IJI· ex 2y-- (t - z)dydz+ 

d X 

!f
• ?F+ q;I< 

'IJI(l + q;2) 2~; + a - -- --· (t-z)d1Jdz + 
l + tq;2 - q;'IJI , 2 F 3 

]\ - ń q; 

Oznaczmy dla krótkości: 

d X 

al' ::lJ:' 
c.., + q;K 

8y c·x . :-..,- , - - a F (t-zl llldydz + 
_ J ci: f\- q; 
ax·az dX 

~F 

f '
r.-··· + q; K + . _' l_±_p.:_ (' 2x _ 

l + 2q;2 - qJ'IJI • M . 

O= A. 

W niektórych przypadkach możemy ten wyraz pomin~ je
śli ziemia jest pokruszona miałko i jeśli bez obawy popełnienia 
znaczniejszego błęiłu będziemy mogli uważać, że C=O. Wzoru ta
kiego uproszczonego będziemy mogli użyć co najwyżej dla obli
czenia oporu przykrywadeł, ale dla wiQkszości przykładów, w któ
rych spójno:i.ć ziemi odgrywa 7.nacz.ną, ba nawet główtlą rolę, po-
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dobne uproszczenie byłoby niedolluszczalnc. Wyrażenie ozna~zone 
przez A oznacza nam widocznie siłę zużytą na pokonanie spójności 
w przeciwieństwie do poprzednich członów, które uwzględnil:lją tylko 
ciężRr partej bryły ziemi i opory tal'cia tak zewnętrzneRo jako też 
i wewnęt-rznego. t;iła przeznaczona do zniesienia spójności cząstek C 
musi być tak wielkł}, by duprowadziła ciało do stanu takiego, w ja
kim się znajduje podczas zerwania materyału. Połóżmy ją równą 
średniej mocy na zgniatanie dla słupa ziemi o przekroju równym 
powierzchni poruszają~j się w ziemi. Wtedy w rzeczywistości bę
dzie każnemu elementowi powierzchni dF odpowiadać. pryzmacik 
ziemi. Wszystkie pryzmaty rRzem wzięte nie koniecznie muszą wy
pełnić przestrzeń zajętą. przez natężany materyał, chociaż niekiedy 
mogą ją i przepełnić. Pierwszy przypRrlek zajdzie przy powierz
chniach wypukłych7 drugi przy powierzcbnia<'h wklęsłych . 

Kładąc tedy : 
C= x.,.dF. 

nwzgl~dniająe. że 

dF = df!!_lz - = M l d 
cos (1YX) 2 F c !l z. 

otrzymam:-': 

2:c 

2JI' r ... + cpA 
~ X 

2 i ' - x, .. d!Jrl' 

2.r 

Ostatec·my wzór b~,;dzic: 

"l' 
lfl ]( 

P= 0 l + fP
2 l !f ~;, .. 

l + :!cp2 - qnp l· c /t' 
2.1" 

(t - z ) dy<lz + 

C' 1,' 

+ /!1/J ~x --1
2 
~: ./{(l - z) dydz + 

• A - "({' 
eX 

C'F 2/t' 

J./. ... " -j· 1/' ]( tfJ Cff ex 
ł- f, - . " l , " 1 , . ... F' M (t - z) dydz l + ({12 c ( c 11 • • c 

• ... . ... ]\ - " cp 
.:.1; c'Z eX 
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C) J? T 

Vf +~-ii !f dX + cpK + -1 +-- 2 2 - - X,. c::l LI d!jdZ . cp - cp'I/J L' • 

ax 
. .. V.a) 

Przykład 1: Obliczyć opory dla kroju przy lf> cm zanu
rzenia. Dane są wymiary kroju jak w pt·zykładzie pr,przednio przc
lil:zonym. 

Wyjdziemy w obliczeniu naszem z równania płaszczyzny 
kl'cJjU: 

co tera 
x = - . "' y - 1:otg y z + r:. 

Slll Y 

Obliczymy: 

:.r = -- ~ł_f: a ; d_/= - co te y ; M = . 1 
.- ; 

c' .lf s m y c' z ~ SI n et s m y 

V1 ~ sin2 a . sin2 y 
K= . . . 

sma smy 

Wzór na siłę pociągową P przekształcimy. gdyż równaniE> 
płaszczyzny mamy dane w postaci x =f (IJz), a nie F (X.'JZ) = O. 

Po odpowiedniem przerobieniu b~Jzie : 

1 2 f! P=a 1 + 2;2 ~cp'I/J [ • (1+cpK)(t-z)dydz+ 

+JJ'l/J \; cp l( (t-z) dydz + 
1 -- fJi 

!·;· 2/ 1 8y l ·t · cpK _ __ 
+ 1,- ,.,

1
. K M(f - ") dyd« + 

r 1 + cp2 c. \ - cp 
2z 

+ 11 _ (1 + cpK) x2 dydz! J'f l . 
Of'l +cp2 J 

V. b) 

Dla płaszczyzny wszystkie pochodne, jakoteż elementy pomo
<'n.icze 111 i K są stałe, pozostunie przeto tylko <lo rozwiązania całka: 

b l L l 

!f . t2 b 
(t- z) dydz = ·i całka j'j dydz = ót. 

o o o o 
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Ostatecznie zatem dla płaszczyzny otrzymamy równanie: 

l + cp2 bt
2 t 'ł/J p = (J (l + q; K) 1-2~- - 2 l + 7.r + + q; - (/J'I/1 l). -- q; 

?odstawiając w tym wzorze wartości dla a= 15o, y = 60°. 
q = 1·9 gjcms~ :v.2 = :v.". = 604gjcm2, otrzymum_y: 

1-'= ·i7·1-lf> kg+ 7:'>-102 kg= 122·25 kg. 

Wynik ten niedaleko odbiegający od uzyskanego poprzednią 
przybliżoną metodą, Wt!dług której oklymaliśmy 137·4 kg j est o tyli:' 
ciekawy,, że za pornocą niego możemy osobno obliczyć opory po
wstałe wskutek działania ciężaru poruszan~i ziemi. osobno zaś npory 
spój ności . Ponadtc; wzór ten daje jasny obraz, j ak siła pociągowa 
wzrasta ze wzrostem głębokości zanurzania .. 

Obliczając dla dan~j szerokości robocze_i; t. j. dla danej g ru
h•>Ści kroju (b= :2·14 cm) wartość społczynnikn przy t2 i przy t. 
otrzymamy rówuanie: 

p= 0'20935 t 2 + ()'0068 f . 

Z tego wzoru możemy obliezyć dla danych wymiarów dla 
(lanego pochylenia kroju: 

dla t = 7·5 cm 15·0 cm l !:!·0 Nil 

Riłę pociągową l!= 49 3 kg 122·25 kg 170·7 kg. 

Wyniki te zt,liżają się uiezmieruit> do dat uzyskanyd1 przez 
Gaspariua. które zacytowaliśmy poprzednio. 

Przykła d II. Obliczyć opór lemiesza płaskiego, j eśl i sze
rokośl~ lemiesza wynosi 10 cm, szerokość robocza konstrukcyjnet 
25 cm., kąt cięcia 20°, kąt ustawieni~ do kierunku sily pociągowej 
45°, wszystkie zaś dane odnoszące się do właściwości ziemi są taki!' 
j}l.k w poprzednich przykładach. 

Ażeby módz po::;łużyć się wzorem użytym w pierwszym przy
kładzie, musimy zmienić układ o tyle. iż zamienimy ze sobą ,,si 
YY6

"' i ZZ"'•. Wtedy możemy wprost podstawiać wartośc i i otrzy-
mamy: 

p= 0·177756 f 2 + 11·294 t. 
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Kładąc zamiast znaku t znak b, oznaczający zazwyczaj sze
rokość konstrukcyjną lemiesza, otrzymamy rówJJanie dla danego 
nurzędzia i danej ziemi: 

P=0·1777561Jt + 11·294 b. 

Dla b= 25 cm, obliczone P będzie wynosić : 

p= 74·06ó + 188·2-!0 + 262·3 kg. 

OyfrR ta: jakkolwiek wysoka. ni<• wychodzi poza granice spo
tykane w plugach. 

Prof. A. Wiistl) liczy dla ziem ciężkich 10-17 kg na l cm 
szerokości roboczej lemiesza. OdpowiadR to w naszym przykładzie 
~óO kg - 425 kg. 

Zmieniając w danych szerokość brzeszczota z tO cm na 15 cm. 
otrzymamy wzniesienie ponad dno brózdy znaczniejsze i wskutek 
tego opory podskoczą na i\~3·4 kg . 

. Jeślibyśmy zastosowali mdodę uproszczoną podanl'l pierw~i: 
otrzymalibyśmy jako rezultat ruchunku 3f>i3 6 kg, któt·y . mógłby 
w razie pntrzl:lby 16łużyć jako pierwsze przybliżenie dla oryentacyi 
w wielkości oporów danego lemiesza. 

X I. Tor cząstk i z iemi po powier zchni narzędzia . 

Pl)przednie rozumowania mają racyę j edynie wtedy: gdy na
rzędzie zewsząd okolone grubą warstwą ziemi. działa jedynie, wci
skając materya! ziemny w sąsiednie warstwy, nie narUt;zają.c je
duoczduie równowagi warstw dalszych i nie zmieniając ich poło
żenia. Tak działa zawsze krój przy pługu. tak do pewnego stopnia 
działa także i lemiesz zanurzony dostutcc.znie głęboko w ziemię. 
Jedynie tylko pierwsze uarzędzie możPmy obserwować w pracy 
samo dla siebie, gdyż już dział~tnic lemiesza łączy się z dzialaniem 
ouk ladnicy i stąd nie wyst.ępujc nigdy w czyst~j formie. W ogóle
należy wyznać - oddzielne traktowanic lemie:sza i odkładnicy 
może mieć znaczenie tylko formalne, wyni kające z tego, ie obadwa 
t<~ elementy konstruuje się osobno: przy rozp11trywuniu prac.y na
rzędzia pod względem tecbnologil!:t.nym. należy ujruowuć lemiesz 
i odkłHdnieę jakt> całość. \Vobec tego, biorąe ogólni~>, pierwsza czyn
ność oddzielenia skiby od dna brózdy przypada w udziele dolnej 
partyi powierzchni pracując~j. W miarę jak narzędzie posuwa się 
naprzód, musi i materyał odbywać ruch względem uiej. Skiba bę
dzie podnosić się ku górze. odehylać w bok i odwraca<~. Wszystkie 
te cz~·nności ściśle warunkowane ~:~ą kształtem powierzchni rucho
mej. Cząstka mat.eryalna. leżąca na powierzchni, posuwa się po niej 

' ) A. W ii ~; t. Landwirtscll. ) laschinenkuncle. Berlin . 1889. 
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ruchem względnym i opisuje tor. którego kształt zależy od rodzaju 
powierzchni i od kierunku działania siły pociągowej. Ponieważ ruch 
narzędzia przyjmujemy prystolinijny: w kiP.rnnku osi XX..,, wi~c 
na ruch względny materyatu może wpłynąć tylko pozioma skła
dowa siły pociągowej. W rozważaniach zatem kszta.łtu toru bę
dziemy mówili zawsze tylko o sile pociągowej poziomej i z re
guły działającej w kierunku ruchu, t. j. równolegle do osi xx•··. 

Oząstkłl ziemi, spoczywająca na powierzchni określonej równa
niem: x = f ('li z), pozostaje pod działaniem siły P równoległej do 
płaszczyzny XY. Wprowadzając w rachunek warunki nieswobo
dnego ruchu }JOd postacią reakcyi, działającej na punkt materyalny 
i skierowanej wzdłuż całego toru normalnie do powierzchni. wpro
wadzając następnie dostawy kierunkowe siły zewut;trznej P i ci
śnienia normainego 11: a to: 

cos 2, cos ~~ , cos v, cos 21, cos 'I'JH cos v1 , 

możemy obiedwie siły rozłożyć na składowe w kierunku trzech osi 
układu, a następnie odpowiednie składowe zsumować razem, uwzglę
dniając ich kierunek. W ten sposób otrzymamy trzy siły. które 
ra:zem złożone, dałyby jednę wypadkową. Każda z nich X, Y: Z 
nada cząstce pewne przyspieszenie zsdcżne od masy cząstki. Mo
żemy zatem napisać: 

) r _ d2y _ ]> • , \' 
- 1n l ., - . LOS ~ T • co s ~'· · cd-

Dostawy kierunkowe siły zewnętrznej P zależą od przyjęcia 
i możemy je uważać za stałe, nawmiast dostawy kierunkowe rea
kcyi N możemy wyrazić. jak poprzednio. za pomocą pochodnych 
cząstkowych funkcyi x = f (tj. z). Podstawimy przeto: 

a. l 
l 2!t 

cm; ;'1. = Jll' co:s~. = il' 

Otrzymamy trzy r6wnania ruchu: 

dl.r;- }? , l 
111 d Y -- - cos ,, + .V : t - Jl 
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d2 
?n ,, 

2
!1 = P cos w + 

ld 

af 
d2z dz 

m dt2 = ]Jf N. 

Calkując dwukrotnie te •·ównania, m•Jżemy otrzymać trzy ró
wnania nowe. wyrażające zwil}zck pomiędzy <'zasem t. a spółrzę
dnymi toru. Po wyrugowaniu liiistępnie czasu dojść możemy do 
równania toru. Zarazem za7.n8czymy, że najogólniejszy wygląd tych 
równań bylhy : 

d2x .1 
m dt2 = P•~M.l + 111 

t\' l 

af 
d2 9"y 

m - !l = P cos p, + N . VI.) dt t. ' M 

8f 
d'' 8z -z 

N, m dt 2 = Pcos v + lit 

przyczem siła l! jest wypadkową ze wszystkich sił zewnętrznych, 
jakie działaj:! na cząstk~,; ziemi. 

Najprost<szym pt·zyldadem będzie !'uch niewolny cząstki po
ruszającej się po płaszczyźnie określonej równaniem : 

x = ay + bz + r 

pod wpływem siły P, dziftłającej wzdłuż mn .L\"'r. 
Obliczymy: 

ef "f 
•. ;-!1 =a, :._ =h, M= Vt + u2 + IJ2. 
o 2z 

·wy rażenia zatem wszystkie po prawej stronie równań ruchu 
zawierają tylko ilości ::-tałe i możemy uapis11ć ogólnie: 
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Po dwukrotnem zcałkowaniu otrzymamy: 

' - pt2 x- 2 + r1 t + c;: 

rt2 
z = 2 + c3 t + <·~ . 

UH 

Stałe ~, c; i c~ oznaczają drogę przebytą przez cząstkę ziemi 
przed początkiem obserwowanego czasu. stałe zaś c., <; i c3 ozna
czają prędkości poc:1..ątkowe w kierunkach trzech osi. Wszystkie te 
ilości możemy polożyć równe zeru, gdyż takieroi one są w chwili, 
gdy cząstka ziemi wstępuje na powierzchnię. W skutek tego równa
nia przybiorą postać : 

albo: 

albo: 

al bu: 

X 

p 

qt2 
!f= 

4 

!l 
<j 

z 
1' 

rt 2 

z= 2: 

Pod~:~tawimy wartości ?.a Rtałe p, q, r: 

Stąd 

X 
----:1-- -

Pcosl + M N 

!/ 
n V 
Jł1 1 

z 
- - b--' 

MN 

x ~~- X= !l (Pcosl.. -r 
t 

N) . 
.łl 

b l .V) . x M S =z (PcosJ. + M 

wyrugujemy reHkcyę N: 

N= - _y PcosJ.. 
l a 

- z Pcosl.. 
l b ' 

Y AL X M z M -:A;J.J 

!l z 
y - ax =z -bx' 
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Do tego r6wnuni11 dołączymy dum' równAnie płaszczyzny 

x = ay + bz + ,. 
i rugują<'. raz .t/· zaś dJ·ugi r~;~z z. otrzymamy dwa równania rzutów 
toru na płaszezyzny XZ i XY. 

Równania tl! bęcl:1 : 

u .. c - (a~ + ó'tj !l - ue= O 

óx - (a2 + b2) z- he= O, 

albo w formie symetryczn•!j: 

Znajdziemy dostawy kierunkowe toru: 

cos ~2 - cos 'fh cos ?;2 
a2 +- b2 - a·- - " 

l 
- -

Vca~ + u2J2 1- a2 + '"t. 
1 l 

= va2 + IJ2 Vl +at -r b2 = ](M' 

Otrzymamy zatem: 

J( a 
cos~2·= Ju; CUS'I}3 = J(M; 

b 
cos ?;~ = kl!f.. 

Tor punktu jest ,łinią .:prostą, w danych tutaj warunkach 
wznoszącą się ku górze i odchylającą się od płaszczyzny XZ 

Hycina 2ó. 

(ryc. 25). Fakt ten sprawia, że nie cału powierzchnia lemiesza bę
dzie czynna i cząstka ziemi, znajdują<lłl się początkowo w punkcie A, 
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nie pójdzie ku C, lecz znajdzi~· l=ii': w punkie E. Odchylenie ()];; 
zależy niewątpliwie od wzniesienia lemiesza /1. Ażeby je obliczyć. 
postąpimy w następujący sposób: Z danego rówmmia płaszczyzny, 
podstawiając y =o, znajdziemy t•ównanie śhldu A(' w postaci: 

lub też: 
X-- X 1 
- h -

x= bz - c. 

!l () 

o 
z - z 1 -

obliczymy dosrawv kierunkowe: 

b 1 
COS 21 = ,. -==- ; CO s p,1 = 0 ; COS V = 

r ] -t-tJ2 
1 V1 -f- h~ 

Podobnie dla krawęchi AH wyt'llżoncj r•\wnaniPm: 

x- x 1 _ y - !h _ z- O 
(/ - y- - - o- -

otrzymamy: 

cos2= a· 
"2 V l+ ,~,2 , 

Znając przytern dm;tawy kierunkowe loi'U, obliczymy k:1t 
CAE= wl: 

/{ h b b r 11 
cosw. = Al' Vi + b2 + j{ lll ~l+ IJ2- MVl-+ IJ'!. l/{ + jq = 

b l +}\'.! 
-

M Vi + lP K 

Ponieważ za$ l + K2 = M2• będzie przeto: 

b M 
cnswl = Vi +{/t . J( ' 

z czeg-o łatwo obliczyć, że 
. a 

SlnWJ = V -- . ]( l+ [J2 

W taki s~m sposób obliczymy kąt ()f;A =BAJ~= w2 • Mia
nowicie: 

T{ u a a 

;Jf l/i+ "02 + ILV j/1 =f- a2 = j/1 + a2 

Al 
](' 
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czyli: 

Stąd: 

'1. M. (liJł,(lGUIISKI 

. b 
stnw2 = - ·l ' =- . 

l\ f' l -r a2 

Z tJ·ójkąta AC.E mamy: 

AG: GE =sin w2 : sin w1 , 

Podstawimy wadości w tern równaniu: 

CE= AC ~Vt_f a2 

b h+b2
' 

ale jak widać z figury: 

Wobec tego: 

h V AC= -- = h 1 + b2 . 
COS V1 

Wprowadzając wypt·owadzone już poprzednio równanie pła
szczyzny tnącej poziomo w postaci: 

cotga 
x = -- cot<Tyt' - - .- z+ c 0 07 stny ' 

t. j. podstawiając: 

otrzymamy: 

COt<Ta 
a= - cotg y, b= - - . ~. 

:sul Y . 

, cosy V coto- y 
n = C b = h -- - l + cotg2 y = h - " • cotg a · cot.g a 

kładąc dodatkowo h = s s: n a, gdzie s oznacza normalną szerokość 
noża, otrzymamy: 

11 =s co~ . 
cotg-a 

Chcąc, ażeby czą:stka zi1~mi od końca lemiesza szła jego kra
wędzią, nie robiąc wypustki w postaci trójkąta AGE, czyli inaczej: 
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chcąc ażeby cały lemiesz był efektownym, musimy przydłużyć 
ostrze o długość znalezioną n, t. j. wpuścić lemiesz w pole. 

Przykład: Dany lemiesz o k!lcienot·malnymcięcia a=200 
nachylony do kierunku ruchu pod kątem y = 45° i posiadający 
szerokość brzeszczota 80 mm i 100 mm; obliczyć wpuszczenie 
w rolę n. 

Odpowiedź: Z rachunku wypada n= 20·589 mm. zatem w zao
krągleniu 11 = 21 mm zaś dla H= 100 mm wypada 11 = 26 mm. 

Wpuszczenie ostrza lemiesza w po\e wpływa w pierwszej linii 
na to, że eały lemiesz dźwiga skibę. a 11ie pozostaje żadna wolna 
<'7.ęść lemiesza: na którejby nie lt"żały tory dolnej kra.wędzi skiby. 
W ten sposób wyjQcic skiby jest zupełnie prawidłowe. 

Drugą korzyścią jest przesunięcie punktu pt·zyłożenia oporów 
w stronę calizny i zapewnienie pługowi większ~j stałości równo
wagi w pochodzie. 

Ten drugi fakt uznaje i Blomeyer 1), pisząc że "można dopu
ścić nit~znaczne wpuszczenie. gdyż pług lepiej utrzymuje się w swoim 
kierunku". Nie uznaje jednak racyonainości takiego konst.ruowania 
lemiesza, mówiąc, że "przy dobrze zbudowanych i dobrze zaprzę
żonych pługach jest to nie konieczne, a zawet teoretycznie błędne". 

Z naszego wywodu o torze punktu materyalnego, porus7..Łt:ią
cego się po lemieszu. wynika coś wręcz przeciwnego, a mianowicie 
racyonalność nieznacznego wpuszczenia lemit"sza w pole. Pral\:tyczni 
k onstruktorowie doszli na drodze długoletnirh prób i porównań do 
tego kształtu lemieszy, któryśmy starali się na tern mi~jscu teore
tvcznie uzasadnić. 

J Ruch zi~mi po odkładnicy, cz_v też ''ogóle po powierzchni 
krzywej narzędzia mo;;.na rozłożyć w każdym punkcie na ruch po 
trzech równt>czcśnie działających klinach. Płaszczyznę bowiem sty
czną w dowolnym punkcie powierzchni krzywej przyłnżoną można 
w jej działani u. jak już poprzednio wspomniano. zastąpić tt·zema 
płas?.czyznami klinów. Metodę tę, tłómaczącą w poglądowy sposób 
działania odkładnicy, wprowadził pt·of. G01:jaczkin 2) i z tej metody 
wyjdziemy w dal~;zych rozumowaniach. Już poprzednio wspomnie
liśmy o ni~j. na tem mi~jseu jednlłk naiP7.y wzmiankę rozszerzyć 
w odniesieniu do ruchu ziemi po odkładnicy. 

Płaszczyzna poruszająca się w środowisku ziemnem tworzy 
trzy charakterystyczne ką.tv zawarte pomiędzy jej śladamiaosiami 
układu, kąty a, [J, x (ryc. 26). Uzupełniając figurę, uzyskamy trzy 
kliny o naćhyleniu a. {J i x. I tak: pierwszy klin A 1B1 A:!B2A 30 
ma ostrze ustawione do poziomu pod kąt<>m a. drugi klin 

1) l)r. A. Blomf\yer: lliE' meehaniRche Bearbeitung des Hodens. J...eipzig 
u. Berlin, 1879. 

'l W. P. Gorjaczkin: Plugi. St. Petet·sburg 190(;. 

10 
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A1A2B2B3A30 ustawiony pod kątem (3 do płaszczyzny pionowej ru
chu, trzeci zaś klin A1B1~A30B3 nachylony pod kątem x do 
poziomu. Każdy z nich spełnia inną funkcyę: pierwszy podnosi 
ziemię ku górre, drugi przesuwu zi~mi~ na bok, trzeci obraca w pła
szczyźnie normalnej do kierunku ruchu. Zatem decydujące dla wy
konywania tych czynności są wspomniane kąty. Od ich zmiany 
zależy bowiem typ odkładnicy .• Jeśli zmienia się tylko kąt r., dwa 
zaś inne pozostają te same otrzy"mamy powierzchnię walcowi.!. Jeśli 

Rycina 26. 

kąt r. zmienia się pruporcyonalnie do drogi mierzonej wzdłuż usi 
XX"'•, otrzymamy powierzchnię śrubową. Wogóle z wielkości ką
tów rzeczonym i z pra l.\ i dla, w jaki kąty owe zmieniają się ze 
zmianą sp6łr.t.ęduych, możemy wnioskować o tem, czy powierzchnia 
odkładnicy działa krusząco, czy też odwraca jednocześnie ziemię 
i która z tych czynności przeważa. 

Znając równanie powierzchni kr.-;ywej x =f (y, z) i płaszczy
zny stycznej do niej, możemy znaleść równania śladów na wszyst
kich trzech płaszczyznach rzutów: 

l 
z- z1 = 2J (x- x1), nu płaszczyźnie !l= !h• 

-dZ 

1 
!f - !/t= a] (X- X1): na płaszczyźnie Z= z1 , 

2y 
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CJj 
2y 

z -zł= - aj (y- Yt)' na płaszczyźnie X= x1. 

CJz 
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Widzimy zatem, że wielkość kątów charakterystycznych znaj
(}ziemy łatwo dla dowolnej powierzchui w dowolnym jej punkcie: 

1 
tga= CJj; 

·a~ 

aj 
1 ay 

tg{J= a}; tgx=- ąl· 

CJy rJz 

N. p. dla płaszczyzny x = ay + bz +c otrzymamy: 

l 1 a 
tga= b' tg{3= a' tgx=- b. 

Dla walca kołowego: 

będzie: 

x =-ytgiP+~ secl)' + seciP Y1·2- (z -1·y~, 

. lft·2- (z- r)2 
tgx =Sin !p ( , 

Z-1") 

Powyższy sposób przedstawieni~ jakkolwiek niezwykle obra
zowy, nie jest jednakże ścisły. Ażeby tu pokazać, weźmiemy pod 
uwagę powierzchnię walcową i dwa punkty materyałne, spoczywa
jące początkowo na ostrzu lemiesza. Obadwa punkty, poruszając się 
po walcu poziomym, muszą zakreślać równocześnie takie same tory, 
wskutek czego podczas całego procesu linia sztywna, łącząca oba 
punkty, musi 7-ajmować kolejno położenia wszystkich rodzących 
walca. Będzie tu zatem zachodzić podnoszenie materyatu i przesu
nięcie go w bok, odwracania wcale nie będzie. 'l'ymczasem z wy
prowadzonych wzorów na styczne kątów charakterystycznych wy
nikałoby, że tylko tga=f(z) i tgx=!p(z), zaś tg{J=const. t. j. 
że istnieć będzie stopniowe podnoszenie i skrQcanie, przesunięcie 
zaś będzie ilością stałą niezależną wcale od wielkości rzędnej z. 

Nieporozumienie wynikło prawdopodobnie z rozpatrywania 
10• 
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pracy odkładni<'.ą śrubową. Jeśli wogóle weźmiemy pod uwagę po
wierzchnię prostokreślną; to wtedy, zgodnie z rzeczywistością, mu
simy przyjąć za zasadę, że krawędź pryzmatu ziemi pomyślana 
wzdłuż tej rodzącej powierzchni, która leży w płuszezyżnie pozio
mej~ będzie zajmować kolejno wszystkie położenia rodzącej. Pny 
powierzchni śntbowej będzie zatem krawędź pryzmatu ziemi obra
cać się stopniowo dokola osi powierzchni. Tu będzie typowe od
wracanie skiby, równoczesne z podniesieniem i odcl1yleniem w bok. 

Skoro jednakże tę samą zasadę równoległo6ci do rodzłtC~j po
wierzchni zastosujemy pr_zy walcu; nie możemy wcale dojść do po
jęciu udwrlłcania skiby. Ze tak jest w istocie, świ:-1dczy i fakt, że 
konstruktorowie prakty<'zni~ chcąc wywołać. w odkiad111cach cylin
drycznych i odwt::tcanie skiby, muszą koniec odkładnicy wyginać 
w kształt przybliżony do powierzchni ~rubowej. 

Druga przyczyna nieporozumienia tkwi gdzieindzicj. Przy r(>Z
patrywaniu odwracania skiby odkładnicą śrubową teorya brała pod 
uwagę powierzchnię śrubową o rodzą•:ej prostopadł~j do osi. Wsku
tek tego skiba odwraeała się szerokością swoją i można było uwa
żać, że szHokuść t>kiby niezdefornwwłma zajmuje kolejne. wszyt>t
~i•' pozycye rodzącej. Skoro mamy dn czynienia z płaszczyzn!.!, to 
zobaczymy, że krawędź pudcit<ttt, a więc równoległa do ostrza. po
rusza się po płaszczyY.nie stale równolegle (l,, pierwotnego swego 
położeuia. Tak samo i po powierzchni walcowej poziomej, będzie 
zawsze lemieszem podcięta kr·awędi skiby posuwać się od jednej 
r(ldzącej do nMtępnych i stale bt;dzie równoległa do niej. Tylko 
ten kierunek uważany w t>kibie nie ulegnie deformacyi. lVlif;:dzy 
innymi także dowolna prosta równoległa do szerokości roboczej 
musi zoste~l'. wygięta. Przy rozpatrywaniu ruchu po powierzchni 
możemv oho>erwować i oceniać ruch tvlko takich eletnt>tltów, które 
nie ult;gają dcformacyi. • 

St.osując tę zasadę do odldadnic pmstukrdlnych. będziemy 
tnYażali za charakterystyczny nu·h prostej. równoległej do rodzą
cej powierzchni. Prosta taka w powierzf·hni śrubowej v rodzącej 
prvstl)padłej do osi będ:1.ie naturalnie pierwotnie identyczna z sze
rokości:} skihy. Wogóle te?. lu,dzie ona taką dlłl. wszystkich po
wierzdmi prost.okrt>~lnycb. dla których jedną kierownicą jest. pła
szczyzna prost0padla d() kienmku ruchu, t. j. w przyj<;tem na.szem 
znakowaniu płaszczyzna YZ, dwie -zaś inne kierownicP. są dowolne. 
Przy zaehowauiu równoległości do tej płaszczyzny może prosta 
tworzącu. wz~l~dnic zaś prosta sztywna pomyślana w skibie. zaj
mować rozmaitt! położeni8.. w kt:>rych bętlzie pod różn.ymi kątami 
nachylona do płnszc:r.y:r.ny pozic,mej rzutów. Tu zatem możemy mó
wi<~ o odwracaniu skiby. Jeżeli~ jak t.o jest i przy walcu poziomym, 
kierownicą b~d;r.ie płaszczyzna pozioma r:r.ntów, wtedy krawędź 
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skiby będzie zawsze tworzyć ten sam kąt z tą płaszczyzną i o obra
caniu jej niema mowy. 

Nie można też :;tosować bez zaRtrzeżeń metody proponowanej 
przez prof. Garjaczkina, gdyż prowadzić ona może do takich sprze
czności, jakie pokazaliśmy na powiet·zchni walcowej, której profil 
równoległy do płaszczyzny YZ wykazuje zmienne kąty Y., a które 
mimoto nie jest zdolna do odwracania skiby. Odwrócenie bowiem 
zapomocą powierzchni walcowej możliwe byłoby jedynie wtedy, 
~dyby walec nie ograniczał się jak w 1-zeczywistej konstrukcyi do 
dolnej wklęsłej ćwilłrtki powierzchni walcowej, ale przekraczał Zmax· 
t. j. obejmował i ćwiartkę d1·ugą. 

Prr.ytoczone przykłady pozwolą nam na zupełnie ogólne po
stawienie kryteryów, służących do oceny. którą z trzech głównych 
czynności zdolna jest wykomać daua powierzchnia użyta jako od
kładnica przy pługu. 

W tym celu wyobraźmy St)bie powierzchnię prastokreślną 
ustawioną tak, iż jedna z rodzących leży w płaszczyźnie poziom~j 
rzutów i stanowi ostt·ze lemies7..a. Pod względem praktycznym przy
jęcie takie nie narusza zupełnie pntwdziwości wysnutych wniosków. 
Gdybyśmy bowiem pozostawili lemiesz po7..a obrębem naszych wy
wodów, to wtedy moglibyśmy zawsze jeszcze przyjąć jedną pier
WS7.Jł rodzącą powierzchni odkładnicy poziomo ustawioną, a nastc;;
pnie transformując odpowiednio układ spółrzędnych. postawić kwe.: 
styę tak, jak powyżej zaznaczono. 

ViTeźmy nastQpnie pod uwagę sztywną linię, która łączy sze
reg punktów materyalnych. leżących na pCJczątku ruchu na ostrzu 
lemiesza. Punkty tej prostej będą odbywały ruch podwójnie nie
swobodny. Jednym warunkiem nieswobody jest konieczneść posu
wania się po powierzchni, <h-ugim sztywność uważanej prostej. a więc 
stały odstęp wzajemny punktów pros~j i niezmienna jej długość. 
Przy posuwaniu ~:~ię pro~:~tej po powierzchni musi ona zajmować 
kolejno położenia wszystkich rodzących! inaczej bowiem prosta nie 
leżałaby w całej swej długości na powierzchni i ta zużywałaby się 
nierównomiernie. Ażeby znaJeść synchroniczne położenia wszystkich 
punktów linii sztywnej na powierzchni, najlepiP.j określić anality
cznie, czy też graficznie tor środka ciężkości owej prostei po po
wierzdmi, następnie zaś na odpowiedni~j rodząc~j oznaczyć poło
żenie końców prostej. Naturalnie możemy też, posługując sice tą 
samą metodą, oznaczyć każdoczesne położenie linii oznaczając~j 
prostą pierwotnie szerokość skiby. 

Wszędzie tu przyjmujemy odkładnicę pru~:~tokreślną, jako naj
bSJ.rdziej nadającą się do transportowania skiby . .Już z uwag poprze
dnio przytoczonych wynika bezsprzecznie, że u7.ywanie innych po
wierzchni aniżeli prastokreślne nie jest wskazanem. Praktyczne 
próby przeprowadzone przez prof. Gorjaczkina potwierdzają to 
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w zupełności t). Próbując plugi z nieobtartą jeszcze farbą na od
kładnicy, otrzymano na nich różnegeJ ksztłtłtu obrazy. pochodzące 
z obtarcia jednych, zaś z zalepienia ziemią miejsc drugich i prze:t. 
porównanie przekonano się, że przyczyną wadliwej pracy jest "od
stąpienie od form prostokreślnych". 

Z uwagi tedy na ważność powierzchni prostokreślnych po
święcimy im słów kilka: 

Weźmiemy przytern pod uwagę powier-.tchnie prostokreślne. któ
rych rodzącajest równoległa do płaszczyzny poziomej rzutów, dwie zaś 
kierownice są umieszczone w płaszczyznach równoległy<1h do siebie 
i maj11 równania: 

l) y = O, x=f(z); 

2) !l= b, x = <p(z). 

Prosta mdząca musi zawsze mieć jeden punkt wspólny z je-
dną kierownicą, drugi zaś z dru~ą i ma równanie: 

X-X1 -- ?J-!f • -- - -- , z=z1 = <2 , 
x2-· x1 Y2-!11 

przyczem ~?h z1 są spółrzędnymi punktu na jednej kierownicyr 
x2 y2 z2 na drogiej. 

Spółrzędne te muszą sprawdzać i równania kierownic, otrzy
mamy przeto: 

y1 =O, x1 = f(z), 

y2 =b. x = <p (z) . 

Podstawiwszy to w równanie prostej rodzącej, dostaniemy: 

!l x-ftz) 
b= <p(z)-f(z) ' 

jako ogólne równanie cylindroida. 
Równanie to może prz~::jść w inne w następujących przy

padkach: 
A) Jeśli obiedwie kierownif'e są takie same i równania ich 

różnią się j edynie ilością stałą: 

l) y=O, x=f(z); 

4) y =b, x = <p(z) =l, gdzie l= b cotgy, 

2) W. P. Gorjaczkin: , I Rpytanjesielsko~chaziaj,twiennych maszin i orn
dij pri lloskowskom s.-ch. Iostitutit> w HJ09 g". (lzwiostija biuro po s.-ch. mie
cbanikit>). 
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!f _ x- f(z) 
{, - - l - -
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jako równanie walca 
B) Jeśli jedna kierownica jest dowolną krzywą w płaszczyźnie 

y =-b równoległej do płaszczyzny rzutów XZ, druga zaś jest 
osią, ZZ .... jeśli więc będzie: 

l) y=O, :r;=O; 

2) y=- b, x = fJJ(z). 

otrzymamy: 

jako równanie konoidu. 
Biorąc kierownice tak: by k()niec lemiesza leżał w osi XX""', 

ustawimy równania kierownic: 

1) y=b, x=O. 

2) y=O, x=rp(z) 

dostaniemy równanie konoidu w postaci: 

albo: 

y-b 
ó 

X 

(/)(z), 

Y - -=- +t b - rp (z) · 

C) Je.~li jedną kierownicą, jest oś ZZ""'. drugą, zaś dowolna 
prosta nachylona do płaszczyzny XY, jeśli zatem będzie: 

l) y = O, .r. -= O, 

2) !f = az + a , x = bz + (J, 

otrzymamy równanie paraboloidy hyperbolicznej: 

Y X 

az+a- uz+fJ. 

Analityczna metoda wyznaczania toru cząstki ziemi po odkła
dnicy jest żmudna, przeto możemy użyć tutaj metody w)kreślnej. 
Konstrukcyę przeprowadzimy dla konoidu, którego rod7..ąca jest 
równoległa do płaszczyzny poziomej rzutów, jedna kierownica ](1 
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jest łukiem kołowem i leży w płaszczyźnie pionowej rzutów, druga 
zaś kierownica K2 jest prostą pionową, (ryc. 26). 

B, 
Rycina 27. 

Przeprowadzając w równych udłegłokiach ~h. płaszczyzny 
pomocnicze równoległe do płaszczyzny rzutów poziomej, możemy 
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t~zyskać szereg przekrojów prnt~tolinijnych 'wzdłuż rodzących ko
noido (n1, n2• n8 •..• ). 

Wiemy. że płaszczyzna styczna do powierzchni da nam ślady 
nachylone pod charakterystycznymi kątami do odpowiednich osi. 
Z uwag i zatem, że 

l 
a)· = tgfJ, 

l 
zaś c:Jj = tga. 

2y C' z 

możemy napisać: 

CJf 

CJ11 V - (3()2 to- a Jl -dl = '1 • l + . dz = "' l + cotg2 (J d.z = ?l_ 2y tg (J 
C! z 

= . _ ~g ~ _ dz = tg a cotg (J dz. 
tg (3. S III a SlD {J 

Biorąc po<l uwagę skończone uh, otrzymamy w przybliżeniu: 

!1l = tg a ;.otg (J u !t. 
tilll (J 

Ażeby dla każdego przyrostu wysokości ó. h znale5ć odpowie
dnie kęty a i (J. musimy wykreślić płuszczyznę styczną. Korzy
st.amy jcdualcie z tego, że powierzchnia taka musi zawierać w so
bie rodzącą konoido i prostą. styczną do kierownicy K1 . Ponieważ 
zaś pierwsza z tych prostych leży w płaszczyźnie pionowej rzutów. 
druga zaś jest równoległą <lo płaszczyzny poziomej rzutów. przeto 
ślad poziomy pł11:szczyzny styczut>j bę<lzie równoległy do r.tutu po
ziomego rodzącej. zaś ślad pinnowy bQdzie równoległy do stycznej 
kierownicy K1". Wobec tego, że num chodzi tylko o kąty nachyle
nia tych śladów. a nic o nie same. wystarczy zauważyć, że dla 
płaszczyzny stycznej wzdłuż 1·odzącej n1• będzie kąt a 1 zawarty 
pomiędzy osią a ~;tyczną w punkcie A", kąt zaś {J1 będzie zaw:trty 
pomiędzy osią a rzutem n'. 

Mając znane dla szere~u przekrojów kąty a i [3, moiem y 
skonstruować wyrażenie na Li l w następujący sposób. Kreślimy 
z dowolnego punktu d w a pęki promieni za wierających z prostą OX kąty 
au at, a8 .•• a,., tudzież fJ~: {32• (38 ... f3~- Dla konoid u najlepiej obrać 
w tym celu punkt A. 

Jeśli w odległości ó. h = AB wy kt·eśli my prostą normalną. 
wtedy długość AB odcięta na prostopadłej promieniem A(l) będzie: 
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B~= ~h tg a. Wykreśliwszy z punktu C równoległą do promienia 
A:il.', otrzymamy: 

~ GDB = {J1 , wobec czego: 

BD = BC cotg (l= !).ft tg a. cotg (J. 

Odrzucając łukiem BE= BD, a następnic po wykreśleniu 
pn•stej EF = .A ( ), możemy napisać, że: 

Aj<' = B_· D = tg a . rotg (l A , _ A l 
sm (l sin (l · u'~- u · 

\V teu sposób możemy cHa każdej pary promieni zn!tleść od
powiedni przyrost tl l. 

Dyagram powyższy możemy dla dokładności przy bardzo ma
łych !ih. wykonać w odpowieddniu dobranej skali, a następnie prze
nieść uzyskane długości na rzuty poziome rodzących, odcinając na n; 

AJt' 
długość 1'1' = -·- = tllH nart; długość ~'II'= tll, + tll2 i t. d. 

m 
Łączą r. odpowiednie punkty, otrzymamy krzywą 0,1' 11" .... rzut po
ziomy toru punktu A, z którego zaprJmocą. od pionowania znajdziemy 
łatwo i l'zut pionowy 01"11" ..... . 

I>la odładniey walr.owej konstrukcya jeszcze bardziej uprości 
się. gdyż kąt [3 jest stały. 

XII. Zakończenie. 

Już przy rozpatrywaniu podcinania ziemi lemieszem zauwa
żyliśmy, że nie zawsze uda się wgnieść cały materyał wyparty 
przez nóż w warstwy sf}siedniE>. gdyż przy nieznacznem zanurzeniu 
nan,ędzia w ziemi może llltstąpi(\. zerwanie materyału. Skiba bowiem 
podcięta, odbywując przepisaną swoją drogę po lemieszu i odkła
dnicy. musi się odksztaJcać i jest narażona na złamanie, ścinanie 
i skręcanie. Jeśli też dcformacya pt·zckroczy sw~je przyrodzone 
g-ranice. musi muteryal uleuz zerwaniu i tern prędzej przyjdzie do 
zet·wania. im cieńszą jest zbierana warstwa ziemi, t. j. im mniej
::;ze jest zanurzenie narzędzia. 

Rozpatrzmy warunki równowagi w takiej cienkiej warstwie 
dd'ormownnej przez nóż AB o kącie cięcia a (ryc. 28). 

Siła zewn~trzna P wywoła ciśnienie normalne N i tarcie na
rzędzin o ziemię '/: które 1lożonf' z ciśnieniem normalnem da nam. 
rcakryę H nachyloną do normalnej pod kątem ą. 
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Wielkość reakcyi znajdziemy z następującego rozważania: 
Zarówno narzędzie na ziemię, jak i ziemia na narzędzie ci

sme z siłą R. Biorąc pod uwagę ciśnienie na narzędzie. możemy 
rozłożyć je na siłę poziomą P,, i na siłę pionową P.. Ponieważ je
dnak ruch narzędzia jest nieswobodny: więc siła pionowa znieść 

Rycina 28. 

się musi oporem toru. a tylko siła pozioma Ph (nie licząc ewen
tualnego tarcia po,vstalego z ciśnienia P.,) będzie wchodzić w ra
chubę. Możemy też napisać, że: 

p ,, ił = P,:_ = 1~, 
cos{J cos (90-a- Q) = ~in (a+ (>) · 

"Wiadomo nam jednak z obserwacyi, że materyał ziemny pęka 
pod działaniem narzędzia. Oznaczmy kąt, jaki zawiera pęknięcie 
z poziomem prze~ J.. i rozłóżmy sil~; Ił, która działa na ziemię na 
dwie składowe normalną N' i t•ówuoległą do płaszczyzn_y usu wi
skowej S. 

Jak z figury widać, jest -1:: (PN') = 180- (a - (>- l), zaś 
-1:: (RS) = 90°--1:: (RN')-:- (a+(> +J..)- 90°, przyczem kąt4,(RS) 
jest zawsze ostrym; kąt a + (>+l tozwartym. wobec tego muszą 
istnieć relacye: 

S=Rsin(a +Q+ l), 

N'= R cos (a+ Q+ l). 

Znajdziemy też siłę ścinająca. materyał: 

l{= S+ N''I/J, 

gdzie 1/J = tgQ1 jest spółczynnikiem tarcia wewnętrznego. 

Inaczej: 

K = R [siu (a+ e+ Ił)+ cos (a+ Q+ Ił] tgQ1 ]. 
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Oznaczmy szerokość skiby przez b, zanurzenie zaś narz~dzia 
przez t. vVyniknie z tego, że powierzchnia ścinana: 

P= !'!__. 
smy 

Przy ścinaniu powstać muszą naturalnie natężenia styczne -r, 
które zesumowane razem dadzą siłę równoważącą się z siłą ścina
jącą. Otrzymamy tedy: 

K =l!'?:, 
albo: 

Przekrój, w którym nastąpi zerwanie. nie jest wprawdzie 
ściśle oznaczony, gdyż kąt .l jest nieoznaczony. ale mimo to mo
żemy położenie jego znaleźć. wychodzą<~ z zapatrywania, że będzie 
to przekrój, w którym będzie: · 

f was= "s· 

Rozwiążemy równanie powyższe ze względu na 'r: 

-z;= lB Lsin(a-J-e-J-.l)-j-cos(a-J-e-j-l)tgQt]sinl. 
~t 

d-r 
położymy pierwszą pochodną d.l = O: 

d'[, = 
1
H fcos(a -J-e+ .l)- sin(a +Q +l) tged sin l.+ 

dJ.. lt 

czyli: 

1ł 
+ [,t [sin(a +Q+ .l)+ cos(a + (! + .l)tgQ1]cosl.=0. 

'Vynika stąd dla "wax = "a : 

- tgQ1 = tg(a + (! + 2l), 

n 
l= 2 
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Po podstawieniu otrzymamy wielkośc siły scmającej: 

K =R [cos a + ą -Q1 +Hin a-]-_Q -Q1 to-n ] = __ bt ___ x. 
2 ~ o"l a + Q + Ql 3 

cos - 2 - --

Stąd: 

b t 
R = __ a_+_n·-+ ni [- a-+ n - ---;;-1 a + t)- n-t --1 

cos 2 " cos 2 " + sin -- ; - - " tg {)1 

a także: 

Ph=bt a+ Q+ (h cos - -- -
2 

Ponieważ zaś: 

sin(a + ą) • 

[ ]
~· 

"J. + a - Ql . a + (! - t!t . 
COS --;ł- ·· + SlD--2 --· tg (>t 

a + Q - Pt . a + Q - Ql . 
COS -- -

2
-- C0S(!1 -- 811'1 - -

2
- --- Slll (>1 

a+ (J + Q1 
cos - --

2 
- --- - ---

cos lh cos (>J 

przeto otrzymamy po podstawieniu wzót· ostateczn_y: 

Chcąc ten wzór zastosówać i do lemieszy skośnie ul'>tawio
nycb względem osi yy•••. musimy pamięta{:, iż kąt a oznacza nam 

tutaj kąt nachylenia toru do osi XX""'. Ponieważ zaś cos St = ~· 
Ś . <. 1 

za SI O s2 = Jll , przet.o możemy funkcye kąta a wvrazić stałymi 

równania płaszczyzuy: 
x = ay + bz + c. 

\V tym też celu zamiast przekształcać nasze rówuauie, mu
simy obliczyć osobno wielkość kąta a i wstawić go w równanie. 

Pozostaje jeszcze <lo wyjaśnienia stusunek wzajemny oporu 
przy podcinaniu, który obliczyliśmy popr7..ednio, do tego oporu, któr.v 
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znaleźli:5my obecnie. Już poprzednio zaznaczyliśmy; że opory przez 
wgniatanie mogą istuieść jedynie wtedy, gdy zanurzenie jest wiel
kie; tu dodamy jeszcze pewną uwagę. Pracę technologiczną., jak 
uczy obserwacya, należy przy lemieszu rozdzielić na dwie fazy. 
Pierwszą jest podcinanie i wgniecenie materyału na pewną gru
bość, drugą :~.nis:~.t\Zcnic 8pójnoś<~i przez Ś<'-ięcie, jak w d!tnym przy
kładzie. lub też przez ewentualne złamanie. Na razie ograniczamy 
się jedynie do ścinania i będziemy obserwowali proces pracy lemie
sza. Z początku opór w płaszczyźnie usuwiskowej jest równy zeru 
i dc1piero w miarę wnikania ostrza w ziemię powstają natężeuia 
~;tyczne i rosną do pewnego maximum, które istnieć musi tuż przed 
samem zerwaniem materyału. Kierunek płaszczyzny usuwiskowej 
wcale nie zawisł od głębokości zanurzenia, natomiast zależy od 

Jliej wielkość powierzchni ścinanej. gdyż wiemy, że ll = si~X Im 

głębiej zatem idzie narzędzie, tern znaczniejszą jest moc na ścina
nie warstwy ziemi, tern dalej zatem i chwila, w której natężenia 
osiągną swoje maximum. Wskutek tego przy większych zanurze
niach może ostrze dalej posunąć się w materyale i więcej zbić 
zi~mi, wgniatając ją w dalsze warstwy. Pytanie zachodzi, jak da
leko posunie się ostrze lemiesza przy elanem zanurzeniu, aż do 
chwili pęknięcia materyału. W chwili granicznej musi niewątpii
wio siła zewnętrzna wci::;kałąca lemiesz być tak wielka, jak opory 
spójności w płaszczyźnie u::;uwiskow~j. 

Wiemy z poprzedzającego, że siła poruszająca lemiesz wynosi: 

M l V t+ (/)2 
1- ;: - + -1 +. 2 2. - - (1 + q>K) hh M2' \. - q> q> - qnp 

czyli w skróceniu: 

P - A. !J2h B ' z - • 2 + UI~:V.z. 

Ta siła musi być równa tej, jakiej potrzeba do zerwama ma
tel·yt~łu: t. j. w skróceniu: 

P= ~. = Cbtx2 • 
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A zatem: 

czyli: 

Widzimy zatem, że przy znnurzeniu t możliwem jest wci
śnięcie materyału na głębokość h, przyczem droga lemiesza aż do 
pierwszego głównego p~knięcia wynosi : 

S=hcotg;2 • 

Przykład. Dany lemiesz płaski o wysokości bocznej lO cm 
zajmujący ~5 cm szerokości roboczej konstrukcyjnej, dany kąt cię
cia 20° i kąt nastawienia do kierunku sily pociligowej 4f>O. Lemiesz 
pracuje w ziemi o warunkach fizycznych wymienionych w poprze-
dnich przykładach. · 

Obliczymy podług wzoru po odpowiednich podstawieniach. 

P=76·69h, 

a zatem: 

Przyjmiemy qJ = 0·750. co odpowiada w przybliżeniu warto
ści Q= ~6°52'11", 1/J = 1·000, t. j . (>1 = 45° i obli czymy kąt ; 2 = 
a= 13059'43'. Otrzymamy ; 2 +Q= f>0052', ; 2 + (! + Q1 = 95°52'. 

Obliczymy tedy: 
h= 0·04057o t. 

Vvynika z tego, że ziemię można wcisnąć w dalsze warstwy 
dość znacznie, zanim nat>tąpi ścięcie materyulu i to wciśnięcie może 
w ziemi wziQtej za przykład dojść i do 4% głębokości. 

Przypuśćmy. że głQbokuść zanurzenia wynosi 20 cm: to /t bę
dzie wynosić zaledwie 0·8 r.m. 

Wobec tego liczenie uporów lemiesza i idąc~j za tuż za niem 
odkładnicy t. j. całego narzędzia przedstawia się następująco: 

Obliczamy 
P. = Cbtr.3 , 
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następnie zaś obrachowujemy: 

h= o·u4057t> t. 

Droga odbyta przez ten czas przez narzędzie wyniesie: 

·~ = h <>,otg s2 . 

Przykład wzorowy. Obliczyć opory krł)ju i lcmie~;;Zl:t 
przy nachyleniu ostrza lemiesza do kierunku ruchu 450. jeśli kąt 
cięcia normalny wynosi przy płaskim lemiPszu 20u. szerokość ro
bocza konstrukcyjna 3U mu. głębokość orki 20 cm, kr~j ma kąt 
cięr.ia 15°. pochylenie do poziomu 60°. szerokość brzesz<>.zota 6 cm 
Ziemia jest lussem dla którego znaleziono względnie obliczono: 
moc na zgniatanie x2 = 485 gjcm>t, moc na ścinanie (z wzoru Mobra) 
x8 = 85 g/cm2, spółczynnik tarcia zewnętr·znego i żelazo <p= 0·60 
(kąt tarcia(!= 3U0o8'), spółczynnik tłlrcia wewnętr·znego '1/J = 0·88371 
(kąt tarcia (!, = 41°27'), ciężar jednego NlzS wyno:-;i a= 1·8 g. 

l. Krój. Rówuanie płaszczyzny kroju: 

coto- a 
x = - . t"> y - cotgy z+r, 

smy 

X = - 4·;3094 !J - 0·57735 Z+ C. 

Obliczymy elementa pomocnicze: 

:r = - 4·3094 . ar o·57735. K = 4·:::!479.. M= 4·4614. 
cy ' 2z ' 

a następnie wstawimy je w r6wnanie ogólne: 

- t + (/)2 bt2 1 1/J 
? - a (l + <pK) f+ 2<p2 - ffJ'I/J. 'i l l + K - <p + 

2t 

+ 1 2y M l + ~l +-ffJ2 (l + K) b • h + cp:~ ~~· l( - (f l + 2cp2 - cpi/J (/) t x2 . 

Z dyagramu odszktałct>Ji przy zgniataniu danej ziemi (ryc. 12) 
po splanimetrowaniu powierzchni dyag-ramu i podzieleniu jej przez 
podstawę. otrzymamy natężenie średnie: 

X2 = x.,. = 2RO gjcrn2 • 
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Następnie możemy obliczyć dla clane~o przykładu: 

albo w z(lokrągleniu: 
P = 51"1664 kg. 

II. Le m i es z. Sił~ pociągową. ohliczymy podług- wzoru: 

k1adąc zamiast kąta a rzeczywisty kąt cięcia g2 • 

Równanie lemiesza m<,żemy n11pisać w takiej sam~j pu1>taci 
jak równanie kroju, zmif'niajl!<' tylko ukł11d o tyle, :i,e oś Y yw stanie 
się osią ZZ""' i naodwrót. Będzie zatem: 

coto-a 
x=-cotgyy- . "' z+ c, 

smy 

gdzie a jest normain ym kątem męcu1 . 
Obliczone stąd: 

. ... l . . 
sin 1;2 = JT = s m a s1 n y . 

WtJbec tegu dla clanego przykładu utrzymamy: 

~2 = 14:0. 

Obliczona siła pociągowa wyniel:lie: 

P. = óO·R496 kg. 

Razem opór kroju i lemiesza wyniesie: 

P= 102 kg. 

Niewątpliwie już przy poc~tkowem podniesienie materyału 
pt·zez lemiesz pługa moszą pojawić się i inne natężenia prócz na
tężeń stycznych, którym wyłącznie daliśmy wyraz w poprzednim 
rozdziale. Skiba będzie narażana ua złamani!'!, a w dalszzm ciągu 
i na skt-ęcanie. Co więcej: wyginanie odciętej skiby musi iść je
dnocześnie w dwu kierunkach. ~dyż podniesieniu ku górze towa
rzyszy nawet w najprostszym przypadku. kiedy mamy do czynie-

11 
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nia z płaszczyzną, także wygięcie boczne ku brózdzie. 'l'ak więc 
musimy przy rozpatrywaniu oporów odkładnicy uwzględnić defor
macyę :rJożoną, a zarazem wciągnąć w rachunek i opory tarcia. 
Niestety materyał doświadczalny; jakilll rozporządzamy w danej 
chwili, nie obejmuje wcale bad<1ń mocy ziemi na złamanie, ani też 
ua skt·ęceoie; nie można zatem w obecnej chwili myśleć o t•ozwią
zywuniu dalszych problemów z teeretycznej technolo~ii mechani
cznej ziemi. 

· Rozporządzahc skl!pym materyał~lm doświadczalnym z za
kre:-m mocy ziemi. mogliśmy jedynie oświetlać te procesy techno
logiczne. któn~ mo~na było pupt·zeć i skonkolować rac·hunkiem 
cyfrowym. Zakr~::s tych procesów jednakże jest wielki; gdyż obej
muje on pracę niemal wszystkich narzc~dzi. Wzory wyprowudzone 
przez nas mogą też znaleść szerokie zastosowanie przy rozpatrywa
niu pracy niemul każdego narzędzia, które służyć ma do mecha
nicznej uprawy roli i kt6rego zadaniem jest zmiana położenia wza
jemne~o czą::;tek ziemi. 

(l ile narzędzie· pracować ma w zif~mi złożonej z luźnych 
grudek. u ile zatem rnateryał ziemny możemy uważać za ciało po
zbawiono spójności. pc •::;łużą nam wzory ogólne, w których opuścimy 
człony zawientją(\~ moc m:tteryału. •re wzot·y mogą nam oddać 
usługę p1-zy t•ozpatrywaniu pracy przykrywadeł. Dalsze wzot·y obej
mujące opory wgniatania ml'ltm·yału. mają zastoS!•wanie przy obli
czarilu oporów kroju, a częściowo lemiesza; pogłębiacza lub też łapy 
kultywatora. Możemy z nich obliczyć, juką jest największa dopu
szczalna głębokość zanurzenia, jeśli mR na~;tą,pić zerwanie spójności 
materyału, możemy też stawi~jąc zagadnienia w różny ~:~posób od
naleść z wyprowadzónych wzorów i pewne wskazania konstrukcyjne. , 
Jakkolwiek dla zwięzłości i ułatwienia rachunku przyjmowaliśmy 
rodzącą powierzchni prostokreślnych zawsze poziomo, nie uszczupla 
to zakresu naszych wywodów, gdyż zaw:>ze możemy układ prze
transformować tak, aieLy owa rodząca wypadła poziomo, a dopiero 
wtedy zastosować wzory. Kształty jednakże powierzchni spotyka 
się rozmaite, nie tylko pro::;tokreślne, jakkolwiek z doś\viądczeń 
prof. Gorjaczkina wynika niedwuznacznie. iż tylko one uad~~:ią się 
do konstrukcyi nar~;ędzi pracujących w ziemi. W takich przypad
kach jednak możemy również posłużyć się temi samemi metodami 
i postępując w analogiczny sposób. znaleść drogę do obliczania 
oporów. 

Nauka o kącie usuwiskowym oparta na wywodach Mohra 
i popartu doświadczeniami przedsiębranerui z ziemią, pozwoli nam 
zawsl-e wyznaczyć kierunki osuwiskowe, idące od konturów nar6ę
dzia i zdać sobie sprawę z szerokości roboczej, jaką obejmuje dane 
narzędzie. Stąd wynikną też i wskl:l7.ówki co do celowej rozstawy 
łap kultywatora takiej, by cała szerokość robocza narzędzia uległa 
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rozhuszeniu; wynikną także i wymiary rzeczywiste szerokości ro
bocz~j pluga większej~ aniżeli szerokość konstrukcyjna. Jednem 
sł.,wem: posłuży num nauka o kącie usuwiskowym zarówno do 
zrozumienia wielu zawityeh proeesów technologicznych w mechani
cznej uprawie ziemi. jak i do uzyskania pewnych wytycznych 
w konstrukcyi. 

Nie r'lzwiązywaliśmy wszystkich wymienionych J~:agadnień, 
gdyż nie chodziło nam wcale o stworzenie wyczerpującego podt't;;· 
cznika teoryi nat-zędzi do uprawy roli, a tylko o wskazanie me
tody. jaką posłużyć się można przy rozpatrywaniu pracy narzędzi 
i obli1•zaniu oporów, jakie nar7.ęclzie napotyka przy ruchu w ziemi. 
Nic wyczerpuje ona wszystkich problemów, zachodzących przy me
eJ:ani.cznej techno~ogii ziemi, nie na. ~v~zystkie pytania ?~~;i~ odpo
Wiedz. ale stanowH~ może punkt wyjsCJa dalszych badan. tdących 
w kieruuku stwMzenia użytecznej te1•ryi narzędzi. 


