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1. Modelowanie uktadéw dynamicznych —
wprowadzenie i pojecia podstawowe

Modelowanie uktadéw jest procesem umozliwiajagcym poznanie, zrozumienie i wy-
jasnienie cech uktadu rzeczywistego. Czesto modele uktadu rzeczywistego pozwa-
laja na wykrycie nowych zjawisk, takich ktérych wykrycie poprzez eksperyment
fizyczny jest niemozliwe np. ze wzgledu na doktadno$¢ aparatury badawczej lub
ze wzgledu na ograniczong liczbe testéw. Duze koszty badan eksperymentalnych
wigzg si¢ zwykle z aparaturg badawcza, czasem badan, przygotowaniem odpowied-
niej liczby obiektéw badan (prébek), ktére po przeprowadzonych testach moga nie
nadawac si¢ do dalszego uzytkowania. Dlatego tez przeprowadzenie badari na mo-
delach numerycznych obiektéw rzeczywistych jest bardzo istotnym etapem w pro-
jektowaniu maszyn i konstrukc;ji.

W ogdlnosci rzeczywiste uklady sg trudne do bardzo doktadnego odwzorowa-
nia w postaci modelu numerycznego. Do podstawowych probleméw napotykanych
podczas procesu modelowania nalezy przede wszystkim duza ztozono$¢ uktadéw
rzeczywistych oraz duza liczba zjawisk fizycznych zachodzacych podczas normal-
nej eksploatacji uktadu. Zatem poprzez pojecie model fizyczny, matematyczny czy
tez numeryczny bedziemy rozumieli przyblizone odwzorowanie dynamiki uktadu
rzeczywistego. Proces modelowania mozna przedstawi¢ w postaci pewnego algo-
rytmu postepowania przedstawionego schematycznie na rysunku 1.1.

1.1. Model fizyczny

W pierwszej kolejnosci, znajac obiekt rzeczywisty staramy si¢ zbudowac model fi-
zyczny, ktéry pozwoli na zbadanie wybranych cech uktadu rzeczywistego. W zwiaz-
ku z tym w pierwszej kolejnosci dokonujemy zatozen upraszczajacych [4]. Etap ten
w gléwnej mierze opiera si¢ na wiedzy i intuicji badacza (inzyniera, konstruktora).
Duze uproszczenia sg atrakcyjne ze wzgledu na prostote modelu fizycznego, ale
niestety mogg prowadzi¢ do btednych wynikéw. Dlatego etap ten wymaga bardzo
duzego ,,wyczucia’ zachowania obiektu rzeczywistego oraz zachodzacych w nim
zjawisk fizycznych. Tworzac model fizyczny zwykle dokonujemy uproszczen do-
tyczacych geometrii, materiatu oraz sposobu obciazenia. Zakladamy niezmienno$¢
wybranych parametréw, pomijamy mato istotne oddzialywania zewn¢trzne i we-
wnetrzne, zaniedbujemy odksztatcenia wybranych elementéw traktujac je jako bry-
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Rysunek 1.1. Schemat blokowy procesu modelowania

ly sztywne, pomijamy masy elementéw ,,bardzo lekkich”. Ponadto wymuszenia
o charakterze losowym zastg¢pujemy wymuszeniami harmonicznymi lub polihar-
monicznymi.

Ruch elementéw uktadu moze by¢ opisany w réznych uktadach odniesienia
z zastosowaniem rdznego rodzaju wspéirzednych. W mechanice najczesciej sto-
suje si¢ tzw. wspotrzedne uogolnione, oznaczane zwykle literg g, rozumiane jako
niezalezne od siebie wielkoSci fizyczne okreSlajace w sposéb jednoznaczny poloze-
nie rozpatrywanego ukladu w przestrzeni. Mogg to by¢ wspéirzedne prostoliniowe
tzw. wsp6trzedne translacyjne lub wspéirzedne katowe tzw. wspétrzedne rotacyjne.
Liczbe niezaleznych wspéirzednych, niezbednych do jednoznacznego opisu ruchu
uktadu w przestrzeni nazywana jest liczbg stopni swobody. Do jednoznacznego opi-
su ruchu swobodnego bryly sztywnej, tzn. ruchu bez dodatkowych ograniczeni po-
trzeba sze$¢ wspotrzednych uogdélnionych: trzy wspétrzedne translacyjne opisujace
ruch postepowy i trzy wspélrzedne rotacyjne okreSlajace ruch obrotowy (np. katy
Eulera). Zatem ruch swobodny bryly jest ruchem o szeSciu stopniach swobody.
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Rysunek 1.2. Model fizyczny samochodu o czterech stopniach swobody
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Rysunek 1.3. Model zredukowany samochodu o dwoch (lewa strona) i jednym
stopniu swobody (prawa strona)

W przypadku gdy obiekt modelowany jest za pomocg wielu bryl sztywnych
i gdy wystepuja ograniczenia ruchu nazywane wiezami, niezbedny jest taki wybor
wspotrzednych, aby ruch catego ukfadu byt jednoznacznie okreslony. Na przyktad
model samochodu przedstawiony na rysunku 1.2 jest uktadem o 4 stopniach swobo-
dy {xn1,Xn2, X, @}. Zalozono ruch bryt w jednej ptaszczyZnie oraz potraktowano
masy My i my2 jako punkty materialne, a mas¢ M jako bryle sztywna wykonujaca
ruch ptaski, rozumiany jako ztozenie ruchu postepowego i obrotowego.

Model samochodu moze by¢ uproszczony (zredukowany) do nizszego wymiaru
np. do uktadu o 2 stopni swobody przedstawionego w postaci masy resorowanej m,
oraz nieresorowanej m1. Model taki moze reprezentowac drgania np. przedniego
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zawieszenia samochodu. Oczywiscie aby model byt adekwatny koniczne jest po-
prawne wyznaczenie jego parametrow zastepczych tj. mas, sztywnosci i thumienia.
Najwickszym stopniem uproszczenia charakteryzuje si¢ model o 1 stopniu swobo-
dy oddajacy ruch catego samochodu w postaci jednej masy, ttumienia i sztywnosci
zastepczej. Pomimo swojej prostoty, modele takie tez sg stosowane w badaniach
inzynierskich.
Ruch uktadu moze by¢ ograniczony poprzez narzucone ograniczenia — wiezy.
W modelowaniu oddziatywania wiezow zastgpowane sg poprzez reakcje (sity bier-
ne). W mechanice wyrézniono pewne klasy wiezow, w zaleznosci od przyjetych
kryteriéw. Biorac pod uwage tarcie wigzy dzielimy na:
— wiezy idealne — bez tarcia, w ktdrych reakcja jest normalna to powierzchni styku
ciat,
— wiezy nieidealne —z tarciem, w ktérych reakcja jest odchylona od normalnej
wskutek wystepowania stycznej sily — sily tarcia.
Ze wzgledu na sposéb ograniczenia ruchu wyrdzniamy:
— wiezy jednostronne —w ktérych reakcja zwrdcona jest w jedng strone, a cialo
moze oderwac si¢ od powierzchni ograniczajacej jego ruch. Wiezy te opisywa-
ne s3 nieréwnos$ciami:

fk(gl,q2,---,QS,QI,C?Z,---,qs,t) > O,

— wiezy dwustronne —w ktdrych reakcja moze zmienia¢ znak, a ruch jest ogra-
niczany w ,,jedng” stron¢ uniemozliwiajac odrywanie si¢ ciata. Réwnania te
w ogoblnosci majg postac:

fk(QI»CIZ,---,qS,ql,q'Z,---,q's,t) = O

gdzie s jest liczbg stopni swobody uktadu oraz k = 1,2,...,r jest liczg réwnari
wiezow.

W mechanice analitycznej sklasyfikowano wiezy réwniez ze wzgledu na wy-
stepowanie czasu lub pochodnych wspétrzednych uogélnionych (predkosci uogél-
nionych) wystepujacych w réwnaniach opisujacych ograniczenia ruchu. I tak, ze
wzgledu na wystepowanie czasu wyrdzniamy:

— wiezy skleronomiczne, ktore opisane sg rOwnaniami niezaleznymi jawnie od
czasu

fk(QI»QL---,qs) = 0

lub
fk(q1,q2,---,CIS,QI,C}Z,---,QS) = 0,

— wiezy reonomiczne, opisane réwnaniami ktdre jawnie zaleza od czasu

Je(q1.q2,....q5.1) =0
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lub
fk(q19q2’ e ’qS9q'1’q'2’ o ’q'S9t) = 0'
Ze wzgledu na wystepowanie pochodnych (predkosci uogdlnionych), wigzy dzieli-
my na:

— wiezy geometryczne —niezalezne jawnie od predkosci uogélnionych

fk(q17q27---,qs) =0

lub
Je(q1.92,....95,1) =0,

— wiezy kinematyczne — jawnie zalezne od predkosci uogélnionych

fk(q19q2,---»Qs,ql,q2,---sqs) = 0

lub
fk(q17q27"'7qS7q.l,q.27"'7q.S7t) = 0

Z kolei wigzy kinematyczne

Jx(q1.92.....95.91. 92, ....4s) =0

lub
fk(qlsqzv""qS9q'19q'2""’q'S9t) = 0

dzielone sg na dwie klasy:

— wiezy holonomiczne —s3 to tzw. wiezy catkowalne, tzn. takie ktére mozna po
scatkowaniu sprowadzi¢ do wigzéw geometrycznych,

— wiezy nieholonomiczne —sg to wiezy jawnie zalezne od predkosci uogdlnio-
nych, nie dajgce si¢ scatkowac i sprowadzi¢ do wiezéw geometrycznych.

Podzial na wiezy holonomiczne i nieholonomiczne jest bardzo istotny w mode-
lowaniu ukfadéw mechanicznych.! Uklady z wiezami nieholonomicznymi spra-
wiaja znacznie wigksze trudnoSci juz na na etapie budowy modelu fizycznego,
a jeszcze wieksze przy prébie wyznaczenia rozwigzan. Wynika to z faktu, ze nie
istnieja dla nich wspdtrzedne uogélnione, ktérych zaburzenie nie narusza (nie zabu-
rza) réwnan wiezéw. Warto podkre§li¢, ze istnienie wsrdd réwnan wiezéw jednego
niecalkowalnego réwnania, nie $wiadczy o nieholonomicznosci catego uktadu [6].

! Autorzy pracy [6] wspominaja o niedopatrzeniu Lagrange’a, ktéry twierdzit, ze dla kazdego uktadu
mechanicznego mozna dobra¢ niezalezne wspélrzedne majgce niezalezne wariacje. Dopiero anali-
zujac uklady toczace si¢ bez poslizgu po poziomej ptaszczyZnie lub powierzchniach o ztozonych
ksztaltach wykazano istnienie tzw. wigzéw nieholonomicznych. Podzial na wigzy holonomiczne
i nieholonomiczne zostal wprowadzony przez Hertza w 1894 r. [2]
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Czesto spotykanym przypadkiem uktadéw z wigzami nieholonomicznymi sg
takie uktady w ktérych wiezy opisane sg réwnaniami liniowymi wzgledem pred-
koSci uogélnionych

A11q1 + A12g2 + ...+ A1s4s + B1 =0
A2141 + A22g2 + ...+ AosGs + B, =0

Arigr + Ar2go + ...+ Arggs + B, =0 (1.1)

gdzie r oznacza liczbe rownan wiezéw, s liczbe stopni swobody, natomiast wsp6t-
czynniki A;;, B;, j = 1,2...,s,1 = 1,2,...,r sa funkcjami wspotrzednych
uogdlnionych tzn.

Aij = Aij(q1.92.....45.1), Bi = Bi(q1.92,....45.1)

Wiezy opisane réwnaniami (1.1) nazywamy kinematycznymi, liniowymi i niecat-
kowalnymi. Ponadto, jeSli wsp6fczynniki A;;, B; nie zaleza jawnie od czasu na-
zywamy je niezaleznymi od czasu, oraz gdy wszystkie wspélczynniki B; = 0,
wowczas nazywamy je jednorodnymi.

(a) (b)
i
&

L(2)

y(1) y(1)

x(1)

v ' y

Rysunek 1.4. Ukiad o wigzach skleronomicznych (a) i reonomicznych (b)

Wahadto matematyczne przedstawione na rysunku 1.4(a) jest przyktadem ukta-
du o wigzach skleronomicznych. Ruch masy m ograniczony jest poprzez nierozcig-
gliwg linke o statej dtugosci L co gwarantuje, ze w kazdej chwili czasu spetnione
jest réwnanie

x()?2+yt)*—L*=0 (1.2)
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W kolejnym przyktadzie (rysunek 1.4b) dtugos¢ linki ulega zmianie na skutek na-
wijania na walec o promieniu r, obracajacy si¢ z predkoscia katowg w. W tym
przypadku diugos¢ wahadfa okreslona jest zaleznoscig L(t) = Lo — wrt, gdzie
L jest poczatkowa dtugoscig linki. W tym przypadku réwnanie wiezéw ma postac:

x(1)2 4+ y(1)> = (Lo —wrt)?> =0 (1.3)

Sa to zatem wigzy reonomiczne, jawnie zalezne od czasu.

WezZmy teraz pod uwage krazek toczacy sie po poziomej powierzchni (rysu-
nek 1.5). Zaktadamy, Ze powierzchnia jest idealnie chropowata, zatem nie wyste-
puje poslizg pomiedzy kotem a podtozem. Mamy do czynienia z ruchem plaskim
kota, ktéry w tym przypadku, ze wzgledu na narzucone wigzy jest ruchem o dwéch
stopniach swobody opisanym wspéirzednymi x i ¢.

Rysunek 1.5. Uktad z wigzami kinematycznymi

Predkos¢ srodka krazka O wynosi vg. Ze wzgledu na brak poslizgu predkosé
punktu C jest réwna zeru, vc = 0. Stad dla tego punktu mozemy zapisa¢ réwnanie
wiezoéw

X —¢r =0, (1.4)

gdzie ¢ = w, oraz X = vg. Réwnanie (1.4) opisuje wiezy kinematyczne. Istotnie,
po scatkowaniu réwnania (1.4) uzyskujemy wiezy geometryczne

x—or=20. (1.5)

Zatem rownanie (1.4) opisuje wiezy holonomiczne tzn. wigzy kinematyczne cat-
kowalne. Biorac pod uwage czas sg to rowniez wiezy skleronomiczne.

W dalszej czeSci niniejszej pracy bedziemy gltéwnie odnosi¢ sie do modeli
z wigzami holonomicznymi.

Modele fizyczne ukladéw rzeczywistych mogg by¢ tworzone jako struktury zto-
zone z elementéw o masach skupionych, badz ciat nieodksztalcalnych potaczonych
bezmasowymi elementami sprezystymi i thumigcymi. Sa to tzw. ukfady dyskretne —
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o skoriczonej liczbie stopni swobody, opisane réwnaniami rézniczkowymi zwy-
czajnymi. Inny rodzaj modelu otrzymamy zakladajac odksztatcalnos¢ ciat oraz ich
ciagly rozktad masy. Sa to tzw. ukfady ciggte o nieskoniczonej liczbie stopni swo-
body, opisane réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Rysunek 1.6. Model dyskretny (a) i ciggly (b) belki zginanej z masq skupiong

Na rysunku 1.6 przedstawiona jest belka zginana z masa skupiong na koncu.
Jesli masa belki my, jest znacznie mniejsza od masy skupionej m wdéwczas mo-
zemy jg zaniedbad, traktujac caly uktad jako oscylator sktadajacy sie ze sprezyny
o sztywnosci k oraz masy skupionej m. W takim przypadku model ciagly zostat
zredukowany do modelu dyskretnego z pominieciem masy belki. Jak mozna za-
uwazy¢, zatozono réwniez pierwsza postaé gietng belki. Czesto$¢ drgaft wlasnych
takiego modelu wynosi wy = \/k/—m

Wraz ze wzrostem masy belki jej udzial staje si¢ coraz bardziej istotny. Wow-
czas musimy opisa¢ nie tylko ruch masy skupionej m ale réwniez ruch kazdego
elementu belki, traktowanej jako ukfad ciggly — wspéirzgdna w. Wymaga to wy-
prowadzenia réwnan rézniczkowych ruchu uktadu hybrydowego — dyskretno-cia-
glego, o nieskoriczonej liczbie stopni swobody oraz nieskoriczonej liczbie czestoSci
i postaci drgan wtasnych uktadu [10]. Zalézmy, Ze chcemy ograniczy¢ nasza analize
jedynie np. do pierwszej postaci i uwzgledni¢ mase belki. W takim przypadku ba-
dany uktad dyskretno-ciggly mozna zastapi¢ uktadem dyskretnym, uwzgledniajac
wplyw masy belki. Do tego celu mozemy wykorzystaé¢ np. metode Rayleigh’a [5],
zgodnie z ktdérg pierwsza (podstawowa) czesto$¢ drgart wlasnych uktadu zastepcze-
20 wynosi wg; = +/k/(m+mp/3), gdzie mp oznacza mase jednorodnej belki.

W procesie modelowania nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, ze w rzeczywistoSci
wszystkie charakterystyki np. sit sprezystosci czy ttumienia sg nieliniowe. Bardzo
czesto nieliniowos$ci sa jedynie aproksymowane za pomocg charakterystyk linio-
wych. W wielu przypadkach takie przyblizenie jest dopuszczalne, wyniki sg zgodne
z eksperymentem. Modele liniowe sg atrakcyjne poniewaz w wielu przypadkach sa
tatwiejsze do rozwigzania, czgsto mozna wyznaczy¢ rozwigzania metodami anali-
tycznymi. Ponadto obliczenia numeryczne sa mniej czasochtonne i wyniki bardziej
przewidywalne.

Niestety w wielu przypadkach, nieliniowo$ci odgrywajg znaczacg role i wow-
czas, aby wyjasni¢ zachodzace zjawiska konieczne jest zbudowanie doktadniejsze-
go modelu nieliniowego.
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Nieliniowo$ci mozmy podzieli¢ na:

— nieliniowosci geometryczne (strukturalne),
— nieliniowosci materiatowe (fizyczne),
— nieliniowosci wynikajqce 7z nieliniowych oddziatywan zewnetrznych.

Przyktadem uktadu w ktérym wystepuje nieliniowos$¢ geometryczna jest np. wa-

hadto matematyczne przedstawione na rysunku 1.4(a). Réwnanie drgaii wlasnych
wahadta ma postaé
¢+ a)g sing =0.
Nieliniowo$¢ wynika z funkcji sin ¢ wystepujacej w powyzszym réwnaniu. Nie-
liniowos$¢ geometryczna moze wynikaé¢ z cech fizycznych ukfadu lub by¢ celo-
wo wprowadzona przez projektanta-konstruktora. Przykladem moze by¢ sprezyna
przedstawiona narysunku 1.7(a), ktérej sztywno$¢ ulega zmianie wraz ze wzrostem
odksztalcenia.

/ ‘\S

O sztywna, 7
.

O

|

N NN

Rysunek 1.7. Model uktadu z nieliniowoScig geometryczng (a) i nieliniowe
charakterystyki sity sprezystosci (b)

Nieliniowosci fizyczne spowodowane sg odstepstwem od prawa Hooke’a. Na
rysunku 1.7(b) przedstawiona zostata charakterystyka sily sprezystosci w funkcji
odksztatcenia. Dla niewielkich odksztalcenn zaréwno charakterystyka sztywna jak
i miekka sg bliskie linii prostej (linia przerywana). Jednak, wraz ze wzrostem defor-
macji rzeczywista charakterystyka (miekka badz sztywna) zaczynaja sie¢ znacznie
rézni¢ od charakterystyki liniowej wynikajacej z prawa Hooke’a.

Przyczyng nieliniowoSci moga by¢ oddzialywania zewnetrzne spowodowane
np. nieliniowym polem magnetycznym, nieliniowymi sitami wynikajacymi z opty-
wu ptynu np. sily aerodynamiczne.

Podzial na modele liniowe i modele nieliniowe jest niezwykle istotny. Modele
nieliniowe wprowadzaja mozliwo$¢ zupelnie odmiennych zachowari, zasadniczo
réznych od przewidzianych poprzez ich liniowe odpowiedniki. W przypadku ukta-
déw nieliniowych oprécz ruchéw regularnych mozemy spodziewaé si¢ wystapienia
ruchow chaotycznych [8].
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Rysunek 1.8. Mozliwe odpowiedzi deterministycznego uktadu liniowego
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Rysunek 1.9. Mozliwe odpowiedzi deterministycznego uktadu nieliniowego

Schematycznie mozliwe odpowiedzi deterministycznego uktadu liniowego (tzn.
dyssypatywnego) przedstawiono na rysunku 1.8. Jesli uktad wymuszony jest sila
harmoniczna to jego odpowiedZ jest réwniez harmoniczna o tej samej czgstosci
co wymuszenia, rézniaca si¢ jedynie amplituda i faza. OdpowiedZ uktadu nielinio-
wego moze r6zni¢ sie nie tylko amplitudg i faza, ale i czestoscig, ktéra moze by¢
wielokrotnoscia czestoSci wymuszenia lub jej utamkiem. Mozemy tez dosta¢ od-
powiedZ quasi-periodyczng lub chaotyczng (rysunek 1.9). Nieliniowo$¢ powoduje
powstawanie bifurkacji, ktére zwykle poprzedzaja wystapienie ruchu chaotycznego
[3]. Drgania chaotyczne wystepuja jedynie w uktadach nieliniowych.?

W mechanice wyrézniamy trzy gtéwne mechanizmy wzbudzania drgafi, ktére
dzielimy na:
— drgania wymuszone — sitowo, kinematycznie lub bezwladno$ciowo,
— drgania parametryczne — wywotane poprzez okresowo zmienne wspétczynniki,
— drgania samowzbudne — powstajace wskutek nieliniowoSci uktadu, ktéra przy
statym doprowadzeniu energii powoduje powstawanie drgar [9].

2Warto réwniez przypomnieg, Ze postacie drgan wiasnych uktadu liniowego sa liniami prostymi a ich
liczba réwna jest liczbie stopni swobody uktadu. W przypadku ukfadu nieliniowego postacie sg
nieliniowe, moga bifurkowad, a ich liczba moze by¢ wigksza od liczby stopni swobody [10].
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Model uktadu powinien uwzglednia¢ réwniez wplyw Zrédta energii generuja-
cego drgania [9]. Jesli wzajemne oddziatywanie ukfadu drgajacego i Zrédta drgan
jest pomijane, to jest to tzw. ukfad idealny lub z idealnym Zrédlem energii. Sa to
tzw. uklady o nieskoniczonej mocy. Jesli uwzglednimy w modelu oddziatywanie
obiektu drgajacego i Zrodta drgafi (np. uwzgledniajac model silnika elektrycznego)
to taki uktad nazywamy nieidealnym lub z ograniczong moca.

1.2. Model matematyczny

Model matematyczny ukfadu nazywamy réwnania rézniczkowe ruchu otrzymane
z modelu fizycznego oméwionego w rozdziale 1.1. Rodzaj réwnar rézniczkowych
zalezy od rodzaju modelu fizycznego oraz przyjetych zatozen upraszczajacych.
W przypadku uktadéw ciggtych model matematyczny stanowig rownania réznicz-
kowe czastkowe. Réwnania czastkowe wymagaja wyznaczenia rozwigzan spetnia-
jacych zadane warunki brzegowe oraz poczatkowe. Rozwigzania sa funkcjami prze-
strzeni i czasu. Istnieje kilka sposobéw wyznaczania rozwigzan np. stosujac meto-
de Galerkina redukujac réwnania czastkowe do zwyczajnych, metode elementéw
skoficzonych badZ transformujac réwnania rézniczkowe do réwnan réznicowych
z zastosowaniem np. metody réznic skoficzonych [8]. Podstawy metody elemen-
tow skoriczonych i réznic skoriczonych beda oméwione w kolejnych rozdziatach
niniejszego opracowania.

Gdy model fizyczny jest uktadem dyskretnym o skoriczonej liczbie stopni swo-
body to model matematyczny jest uktadem réwnar rézniczkowych zwyczajnych.
W takim przypadku rozwigzanie wyznaczane jest dla zadanego warunku poczat-
kowego (tzw. zagadnienie poczatkowe). W rozdziale drugim uwage poswiecimy
uktadom dyskretnym opisanym réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi.

Réwnania rézniczkowe ruchu mozemy otrzymac korzystajac bezposrednio z za-
sad mechaniki Newtona. Wéwczas konieczna jest analiza sit i momentéw dziata-
jacych na poszczegdlne ciata bedace elementami catego modelu. Wykorzystujac
druga zasade mechaniki Newtona otrzymujemy réwnania rézniczkowe drugiego
rzedu. W przypadku ruchu pojedynczej bryty majg one postac:

d?r, X
mdt2 =ZF,~
i=1
N
dK
dtc = Zr,- x F; (1.6)

i=1

gdzie F; —i-ta sita dziatajaca na cialo, r; — miejsce przylozenia sily, r, — promien
wektor wodzacy okreslajacy polozenie srodka masy C, K. — kret wzgledem Srodka
masy, N —liczba dzialajacych sit.
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Drugi sposéb polega na wykorzystaniu metod energetycznych. W mechanice
powszechnie stosowane sg réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju, ktére pozwalaja
na wyprowadzenie réwnan rézniczkowych ruchu wychodzac z energii badanego
uktadu. Réwnanie (1.7) przedstawia jedng z postaci réwnan Lagrange’a drugiego
rodzaju dla uktadéw z wigzami holonomicznymi

d (0T aT v oR
i (55) o T tag T ST b 0
gdzie q;, ¢; —oznaczaja j-ta wspotrzedna i predkos¢ uogdlniona, 7' i V' sa energia-
mi, odpowiednio kinetyczng i potencjalng calego uktadu, R jest funkcjg dyssypacji
Rayleigh’a opisujaca tlumienie, Q; oznacza inne sity uogdlnione niepotencjalne
i nie uwzglednione w funkcji dyssypacji R, j = 1,2,...,s.

Sita uogélniona wystepujaca po prawej stronie réwnania (1.7) jest zdefiniowana
jako

Q iF 8r,~
=

gdzie F; —sita dziatajaca na i-ty punkt materialny, r; promiefi wektor okreSlaja-
cy potozenie punktu, N —liczba punktéw materialnych. Warto zaznaczy¢, ze sita
uogblniona moze mie¢ wymiar sity w N lub momentu sity w Nm. Doktadniejsze
informacje na temat rownan Lagrange’a mozna znaleZ¢ w podrgcznikach z zakresu
mechaniki analitycznej. Odsylamy czytelnika do np. pozycji [5].

1.3. Model nhumeryczny

Majac wyprowadzony model matematyczny kolejnym etapem jest wyznaczenie
rozwigzan réwnan rézniczkowych. Mozna to zrobi¢ metodami analitycznymi, wy-
znaczajac rozwigzania w sposéb §cisty lub tez metodami przyblizonymi, godzac
sie na popetnienie zatozonego btedu. Niestety wyznaczenie $cistych rozwigzan
jest mozliwe jedynie dla ograniczonej klasy réwnan. Natomiast metody analitycz-
ne przyblizone sg zwykle zmudne i umozliwiajg analiz¢ jedynie w ograniczonym
zakresie parametréw. Rozwdj technik komputerowych oraz metod numerycznych
daly zupelnie nowa jako$¢ badania uktadéw dynamicznych. Metody numeryczne
pozwalaja na wyznaczenie rozwigzan na podstawie modelu matematycznego z bar-
dzo duza doktadnoscig. Pomimo faktu, ze s to rowniez rozwigzania przyblizone,
to jednak ze wzgledu na duza doktadnos¢, traktowane sg one na réwni z rozwigza-
niami §cistymi.

Aby model matematyczny byl ,,zrozumiaty” dla komputera musi by¢ on zapisa-
ny w jezyku programowania dla niego zrozumialym. Wymaga to napisania sekwen-
cji odpowiednio zakodowanych polecert nazywanych programem komputerowym.
Do programowania w zagadnieniach inzynierskich jako podstawowy uzywany jest
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jezyk Fortran. Jest to jeden z pierwszych jezykéw, rozwijany do chwili obecnej,
majacy bardzo bogate i przetestowane biblioteki obliczeniowe. W jezyku tym moz-
liwe jest wykonywanie zaawansowanych obliczefi numerycznych na duzych maszy-
nach cyfrowych wykorzystujac wiele procesoréw réwnolegle, prowadzac tzw. ob-
liczenia réwnolegte. Informacje na temat struktury jezyka Fortran mozna znalez¢é
w pracy [1]. Istnieja wersje komercyjne kompilatoréw jezyka Fortran,? jak réwniez
wersje bezptatne.*

Oproécz historycznie rozwijanego jezyka Fortran powstal nieco bardziej nowo-
czesny jezyk programowania C oraz C++.° Zasady programowania i struktura je-
zyka C przestawione sa w pracy [7].

W celu przeprowadzenia obliczenn mozliwe jest wykorzystanie bibliotek z pod-
programami pozwalajacymi wykona¢ obliczenia standardowe np. odwracanie ma-
cierzy, rozwiagzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych, rozwigzanie standar-
dowego zagadnienia wlasnego itp. Na stronach producentéw oferowane sg ptatne
i bezptatne biblioteki dedykowane do danego kompilatora oraz systemu operacyj-
nego. Ponadto producenci oprogramowania prowadza rozwdj kompilatoréw w ta-
ki spos6b aby mozliwe byto polaczenie modutéw napisanych w réznych jezykach
w jeden koricowy kod wykonawczy.

W ostatnim okresie powstato ponadto wiele systeméw tzw. wyzszego rzedu, tj.
umozliwiajacych wyprowadzenie réwnan rézniczkowych ruchu w postaci zblizonej
do klasycznego matematycznego zapisu rownaii w formie zapisu symbolicznego,
bez konieczno$ci programowania ,linia po linii”. Systemy takie posiadaja wiele
funkcji, ktére utatwiajg uzytkownikowi wykonanie obliczeri numerycznych. Czasa-
mi model matematyczny budowany jest na podstawie schematu blokowego, gdzie
kazdy z blokéw wykonuje bardziej lub mniej ztozone operacje. Sposréd wielu do-
stepnych systeméw w obliczeniach naukowo-badawczych z obszaru nauk technicz-
nych popularne s3 system Matlab® oraz system Mathematica.” Pakiety te posiadaja
réwniez wlasne jezyki oprogramowania, umozliwiajac tworzenia wtasnych kodéw
Zrédtowych jak réwniez implementacje procedur przygotowanych np. w jezyku C.

Symulacje numeryczne pozwalajg na kompleksowa analize wptywu poszcze-
gblnych parametréw oraz utatwiajg dokonanie wyboru rozwigzania optymalnego.
Rozwigzania numeryczne s3 bliskie rozwigzaniom Scistym. Wada rozwigzan uzy-
skanych metodami numerycznymi jest brak analitycznych zalezno$ci pomiedzy pa-
rametrami i odpowiedzia uktadu, w przeciwienstwie do rozwigzan analitycznych
gdzie zaleznosci te sg okreslone.

3Informacje na temat aktualnego oprogramowania do systemu Windows dostepne s3 na stronie pro-
ducenta https://software.intel.com/en-us/intel-visual-fortran-compiler-for-windows

“Informacje na temat bezptatnego oprogramowania do systemu Linux dostepne sa na stronie
https://gcc.gnu.org/wiki/GFortran

SBezptatne oprogramowanie do systemu Linux dostepne sa na stronie https://gcc.gnu.org/gcc-4.9/

Shttp://www.mathworks.com/products/matlab/

http://www.wolfram.com/mathematica/
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1.4. Walidacja modelu

Model numeryczny powstaje na podstawie modelu matematycznego. O jakoSci mo-
delu fizycznego, matematycznego i nastepnie numerycznego decyduje jego zgod-
no$¢ z obiektem rzeczywistym. Tak jak to przedstawiono na schemacie blokowym
na rysunku 1.1, majagc wyniki obliczen konieczna jest ich walidacja. Najczesciej
przeprowadza si¢ ja wykonujac eksperyment fizyczny w punktach charakterystycz-
nych, a nastgpnie poréwnujac z wynikami numerycznymi. Je§li r6znice miesz-
cza si¢ w dopuszczalnym zakresie wowczas model numeryczny jest adekwatny do
obiektu rzeczywistego. Jesli wynik eksperymentu nie jest dostgpny lub jest trudny
do uzyskania wowczas wyniki symulacji numerycznej poréwnuje si¢ z wynikami
uzyskanymi innymi metodami np. mozna wyznaczy¢ rozwigzania analityczne dla
szczegllnych wartosci parametréow dla ktérych jest to mozliwe i poréwnaé w wy-
nikami z modelu numerycznego.

O jakos$ci modelu numerycznego decyduja uproszczenia przyjete na etapie bu-
dowy modelu fizycznego. Ale oprdcz uproszczen, istotne znaczenie maja wartoSci
wspotczynnikéw przyjetych do modelu numerycznego tzw. dane wejsciowe. Dane
te gromadzone sg na podstawie obserwacji obiektu rzeczywistego, budowy modelu
fizycznego i matematycznego (rysunek 1.1). Im bardziej doktadny model tym wigk-
sza jest liczba nieznanych wspoétczynnikéw niezbednych do wykonania symulacji
numerycznych. Czesto zmierzenie niektérych wielkoSci moze by¢ trudne i wow-
czas przyjmowane sa one intuicyjnie. Z drugiej strony zbyt duze uproszczenie mo-
delu moze prowadzi¢ do pominiecia waznych zjawisk fizycznych. Dlatego jednym
z wazniejszych etapow w procesie modelowania jest walidacja modelu numerycz-
nego. Jesli walidacja przebiegla poprawnie wéwczas mozna przeprowadzié serie
symulacji numerycznych w celu kompleksowego zbadania dynamiki modelu.

1.5. Wyniki obliczen i ich prezentacja

Wyniki obliczeit numerycznych gromadzone sg w postaci plikow zapisywanych na
no$nikach, na ktérych moga by¢ przechowywane nawet po wylaczeniu zasilania
komputera. Zwykle wyniki podawane sg w kolumnach, w ktérych kazda oznacza
dang wielkoS¢ fizycznag np. czas ¢, wspotrzedna uogdlniona g;, predkos¢ uogélnio-
na ¢; itp. Czesto rejestrowane sg wielkoSci pomocnicze oraz kontrolne obliczone
na podstawie wyznaczonych rozwigzan np. sifa sprezystosci, energia kinetyczna
i potencjalna itp. Wyniki prezentowane sg w postaci wykreséw takich jak przebiegi
czasowe wybranej wielkoSci, plaszczyzny fazowe, mapy Poincaré i inne. Metody
analizy wynikéw zastaly omdéwione szczegétowo w nastepnym rozdziale. Mozliwe
jest przedstawienie wynikéw obliczen za pomocg bezposrednich animacji ukazu-
jacych zachowanie badanego uktadu w postaci graficznej. Podprogramy kompute-
rowe oraz dzialania stuzace do przygotowania danych przed wykonaniem obliczen
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zasadniczych nazywamy preprocesingiem, za$ po wykonaniu obliczeri w celu ich
prezentacji postprocesingiem.
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2. Réwnania rézniczkowe zwyczajne

Modelowanie uktadéw dynamicznych jest procesem ztozonym z kilku istotnych
etapow. Najpierw konieczne jest stworzenie modelu fizycznego, nastepnie po do-
konaniu zatozefi upraszczajacych modelu matematycznego, a w koficowym eta-
pie modelu numerycznego, ktéry jest podstawg do wyznaczenia rozwigzan. Model
numeryczny powinien zosta¢ zweryfikowany, a w przypadku wystapienia duzych
btedéw skorygowany. Procedure modelowania wraz z doktadnym oméwieniem po-
szczegllnych etapéw przedstawiono w rozdziale 1.

W niniejszym rozdziale oméwimy metody analizy uktadéw dyskretnych, opi-
sanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi [3], [4]. WeZmy pod uwage uktad
mechaniczny opisany za pomocg n réwnar rézniczkowych pierwszego rzedu

dx1
W - fl (XI,XZ,---,XH)
de
7 = fz (xl,xz,...,xn)
dx
d[n :fl’l (x17x2?---7xn) (21)
z warunkiem poczatkowym
x;(fo) = Xio, (2.2)

gdziei =1,2,...,n.

Uktad réwnar (2.1) moze mie¢ wiele rozwigzan [1]. Narzucenie odpowied-
niego warunku na szukane rozwigzanie zapewnia jego jednoznacznosc. Najcze-
Sciej jest to warunek poczatkowy zadany réwnaniem (2.2).! Réwnanie (2.1) wraz
z warunkiem poczatkowym (2.2) nosi nazwe zagadnienia poczgtkowego lub za-
gadnienia Cauchy’ego. Jesli w prawych stronach réwnari (2.1) czas nie wystepuje
w postaci jawnej to uktad nazywamy autonomicznym. W przeciwnym przypadku
uktad nazywamy nieautonomicznym. Wtedy réwnania przybieraja postaé

dx;
T = fi (x1,X2,...,%Xn,1) (2.3)
IMozliwe jest tez zadanie warunku brzegowego na brzegach przedziatu [a, b], g; (x; (@), x; (b)) = 0
gdzie g; jest funkcjg zmiennych x;,i = 1,2, ...,n. Réwnanie (2.1) wraz z warunkiem brzegowym

nosi nazwe zagadnienia brzegowego.
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W mechanice bardzo czesto funkcje f; (x1,x2,...,xn,t) sa okresowe, czyli

fi(x1,x2,...,xn,t) = fi (x1,x2,...,x5,t +T),

gdzie T jest okresem. Uktad taki nazywamy n-wymiarowym nieautonomicznym
uktadem okresowym. Formalnie czas  mozna potraktowac jak kolejng wspotrzed-
na uzyta do opisu ruchu zwigkszajac wymiar zagadnienia do n + 1. Wprowadzajac
oznaczenie x,4+1 = f, n wymiarowy uktad nieautonomiczny sprowadzamy do n+ 1
wymiarowego uktadu autonomicznego w postaci

dxq
I = fl(xl,X2,..-,Xn,xn+l)
dx
d—tz = fz(xl,X2,..-,Xn,xn+l)
dx
dtn = fu(X1,X2,...,Xn, Xn+1)
dxp+1
- 1. 2.4
. (2.4)

Oznacza to, ze czas zwigkszyl zagadnienie o jedng, dodatkowa wspéirzedna x, 1.
Jednak, ze wzgledu na istotnie rézne zachowania, w mechanice wyraZnie rozrdznia
si¢ uktady autonomiczne i nieautonomiczne. Uklady nieautonomiczne okresowe
opisuja np. drgania parametryczne, w ktorych wystepuja charakterystyczne strefy
rezonansOw parametrycznych.

2.1. Pojecia podstawowe dynamiki uktadéw mechanicznych

Wprowadzimy najistotniejsze pojecia zwigzane z dynamika ukladéw mechanicz-
nych [5]:

— przestrzen fazowa —n wymiarowa przestrzen, gdzie n oznacza liczbe réwnan
rézniczkowych przedstawionych w postaci Cauchy’ego (2.1),

— plaszczyzna fazowa — przestrzeri fazowa o wymiarze n = 2,

— punkt fazowy — punkt o wspétrzednych (x1, x2, ..., x,), nazywany tez punk-
tem odwzorowujacym lub reprezentujacym,

— punkt krytyczny (punkt osobliwy) — punkt o wspétrzednych (x19, x29, ...,
Xno) dla ktérego prawe strony réwnan rézniczkowych w postaci (2.1) sa réwne
zeru, fi(X10,X20,-..,%n0) =0,

— trajektoria fazowa (orbita) — krzywa catkowa uktadu réwnan (2.1) otrzymana
poprzez kolejne potozenia punktu odwzorowujacego,

— plaszczyzna Poincaré — odwzorowanie stroboskopowe trajektorii na ptaszczyz-
nie fazowej, nazywane tez mapg stroboskopowa lub mapg Poincaré.
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Ruch punku odbywa si¢ w n wymiarowej przestrzeni fazowej wzdtuz trajektorii
fazowych, ktére sg krzywymi catkowymi uktadu réwnan (2.1). Wiasnoscig trajek-
torii fazowych jest to, ze nie mogg one si¢ przecinaé. Aby powyzsze twierdzenie
uzasadni¢, zal6zmy hipotetycznie, Ze trajektorie przecinajg si¢ jak to przedstawio-
no na rysunku 2.1. Trajektorie zaczynaja si¢ w punktach poczatkowych, pierwsza

A x, warunek poczgtkowy t =0
Ao(x10,X20) By (x19. Xx20)

trajektoria

\ punkt przeciecia

Rysunek 2.1. Plaszczyzna fazowa, trajektoria fazowa, punkt odwzorowujgcy
oraz punkt osobliwy

w punkcie Ag(x10, X20), druga Bo(x10, X20). Poniewaz warunki poczatkowe mo-
zemy wybra¢ dowolnie, zatem mozemy je zmieni¢ w taki sposéb, aby punkty po-
czatkowe Ao i By znalazly si¢ w miejscu przeciecia trajektorii. Oznaczatoby to, ze
startujac z miejsca przecigcia, mozliwe byloby otrzymanie dwdch rozwigzan, co
jest sprzeczne z twierdzeniem o jednoznacznoSci rozwigzan [1].

W przestrzeni fazowej wystepuja tez punkty osobliwe (krytyczne), ktére odpo-
wiadaja stanowi rownowagi dynamicznej uktadu. Osobliwo$¢ tych punktéw wy-
kazemy przeksztalcajac uktad réwnan (2.1). Podzielmy stronami kazde z réwnari
przez pierwsze réwnanie. Po podzieleniu otrzymujemy:

dxa  fa(X1,X2,...,%n)
dxy  f1(x1,x2,...,Xn)
dxs  f3(x1,%x2,...,%n)
dxy  f1(x1,x2,...,Xn)
dxp _ fn(x1,X2,...,%n)

(2.5)

dx1 o f1 (xl,xz,...,xn)
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W ten sposéb wyeliminowaliSmy czas z uktadu. Jesli w przestrzeni fazowej istnieje
punkt o wspétrzednych (x19, X209, - - -, X»o), dla ktérego

Ji(x10,x20,...,Xp0) =0

tzn. licznik i mianownik w réwniach (2.5) jest réwny zeru, wéwczas dostajemy
osobliwos¢
dx, 0 dxz3 O dx, 0

dxl_O’ dx1 0’ T dxl_O'
Punkty osobliwe moga ,,przyciggac” lub ,,odpychaé” trajektorie fazowa, a to
oznacza, ze sg one stabilne lub niestabilne. Trajektoria fazowa moze si¢ zblizy¢
do punktu na nieskoriczenie matg odleglos¢, ale nigdy go nie osiagnie, lub Scislej
osiagnie przy ¢ — oo.
Wezmy pod uwage przykltad oscylatora ttumionego wiskotycznie, ktérego ruch
opisany jest rOwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu

¥ 426X +ofx =0, (2.6)

gdzie & jest wspétczynnikiem tlumienia a wg czestoscig drgan wilasnych. Jest to
uktad o jednym stopniu swobody, zmienna x petni role wspétrzednej uogdlnione;.
Po sprowadzeniu réwnania (2.6) do postaci Cauchy’ego (2.1) otrzymujemy uktad
dwéch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

X = v
U = —28v—wix, 2.7)

w ktérym wystepuja dwie wspodtrzedne fazowe (zmienne stanu) x i v. W przypadku
omawianego oscylatora sg to przemieszczenie i predko$¢ uogélniona. Jak zatem
wynika z powyzszego przyktadu, ruch uktadu dynamicznego o s stopniach swo-
body mozna zapisa¢ za pomocg uktadu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu
o wymiarze n = 2s. Tak jak wspominali§my wcze$niej, przestrzeri R” o wymiarze
n nazywamy przestrzeniq fazowq. Trajektoria fazowa wykreslona na ptaszczyznie
fazowej uzyskana dla oscylatora ttumionego wiskotycznie (2.7) przedstawiona jest
na rysunku 2.2.

Trajektoria fazowa zaczyna si¢ w punkcie poczatkowym Ag, a nastepnie, gdy
czas t dazy do nieskoniczonosci trajektoria zmierza do punktu osobliwego, ktdry
jak tatwo mozna ustali¢, znajduje si¢ w poczatku uktadu odniesienia. Jest to punkt
stabilny, do ktérego dazy trajektoria przy t — oo.

Oprécz klasycznej ptaszczyzny fazowej do analizy nieliniowych uktadéw dy-
namicznych stosuje si¢ odwzorowanie stroboskopowe rozwiazania (trajektorii) na
ptaszczyznie fazowej. Ten sposdb obserwacji, wprowadzony przez Uede do bada-
nia drgan nieliniowych oscylatoréw wymuszonych zewnetrznie [9], jest powszech-
nie stosowany w analizie dynamiki uktadéw, szczegdlnie w przypadku gdy mamy
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warunek poczqtkowy t =0 A punkt odwzorowujgcy
— A(x,v)
Ao (xo, o)
trajektoria
X

punkt osobliwy

Rysunek 2.2. Plaszczyzna fazowa, trajektoria fazowa, punkt odwzorowujgcy
oraz punkt osobliwy

do czynienia z uktadami z okresowym wzbudzeniem np. zewnetrznym lub para-
metrycznym. Uzyskana w ten sposéb projekcja rozwigzania nazywana jest mapq
Poincaré, mapa stroboskopowg lub portretem stroboskopowym.

WezZzmy pod uwagg przypadek gdy ruch uktadu jest opisany funkcjg harmonicz-
ng przedstawiong w postaci x (1) = Asin(wt + ¢). W takim przypadku zamiast
obserwowac calg trajektorie fazowa, mozemy obserwowac jedynie jej strobosko-
powy obraz. Rozwiazanie rejestrujemy w chwilach czasu odpowiadajacym czg-
stosci probkowania w. Chwile te oznaczono punktami na przebiegach czasowych
przemieszczenia i predkosci (rysunek 2.3(a) i (b)). Po zrzutowaniu na ptaszczy-
zne fazowa otrzymamy odwzorowanie stroboskopowe w postaci jednego punku M
o wspolrzednych M (x;, vs). Potozenie punktu M zalezy od amplitudy drgafi A oraz
od kata przesuniecia fazowego ¢. Biorac pod uwage, ze x(t) = Aw cos(wt + @)

otrzymujemy
2
v X
x4+ =A% tge="" (2.8)

) Us
OczywiScie rozwigzanie moze mie¢ bardziej ztozony charakter niz funkcja okreso-
wa przedstawiona na rysunku 2.3. Wéwczas na plaszczyZnie stroboskopowej moze
pojawi¢ si¢ wigcej niz jeden punkt, zamknigta linia lub bardziej ztozone struktury,
takie jak dziwne atraktory chaotyczne (2, 5,7, 9, 10].

2.2. Stabilnosé punktéw osobliwych

Wezmy pod uwage uktad réwnan rézniczkowych przedstawiony w postaci (2.1).
Zbadajmy zachowanie si¢ rozwigzania w otoczeniu punktu osobliwego [8], ktérego
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(a) 12 M (h) 12 M
0.8 0.8
- 0.4 - 0.4
\; 0 \; 0
0.4 0.4
0.8 0.8
12 T T T T T T 1.2 - T T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 30
czast czast
c) 1.2
© 124 "
Xs
08— """ "
0.4 - :
— | .
= .
=0 U
-0.4
08¢ ;
‘1 2 T I T I T I T I " T I T I
-12 -08 -04 0 04 08 1.2
x(1)

Rysunek 2.3. Przebiegi czasowe, wspotrzednej uogolnionej x(t) (a) i pred-
koSci uogdlnionej x(t) (b) oraz sposéb tworzenia mapy Poincaré (portretu
stroboskopowego) (c)

wspotrzedne oznaczymy gérnym indeksem 0. Pamietamy z rozdz. 2.1), ze wartoSci
funkcji znajdujace sie po prawej stronie réwnar (2.1), w punkcie osobliwym sa
réwne zeru

fl(xlo,xzo,...,xno) = 0,

f2 ()CIO,XZO, e ,)Cno) = 0,

fo (k1% x2% . ox,%) = 0. 2.9)
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Zaburzmy rozwigzania w otoczeniu punktu osobliwego poprzez wprowadzenie za-
burzeri (wariacji) 6; kazdej wspélirzedne;j

X1 = x1+6
X2 = X246
Xn = Xy + 65, (2.10)

gdzie X; oznacza rozwigzanie zaburzone, za$ x; rozwigzanie niezaburzone. Row-
nania (2.1), po podstawieniu (2.10) i odjeciu od réwnan niezaburzonych, przyjmuja
postaé

ddy L. .

W = fl(xl,xz,...,xn)—fl (xlo,)QO,...,an),

dds L. .

W = fz(xl,xz,...,xn)—fz (xlo,)QO,...,an),

d 8 ~ = 0 .0 0

T fn(xl,xz,...,xn)—fn(xl L X2, Xn ) (2.11)
Rozwijajgc kolejno funkcje zaburzone fi (X1, X2, ..., X,) w szereg potegowy Tay-

lora w otoczeniu punktu osobliwego, oraz bioragc pod uwage wyrazy rozwinigcia
z doktadnoscia do potegi pierwszej mamy

(1L 7 0
NG %2, %) = fi (X1O,X20,...,xn°)+(i) 5
0

8x1
9 9
+ i) 52+...+(£) Sn,s
dx2 /¢ xn /o
o (%1, % 7 d
Sr (1% dn) = f2(x1°,m°,...,xn°)+(8£) 81
X1 /0
9 9
(22 stk (22)
dx2 /¢ xn /o
f (%1, % X 0 0 0 8fn
Jn (X1, X2,..., %) = fn(xl S R )+ Trr 81
X1 /o

+(3f") 52+...+(af”) S 212)
0 0

X7 Xy
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Nastepnie podstawiajac (2.12) do réwnania (2.11) otrzymujemy uktad réwnan r6z-
niczkowych w wariacjach

ds; d f1 /1 df1
—_— = — 6 — § )
di (axl)o 1+(ax2)0 2 (axn 0"

a5, 2/ 2/ 2/
— = —=1 6 —=1 6 )
d (axl)o 1+(ax2)0 2 (axn 0"

don _ (%) 51+(8f") 52+...+(8f") §n.  (2.13)
0 0 0

dt dx1 0Xxo 0xy

Jest to uktad liniowych, jednorodnych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu,
ktérego rozwigzania zaktadamy w postaci

8§ = Ciel (2.14)

gdzie: C; jest amplituda, a A oznacza parametr, od ktérego zalezy rodzaj rozwiaza-
nia, i = 1,2,...,n. Po podstawieniu rozwigzania (2.14) do uktadu réwnan (2.13)
otrzymujemy uktad liniowych réwnan algebraicznych, jednorodnych ze wzgledu
na amplitudy C;

[(7), =] cr+ (32), Co bt (8), Cu =0

(32), 0+ [(82), 2] s - (32), o =0

(1), 0+ (1), c2 0+ [(30), 2] en=0. 219

Aby istnialy rozwigzania nietrywialne powyzszego uktadu, C; # 0, wyznacz-
nik gtéwny (2.15) musi by¢ by¢ rowny zeru

- G, ()

(%)0 (%>0 A (%)0 =0. (2.16)

A U (M) g
0x1 0 0x2 0 0xy, 0
Po rozwinieciu wyznacznika (2.16) otrzymamy réwnanie charakterystyczne, n-te-

go stopnia ze wzgledu na parametr A. Stabilno$¢ oraz rodzaj punktu osobliwego
zalezy od wartoSci pierwiastkow A; réwnania (2.16). Jesli wszystkie pierwiastki
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A; sg liczbami rzeczywistymi ujemnymi, lub liczbami zespolonymi o czesci rze-
czywistej ujemnej, wowczas punkt osobliwy jest punktem stabilnym. Pamigtajac,
ze zaburzenie przyjeto w postaci (2.14) widzimy, ze istotnie warunek ten zapew-
nia, ze zaburzenia §; beda dazyly do zera, co powoduje zblizanie si¢ rozwigzania
zaburzonego do punktu osobliwego.

Roéwnanie (2.16) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

ds

— =J(x%8, 2.17
=) (2.17)
gdzie § oznacza kolumnowg macierz zaburzen, natomiast
of
I =(— 2.18
() (ax)o 219

jest kwadratowg macierza Jacobiego wyznaczong w punkcie osobliwym.

2.3. Klasyfikacja punktow osobliwych — ptaszczyzna fazowa

Biorac pod uwagg analize stabilnoSci punktéw osobliwych przeprowadzona w pod-
rozdziale 2.2, dokonamy teraz klasyfikacji punktéw osobliwych ograniczajac si¢ do
plaszczyzny fazowej (przestrzeni fazowej R?). Zaburzenie rozwigzania w otocze-
niu punktu osobliwego jest okreslone zaleznoscig (2.14). W przypadku wymiaru
n = 2 mamy

§ = CreM! + Cret?. (2.19)

Dlatego, tez w zaleznosci od wartoSci parametrow A i A, rozwigzanie bedzie za-
chowywac si¢ réznie w otoczeniu punktu osobliwego. Rodzaj punktu osobliwego
zalezny jest od wartos$ci dwoch pierwiastkéw réwnania charakterystycznego (2.16),
lub inaczej méwiac od wartosci wlasnych macierzy Jacobiego (2.17).

2.3.1. Punkt osobliwy typu wezet

W przypadku gdy pierwiastki A1 i A, sa liczbami rzeczywistymi ujemnymi to trajek-
toria zaburzona zbliza si¢ do punktu osobliwego przyjmujac ksztatt przedstawiony
na rysunek 2.4(a). Wéwczas punkt osobliwy nosi nazwe stabilnego wezia. Gdy oba
pierwiastki sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi, trajektoria zaburzona oddala si¢
od punktu osobliwego, punkt osobliwy jest weztem niestabilnym (rysunek 2.4(b).

2.3.2. Punkt osobliwy typu ognisko

Nieco inaczej przebiegaja zmiany rozwigzania w przypadku gdy pierwiastki A;
i Ao sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Gdy czg$¢ rzeczywista obu pierwiast-
koéw jest ujemna woéwczas otrzymujemy punkt osobliwy typu stabilne ognisko (ry-
sunek 2.5(a), natomiast gdy cze$¢ rzeczywista jest dodatnia dostaniemy ognisko
niestabilne (rysunek 2.5(b)).
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(@) 1.2+ (b) 1.2+
0.8 - 0.8 —
0.4 — 0.4 —
X 04 X 04
0.4 0.4 —
-0.8 -0.8
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Rysunek 2.4. Punkt osobliwy typu stabilny (a) i niestabilny (b) wezet
(@) 15— (b) 15~
1 1
0.5 - 0.5 —
X 0 X 0
-0.5 — -0.5
-1 -1
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Rysunek 2.5. Punkt osobliwy typu stabilne (a) i niestabilne (b) ognisko

2.3.3. Punkt osobliwy typu centrum (srodek)

W przypadku granicznym pierwiastki A; i A, moga by¢ liczbami zespolonymi
sprzgzonymi o zerowej wartoSci czeséci rzeczywistej tzn. czysto urojonymi. WOw-
czas trajektoria ani nie przybliza si¢ do punktu osobliwego ani si¢ od niego nie
oddala (rysunek 2.6). Jest to punkt neutralny.

2.3.4. Punkt osobliwy typu siodto

Gdy oba pierwiastki A1 i A, sg liczbami rzeczywistymi o przeciwnych znakach (tzn.
jeden z nich jest dodatni a drugi ujemny) wowczas uzyskujemy punkt osobliwy
typu siodto (rysunek 2.7), ktdre jest zawsze niestabilne, niezaleznie od tego ktdry
z pierwiastkow jest dodatni, a ktéry ujemny.
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2_
14
x 0
-1 —
'2 T I T I T I T I
-2 -1 0 1 2
X

Rysunek 2.6. Punkt osobliwy typu Srodek

(@) 27 (b) 27
1 1
| | A
X 0 <~ P X 0 = <«
i A | v
-1 - -1 —
'2 T I T T I T I '2 T I T T I T I
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
X X

Rysunek 2.7. Punkt osobliwy typu siodto

2.4. Punkty osobliwe w przypadku wahadta matematycznego

Jako przyktad zbadamy punkty osobliwe wahadifa matematycznego, a nast¢pnie
okredlimy ich stabilno$¢. Drgania wiasne ttumione wahadla przedstawionego na
rysunku 2.8 opisane sg roOwnaniem:

Jop +co +mgLsing = 0. (2.20)
Dzielgc obie strony réwnania przez Jo oraz wprowadzajac oznaczenia 2¢ = ¢/ Jo,
wo = +/mglL/Jy, otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ruchu zapisane w standar-
dowej postaci

$ +20¢ + wo?sing = 0. (2.21)
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Rysunek 2.8. Wahadfo matematyczne z ttumieniem

Podstawiajac 2 = ¢, réwnanie (2.21)) zapisujemy w postaci uktadu dwoch réwnar
rézniczkowych pierwszego rzedu

g = Q
Q = —2Q —wy’sing (2.22)
Punkt osobliwy wyznaczamy przyréwnujac prawe strony réwnarn (2.22)) do zera.

Woéwczas otrzymujemy €2 = 0 oraz sin ¢ = 0, co oznacza, ze wspotrzedne punk-
téw osobliwych wynosza

0
2 O B O S T (2.23)
QO 0
Wyznacznik (2.16) ma postaé
afiy _ 9f1
( dg )0 A (BQ )0 — —A 1 =0 (2‘24)
I ) _ —wn2(—1)k  _of —
(%), (38),-2| [-e’cf =203

za$ jego pierwiastki wynosza

Az =0+ 2 — (—wo?)k (2.25)
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W przypadku ttumienia podkrytycznego tzn. gdy 0 < ¢ < wg réwnanie (2.25)
mozemy zapisa¢ w postaci

Ao = —CxiJw?—-1¢? dla k parzystych, (2.26)
A2 = —CEwe®+1¢? dla k nieparzystych,

gdzie i = +/—1. Poniewaz n < wy, to wyrazenia pod pierwiastkami sg wieksze
od zera. Zatem, gdy k jest liczba parzysta wowczas pierwiastki A sa liczbami
zespolonymi sprze¢zonymi z ujemnymi czeSciami rzeczywistymi. Oznacza to, ze
punkty osobliwe o wspélrzednych ... (—2x,0), (0,0), (27,0), ..., s stabilnymi
ogniskami. Natomiast, gdy & jest liczba nieparzysta pierwiastki sg liczbami rzeczy-
wistymi o r6znych znakach, co oznacza, zZe punkty osobliwe . .. (-3, 0), (—m, 0),
(,0), (37, 0), ..., sg siodtami (niestabilnymi). Przebieg przyktadowych trajekto-
rii fazowych przedstawiono na rysuneku 2.9. Litera F oznaczono stabilne ognisko?
natomiast litera S punkt siodfowy.

5

-2n 0 2n 47

Rysunek 2.9. Trajektorie na plaszczyinie fazowej w przypadku wahadta ma-
tematycznego z ttumieniem podkrytycznym

27 j. ang. focus
3Zj. ang. saddle point
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W przypadku ttumienia krytycznego i nadkrytycznego ¢ = wg, wéwczas dla k
parzystych pierwiastki sg liczbami rzeczywistymi ujemnymi, za$ dla nieparzystych
rzeczywistymi o przeciwnych znakach. Punkty osobliwe sg odpowiednio stabilny-
mi weztami i niestabilnymi siodtami. Szczeg6lny przypadek otrzymamy zaktada-
jac, ze ruch wahadta nie jest ttumiony ({ = 0). Wéwczas pierwiastki przyjmuja
wartosci A1 = =i wg dla k parzystych, oraz A1 2 = Fwq dla k nieparzystych.
Co oznacza, ze punkty krytyczne odpowiadaja punktom osobliwym typu Srodek
i siodlo.

2.5. Metody numeryczne

W wielu przypadkach wyznaczenie rozwigzan Scistych uktadu réwnan (2.1) jest
niemozliwe. Dotyczy to gléwnie réwnan nieliniowych, ktérych rozwigzania ana-
lityczne wyznacza si¢ najczesciej metodami przyblizonymi [6]. Obecnie mozliwe
jest wykonywanie obliczeri symbolicznych w takich pakietach jak np. Mathemati-
ca. Zaleta takiego podejscia jest uzyskanie rozwigzania w postaci zaleznosci anali-
tycznych co daje mozliwo$¢ tatwej i kompleksowej analizy parametrycznej. Wada
obliczen symbolicznych jest zwykle duza pracochtonno$¢, zwykle ztozone formuty
i dosy¢ tatwa mozliwos$¢ popetnienia btedu. Obliczenia numeryczne, podlegajace
na bezposrednim catkowaniu réwnan rézniczkowych ruchu omijajg te trudnosci.
Niemniej jednak musimy pami¢taé, ze obliczenia numeryczne daja réwniez wyniki
przyblizone obarczone btedem.

2.5.1. Reprezentacja liczb, uwarunkowanie zadania i stabilnosé
algorytmow

Liczby w systemach komputerowych reprezentowane sg przez skonczong liczbe
cyfr zanotowanych w odpowiedniej arytmetyce. W obliczeniach numerycznych pod-
stawa jest arytmetyka binarna inaczej dwdjkowa. Cho¢ réwnie wazng role odgry-
wa system dsemkowy lub szesnastkowy (heksadecymalny). W systemach kom-
puterowych wyréznia si¢ dwa sposoby zapisu liczby, sposéb stafopozycyjny oraz
zmiennopozycyjny. Stalopozycyjny zapis stosuje si¢ do liczb naturalnych (typu In-
teger). W takim przypadku wynik podstawowych dziatari tj. dodawania, odejmo-
wania i mnozenia jest doktadny. Zapis zmiennopozycyjny (lub zmiennoprzecinko-
wy) wykorzystywany jest do liczb rzeczywistych (typu Real). Na ogét w tym przy-
padku wynik jest liczba przyblizong. Reprezentacja zmiennopozycyjna polega na
przedstawieniu liczby w postaci iloczynu ufamkowej mantysy i podstawy reprezen-
tacji podniesionej do catkowitej potegi. Reprezentacja liczby zmiennopozycyjnej
(zmiennoprzecinkowej) ma postac

x=S8-M-BE (2.27)
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— S —znak liczby (ang. sign) okreslane jako S = (—1)* gdzie z jest wykladni-
kiem okreSlajgcym znak liczby, gdy z = O to liczba jest dodatnia, z = 1 to
liczba jest ujemna,

— M -mantysa liczby, 0 < M < 1,

— B - podstawa reprezentacji (ang. base), B jest podstawa czeSci potegowe;j,
inaczej podstawg reprezentacji. Dla systemu dziesigtnego B = 10 dla systemu
binarnego B = 2,

— E —wykladnik (ang. exponent), wyktadnik E czesci potggowej nazywany jest
cechq liczby.

Na przyktad liczbe x = 123,45 w systemie dziesigtnym zapisujemy
(123,45)1 = 0,12345 x 103 (2.28)

123,45 =1x102+2x 10 +3x10°+4x 107! +5x 1072

W systemach komputerowych do zapisu liczby stosuje sie podstawe 2. Na przyktad
liczbe %0 = 0,1 w systemie dwdjkowym zapisujemy w postaci

(0,1)10 = (0,00011 (0011)), (2.29)

Jak mozna zauwazy¢ powyzsza liczba nie ma doktadnej reprezentacji w syste-
mie dwoéjkowym. Liczby zmiennoprzecinkowe moga by¢ zapisywane w pojedyn-
czej lub podwdjnej precyzji (Double Precision). Do zapisu liczby w podwdjnej pre-
cyzji potrzebujemy 64 bitéw (stowo maszynowe 64 bitowe). Na rysunek 2.10 przed-
stawiono schematycznie sposéb kodowania liczby zmiennoprzecinkowej w syste-
mie binarnym

63 51 0

wyktadnik mantysa liczby

bit znaku

Rysunek 2.10. Reprezentacja liczby zmiennoprzecinkowej w podwdjnej pre-
cyzji w systemie binarnym

Nalezy zwrdci¢ uwage na fakt, Ze arytmetyka zmiennoprzecinkowa nie jest
faczna
x+y)+z #x+(O+z) (2.30)

oraz nie jest rozdzielna

x-y+z)#x-y)+(x-2) (2.31)

Kolejnos¢ wykonywania operacji ma zatem wptyw na wynik koricowy.
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Wykonujac obliczenia numeryczne popetniamy nastepujace bledy obliczeri:

— bledy wejsciowe — bledy wejsSciowe postaja przy wprowadzeniu danych liczbo-
wych do maszyny cyfrowej (do pamigci lub rejestrow) odbiegajacych od war-
tosci doktadnych,

— bledy obciecia — bledy te powstajg wskutek zmniejszenia liczby dziatan np. ob-
liczenia sumy skoniiczonej zamiast nieskoriczonej,

— bledy zaokragleri — btedy pojawiajace si¢ w trakcie obliczen. Bledy te mozna
minimalizowa¢ ustalajac sposoéb i kolejnos¢ wykonywania dziatar.

W obliczeniach numerycznych nalezy zwréci¢ uwage na dwa podstawowe po-
jecia: uwarunkowanie zadania, stabilnos¢ algorytmu numerycznego.

Uwarunkowanie zadania oznacza wlasnoSci zadania matematycznego, czy-
li problemu matematycznego polegajacego na wyznaczeniu wektora wynikow na
podstawie wektora danych, np. wyznaczenie rozwiazan uktadu réwnar rézniczko-
wych zwyczajnych. Uwarunkowanie zadania nie jest zatem powigzane z zastoso-
wanym algorytmem numerycznym.

Mozna wyrézni¢ zdania dobrze i Zle uwarunkowane. Jako przykiad zadania Zle
uwarunkowanego podamy zadanie wyznaczenia rozwigzan x1, x» uktadu réwnar
algebraicznych liniowych [11]

(2,5410 + 811))(1 + (2,1120 + 512) X7 = 4,6530
(1,8720 + 821) x1 + (1,5560 + 822) x2 = 3,4280 (2.32)

Szukamy rozwigzania na x; i x,. Zalézmy, ze wspdtczynniki uktadu réwnar (2.32)
sa wprowadzone z pewnym bledem. Zaburzenia wspéiczynnikéw oznaczymy przez
dij,i,j = 1,2. Gdy zaburzenia s réwne zeru §;; = 0, wowczas otrzymujemy
rozwigzanie dokfadne ktére wynosi:

x1 = 1,0000, x = 1,0000.

Wprowadzmy teraz do uktadu pewne niedoktadnosci wspétczynnikéw. Zatézmy
,,hiewielkie” zaburzenia:

811 = 0,0010 832 = 0,0010
811 = —0,0010 81, = —0,0020 (2.33)

Rozwiazania ukfadu (2.32) z uwzglednieniem zaburzefi (2.33) wynosza
x1 =3,9943, x, = —2,6032.

Widzimy, Ze zadanie jest Zle uwarunkowane. Niewielkie niedoktadno$ci w warto-
Sciach wspétczynnikéw spowodowaty bardzo duze zmiany w rozwigzaniu. Z powo-
du bledéw numerycznych, przy zadanej doktadnosci maszyny obliczeniowej ¢ > 0,
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wynik numeryczny Sy, bedzie réznil si¢ od wyniku Scistego S dla danego wek-
tora danych c,

Snum(c, €) 7& S(c).

To jak zmienia si¢ réznica pomiedzy wynikiem S(c) i Spum(c + 8¢) decyduje
0 dobrym lub ztym uwarunkowaniu zadania.

Stabilno$é numeryczna jest wtasnoscig algorytméw obliczeniowych. Jezeli
wynik obliczen odbiega od prawidlowego (Scistego rozwigzania) za$ bledy obli-
czen kumulujg sie, to proces numeryczny jest niestabilny [3]. Méwimy, ze algorytm
jest stabilny numerycznie, jezeli dla dowolnie wybranych danych ag istnieje taka
doktadnos¢ obliczen, ze dla e < &g

Bt S (00.) = S0

Algorytm jest stabilny numerycznie, gdy zwigkszajac doktadnos¢ obliczedh mozna
wyznaczy¢ z dowolng dokladno$cig rozwigzanie zadania.

2.5.2. Metody nhumeryczne rozwigzywania rownan rézniczkowych
zwyczajnych — zagadnienie poczatkowe

Wyznaczenie rozwigzania numerycznego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych (2.1) z zadanym warunkiem poczatkowym (2.2) polega na znalezieniu pewnej
funkcji spetniajacej dane zagadnienie poczatkowe. Poniewaz obliczenia numerycz-
ne wykonywane sg z zadanym krokiem, zatem rozwigzaniem jest ciag punktéw
uzyskanych dla odpowiednich chwil czasu z przedzialu (t¢, fx). Zaczynajac z za-
danego warunku poczatkowego fyp wyznacza si¢ wartosci w chwili 11 = 19 + At,
t = t; + At itd. koficzac na chwili 7. Ciag ten stanowi przyblizenie funkcji be-
dacej rozwigzaniem $cistym zadania. Jak wynika z powyzszej analizy rozwigzanie
rézniczkowe zastgpowane jest rOwnaniem réznicowym, ktére przybliza réwnanie
rézniczkowe w kolejnych chwilach czasu 7. Dlatego metode taka nazywamy me-
todg roznicowq. W celu uzyskania rozwigzania w metodzie r6znicowej konieczne
jest wyznaczenie w kolejnych krokach wartosci przyblizonych lewych stron réw-
nan (2.1) czyli pochodnych % oraz prawych stron funkcji f; (x1,x2,...,xn). Do
wyznaczenia pochodnych stosowane sa bardziej lub mniej rozbudowane metody
numeryczne.

W powszechnie stosowanych metodach numerycznych rozwigzywania réwnan
rézniczkowych zwyczajnych mozna wyr6znic:

— metody jednokrokowe konstruujace dla poszukiwanego rozwigzania x (¢) ciag
przyblizen zgodnie ze wzorem

Xk+1 = Xk +h®r (1, Xk, 1)
X0 = x(lo) (2.34)
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gdzie @y moze by¢ funkcjg liniowa lub nieliniows, zas k krokiem catkowania.
W przypadku metod jednokrokowych do wyznaczenia kolejnego przyblizenia
X wystarcza znajomo§¢ poprzedniego xj_i. Startujac z punktu poczatkowego
Xo wyznaczamy kolejne rozwigzania x;,i = 1,2..., N, gdzie N jest liczba
krokéw calkowania,

— metody wielokrokowe zdefiniowane sg zaleznoSciami

U Xjym+- . A1 Xp 10Xk =h (Bm fieam~+- - -+ B1 fe+1+Bo fi)
xj = x;(h) (2.35)

gdzie f; = f(t;.xj);k=0,1,2,...,N—m;j =0,1,...,m — 1. Metoda
okreslona zaleznoscia (2.34) jest szczegdlnym przypadkiem metody wielokro-
kowej. Metoda okreSlona wzorem (2.35) jest nazywana metoda m-krokowa.
W metodzie wielokrokowej wykorzystuje si¢ pewna liczbe poprzednich rozwig-
zan. Aby rozpocza¢ obliczenia takg metoda konieczna jest znajomo$¢ rozwigza-
nia w chwili poczatkowej oraz w k—1 chwilach czasu, ktére nie sa znane. Zatem
aby ,,wystartowac” obliczenia konieczne jest wyznaczenie rozwigzafi dla kilku
poczatkowych krokéw. Te rozwigzania mozemy wyznaczy¢ za pomocg metody
jednokrokowej, a nastepnie uruchomi¢ metode¢ wielokrokowa. Zatem metody
wielokrokowe nie naleza do tzw. meftod samostartujgcych, w przeciwienstwie
do metod jednokrokowych.

Przy wyznaczaniu rozwigzania numerycznego bardzo istotny jest dobdr kroku
calkowania Az. Dlugos$¢ tego kroku dobiera si¢ tak, aby btad wykonany w trakcie
obliczen byl jak najmniejszy. Poniewaz rozwigzanie Sciste nie jest znane, popetnio-
ny btad szacuje si¢ réwniez metodami przyblizonymi stosujac np. metode Rungego
omoéwiong doktadnie przy metodzie Rungego-Kutty.

Warto podkreslié, ze do rozwigzywania uktadéw zawierajacych elementy o bar-
dzo szybkim i bardzo wolnym dynamicznym dzialaniu (sztywnych numerycznie)
stosujemy metody do nich dedykowane np. metod¢ Adamsa lub Gear’a.

2.5.3. Metoda Eulera

Jedna z najprostszych metod rozwigzywania réwnan rézniczkowych jest metoda
Eulera, nazywana tez metodq stycznych. Metoda to polega na znalezieniu rozwig-
zania w postaci

Xer1 = Xk + hf(te.x¢) k=12,....N (2.36)

gdzie x, f sg kolumnowymi wektorami odpowiadajacymi wspétrzednym x; oraz
prawym stronom f; uktadu réwnan (2.1). Metode Eulera wyjasnimy na przykladzie
jednego réwnania rézniczkowego w postaci

dx
- =fn (2.37)
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Pochodna % przyblizamy ilorazem r6znicowym opartym na wezlach ¢ oraz ¢ + h,
h jest krokiem catkowania. Korzystajac z rozwinigcia Taylora otrzymujemy

dx  x(t+h)—x() hd?x

— = = 2.38
dt h 2.dr? (2.38)

w weztach zachodzi zalezno$¢é
X (k1) = x (1) + 1f (1. x (1)) + gk (2.39)

gdzie gi sa rozwinieciami wyzszego rzedu. Pomijajac w réwnaniu (2.39) nieznane
funkcje gx otrzymujemy metode Eulera

Xkt1 = Xk +hf(tg, xk)
X9 = x(lo) (2.40)

Graficzng interpretacje metody Eulera przedstawiono na rysuenku2.11. Aby wy-

A
X

Xi [

\/

Ik Tk+1  Tk+2
Rysunek 2.11. Interpretacja graficzna metody Eulera

znaczy¢ rozwigzanie w punkcie #x 4 1, wykorzystujemy réwnanie stycznej do krzy-
wej w punkcie 7.

Metoda Eulera jest najprostsza metodg réznicowa, wykorzystywana w prakty-
ce jedynie w specyficznych przypadkach. Jej zaletg jest prostota. Aby osiagnaé wy-
magang doktadnos¢ konieczne jest stosowanie bardzo matego kroku Az, co wynika
z wykorzystania wartosci funkcji f(x(¢), t) jedynie w aktualnym kroku czasowym.

Doktadniejszy wynik mozna uzyskac konstruujac bardziej zaawansowane me-
tody obliczania pochodnej poprzez wykorzystanie informacji z kilku poprzednich
krokoéw, czyli stosujac metody np. wielokrokowe lub uwzgledniajac warto$ci funk-
cji f(x(t),t) wwigkszej liczbie punktéw zaréwno dla zmiennej ¢ jak i wspotrzed-
nej x [3, 11].
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2.5.4. Metoda Rungego-Kutty

Metoda Rungego-Kutty dostarczana jest standardowo w wielu pakietach oprogra-
mowania lub tez bibliotekach jezykéw Fortran lub C. Metoda Rungego-Kutty za-
liczana jest do metod jednokrokowych, czyli jest samostartujaca. Zwickszenie do-
ktadnosci uzyskuje sie wykonujgc w trakcie obliczen numerycznych wigkszg liczbe
krokéw prébnych, w ktérych okreslane sa prawe strony réwnarn (2.1). WartoSci wek-
tora funkcji f(x,7) oblicza si¢ réwniez w punktach posrednich, innych niz wezty
wynikajace z przyjetego kroku czasowego. Metoda ta nadaje si¢ do rozwigzywania
wiekszosci réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Zalecana jest réwniez do uktadéw
z nieciggto$ciami. Najbardziej popularna jest metoda czwartego rzgdu (RK4).

Ogdlna postaé jawnej metody Rungego-Kutty przedstawiaja nastepujace zalez-
nosci:

x(t + At) =x(t) + Y ;i wiK; (2.41)
Ki = AtF (x(t),1) (2.42)
K; = A/F (x(t) + Y by K+ a,At) i1 (2.43)

gdzie w;, a;, bjj wspdtczynniki — liczby rzeczywiste.

Réwnanie (2.41) stuzy do obliczenia wartoSci rozwigzania w kolejnym weZle
jako sumy rozwigzania w wezZle poprzednim i §redniej wazonej przyrostow warto-
$ci rozwigzania oznaczonych jako K; (2.43) z wagami w; przyporzadkowanymi do
tej Sredniej. Ky (2.42) jest przyrostem wartoSci rozwigzania obliczonym tak, jak
w metodzie Eulera. Pozostate przyrosty K», Ks, ..., K, obliczane sg rekurencyj-
nie, tzn. kazdy nastgpny obliczany jest na podstawie poprzedniego.

WartoSci te sa liczone analogicznie jak w metodzie Eulera, z tym Ze uwzgled-
niane sg wartosci funkcji F dla chwil czasu pdZniejszych niz ¢ oraz dla przypusz-
czalnych wartoS$ci rozwiazan x w tych chwilach. W ten sposéb obliczane sa kroki
prébne w celu uzyskania wickszej doktadnoS$ci rozwigzania.

Pézniejszg chwile czasu oblicza si¢ wykorzystujac wspdtczynnik a; podstawia-
jac tq; =t + a; At, a przyblizone rozwiazanie dla tej chwili jako

i—1

xX(ta)) = x(1) + > bijK;.
j=1

Wartos¢ rozwigzania w chwili 74; jest wyznaczona poprzez dodanie do aktualnego
rozwigzania Sredniej wazonej z obliczonych wczesniej przyrostow K. Wzor itera-
cyjny wedlug metody Rungego-Kutty 4 rzedu (RK4) pozwalajacy na wyznaczenie
rozwigzania w kroku k£ + 1 ma nastepujaca postac:
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Xk+1 = Xk + Axg
Axy = 16(K1 + 2K, +2K3 + Ky)
Ky = hf(tg, xx)

K> = hf (tk + g xXg + %Kl) (2.44)

h h
K3 = hf (tk + o Xt EKz)
K4 = hf (tx + h,x; + hK3)

gdzie h = At = ty 41 — 1t jest krokiem czasowym. Dla poréwnania jawna metoda
RK2 nazywana metoda kroku posredniego* okresla zaleznosé

Xpp1 = Xk + K> (2.45)

gdzie K, jest takie jak we wzorze (2.44).

Wspétczynniki w metodzie Rungego-Kutty ustala si¢ poprzez dob6r rzedu me-
tody oraz zapewnienie zbieznosci metody.

Tak jak wspomniano w sekcji 2.5.3 bfad popelniony przy wyznaczaniu roz-
wigzania numerycznego (ktdre jest rozwigzaniem przyblizonym) w bardzo istotny
sposéb zalezy od wybranej metody oraz doboru kroku catkowania. W metodach
typu Rungego-Kutty do oszacowania przyblizonej wartoSci btedu stosuje si¢ tzw.
metode Rungego. Metoda ta polega na wyznaczeniu rozwigzania w punkcie x4
wykonujac nastepujace obliczenia[3]:

— wyznaczamy rozwigzanie przyblizone x4 przechodzac z xj do xg 41 z kro-
kiem £,
h

— wyznaczamy rozwigzanie przyblizone przechodzac z x; do X z krokiem 7,

a nastepnie z Xy do xx .1 réwniez z krokiem %

Blad rozwigzania przy przejsciu z krokiem /4 okreslamy jako
1
X1 —xp )~ yp ()P (2.46)

natomiast z krokiem % jako

+1
trar —x®@ oy (B ! 2.47
k+1 =X = 2Vp ) (2.47)

gdzie p oznacza rzad metody, y, pewna stata, i krok catkowania, xj 4 jest roz-

)

wigzaniem Scistym, x;

rozwigzaniem przyblizonym uzyskanym z krokiem #,

4j. ang. midpoint method
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(2
k+1

kiem % Odejmujac stronami réwnanie (2.47) od (2.46) otrzymujemy

za$ X rozwigzaniem przyblizonym uzyskanym rozwiazujac z potowionym kro-

1 ) @)
R T (xk+1 - xk+1) (2.48)

gdzie § = x,(clll — x]gzl, jest oszacowang wartoscig bledu metody. Dla metody
Rungego-Kutty 4 rzedu otrzymujemy miar¢ btedu

L @)
8= 5 Xeo1 — X1l - (2.49)

Wybér kroku catkowania jest kompromisem pomi¢dzy doktadnoScig a czasem ob-
liczen. Jesli przyjmiemy, Ze obliczenia powinny by¢ prowadzone z doktadnoScia ¢,
to moga wystgpi¢ dwa przypadki:

— 8§ < g, rozwigzanie jest wystarczajgco doktadne. Dodatkowo mozemy zalozyd,
ze gdy § > &/50 to krok h podwajamy (pozwoli to skrécié¢ czas obliczen),
w przeciwnym przypadku przechodzimy do kolejnego punktu,

— § > &, rozwigzanie nie jest wystarczajaco dokladne, krok 4 dzielimy na pot
i obliczenia wykonujemy ponownie.

W bibliotekach numerycznych wigkszosSci systeméw obliczeniowych mozna
znalez¢ wiele procedur przeznaczonych do rozwigzywania rownan rézniczkowych
zwyczajnych (zagadnienia poczatkowego). Metoda Rungego-Kutty jest dostepna
jako standardowa i zalecana do wigkszoSci typowych zadan. Na przyktad w pakie-
cie Matlab oferowane sa procedury RK rzedu 2 i 3 ode23 oraz rzedu 4 i 5 ode45.

Jako przyktad zalecane jest wyznaczenie rozwigzania nieliniowego réwnania
Duffinga

¥4+20x + x4+ yx3 = fysinot. (2.50)

Wspdlczynniki w powyzszym réwnaniu oznaczaja: ¢ — wspoiczynnik tlumienia,
y —nieliniowa sztywnos$é, fo, w —amplituda i czgsto$¢ wymuszenia.

Na przyktadzie réwnania Duffinga mozliwe jest sprawdzenie wplywu poszcze-
gblnych parametréw na uzyskiwane rozwigzanie, jak rowniez zbadanie wpltywu
kroku catkowania, rzedu metody na doktadnos$¢ uzyskiwanych wynikéw. W celu
poréwnania wynikéw mozemy wprowadzi¢ dwa skrajnie rézne kroki catkowania:
,»duzy” oraz ,,maly” krok. Na rysunku 2.12 przedstawiono rozwigzania drgan wta-
snych dla ¢ = 0,05, y = 0,25, fo = 0, w funkcji czasu. Rozwigzania wyzna-
czono metodg RK4 z krokiem calkowania & = 1 (rysunek 2.12(a) oraz h = 0,01
(rys. 2.12(b). Na uzyskanych przebiegach czasowych wida¢ wyraZzne r6znice w uzy-
skanych rozwigzaniach.
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Rysunek 2.12. Rozwigzanie réwnania Duffinga w przypadku drgan wlasnych;
£ =0,05y =0,25 fo =0, (a)krok catkowania h = 1, (b) krok catkowania
h = 0,01

2.6. Zadania do rozwigzania

Zadanie 1

Wyprowadzi¢ réwnania rézniczkowe ruchu modelu samochodu o 4 stopniach swo-
body przedstawionego na rysunku 1.2. Réwnania rézniczkowe zapisaé¢ w postaci
Cauchy’ego (2.1). Napisa¢ réwnania w wybranym jezyku programowania (np. For-
tran, C lub w pakiecie Matlab lub Mathematica), a nast¢pnie wyznaczy¢ rozwia-
zania opisujgce ruch poszczegdlnych mas. Symulacje przeprowadzi¢ dla réznych
krokéw czasowych i warunkéw poczatkowych.

Zadanie 2

Zredukowa¢ model samochodu o 4 stopniach swobody (rysunek 1.2) do modelu
0 2 stopniach swobody (1.3(a) opisujgcego ruch przedniego zawieszenia. Réwnania
rézniczkowe zapisa¢ w postaci Cauchy’ego (2.1), a nastepnie w wybranym jezyku
programowania (np. Fortran, C lub w pakiecie Matlab lub Mathematica). Wyzna-
czy¢ rozwigzania opisujgce ruch masy resorowanej i nieresorowanej. Symulacje
przeprowadzi¢ dla réznych krokéw czasowych i warunkéw poczatkowych. Wyniki
poréwnan z modelem o 4 stopniach swobody.
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3. Réwnania rézniczkowe czastkowe.
Metoda réznic skonnczonych

3.1. Réwnania rozniczkowe czgstkowe

Posta¢ og6lna réwnar rézniczkowych czgstkowych RRC, ktéra zawiera pochodne
nieznanej funkcji z(x, y,...) dwdch lub wiecej zmiennych niezaleznych mozna
zapisa¢ w nastepujacej formie

dz 0z 02z 0%z 0%z
_— — =0 (3.1

f(x,y,...,z, ax, ay,...,ﬁ,ay—z,m,...

W mechanice konstrukcji réwnania tego typu maja wiele zastosowan, miedzy in-
nymi do badan elementéw o cigglym rozktadzie masy (prety, belki, ptyty, itp.).
W niniejszym opracowaniu zakres rozwazafn ograniczony zostal do analizy RRC
liniowych drugiego rzedu opisanych zaleznoscia

0z 0z 02z 0z 0z B
—+a2m+a3ﬁ+a4a+a5@+a6z—f(x,y) (3.2)
Szczegdtowy podziat réwnan rézniczkowych czastkowych liniowych drugiego rze-
du wykonywany jest na podstawie wartoSci wyznacznika A, ktérg okresla si¢ w na-
stepujacy sposéb A = a% —4ayas. A zatem klasyfikacja odbywa si¢ tylko na pod-
stawie trzech pierwszych wyrazow przytoczonej zaleznosci (3.2). Stagd wyrézniamy
rOéwnania typu [3]:
a) eliptycznego (A < 0), np.:

%+%+F(Ly,z,g—i,g—;>=0 (3.3)
b) parabolicznego (A = 0), np.:
02z dz 0z
ﬁ+F(x,y,Z,$,$) =0 (3.4)
o 02z 9z 0z
(,)y—z—i—F(x,y,z,g,@) =0 (3.5)
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¢) hiperbolicznego (A > 0), np.:

02z 9%z +F( a9z 82) (3.6)
a 7 a o X, V. Zy, —, — = .
dx2  dy? Vo2 oy dy
lub
Pz +F( 2 aZ) 0 3.7)
x9 s 4y N 9 A = .
dxdy2 Y2y dy

Przedstawiony powyzej podziat nie jest tylko formalny, wskazuje zakres mozliwych
zastosowan w zagadnieniach technicznych. Rdwnania hiperboliczne i paraboliczne
mogg zosta¢ wykorzystane do opisu proceséw dynamicznych (np. drgania, prze-
wodnictwo cieplne, itp.), gdzie zazwyczaj jedna ze zmiennych jest tozsama z cza-
sem. Natomiast podstawowym zastosowaniem réwnan eliptycznych jest analiza sta-
néw réwnowagi, gdzie funkcja z zalezy tylko od zmiennych przestrzennych.

3.2. Metoda réznic skoriczonych

Rozwigzania réwnan r6zniczkowych czastkowych liniowych drugiego rzedu moz-
na wyznaczy¢ metodami teoretycznymi: analitycznymi (rozwigzanie Sciste) oraz
numerycznymi (rozwigzanie przyblizone). Jednym z dostgpnych narzedzi nume-
rycznych jest metoda réznic skoiczonych MRS. Zastosowanie wspomnianego al-
gorytmu obliczeniowego wymaga zastgpienia pochodnych odpowiednimi iloraza-
mi r6znicowymi. Pierwsza pochodng funkcji jednej zmiennej z = f(x) w punkcie
X = x; mozna przyblizy¢ kilkoma sposobami, ktérych interpretacja geometryczna
znajduje si¢ na rysunku 3.1:
a) iloraz r6znicowy w przéd

dz N£+_f(xi‘i‘Ax)_f(xi)_Zi—H—Zi (3.8)
dx|,, — Ax|,, Ax Ax '
b) iloraz réznicowy wstecz
dz| Azl fOa) =S —AX) _ zi —zZieg (3.9)
x|y,  Ax|y, Ax Ax '
¢) iloraz réznicowy centralny
dz| Az flai4+Ax)— fOi—Ax)  zig1—zic (3.10)
dx |y, ~ Ax 5 2Ax ~ 2Ax '

Rozwazmy ciagla i rézniczkowalng funkcje, na przyktad z = x2. Okreslajac
dokfadng warto$¢ pierwszej pochodnej w punkcie x = 2 otrzymano % = 2x,
dz
dz =4
dx ‘x=2 :
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Rysunek 3.1. Interpretacja geometryczna ilorazow roznicowych

Przyblizong warto$¢ pierwszej pochodnej funkcji z wyliczono wykorzystujac
punkty x;—; = 1,9, x; = 2, xj+1 = 2,1 (Ax = 0,1). Otrzymano wyniki:

d_z‘ ~ gﬁ — 21222 4y dz | ~ Azjm 222192 5
dx|x=2 =7 Axlx=2 — 0,1 — Mo dxlx=2 " AxlIx=2 0,1 - 955
d_z‘ N £| _ 2,12-1,9%2 _ 4
dx|x=2 " Axlx=2 — 0,2 -

Analizujac przedstawione rozwigzania zauwazono, ze najlepsze przyblizenie
wystgpilo, gdy do obliczeri zastosowano iloraz réznicowy centralny. Doktadno$¢
metody réznic skoficzonych ocenia si¢ rozwijajac w szereg Taylora poszukiwang
funkcje z (x) wokodt punktu o wspétrzednej x;:

LA dz Ax?d?z Ax3d3z Ax*d*z o GUD)
Zit1 = Zj xX— .. (3.
R dx|, 20 dx?|, " 31 dx3|, 4l 44|,
A dz Ax?d?z Ax3d3z Ax*d4z (3.12)
Zic1 =z —Ax— — —... (3.
S N TR =) N TRV I ) B TR Vel
Réwnania (3.11) i (3.12) przeksztatcono do postaci:
a) iloraz r6znicowy w przéd
dz|% zig1—zi
-~ = % + 0(Ax) (3.13)
X
b) iloraz réznicowy wstecz
dz | zj —zi—
- = ’Tx’l + 0(Ax) (3.14)
X
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Odejmujac réwnanie (3.12) od (3.11) otrzymamy wyrazenie na iloraz réznicowy
centralny:

dz Zi+1 — Zi—1 2

x|, = TAx + 0(Ax~) (3.15)
W réwnaniach (3.13), (3.14), (3.15) czton 0(...) oznacza reszte z rozwinigcia w sze-
reg Taylora. W nawiasie znajduje si¢ informacja o najnizszym rzedzie czgéci, ktéra
nie zostata uwzgledniona w metodzie réznic skoficzonych. Im wyzszy jest ten rzad
tym bardziej doktadne otrzymamy rozwigzanie.

Najprostszym sposobem znalezienia rownania przyblizajgcego warto$¢ drugiej

pochodnej funkcji z(x) w punkcie x; jest wykorzystanie zaleznoSci na pierwszg
pochodng w punktach x; 4 1/2 1 X;_1/2

Zi41—2Z; Zj—Zj—] . . .
Yi-1/2  ~ Ax  _  Ax :Zz+1—2Zz+Zz—1

Ax AXx Ax?2

d?z

(3.16)

Powyzej przedstawiono jak mozna zastapi¢ pierwsza i druga pochodng funkcji

jednej zmiennej z(x) za pomocy ilorazu réznicowego. Zalezno$¢ (3.2) przedsta-

wia réwnanie zawierajgce pochodne czastkowe pewnej funkcji z (x, y), gdzie x, y

sg zmiennymi niezaleznymi. Postepujac analogicznie jak dla zagadnienia jedno-

wymiarowego odpowiednie pochodne w punkcie o wspétrzednych x;, y; zapisano
w postaci nastepujacych réwnan réznicowych:

0z Zit1,j — Zi—1,j
— = —— - 3.17
0x P 2Ax G.17)
9z _ Zij41 —Zij-1 (3.18)
8y Xiy.Vj ZAy
9%z Ziv1,j —2zi; + zi—1,j
ﬁ — i+1,j A1,£+ i—1,j (3‘19)
%% | xi X
92 .. — 2z .
_i _ Zi,j+1 Zz,é + zZi,j—1 (3.20)
ay xi:J’j Ay
¥z _ Zitlj41 = Zitnj—1 = Zimlj41 + Zie - (3.21)
dxdy 4AxAy '

XisYj

Rycina 3.2 przedstawia ptaszczyzne zmiennych niezaleznych, na ktérej zamiesz-
czono punkty uzyskane podczas dyskretyzacji. Tworzg one siatke prostokatng scha-
rakteryzowang przez dwa przyrosty Ax i Ay. Zaleznosci od (3.17) do (3.21) jed-
noznacznie okreSlaja ogélny schemat réznicowy dla punktu (x;, y;) stuzacy do
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Rysunek 3.2. Siatka prostokgtna z naniesionym ogolnym schematem réznico-
wym dla rownan réiniczkowych czgstkowych II rzedu

znalezienia rozwigzania réwnan rézniczkowych czastkowych liniowych drugiego
rzedu metoda réznic skoficzonych.

Zmienne niezalezne mogg by¢ powiazane z przestrzenia, np. wspétrzedne pro-
stokatnego ukfadu odniesienia x, y, z lub tez z czasem 7. W metodzie r6znic skofi-
czonych dla réwnan rézniczkowych rozpatrywanych w dziedzinie czasu istnieja
dwa podstawowe algorytmy obliczeniowe: Explicit oraz Implicit. Jesli pierwsza
pochodna pewnej funkcji wynosi ‘i,—f = f(¢) to mozemy znalezé warto§¢ funkcji
z;+1 dla kolejnej chwili czasu ¢ + At korzystajac z opcji:

a) Explicit

dz Zi+1 — Zj
—_— A —— 3.22
dt|, At (5.22)
Ziv1 =2zi + f(ti)At (3.23)
b) Implicit
dz Zi+1 — Zi
) Jan—a 3.24
dat |, ., At (.24)
Zi+1 = zi + f(ti+1) At (3.25)

Poréwnujac ze sobg réwnania (3.22) i (3.24) mozna bez problemu zauwazy¢ fun-
damentalng réznice wystepujacag w definicji obu algorytméw. W metodzie Explicit
pochodna wzgledem czasu okre$lana jest w chwili #;, natomiast dla Implicit w #; 4 1.
W rezultacie wartoS$¢ funkcji w punkcie z; 41 moze zostaé¢ wyliczona ze schematu
tzw. jawnego (3.23). Poszukiwana warto$¢ w metodzie Explicit wystepuje tylko po
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lewej stronie rownania. Alternatywny schemat Implicit jest niejawny (3.24), ponie-
waz wyraz z; 11 jest ukryty takze w funkcji f(¢;+1). Przykladowe schematy jawny
i niejawny zostang przedstawione w tym opracowaniu dla pewnej funkcji dwéch
zmiennych z (x, t), ktérej pochodne tworza réwnanie rézniczkowe:
0z 0%z (3.26)
— = C— .
ot 9x2
Wykorzystujac metode typu Explicit pierwsza pochodng wzgledem czasu ¢ za-
stagpiono ilorazem réznicowym w przéd

0z
dt

_ Al T Eg (3.27)
At ’

t; 2 Xj

natomiast drugg pochodng wzgledem zmiennej przestrzennej x ilorazem réznico-
wym centralnym dla chwili czasu t;

9%z Zij+1—2zij +zij—
o = A (3.28)
0x X Ax
Po podstawieniu réwnari (3.27) i (3.28) do réwnania (3.26) otrzymano
cAt
Zit1,j = Zi,j + E(Zi,j_,_l — 221',]' + Zi,j—l) (3.29)

Schemat r6znicowy dla metody typu Explicit pozwalajacy na okreSlenie z dla chwi-
li czasu t; 1 przedstawiono na rysunku 3.3. Podstawowg zaletg tego algorytmu
sg proste procedury obliczeniowe. Niestety stabilno$¢ metody wymaga narzucenia
ograniczenia na dlugo$¢ przyrostu czasu At < Atygx, gdzie warto$¢ graniczna

Atymax obliczana jest z [2]:
cAtmax

Ax?
Jesli 6 < 1/2 wéwezas bledy w procedurze numerycznej nie beda narastaty, ale
moga oscylowaé. W przypadku gdy § < 1/4 oscylacje zanikajg, adla§ = 1/6 wy-
stepuje minimalny btad metody réznic skoficzonych dla rozpatrywanego réwnania
(3.26).
Wykorzystujac metode typu Implicit do znalezienia rozwigzania réwnania réz-
niczkowego (3.26) pierwsza pochodng wzgledem czasu ¢ zastapiono ilorazem réz-
nicowym wstecz

=5 (3.30)

0z
ot

Zi+1,j — Zi,j
= —— 3.31
A7 (3.31)

Li41,X)
natomiast druga pochodng wzgledem zmiennej przestrzennej x ilorazem réznico-
wym centralnym dla chwili czasu #; 41

02z
9x2

_ Zinen =220 2 (3:32)
Ax?2 .

Li41,X;)
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Rysunek 3.3. Siatka prostokqtna z naniesionym schematem réznicowym dla
metody typu Explicit
t
AXx Ax | Ax Ax
|
li+2
At
o o
tir1 o O
At
t; Y
At
ti—1
Xj—2 Xj—1 Xj Xj+1 Xj+2 X

Rysunek 3.4. Siatka prostokqtna z naniesionym schematem réznicowym dla
metody typu Implicit

Po podstawieniu réwnari (3.31) i (3.32) do réwnania (3.26) otrzymano

cAt
Ziv1,j = Zi,j + 7(Zi+1,j+l —2zi41,; + Zit1,j—1) (3.33)

Prezentowany schemat jest niejawny, gdyz wyrazy z; +1,... wystepuja zaréwno po
prawej jak i lewej stronie réwnania (3.33). Algorytm Implicit wymaga zastoso-
wania skomplikowanych procedur obliczeniowych, ale jest bezwarunkowo stabil-
ny. Schemat réznicowy dla metody typu Implicit pozwalajacy na okreslenie z dla
chwili czasu ¢; 41 przedstawiono na rysunku 3.4.

W metodzie MRS siatka punktéw jest ograniczona i ma skorficzony rozmiar.
Analiza zagadnienia dla punktéw znajdujacych si¢ przy krawedziach rozpatrywa-
nej siatki wymaga uwzglednienia warunkéw granicznych (brzegowych i/lub po-
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czatkowych). Przyjmijmy, ze funkcja z zalezy od zmiennej przestrzennej x oraz
czasu ¢. Warunki brzegowe beda definiowaé dodatkowe zalezno$ci w dziedzinie
przestrzeni. Rozrézniamy dwa gtéwne ich rodzaje [2]:

1. podstawowe (Dirichleta) — warunki brzegowe narzucone na funkcje z, np.:
Z|x=0,;, =0 (3.34)
2. naturalne — warunek brzegowy jest w postaci réwnania rézniczkowego, np.:

0z

% —0 (3.35)
dx x=0,t;

Warunki poczatkowe okreslane sa w dziedzinie czasu dla chwili t = 0. Postg-
pujac analogicznie jak dla warunkéw brzegowych wyrézniamy dwa podstawowe
rodzaje warunkéw poczatkowych:

1. warunek poczatkowy narzucony na funkcje z, np.:
Z|x;,0=0 = 0 (3.36)
2. warunek poczatkowy w postaci pierwszej pochodnej funkcji z, np.:

a9z

- =0 (3.37)
ot Xi,t=0

Zastosowanie metody réznic skoriczonych do rozwigzania rownan rézniczkowych
czastkowych liniowych drugiego rzedu wymaga uwzglednienia zagadnienia brze-
gowego (réwnania eliptyczne) lub poczatkowo-brzegowego (réwnania parabolicz-
ne i hiperboliczne).

3.3. Przyktad —drgania struny

W rozwazanym przyktadzie rozpatrzmy réwnanie drgan poprzecznych sprezystej
struny w postaci

92 92
=55 (3.38)
x
gdzie: ¢? = %, S —sita poprzeczna napinajgca strung, p —masa na jednostke dlu-

gosci struny [6]. Schemat analizowanego uktadu przedstawiono na rysunku 3.5.

W metodzie réznic skoriczonych wykorzystano algorytm typu Explicit. Drugg
pochodna wzgledem zmiennej przestrzennej x zastgpiono ilorazem réznicowym
centralnym:

32_y _ YVi+1,i — 2yt Yj-1i
dx2 N Ax?

(3.39)

Xjsti
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Yo

L

Rysunek 3.5. Schemat struny wychylonej z potozenia rownowagi

Ten sam typ ilorazu réznicowego wykorzystano do zastgpienia drugiej pochodnej
funkcji y(x, ¢) wzgledem czasu:

92 .. N, Y .
_;’ _ Yiit1 y;,zz + Vj,i—1 (3.40)
0% | 5 At
Po podstawieniu réwnari (3.39) i (3.40) do réwnania (3.38) otrzymano
Viit1 =82 (Vjt1,i — 2¥j,i + Yi—1,i) + 2Vj,i — Vj,i—1 (3.41)

gdzie: § = %. Warunek stabilnosci dla metody Explicit przyjmuje posta¢ § < 1
[1]. Wykorzystujac rownanie(3.41) sporzadzono schemat réznicowy przedstawio-
ny na rysunku 3.6. Taki schemat jest wazny dla kazdej chwili czasu, gdzie i = 0,
(t=0).

t
Ax Ax ‘ Ax Ax
lit2
At
fi+1
At
) )
t; O %
I At
ti—1 j/
Xj—2  Xj-1 Xj Xj+1  Xj+2 X

Rysunek 3.6. Siatka prostokqtna z naniesionym schematem réznicowym dla
rozpatrywanego przyktadu
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Znalezienie rozwigzania wymaga uwzglednienia warunkéw brzegowych oraz
poczatkowych. Przyjeto nastepujagce warunki:

1. brzegowe — wynikajace z zamurowania obu koicéw struny

Zlx=0,5 = 0 (3.42)
Zlx=L,; =0 (3.43)
2. poczatkowe — zalezne od przyjetej wstepnej deformacji i predkosci struny
L (T
Zlx;4=0 = Yosin (ij,izo) (3.44)
dz Yji=1—Yj,i=-1
— == : =0 3.45
O |y, 1=0 2At (345)

Na podstawie roéwnania (3.45) okreSlono istotng zaleznoS¢, ktora jest niezbedna
do obliczen w pierwszej iteracji:
Viji=—1 = Yji=1 (3.46)

Strune podzielono na 6 elementéw o dlugosci Ax = %. Wykorzystujac zaleznosci
(3.42), (3.43), (3.44), (3.46) z réwnania (3.41) okreSlono posta¢ macierzowa dla
pierwszej iteracji stuzacej do obliczenia wartosci y; 1:

Y11 y1,0 V1,0
V2,1 Y2,0 V2,0
Y3,1 ¥3,0 2 Y3,0
var( = Vryao( T34 40 (3.47)
V5,1 V5,0 V5,0
Ye,1 V6,0 Y6,0
Y11 1,0 Y7.0
gdzie:
Y10 0
V2,0 yosin (%)
Y3,0 Yo sin (27”)
Yao( = YYosin (37”) (3.48)
Y50 Yo sin (47”)
V6,0 yosin (3Z)
Y70 0
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opisuje poczatkowa deformacje struny. Natomiast macierz A zawiera wspoélczyn-
niki okreSlone podczas dyskretyzacji w dziedzinie przestrzeni z uwzglednieniem
warunkéw brzegowych:

0 O
1 -2
0 1
0 O
0 O
0 0
0 O

0 O
1 0
-2 1
1 -2
0 1
0 O
0 O

0 O
0 O
0 O
1 0
-2 1
1 -2
0 O

S o o o O

(3.49)

Dla kolejnych iteracji, chwil czasu, gdzie i = 2 poprzeczne drgania struny okre-

§lono z réwnania:

Yi,i
Y2,i
V3,i
Ya,i
Ys,i
Ye,i
Y1,i

V1,i—1
Y2,i—1
V3,i—1
Ya,i—1
V5,i—1
Y6,i—1

Y7,i—1

+ 824

Y1,i—1
Y2,i—1
V3,i—1
Ya,i—1
V5,i—1

Ye,i—1

V7,i—1

Y1,i-2
Y2,i—2
V3,i—2
Ya,i—2
V5,i—2
Y6,i—2
V1,i—2

(3.50)

Obliczenia wykonano w programie Matlab [5] dla przyjetych parametréw § = 0,1,
yo = 0,1. Narysunku 3.7 zaprezentowano otrzymane wyniki. Przyblizone drgania

Rysunek 3.7. Drgania poprzeczne struny
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poprzeczne struny y; ; przedstawiono na wykresie 3D, ktéry wykonano za pomoca
polecenia mesh dla kolejnych punktéw siatki MRS. Zaprezentowany przyktad apli-
kacji metody réznic skoriczonych do rozwigzania réwnan rézniczkowych czastko-
wych liniowych drugiego rzedu jest nieskomplikowany. W badaniach naukowych
MRS znajduje zastosowanie do modelowania wiele trudniejszych zagadniefi, na
przyktad badarn struktur z uszkodzeniem [4].
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4. Podstawy analizy sygnatéw

4.1. Wprowadzenie

Teoria sygnatéw to jedna z fundamentalnych dziedzin wiedzy technicznej. Jej zna-
jomos$¢ jest niezbedna nie tylko projektantom urzadzen elektronicznych, ale réw-
niez automatykom, informatykom, mechanikom, elektrotechnikom i specjalistom
od telekomunikacji. Rozwdj techniki cyfrowej zrewolucjonizowat metody przetwa-
rzania sygnaléw, pojawily si¢ nowe sposoby analizy, lecz podstawy tych mechani-
zméw sg niezmienne — nadal wykorzystywane sg transformaty Fouriera i Laplace’a
oraz klasyczne algorytmy modulacji.

W jezyku potocznym sygnat to wszelki umowny znak o tresSci informacyjne;j.
W naukach technicznych sygnat definiowany jest jako funkcja f(¢) zalezna zwykle
od czasu. Najkrécej méwiac sygnat jest to nosnik informacji.

Poprzez analize sygnaléw rozumie¢ bedziemy zgodnie z definicja zaczerpnigty
ze stownika jezyka polskiego — mySlowe, pojeciowe wyodrebnienie cech, czesci,
lub sktadnikéw badanego zjawiska lub przedmiotu; badanie cech elementéw lub
struktury czego§ oraz zachodzacych miedzy nimi zwiazkéw (...). Wygodniejsza
definicja méwi, ze analiza sygnalu jest to badanie, ktérego celem jest identyfika-
cja wlasnosci, cech, miar sygnatu, a takze odtwarzanie informacji niesionej przez
sygnal [12]. Popularnymi metodami uzywanymi w analizie sygnatow sg:

— badanie miar statystycznych (momentéw),

— analiza rozktadu (gestosci) prawdopodobienistwa,

— analiza korelacyjna,

— analiza widmowa (spektralna, fourierowska albo czestotliwo$ciowa),
— analiza falkowa (ang. wavelet analysis).

Czesto stosowanym pojeciem jest tez przetwarzanie sygnatu, tzn. zmiana wila-
snosci, formy, cech i miar sygnatu celem jego tatwiejszej analizy, rejestracji, prze-
chowywania. Sygnal ze wzgledu na swdj charakter mozna podzieli¢ na:

— deterministyczny,

— stochastyczny (losowy),
— mieszany.

Sygnat deterministyczny jest przewidywalny, natomiast stochastyczny jest zbiorem
informacji losowej. Sygnat mieszany jest ztozony co najmniej z dwoch sygnaléw
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sktadowych, z ktérych jeden jest deterministyczny a drugi losowy. Sygnat deter-
ministyczny z kolei dzieli si¢ na okresowy i nieokresowy zgodnie ze schematem
przedstawionym na rysunku 4.1.

sygnat deterministyczny

okresowy nieokresowy
harmoniczny | |poliharmoniczny quasi-okresowy nieustalony

Rysunek 4.1. Podziat sygnatow deterministycznych

Poprzez sygnat okresowy rozumiemy przebieg czasowy, ktéry spetnia zalez-
nos¢:
x()=x@t+T)=..=x(t+kT), 4.1)
gdzie T jest okresem sygnatu, k liczba calkowitg. Typowym przykiadem sygnatu
harmonicznego, czyli réwniez okresowego, jest przebieg sinusoidalny:

x(t) = Ao + Asin(2nu ft + @), 4.2)

gdzie A, jest wartoScig Srednig, A —amplituda, f —czestotliwoscia (f = 1/7T)
wyrazong w Hz, ¢ — przesunieciem fazowym.

Sygnal poliharmoniczny jest natomiast suma sygnatléw harmonicznych opisa-
nych formuta:

N
X(t) = Ao+ Y _ ApsinQunft + gn) (4.3)
n=1
f jest tutaj czestotliwoscig podstawowa, za$ n oznacza numer sktadowej harmo-
nicznej.
Podobny w sensie zapisu matematycznego jest sygnat quasi-okresowy, ktory
opisany jest rOwnaniem:

N
X(1) = Ao+ Y Ansin@ufut + ). (4.4)

n=1

Jednak istota sygnatu quasi-okresowego polega na tym, ze stosunek czgstotliwosci
fi/ fx jest liczba niewymierng dla co najmniej jednej pary sktadowych sygnatu tzw.
harmonicznych lub harmonik.



Analiza sygnatow nieliniowych 61

W niniejszym rozdziale badanie sygnaléw prowadzone bedzie na podstawie
klasycznej analizy Fourierowskiej, a takze za pomocg wykresow rekurencyjnych,
ktérych teoria bazuje na metodzie wspéirzednych opdZnionych. W koricowej czesci
rozdzialu przedstawiona zostanie réwniez metoda entropii wieloskalowe;j.

4.2. Transformata Fouriera

Najczesciej sygnaly otrzymane z pomiaréw analizujemy w dziedzinie czasu lub
w dziedzinie czgstotliwoSci. Narzedziami umozliwiajacymi poruszanie si¢ pomie-
dzy tymi dziedzinami sg transformata Fouriera oraz odwrotna transformata Fourie-
ra. Analiza w dziedzinie czgstotliwosci zwana jest analizag widmowg. W ogdélnym
przypadku, gdy rozwazamy problem analizy widmowej sygnaléw, rozwazamy czte-
ry rézne metody analizy Fourierowskiej, sa to: przeksztalcenie (transformacja) Fo-
uriera — czestotliwos$¢ zmienia sie¢ w sposéb ciagly oraz szereg Fouriera — dyskretna
czestotliwosé, odpowiednio dla sygnatéw ciaglych (ciagly czas) oraz sygnatéw dys-
kretnych (dyskretny czas). Wynikiem przeprowadzonej transformacji jest transfor-
mata [12]. Jednak pojecia transformacji i transformaty sg bardzo czesto stosowane
zamiennie.

Transformacja Fouriera zamienia funkcj¢ zmiennej rzeczywistej f(x) na na
funkcje zmiennej zespolonej F(s). Przeksztalcenie Fouriera dla sygnaléw ciagglych
mozna zdefiniowa¢ réwnaniem

o0
F(s) = / f(x)e 27X g (4.5)
—00
Natomiast przeksztalcenie odwrotne réwnaniem:
1 [ ;
f(x) = — / F(s)e?™*S ds, (4.0)
21 oo

gdzie i oznacza jednostke urojong. W praktyce czesto zmienna x oznacza czas
(w sekundach), a argument transformaty s oznacza czgstotliwos¢ wyrazong w Hz.
Poniewaz w praktyce jako rezultat pomiaréw otrzymujemy dane o charakte-
rze dyskretnym a nie ciggtym, to bedziemy postugiwac si¢ dyskretng transformatg
Fouriera (ang. Discrete Fourier Transform — DFT) oraz odwrotng dyskretna trans-
formata Fouriera (ang. Inverse Discrete Fourier Transform —IDFT). Dla N -ele-
mentowego ciagu dyskretna transformate Fouriera definiujemy nastepujaco

N-—1
X =Y xpe2™"KIN ke f0.1,...N -1}, %))

n=0

gdzie k jest numerem harmonicznej, n numerem prébki sygnatu, x, wartoScig
probki sygnatu (wspétczynnikiem Fouriera), N liczbg probek.
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Liczenie DFT wymagato w latach 60-tych XX wieku tak ogromnych mocy ob-
liczeniowych, ze maszyny z tego okresu ograniczaty uzycie tego algorytmu. W ro-
ku 1965 opracowano szybszy algorytm liczenia dyskretnej transformaty Fouriera;
obecnie powszechnie znany jako szybka transformata Fouriera (ang. FFT — Fast
Fourier Transform). FFT jest to DFT ze zmniejszona liczba niezbednych operacji
arytmetycznych. Celem FFT jest zmniejszenie dtugiego algorytmu obliczeniowego
przez jego podziat na krétsze i prostsze obliczenia DFT i skrdcenie czasu obliczen.

Najpopularniejsza wersjg FFT jest FFT o podstawie 2. Algorytm FFT o podsta-
wie 2 jest bardzo efektywng procedurg wyznaczania DFT pod warunkiem, Ze roz-
miar DFT bedzie catkowita potega liczby dwa. Dobrym podejSciem jest dodanie
wymaganej liczby prébek o wartosciach zerowych do czesci koricowej ciggu da-
nych czasowych, aby dopasowac liczbe jego punktéw do kolejnego rozmiaru FFT
o podstawie 2.

Algorytmy obliczajace szybka transformate Fouriera bazujg na metodzie dziel
i zwyciezaj rekurencyjnie. To znaczy dzielimy problem na podproblemy o mniej-
szym rozmiarze, a te rekurencyjnie znéw dzielimy na mniejsze itd. Docierajac do
dostatecznie matych problemdéw rozwigzujemy je. Rozwigzanie poczatkowego pro-
blemu jest sumg rozwigzan podprobleméw.

W nauce i technice bardzo cze¢sto mierzone wielkoSci majg charakter okresowy,
tzn. taki ktéry powoduje powtarzanie si¢ danej wielkosci fizycznej z okreslonym
okresem 7. Taka funkcje okresowa mozna przedstawi¢ w postaci nieskoriczonego
szeregu trygonometrycznego zwanego tez szeregiem Fouriera

o0
f(x):ao—l—Z(ancosg—l-bnsinn

n=1

;x). 4.8)

Dzigki analizie Fourierowskiej mozemy dowiedzie¢ sie, jakie sktadowe harmo-
niczne (okresowe) obecne sa w sygnale oraz w jakich wzglednych ilo§ciach w nim
wystepuja. Wspolczynniki szeregu Fouriera, zwane krétko wspétczynnikami Fo-
uriera, do, an, b, s interpretowane jako amplitudy odpowiednich sktadowych har-
monicznych. Przedstawiane sg za pomocg wzoréw Eulera-Fouriera

1 T
G =5 /_ fedx.

1 T
ap = —/ f(x) cos @dx, 4.9)
T J_T T
1 T
by = — / F(x) sin —=dx.
T J-T T
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Kazdy sygnat okresowy x (¢) moze by¢ reprezentowany jako suma szeregu funk-
cji harmonicznych jezeli spetnione sg warunki Dirichleta:

— funkcja x(¢) jest bezwzglednie catkowalna na dowolnym przedziale o dtugosci
okresu 7T,

— w kazdym ograniczonym przedziale, x (¢) ma skoriczong liczb¢ maksiméw i mi-
niméw o skoniczonej wartosci,

— w kazdym ograniczonym przedziale, x (#) ma skoniczong liczbg nieciggtosci.

Warunki te sa spelnione dla wigkszoSci sygnatéw spotykanych w praktyce.

Na jako$¢ uzyskanego widma FFT wptywa tzw. czestotliwo$¢ Nyquista, czyli
maksymalna czgstotliwos$¢é sktfadowych widmowych sygnatu poddawanego proce-
sowi probkowania, ktére mogg zosta¢ odtworzone z ciagu prébek bez znieksztat-
cen. Sktadowe widmowe o czestotliwo$ciach wyzszych od czestotliwosci Nyquista
ulegaja podczas probkowania nalozeniu na sktadowe o innych czestotliwoSciach
(zjawisko aliasingu), co powoduje, ze nie mozna ich juz poprawnie odtworzy¢. Ob-
razowo zjawisko to pokazano na rysunku 4.2, gdzie poprzez punkty reprezentujace
probki sygnatu mozna poprowadzi¢ kilka krzywych (sygnaléw) np. przebieg nary-
sowany linig ciagla i przerywana.

1.2

0.8 i 1’ ‘\ ’ \ " ‘\ N

0.4
7’1 Y A | 1 \ A
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0.4 \ / \ ! ¥
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0 4 8 12 16 20
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Rysunek 4.2. Przyktad niejednoznacznosci sygnatu — aliasing

Zgodnie z twierdzeniem Kotielnikowa-Shannona, przy prébkowaniu réwno-
miernym (staly krok czasowy) z odstgpem probkowania Ty, warunkiem poprawne-
go odtworzenia sygnatu jest, aby jego szeroko$¢ pasma B byta §ciSle ograniczona
B < 1/Ts lub, aby maksymalna czestotliwo$¢ sygnalu nie przekraczata polowy
czestotliwosci probkowania fiax < f5/2, lub finax < %Ts. Inaczej méwigc, cze-
stotliwo$¢ Nyquista jest réwna potowie czestotliwosci probkowania fy = f5/2
albo fy = 3T5.

Na przyktad dla czestotliwosci probkowania 44,1 kHz stosowanej na ptytach
CD czestotliwos$¢ Nyquista wynosi 22,05 kHz. Jesli w sygnale analogowym obec-
ne sg sktadowe o czestotliwosci wyzszej od czestotliwosci Nyquista, spowoduje
to powstanie btedéw prébkowania (aliasing). Jednak ucho ludzkie nie slyszy cze-
stotliwosci wyzszych niz 22 kHz, dlatego te sktadowe sygnalu s3 wycinane przed
probkowaniem poprzez zastosowanie filtru dolnoprzepustowego.
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Cho¢ w teorii czgstotliwo$§é Nyquista wyznacza gérna granice pasma, ktére
mozna prawidlowo zapisa¢ przy zastosowaniu okreslonej czestotliwosci probko-
wania, to w praktycznie wykorzystywanych systemach granica ta jest nieco nizsza
od czgstotliwosci Nyquista.

Aby uniknac¢ aliasingu nalezy zapewnié, aby sygnal probkowany byt ograni-
czony pasmowo do czegstotliwosci Nyquista czyli potowy czestotliwosci probko-
wania. Mozna to uzyska¢ przez ograniczenie widma sygnatu przy pomocy filtra,
nazywanego filtrem anty-aliasingowym. Filtr ten powinien mie¢ szeroko$¢ pasma
mniejsza niz potowa czestotliwosci probkowania. Zazwyczaj stosuje si¢ filtry o wy-
raznie mniejszej szerokoSci pasma przepustowego po to, aby uwzglednié niewielkie
tlumienie, ktére zachodzi na odcinku przejSciowym charakterystyki filtra oddzie-
lajagcego pasmo przepustowe od pasma zaporowego.

W praktyce, ze wzgledu na to, ze zaden sygnat o skoficzonym czasie trwania
nie ma ograniczonego pasma (co wynika z wlasciwosci transformacji Fouriera),
a zaden filtr nie tlumi idealnie w swoim pasmie zaporowym, aliasing wystepuje
zawsze. W prawidlowo zaprojektowanym systemie wykorzystujagcym prébkowanie
sygnatu dazy si¢ do minimalizacji tego zjawiska, aby amplituda sktadowych alia-
sowych byta pomijalnie mata.

W przyrodzie wigkszo$¢ sygnaléw posiada charakter ciagly, jak dZwigk (zmia-
ny ci$nienia powietrza w czasie) czy elektroencefalogram (EEG, potencjal elek-
tryczny mézgu mierzony z powierzchni czaszki). Niezaleznie od tego, wspdtczesna
analiza sygnaléw odnosi si¢ w praktyce gléwnie do sygnatéw dyskretnych, ktérych
przyktadem moze by¢ wartosci akcji w chwilach zamkniecia kolejnych sesji gietdy.

Zamiana sygnatu cigglego na dyskretny nosi nazwe dyskretyzacji. Proces dys-
kretyzacji niesie za sobg niebezpieczefistwo utraty informacji o stanie obiektu po-
miedzy probkami i jest SciSle zwiagzany z czestotliwoScig probkowania sygnatu.
Przyktadem moze by¢ zapis obrazu poddany nieodpowiedniej dyskretyzacji (ry-
sunek 4.3). Obraz po lewej stronie jest oryginalny, natomiast ten po prawej zdy-
skretyzowany.

r ‘ v ‘

N N

Rysunek 4.3. Obraz przed i po dyskretyzacji
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Rysunek 4.4. Sygnat ciggty (a) i dyskretny (b—c)

Przeanalizujemy przyktad, ktéry przedstawi mozliwosci programu MATLAB
oraz wyjasni, jaki wptyw na widmo Fouriera majg poszczeg6lne sktadowe sygnatu.

Jesli sygnat ciagly (np. dZwigk) zdecydujemy si¢ analizowac lub przechowywaé
w formie cyfrowej, to ciagla funkcje w czasie musimy zastapi¢ jej warto$ciami
zmierzonymi w okre§lonych (najlepiej jednakowych) odstepach czasu, jak pokaza-
no na rysunku 4.4.

Prébkowanie zamienia ciggly sygnal (a) na punkty o wspétrzednych w chwilach
probkowania i odpowiadajacych im wartoSciach sygnatu cigglego. Jesli dysponu-
jemy tylko sygnalem prébkowanym, to mozemy ,,uzupetni¢” warto$ci spomiedzy
prébek przyjmujac, ze sygnat pomigdzy nimi jest np. liniowy (b) lub staty od po-
przedniego punktu (c) — widzimy rozbieznosci z sygnatem oryginalnym (a). Dlate-
go bardzo istotny jest dobér odpowiedniej czestosci probkowania.

Najpierw wygenerowane beda nastepujgce sygnaty:

— harmoniczny x; = 0,7 sin(2750¢) o czgstotliwosdci f1=50 Hz,

— harmoniczny x, = 0,3 sin(27100¢) o czgstotliwosci f,=100 Hz,

— quasi-okresowy, sktadajacy si¢ z dwdch sygnatéw okresowych o czestotliwo-
Sciach 100 i 100+/3 Hz - tj. x3 = 0,2sin(27100¢) + 0,3 sin(27100+/31),

— sygnat typu ,,chirp”: x4 = 0,4sin(2713012),

— szum wygenerowany przez funkcje ,,randn”: x5 = 0,1 * randn(size(1 * ¢)).
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Nalezy to uczyni¢ za pomoca polecen MATLABa lub uzy¢ do tego pakietu
(toolbox’a) Simulink. Czestotliwo$¢ probkowania tych sygnatéw (krok czasowy)
nalezy ustawi¢ fg; = 1000 Hz. Gotowe sygnaly powinny wyglada¢ tak, jak te po-
kazane na rysunku 4.5. Nastepnie tworzymy nowy przebieg x, bedacy sumg wy-
zej wymienionych i otrzymujemy sygnat pokazany na rysunku 4.6. Aby pokazaé
wplyw czasu prébkowania sygnatu na jego doktadnos$¢ odwzorowania, zmieniamy
ilo$¢ prébek w sygnale x; tak, aby czestotliwo$¢ probkowania sygnatu zmniejszy¢
8-krotnie czyli przyjaé fs» = 125 Hz. Wéwczas przebieg czasowy x1 ze zmienio-
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ng iloscig probek (czestotliwoscia probkowania f,) przybiera zupelnie inna, znie-
ksztatcong posta¢ narysowang kolorem purpurowym na rysunku 4.7, w stosunku
do przebiegu oryginalnego (kolor niebieski). Aby zmieni¢ ilodci probek w sygnale
mozna uzy¢ np. polecenia ,,decimate”, ktére stuzy wlasnie do zmiany czestotliwosci
prébkowania sygnaléw.

] 20 40 60 80 100
czas [ms]

Rysunek 4.6. Sygnat x bedgcy sumg sygnatow od x do xs

0 0.02 0.04 006 008 0.1 012 014 016 0.18 0.2
czas [s]

Rysunek 4.7. Porownanie sygnatow x, wygenerowanych z czestotliwoscig
probkowania fs1 = 1000H z (niebieski) oraz fs1 = 20H z (purpurowy)

Nastepnie przeprowadzimy analiz¢ widma czestotliwosSciowego sygnatu x wy-
konana za pomocg szybkiej transformaty Fouriera (FFT). Istnieje wiele sposobow
wykonania FFT w programie MATLAB. Tutaj do wyznaczenia transformaty Fo-
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Rysunek 4.8. Model (Matlab-Simulink) do analizy FFT

uriera uzyto autorskiego skryptu z wykorzystaniem polecenia ,,fft”, ale mozna réw-
niez wykorzysta¢ bloki z modutu Simulink i zbudowa¢ model pokazany na rysunku
4.8. Ten model bedzie pobierat sygnat z przestrzeni roboczej programu, wykonywat
analize i prezentowat wyniki w postaci widma czestotliwoSciowego.

Wyniki transformaty Fouriera osobno dla sygnaléw x1—x5 oraz sygnatu x be-
dacego suma przebiegéw od x; do x5 przedstawiono odpowiednio na rysunkach
4.914.10. Takie widma, z charakterystycznymi pikami odpowiadajacymi zadanym
czestotliwoSciom, powinny by¢ otrzymane w rezultacie wykonania tego ¢wiczenia,
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Rysunek 4.9. FFT dla sygnatow x1—xs
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Rysunek 4.10. FFT dla sygnatu x = x1 + X2 + x3 + X4 + X5

cho¢ metod ich obliczania i wykres§lania w programie MATLAB jest wiecej. Tutaj
przedstawiono tylko jedna z nich jako przyktad.

4.3. Metoda wspotrzednych opdznionych i diagramow
rekurencyjnych

Analiza do§wiadczalnych sygnatéw pomiarowych jest niejednokrotnie skompliko-
wana z uwagi na ztozony charakter procesu. Zwykle przebiegi takie sg nieuporzad-
kowane lub nawet mogg wykazywac cechy chaosu deterministycznego. Wowczas,
wymagane jest uzycie odpowiedniej metody do ich analizy. Jedng z nowszych tech-
nik, stuzacych do badania nieliniowych przebiegéw czasowych jest metoda pole-
gajagca na rekonstrukcji wektora x (#) w przestrzeni fazowej utworzonej dla nowych
wspotrzednych tzw. opdznionych, stad nazwa metoda opdznient. Zrekonstruowany
w nowej przestrzeni stanéw wektor z czasowego szeregu pomiarowego ma postac:

X = (Xi, Xjtd, Xit2d - Xi+(m—1)d) (4.10)

gdzie x; oznacza wspélrzedng (i-tg prébke) w szeregu czasowym x(¢), d —czas
opOZnienia (opdZnienie, z ang. delay lub lag), m — wymiar zanurzeniowy.

Zbyt mala wielko$¢ wymiaru m sprawia, ze odlegle od siebie w rzeczywistosci
trajektorie moga wydawac si¢ sobie bliskie. Natomiast zbyt duzy wymiar zanurze-
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niowy komplikuje obliczenia i wydluza jego czas, tracac jednoczes$nie informacje
o zalezno$ciach pomiedzy poszczegdlnymi punktami przebiegu czasowego.
Zgodnie z twierdzeniem Takensa [8] przy spetnieniu warunku:

m=2Dy + 1 (4.11)

istnieje dyfeomorfizm pomigdzy atraktorem oryginalnym i zrekonstruowanym, co
oznacza, ze obydwa atraktory reprezentujg ten sam uktad dynamiczny w réznych
uktadach wspétrzednych. D, oznacza tutaj wymiarowoS¢ atraktora [8].

Najpopularniejszym sposobem doboru wymiaru m jest metoda Najblizszych
Fatszywych Sasiadéw (ang. False Nearest Neighbours — FNN). Polega ona na zna-
lezieniu takiego wymiaru przestrzeni fazowej m, aby unikna¢ fatszywych przecieé
pobliskich trajektorii. Doktadny opis tej metody mozna znalezé w pracy [9].

Wielko§¢é opdznienia d wyznacza si¢ zwykle Metoda Informacji Wzajemnej
(ang. Average Mutual Information — AMI). W metodzie tej, w przeciwienstwie do
funkcji autokorelacji, uwzglednia si¢ rowniez korelacje nieliniowe. Istota AMI jest
oszacowanie ile §rednio informacji zawartej w jednym stanie, moze by¢ wynikiem
predykcji z informacji zawartej w stanie poprzednim. Za warto$¢ opéZnienia przyj-
muje si¢ najmniejszy poziom d, dla ktdrej funkcja przyjmuje lokalne minimum.
Funkcje AMI oblicza si¢ ze wzoru

AMI = =Y, pij (1) In 258, (4.12)
gdzie p; jest prawdopodobieristwem znalezienia wartoSci charakterystyki czaso-
wej ukfadu w i-tym przedziale, p;; oznacza prawdopodobieristwo, ze obserwacja
danej chwili czasu ¢ nalezy do i-tego przedzialu, a obserwacja w chwili (t + t) do
przedziatu j-tego. Doktadny opis metody AMI zamieszczono np. w pracy [6].

Na podstawie metody wspoétrzednych opéZnionych mozna zdefiniowaé diagram
rekurencyjny (ang. recurrence plot), ktéry jest graficzng interpretacja rekurencyj-
noSci stanéw w przestrzeni roboczej. Pojecie rekurencyjnosci stanéw uktadéw za-
chowawczych wprowadzit w 1890 roku Henri Poincaré. Pomimo duzego zaintere-
sowania jego odkryciem, dopiero rozwdj efektywnych systeméw obliczeniowych
umozliwit jego praktyczne zastosowanie w analizie numerycznej uktadéw dyna-
micznych.

Wykres rekurencyjny przedstawia powtarzalno$¢ (rekurencje) stanéw procesu
zjawiska (lub tez uktadu). Wazng zaleta tej metody jest mozliwo$¢ stosowania za-
réwno dla duzego jak i dla malego zbioru danych, w tym takze dla przebiegéw nie-
stacjonarnych. Wykres rekurencyjny zostal wprowadzony przez Eckmanna w 1987
w celu przedstawienia wizualizacji stanéw pewnej zmiennej x; w przestrzeni fa-
zowej [5]. W kolejnych latach opracowano ilo§ciowa metode analizy nazwang ilo-
Sciowa analizg rekurencji (Recurrence Quantyfication Analysis — ROA) [22]. Kon-
strukcja diagraméw rekurencyjnych opiera sie na zaleznosci:

Rij =H(e— |xi—x]). (4.13)
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w ktérej 7, j jest numerem stanu w przestrzeni: i,j = 1,...,N, gdzie N jest
liczbg rozpatrywanych punktéw, x to zrekonstruowany wektor opdznienia w prze-
strzeni stanow, H —funkcja Heaviside’a, ||x|| —norma wektora X w przestrzeni,
najczesciej norma euklidesowa, ¢ —nieujemna liczba rzeczywista, (tzw. promien
poszukiwan lub parametr odciecia).

Jezeli w przestrzeni fazowej dystans migdzy punktami x; oraz x; jest mniejszy
niz ¢, to R; ; = 1, w przeciwnym przypadku R; ; = 0. Wynik R; ; = 1, oznacza
wystapienie rekurencji, co na diagramie jest oznaczane punktem. Jesli R; ; = 0,
oznacza brak rekurencji — biaty punkt na wykresie (brak punktu). Otrzymany dia-
gram musi by¢ symetryczny wzgledem tzw. linii identycznoSci (gtéwnej przekatnej
macierzy).

W zaleznoSci od natury i wlasciwosci procesu na diagramie rekurencyjnym
mogg znajdowac si¢ linie ciggle, przerywane, linie poziome, pionowe, sko$ne lub
réznorodne punkty (pojedyncze lub w skupiskach).

Dobér prawidtowej wartodci parametru ¢ jest tutaj bardzo wazny, gdyz jesli
parametr ten jest zbyt maty wéwczas liczba punktéw na diagramie rekurencyjnym
jest niewystarczajgca do analizy. Z drugiej za$ strony, jesli dobierzemy za duza
warto$¢ parametru ¢ to liczba punktéw rekurencyjnych bedzie zbyt duza, co z ko-
lei doprowadzi do pojawienia si¢ tzw. punktow sztucznych, ktére nie sg istotne
z punktu widzenia dynamiki procesu, a wrecz szkodliwe poniewaz zamazujg obraz
diagraméw. Zbyt duze wartosci zaréwno parametru m jak i d moze spowodowaé
wystepowanie na diagramie rekurencyjnym struktur obliczeniowych, nie bedacych
odzwierciedleniem rzeczywistej dynamiki uktadu.

Ze wzgledu na charakter wzoréw w diagramach rekurencyjnych wyréznia sie

nastepujace typy:

— jednorodne: charakterystyczne dla przebiegéw stacjonarnych, bialy szum (patrz
rysunek 4.11(a)),

— okresowe i quasi-okresowe: zawierajace struktury powtarzajace si¢ okresowo
lub quasi-okresowo (rysunek 4.11(b)),

— dryfujace: uzyskiwane dla uktadéw niestacjonarnych (rysunek 4.11(c)),

— poszarpane: charakteryzujace si¢ bialymi obszarami, powtarzajacymi si¢ na
skutek gwaltownych zmian w dynamice uktadu (rysunek 4.11(d)).

Na diagramach rekurencyjnych moga wystepowaé pojedyncze punkty, linie po-
ziome i pionowe tworzace tzw. teksture. Pojedyncze izolowane punkty rekurencyj-
ne odpowiadaja rzadko wystepujacym stanom, trwajacym krétko w pojedynczej
chwili czasu. Linie reprezentuja lokalng zalezno$¢ pomiedzy poszczegélnymi frag-
mentami trajektorii fazowej. Linie diagonalne wystepuja gdy fragment trajektorii
fazowej biegnie réwnolegle do innego fragmentu tej trajektorii, czyli w przypadku
ruch6éw okresowych.

Procedura otrzymywania wykreséw rekurencyjnych zostanie przedstawiona na
przykladzie sygnaléw wygenerowanych w poprzedniej podsekcji i pokazanych na
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Rysunek 4.11. Diagramy rekurencyjne o strukturze a) jednorodnej (bialy
szum), b) okresowej, c) dryfujqcej, d) poszarpanej [13]

rysunku 4.5. Wykorzystany do tego zostanie pakiet TISEAN [7, 14, 13], ktéry skta-
da si¢ z niezaleznych programéw (polecen) do analizy sygnatéw metoda opdzZniefi.
W pierwszym etapie obliczona zostanie funkcja informacji wzajemnej (AMI) za
pomoca programu (polecenia) ,,mutual”. Warto$¢ op6Znienia dla wszystkich sy-
gnaléw, wybrana jako pierwsze lokalne minimum, zostalo ustalona na poziomie 1.
Wykresy funkcji AMI dla poszczegdlnych przebiegéw pokazano na rysunku 4.12.

W kolejnym kroku nalezy obliczy¢ wymiar zanurzeniowy m. Do tego celu uzy-
to funkcji najblizszych falszywych sgsiadéw (FNN) i wykorzystano polecenie ,,fal-
se_nearest” z pakietu TISEAN. Wyniki obliczet wymiaru zanurzeniowego m dla
r6znych przebiegéw czasowych pokazano na rysunku 4.13. W przypadku sygnaléw
okresowych (x; i x) wymiar zanurzeniowy d wynosi 2, dla quasi-okresowego
(x3) m = 3. Dla innych sygnatéw, ktére odbiegaja swa naturg od okresowego, wy-
miar d jest zawsze wyzszy, a liczba falszywych sgsiadéw nigdy nie spada do zera,
zwlaszcza dla sygnatéw zawierajacych szum. Ostatnim parametrem, ktéry powi-
nien zosta¢ dobrany aby wykresli¢ diagramy rekurencyjne jest rozmiar otoczenia
&. Optymalna warto$¢ tego parametru powinna zapewnia¢ odpowiedni stopien za-
ciemnienia diagramu rekurencyjnego.
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Rysunek 4.12. Przebieg funkcji informacji wzajemnej (AMI) dla poszczegol-
nych przebiegow czasowych x1 — X5 oraz x

Diagramy rekurencyjne otrzymane dla sygnaléw x;—x5 oraz x przedstawiono
narysunku 4.14. Diagramy (a) i (b) reprezentuja sygnat okresowy o réznej czestotli-
wosci i amplitudzie, dlatego odpowiadajg im dlugie linie diagonalne rozmieszczone
w réznych odlegtosciach od siebie. Oba te diagramy wykreslono przy tych samych
parametrach (m, d, ¢) i dlatego odleglos¢ pomiedzy liniami diagonalnymi $wiad-
czy o czestotliwosci sygnatu. Wiekszej czestotliwosci sygnatu odpowiada wigkszy
stopiefi upakowania linii diagonalnych (réwnoleglych do przekatnej). W przypadku
sygnatu quasi-okresowego x3 (rysunek 4.14(c)), oprécz diagonalnych widoczne sa
réwniez linie przerywane §wiadczace o innej sktadowej czgstotliwosci, ktora jest
niewspoétmierna do czestotliwosci podstawowej (w tym przypadku 100 Hz). Pamie-
tajmy, ze kluczowy jest tutaj dobdr rozmiaru otoczenia ¢. Zagadnienie wlasciwego
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Rysunek 4.13. Wartosci funkcji najblizszych fatszywych sgsiadow (FNN) w za-
leznosci od wymiaru zanurzeniowego m dla poszczegolnych przebiegow cza-
sowych x1—xs oraz x

doboru parametréw wywotuje dyskusje wsrdd badaczy diagraméw rekurencyjnych
czy analiza poréwnywanych sygnaléw powinna by¢ prowadzona przy jednakowych
wartosciach m, d, €, czy tez nie. Kolejny diagram (rysunek 4.14(d)) reprezentuje
sygnal o zmiennej czestotliwosci tzw. ,,chirp” (x4), co przejawia si¢ zupetnie od-
mienng reprezentacja graficzna. W takim przypadku wykres rekurencyjny charak-
teryzuje sie zageszczeniem linii w prawym narozniku czyli wraz ze wzrostem cze-
stotliwosci sygnatu. Natomiast dla szumu (x5) obraz rekurencyjny charakteryzuje
sie catkowitym rozproszeniem punktéw rekurencyjnych, ktére teraz nie tworza linii
(rysunek 4.14(e)). Ztozenie wszystkich sygnatéw od x; do x5 skutkuje znacznym
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Rysunek 4.14. Diagramy rekurencyjne dla poszczegélnych przebiegow cza-
sowych x1—xs oraz x

skomplikowaniem obrazu rekurencyjnego (rysunek 4.14(e)) oraz wzrostem wymia-
rowosci zagadnienia w stosunku do sygnatéw czysto okresowych. Istotne znaczenie
ma tutaj szum (xs), ktéry wprowadzono jako reprezentacje rzeczywistych zaklécen

pomiarowych.
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W éwiczeniu mozna powtdrzy¢ procedure obliczeniowg stosujac inny parametr
otoczenia €, aby wykazac¢ jego wplyw na wyglad diagraméw rekurencyjnych.

4.4. Metoda entropii wieloskalowej MSE i CMSE

Pojecie entropii czesto mozna spotka¢ w termodynamice, gdzie stuzy do okresla-
nia miary stopnia nieuporzadkowania czasteczek. Entropia okazala si¢ by¢ takze
przydatnym narzedziem do opisu zjawisk w wielu dziedzinach nauki, m.in w teorii
informacji, mechanice statystycznej czy teorii chaosu. W literaturze mozna znalez¢
wiele definicji entropii. W niniejszym rozdziale przytoczono kilka podstawowych
definicji na podstawie pracy [20].

W roku 1948 Shannon wprowadzit pojecie entropii do teorii informacji. Od
tego czasu powstato kilka uogdlnient entropii Shannon’a. W kolejnych latach po-
jawily si¢ pojecia: entropii Rényi’ego (1965) oraz entropii Havrda-Charvat-Dar6-
czy-Tsallisa (HCDT) (1970). Entropia Rényi wywodzi si¢ z pewnego uogdlnienia
pojecia wartosci §redniej Kolmogorowa-Nagumo. Natomiast entropia HCDT sta-
nowi pewng funkcje entropii Rényi. Powyzej wymienione entropie w ogdlnosci
stuza do oceny stopnia nierdéwnomiernosci dyskretnego rozktadu prawdopodobien-
stwa. W aplikacjach natomiast stanowig miary do okreslenia stopnia koncentracji
dyskretnego rozktadu prawdopodobieristwa.

Zdefiniowanie entropii Shannon’a wymaga w teorii informacji, aby poszukiwa-
na funkcja Hg (X) = Hg (p(x1), p(x2), ..., p(x,)) spelniala nastepujgce warunki:

— funkcja Hg powinna by¢ ciggla wzgledem wszystkich argumentéw p(x;), wow-
czas niewielkim zmianom prawdopodobienstw odpowiada niewielka zmiana
entropii,

— funkcja Hg ro$nie monotonicznie wraz ze wzrostem n, jezeli wszystkie n lo-
sowe zdarzenia zmiennej X sa jednakowo prawdopodobne (p(x1) = p(x2) =

1
=) =1,
— funkcja Hg powinna by¢ symetryczna, wowczas wartos$¢ funkcji entropii jest
niezmiennikiem permutacji prawdopodobieristw p(x1), p(x2),..., p(xn),

— funkcja Hg powinna by¢ koherentna, czyli gdy realizacja zdarzeri odbywa sie
w dwdch kolejno nastepujacych po sobie etapach, to entropia poczatkowa po-
winna by¢ suma wazong entropii tych kolejnych etapow.

Dla dyskretnej zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodobienstwa { p(x1),

p(x2), ..., p(xn)}, w ktorej i-te prawdopodobienstwa {p(x;)} spetniajg warunki:
n

0 < p(xj) < loraz Y  p(x;) = 1, istnieje z doktadnoscig do statej n funkcja Hg,

i=1
ktéra spetnia powyzsze cztery postulaty. Jest to entropia Shannon’a:

1
plxi)

Hs(X) = Hs(p(x1), p(x2), ... p(xn)) =0 Y, p(xi)log (4.14)

i=1
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Wielko$¢ n okreSla jednostke entropii [2] i dlan = @, jednostka jest bit, a zalez-
no$¢ 4.14 przyjmuje postac:

Hg(X) = ) plxi)logy —. (4.15)

i=1

p(xi)

Entropia Shannon’a Hg (X) posiada nastgpujace wlasnosci:

— Hg(X) przyjmuje wartos¢ 0, gdy p(x;) =1,

— Hg(X) zawsze jest wielko$cig nieujemna,

— Hg(X) osigga warto§é maksymalng Hg(X) = logyn, gdy wszystkie p(x;) sa
sobie rowne,

— Hg (X) jest wklesla,

— Hg(X) spetnia wtasno$¢ addytywnosci dla dyskretnych zmiennych losowych
niezaleznych.

Kilkanascie lat p6Zniej wegierski matematyk Alfred Rényi uogélnit pojecie en-
tropii Shannon’a i zdefiniowat entropi¢ Rényi w postaci:

Hpo(X) = : log, (Zp(xi)“), (4.16)

l -« .
i=1

gdzie o okresla stopien entropii Rényi dla @ > 0i « # 1. Entropie Hg oraz Hg,,
spetniaja relacje Hry, = Hs = HRq,, jezeli 0 < oy < 1 oraz oy > 1. Natomiast
gdy ¢ — 1, wowczas entropia Shannon’a Hg jest granica entropii Rényi Hg, .

Entropi¢ typu ,,” niezaleznie zaproponowali réwniez Havrda, Charvét oraz
Dardczy, a nastepnie Tsallis. Entropia Tsallis’a (lub HCDT) byta pierwszym rodza-
jem entropii w nielogarytmicznej postaci. Wykorzystujgc wlasnosci funkcji loga-
rytmicznych i wyktadniczych w drodze przeksztalcen, ktére w tej pracy pominigto,
otrzymano réwnanie na entropi¢ Tsallis’a (HCDT):

S ) — 1

i=1

HToc(X): l—a

(4.17)
lloczyn Hg i In 2 stanowi granice entropii Tsallis’a H7y dla @ — 1. Nalezy dodac,
ze entropia Hr, spetnia wlasno$¢ subaddytywnosci dla zmiennych losowych nieza-
leznych [11]. Powyzsza wlasno$¢ pseudo-addytywnosci odréznia entropie Tsallis’a
od entropii Shannon’a i Rényi’ego.

Przytoczone definicje entropii Shannon’a, Rényi’ego oraz Tsallis’a dobrze si¢
sprawdzajg w lingwistyce matematycznej, jak rowniez w zagadnieniach zwigza-
nych z teorig fraktalng. Obecnie coraz czeSciej stosuje sie entropi¢ tzw. wielo-
skalowa, ktéra jest wsparciem w badaniu proceséw dynamicznych w mechanice
oraz medycynie [10, 18, 1, 4, 3, 19]. Pojecie entropii wieloskalowej stanowi cie-
kawa miar¢ w ocenie ztozonosSci uktadéw, analizujac ich zachowanie na bodZce
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zewnetrzne. W analizie dowolnego sygnatu entropia charakteryzuje wzmocnienie
informacji i jest miarg nieporzadku lub niepewnosci. W badaniu skoniczonej dtu-
gosci sygnaléw stosuje sie ,.entropi¢ probkujacg” (SampEn) [17].

Dla sygnatu dowolnego przebiegu czasowego X; = {x1, X3, ..., X, } sktadaja-
cego si¢ z N wyrazéw, mozna zdefiniowac¢ tzw. m-wymiarowe taficuchy wektoréw
v(i) = {Xi. Xit1,.. ., Xigm—1y oraz v(j) = {Xj, Xj41,...,Xj4+m—1}, a nastep-
nie ustali¢ podobienistwo migdzy wektorami v(i) oraz v(j). Powyzsze wektory sg
podobne do siebie, jesli spetnione sa dwa warunki:

—d@,j)=max{|x(@ +k)—x(j +x)]:0<x <m— 1} oraz
— d(i, j) < r, gdzie r jest pewnym poziomem tolerancji [16].

Entropia prébkujaca stanowi tutaj informacje o podobieristwie wektoréow v dla
jednej skali ktéra okresla parametr m = 2. Aby moéc okre§li¢ ztozonos$¢ badanego
sygnalu w wigkszej skali wprowadzono tzw. entropi¢ wieloskalowg [3]. Entropia
ta nie jest liczona poréwnujac bezposrednio wektory v, lecz poprzez poréwnywa-
nie nowo utworzonych wektoréw y@ ze wzgledu na tzw. wspétczynnik skali 7.
Wektory powstaja z usrednionego przebiegu czasowego wg zaleznosci 4.18

1 i=jt .
D D BV /0 (4.18)
i=(G—1)t+1

gdzie T = 1,2, 3.... Wedlug powyzszego wzoru y}r=l) = x;. Dla niezerowego

7 analizowany przebieg X; jest czeScig usrednionego taiicucha N/7, gdzie kazdy
ma dtugos¢ 7. Srednia wartos¢ obliczonych taicuchéw wg zaleznosci 4.18 stanowi
teraz nowy przebieg czasowy y(®.

Na rysunku 4.15 przedstawiony jest schemat uSredniania dlat = 2 oraz 7 = 3
zwany takze ziarnikowaniem. USrednianie to wprowadza wygtadzenie nowo two-
rzonych wektoréw y@, bazujacych na oryginalnym przebiegu X;.

X2 X4 Xi Xi+1 Xi+2
{ (2) (2) (2) \O/:j) =y(2)

X1 Xi Xi4+1Xi+2Xi+3Xi+4
[ I] I] I]\IDI] I] I]\lblj b o

3 3 3)
{yp yé) y;) } =y

Rysunek 4.15. Schemat usredniania przy wspotczynniku skalit = 2it =3
w MSE
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Entropie wieloskalowa dla skal m i T z uSrednionego wektora y@ definiuje si¢
wg zaleznosci 4.19

MSE(x, 7,m,r) = SampEn (y(r),m, r) . (4.19)

Natomiast SampEn (y(’), m, r) w réwnaniu 4.19 zdefiniowana jest wg 4.20

Nn

SampEn (y“), m, r) —In (N—) . (4.20)
d

Wielkosci Ny i Ny, liczone sa z wczesniej przygotowanych danych ziarnikowanych
y® wg procedury 4.21

N; =N, =1,
if PO -yOWl<r & YOG+ —yPG+D<r

N, =N, + 1, 4.21)
if @0 +2)—yPG +2)<r

Ng=Ng+ 1.

Wynikiem zaleznosci 4.19 jest prawdopodobieristwo wystapienia w kolejnych
punktach przebiegu czasowego taficuchéw o dtugo$ciach m i m + 1, ktére sg po-
dobne do siebie z tolerancjg r. W literaturze podawane sg wartoSci parametréw
m oraz r [10] jakie zaleca si¢ stosowaé w obliczeniach entropii wieloskalowej. Do
analizy przebiegdéw czasowych przyjeto m = 2, natomiast tolerancje podobieristwa
r = 0,10, gdzie o jest odchyleniem standardowym oryginalnego przebiegu cza-
sowego wektora X;. Dla calego zakresu wprowadzonego parametru skali T poziom
tolerancji r ustala si¢ staly [15]. Graficzna prezentacja podobiefistwa taficuchéw
o r6znej dtugosci z tolerancjg r (linia niebieska) przedstawia rysunek 4.16. Anali-
zujac przebieg od pierwszej sekwencji taficuchéw dwupunktowych tj. m = 2, jest
zauwazalne podobienstwo miedzy (1-2) i (22-23). Natomiast dla (;m + 1) = 3 po-
dobnymi faficuchami skfadajacymi si¢ z trzech punktéw sa (1-2-3) i (22-23-24).
W pierwszym poréwnaniu liczba sekwencji dwu i trzypunktowych wynosi 2. Zli-
czanie podobieristw powtarza si¢ dla kolejnych dwu i trzy sktadnikowych sekwencji
(2-3) 1 (2-3-4) az do ostatnich wystepujacych w przebiegu sygnatu: ([N -2]-[N-1])
i ((N-2]-[N-1]-N). Otrzymane liczby podobnych do siebie sekwencji sg sumo-
wane i wynikiem koncowym jest stosunek catkowitej liczby pasujacych do siebie
sekwencji dwupunktowych N, z catkowitg liczbg podobnych do siebie sekwencji
trzy punktowych N . Entropig SampEn jest logarytm naturalny z ilorazu N, /Ny
zgodnie z definicja 4.20.

Jesli kolejne taiicuchy analizowanego sygnatu sg identyczne wzgledem siebie,
woéwczas wynikiem entropii jest zero i oznacza to brak nieuporzadkowania bada-
nego sygnatu. Dla mniejszych wartosci tolerancji r poziom entropii wzrasta, gdyz
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24)
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o

Rysunek 4.16. Graficzna ilustracja szacowania podobieristwa kolejnych punk-
tow pomiaru

wowczas istnieje mniejsze prawdopodobiefistwo wystepowania podobnych do sie-
bie taricuchéw.

Pomiary zlozonosci sygnatu za pomocg entropii wieloskalowej MSE mogg by¢
obarczone pewnym btedem. Zalezy to od przyjetej diugosci wspdtczynnika skali
7 [21]. Totez autorzy pracy [21] wprowadzili zmodyfikowana forme entropii ni-
welujaca ten blad, zw. ztozong entropig wieloskalowag CMSE. Jezeli obliczenia
przeprowadza si¢ dla parametru v € (0-20), wowczas blad jest niewielki i wy-
niki MSE oraz CMSE przyjmuje si¢ jako zgodne. Rozbieznosci pomigdzy MSE
i CMSE pojawiajg si¢ przy t > 20 co przedstawiono na poglagdowym przykladzie
na rysunku 4.17(a) i w powigkszeniu na rysunku 4.17(b).

W przypadku entropii ztozonej CMSE procedure ziarnikowania przedstawia
schemat 4.18. W poréwnaniu ze schematem 4.15 i zaleznoScig 4.18 opisujacymi

proces ziarnikowania tylko pierwszej serii ziarnikowanej (k = 1) ylt), do wyzna-

(a) , (b) ‘ ‘ ‘

—MSE 0.65 —MSE
2.5 — CMSE —CMSE

0.6
s 2 =2

=
g, )
210 20.55
5] S

1,
0.50 05

0 . . .
0 20 50 100 150 200 130 140 150
T T

Rysunek 4.17. Poglgdowe wykresy entropii wieloskalowej klasycznej MSE
i ztozonej CMSE (a) oraz ilustracja roznic przy wspotczynniku T > 20 (b)
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xi Xi+1Xi42
Ely] D\/I] I:yﬂ [ EV] (|
2) Q) 2) 2 }: @
{op g m  Sele
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xi xErlez
[ I B A I]yl] [
EXZ) O(2) ) (2) )
{ Va1 V22 V23 Yaj }=y
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xi Xi+1Xi4+2Xi4+3Xi+4
I b § b I O [ 0O 0 ©
o ~
3) 3) 3) =y®3
{yl,lyl,z 777777 Y LJ} ’
él éz é3 64 és X6 67 éi xElei+2xH3xE—4
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{ yé; Y32 y3,]}_y
Rysunek 4.18. Schemat usredniania przy wspotczynniku skalit = 2it =3

w CMSE

czenia CMSE uwzglednia si¢ wszystkie ziarnikowane serie wg zaleznosci 4.22

1 i=jt+k—1
y,g:; Y. x, IsjsN/t lsksrw (4.22)
i=(j—1Dt+k

Wéwcezas wzor definiujacy ztozong entropi¢ wieloskalowg CMSE przyjmuje
postaé

1 T
CMSE(x, 7,m,r) = — 3 SampEn (y,(j),m, r) . (4.23)
T
k=1
Algorytmy obliczeri obu rodzajéw entropii MSE oraz CMSE przedstawiono
na rysunku 4.19 za pomoca schematéw blokowych.
W celu zilustrowania wynikéw badania dowolnego sygnatu, przeprowadzono
obliczenia zlozonej entropii wieloskalowej CMSE dla kilku réznych sygnaléw 4.24:

X1 =sin(x;) Xz =sin(x; + 1) Xz=1I X4=1 (4.24)
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sygnat sygnat
wejsciowy wejsciowy
X T=t+l x T=1+1
\ 4 v
A g A
dibreonaaia procedura | g g4
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yr) yl(cr)
usredniona
SampEn »| MSE SampEn > SampEn »| CMSE

Rysunek 4.19. Algorytmy obliczen entropii wieloskalowej MSE (a) oraz en-
tropii ztoZonej CMSE (b)

Wystepujaca w wektorach X, i X3 funkcja I' stanowi szum Gaussa, ktéry wy-
generowano w Srodowisku Matlab za pomocg liczb pseudolosowych o rozktadzie

normalnym.
(@) (b)
3r —sygnat harmoniczny{* 3 ——sygnat harmoniczny z szumem
2r 2
£ 1 <1
= =
2 0 2 0
g g
<1t < _
—2f —2
-3 -3
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Xi Xi
(© (d)
o ey B
2r 2
<1 <1
3 3
h= R
2 0 2 0
g g
<1t <1
—2r —2
-3 -3
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Xi Xi

Rysunek 4.20. Przebiegi czasowe funkcji sinus (a), sinus + szum (b), wartos¢
stata (c) oraz szum Gaussa (d)
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Przebiegi 4.24 przedstawione na wykresach 4.20 sa wzorcowymi przyktadami
przyjetymi do analizy. Celem jest wykazanie poprawnej identyfikacji jakoSciowej
poziomu nieuporzgdkowania za pomocg obu rodzai entropii wieloskalowych MSE
oraz CMSE.

Na rysunku 4.21(a) i 4.21(b) przedstawiono wykresy entropii dla wszystkich
czterech wektoréw sygnaléw (réwn. 4.24). Z poréwnania obu sposobéw obliczen
entropii dla przyjetych danych wejsciowych, nieznaczne réznice sg widoczne tylko
w odniesieniu do sygnaléw zawierajacych szum przy wspoétczynniku skali 7 > 12.
Lecz na przyjetym poziomie 7 nie wnoszg one zasadniczej zmiany w interpretacji
uzyskanych wynikéw ze wzgledu na poziom ztozonoSci badanych przebiegéw cza-
sowych. Totez zaréwno z wykreséw 4.21a jak i 4.21b mozna uzyskaé jakosciowo
taka samg informacje o wzglednym poziomie nieuporzadkowania.

Poréwnujac krzywe entropii wieloskalowej na rysunku 4.21 dla odrgbnych prze-
biegéw czasowych, z tatwoScia mozna zaobserwowaé maksymalne wartoSci entro-
pii liczonej dla sygnatu odwzorowujacego szum bialy (linia czerwona). Na podob-
nym poziomie uklada si¢ entropia dla sygnalu harmonicznego zakléconego takim
samym rodzajem szumu (linia zielona). Zaobserwowane zmiany wartosci entropii
przy wzrastajacym wspoétczynniku skali 7 sg charakterystyczne dla sygnatéw za-
wierajacych szum bialy (Gaussa) [4]. Natomiast niezakt6cony harmoniczny sygnat
wygenerowany funkcja sinus, wykazuje znacznie wigkszy porzadek w poréwnaniu
do przebiegéw czasowych zawierajacych wytacznie szum. Tutaj warto$¢ entropii
jest znacznie mniejsza (linia niebieska).

I ostatecznie, minimalna zerowa warto$¢ entropii sposréd badanych sygnatéw
jest wynikiem dla przebiegu o wartosci statej rownej 1 (linia rézowa). Jest to oczy-
wiste gdyz sygnal ten ze wzgledu na brak zmian w czasie nie wykazuje zadnego
nieuporzadkowania.

(a) (b)
3 T 1 5 3
——harmoniczny — harmoniczny
2.5 harm. z szumem 2.5 harm. z szumem
——szum ——szum
2 —stafa 2 —stala
m
f15 215
= =
= &}
1 1
0.5 0.5
0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
T T

Rysunek 4.21. Wykresy entropii wieloskalowej klasycznej MSE (a) oraz en-
tropii ztozonej CMSE (b) w funkcji wspotczynnika stali T, obliczonych dla pa-
rametrowm = 2, r = 0,10y
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5. Podstawy metody elementow
skonczonych

5.1. Wprowadzenie

W podstawowym kursie wytrzymatosci materialéw omawiane sg przede wszystkim
elementarne przypadki obcigzen prostych elementéw konstrukcyjnych —tj. rozcig-
ganie/Sciskanie, Scinanie, skrecanie i zginanie. Rozwigzanie sformutowanego pro-
blemu jest uzyskiwane przez rozwigzanie uktadu réwnan réwnowagi oraz wcze-
$niej wyprowadzonych zwigzk6éw konstytutywnych! whasciwych dla analizowane-
go rodzaju materialu i przyjetych zalozen. Postgpowanie wedlug tego schematu
prowadzi do doktadnych wynikéw, jednakze jest mozliwe jedynie w najprostszych
konfiguracjach obcigzen i geometrii modelu. Szersza klasa zagadniefi moze by¢
rozwigzywana analitycznie za pomocg metod przyblizonych. Do grupy tej nale-
73 miedzy innymi metody energetyczne —np. metody sil lub przemieszczen. Wa-
da tych technik obliczeniowych jest niewielka uniwersalno$¢, ograniczajgca ich
praktyczne zastosowanie jedynie do wybranych typéw konstrukcji — np. dowolnych
ustrojéw pretowych.

Do analizy rzeczywistych, ztozonych struktur niezbedne jest zastosowanie bar-
dziej ogdlnych i efektywnych modeli obliczeniowych, zar6wno analitycznych jak
i numerycznych. Do metod tych zalicza si¢ przede wszystkim: metode elementéw
brzegowych (ang. Boundary Element Method — BEM), metodg réznic skoficzonych
(ang. Finite Difference Method — FDM) oraz metode elementéw skoriczonych (ang.
Finite Element Method — FEM). Wspélczesnie najszerzej stosowana jest wlasnie
metoda elementéw skoriczonych, m.in. z uwagi na tatwos$¢ jej implementacji w po-
staci algorytméw numerycznych. Stosuje si¢ takze metody hybrydowe, polegajace
na fagczeniu powyzszych technik — najczesciej w celu optymalizacji obliczeri [13].

Jak wspomniano powyzej metoda elementéw skorficzonych jest technika obli-
czeniowg stosowang do przyblizonego rozwigzywania probleméw inzynierskich.
Z matematycznego punktu widzenia zadanie to sprowadza si¢ do rozwigzania za-
gadnienia brzegowego, to znaczy znalezienia pewnej funkcji opisujacej rozktad
zmiennej zaleznej (np. przemieszczenia, temperatury itp.) w pewnym obszarze.
Poszukiwana funkcja winna spetnia¢ okre$lone réwnanie rézniczkowe stanu we-
wnatrz tego obszaru i dodatkowo zadane warunki na jego brzegach. Stad tez za-

! Zwigzek miedzy tensorem naprezenia i tensorem odksztatcenia; np. w postaci prawa Hooke’a
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gadnienie brzegowe czasem nazywane jest problemem polowym, a poszukiwana
zmienna zalezna zmienng polowa. Dziedzing rozwigzania zagadnienia brzegowe-
go jest analizowana struktura fizyczna. Warunki graniczne za$ okre$laja wartoSci
zmiennej zaleznej lub innych zmiennych z nig powigzanych (np. jej pochodnych)
na granicach obszaru.

Znalezienie funkcji spetniajacej réwnanie rézniczkowe stanu w catej dziedzi-
nie, czesto bedacej obszarem niejednorodnym, o skomplikowanych ksztaltach itd.,
jest zadaniem niezwykle trudnym. W zwigzku z powyzszym stosuje si¢ podziat
dziedziny rozwigzania na skoriczong liczbe podobszaréw o niewielkich wymiarach
i regularnych ksztattach oraz wzajemnie potaczonych w tzw. weztach.

Dzigki takiemu podejsciu poszczegdlne fragmenty sa okreslone przez niewiel-
ka liczbe parametréw i stosunkowo proste rownania konstytutywne. Mozliwe jest
zatem wyznaczenie lokalnych rozwiazan réwnania stanu (réwnanie to jest jednako-
we dla catego analizowanego ustroju). Kolejnym etapem jest interpolacja rozwia-
zan uzyskanych we wszystkich punktach weztowych na obszar calej analizowanej
struktury. Uzyskuje si¢ w ten sposéb przyblizone rozwigzanie globalne, opisujace
stan obciazenia konstrukcji. Podziat konstrukcji na skoriczong liczbe elementéw
sktadowych i opisanie jej odpowiedzi przez skoficzong liczbe zmiennych stanu jest
nazywane dyskretyzacjg uktadu.

Tok rozwigzywania typowego zadania projektowego z wykorzystaniem kom-
puterowego systemu analizy metoda elementéw skoriczonych (MES) mozna zo-
brazowac za pomocg pogladowego schematu przedstawionego na rysunku 5.1 [11].
Poszczeg6lne etapy postgpowania to:

— analiza badanego ukladu obejmujaca m.in. przyjecie dopuszczalnych uprosz-
czen, wybor ewentualnych osi i ptaszczyzn symetrii modelu utatwiajacych mo-
delowanie itd. Istotnym czynnikiem jest takze ustalenie dodatkowych kryteriow
zadania obliczeniowego, np. dotyczacych zadanej doktadnosci obliczen oraz
okreslenie sposobu weryfikacji uzyskanych na péZniejszym etapie wynikow
numerycznych,

— utworzenie komputerowego modelu konstrukcji (tzw. preprocessing). Krok ten
obejmuje wybér typu zastosowanych elementéw skoriczonych, dyskretyzacje
uktadu, przyjecie warunkéw obcigzen konstrukcji, warunkéw brzegowych oraz
zadanie ewentualnych potaczen kinematycznych z innymi elementami modelo-
wanej konstrukciji,

— analiza — tj. wybdr wlasciwego modutu obliczeniowego i algorytmu numerycz-
nego z pakietu oprogramowania MES (tzw. solvera), a nastgpnie rozwigzanie
zadania,

— ocena wynikoéw (tzw. postprocessing). Etap ten zawiera graficzng prezentacje
rezultatéw obliczeri w postaci np. szkicu konstrukcji w stanie zdeformowanym,
map rozkladéw obcigzen wewnetrznych, ewentualnych animacji w przypadku
zagadnient dynamicznych. Istotng czescig tego etapu jest interpretacja fizycz-
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Rysunek 5.1. Typowy tok rozwiqzania zadania projektowego z wykorzysta-
niem metody elementow skorniczonych

na uzyskanych wynikéw numerycznych i—jesli jest to mozliwe — poréwnane
z wynikami eksperymentalnymi,

— ewentualna optymalizacja rozwigzania zagadnienia. Przed ostatecznym zatwier-
dzeniem wynikéw czesto przeprowadza si¢ dodatkowa analize. Moze ona doty-
czy¢ na przyklad poszukiwania lepszego rozwigzania postawionego problemu
projektowego lub tez bardziej efektywnych metod jego wyznaczania.

Na przedstawionym powyzej schemacie kroki realizowane z pomocg oprogra-
mowania komputerowego MES wyrézniono kolorem. Poszczeg6lne procedury mo-
g3 by¢ wykonywane przez kilka réznych programéw lub w obrebie jednego zinte-
growanego systemu. W §wietle powyzszych rozwazan — z uwagi na pelnione funk-
cje — oprogramowanie (lub poszczegdlne jego moduty) MES mozna zatem podzie-
li¢ na trzy zasadnicze grupy: pre-procesory, procesory i post-procesory.
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Nalezy zaznaczy¢, ze wyniki obliczer uzyskane metoda elementéw skoriczo-
nych sa wynikami przyblizonymi, stad tez zawsze konieczna jest ich weryfikacja.
Niektére ze sposobéw oceny wynikéw rozwigzan oméwiono dos$¢ szczegétowo
w pozycjach [4, 10, 11, 13].

W dalszej czgdci niniejszego rozdziatu przedstawiono podstawowe zagadnienia
teoretyczne zwigzane z modelowaniem uktadéw z wykorzystaniem metody ele-
mentéw skoniczonych. Przedstawiono formalizm matematycznego zapisu metody
oraz w sposob pogladowy zaprezentowano tok rozwigzywania zadan statyki za po-
mocg MES. W szczegélnosci zademonstrowano sposoby wyprowadzenia macie-
rzy sztywno$ci wybranych typéw elementéw skoriczonych oraz zapis uogdélnionej
i szczegdlnej macierzy sztywnosci catego ustroju. Ponadto omdéwiono macierzo-
we réwnanie réwnowagi uktadu, a nastepnie przedstawiono wybrane sposoby jego
rozwigzania. Opracowane zagadnienia zilustrowano prostymi przyktadami utatwia-
jacymi zrozumienie metodyki omawianej metody.

5.2. Liniowa analiza kratownicy ptaskiej

Konstrukcje sktadajacg sie z elementéw pretowych potaczonych przegubowo nazy-
wamy kratownica. Zastosowanie przegubéw w miejscach polaczen oznacza, ze po-
szczegblne elementy przenosza jedynie obcigzenia skierowane wzdtuz swojej dtu-
goSci —moga by¢ zatem jedynie Sciskane albo rozciggane. W przypadku sztywnych
potaczen w punktach wezlowych w pretach wystapia takze obcigzenia poprzeczne,
powodujace efekt $cinania i zginania. Kontrukcje tego typu nazywamy rama, a do
jej prawidlowego zamodelowania konieczne jest uzycie elementéw belkowych.

Podstawowym celem analizy wytrzymato$ciowej kazdej konstrukcji jest wy-
znaczenie obcigzeni wewnetrznych (np. naprezen) powstajacych w danym ustroju
pod wpltywem dziatania obcigzen zewnetrznych. Ponadto okre§lane sg odksztal-
cenia konstrukcji —najczesciej reprezentowane przez przemieszczenia wybranych
punktéw uktadu. Uzupelnieniem rozwiazania problemu moze by¢ wyznaczenie
sit i momentdw reakcji podporowych wyrazajacych oddziatywanie konstrukcji na
podloze. W wielu przypadkach obliczane sg takze i inne wielko$ci —np. czesto-
Sci drgan wtasnych ukfadu. Przyktady réznych typéw analiz wytrzymatoSciowych
zostaly przedstawione m.in. w pozycjach [3, 5, 7, 9].

5.2.1. Zatozenia i ograniczenia analizy liniowej

Przed przystgpieniem do analizy badanej konstrukcji konieczne jest sformutowanie

zalozen dotyczacych omawianego ustroju i wynikajacych stad uproszczen modelu.

Ograniczajgc prowadzone rozwazania do statycznego modelu liniowego przyjmuje

si¢ co nastepuje:

— material konstrukcji jest liniowo-sprezysty (tzn. spetnione jest prawo Hooke’a),
a powstate przemieszczenia sg liniowymi funkcjami dziatajacych sit. A zatem
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przy wyznaczaniu réwnai réwnowagi mozna skorzysta¢ z zasady superpozycji.
Ponadto przyjmuje si¢, Ze modelowany material jest jednorodny i izotropowy,

— odksztatcenia konstrukcji jakie powstajg pod wptywem dzialajacych obciazen
zewnetrznych sg na tyle mate, ze zmiana geometrii konstrukcji w nastepstwie
jej odksztatcen nie wplywa na warunki obciagzen uktadu,

— dziatajace obcigzenia sg nakladane w sposéb nieskoriczenie powolny — nie po-
woduja zatem zadnych efektéw dynamicznych. Tym samym konstrukcja pozo-
staje w stanie rOwnowagi statycznej.

Poza postulowanym powyzej zalozeniem dotyczacym liniowoS$ci matematycznego
modelu ustroju przyjmuje si¢ rowniez, ze analizowana konstrukcja zostala wyko-
nana w sposéb idealny —tzn. pomijamy ewentualne niedokfadno$ci wymiarowe.
W przypadku konstrukcji statycznie niewyznaczalnych (hiperstatycznych) zatoze-
nie to jest szczeg6lnie wazne z uwagi na mozliwo$¢ wystapienia odksztalceni i na-
prezeni wstepnych (montazowych). Z wyzej wymienionego powodu zaktada sie tak-
7e, 7€ temperatura otoczenia pozostaje stafa.

W analizie statycznej konstrukcji prowadzonej metoda elementéw skoriczonych
punktem wyjscia do rozwigzania zadania jest zapisanie macierzy sztywnosci calej
analizowanej konstrukcji. Macierz ta powstaje na podstawie macierzy sztywnosci
poszczegblnych elementéw sktadowych ukladu. W dalszej kolejnosci formutuje
sie rownanie rownowagi badanego uktadu. Rozwigzaniem tego réwnania sa prze-
mieszczenia punktéw weztowych konstrukcji.

Wyprowadzajac zalezno$ci na macierze sztywnosSci poszczegdlnych elemen-
tow skoniczonych najczesciej korzysta si¢ z zasady prac wirtualnych Iub tez z tzw.
metod resztowych (residualnych) [3]. Jedynie w najprostszych przypadkach moz-
liwe jest wyznaczenie tych relacji na drodze bezposredniej. Sposéb ten zostanie
przedstawiony w niniejszym przykladzie w pierwszej czgsci wywodu; dla poréw-
nania zaleznoSci te zostang wyprowadzone takze z zastosowaniem jednej z metod
energetycznych.

5.2.2. Macierz sztywnosci elementu pretowego
Macierz sztywnos$ci elementu w ukladzie lokalnym

Rozwazmy niezakrzywiony pret o dowolnym, ale statym przekroju poprzecznym —
patrz rysunek 5.2. Konice elementu stanowig punkty weziowe 1 i 2, w ktorych przy-
tozono sity skupione Fj i F, skierowane wzdluz osi 12 = Ox. Zakladamy, ze na
uktad nie dziatajg zadne inne sily zewngtrzne i pret pozostaje w stanie spoczynku.

W wyniku dzialajacych obcigzen wezty 1 i 2 doznaja przemieszczen wzdtuz
osi preta — odpowiednio u1 i u,. Jesli pret jest bryla sztywna, to przemieszczenia te
sg jednakowe 1, = u,, w przypadku za$ ukladu odksztalcalnego u; # us. A za-
tem oba te przemieszczenia jednoznacznie okreslajg potozenie preta po deformacii.
Tym samym rozwazany element posiada dwa stopnie swobody (¥ i u3).
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1 ; 2 .
Fl 0 1 W u Fz X
x y

Rysunek 5.2. Sity i przemieszczenia weztowe preta prostego

Statyczne rOwnanie rGwnowagi przyjmuje postaé

=2
Y Fx=F+F=0 (5.1)

i=1

W wyniku dziatania wspomnianych sit pret odksztatca si¢ w kierunku osiowym
o niewielki odcinek A/
Al =UuUz—uq, (52)

Odksztalcenie wzgledne preta mozna zapisa¢ na podstawie definicji

Uz —Uj
[

Wobec przyjetych zatozefi o liniowoSci rozwazanego uktadu powstate odksztat-
cenia i naprezenia spetniajg prawo Hooke’a

E=¢&y =

: (5.3)

o = Ee, (5.4)

gdzie E jest modulem Younga materiatu preta.
WartoSci naprezen w punktach weztowych 4 i B mozna okresli¢ na podstawie
definicji:
R

wezet 1: o= 7 < Sciskanie (sila skierowana do wezta),

1) Lo
wezet 2: o= 1 < rozcigganie
gdzie A jest polem przekroju poprzecznego preta (rysunek 5.2).
Wstawiajac zaleznosci (5.2), (5.3) oraz (5.4) do réwnania (5.5) otrzymujemy
warunki réwnowagi

(5.5)

EA EA EA
F =—-0A = —FEcA = —T(uz —uy) = e Uy — - Uz,
(5.6)
EA EA EA
B =04 =EcA = —(uz—u1) = ———uy + —1us.

[ [ [



Podstawy metody elementow skoriczonych 93

ZaleznoSci (5.6) stanowia uktad dwu réwnan liniowych z dwoma niewiadomy-
mi (11 i up), ktéry mozna zapisaé w postaci macierzowej

Fi _ E_A 1 —1 Ui

] & F=K-u, (5.7)
5

—1 1 Up

gdzie K jest kwadratowa, symetryczna i dodatnio okres§lona macierza sztywnosci
elementu pretowego w lokalnym ukfadzie wspotrzednych. Warunek symetrii tej
macierzy wynika bezposrednio z zasady wzajemnosci przemieszczen Maxwell’a.?
Ponadto macierz K jest macierzg osobliwg (det K = 0).

Przedstawiony sposéb wyznaczenia macierzy sztywnoSci na podstawie réwnan
réwnowagi Newtona jest efektywny jedynie w najprostszych przypadkach np. ele-
mentéw pretowych. Jak podano na wstepie niniejszego podrozdziatu bardziej ogél-
na metoda jest wykorzystanie np. rachunku wariacyjnego i zasady prac wirtualnych.
W celu poréwnania réznych metod wyznaczania macierzy K ponizej przedstawio-
no spos6b wyprowadzenia na podstawie twierdzenia Castigliano.

Okreslmy przemieszczenie wzdtuzne ¥ = u(x) dowolnego przekroju poprzecz-
nego preta— patrz rysunek 5.2. Warto$¢ tego przesuniecia jest funkcja zmiennej
niezaleznej x definiujacej potozenie rozwazanego przekroju i moze by¢ wyrazona
jako kombinacja algebraiczna przemieszczen koficéw 1 i 2

u(x) = &1(x) -ur + &2(x) - uz. (5.8)

Wystepujace w powyzszej zaleznosci funkcje {(x) i {2(x) nosza nazwe funkcji
ksztattu i petnig role wag dla przemieszczen uj i up. W ogélnym przypadku zapis
zmiennej zaleznej (w omawianym przykladzie u(x)) poprzez podstawienie typu
(5.8) jest wyrazeniem przyblizonym, ale w przypadku preta i odksztatcenn w zakre-
sie liniowym jest to zalezno$¢ Scista.

Rozpatrujac wartosci przemieszczen na brzegach elementu

u(x =0) =uy, ulx =1) =uy, (5.9)

mozna okresli¢ warunki, jakie powinny spetnia¢ poszukiwane funkcje ksztattu.
Wstawiajac (5.8) do zaleznosci (5.9) otrzymuje si¢

¢1(0) =1,  &(0)=0,
¢1(l) =0, 6() =1

Poniewaz kazda z poszukiwanych funkcji ksztattu jest okre§lona w doktadnie
dwu punktach, to jednoznaczng posta¢ tych funkcji mozna uzyskaé tylko wtedy,
gdy funkcje te zawieraja po dwie niewiadome — np. sg funkcjami liniowymi

ti(x) =aix + by t(x) = azx + bs. (5.11)

2 Odpowiedz uktadu mierzona w punkcie j na wymuszenie przytozone w punkcie 7 jest identyczna
z odpowiedzig w punkcie i na takie samo wymuszenie dzialajace w punkcie j

(5.10)
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Po uwzglednieniu warunkéw (5.10) otrzymujemy:

1
ar=—7. by =1,
(5.12)
1
ar = —, bz =0
)
Stad ostatecznie pole przemieszczen (5.8) opisane jest zaleznoscig
X X
u(x) = (1—7>-u1+7~u2 (5.13)
lub w postaci macierzowej
Uy
u(x) = {81(x) La(x)}- =¢-u (5.14)
up
Na podstawie definicji odksztalcenie wzgledne réwne jest
du(x)
= , 5.15
€ I (5.15)
a po uwzglednieniu zaleznosci (5.13)
e = “2;”1. (5.16)

Otrzymany wynik jest zgodny z wcze$niej wyprowadzonym wyrazeniem (5.3).
Energia potencjalna sprezystoSci preta w osiowym stanie obciazenia wynosi

U= %/IE(x)A(x)sz(x)dx, (5.17)

skad po uwzglednieniu definicji odksztatcenia (5.16) oraz faktu, ze rozpatrywany
pret jest jednorodny i o statym przekroju otrzymuje si¢
1 (uz—up)?

=-FA ———. A
u 7 ] (5.18)

Zgodnie z tredcig pierwszego twierdzenia Castigliano pochodna czastkowa cal-
kowitej energii potencjalnej sprezystosci uktadu po przemieszczeniu uogélnionym
danego punktu tego uktadu réwna jest rzutowi sity uogélnionej dziatajacej w tym
punkcie na kierunek tego przemieszczenia. A zatem, uwzgledniajgc przemieszcze-
nia u; w obu weztach i wykorzystujac (5.18), otrzymuje sie

ou AE

Fi=— 22 (y, —
o 1 ; (u2 —uyp),

U AE
— =F =—(uz —uy).
8112 l

(5.19)
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Co w zapisie macierzowym mozna przedstawi¢ jako:

EA 1 —1 Ui F1
— . = . 5.20
] (5.20)

—1 1 Un F2

Uzyskana postaé jest identyczna do weze$niej wyprowadzonej zaleznosci (5.7).

Macierz sztywnosci elementu w ukladzie globalnym

Przedstawione powyzej rozwazania pozwolily na znalezienie relacji pomigdzy dzia-
tajacymi sitami zewnetrznymi a przemieszczeniami kofcéw preta— (5.7) i (5.20).
Zaleznosci te zostaly podane w lokalnym uktadzie wsp6trzgdnych zwigzanym z roz-
wazanym pretem. W przypadku analizowania konstrukcji sktadajacej si¢ z wickszej
liczby elementéw i znajdujacych si¢ we wzajemnie réznych potozeniach zachodzi
konieczno$¢ przedstawienia powyzszej zalezno$ci w jednym, wspdlnym uktadzie
wspotrzednych (tzw. uktadzie globalnym). Przejscie z uktadu lokalnego do uktadu
globalnego jest realizowane za pomocg transformacji wspétrzednych.

Przed wykonaniem tej operacji nalezy uzupetni¢ wzoér (5.7)/(5.20) o zaleznoSci
dla kierunku osi Oy. Poniewaz, zgodnie z przyjetymi zalozeniami, zar6wno prze-
mieszczenia, jak i sity dziatajace w kierunku poprzecznym preta nie wystepuja, to
macierz K mozna rozszerzy¢ o zerowe wiersze i kolumny; podobnie wektory sit
i przemieszczen. Réwnanie (5.7)/(5.20) przyjmie wtedy postaé

Fi 10 =1 0o |uy
EAl o 0 0 o0

" == vt (5.21)

£ 10 1 0| |u

v, 00 0 0 |uw

gdzieF = {F1,V1 =0,F,V, =0}Tiu = {u;,v; = 0,uz, vy = 0}7 s rozsze-
rzonymi, kolumnowymi wektorami odpowiednio sit zewnetrznych i przemieszczen
punktéw weztowych.

W celu okreslenia zaleznosci transformacyjnych rozwazmy analizowany w po-
przednim paragrafie pret w nowym potozeniu, okreslonym katem skierowanym 6
zawartym miedzy osig Ox preta a osig OX innego, prostokatnego uktadu wsp6t-
rz¢dnych — patrz rysunek 5.3. Uklad wspétrzednych X Oy nazwiemy globalnym
uktadem odniesienia.’

3 Dla odréznienia wielkosci lokalnych i globalnych przyjmujemy zasade, ze wielko$ci odnoszace
si¢ do globalnego uktadu wspétrzednych beda wyréznione dodatkowym nadkresleniem.
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=|

Rysunek 5.3. Pret jednorodny i jego przemieszczenia weztowe w lokalnym
i globalnym ukiadzie wspotrzednych

Rozwazmy wezet 1: z sumy rzutéw przemieszczen u; oraz v na kierunki lo-
kalnego uktadu wspétrzednych x Oy otrzymamy

Uy =uypcosf +vysind
P (5.22)
v = —uy1sin@ + v cos b,

gdzie zmienna v; oznacza przemieszczenie w kierunku prostopadtym do osi preta
(tj. wzdtuz osi Oy). Powyzsze zapis mozna uprosci¢ do postaci macierzowe;j

u; =0 -u. (5.23)

Wystepujaca w zaleznoSci (5.23) macierz

o — cosf sinf (5.24)

—sinf® cos6

nazywamy macierza transformacji wielko$ci wektorowej z uktadu globalnego (pra-
wa strona zalezno$ci (5.23)) do uktadu lokalnego (lewa strona zaleznoSci). Zapi-
sany wektor u; = {u;,v;}T zawiera zatem przemieszczenia we¢zta 1 wyrazone
w globalnym uktadzie wspéirzednych.

Analizujac wlasnoS$ci macierzy transformacji mozna wykazacé, ze jest ona ma-
cierza ortogonalna, a wiec spetnia zaleznos¢ ® ~! = @T, tzn. macierz odwrotna
do O jest rowna macierzy powstalej przez transpozycj¢ macierzy ©.

Powtarzajac przedstawiony powyzej tok rozumowania dla drugiego wezta, a tak-
ze dla wektoréw sit dzialajacych w punktach 1 i 2 uzyskuje sie nastepujgce zalez-
nosci

U = (C) ) (5.25)
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oraz . _

FL=0- F, F, =0 -F,. (5.26)

Zestawiajac rownania (5.23) i (5.25) uzyskamy jedng zalezno$¢ opisujacg trans-
formacje przemieszczen obu weztéw 1 i 2. A zatem

u=0.u, (5.27)

gdzie powstala z zestawienia macierzy ® macierz

cosf sinf 0 0
® — e 0 _ —sinf® cos6 0 0 (5.28)
0 0O 0 0 cosf sinf
i 0 0 —sin 6 cos@_

jest macierza transformacji calego elementu pretowego z uktadu globalnego do
uktadu lokalnego. Analogiczna do (5.27) zalezno$¢ obowigzuje dla sit weztowych

F=0-F. (5.29)

Tym samym zapisana w (5.28) macierz © jest uniwersalng macierzg transformacji,
ktéra pozwala przeksztatca¢ wielkosci wektorowe pomiedzy globalnym i lokalnym
uktadem wspodtrzednych.

Zapisany w lokalnym uktadzie warunek réwnowagi (5.21) moze by¢ przeksztat-
cony do postaci obowigzujacej w globalnym uktadzie wspdtrzednych. Nalezy w tym
celu zastgpi¢ wektory u oraz F wyrazeniami z zaleznoSci (5.27) oraz (5.29). W wy-
niku tego otrzymujemy

© - F=K-0-u (5.30)
Mnozac ostatnig zalezno$¢ lewostronnie przez macierz odwrotng do macierzy trans-
formacji uzyskujemy

' e F=0"K-0-1, (5.31)
co na mocy warunku ortogonalnosci macierzy © (patrz strona 96) jest réwnowazne
F=0 K -©- i (5.32)

Wprowadzajac w powyzszej zaleznoSci podstawienie
K=0K-© (5.33)

otrzymuje si¢ ostatecznie warunek réwnowagi preta w globalnym uktadzie wsp6t-
rzednych
F=K-u (5.34)
Wystepujaca w powyzszym wzorze macierz K nazywamy macierza sztywnosci ele-
mentu pretowego w globalnym uktadzie wspéirzednych.
Przedstawiony tok wyprowadzenia macierzy sztywnosci w uktadzie globalnym
nalezy powtdrzy¢ dla kazdego elementu kratownicy.
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5.2.3. Uogdlniona macierz sztywnosci konstrukcji

Wyznaczona w poprzednim paragrafie macierz sztywnosci elementu pretowego K
wigze zalezno$cig matematyczng przemieszczenia jego kofcéw z przytozonymi
obcigzeniami zewn¢trznymi. Postepujac w podobny sposéb mozna zapisa¢ macierz
sztywnoSci catej konstrukcji. Celem zilustrowania sposobu budowy takiej macierzy
rozwazmy kratownice tréjelementowg przedstawiong na rysunku 5.4.

Ay F Ug

Rysunek 5.4. Przykiadowa konstrukcja 3-elementowa oraz przyjete oznacze-
nia przemieszczen weztow (stopnie swobody uktadu)

Na podstawie zaleznosci (5.21) mozna zapisa¢ macierze sztywnosci poszcze-
gblnych pretéw kratownicy w odpowiadajagcym im lokalnych uktadach wspétrzed-
nych:

1 0 -1 0 1 0 -1 0
EA EA
K1=110000 K2=120000
L'1-10 1 0 2 /=10 1 0
0 0 0 O 0 0 0 O
- Z - (5.35)
1 0 -1 0
EA
Ks = l3 0 0 0 O
3 1-10 1 0
| 0 0 0 0]
Macierze transformacji ®; i = 1,2,3 ze wspdlnego uktadu globalnego do

uktadéw lokalnych poszczegdlnych pretéw wynikajg z ich potozenia, okreslonego
poprzez katy pomiedzy osig OX a tymi pretami. Macierze te mozna wyznaczy¢
z zaleznosci (5.28) przyjmujac dla elementéw 1, 2 i 3 wartosci 8 odpowiednio:
01 = 0°, 6, = @i 03 = —f. Stad otrzymujemy
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—1 2 5 6 —
1 0 0 O
0, = 0 -1 0 O
0O 0 1 o0
_0 0 O —1_
— 1 2
cosa sino
@2 _ —sina  cos«
0 0
i 0 0
— 3 4
cosf —sinf
0, = sinf  cospf
0 0
i 0 0

0

Cos

—sina  coso

5

0
0

cos B

sin 8

0

sin o

6

0
0

—sin B

cos |

5

6

99

(5.36)

W powyzszym zapisie wprowadzono uzupetniajaca numeracje kolumn oraz wier-
szy w kazdej z macierzy. Cyfry te odpowiadajag numerom tych stopni swobody
(tj. przemieszczen uj ...ue poszczegdlnych weztéw), ktére sa transformowane
przez dang macierz. Przyktadowo — patrz rysunek 5.4 — pret nr 2 taczy stopnie swo-
body o numerach 1,2, oraz 3 i 4 (analogicznie do oznaczen u1,v1, U2 i V3 nary-
sunku 5.3). Na podstawie relacji (5.33) macierze sztywnosci elementéw 1-3 we
wspdlnym, globalnym uktadzie wspétrzednych mozna zapisa¢ nastepujaco:

_EA

[

COS2 o

sin o cos o
—cos?Z o

—sino coso

5
0
0

sin o cos o

2

sin” o

—sin « cos o

2

—sin“ o

6
0
0
0

—1

3

2

— COoS™

—sin a cos o

2

COoS™

sin o cos «

4

—sina cos o

2

—sin“ o

sin o cos o

2

sin“ o

(5.37)
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K;=© K; 03 =

3 4 5 6
cos? B —sin B cos B —cos? B sinfBcosfB |
_ EA3 | —sinBcosp sin? sin B cos B —sin? B |4
I3 —cos? B sin B cos B cos? B —sinfBcosB |5
| sinpcos B —sin? B —sin B cos B sin? B e

przy czym powtérzono dodatkowe oznaczenia stopni swobody przy kazdej z ko-
lumn i wierszy poszczegdlnych macierzy.

Uwzgledniajac oznaczenia przyjete na rysunku 5.4 mozna zatem zapisa¢ row-
nania rownowagi dla kazdego z elementéw wyrazone w globalnym uktadzie wsp6t-
rzednych

element 1: {71 Fz 75 76}1- =K1 . {ﬁl Uy Us ﬁ6}T

element 2: {71 Fy F3 74}T =K- {ﬁl uz U3 ﬂ“}T (5.38)

element 3: {73 74 75 76}1- =K3 . {ﬁ3 Uy Us ﬂ6}T

Bazujac na zaleznosciach (5.37) zapisane powyzej indywidualne réwnania réw-
nowagi (5.38) mozna potaczy¢ w jedng cato$¢, formulujac réwnanie réwnowagi
calej konstrukcji (5.39). Réwnanie to jest zblizone w swej postaci do zaleznoSci
(5.34), awystepujaca w nim macierz kwadratowa nosi nazwe uogélnionej macierzy
sztywnosci. Powstaje ona przez wstawienie indywidualnych sktadnikéw poszcze-
g6lnych macierzy sztywnosci K;, i = 1,2, 3 (patrz (5.37)) w odpowiednie komér-
ki. Miejsce wstawienia, okreslone numerem wiersza i kolumny, wynika z przyjetej
numeracji stopni swobody konstrukcji — tak, jak zaznaczono na rysunku 5.4 oraz
w formie uzupelniajacych oznaczert wierszy i kolumn w zaleznosciach (5.37). Pro-
ces budowy globalnej macierzy sztywnosci nazywamy agregacja macierzy.

Oprécz sposobu przedstawionego w niniejszym paragrafie globalng macierz K
mozna wyprowadzi¢ réwniez i innymi metodami — m.in. z wykorzystaniem macie-
rzy polaczen. Jednakze duze rozmiary macierzy wykorzystywanych w tej metodzie
sprawiaja, ze operowanie nimi jest do$¢ ktopotliwe. Stad tez sposéb ten jest stosun-
kowo rzadko stosowany w implementacjach numerycznych [3, 8, 13].

Nalezy zaznaczy¢, ze zapisane w (5.39) rownanie rownowagi konstrukcji nie
ma jednoznacznego rozwigzania. Wynika to z faktu, ze macierz sztywnosci calej
konstrukcji, podobnie jak macierz sztywnosci kazdego z elementéw, jest macie-
123 osobliwg (tzn. det K = 0). Jednoznaczne rozwiazanie ukladu mozna uzyskaé
dopiero po uwzglednieniu warunkéw brzegowych zadania.
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5.2.4. Warunki brzegowe i szczegélna macierz sztywnosci uktadu

Wyprowadzona w poprzednim paragrafie posta¢ uogélnionej macierzy sztywnosci
uktadu moze by¢ wykorzystana do opisu kazdej konstrukcji pretowej o geometrii
identycznej z przedstawiong na rysunku 5.4, niezaleznie od warunkéw jej podpar-
cia i obciazenia. Posta¢ tej macierzy SciSle odpowiadajgcg warunkom konkretnego
zadania uzyskuje si¢ po uwzglednieniu warunkéw brzegowych zadania. Z ilustracji
5.4 wynika, ze na konstrukcje natozone sg wiezy w postaci podpory stalej w punk-
cie 4 oraz podpory ruchomej w punkcie C. A zatem punkt 4 ma odebrane wszystkie
stopnie swobody, punktowi C natomiast zostala odebrana mozliwo$¢ przemiesz-
czania si¢ w kierunku pionowym. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami odebrane
stopnie swobody odpowiadaja zerowym przesunieciom 1 = Uy = uUg = 0. A za-
tem z macierzy sztywnosci konstrukcji K (5.39) mozna wykresli¢ wiersze oraz
kolumny o numerach jeden, dwa i sze$¢. Powstala w ten sposéb nowa macierz Kj
reprezentuje zachowanie rozwazanego ustroju i jest nazywana szczeg6lng macierza
sztywnoSci konstrukcji

A2 2a+ A* 2,3 ‘?Zsaca——sﬂcﬂ —‘?—;czﬂ
K, = E ?12 s?o + 4 A3 s2B ?1—33813 B |. (5.40)
SYMETRIA 21 A3 2/3

5.2.5. Réwnanie rownowagi konstrukciji

Po zapisaniu szczegolnej macierzy sztywnosci konstrukeji oraz sktadowych wekto-
rasit F3 = Fsiny, F4 = —F cos y, F5 = 0 réwnanie réwnowagi calego ukladu
(5.39) przyjmuje ponizsza postac:

F 2 F 2 F F 2
Fsiny BogiBf Bsaca-Bspep —228 | (7,
F 2 Fz 2 Vi) —_
—Fcosy (=FE TS+ B Esﬂcﬁ Uy
0 SYMETRIA F’; 2,3 ﬁs
B (5.41)
7 matematycznego punktu widzenia zalezno$¢ ta stanowi uklad n = 3 réwnan

liniowych z n = 3 niewiadomymi. Poniewaz, jak zaznaczono w paragrafie 5.2.2,
macierz sztywnos$ci K jest macierza kwadratowa i dodatnio okreslong oraz nie-
osobliwa det Kz, # 0, a zatem powyzszy uklad réwnari réwnowagi jest uktadem
oznaczonym. Istnieje zatem jego jednoznaczne rozwigzanie.

W systemach metody elementéw skoriczonych rozwiazanie uzyskanego uktadu
réwnan réwnowagi jest realizowane przez wlasciwe procedury numeryczne, bedace
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implementacja réznych algorytméw obliczeniowych. Z uwagi na przyjete zatozenia
przedstawiony zalezno$cig (5.41) ukfad jest uktadem liniowych réwnan algebraicz-
nych. Jednakze, w ogélnym przypadku, warunek réwnowagi moze mie¢ charakter
nieliniowy lub tez moze to by¢ ukiad réwnan r6zniczkowych. W tych przypadkach
konieczna moze by¢ jego linearyzacja, lub tez zamiana na uktad réwnari réznico-
wych. Wigcej informacji na ten temat zamieszczono m.in. w pozycjach [1, 3].

Jednym ze sposobéw rozwigzania uktadu réwnan liniowych moze by¢ wyko-
rzystanie wzoréw Cramera. Metoda ta sprowadza si¢ do obliczenia wartoSci wy-
znacznika gtéwnego ukladu oraz n wyznacznikow powstatych przez zastagpienie
kolejno kazdej z n kolumn wyznacznika gtéwnego przez wektor wyrazéw wolnych.
Poszczegodlne rozwigzania uktadu réwnan sg wyrazone przez ilorazy tych wyznacz-
nikéw i wyznacznika gtéwnego. W przypadku zagadnienl o wielu stopniach swobo-
dy n pelne rozwinigcie wszystkich n 4+ 1 wyznacznikéw jest bardzo czasochtonne,
stad tez algorytm ten jest rzadko stosowany w obliczeniach numerycznych.

Znacznie bardziej efektywna metoda postepowania jest metoda eliminacji Gaus-
sa [1]. Pierwszym etapem postgpowania jest sprowadzenie macierzy kwadratowej
wspotczynnikéw po lewej stronie réwnania do postaci tréjkatnej, a nastgpnie roz-
wigzanie uzyskanego ukfadu — np. w oparciu o jeden ze wzoréw rekurencyjnych.

Wyznaczanie macierzy tréjkgtnej jest zadaniem iteracyjnym. W pierwszym kro-
ku polega ono na odjeciu pierwszego rownania kolejno od wszystkich pozostatych
po jego uprzednim wymnozeniu przez okreSlony czynnik. Warto$¢ czynnika nale-
7y kazdorazowo dobracé tak, aby po wykonaniu odejmowania wyeliminowaé z kaz-
dego z tych réwnaf pierwsza niewiadoma. W drugim kroku procedury, w iden-
tyczny sposob jak wyzej, odejmowane jest rownanie drugie od réwnania trzeciego
i wszystkich pozostatych itd. Ostatecznie zatem uzyskuje si¢ uktad réwnan, w kt6-
rym ostatnie z nich jest rOwnaniem z jedna niewiadomg x;, przedostatnie z dwie-
ma niewiadomymi x, i x,—1 itd. Rozwigzanie calego uktadu w tej postaci jest juz
zadaniem trywialnym. W praktyce najczesciej stosuje si¢ opisang metode z tzw.
modyfikacjg Crouta, zwang cz¢Sciowym wyborem elementu podstawowego. Mo-
dyfikacja ta, w ogélnym zarysie, polega na zmianie kolejnosci réwnain w rozwig-
zywanym uklfadzie, tak aby w danym kroku eliminowa¢ wyrazenie o najwigkszym
module. Zaleta tego podejScia jest minimalizowanie koficowego btedu obliczeri.
Szersze rozwazania na temat przedstawionych metod oraz inne sposoby rozwigzy-
wania ukfadu réwnan liniowych oméwiono m.in. w pracach [1, 2, 6].

5.2.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych i naprezen

Rozwigzanie uktadu réwnan (5.41) stanowia przemieszczenia swobodnych punk-
tow weztowych konstrukcji wyrazone w globalnym uktadzie wspéirzednych. Moz-
na zatem odtworzy¢ globalny wektor przemieszczen u (patrz (5.39)) rozbudowujac
uzyskane rozwigzanie o zerowe warto$ci wynikajace z odebranych stopni swobo-
dy. Jest to wiec operacja odwrotna do wykreSlenia odpowiednich wierszy i kolumn
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przy przejéciu od postaci uogélnionej K do postaci szczegdlnej K. Stad wektory
przemieszczen poszczegélnych pretéw wyrazajg sie zalezno$ciami:

element 1: u; = {0 0 us O}T,
element2: W =1{0 0 uz u4},
element 3: uz = {ﬁ3 Uy Us O}T.

(5.42)

Po wykorzystaniu zaleznosci transformacyjnych (5.27) oraz (5.36) przemiesz-
czenia te mozna wyrazi¢ w lokalnych uktadach wspétrzednych (tzn. uktadach zwia-
zanych z kazdym elementem)

Ug
V4
u =
uc

vc

Uy
VA
uy =
up

UB

up
UB
u3 =
uc

vc

COoS X

— sin o

0
0

0
0

cos f
—sin B
0
0

Uz cos B —uygsin B

—u3sin f —uq4 cos P

us cos B

ﬁs sin ,3

Uz coso + Ugsinw

U3 Sino — U4 coOS A

sin o
—cos o
0
0

—sin B
—cos
0
0

oS O

cos

sino

cos 8

—sinff —cosp |

sin o

— COS X

oS O

—sin B

, (5.43)

(5.44)

(5.45)
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Znajomos$¢ wektoréw uyp, up i uz pozwala na wyznaczenie wartosci odksztalceri
bezwzglednych Al; (i = 1,2,3) patrz (5.2) oraz odksztalceri wzglednych ¢; (i =
1,2, 3) (5.3) poszczegblnych elementéw:

Al 1 Us

All = uc _uA» &1 = = —, (546)
Iy Iy

Al u Uy S
Aly = up — 4. oy = 1_2 _ us cosozl-l-u4 sma’ (5.47)
2 2

Al u —u Uy S
Als = ue —up. 8321_3:1/{5008/3 u3cl:os,3+u4sm;3' (5.48)
3 3

WartoSci naprezen w poszczegdlnych pretach sg wyliczane na podstawie prawa
Hooke’a (zalozenie liniowego modelu materiatu)

Us
o1 =Ee = I_E (5.49)
1
U3COSO + Uy SN o
0y = E82 = E, (550)
[
63 = Egy = Uscos B —us (;OS'B+M4SID'BE; (5.51)
3
za$ sily normalne w pretach
7
Aj0q _ oo
U3 COSU + UgSINT
N=1A0,(=E 2 = A : (5.52)
A3z03 Uscos f —uscos P +ﬁ4sin,8A
3
I3

Do zakoriczenia pelnej analizy konstrukcji konieczne jest jeszcze wyznaczenie
sit reakcji podioza. Osoby zainteresowane moga zapoznac si¢ z tym zagadnieniem
miedzy innymi w pozycjach [5, 7].

5.3. Liniowa analiza belek

Omoéwione w poprzednim rozdziale elementy pretowe sg wykorzystywane do mo-
delowania czesci i podzespoléw obciazonych jedynie w kierunku osiowym. Nie
mogg by¢ zatem uzywane do modelowania konstrukcji, w ktérych wystepuja obcig-
Zenia wewnetrzne w postaci sit poprzecznych i/lub momentéw gnacych. W niniej-
szym podrozdziale zostanie omdéwiony element skoficzony typu belkowego, kt6-
ry stuzy do modelowania smuktych elementéw poddanych zginaniu. Podobnie jak
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w przypadku preta podane zostang stopnie swobody takiego elementu, jego funk-
cje ksztaltu oraz wyprowadzona zostanie macierz sztywnos$ci. Zaleznosci zostang
wyznaczone na podstawie teorii Euler’a-Bernoulliego. W dalszej czg¢$ci oméwio-
ny zostanie przyktad belki statycznie niewyznaczalnej. Rozwigzanie zagadnienia
uzyskane metodg elementéw skoficzonych zostanie poréwnane ze Scistym rozwia-
zaniem analitycznym.

5.3.1. Zatozenia

Podobnie jak w przypadku omawianych w podrozdziale 5.2 elementéw pretowych
rozwazania ograniczymy do modelu liniowego. Oprécz zalozen przyjetych w pod-
rozdziale 5.2.1 (strona 90) dodatkowo przyjmuje si¢ co nastepuje:

— analizowany ukfad jest ptaski, a wigc uktad jest obcigzony tylko w ptaszczyzZnie
xy; ponadto obcigzenia dziataja jedynie na koncach belki,

— ugiecia belki v sg mate w stosunku do wymiaréw charakterystycznych jej prze-
kroju poprzecznego h, tzn. nie przekraczaja 0,14,

— 0§ symetrii przekroju poprzecznego znajduje si¢ w plaszczyZnie zginania,

— przekrdj poprzeczny prostopadly do warstwy obojetnej przed obcigzeniem po-
zostaje do niej prostopadly po obcigzeniu.

5.3.2. Funkcje ksztattu elementu belkowego

Zmienng polowg w przypadku belek jest przemieszczenie poprzeczne v(x) punktu
znajdujacego si¢ na warstwie obojetnej belki. Podobnie jak w przypadku elemen-
tow pretowych warto$¢ zmiennej polowej wewnatrz elementu skoriczonego jest wy-
razona poprzez stopnie swobody nadane jego punktom weztowym. Z rysunku 5.5
wynika, ze uzaleznienie przemieszczenia poprzecznego v(x) tylko i wylacznie od
przesuni¢¢ punktéw wezlowych nie jest jednoznaczne. Mozna bowiem zauwazy¢,
Ze tym samym przemieszczeniom punktéw koricowych moga odpowiadaé rézne
formy deformacji elementu. Dlatego tez konieczne jest wprowadzenie w kazdym
z weztow dodatkowego stopnia swobody w postaci kata obrotu przekroju poprzecz-
nego. Poniewaz warto$¢ tego kata odpowiada nachyleniu prostej stycznej do linii
ugiecia belki, to uwzglednienie tej zmiennej w wyprowadzeniu automatycznie za-

|U1 ’vz |v1 ’UZ
", @

Rysunek 5.5. Rozne postacie deformacji przy tych samych przemieszczeniach
weztow
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pewnia zgodnoS$¢ obrotéw przekrojow poprzecznych w wezlach na granicy miedzy
kolejnymi elementami skoficzonymi.

A zatem element belkowy posiada cztery stopnie swobody, ktérymi sg wspot-
rzedne uogdlnione vy, 01, v2, 6. Poszczegdlnym wspdtrzednym odpowiadaja ob-
cigzenia uogdlnione w postaci dwu sil poprzecznych i dwu momentéw gnacych.
Przyjeta umowa dotyczaca dodatnich zwrotéw wspétrzednych i sit uogdlnionych
zostala przedstawiona na rysunku 5.6.

(a)

Rysunek 5.6. Belkowy element skoriczony: (a) stopnie swobody, (b) sity uogol-
nione

Podobnie jak w przypadku elementéw pretowych zmienna polowa przemiesz-
czenia uogdlnionego v(x) = f(vy, 01, v2, 62, x) jest funkcja zmiennej niezaleznej
x definiujacej potozenie rozwazanego punktu belki. Z rysunku 5.7(a) wynika, ze
funkcja ta powinna spetnia¢ nastepujace warunki brzegowe:

N |
X lx=0
(5.53)
d
vix =1) = vy, Z’(X) = 0,.
X x=1

Zalezno$¢ wielkosci polowej v od zmiennej x moze by¢ opisana dowolng funk-
cja matematyczng. Podobnie jak w przypadku elementéw pretowych — patrz wzory
(5.11) i (5.13) — przyjmiemy, ze funkcja ta bedzie dana wielomianem.

:91 ” " " /v/v/rr?h
—
U] v (x) U2

X N

potozenie poczqtkowe (belka nieodksztatcona

Rysunek 5.7. Pole deformacji elementu belkowego oraz rozktad momentow
gngcych w rozwazanym uktadzie
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Zapisane powyzej cztery warunki brzegowe pozwalaja na jednoznaczne wy-
znaczenie postaci tego wielomianu pod warunkiem, ze bedzie on zawieral maksy-
malnie cztery niewiadome. Przyjmijmy zatem wielomian stopnia trzeciego:

v(x) = f(x) = ag +aix + axx? + aszx>. (5.54)

W przypadku belek obcigzonych jedynie sitami skupionymi wybdér wielomianu
trzeciego stopnia jest jak najbardziej uzasadniony, gdyz rozklad momentu gngcego
Mg (x) wewnatrz elementu jest liniowy. A poniewaz moment gnacy jest wprost
proporcjonalny do drugiej pochodnej przemieszczenia poprzecznego dzl;(zx) , to po
dwukrotnym zrézniczkowaniu zaleznosci (5.54) otrzymuje si¢ funkcje liniowa.

Wstawiajac wyrazenie (5.54) do kolejnych warunkéw (5.53) otrzymuje si¢ za-
leznosci:

v(x =0) = v; = ay,
dv(x)
= 8 = y
dx |, 1=a1
vix =1) = vy = ag + ail + axl? + a3l3,
d
v(x) e 82 = al + 2a21 + 361312,
dx x=I
stad po przeksztalceniach poszczegdlne wspdtczynniki wielomianu wynosza:
3 1
ap = v, az = 1—2(02—01)—7(291 + 62),
2 1
a; = by, asz = 1—3(01—vz)+1—2(91+92)-

Wstawiajac powyzsze wyrazenia do zaleznosci (5.54) i porzadkujac wyrazy wzgle-
dem przemieszczen uogdlnionych vy, 01, v2, 6, otrzymuje sie:

3x2 2x3 2x2 x3
U()C)Z 1—1—2+1—3 U1+ X—T+l—2 91

3x2  2x3 x3 X2
7 )tz 7)%

Poréwnujac powyzszy zapis z zaleznoSciami (5.8) i (5.13) obowigzujacymi dla
preta, mozna zauwazyC¢, ze wyrazenia w nawiasach

(5.55)

3x2 2x3 3x2 2x3
(5.56)
2x2 X3 x3 X2

§z(x)=X—T+l—2, §4(X)=l—2—7
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s funkcjami ksztattu elementu belkowego
v(x) = G1(x)v1 + $2(x)01 + L3(x)v2 + La(x)ba. (5.57)

5.3.3. Macierz sztywnosci elementu belkowego

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale macierz sztywnoSci elementu skoriczo-
nego zostanie wyprowadzona na podstawie twierdzenia Castigliano. W tym celu
konieczne jest zapisanie wyrazenia na catkowitg energi¢ potencjalng sprezystoSci
uktadu. Zgodnie z teorig Eulera-Bernoulliego energia ta pochodzi jedynie od efektu
zginania

U=1Uy = % /Usdv, (5.58)

v

gdzie v jest objetoscig wycinka belki, za$ ¢ i o sa odpowiednio odksztalceniem

wzdluznym i naprezeniem normalnym w dowolnym punkcie przekroju poprzecz-
nego belki. Warto$¢ tego naprezenia moze by¢ wyznaczona ze wzoru

_ Mg(0) L d()

=F .
L 0 dx2 7 6:39)

gdzie I, jest geometrycznym momentem bezwtadnosci wzgledem osi z prostopa-
dlej do ptaszczyzny zginania, y za$ jest wspotrzedng okreSlajaca polozenie tego
punktu wzgledem ptaszczyzny obojetnej zginania. Wstawiajac do powyzszej za-
leznoSci wyrazenie (5.57), a nastgpnie (5.55) otrzymuje si¢

A’ d*,  d¥ d*¢
a=Ey(w;m+thm+cij2+CM;%)= (5.60)

12x 6 6x 4 6 12x 6x 2
il AERES R Vo) AR VR EN LR Vel Ll

A zatem energia potencjalna sprezystosci U, po uwzglednieniu w (5.58) podsta-
wienia ¢ = F oraz I, = ) 4 y2d A moze by¢ wyrazona za pomocg zaleznosci

/
El, d*¢ d?¢, d?¢3 d2§4
= . .61
u 2 /(dxzvl—l-dxzel—i-dxzv d292) dx (5.61)

Nalezy podkresli¢, ze w ogélnym przypadku powyzszy wzor jest jedynie zalezno-
Scig przyblizong. Wynika to z faktu, ze zmienna polowa v(x) zostala wyznaczo-
na przy arbitralnie zatozonym stopniu wielomianu funkcji ksztattu, ktory jedynie
przybliza ksztatt belki po deformacji. Jak wykazano w toku wczesniejszej dyskus;ji,
w szczeg6lnym przypadku belek obcigzonych jedynie w punktach weztowych wzor
ten daje wynik Scisty.
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Na mocy pierwszego twierdzenia Castigliano spetnione sg réwnoSci:

ou

=W,

Bvl !
ou

=V,

81)2 2

9

) ! (5.62)
2

2=

96, 2

Wykonujac w powyzszych wzorach podstawienie za U wedlug (5.61) otrzymu-

je si¢ dla wezta pierwszego

d2§1 d2§1

U1

dzfl d2§2

U1

oraz dla wezta drugiego

Vo =FEI,

d?¢r d?
dx? dx2 !
d?¢3 d? d?¢4 d?
dx? dx? dx? dngz)dx’
(5.63)
d?t d?g,
dx2 dx2 !
d?¢3d*o, d?¢4 d?0o
dx? dx2 27 dx2 dx292)dx

(

o _

d?¢1 d?ts d?$r d?¢3
dx? dxzv1 dx2 dx2 !
d?{3d?ts

d?t4 d?&3

U2
dx? dx2

d?¢ d2§4 d?t d?e
dx? dx2 dx2? dx?2
d?{3d?e

92)dx,

dx? dx2

d?{4 d?e

)
dx? dx2

92) dx.

dx? dx2

Powyzszy uklad czterech réwnan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

Ki1 K12 Kis
Kz1 Kz Koz
K31 K3z Kssz
| K41 Kaz2 K3

Kia U1
K»4 01
K34 P2)
Kasa | |02

Vi
M,
V2
M,
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gdzie kazdy z wyrazéw macierzy sztywnosSci zdefiniowany jest

l
d? d?
Kmn=EIZ/ §m~ é.n-dx mn=1,...,4.
0

dx? dx2

Podstawiajac wczes$niej wyprowadzone zaleznoSci na funkcje ksztattu (5.55) i wy-
konujgc catkowania otrzymuje si¢ ostateczng posta¢ macierzy sztywnosci

12 6 —12 o6l

E] 2 _ 2
ko El| 6 4> —6 21| (5.64)

—12 -6l 12 -6l
6l 20> —61 412

A zatem, podobnie jak w przypadku elementéw pretowych, macierz sztywnosci li-
niowego elementu belkowego jest macierzg symetryczng. Ponadto jest tez macierza
osobliwg det K = 0, dzigki czemu moze by¢ réwniez wykorzystana do opisu prze-
mieszczenia elementu belkowego jako bryly sztywnej. Wymiar macierzy Kx4)
wynika bezpoSrednio z liczby stopni swobody elementu —tj. dwu przemieszczen
poprzecznych i dwu katéw obrotu — patrz rysunek 5.6.

5.3.4. Obciagzenia ciggte

W dotychczasowych rozwazaniach przyjeto zatozenie, ze sity obcigzent zewnetrz-
nych elementu belkowego sg przytozone jedynie w jego konicach. Czesto jednak
obciagzenia belek maja charakter ciggly i dzialaja na calej dlugosci elementu lub
na pewnym jego fragmencie. Obcigzenia tego typu muszg by¢ zatem zamienione
na pewne uogolnione sity zastepcze przylozone na korficach elementu. Warunkiem
poprawnosci takiego podstawienia jest, aby praca wykonana przez jedne i drugie
obciagzenia w trakcie deformacji belki byla identyczna. A zatem, pomijajac efek-
ty dynamiczne oraz dyssypacje energii, energia potencjalna sprezystosci uktadu
U po wprowadzeniu obcigzenia zastepczego bedzie taka sama jak praca obcigzen
ciagtych.

Zgodnie z definicjg elementarna praca d W, jaka jest wykonywana przez obcia-
zenie ciggle oddziatywujace na nieskoriczenie krétki wycinek belki na przesunieciu
poprzecznym tego wycinka jest réwna v(x)qg(x)dx. Zatem praca jaka jest wyko-
nywana przez obcigzenie na calej dtugosci belki wynosi:

I l
W, = /d’W= /q(x)v(x)dx =
0 0 (5.65)

- / 400 [E1(0)v1 + E2(6)0r + Ea(x¥)va + La(x)0a] dx.

0
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y

Vl zast V2z ast

Rysunek 5.8. Obcigzenie ciggte elementu belkowego i odpowiadajgce im ob-
cigienia zastgpcze skupione

Wprowadzajac zastepcze sity uogélnione w weztach belki — patrz rysunek 5.8(b)
mozna zapisaé prace réwnowazng

Waast = Quast * V = VigastV1 + Mizast01 + VozastV2 + Mogasta.  (5.66)
Mnozac w (5.65) wyrazenia znajdujace si¢ w nawiasie przez czynnik ¢g(x) oraz
zastepujac catke sumy suma catek, a nastepnie poréwnujac z (5.66) otrzymujemy:
I l
Vi = [ a0, Mie = [ a2,
0 0
I l
Vot = [ 4500, Mo = [ 400201,
0 0

Wyprowadzona powyzej zalezno$¢ ma charakter ogdélny i pozwala na oblicze-
nie obcigzen zastepczych dla dowolnego rozktadu obcigzenia cigglego g (x). Wyko-
nujac niezbedne podstawienia funkcji ksztattu (5.55) dla przypadku statej wartoSci
q(x) = g = const otrzymujemy:

l 2 3
3x 2x ql ql
Vlzast=/0 q(l_l_2+l_3) dx=7, V2zast=7,
l 2 3 2 2
2x X ) !
Mlzast:/(; q(x_T+l_2) dx:ql_z, M2zast:_ql—2.
Przyklad

Celem zilustrowania zastosowania metody elementéw skoriczonych do rozwigzy-
wania konstrukcji belkowych rozwazmy uktad statycznie niewyznaczalny przedsta-
wiony na rysunku 5.9.

Z uwagi na dziatajaca site P belka musi zosta¢ podzielona na co najmniej dwa
elementy skoriczone. Wynika to z faktu, ze zgodnie z poczynionymi zaloZenia-
mi (patrz strona 106) sily poprzeczne moga by¢ przytozone jedynie na koricach
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‘P

y

y
V1 V2 U3
0 0 ,'\ 0
1 M 2 @ 3T
1 2 3 X
2 7

Rysunek 5.9. Belka wysiegnikowa, statycznie niewyznaczalna

elementu. Przyjmujac zatem taki podzial mozna zapisa¢ odpowiednie macierze
sztywnoSci. Bazujac na poprzednich wyprowadzeniach i uwzgledniajac dlugosé
elementu 5 otrzymujemy

12 3 —12 3
_ _ BEI 2 3 g2
Ki = Ky — Ko =K, = 225 31 3122 567
FPi_p 231 12 -3
| 30 12/2 =31 12

Po agregacji otrzymujemy uog6lniong macierz sztywnosci ukfadu, a nastep-
nie — analogicznie jak w przypadku elementu pretowego (5.34) — réwnanie réwno-

wagi
9 241 —96 24l 0 0 V1 Py
24] 812 —24] 4]3 0 0 0, M,
EI - —24 — P
132 96 I 192 0 9 241 2l _ ) P2l (568
24]  4]2 0 1612 —24] 412 0 M,
0 0 —96 —24] 96 —24] V3 P
| 0 0 24 4> 241 8I> | |65 M3

W powyzszym zapisie kolorem zostaly wyréznione fragmenty globalnej macierzy
sztywnosci pochodzgce od poszczegdlnych elementéw skoriczonych. Nalezy po-
nadto podkreslié, ze z uwagi na wzajemne polozenie poszczegdlnych elementéw
skorficzonych oraz globalnego uktadu wspétrzednych nie zachodzi w omawianym
przyktadzie konieczno$¢ transformaciji sit i wspéirzednych uogdlnionych.
Zapisana w zaleznoSci (5.68) macierz sztywnoSci reprezentuje kazdg konstruk-
cje ztozong z dwu belkowych elementéw skoriczonych. Dopiero po uwzglednieniu
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warunkéw brzegowych bedzie ona odpowiadaé omawianej w niniejszym przykta-
dzie. Z ilustracji 5.9 wynika, ze nalozone sg wiezy w postaci utwierdzenia i podpory
ruchomej. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami odebrane stopnie swobody odpo-
wiadaja zerowym przesunigciom uog6lnionym w wezle 1

v =0 01 =0 (5.69)
oraz przemieszczeniu pionowemu prawego korica
v3 = 0. (5.70)

A zatem z macierzy sztywnosci konstrukcji K (5.68) mozna wykresli¢ wiersze oraz
kolumny o numerach jeden, dwa i pie¢. Powstata w ten spos6b nowa macierz Ky
jest szczegbdlng macierza sztywnosci konstrukcji. Ostatecznie zatem otrzymujemy
uktad réwnan

o 192 0 241 vy P
G| 0 1612 412 |16 =10
24] 412 82 05 0

Rozwigzanie tego ukfadu stanowig przemieszczenia uogdlnione:

—-7pPI3 —PI? Pl?
= , 0, = , 03 = .
768E1, 128E1, 32EI,

U2

Po wstawieniu tych warto$ci do réwnania réwnowagi (5.68) oraz zerowych
przemieszczenn wynikajacych z warunkéw brzegowych (5.69) i (5.70) mozna wy-
znaczy¢ wartoSci sit uogdélnionych w weztach 1, 21 3:

i=gP.  Va=-P. Vi=3P,
My=3Pl, M;=0, M3 = 0.

Zgodnie z oczekiwaniami warto$¢ sity poprzecznej w wezle nr 2 odpowiada sile
skupionej dziatajacej w tym punkcie, a moment gnacy w przegubie podpory ru-
chomej 3 jest rowny 0. Zerowa warto§¢ M, wskazuje natomiast, ze w punkcie tym
nie jest przylozony zaden zewn¢trzny moment gnacy.

Ksztatt linii ugiecia wynika bezposrednio z réwnania aproksymacyjnego (5.57)
zmiennej polowej v(x). Przyjmujac funkcje ksztaltu (patrz takze zaleznosci (5.55))

12x%2  16x3 12x%2  16x3
§l(x)=1—l—2 T ;3(?6):1—2—1—3,
(5.71)
452 4x3 4x3  2x?

Zz(x):X—T'i‘l—z, §4(X)=l—2—T
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otrzymujemy odpowiednio dla lewego i prawego odcinka belki

v (x) = L ()v1 + L(x)01 + L (x) v + La(x)62,

(5.72)
v@ () = §1(0)v2 + E2(3)02 + £3(0)v3 + La(x)b.
Stad ostatecznie
P 2
v (x) = gz (=91 + 11x),
96 I5 (5.73)
@D(x) = =——— (713 + 61%x — 60Ix? + 40x>
v (x) 768EIZ( +6l°x X“ +40x7)
gdzie, w obu powyzszych funkcjach x € (0, %l )
Rozktady obcigzenn wewnetrznych wynikaja bezposrednio z ich definicji:
d*v dMg(x)
Mg(X) = EIZW’ V()C) =—T (574)
Po wykonaniu rézniczkowania otrzymuje si¢ dla poszczegdlnych odcinkéw:
1
Mgi(x) = E(llPx —3[P),
(5.75)
M (x)=iP(l—2x) x € (0 ll
82 32 2
oraz
Vi(x) 11P V2(x) +5P (5.76)
x)=——P, x)=+—P. .
! 16 2 16

Wykresy powyzszych wielkoSci przedstawiono na rysunku 5.8. Uzyskane wartoSci
sit i momentéw reakcji w wiezach oraz ugie¢ belki sa zgodnie z wynikami dostep-
nymi w literaturze [12].

Na zakoniczenie nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze tok rozwigzania metoda ele-
mentéw skoriczonych uktadu hiperstatycznego w zaden sposéb nie rézni si¢ od
rozwigzania zadania statycznie wyznaczalnego. W obu przypadkach rozwigzuje si¢
bowiem ten sam uktad réwnafi réwnowagi, jedyna réznica wynika z liczby warun-
kéw brzegowych zadania, a tym samym z liczby réwnan w rozwigzywanym ukta-
dzie. Rozwigzujac natomiast zadanie metodami klasycznymi réwnania réwnowagi
Newtona muszg zosta¢ uzupetnione co najmniej jednym, dodatkowym warunkiem
geometrycznym. W omawianym zadaniu warunek ten mozna zapisac¢ albo wprowa-
dzajac site wirtualng w prawej podporze i kfadac v3 = 0 lub tez mozna wykorzystaé
twierdzenie Menabrei.
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(a)
V(x)

=

~
»»
W
=

—|
o)}

(b)
Mg (x)

5
5 Pl
1 m .
2 3 xV

Rysunek 5.10. Przebiegi obcigzeit wewnetrznych w belce: (a) momentow gng-
cych Mg (x); (b) sit poprzecznych (tngcych) V(x) w analizowanej belce

Bibliografia

[1] Batue K.J. (2006): Finite element procedures. Klaus-Jurgen Bathe, Cambrid-
ge (MA), USA.

[2] BranpTt S. (1998): Analiza danych. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warsza-
wa, pierwsze wyd.

[3] CamieLewskI T., Nowak H. (1996): Mechanika budowli. Wspomaganie kom-
puterowe CAD/CAM, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa, dru-
gie wyd.

[4] Cook R.D. (1995): Finite Element Modeling for Stress Analysis. Wiley, New
York.

[5] Dasrowskt O. (1983): Mechanika budowli. Arkady, Warszawa.

[6] ForTuNA Z., MAacukow B., Wasowski J. (1995): Metody numeryczne. Wy-
dawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa.

[7] Hutton D.V. (2013): Fundamentals of Finite Element Analysis. McGraw-Hill
series in mechanical engineering, McGraw-Hill Higher Education, Boston.

[8] Kacprzyk Z., Rakowskr G. (2005): Metoda elementow skoriczonych w me-
chanice konstrukcji. Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Hobo-
ken (NJ), USA.

[9] Kmm N.H., SankAR B.V. (2009): Introduction to Finite Element Analysis and
Design. John Wiley & Sons, New York.

[10] Locan D.L., CHaupHrY K.K., SiNgH P. (2011): A First Course in the Finite
Element Method. Cengage Learning, Stamford (CT), USA.



Podstawy metody elementow skoriczonych 117

[11] Mac DonNaLD B. (2011): Practical Stress Analysis with Finite Elements. Gla-
snevin Publishing, Dublin.

[12] Niezcopzikski M., NiezcopziNski T. (1996): Wzory, wykresy i tablice wy-
trzymatosciowe. Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa.

[13] RusiNskr E., CzmocHowski J., SmoLnickl T. (2000): Zaawansowana meto-
da elementow skoriczonych w konstrukcjach nosnych. Oficyna Wydawnicza
Politechniki Wroctawskiej, Wroctaw.



	Pusta strona
	Pusta strona
	z - 64-reszta.pdf
	Pusta strona
	Pusta strona




