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Wstep

W roku 1923 H. Steinhaus wydat ksiazeczke ,,Czem jest a czem nie jest matematyka”
[31]. Niniejszy wstep wyjasni¢ powinien zagadnienie znacznie prostsze ,Czym jest
analiza funkcjonalna”, ale nawet to zadanie znacznie przekracza mozliwosci nizej
podpisanego. Bo analiza funkcjonalna, ktéra poczatkowo, cho¢ z trudem, mogtaby
by¢ sprowadzona do analizy funkcjonaléow, rozwinela sie w dziedzine matematy-
ki tak obszerna i tak wieloma wypustkami polaczona z innymi, ze coraz bardziej
wymyka sie porzadnej definicji, a granice wyznacza sobie tylko sama. Nie jest ona
bowiem tylko teorig przestrzeni Banacha [5, 20, 21, 35|, ani tym bardzie]j przestrze-
ni Hilberta (cho¢ nawet o tej ostatniej mozna pisa¢ grube, piekne tomy [6, 24]) bo
jej czescia jest tez teoria lokalnie wypuktych przestrzeni topologicznych [8]. Nie jest
tez tylko teoria operatoréw, choé to by¢ moze jeden z najzywiej rozwijajacych sie
jej dzialoéw. Nie jest tez tym bardziej tylko jezykiem dla proceséw stochastycznych
czy réwnan rozniczkowych czastkowych, choé poczatkowo wielu ja (z pozytkiem)
tak widziato. Faktem jest natomiast, ze nowoczesne ksiazki ze ,zwyklej” anali-
zy coraz czesciej traktuja analize funkcjonalna jako swa integralna cze$é, a prze-
strzen Banacha jako naturalny punkt wyjscia do rozwazan [15, 27]: nauczylisémy sie
rozniczkowaé i catkowaé funkcje o wartosciach w przestrzeniach Banacha niemal
tak samo jak funkcje rzeczywiste, a wiele twierdzen ,klasycznej” analizy (takie jak
twierdzenie Taylora, twierdzenie o funkcji uwiklanej, czy twierdzenie o zbieznosci
zmajoryzowanej) znalazto uogolnienia na przypadek banachowski. Takze rachunek
prawdopodobienstwa uprawia sie dzi§ w przestrzeniach Banacha.

I nie ma w tym nic dziwnego. Bo przestrzeri Banacha jest idealnym potacze-
niem pojec¢ algebry liniowej, geometrii i topologii. Tworem doskonale dopasowanym
do potrzeb wspolczesnej analizy, ktéra zmagaé sie musi z zastosowaniami w infor-
matyce, biologii, fizyce, ekonomii, bioinformatyce, statystyce i wielu innych -ikach.
Strzalem w dziesiatke — bo z jednej strony uogdlnia znane nam z geometrii pro-
sta, plaszczyzne i przestrzen tréojwymiarowa, a z drugiej jest na tyle ,konkretna”,
ze mozna o niej udowodnié¢ cata game picknych, uzytecznych, zaskakujacych, in-
trygujacych twierdzen. Bo jest tez punktem wyjscia do dalszych uogélnien. Bo
pozwala na rozwijanie poteznych narzedzi. Bo ,zyja” w niej rozklady procesow
stochastycznych i rozwiazania rownan rézniczkowych (juz nie mowiac o zyjacych
,»z niej” matematykach).
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Wage jej odkrycia poréwnaé¢ mozna chyba tylko do odkrycia kota. Takze dlatego,
ze kola uzywamy dzi§ mimochodem wszedzie, nawet nie zastanawiajac sie nad
innymi rozwigzaniami — cho¢ bez niego cywilizacja po prostu nie mogtaby istniec.

A jednak nawet w Polsce, kolebce analizy funkcjonalnej mato jest studentow,
ktorzy rozumieja ,czem jest, a czem nie jest przestrzen Banacha”. Choé¢ to tu
(w Krakowie) wspomniany H. Steinhaus dokonal swego najwiekszego odkrycia,
ktorym jego zdaniem byt Stefan Banach, a ten ostatni wydal (we Lwowie) ,sprze-
dajaca sie jak $wieze buteczki” monografie ,,Teoria operatoréw liniowych”, pierwszy,
znakomity podrecznik analizy funkcjonalnej. Brak tez jest chyba refleksji nad tym
jak uzyteczne, potezne i, ze tak powiem ,centralne”, jest w.w. pojecie. Analiza
funkcjonalna wielu wydaje sie sucha, abstrakcyjna, zbedna.

Trudno walczy¢ z uprzedzeniami, ale gdy otrzymalem od p. dr A. Kuczma-
szewskiej propozycje poprowadzenia wykladow z analizy funkcjonalnej dla studen-
tow studiow magisterskich (ktorzy jej elementy mieli juz na studiach licencjackich,
a czesé z nich zdazyla ja szczerze znienawidzié) pomyslalem sobie, ze to dobry mo-
ment na zastanowienie sie nad sednem i skutkami zupetnosci przestrzeni Banacha;
ze zupelno$é moze by¢ osia wyktadu, kluczem do zrozumienia catoéci. Powstala
w ten sposob ,Analiza funkcjonalna jeden i pot™ jeszcze nie ,Analiza funkcjonalna
dwa”, ktora by chociaz zarysowalta najwazniejsze dziaty tej dziedziny, ale tez juz
nie ,Analiza funkcjonalna jeden” — bo patrzymy na znane czesciowo wyniki z nie-
co innej perspektywy, troche sie uczac, a troche delektujac i zachwycajac istota
rozumowania. Przegladamy tez troche zastosowan w innych dziatach matematyki.
Taki skrypt z natury rzeczy musial traktowaé¢ materiat bardzo wybiorczo, a kryte-
rium wyboru pozosta¢ musiato tylko moje ,widzimisie”. Jest to wiec tekst troche
nietypowy — nie jest naukowsa rozprawa, lecz raczej szkicem, esejem.

Zupehosé jest dla niego pojeciem centralnym. To ona pozwala Achillesowi dogo-
ni¢ zotwia, powoduje istnienie v/2 oraz rozwiazan réwnan rozniczkowych (twierdze-
nie Picarda), ona tez pozwala rozwiaza¢ rownanie odnowienia zwiazane z modelem
McKendricka (opisujacym rozwéj populacji) i aproksymowaé funkcje ciagle wielo-
mianami. Dzieki niej znajdujemy punkt minimalizujacy odlegto$¢ miedzy zbiorem
domknietym i wypuklym w przestrzeni Hilberta a punktem lezagcym poza nim. Ona
tez jest prawdziwym powodem, dla ktérego pozornie rézne przestrzenie L2[0, 1] i [2
okazuja si¢ takie same — a to pozwala nam rozwiazaé¢ réwnanie ciepta. Bez zu-
pelnosci nie jest prawdziwe zaskakujace twierdzenie Banacha—Steinhausa (zasada
wspolnej ograniczonosci); zupelnosé wreszcie pozwala dobrze zdefiniowaé ekspo-
nente operatora, a potem wykorzystywaé¢ ja do opisu proceséw Markowa.

Nie tudze sie, ze dzieki temu tekstowi wszyscy studenci Politechniki Lubelskiej
pokochaja analize funkcjonalna. Sadzac po ilosci ocen niedostatecznych i termi-
néw poprawkowych egzaminu, w ktoérych bratem udzial, wielu z nich przeklina ja
teraz bardziej, niz zanim podjatem sie tych wykladéw. Mam tylko nadzieje, ze ci
z nich, ktorzy najpierw zrozumieja, a potem wybacza moj upér w twierdzeniu, ze
w dzisiejszych czasach nie mozna by¢ matematykiem, jesli nie pojmuje si¢ pojecia
zupelnosci — stana sie matematykami lepszymi.

Skrypt ten zawiera nieco za duzo materiatu na jeden semestr, to jest 15 dwu-
godzinnych wyktadéw — z mojego do$wiadczenia wynika, ze jesli chce sie wszystko
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studentom doktadnie wytlumaczyé, czasu wystarcza na omoéwienie wiekszosci, ale
nie calosci. Ceche te mialy juz moje odrecznie przygotowywane do dwoch edycji
kursu notatki — raz musiatlem rezygnowac¢ z tej czeSci materialu na rzecz innej,
a innym razem odwrotnie. A gdy doprowadzalem ten skrypt do stanu, w ktérym
mozna go byto pokazaé potencjalnemu czytelnikowi — lekkomyslnie dodatem jeszcze
wiecej tresci. Mam nadzieje, ze z korzyécia dla stanu ducha studentow.

Jeszcze stowo o zadaniach. W kazdym rozdziale staralem si¢ umiescié¢ ich kilka
i to takich, ktore dobrze ilustruja material. Znakomita wiekszosé z nich jest stosun-
kowo prosta; zadania trudniejsze wyroznitem znaczkiem s=. W rozdziale 14 zebrane
zostaly tez ¢wiczenia, ktore w trakcie semestru i potem w sesji egzaminacyjnej przy-
gotowywalismy z p. mgr. Adamem Gregosiewiczem, ktory prowadzil czesé zajec;
wszystkie rozwiazania sa jego autorstwa.! Jemu takze naleza sie gorace podzie-
kowania za pomoc LaTeXowa, oraz uwagi merytoryczne — to on w szczegolnosci
zwrocit mi uwage na nowy, elementarny dowdd twierdzenia Banacha—Steinhausa,
ktory podal A. D. Sokal (zob. rozdzial 13).

Specjalnie podziekowania naleza sie tez p. Agacie Klementewicz, ktorej wierne
notatki z wyktadéw pozwolily mi odtworzyé to, co mowilem, a czego w ferworze
walki nie zapisatem.

Liczne brzydkie wypryski na twarzy skryptu udato si¢ usunaé dzieki benedyk-
tynskiej cierpliwosci p. mgr Renaty Rososzczuk, ktora — z rzadka tylko tarzajac sie
ze $miechu — calos$é przeczytala, wylapalta bledy i zasugerowata dermatologiczna
kuracje. Z kolei recenzent, prof. dr hab. Jacek Banasiak, udzielit kilku ojcowskich
rad, ktorych skutek mozna by poréwnaé¢ do dobroczynnego efektu oddzialywania
odpowiednio grubego papieru sciernego lub wrecz tarnika na teb drewnianej rzez-
by.2 Mimo ich wysitkéw efekt konicowy nie pozostawia wielu ztudzen: rozbiezny zez,
haczykowaty nos i usémiech budzacy z grobu Bolestawa Krzywoustego w pelnej kra-
sie, raczej wykluczaja wiezy krwi z Julia Roberts. Pozostaje wiec nadzieja, ze opisy-
wana skryptu twarz miesci sie gdzie§ w rozsadnym miejscu miedzy obliczem a geba.
I Ze, cho¢ piekna nie jest, ma w sobie to cos.

Adam Bobrowski
Lublin, 5 pazdziernika 2015

1Znacznie wigcej zadan réznych typow znalezé mozna w dostepnych na rynku zbiorach S. Prusa
i A. Stachury [26] oraz J. Rusinka [28].

2Kilka jego $wiatlych uwag pozwolilem sobie zachowaé¢ w skrypcie w formie przypisow, by
uswiadomié¢ Czytelnikowi, z kim musiatem sie¢ zmagac.






Rozdzial 1

Przestrzenie metryczne
zupelne

1.1 Mapy

Wyobrazmy sobie, ze mape wojewodztwa lubelskiego potozono gdzies na jego te-
renie. Mozna dowie$é, a i intuicja podpowiada nam, ze to prawda, iz jest na tej
mapie punkt, ktory lezy dokladnie w miejscu, ktore opisuje. Powyzsze twierdze-
nie pozostaje w mocy niezaleznie od tego w jakiej skali sporzadzona jest mapa.
Nie ma tez oczywiscie znaczenia, czy méwimy o wojewodztwie lubelskim, czy wro-
clawskim. Wazne jest tylko, by mapa obejmowalta cale wojewodztwo i by w tymze
wojewodztwie lezata. To samo mozemy powiedzieé¢ o mapach miast: Lublina, War-
szawy a nawet Tokio, matych miasteczek, powiatow i regionow.

W powyzszym twierdzeniu nie ma tez nic ,dwuwymiarowego”’. Gdybysmy spo-
rzadzili jednowymiarows ,,mape” drogi z Houston do San Antonio (w Teksasie) i po-
tozyli ja na tejze drodze, to jeden z punktéw na mapie lezalby doktadnie w miejscu,
ktore opisuje. Innymi stowy, gdybysmy ,Scisneli” odcinek i potozyli go na odcinku
wyjéciowym, to jeden punkt w ogodle by sie nie ruszyt. Tak samo jest w wymiarach
trzech: na trojwymiarowej mapie” sali wyktadowej bytby punkt, ktory opisywaltby
to miejsce, w ktorym lezy (o ile tylko mapa ta zostalaby wniesiona do sali).

Znalezlismy wiec wspélny mianownik, wspélna ceche wielu ,przestrzeni”. Maja
one te wlasno$é, ze na kazdej ich ,mapie” lezy przynajmniej jeden punkt, ktory
opisuje sam siebie.

Oczywiscie nie wszystkie przestrzenie wlasnosé te posiadaja. Na przyktad koto
z wyrzuconym srodkiem, nazwijmy go O. Jedng z jego ,map” jest dowolne mniejsze
koto z (wyrzuconym) s$rodkiem w tym samym miejscu: obrazem punktu P tego
kola jest na mapie punkt P’ lezacy na promieniu laczacym O i P, ktorego odle-
glosé od O jest k-krotnie mniejsza od odleglosci miedzy O i P, gdzie k jest dana
stala > 1. Jak wida¢, zaden punkt mapy nie opisuje samego siebie. Powodem jest
oczywiscie wyrzucony srodek — gdyby byt czescia przestrzeni, on wlasnie sam siebie
by opisywal.
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Odroznilismy wiec dwie klasy przestrzeni: dziurawe i ,niedziurawe”. Te ostatnie
fachowo nazywa sie zupelnymi, te pierwsze — niezupelnymi (doktadniejsza definicje
podamy potem).

1.2 Pierwiastki

7 przestrzeniami zupelnymi spotykaliémy sie juz w matematyce wielokrotnie, cho¢
by¢ moze o tym nie wiedzielismy (tak jak molierowski pan Jourdain, ktory wy-
krzyknal U licha! Juz przeszlo 40 lat mowie proza, nic o tym nie wiedzac”). Nim
przedstawimy jeden z typowych przyktadéw, zacznijmy od tatwej do dowiedzenia
indukcyjnie nieréwnosci Bernouliego:

(r+1)" > 1+ nz, gdziex>—1,n>1. (1.1)

Pokazemy za Lechem Maligranda (zob. [22] i prace cytowane tamze; wezesniej pra-
wie identyczny dowod podat Bengt Akerberg [2]), iz (1.1) implikuje wazna nierow-
no$¢ miedzy $rednia arytmetyczna a $rednig geometryczna:3

x l‘ PR x
Va9 xy, < U e m Xy, To, . x> 0,n > 1 (1.2)

n

Niech A, = W Mamy Aﬁil > 0, wiec przyjmujac w (1.1) = =
A”L

An_1

— 1> —1, otrzymujemy

A, \" A, nA, —(n—1)4,1 T
> -1)= = :
(An—l) SRR <An—1 1) An—l An—l

Stad A7 > x,, A"~ . To pozwala juz udowodnié¢ (1.2) indukcyjnie: dla n = 1 nieréw-
nos¢é jest oczywista, a zakladajac, ze nieréwnosé ta zachodzi dla n — 1 otrzymujemy
AP > 2, A" > 2,GIT = GT, to znaczy A, > G, gdzie G, = /71 - 72 Tn.

Korzystajac z tej nieréwnosci pokazemy,* ze dla kazdej liczby dodatniej a i kaz-
dej liczby naturalnej n istnieje taka liczba b,,, oznaczana {/a i zwana pierwiastkiem
n-tego stopnia z a, ze b = a (jak sie przekonac, ze liczba taka jest tylko jedna?).
W tym celu rozwazmy ciag (x,),>1 dany regula rekurencyjna

1 a
T = a, Thp1 = — <(n— Day + n_1> . (1.3)
n Ty
Wobec nieréwnosci (1.2) mamy:

(n—1)czynnikow "

—_—

T+ ... + Tk +wna_1

xz-&-l = . Z a.,

n

3Inny bardzo sprytny dowéd (1.2) sugeruje Kazimierz Kuratowski na stronie 18 klasycznego
podrecznika [17].
47a Danielem Danersem, Ulmer Seminare 2013, Heft 18, Three Line Proofs.
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wiec ciag ten jest ograniczony z dotu przez 0. Korzystajac z tego oszacowania,
otrzymujemy takze:

a
NTpi1 = <(n -1+ n) rr < nrg,

Tl
co dowodzi, ze ciag ten jest nierosnacy. Stad ma granice b, = limy_, o 2. Prze-
chodzac z k do nieskoriczonosci w (1.3), otrzymujemy b, = 1 ((n —1)b, + b%l)
Proste przeksztalcenia prowadza do 0! = a, co koiiczy dowdd.

Przyjrzyjmy sie blizej temu rozumowaniu. Poza dosé¢ oczywistymi rachunkami

i oszacowaniami uzyliSmy w nim waznego argumentu:

kazdy ograniczony z dotu nierosnacy ciag liczb rzeczywistych ma granice.

Jak zobaczymy nieco pozniej (zadanie 1.3) stwierdzenie powyzsze jest zakamu-
flowang informacja o tym, ze zbior (przestrzen) liczb rzeczywistych ,nie ma dziur”,
jest zupelhy, kompletny.

Czy zupelnosé ta jest zupelnie oczywista? Tak sie wydaje: od dziecinistwa przy-
zwyczajano nas (ale do czasow Kartezjusza oczywiste to weale nie bylo), ze zbior
liczb rzeczywistych mozna przedstawi¢ jako prosta, ktora przeciez dziur nie ma.
Thimaczono nam réowniez, ze liczby rzeczywiste mozna otrzymac jako granice cig-
gow liczb wymiernych — tak jak to widzieliSmy przed chwila w przypadku pierwiast-
ka (zob. tez nizej); podobnie tez jest z liczba 7. Liczby rzeczywiste wiec widzimy
jako wypelnienie, uzupetnienie zbioru liczb wymiernych, ktéry raczej jest dziurawy.

No wtasnie, skad wiemy, ze ten ostatni zbior nie jest zupelny, co skadinad sta-
nowi glowny powdd naszego zainteresowania liczbami rzeczywistymi? Dotychczas
zapewne tlumaczono nam, ze powodem, dla ktoérego musimy rozszerzy¢ zbior liczb
wymiernych jest to, ze nie mozna w nim wykonaé¢ pewnych operacji algebraicznych.
Rzeczywiscie, na przyklad w $wiecie liczb wymiernych symbol v/2 nie ma sensu —
inaczej moéwiac, v/2 nie jest liczba wymierna. Istotnie, gdyby

9l2gls ... plp
Vao Lo Zien

mo 2m23ms...gMa

gdzie [ jest iloscia dwojek w rozkladzie [ na czynniki pierwsze itd., to podnoszac
do kwadratu i mnozac obie strony przez m?, otrzymaliby$my

22m2+132m3 . q2mq _ 2212 32l3 . .p2lp.

Wobec faktu, ze po lewej stronie mamy nieparzysta ilos¢ poteg dwojki, a po prawej
ich ilos¢ parzysta, przeczyloby to jednoznacznosci rozktadu na czynniki proste.
Popatrzmy na to jednak z drugiej strony: rozwazmy raz jeszcze rozumowanie
prowadzace do istnienia {/a. Jesli a jest liczbg wymierna, to wszystkie wyrazy cia-
gu (1.3) sa wymierne. Algebra pozostaje taka sama i dowodzi jego monotonicznosci
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i ograniczonosci z dotu. Granica, jak wiemy, okazuje sie jednak nie by¢ liczba wy-
mierng gdy a = n = 2 (i w wielu innych przypadkach). ZnalezliSmy zatem ciag
liczb wymiernych, ktory dazy do liczby niewymiernej. Gdybysmy nie znali pojecia
liczby niewymiernej (bo przeciez niektérym cos, co nie daje sie przedstawi¢ w po-
staci 7*, gdzie m i n sg calkowite moze si¢ wydawac tworem dziwnym, niewiele

liczbe przypominajacym) musieliby$my stwierdzenie to ujaé tak:

nie kazdy ograniczony z dotu nierosnacy ciag liczb wymiernych ma granice.

To za$ znaczy ni mniej ni wiecej tyle, ze liczby wymierne nie sa zbiorem zupelnym;
zbidr liczb wymiernych ma ,dziury”. W istocie jest on niezwykle dziurawy: miedzy
kazdymi dwiema r6éznymi liczbami wymiernymi lezy nieskoriczenie wiele liczb nie-
wymiernych; w pewnym sensie dziur tych jest znacznie wiecej niz ,nie-dziur” (zbior
liczb wymiernych jest przeliczalny, a niewymiernych — nieprzeliczalny). To podsta-
wowa réznica miedzy zbiorem liczb wymiernych a zbiorem liczb rzeczywistych —
ten ostatni jest zupelny.

1.3 Achilles

Niektorym Czytelnikom przyklad z poprzedniego rozdzialu moze nie przypasé do
gustu. Nie wszyscy chca umieé pierwiastkowaé. Na taki argument oczywiscie trudno
odpowiedzie¢, bo przeciez mozna tez zy¢ nie znajac liter (a nawet by¢ analfabeta-
milionerem). Ale mowiac o zupelosci, dotykamy czego$ fundamentalnego, czegos
co od wiekow fascynowato filozofow.

Zacznijmy od przypomnienia postaci Zenona z Elei, ktory , byl najwybitniej-
szym i najsamodzielniejszym z nastepcow Parmenidesa. O zyciu jego i charakterze
nic prawie nie wiadomo. Zy! prawdopodobnie miedzy r. 490 a 430;” [32], str. 21.
Zenon znany jest przede wszystkim z przypisywanych mu paradokséw. Reprezenta-
tywnym ich przyktadem jest ,, Achilles”. Wszyscy wiemy, ze nikomu nie uda sie uciec
przed chyzym Achillesem — a juz na pewno nie zotwiowi. Pomys$lmy jednak, czy
rzeczywiscie ten ostatni jest bez szans. Zatézmy, ze poczatkowo zwierzatko oddalo-
ne jest od swego przesladowcy o odlegtos¢ d, no i ze Achilles biega od niego % razy
szybciej (gdzie k < 1). Zaczynamy nieréwna rywalizacje — z0tw ucieka, a Achilles
go goni. Nim ten ostatni doscignie swa ofiare, zotw przesunie si¢ nieco (a doktad-
niej na odlegtosé kd). Achilles wiec znow bedzie mial przed soba podobne zadanie
— dogoni¢ zoétwia, ktory zndéw sie nieco przesunie, a dzielny wojak, by go dogonié¢
bedzie musial najpierw dotrzeé¢ do miejsca, w ktérym tamten byt poprzednio. I tak
w kotko, bez konica. A zatem nie dogoni go nigdy. Zotwie gora! Ot i paradoks.

Niektorym rozumowanie takie wyda sie zwyktym sofizmatem. Wielu tez — tych,
ktorzy dojrza zasadnicze trudnosci w obaleniu przedstawionego argumentu — mo-
ze zwatpi¢ w rzeczywisto$¢ tego, co widzi na co dzieni. Przypadki takie znane sa
w historii — na przyktad jeden z filozoficznych nastepcoéw Zenona, ,,Georgiasz z Le-
ontinoi na Sycylii” przekazal nam ,trzy tezy nihilistyczne i sceptyczne, uzasadniane
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Na Zeusa, przed
chwila tu jeszcze

Rys. 1.1: Zotwie gora!

w sposob wyraznie zalezny od eleatow, a zwlaszcza od Zenona. Tezy te brzmia: 1)
nie ma nic, 2) gdyby nawet bylo co$, to nie byloby poznawalne, 3) gdyby nawet
byto poznawalne, to nie mogtoby by¢ przedmiotem porozumienia miedzy ludzmi.”
[32], s. 23. Co prowadzi nas do Smialej tezy:

Nieznajomosé matematyki szkodzi.

Nie idZmy ani jedna ani druga droga, bo obie sa zgubne. Paradoksow Zenona nie
mozna wazy¢ sobie lekce, skoro jak pisze W. Tatarkiewicz ([32] str. 25): ,Argumenty
Zenona az do czaséw najnowszych zachowaly swa pobudzajaca moc i byty dyskuto-
wane przez najwybitniejszych filozofow, jak Bayle, Descartes, Leibniz, Kant, Hegel,
Herbart, Hamilton, Mili, Renouvier, Bergson, Russell.”. Nie byle kto sobie nad nimi
glowe tamal, warto wiec doceni¢ rozwiazanie, ktére przyszto dopiero z rozwojem
analizy matematycznej, a w szczegdlnosci teorii zbieznosci szeregdéw liczbowych,
w wieku XIX (po ponad dwoch tysiacleciach!).

Pierwszym krokiem do wyja$nienia paradoksu jest zauwazenie luki w konco-
wej fazie rozumowania Zenona: to, ze co$ wydarzy sie nieskonczenie wiele razy nie
oznacza, ze bedzie trwato w nieskoriczonosé. Nieco doktadniej: suma nieskoiiczenie
wielu sktadnikéw wcale nie musi by¢ nieskonczona. Przyjrzyjmy sie omawianej sy-
tuacji blizej. Niech tg oznacza czas potrzebny Achillesowi do tego, by dotrzeé¢ do
miejsca, gdzie na poczatku byl zétw. Jak zauwazyliSmy wczesniej, przez ten czas
Scigany uciekl na odlegtos¢ dk. Ten drugi odcinek Achilles przebiegt wiec w czasie
kto. Zotw przesunatl sie teraz o odcinek k2d, ktory Achilles przebiegt w czasie k2t,
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itd. Teraz juz stowko ,,itd.” nie straszy, bo
o0
too 1= Y K"ty < o0.
n=0

Wtlasnie w czasie to, Achilles dogoni zotwia. Dokladniej rzecz biorac, dla dowolnej
liczby naturalnej N mamy

ik"t—ﬂt
o] 0T T 0

(wystarczy obie strony rownosci pomnozy¢ przez 1 — k a potem zredukowac powta-
rzajace sie wyrazy), a ostatnie wyrazenie dazy do 1’570,6 (gdy N — o0). Dazy do tej
wartosci, dodajmy, bo k < 1, co znaczy, ze Achilles biegnie szybciej niz zotw; gdy-
by k > 1, suma po prawej stronie dgzyltaby do nieskorniczonosci — Achilles okazatby
sie niezbyt chyzy; dla k = 1 zreszta tez, ale powyzszy wzor na sume wygladaltby
inaczej (jak?).

By¢ moze pouczajace jest przestudiowanie szczegolnego przypadku, gdy k = 5
(Achilles biegnie 2 razy szybciej niz z0tw) i tg = 1. Mamy teraz do czynienia z suma
nieskonczonego szeregu

1

1+ L + ! +
Tt
Ktos mogltby powiedzieé¢, ze suma ta nie moze byé réwna dwa, bo przeciez nigdy
do dwdch ,nie dochodzi”. Nawet takiego uparciucha da sie jednak przekonaé, bo
nawet on nie ma watpliwosci, ze zadna z sum cze$ciowych

1 1 1
Lt gttty N21
nie przekracza 2 i ze wraz ze wzrostem N sumy te sa coraz wieksze. Paradoks
Zenona da sie wiec wyjasni¢, jesli zgodzimy sie, ze niemalejacy ciag ograniczony
z gory ma granice — niewazne, czy w danym wypadku bedzie to dwa, czy tez co
innego — odpowiednia suma da nam czas, w ktorym Achilles dogoni zoétwia. Innymi
stowy, jesli zgodzimy sie (zob. zadanie 1.4), ze

czas jest przestrzenia zupelna, bez dziur.

Jesli natomiast postulatu tego nie przyjmiemy, bedziemy musieli uznaé¢ rzeczywi-
stos¢ za sprzeczng z rozumem. Jak widaé, zupelnosé wkracza w nasze zycie bez
pardonu, z butami. Nie daje si¢ bez niej zy¢, a nawet — zob. zadanie 1.8 — zjes¢
urodzinowego tortu.
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1.4 Przestrzenie metryczne, ciaggi Cauchy’ego,
zupeilnosé

Powr6¢émy do rozwazanego w poprzednim rozdziale przykladu z mapa. Co tak
naprawde sprawialo, ze na kazdej mapie woj. lubelskiego umieszczonej w tym wo-
jewodztwie znajdowal sie punkt, ktory opisywatl miejsce na ktorym lezal? Wyglada
na to, ze kluczem jest tu pojecie odleglosci: istnieje taka stala ¢ < 1 (zwana skala
mapy), iz odleglo$¢ miedzy dowolnymi punktami na mapie rowna jest ¢ razy od-
legto$¢ miedzy odpowiadajacymi im punktami w terenie. Musimy wiec zacza¢ od
pojecia odlegtosci, czyli metryki.

Przypomnijmy, ze przestrzenia metryczna nazywamy zbiér X wyposazony
w funkcje d (zwana metryka), przeksztalcajaca X x X w R*, ktora spelnia na-
stepujace trzy warunki:

(a) dla wszystkich z,y € X roéwnosé¢ d(z,y) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy =y,

(b) dla wszystkich x,y € X mamy d(z,y) = d(y, z),
(c) dla wszystkich z,y,z € X mamy d(x,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Oczywiscie liczbe d(z, y) interpretujemy jako odlegtosé miedzy punktami x i y. Po-
dane wyzej warunki staja sie wtedy intuicyjnie oczywiste: odleglto$é¢ miedzy dwoma
punktami réwna jest zero, wtedy i tylko wtedy, gdy te punkty sie pokrywaja, odle-
gtos$¢ mierzona z punktu x do punktu y jest taka sama jak mierzona z punktu y do
punktu x i droga wiodaca z punktu x do punktu z poprzez punkt posredni y nie
moze by¢ krotsza niz ta wiodaca z x do z bezposrednio. Warunek (c) jest w zwiazku
z tym nazywany nieréwnoscia trojkata, bo wyobrazamy sobie, ze punkty x,y i z sa
jego (tzn. trojkata) wierzcholtkami.

Jesli pomyslimy sobie teraz o wojewodztwie lubelskim jako o przestrzeni me-
trycznej X (z odlegloscia miedzy punktami mierzona zwykta miarka — czasem dosé
dluga), to polozenie mapy w jego obrebie zdefiniuje nam przeksztalcenie X w siebie.
Punktowi 2z € X przyporzadkujemy punkt 2/, nad ktérym lezy jego odpowiednik
na mapie. Otrzymamy wtedy

d(z',y') = rd(z,y), (1.4)

gdzie jak poprzednio, k < 1 jest skala mapy.

Zastanowmy sie teraz, czy przy pomocy metryki mozna precyzyjnie zdefiniowac
pojecie zupelosci. Wr6émy do przyktadu z poprzedniego rozdziatu. Zobaczylismy
tam, ze zbioér liczb wymiernych nie jest zupelny, a dowodem na to byto istnienie
nierosnacego ciagu liczb wymiernych, ktéry byl ograniczony z dotu, ale nie miat
granicy (bedacej liczba wymierna).

Pojdziemy wtasnie ta droga, droga wytyczona przez Augustina Louisa Cau-
chy: uzyjemy ciagow (nie bedziemy natomiast uzywaé¢ pojecia monotonicznosci, bo
w przestrzeni metrycznej nie ma ono sensu). Przypomnijmy, ze



20 ROZDZIAL 1. PRZESTRZENIE METRYCZNE ZUPELNE

ciag (n)n>1 elementow przestrzeni metrycznej X nazywamy zbieznym,
jesli istnieje taki z € X, ze lim,,_, oo d(z,,, x) = 0; innymi stowy, dla dowolnego
€ > 0 istnieje takie ng, ze d(z,,z) < ¢ dla n > ng.

Ponadto

ciag (z)n>1 nazywamy ciagiem Cauchy’ego (lub ciagiem podstawowym),
jesli dla dowolnego e > 0 istnieje takie ng > 0, ze d(xy,, x.,) < €, o ile tylko
n,m > ng.

FLatwo sie sprawdza, ze kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego. Jesli ciag
jest zbiezny do x, to ustalajac € > 0, mozemy znalez¢ takie ng, ze d(z,,r) < 5.
Z nieréwnosci trojkata wynika wtedy jednak, ze d(z,,z,,) < € dla n,m > ng, co
koniczy rozumowanie. Twierdzenie odwrotne nie jest jednak prawdziwe: nie kazdy
ciag podstawowy jest zbiezny.

By zrozumieé¢ powdd tego stanu rzeczy i zwiazek ciagoéw Cauchy’ego z istnie-
niem dziur w przestrzeni, wyobrazmy sobie osobnika, ktorego przestrzenia zyciowa
jest rozwazane w poprzednim podrozdziale koto z usunietym $rodkiem, a znana
jest mu nasza, euklidesowa metryka. Nie moze on popatrzeé¢ z géry na swodj ogro-
dek i stwierdzi¢ 0, tu jest dziura. Zyje w przestrzeni, ktora nie jest zupelna”. Jemu
po prostu punkt, ktory ma obie wspotrzedne rowne zero moze sie wydawaé dziwny,
moze wynaturzony.® Narzucamy to ograniczenie, bo chcemy zdefiniowaé¢ zupetnosé
»,bez pomocy z zewnatrz’, uzywajac jedynie tego, co widoczne jest ,wewnatrz prze-
strzeni”. Nasz osobnik moze wiec stwierdzi¢ jedynie co$ w stylu: ,rozwazmy ciag
punktow (z,)n>1, w ktorym z,, = (%7 %),n > 1.” (Studenci wymysla z latwoscia
inne ciagi, ktore osobnikowi temu moga przyj$¢ do glowy). ,Dla dowolnego € > 0,
prawie wszystkie odlegtosci

V2

n min(m,n)

A(xp, Tm) = \/5'1 L <
m
sa mniejsze od e: wystarczy, by n,m > v/2¢~!. Ciag ten zatem zachowuje sie tak
jak by byl zbiezny.” A przeciez” pomysli dalej ,zaden punkt mojej przestrzeni nie
moze by¢ granicg tego ciagu”. ,Bo kazdy punkt w mojej przestrzeni, powiedzmy =z,
ma dwie wspoélrzedne, z ktérych co najmniej jedna, nazwijmy ja a, jest dodatnia.
A zatem odleglos¢ d(z,, ) bedzie wigksza niz |a — 1|, co dowodzi, ze nie dazy do
zera (bo limy, o0 la — 2| = @ # 0). Znalazlem ciag Cauchy’ego, ktéry nie jest
zbiezny. Przestrzen, w ktorej zyje jest co najmniej dziwaczna.”
Jak widaé, nasze hipotetyczne inteligentne zyjatko potrafi przy pomocy ciagéow
Cauchy’ego zauwazy¢ dziure w przestrzeni, w ktérej zyje. W ten sposéb dochodzimy
do definicji zupetnosci.

5Do dzi$ wielu nie moze zaakceptowaé istnienia zera. Szczegélnie moralnego. (Uwaga recen-
zenta: A takie istnieje? S.J. Lec napisal: ,Kiedy znalaztem sie na dnie, ustyszalem pukanie od
spodu.”).



1.5. ZADANIA 21

Mowimy, ze przestrzen metryczna jest zupetna jesli kazdy ciag podstawowy
ma granice.

Jak juz wiemy, podstawowym przyktadem przestrzeni zupetnej jest zbior liczb
rzeczywistych z metryka d(z,y) = |z —yl; z kolei najprostsza przestrzenia niezupel-
na, w istocie ,pelng dziur” jest przestrzen liczb wymiernych (z ta sama metryka).

Zupelosci przestrzeni liczb rzeczywistych dowodzi¢ nie bedziemy — studenci
powinni znaé¢ ten podstawowy fakt z kursu analizy matematycznej. Pokazemy na-
tomiast, ze przestrzenia zupeina jest kazda z przestrzeni RF k € N, z metryka
euklidesowa; wiecej przestrzeni zupelnych poznamy w dalszym trakcie wyktadu.

Dowdd jest prosty. Zatozmy, ze (xy,),>1, gdzie

Tp = (577.,17571,27 cee agn,k) S Rk,

jest ciggiem Cauchy’ego w RF. Z latwej do sprawdzenia nieréwnosci

‘Sn,i - gm,i

(ktora zachodzi dla dowolnego i = 1,. .., k) wynika, Ze ciag liczbowy (£,.,5),,~, takze
jest ciagiem podstawowym. Faktycznie, jesli odlegtos¢ d(x,,, x,,) jest dla n,m > ng
mniejsza niz € to tym bardziej mniejsze od € jest [&,; — &m.il- Z zupelnosci R
wynika zatem istnienie granicy & = lim, o0 &,,;. Wektor = (&1, &2, ..., &) jest
elementem R*. Wystarczy pokazad, ze jest on granica (x,),>1. Z zalozenia wiemy,
ze dla dowolnego € > 0 istnieje takie ng(e€), ze

< d(xp,zm), (1.5)

k

d(xmxm) = Z(fnz - fm,i)Q <€

i=1
o ile tylko n,m > ng(€). Przechodzac z m do oo, z nieréwnosci tej otrzymujemy

k

D (ni— &) <e

=1

d(xp,x) =

dla n > ng(e). A zatem dla n > ny(€) := ng(e/2), mamy d(x,,z) < €, a to konczy
dowod.

1.5 Zadania

Zadanie 1.1. Udowodnij nieréwnos$é¢ Bernoulliego.

Zadanie 1.2. Sprawdz, ze /3 i v/5 nie sg liczbami wymiernymi.

Zadanie 1.3. = Udowodnij, ze z zupelnosci przestrzeni liczb rzeczywistych wy-
nika, iz kazdy nierosnacy ciag ograniczony z dotu ma granice. Udowodnij tez, ze to,
iz kazdy nierosnacy ciag ograniczony z dotu ma granice pociaga za soba zupelnosé
przestrzeni liczb rzeczywistych.
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Zadanie 1.4. Udowodnij, ze jesli kazdy cigg nierosnacy ograniczony z dotu ma
granice, to ma ja tez kazdy ciag niemalejacy ograniczony z gory i vice versa.
Zadanie 1.5. Wyposazmy X = {1, %, %, i,~-~} C R w standardowa metryke
d(z,y) = |z — y|. Czy jest to przestrzen zupelma? A X U {0}?

Zadanie 1.6. Udowodnij (1.5). Wskazowka: suma nieujemnych sktadnikow jest
wieksza lub réwna kazdemu z nich.

Zadanie 1.7. Jesli juz damy sie przekonaé, ze Achilles dogoni zotwia, to tego,
iz dogoni go po czasie to, = t_"k mozna tez dowiesé nie sumujac szeregu, lecz

1
wyliczajac to, z zaleznosci:

o) =2, o= ——)  fg=—o =

Vzotwia UAchillesa Vzotwia,

Podaj szczegdly odpowiedniego rozumowania.

Zadanie 1.8. Jubilat obzera sie po wyjsciu gosci urodzinowym ciastem, ktérego
ze skapstwa nie postawil na stole. Chcac, by chwila przyjemnosci trwala wiecznie
je najpierw polowe tortu wielkosci opony samochodowej, potem polowe polowy,
potem polowe tego, co zostato i tak ad infinitum. Studenci, ktérzy nie chca mieé
nudnosci lub pragna uratowaé tracacych na wieki prace cukiernikdéw, proszeni sa
o wyjasnienie tego ,paradoksu”.



Rozdzial 2

Z.asada Banacha

2.1 Zasada Banacha

Tematem tego rozdzialu jest pierwsze, proste, ale bardzo eleganckie i uzyteczne
twierdzenie, w ktérym zupelnosé odgrywa kluczowa role. Wykorzystuje ono ,,geo-
metryczne” intuicje, przedstawione w poprzednim rozdziale, w przyktadzie dotycza-
cym map, ale przestawia je w terminach abstrakcyjnych. Jak zobaczymy pézniej,
takie uogolnienie pozwala na caly szereg zastosowar.

Zacznijmy jednak od prostego wniosku z definicji przestrzeni zupetnej.

Twierdzenie 2.1. Domknicty (niepusty) podzbidr przestrzeni metrycznej zupetnej
jest przestrzeniq zupelng (gdy wyposazymy go w metryke odziedziczong z przestrze-
ni, ktorej jest podzbiorem,).

Dowdd. Przypomnijmy, ze podzbiér Y C X przestrzeni metrycznej nazywamy do-
mknietym, jesli granica dowolnego ciagu (z,,)n>1 elementéw Y takze nalezy do Y.
Zwréémy uwage na to, ze dla dowolnych dwoéch elementéw yi,y2 € ¥ C X zde-
finiowana jest ich odleglo$¢ w przestrzeni X; Y wyposazona w te odleglosc jest
takze przestrzenia metryczna. To wlasnie mamy na mysli piszac, ze Y dziedziczy
metryke z X.

Musimy dowies¢, ze kazdy ciag Cauchy’ego (z,,)n>1 elementow Y jest zbiezny
(do elementu z Y'). Ciag (z,,)n>1 jest jednakze rownoczesnie ciggiem elementow X.
Jest wiec zbiezny do pewnego x € X. Z domknietosci Y wnioskujemy, ze x € Y,
a to konczy dowdd. O

Uwaga. Znaczek 0O, ktéory widza tu Panstwo byé moze po raz pierwszy, a
ktory towarzyszyé nam bedzie przez caly skrypt, jest standardowym graficznym
oznaczeniem korica dowodu.

Twierdzenie 2.2 (Zasada Banacha). Zatdzmy, ze funkcja T odwzorowuje zupetng
przestrzen metryczng w siebie w taki sposdb, zZe istnieje taka stata g € (0,1), iz dla
dowolnych x,y € X zachodzi nierownosé

d(Tz, Ty) < qd(z,y). (2.1)
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Istnieje wtedy doktadnie jeden punkt staly & € X odwzorowania T (co znaczy, Ze
dla tego i tylko dla tego punktu mamy TZ = I); co wiecej T jest granicg T =
lim, oo T™x dla dowolnego x € X.

T"x definiuje sie tu indukcyjnie: 7" 1o = T(T"x) i T'a = x.

Dowdd. Wybierzmy dowolne x € X. Pokazemy najpierw, ze ciag (T"z),~, jest
zbiezny. Skoro X jest przestrzenia Banacha, wystarczy dowiesé, ze (T"z), -, jest
ciggiem podstawowym. W tym celu oszacujemy odlegloéé miedzy T"x a T™x gdzie
m > n. Z wielokrotnie stosowanej nieréwnosci trojkata wynika, ze

d(T"z, T™z) < d(T"z, T"'z) + d(T" e, T 22) + -+ d(T™ 12, T x).

Pierwszy ze sktadnikow prawej strony mozemy, uzywajac n-krotnie zalozenia (2.1),
oszacowaé przez ¢"d(z,Tx). Podobnie drugi szacujemy przez ¢"'d(x,Tz), itd.
Stad
d(T"z, T"z) < d(z,T'2)[g" + ¢" ™' + -+ +¢™ ']
=¢"d(x, Te)[1+q+¢+--+¢"
<@d(z, To)[l +q+¢ +---+¢" "+
1—q

<

Zwroémy uwage, ze prawa strona nie zalezy tu juz w zaden sposoéb od m. To
dowodzi, ze (T"x),,~, jest ciagiem Cauchy’ego, bo w.w. prawa strona dazy do zera,
gdy n — oo. Jesli chcemy, by odleglo$é¢ miedzy T"x a T™x byla mala, wystarczy
wybraé¢ odpowiednio duze n.

Niech teraz Z bedzie granica (T"x),~,. Zalozenie (2.1) pokazuje, ze T jest
odwzorowaniem ciaglym. Mamy zatem lim,,_,o, T(T"x) = T(Z). Z drugiej strony
T(T"z) = Tz, a ciag (T"+1x)n>1 ma oczywiscie te samg granice co (T"z),, -
To dowodzi, ze & = lim,, oo T2 = lim, o T(T"z) = T(Z), a to znaczy, ze I
jest punktem stalym przeksztalcenia T'. Fakt, ze punkt taki jest tylko jeden wynika
zmow z (2.1): gdyby byly dwa punkty state, powiedzmy Z i &, to mieliby$my

d(i,2) = d(T#,T#) < qd(&, 2).

Wobec tego, ze g € (0,1), nieréwnosé¢ ta dowodzi, iz d(Z,&) = 0, co znaczy, ze
I =1. O

Whioskiem z zasady Banacha jest chociazby twierdzenie o mapach z poprzednie-
go rozdziatu. Jak widzieliémy bowiem, z kazda mapa polozona na odwzorowanym
na niej terenie mozna zwigzaé przeksztatcenie tego terenu, spelniajace zaleznosé
(1.4). Oczywiscie jest to zalezno$é znacznie mocniejsza niz (2.1) (z ¢ = k). Tym
samym zalozenia zasady Banacha sa spelnione ... o ile wspomniany teren mozna
uwazaé za przestrzeri zupelng. Skoro jest on jednak podzbiorem R2,5 to wobec

6Uwaga recenzenta: przy zalozeniu, ze Ziemia jest plaska, co jest dyskusyjne.
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twierdzenia 2.1 wystarczy zalozyé¢, ze wojewddztwo, czy miasto, ktére mamy na
mysli zawiera swoje granice, ze — innymi stowy — tworzy ono zbiér domkniety.

Przy tych naturalnych zalozeniach wnioskujemy, ze wspomniane wyzej odwzo-
rowanie ma dokladnie jeden punkt staly. To jednak oznacza, ze doktadnie jeden
punkt na mapie lezy w miejscu, ktoére opisuje.

2.2 Zadania

Zadanie 2.1. Niech y € R¥ bedzie danym wektorem. Rozwazmy odwzorowanie
x — x+y. Oile y # 0, nie ma ono punktéw statych. Na podstawie tego przyktadu
odpowiedz na pytanie, czy w zasadzie Banacha mozna zalozenie ¢ € (0,1) ostabi¢
do ¢ € (0,1].

Zadanie 2.2. Pokaz, ze odwzorowanie T : [1,00) — [1,00) dane wzorem f(z) =
%(az—i—%) jest kontrakcja (przy standardowej metryce). Co jest jego punktem staltym?

Zadanie 2.3. (Por. [12] str. 201). Niech a > 1 bedzie ustalona liczba. Udowodnij,
ze réwnanie
2 —(1+a)(l—2)=0

ma dokladnie jedno rozwiazanie w przedziale (0,1). Wskazowka: rozwaz odwzoro-

wanie 7" : [0,1] — [0,1] dane wzorem T'(x) =1 — {5




Rozdzial 3

Twierdzenie Picarda

Pierwszym zastosowaniem zasady Banacha, a tym samym zastosowaniem pojecia
zupelnosci, ktore tu chcemy omoéwié, jest twierdzenie Picarda o istnieniu i jedy-
nosci rozwiazan réwnan rézniczkowych. Rozumowanie, ktére tu przeprowadzimy
jest typowe dla analizy funkcjonalnej, ktora patrzy na funkcje (a wiec w szczegol-
nosci i rozwiazania réwnan rozniczkowych) jako na punkty pewnej przestrzeni —
i to z wlasnosci tej przestrzeni (takich, jak zupelnosé) wnioskuje o istnieniu (lub
nie istnieniu) szukanego obiektu. Jej przedmiotem nie sa wiec — tak jak a anali-
zie ,Kklasyczne]” wlasnodci konkretnej funkeji (takie jak monotonicznosé, ciaglosé,
catkowalnosc), lecz wlasnosci calej przestrzeni.

Oczywiscie glownym celem tego rozdzialu jest uwydatnienie roli zupelnosci
przestrzeni funkcji ciaglych, ale jest tez i drugi pow6d: w Lublinie, miescie prof.
prof. Adama Bieleckiego i Kazimierza Goebla, ktorzy tworczo rozwineli teorie punk-
tow stalych, nie wypada przemilczeé eleganckiego dowodu twierdzenia Picarda wy-
korzystujacego zasade Banacha i sprytnie dobrana norme, zwana norma Bieleckiego
3, 8].

3.1 Istnienie i jedyno$¢ rozwigzan réwnan
rézniczkowych

Rozwazmy rownanie rozniczkowe zwyczajne (rozwiagzane wzgledem pochodnej) po-
staci:
u/(t) = f(t7u(t))a t>0, (31)

w ktorym u jest funkcja szukana, a f dana. Jesli f jest funkcja o wartosciach rze-
czywistych, to szukamy u o wartosciach rzeczywistych. Dla tak zwanego réwnania
Malthusa f(t,u) = au, a dla rownania logistycznego f(t,u) = a (1 — %) u. (ai K
sa tu danymi statymi). Jedli f : RT x R¥ — RF, gdzie k jest jaka$ liczba natural-
na, to szukamy u, ktérego wartosci sa wektorami k wymiarowymi. Inaczej moéwiac,
szukamy k funkcji rzeczywistych uy, ug, ..., ug, ktore sa wspotrzednymi wu:

u(t) = (ug(t), ua(t),. .., ug(t)).
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Na przyktad w przypadku tak zwanego réwnania Lotki—Volterry szukamy funkcji
u = (u1,us) = (x,y) o wartoéciach w przestrzeni R?; a funkcja f dana jest wzorem

ft,z,y) = (ax — bry, —cy + dzy) (3.2)

i przeksztalca RT x R? w R2; tréjce liczb przyporzadkowuje pare; a,b,c i d sa
tu stalymi. (We wszystkich dotychczasowych przykladach, f nie zalezy w zaden
sposob od swojego pierwszego argumentu, interpretowanego jako czas; to znaczy,
ze mamy tu do czynienia z tak zwanymi réwnaniami autonomicznymi. Juz za chwile
zobaczymy przyklad réwnania nieautonomicznego.)

Podstawowe twierdzenie teorii réwnan rézniczkowych — twierdzenie Peano —
moéwi, ze jedli funkcja f jest ciagla w otoczeniu punktu (0,a) € R¥*! to w pew-
nym malym otoczeniu ¢ = 0 istnieje rozwiazanie rownania (3.1) (zwane roéwniez
jego catkq) z warunkiem poczatkowym u(0) = «. Podkreslmy, ze w.w. otoczenie
moze by¢ male i w ogolnosci jego wielkosé zalezy od f i od punktu. Na przyklad
rozwiazaniem rownania

u'(t) = [u(t)]*t? (3-3)

z warunkiem poczatkowym u(0) = « jest

4oy
u(t) = T—al

Dla ujemnych «, dziedzina u jest cata o$ rzeczywista, ale dla dodatnich mianownik

4/ 4

przyjmuje wartos¢ zero dla t = |/~ i definicja traci sens. Funkcja u jest zatem

okreslona tylko w przedziale [0, {*/g) (zob. rys. 3.1).

Podkreslmy, ze twierdzenie Peano stwierdza jedynie, iz rozwigzanie réwnania
rozniczkowego istnieje lokalnie, ale nic nie méwi o jedynosci. Moze sie wiec zdarzy¢,
ze z jednego punktu wychodzié¢ bedzie wiele rozwiazan. Jest tak na przykltad dla
funkcji f(t,u) = 24/u. Zwiazane z nig zagadnienie poczatkowe:

() =2y ul,  u(0) =0, (3.4)

ma dwa rézne rozwiazania: u(t) = 0 i u(t) = t?; w istocie catek jest nieskoriczenie
wiele: dla kazdego a > 0 definiujac

ult) = 0, dla t €0, a],
|l (t—a)? dlat>a,

otrzymujemy inna. Podobnie jest z problemem:

(M)

ktéry ma trzy rozwigzania: u(t) = 0,u(t) = — (3t)* i u(t) = (3t)*, z ktorych
mozna skleja¢ kolejne.
7 matematycznego punktu widzenia warunkiem, ktory zapewnia istnienie i je-

dyno$¢ rozwiazan jest warunek Lipschitza: stynne twierdzenie Picarda moéwi, iz
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oa=—-1— :

Rys. 3.1: Lokalnosé rozwigzan rownan rézniczkowych: wykres niebieski to rozwia-
zanie rownania (3.3) z o = 1, a zielony z « = —1. To, zZe ten ostatni wydaje sie od
pewnego miejsca pokrywaé z osig u = 0 nie oznacza, iz rozwigzania rzeczywiscie
rowne sg zero, lecz to, ze program wykorzystany do rysowania otrzymywal wartosci
tak male, ze do zera je zaokraglal.

jesli f jest ciagla i istnieje taka stala L (od nazwiska Lipschitza), ze dla dowolnych
u 1 % mamy

1f(t,w) = f(t @)l < Lilu —all, (3.5)
to dla kazdego warunku poczatkowego rozwiazania istnieja, sa zdefiniowane na calej
osi i do tego wyznaczone jednoznacznie. W warunku powyzszym || || oznacza norme
euklidesowa;

Ir, )l =\ + G+ + 2,

lub jakakolwiek inng, réwnowazna, na przyktad norme maksimum:

”(517 ~~«7£k)||max = max{|§1|, |£2|7 ) |£k|}

(Nie jest to pierwszy kurs analizy funkcjonalnej, wiec student wybaczy mi, ze po-
shuguje sie tu pojeciem normy, ktore formalnie zdefiniowane zostanie nieco pozniej).

W przypadku rownania (3.4) otrzymaliémy zamiast jednego cala rodzine roz-
wiazan, gdyz funkcja f(¢,u) = y/u nie jest lipschitzowska. Nawet jesli ograniczymy
sie do u € [0, 1], nie znajdziemy takiej stalej L, by

Vu = |[f(t,u) = f(t,0)] < Lllu — 0| = Lu . (3.6)
Czy rownanie Lotki—Volterry jest zwiazane z funkcja lipschitzowska? Tak i nie.

By to wyjasni¢, bedziemy bardziej precyzyjnie méwié, ze funkcja spelniajaca waru-
nek (3.5) ma globalng statq Lipschitza (ze wzgledu na u). Ot6z funkcja f z rownania
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(3.2) stalej globalnej nie posiada, ale posiada stale lokalne, co znaczy, ze dla do-
wolnego r > 0 istnieje takie L(r), iz

[f(tw) = f(ta)]| < L(r)llu —all, (3.7)

o ile tylko normy w i @ nie przekraczaja r. Rzeczywiscie, warunek (3.7) zachodzi
w tym przypadku z L(r) = max{a+br,c+dr} (zob. zad 3.5). Zauwazmy, ze mamy
tu typowa sytuacje, w ktorej state L(r) rosna wraz z r.

Niestety, lokalna lipschitzowsko$¢, to znaczy istnienie lokalnych statych Lip-
schitza, choé¢ zapewnia jednoznacznos$é rozwiazail, nie gwarantuje, ze sa one zdefi-
niowane dla wszystkich ¢ > 0. Wida¢ to chociazby z przyktadu,

u'(t) = 14 [u(t)]?.

Jak latwo sprawdzi¢ (zadanie 3.4), funkcja f(u) = 1+ u? jest lokalnie, ale nie
globalnie lipschitzowska. Jej wszystkie rozwigzania sa postaci u(t) = tg(t + C),
gdzie C jest dowolna stala, z odpowiednia dziedzing. W szczegolnosci, rozwiazanie
wychodzace z @ = 0 ma posta¢ u(t) = tgt i jak widaé jest zdefiniowane tylko dla
telo,3).

3.2 Przestrzen funkcji ciaggtych

Kluczem do dowodu twierdzenia Picarda jest zupetnosé przestrzeni funkcji ciagtych
na odcinku [a, b], gdzie a < b to dowolne liczby rzeczywistych. Dokladniej, niech
Cla, b] oznacza zbior funkeji ciaglych okreslonych na przedziale [a, b] 1 przyjmuja-
cych wartosci w R¥. (Gdybysmy chcieli byé¢ bardziej formalni, powinnismy pisa¢
C([a,b],R¥), ale ze wzgledu na prostote oznaczen piszemy tak jak to zaznaczylismy
wyzej). Wybierzmy z tego zbioru dwie funkcje, i y. Funkcja ¢(t) = ||z(t) — y(t)]],
gdzie || - || oznacza norme w przestrzeni R¥ jest wtedy ciagla i ma wartosci rzeczy-
wiste. Zgodnie ze znanym twierdzeniem z analizy matematycznej, zwartosé¢ prze-
dzialu [a, b] powoduje, iz istnieje punkt ¢y € [a,b], w ktorym ¢ przyjmuje wartosé
najwieksza (zob. rysunek 3.2). Mozemy zatem zdefiniowa¢ odlegltos¢é miedzy z i y
wzorem:

d(z,y) = max |[z(t) —y(t)[| = lz(to) — y(to)l| (3.8)
tela,b]
Podkreslmy, ze wystepujace tu tg zmienia sie wraz ze zmiang x i y.

Latwo sprawdza sie (zadanie 3.7), ze tak zdefiniowana funkcja jest metryka.
Pokazemy, ze C[a,b] z ta metryka jest zupelna. W tym celu pomyslmy o ciggu
(Tn)n>1 elementow Cla,b], ktory jest ciagiem Cauchy’ego: musimy pokazaé, ze
jest on zbiezny. Najpierw pokazemy, ze dla kazdego s € [a,b], ciag (zn(s)),,>¢
jest zbiezny. Z zalozenia wiemy, ze dla dowolnego € > 0 istnieje takie ng, ze dla
n,m > ng mamy

max ||z, (t) — xm(t)] < e (3.9)
tela,b]
Skoro

[2n(s) = 2m(s)]| < max [z, () — 2m ()],
t€la,b]



30 ROZDZIAL 3. TWIERDZENIE PICARDA

Rys. 3.2: Metryka supremum: odlegto$¢ miedzy dwiema funkcjami to maksymalna
dhugosé odcinka prostopadtego do osi Ot tgczacego ich wykresy; na rysunku jest to
dhugosé odcinka narysowanego linia przerywana.

to wynika stad, ze ciag (,(s)),~, jest ciagiem Cauchy’ego. Jest to jednak ciag,
ktorego wyrazy sa elementami przestrzeni R¥, ktéra jest zupelma. Stad istnieje
z(s) € R, do ktoérego ciag nasz zbiega.

Funkcja z, przyporzadkowujaca s € [a,b] granice x(s) = lim, . x,(s) clagu
(n(8)),>0 jest naturalnym kandydatem na granice ciagu (x,),,~,. Musimy jednak
dowiesé, ze jest to element przestrzeni Ca, b] (a zatem, ze x jest funkcja ciagla) i ze
(n)n>1 dazy do & w sensie metryki d. Z warunku (3.9) wiemy, ze jesli n,m > ng
to, niezaleznie od tego, jakie jest t, zachodzi nieré6wnosé

|2n(t) — zpm(t)]] <e. (3.10)

Przechodzac do granicy z m, przekonujemy sie, ze niezaleznie od tego, jakie jest
t € [a,b], mamy
ln(t) —2(@)]| <, (3.11)

o ile tylko n > ng. To jednak znaczy, ze d(x,,x) jest dobrze zdefiniowane i ze
lim,, o0 d(zp, ) = 0.

Pozostal nam dowod, ze x jest funkcja ciagta. W tym celu ustalmy ¢ € [a,b] i€ >
0. Wybierzmy tak ng, by dla n > ng zachodzila nier6wnosé (3.11) z € zamienionym
na £. Funkcja 2, jest ciagla, wiec mozemy dobrac tak § > 0, by z tego, ze t € [a, b]
i|t —to| <0 wynikalo, iz ||y, (t) — 2, (to)|| < §. Dla takich ¢ mamy

[2(t) = 2(to) | < [|2(2) = @no (D) + 0o () = @y (o) | + [0, (to) — 2(to)

<€+€+€_
373737 ¢

Wobec tego, ze € i t byly dowolne, dowodzi to, ze = jest ciagta.
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Przypomnijmy, ze wyzej opisana funkcja d w Cfa,b] nazywana jest metryka
supremum, a zbiezno$é¢ w sensie d — zbieznoscia jednostajna na odcinku [a, b].

3.3 Metryki r6wnowazne

Przypomnijmy, ze dwie metryki d; i do zdefiniowane w tej samej przestrzeni X
nazywamy rownowaznymi (doktadniej: rownowaznymi lipschitzowsko) jesli istnieja
takie state dodatnie m i M, ze dla kazdych z,y € X zachodzi nieréwnosé¢

mdl(xay) S dQ(xay) S Mdl(l'vy)

Twierdzenie 3.1. Jesli przestrzen X wyposazona w metryke dy jest przestrzeniq
zupelng, a ds jest metrykq réwnowazng dy, to X z metrykq do tez jest przestrzeniq
zupelng.

Dowdd. Rozwazmy ciag (z,)n>1, ktory spelnia warunek Cauchy’ego w metryce d.
Lewa nieréwnos¢ definicji metryk réwnowaznych dowodzi, ze ciag ten spelnia tez
warunek Cauchy’ego w metryce dy (bo di (@, ;) < %dg(xmxm)). 7 zalozenia
istnieje wiec taki x € X, ze lim, oo d1(zn,z) = 0. Stosujac prawa nier6wnosé
definicji oraz twierdzenie o trzech ciggach wnioskujemy, ze

lim dy(z,,x) =0,
n—roo

co dowodzi tezy. O]

Oto przyklad metryk rownowaznych w przestrzeni Cla,b]. Niech v bedzie do-
wolna funkcja ciagla na [a,b], ktora przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Dla x,y €
Cla, b] rozwazamy

dy(z,y) = sup ¥(t)[=(t) —y(1)]. (3.12)
t€la,b]
Supremum to istnieje i jest skonczone z tych samych powoddéw, dla ktérych skori-
czone jest (3.8). Latwo tez sprawdzi¢, ze d, jest metryka (zadanie 3.8). Twierdzimy,
ze metryka ta jest rownowazna metryce supremum. Faktycznie, z dodatniosci i cia-
gtosci ¢ wynika istnienie takich liczb dodatnich, ze

m < y(t) < M
dla wszystkich t € [a, b]. Stad dla dowolnych x,y € C|a, b] mamy
md(z,y) = sup mlz(t) — y(t)

tela,b]

< Sup PO)llz(@) —y@) (= dy(z,y))

< sup Mz(t) —y(t)|| = Md(z,y),
t€la,b]

co dowodzi naszej tezy. W szczegolnosci Cla,b] z metryka dy jest przestrzenia
zupelna.
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3.4 Lokalne twierdzenie Picarda

Jestesmy juz gotowi na dowod twierdzenia Picarda; uzyjemy zasady Banacha. Za-
cznijmy od jego wersji lokalne;j.

Twierdzenie 3.2 (Lokalne twierdzenie Picarda I). Niech bedg dane a,b > 0,ty € R
i a € R* oraz funkcja f o wartosciach w R zdefiniowana na ,prostokgcie”

P={{t,2)[|t —to| <a,[lz—al <b}.

Zatozmy, zZe funkcja [ jest ciggta na P i lipschitzowska wzgledem drugiego argu-
mentu ze statq L: dla kazdych (t,z), (t,y) € P,

I1f(t,2) = (&9l < Lllz =yl

Niech M = sup( ,ep |f(t,2)]| (M jest skoriczone, bo f jest funkcja ciggle na

zbiorze zwartym) i
. b 1
K = min <CL, M’ M) . (313)

Istnieje wtedy dokladnie jedno rozwigzanie zagadnienia
u(t) = ftut),  ulto)=a, (3.14)
okreslone w przedziale |t — to| < k.

Dowaod. Dowod przebiega w trzech krokach. Najpierw opiszemy przestrzen, w ktorej
znajduje sie rozwiazanie, a potem zlokalizujemy je samo jako punkt staly pewnego
przeksztalcenia tej przestrzeni w siebie. Krokiem drugim, posrednim, jest powia-
zanie roOwnania z w.w. przeksztalceniem.

1. Jak wiemy z poprzedniego podrozdziatu, przestrzen C[tg — k&, to+ K] jest prze-
strzenia zupelna. Jej podzbiér X zlozony z funkcji, ktére maja wartosci w przedziale
[ — b, + 1] jest zbiorem domknietym. Jest to wiec takze przestrzenn metryczna
zupelna (zob twierdzenie 2.1).

2. Rownanie (3.14) napiszmy w rownowaznej postaci catkowe;:

u(t) = a+ t f(s,u(s))ds. (3.15)

Catka po prawej stronie jest catka z funkcji wektorowej i powinna byé¢ rozumiana
jako wektor, ktorego sktadowymi sa catki z jej wspolrzednych. Zwroémy uwage
na fakt, ze wypisana wyzej posta¢ catkowa w zwartej formie zawiera informacje
o warunku poczatkowym u(tg) = «. Jej glowna zaleta jest jednak to, ze pozwala
sprowadzi¢ zagadnienie istnienia rozwiazania réwnania rézniczkowego do zagadnie-
nia istnienia punktu stalego pewnego odwzorowania.

3. Rozwazamy odwzorowanie T : X — X dane wzorem x +— Tz,

(a0 =at | fls,a(s)ds, e fto— ki to + H]- (3.16)
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Calka jest tu dobrze zdefiniowana, bo z zalozenia, ze € X wynika, iz (s, x(s))

nalezy do P. Zwr6émy uwage, ze dla t < ty catke definiuje sie tu jako — tto. T

rzeczywiscie przeksztalca X w siebie: po pierwsze Tx jest funkcja ciagla, po drugie

[(T2)(t) — ol = II/t f(s,2(s)) ds|| < ‘/t [/ (s, 2(s))|| ds

< Mt —to] < Mk <1b;

w drugim kroku wykorzystaliémy tu zadanie 3.11. Ponadto

d(Tz,Ty) = sup
te [to —K,to +I‘€]

/ F(s,2(s) — F(s.(s)) ds

to

1f(s,2(s)) = f(s,9(s)))ll ds

to

< sup
te [t() —R,to +I‘€}

t
[2(s) —y(s)|lds
to
<L sup

t
/d(m,y)ds
te(to—r,to+r] [Jto

< Ld(z,y)  sup |t —tof
te[tofﬁ,toﬁﬁﬂ]

kd(z,y)

d(z,y).

<L sup
te [to —K,to-‘rﬁ]

=1L
1
< Z
-2

Rachunek ten dowodzi, ze T spelnia zalozenia zasady Banacha. Istnieje wiec do-
ktadnie jedna funkcja u, ktora jest punktem stalym odwzorowania T', to znaczy do-
kladnie jedna taka funkcja, ze rownosé (3.15) zachodzi dla wszystkich ¢ z przedziatu
[to— K, to+£]. To oznacza jednak, ze u jest rozwigzaniem zagadnienia (3.14). Z dru-
giej strony kazde rozwiazanie zagadnienia (3.14) spekia tez réwnosé (3.15). O

Doktadna analiza przedstawionego wyzej dowodu pokazuje, ze zalozenia nasze-
go twierdzenia mozna ostabi¢ — w definicji k zamiast ﬁ mozna napisa¢ wzia¢ gL ™!,
gdzie g € (0,1) i rozumowanie bedzie tak samo poprawne. W istocie w ,prawdzi-
wym” twierdzeniu Picarda stala Lipschitza w ogole nie ma wplywu na x, mamy

bowiem ,
Kk = min (a, M) . (3.17)

Tego wyniku nasze rachunki jednak nie dowioda. Do dowodu pelnego twierdzenia
Picarda potrzebna nam jest inna, rownowazna metryka w Cla,b] (por. [12], str.
203, tw. Lipschitza).

Twierdzenie 3.3 (Lokalne twierdzenie Picarda II). Przy zalozeniach twierdzenia
3.2, istnieje doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (3.14), okreslone w przedziale
|t — to| < K, gdzie k dane jest wzorem (3.17).
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Dowdd. Ustalmy A > 0 i niech 1(t) = e M=%l ¢ € [ty — k,to + K]. ¥ jest funkcja
ciagla, przyjmujaca wartosci dodatnie. Jak wiemy z podrozdzialu 3.3, metryka

dy(w,y)=  sup e NTRla(t) —y(t)
te[tofﬁ,toJrli]

jest zatem rownowazna metryce supremum. W szczegdlnosci Cla, b], a takze jej
podzbior X opisany w dowodzie twierdzenia 3.2, z metryka dy sg przestrzeniami
zupelnymi. Metryke dy nazywamy metryka Bieleckiego od nazwiska jej pomysto-
dawcy, Adama Bieleckiego, jednego z zalozycieli UMCS.

Podobnie jak w pierwszym dowodzie definiujemy przestrzen X jako zbior tych
funkeji, ktore maja wartosci w przedziale [a — b, a+b], a odwzorowanie T — wzorem
(3.16); wiemy juz, ze T przeksztalca X w X. Zauwazmy ponadto, ze

dy(Tz,Ty) = sup e M=ol
te [to —K,to +Ii]

/ (s, 2(5)) — F(s.(s))] s

to
t
0

/t 1£(s.2()) — £(s,y(s)] ds

< sup e*)\ltft(]l

te [to —Rr,to +H]

<L sup
tE[to*li,to*FK]

t
[ el e o) — y()] s

to

Zwroémy uwage na to, ze — niezaleznie od tego, czy t jest mniejsze, czy tez wicksze
niz to — punkt s lezy zawsze miedzy nimi. Stad |t —to| — |to — s| = |t — s|. Ponadto
wyrazenie w nawiasie klamrowym nie przekracza dy(z,y). Tak wiec

dy(Tz,Ty) < L sup

te [t() —R,to +I‘€}

[t—tol
= Ldy(z,y)  sup / e M du
1J0

teto—k,to+k

t
/ e Mt=sldy, (2, y) ds

to

“ L
= L/ e M du dy(z,y) < de(;v,y).
0

Jedli teraz wybierzemy A > L, to przekonamy si¢, ze 1" jest przy metryce d,, kontrak-
cjaw X. Innymi stowy zasada Banacha jest w mocy i reszta rozumowania przebiega
jak poprzednio. L]

3.5 Globalne twierdzenie Picarda

Na zakoriczenie udowodnimy globalna wersje twierdzenia Picarda. Twierdzenie lo-
kalne dotyczy rozwiazan w malym otoczeniu punktu, w ktérym zadano warunek
poczatkowy. Twierdzenie globalne, przy nieco mocniejszych zalozeniach, zapewnia
istnienie rozwiazan na catej poétosi.
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Twierdzenie 3.4 (Globalne twierdzenie Picarda). Zalézmy, ze funkcja f jest cig-
gta i spetnia globalny warunek Lipschitza (3.5) oraz ze istniejq takie state My i wy,

iz
‘ / f(s,0)ds
0

Dla dowolnego o € R¥, réwnanie (3.1) ma wtedy doktadnie jedno rozwigzanie spet-
niajgce warunek u(0) = «; rozwigzanie to zdefiniowane jest dla wszystkich t > 0
1 ro$nie najwyzej wyktadniczo.

< Mope*°'. (3.18)

Uwagi. Podobnie jak poprzednio, calka po lewej stronie nieréwnosci (3.18) jest
calka z funkcji o wartosciach wektorowych i nalezy ja rozumieé¢ jako wektor calek
z jej sktadowych. Warunek typu (3.18) jest konieczny jesli chcemy uzyskac¢ wyktad-
nicze ograniczenie na rozwiazania. Widaé¢ to na przykladzie funkcji f(t,u) = 2tet2,
ktora (wzgledem u) ma globalna stata Lipschitza rowna zero, a jednak rozwiazania
zwiazanego z nia réwnania rézniczkowego (3.1) maja postac u(t) = ael” i w szcze-
golnosci rosna szybciej niz wykladniczo. Warunek (3.18) jest automatycznie spel-
niony gdy funkcja f nie zalezy od ¢ (to znaczy dla rownan autonomicznych).

Dowdd globalnego twierdzenia Picarda. Dowod jest analogiczny do dowodu twier-
dzenia lokalnego. Nieco bardziej jest tylko skomplikowana przestrzen, w ktorej szu-
ka¢ bedziemy rozwiazania.

(a) Dla danej liczby w > 0 niech C,(R™) oznacza przestrzen takich funkeji
ciggtych x : [0, 00) — RF, ze istnieje M = M () spetniajace warunek

supe “z(t)]| < M.
>0

Innymi stowy, elementy C,,(R") to funkcje ciagte o co najwyzej wykladniczym
wzroscie (z wykladnikiem w). Pokazemy teraz, ze przestrzen ta z odlegloscia Bie-
leckiego
4o, y) = supe™[z(t) — y(b)|
>0
jest zupelna przestrzenia metryczna. Sprawdzenie, ze d,, jest dobrze zdefiniowana
i spelnia warunki metryki pozostawiamy jako ¢wiczenie (zadanie 3.9), ograniczajac
sie do trudniejszego dowodu, ze mamy tu do czynienia z przestrzenia zupelna.
Niech (zy,)n>1 bedzie ciagiem Cauchy’ego w C\,(R™). Z nieréwnosci

sup ||z, (t) — zm(t)|| < e“’wa(xn,xm), (3.19)
te[0,T)

ktora zachodzi dla dowolnego T' > 0, wynika, iz dla kazdego ¢ > 0 istnieje granica
z(t) := lim, 00 z,(t). Co wiecej, funkcje z,, daza do granicznej funkcji = jedno-
stajnie na kazdym przedziale [0, T]. Faktycznie, nier6wnosé ta pokazuje, ze funkcje
Zn,n > 0 obciete do przedziatu [0, T| tworza w przestrzeni C[0, T ciag podstawo-
wy. W szczegolnosei x jest ciagta na kazdym przedziale postaci [0, T] (zob. dowod
zupetnosci przestrzeni Cla, b)), a wiec ciagla na caltym RT.

Przeprowadzmy to rozumowanie dokladniej: dla dowolnego € > 0 i przy usta-
lonym T > 0 mozemy tak dobraé¢ ng, ze dla n,m > ng zachodzi nieré6wnosé,
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Aoy (T, ) < €™ 7 (3.19) wynika, ze dla takich n i m mamy sup,e(o 7y |24 (t) —
Zm(t)]] < e. Skoro € jest tu dowolne, dowodzi to, ze ciag obcie¢ funkcji x,, do
przedziatu [0, T jest ciagiem Cauchy’ego.

Musimy jeszcze pokazaé, ze x nalezy do C,(R") i ze (z,)n>1 do niej dazy
w sensie metryki d,. To, ze (x,)n>1 jest clagiem podstawowym znaczy, iz dla
kazdego € > 0 istnieje takie ng, ze

N\ e lan(t) — zm ()] < e
t>0
Przechodzac z m do nieskoiiczono$ci, otrzymujemy stad

N e an(t) —2@)] < (3.20)

t>0

o ile tylko n > ng. W szczegdlnosci, wybierajac M tak, by ||z, (1) < Me*!
otrzymujemy oszacowanie |z(t)| < ee*t + Me“! < (M + €)e“!, co znaczy, ze z nie
roénie szybciej niz wyktadniczo z wykladnikiem w; innymi stowy, 2 € C,,(RT).

Nierownosé (3.20) implikuje tez, ze dy,(zy,x) < € 0 ile n > ng, a to (ze wzgledu
na dowolnosé €) dowodzi zbieznosci (x,,),>1 do .

(b) Niech w bedzie teraz wieksze niz stala Lipschitza z warunku (3.5) i wieksze
niz wy z warunku (3.18). W przestrzeni C,,(R™") definiujemy odwzorowanie T', ktore
funkcji x przyporzadkowuje funkcje Tx dana wzorem:

t
(Tz)(t) = « +/ f(s,z(s))ds. (3.21)

0
Funkcja Tz jest oczywiscie ciggla, ale na razie nie jest jasne, czy nalezy do C,,(RT).

Rozwazmy jednak dwie funkcje 2 i y z przestrzeni C,(RT) i dla ustalonego
t > 0 oszacujmy wyrazenie

e~ (T2 (t) — (Ty)(t)] = e~ / f(s,(s)) ds — / (s 5(s)) ds]
<ot / 1£ (s, 2(s)) — (s, ()] ds
<o / Liia(s) — y(s)]| ds:

w drugim kroku wykorzystalismy tu zadanie 3.11. Dalej wielko$¢ te szacowa¢ mozna
tak:

e (Ta)(t) — (Ty) (1) S/O Le™ #9064l (s) — y(s) || ds
g/o Le “*dsdy,(x,y)

< gdw(x,y). (3.22)
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Jesli w szczegdlnosci y = 0, to z zalozenia (3.18) wynika, iz Ty nalezy do C,(R™),
a stad i z powyzszej nieréwnosci mozna juz wywnioskowa¢, ze do C,,(R™) nalezy
rowniez Tz. Nierownosé ta dowodzi takze, ze odwzorowanie T spelnia zalozenia
zasady Banacha ze stata ¢ = é < 1. A zatem istnieje dokladnie jeden element
przestrzeni C,,(RT), nazwijmy go u, ktéry jest punktem stalym odwzorowania T
on wlasnie jest szukanym rozwigzaniem réwnania rézniczkowego. Rzeczywiscie, u
spelia warunek (3.15). T odwrotnie, rozwiazanie rownania (3.1) tez musi spetnia¢

warunek (3.15), a to znaczy, ze musi by¢ punktem stalym odwzorowania T'. O

Pozostalo nam jeszcze tylko rozwia¢ jedna watpliwo$é: czy moga istnieé¢ roz-
wigzania rownania (3.1), ktore lokalnie beda sie rozni¢ od znalezionego wyzej?
Odpowiedz negatywna wynika z lokalnego twierdzenia Picarda.

3.6 Zadania

Zadanie 3.1. Jak nazywal sie stynny matematyk, ktory dostal od swej wybranki
kosza, bo w peanach o jej urodzie nie chcial uzy¢ stowa ,,jedyna’?

Zadanie 3.2. Sprawdz, ze podzbior przestrzeni Cltg — «, to + «, ztozony z funkcji,
ktore maja wartosci w przedziale [a — b, o + b] jest zbiorem domknietym.

Zadanie 3.3. Dowiedz, ze nie istnieje stata L spelniajgca warunek (3.6).

Zadanie 3.4. Pokaz, ze funkcja f(u) = 1 + u? jest lokalnie, ale nie globalnie
lipschitzowska.

Zadanie 3.5. Pokaz, ze jesli normy wektorow (x,y) i (Z,7) nie przekraczaja r, to
mamy

[(az — bry, —cy + dzy) — (aZ — bZY, —cy + dP)||max
< max{a + br,c+ dr}|[(z,y) — (Z,9) | max-
Zadanie 3.6. Znajdz takie state ¢ i C', by dla kazdych z,y € R zachodzita nieréw-
nos¢:
cmax{[z|, [y|} < va? +y? < Cmax{|z], [yl}.
To znaczy, ze normy euklidesowa i maksimum w R? sg réwnowazne.

Zadanie 3.7. Sprawdz, ze wzor (3.8) definiuje metryke w przestrzeni funkcji cia-
gtych.

Zadanie 3.8. Dowiedz, ze supremum w (3.12) jest skoniczone i ze dy jest metryka

w Cla,b].

Zadanie 3.9. Sprawdz, ze d, jest dobrze zdefiniowana (w szczegdlnosci mamy
d,(x,y) < oo dla wszystkich z,y € C,,(R™")) w przestrzeni C,(RT) i jest metryka.

Zadanie 3.10. Udowodnij nieréwnosé¢ (3.19).
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Zadanie 3.11. Niech z : [a,b] — R* bedzie funkcja ciagta. Udowodnij, ze

/ e a| < / el at.

Zadanie 3.12. Niech g i ¢ beda funkcjami ciagtymi na [0, 1]. Udowodnij, Ze istnieje
doktadnie jedna funkecja f € C]0, 1] spelniajaca rownanie:

f@ - [ o- iy =g@). el
0
Wskazowka: rozwaz C[0, 1] z odlegtoscia Bieleckiego
dr(f1, f2) = sup e M|fi(x) = fa(w)]

z€[0,1]

oraz odwzorowanie T' w tej przestrzeni, dane wzorem

(Tf)(x) = g(x) + / “o@— )y, w0l



Rozdzial 4

Przestrzenie Banacha

4.1 Definicja przestrzeni Banacha

Przestrzen Banacha, centralny obiekt catej analizy funkcjonalnej, to z definicji prze-
strzeni liniowa, unormowana i zupelna. W rozdziale niniejszym bedziemy stopniowo
wprowadzaé i systematycznie ttumaczy¢ wystepujace w podanej wyzej definicji po-
jecia.

4.1.1 Przestrzen liniowa

Niech X bedzie zbiorem; jego elementy oznaczaé¢ bedziemy x,y, z, itd. i nazywaé
wektorami. Trojke (X, +, ), w ktorej + jest odzorowaniem + : X x X — X, (x,y) —
z +y a - odwzorowaniem - : R x X — X (o, z) — ax, nazywamy (rzeczywista)
przestrzenia liniowa (lub — zamiennie — przestrzenia wektorowa) jesli spelnione sa
nastepujace warunki

al) dla dowolnych z,vy, z € X zachodzi rownosé¢ (z +y) +z = + (y + 2),

a2) istnieje takie © € X, ze x + © = x dla kazdego x € X

dla kazdego z € X istnieje takie 2’ € X, ze x + 2/ = O,

(
(
(a3
(

(ml) a(fz) = (apf)z, dla wszystkich o, € R,z € X

(m2

)
)
)
ad) z+y =y+ x, dla wszystkich z,y € X,
)
) lx = z, dla wszystkich x € X

)

(d) alz +y) = ax + ay oraz(a + B)r = ax + Pz dla kazdych liczb o, 8 € R

i wektorow x,y € X.

Warunki (al)-(ad) znacza, ze (X,+) jest grupa przemienna. Cho¢ z definicji
przestrzen liniowa to trojka uporzadkowana, bardzo czesto, jesli nie bedzie to pro-
wadzié¢ do nieporozumien, méwié¢ bedziemy, ze samo X jest przestrzenia liniowa.
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Wyroézniony element © € X wyznaczony jest jednoznacznie. Nazywa sie go
wektorem zerowym, lub po prostu zerem i oznacza 0 (cho¢ trzeba go oczywiscie
odroznié od liczby zero) — okazuje sie, ze dla kazdego x, wektor Ox jest wektorem
zerowym. Wektor 2’ nazywamy wektorem przeciwnym do z; okazuje sie, ze jest on
rowny (—1)z. Stad przyjeto sie pisa¢ 2’/ = —z.

Podstawowym przyktadem przestrzeni liniowej jest przestrzen wszystkich funk-
¢ji zdefiniowanych na danym zbiorze S. Dodawanie funkcji i mnozenie przez skalar
wprowadza sie tu standardowymi wzorami:

(z +y)(p) = z(p) + y(p), (az)(p) = ax(p),

w ktorych z iy sa liczbami, a p € S. Szczegdlnym przypadkiem takiej przestrzeni
liniowej jest przestrzen macierzy n x m, ktore utozsamia¢ mozna z funkcjami na
iloczynie karezjanskim {1,...,n} x {1,...,m}. Podobnie przestrzen ciagow to po
prostu przestrzen funkcji zdefiniowanym na zbiorze liczb naturalnych. Zerem w tej
przestrzeni jest funkcja tozsamosciowo rowna zero, a wektorem przeciwnym do
funkcji = jest 2’ dana wzorem 2/ (p) = —x(p),p € S.

Podprzestrzen (w sensie algebraicznym) przestrzeni liniowej X to jej podzbior
Y o tej wlasnosci, ze warunki z,y € Y,a € R pociagaja za soba * +y € Y
i ax € Y. Przykladem podprzestrzeni funkcji zdefiniowanych na zbiorze S jest
podprzestrzen tych funkcji, ktore sa ograniczone: dla kazdej z nich (oddzielnie)
istnieje stata, ktora jest wieksza od wszystkich jej wartosci. Stwierdzenie powyzsze
jest tylko innym sformutowaniem faktow, ze suma dwoch funkeji ograniczonych jest
ograniczona i ze iloczyn liczby i funkcji ograniczonej jest ograniczony. Jesli S jest
przestrzenia metryczna (lub ogodlniej: topologiczna), to podprzestrzenia wszystkich
funkcji na S jest tez przestrzen funkcji ciggltych — suma dwoch funkeji ciaglych,
oraz iloczyn funkcji ciaglej przez liczbe nadal jest funkcja ciagla.

Podprzestrzen liniowa z dzialaniami odziedziczonymi ze swej ,nadprzestrzeni”
sama w sobie jest przestrzenia liniowa.

4.1.2 Przestrzen unormowana

Przestrzen liniowa X nazywamy unormowana jesli zdefiniowana jest w niej funkcja
-1 X =R,

interpretowana jako dlugosé wektora, ktora spelnia nastepujace warunki. Dla do-
wolnych =,y € X oraz a € R,

(n1) [lz]| =0,
(n2) ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy « = O,
3) [laz| = |af ||z,

(md) [z +yll < llz[l + lly]-
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Podobnie jak to bylo w przypadku definicji metryki, czwarty warunek nazywany
jest warunkiem trojkata. Mozna pokazaé (zadanie 4.1), ze z (n3-n4) wynika, iz dla
dowolnych z,y € X, zachodzi nieréwnos¢

[l = llyll] < = = yll- (4.1)

Zwroémy uwage, ze jesli || - || jest norma, to d(x,y) = ||z — y|| jest metryka
(zob. zadanie 4.2). Innymi stowy, kazda przestrzen unormowana jest przestrzenia
metryczna. Mozemy wiec w niej uzywaé pojeé topologicznych takich, jak zbieznosé,
zbior otwarty, domkniety itd. Struktura przestrzeni liniowej jest jednak oczywiscie
znacznie bogatsza niz przestrzeni topologicznej (ze wzgledu na zwiazki ze struktura
liniowa i szczegdlna postaé metryki — by wymieni¢ powody najbardziej oczywiste).
To wlasnie bogactwo tej struktury jest powodem, dla ktoérego tak wiele ciekawych
rzeczy ,dzieje si¢” w przestrzeniach unormowanych, a w szczegélnosci w przestrze-
niach Banacha.

4.2 Przyklady przestrzeni unormowanych

Przyjrzyjmy sie z bliska klasycznym przykladom przestrzeni unormowanych.

4.2.1 Przestrzen c ciagdéw zbieznych

Jest to przestrzen ciagow liczbowych « = (&;);>1, ktore maja granice w nieskonczo-
nosci: istnieje lim; ..o &;. Do$¢ jasne jest, ze jest to przestrzen liniowa. Jesli ciagi
x = (&)i>1 1y = (1:);>, maja granice, to dla dowolnych « i § ma ja takze ciag
az + Py. Kazdy element z € c jest tez ciagiem ograniczonym: jesli g jest jego
granica, to prawie wszystkie wyrazy ciagu leza w przedziale (g — 1,9 + 1). Stad

sup [§| < max{M, |g| + 1} < o0,
i€EN

gdzie M jest wartoscia bezwgledna najwiekszego z wyrazow, ktore leza poza prze-
dziatem (g — 1,¢g + 1). Kazdemu « € ¢ mozemy wiec przyporzadkowaé

]} = sup [&] < oco.
ieN
Jak latwo sprawdzi¢, funkcja || - || jest norma.

4.2.2 Przestrzen ¢, ciagéw zbieznych do zera

Jesli dwa ciagi, powiedzmy = = (§;);>1 oraz y = (1;);~, daza do zera, to do zera
dazy tez, dla dowolnych « i 3, ciag ax+ Sy. Dowodzi to, ze — w sensie algebraicznym
— zbiér ciagéw zbieznych jest podprzestrzenia c. Podprzestrzeil te oznacza sie cg.
7 norma oddziedziczona z ¢, ¢y jest przestrzenig liniowg unormowang.

co jest tez podzbiorem domknietym zbioru c. Zal6zmy bowiem, ze x,, € ¢y dazy
do z = (&)i>1 € c¢ i wybierzmy dowolne ¢ > 0. Niech N bedzie tak duzg liczba
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naturalna, ze dla n > N, zachodzi nier6wnos¢ |z, — z|| < §. Ciag an = (§n.i);5,
jest (z zalozenia) ciagiem zbieznym do zera, mozemy wiec tak dobra¢ m, by dla
kazdego i > m, |{n | < §.Z drugiej strony dla kazdego i zachodzi nieréownosé | ;—
&l < §. Dowodzi to, ze dla ¢ > m mamy [{;| < e. Innymi stowy, prawie wszystkie
wyrazy ciagu (&;);>1 sa mniejsze niz e: z dowolnosci € wnioskujemy, ze = zbiega do
0. Tak wiec cq jest podprzestrzenia ¢ w innym, mocniejszym sensie: jest ,zamknieta”
nie tylko algebraicznie, ale i topologicznie. Nie tylko dodawanie i mnozenie przez
skalar nie wyprowadza z ¢y — nie wyjdziemy z niej takze, przechodzac do granicy.
Informacja ta bedzie bardzo wazna péznie;j.

4.2.3 Przestrzen C|[a,b] funkcji ciaglych na odcinku [a, 0]

Jak to wspominaliémy wyzej, zbiér wszystkich rzeczywistych funkcji ciagtych na
odcinku [a,b] (gdzie oczywiscie a < b) jest podprzestrzenia liniowa wszystkich
funkcji tamze zdefiniowanych. Oznaczamy ja Cla,b] (to nie powinno prowadzi¢
do nieporozumieri — przestrzen rozwazana tu jest szczegbélnym przypadkiem prze-
strzeni z podrozdzialu 3.2). Z podrozdzialu 3.2 wiemy tez, ze jest to przestrzen
metryczna. Okazuje sie, ze metryka supremum pochodzi od normy, takze zwanej
norma supremum. By wyjasni¢ to dokladniej przypomnijmy znane twierdzenie ana-
lizy rzeczywistej mowiace, iz kazda funkcja ciggla przyjmuje na zbiorze zwartym
(a takim jest odcinek) swoje — skoriczone — kresy. Jesli wiec « € C|[a, ], to istnieje
takie ¢y € [a,D], ze

max_|z(t)] = |x(to)]-
t€la,b]

Jak tatwo sprawdzié¢ funkcja

v ol = ma [2(0)]

jest norma. Co wiecej dla metryki supremum d, zachodzi wzor
d(z,y) = ||z —yl|.

Przestrzenn Cla,b] jest wiec przestrzenia liniowa unormowana. Z podrozdziatu 3.2
wiemy ponadto, ze jest to przestrzen zupelna. PoznaliSmy wiec tym samym pierw-
szy przyklad przestrzeni Banacha — zob. podrozdzial 4.3.

4.2.4 Przestrzen [' szeregéw absolutnie sumowalnych

Mowimy, ze szereg (&;);>1 jest absolutnie sumowalny, jesli suma
o0
1(&)izall =D 1&]
i=1

jest skoriczona. Oznaczenie || - || wprowadzone wyzej nie jest przypadkowe — || - ||
rzeczywiscie jest norma w przestrzeni [', ciagdéw absolutnie zbieznych. Oczywiscie
najpierw wypadaloby uzasadnié, ze I! jest przestrzenia liniowa — to jednak nie ulega
watpliwosci, bo kombinacja liniowa dwoéch szeregéw absolutnie sumowalnych jest
szeregiem absolutnie sumowalnym.
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4.2.5 Przestrzen L'(R) funkcji catkowalnych

Ciaglym odpowiednikiem przestrzeni [! jest przestrzenn L'(R) funkcji absolutnie
catkowalnych w sensie Lebesgue’a na osi R; norma jest tu

T =/R|f|-

Scisle rzecz biorac, L'(R) nie sktada si¢ z funkcji, lecz z ich klas réwnowaznosci.
Chodzi o to, ze z rownosci ||f|| = 0 nie wynika f = 0, lecz jedynie to, ze f row-
na jest 0 prawie wszedzie (to znaczy poza zbiorem miary zero). Jesli umowimy
sie, ze dwie funkcje absolutnie catkowalne rézniace si¢ na zbiorze miary zero sa
w relacji, to otrzymamy relacje rownowaznosci. (Dla przykltadu, jesli f(z) rowna
sie 0 dla z niewymiernych, a 1 na zbiorze liczb wymiernych, to f jest w relacji
z funkcja tozsamosciowo rowna zero). Co wiecej, przypisujac kazdej klasie rowno-
waznosci catke z bezwzglednej wartosci jej reprezentanta, przekonamy sie, ze nie
zalezy ona od w.w. reprezentanta i ze definiuje norme na liniowej przestrzeni klas
(suma dwoch klas jest klasa odpowiadajaca sumie dowolnych ich reprezentantow,
podobnie z mnozeniem przez skalar). Wektorem zerowym w tej przestrzeni jest kla-
sa rownowaznosci funkcji bedacych w relacji z funkcja tozsamosciowo réownej zero
— to znaczy funkcji rownych zero niemal wszedzie.

4.3 Przyklady przestrzeni Banacha

4.3.1 Przestrzen c ciagéw zbieznych

Przestrzen c jest przestrzenia zupelng. Zalézmy bowiem, ze (z,)n>1 jest clagiem
Cauchy’ego w ¢ i niech z,, = (&) Dla dowolnego € > 0 istnieje zatem takie
N € N, ze dla n,m > N mamy

i>1-

sSup |§nﬂ - §m7i| = [z — zm| <e
i>1

Ustalmy na chwile ¢ € N. Oczywista nierownosé

|€n,i - gm,z‘ S ||xn - xm”v

przekonuje nas, w potaczeniu z tym co napisaliSmy wyzej, ze ciag liczbowy (&,,.i),,5,
spelnia warunek Cauchy’ego, a zatem ma granice (bo R jest przestrzenia zupelnz{).
Niech granica ta bedzie §;. Clag © = (&)i>1 zlozony z tak otrzymanych granic jest
naturalnym kandydatem na granice ciagu (z,)n>1 -

Pozostaje nam zatem pokazaé, ze x € c i ze lim, oo T, = x. Zwroc¢my uwage
na to, ze dla dowolnego € > 0 mozemy tak dobraé¢ N, iz
€
2 3
o ile tylko n,m > N. Przechodzac z ¢ do nieskoniczonosci, przekonujemy sie, ze dla
n,m > N,

dla kazdego i € N |&, — &mil < (4.2)

€
|§n75m‘§5<67
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co dowodzi, iz (&;);>1 spelnia warunek Cauchy’ego — a zatem jest zbiezny, nalezy
do ¢. Przechodzac zas w (4.2) z m do nieskoriczonosci (dla kazdego i oddzielnie),
otrzymujemy

. . €
dla kazdego i € N |§,; — & < 2
(prosze zauwazy¢ ostabienie” nieréwnosci w granicy), co pociaga za soba
€
|zn — x| < 3 <.

To jednak oznacza, ze granica (x,)n>1 jest .

4.3.2 Przestrzen ¢, ciagéw zbieznych do zera

Jak juz widzieliSmy, ¢y jest podprzestrzenia ¢ w sensie algebraicznym i dziedziczy
po niej norme. Udowodnilismy tez poprzednio, ze jest jej podzbiorem domknietym.
Twierdzenie 2.1 przekonuje nas wiec, ze ¢y jest sama w sobie zupelna. A to dowodzi,
ze jest przestrzenia Banacha.

4.3.3 Przestrzen C|a,b] funkcji ciaglych na odcinku [a, 0]

Z podrozdziatu 3.2 wiemy, ze C[a,b] z metryks supremum jest przestrzenia me-
tryczna zupetna, a w podrozdziale 4.2.3 przekonaliSmy sie, ze jest tez przestrzenia
liniowa, unormowana. Dodatkowo metryka supremum pochodzi od naturalnej nor-
my w C|[a, b]. To wszystko razem dowodzi, ze Cla,b] jest przestrzenia Banacha.

4.3.4 Przestrzen [! szeregéw absolutnie sumowalnych

To, ze przestrzeri I' jest liniowa i unormowana zostalo ustalone w podrozdziale 4.2.4.
By dowies¢ jej zupelnosci, zalozmy teraz, ze (xy),>1 jest ciagiem podstawowym
w ¢ i niech 2, = (§n,i),5, - Dla kazdego € mozemy zatem znalez¢ takie N, ze

oo

Z €n,i = Emi

i=1

< €,

o ile n,m > N. Podobnie jak poprzednio postugujemy sie teraz nieréwnoscia

Ifn,i - fm,i

< zn — zmll,

by przekona¢ si¢, ze dla kazdego naturalnego i ciag (&n.i),~, jest zbiezny, bo jest
ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni zupelnej.”

7Cho¢ nieréwnos$é powyzsza jest pozornie powtoérzeniem nieréwnosci z podrozdziatu 4.3.1, ma-
my tu do czynienia z zupelnie innymi zaleznosciami. Inaczej méwiac, po prawej stronie tych
nieréwnosci wystepuja inne normy. Inne tez wiec sa argumenty, ktérych trzeba uzy¢ w dowodzie.
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I znow x = (&);~, gdzie & = lim, o0 & n jest naturalnym kandydatem na
granice ciagu (z,)n>1. Z zalozenia wiemy, ze dla dowolnego ¢ mozna tak dobra¢
naturalne N = N (e), iz dla n,m > N zajdzie nier6wnosé

o0
Z Ifn,i - f’m,i
i=1

Dowodzi to, ze dla kazdego naturalnego k& mamy Zle |En,i — &myi| < 5. Przecho-
dzac z m do nieskoniczonosci, wnioskujemy, ze dla kazdego k zachodzi nieré6wnosé

Z§:1 |€n,i — &l < 5, a zatem

< £
5"

> €
Z €ni — &l < 5 <€ (4.3)
i=1
Przyjmujac € = 1 i wybierajac N = N(1), przekonujemy sie, ze
161 < S (16 — Exval + €wal) < 1+ o] < oo,
i=1 i=1

To znaczy jednak, ze x € [*. Nierownosé (4.3) swiadczy teraz o tym, ze ||z, —z| < €
dla odpowiednio duzych n. A to znaczy po prostu, ze x jest granicag (2, )n>1.

4.3.5 Przestrzen L'(R) funkcji catkowalnych

Dowdd zupelnosci przestrzeni (klas) funkeji catkowalnych jest analogiczny do dowo-
du zupetosci przestrzeni I', ale wymaga znajomosci teorii miary. Pozwolimy wiec
sobie go opusci¢ — mozna go znalez¢ w wielu podrecznikach, na przyktad w [4].

4.4 Przestrzenie unormowane, ktéore nie sa prze-
strzeniami Banacha

4.4.1 C|0,2] z ,niewlasciwg” norma

Przykladem przestrzeni unormowanej, ktora nie jest zupelna jest C[0,2] wyposa-

zZona w norme
2
el = / j2(s)| ds.

To, ze C[0, 2] jest przestrzenig liniowa juz wiemy; wiemy tez, ze || - || jest norma. Po-
kazemy, ze C|0, 2] z taka norma nie jest przestrzenia Banacha. Oczywiscie wystarczy
znalezé ciag elementéw tej przestrzeni, ktory nie jest zbiezny, a jednak spelnia wa-
runek Cauchy’ego. W tym celu rozwazamy funkcje x,(s) = min{s", 1}, s € [0,2],
przedstawione na rysunku 4.1. Skoro

1 1

n+1 m+1’

1
||xn—$m||:/ (s"—s")ds =
0
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Rys. 4.1: Wykresy funkeji @, dla n = 3 (kolor niebieski), n = 6 (kolor zielony)
on =11 (czerwony); w przedziale [1, 2] wykresy te sa takie same.

o ile tylko m > n, jasne jest, ze (z,),~, jest ciagiem podstawowym. Nie jest
to jednak ciag zbiezny. Wyobrazmy sobie bowiem jak wyglada¢ musiataby jego
granica x. Dla s > 1, z musiatloby by¢ réwne 1: w przeciwnym wypadku mieliby-
smy ||z, — x| > ff |1 — x(s)|ds > 0 dla kazdego n > 1. Podobnie musimy mie¢
z(s) = 0 dla s < 1, bo w przeciwnym razie otrzymalibySmy lim,,_, . ||z, — x| >
lim,, o0 fol |z(s) — s™|ds = fol |z(s)|ds > 0. Nie ma jednak funkcji ciagtej x, ktora
spelnialaby rownoczesnie warunki: z(s) =0,s < 1liz(s) =1,s > 1.

4.4.2 Przestrzen wielomianow

Niech X bedzie przestrzenia wielomianow wszystkich stopni zdefiniowanych na prze-
dziale [0, 1], to znaczy funkcji postaci

z(t) = ag + a1t + - - - + ant™,

gdzie n jest liczba naturalna (zalezna od z), a a;,i = 0,...,n sa liczbami rzeczy-
wistymi. Latwo sprawdza sie, ze X jest przestrzenia liniowa. Funkcja

x> lz|l = sup |z(s)]
te[0,1]

jest dla niej norma. Okazuje sie jednak, ze przestrzen ta nie jest przestrzenia zu-
pelna.
By si¢ o tym przekonaé, rozwazmy ciag (x,),>1 dany wzorem

t2 tn
xn(t):1+t+5+~-+ﬁ, tel0,1],n>1.
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Oczywiscie wszystkie x,, sa wielomianami, elementami X. Wobec wzoru (4.4) mamy
tez dla dowolnych m,n catkowitych

t t
t—s)" t—s)™
me - xn” < sup / Qes ds + sup / #es ds
tefo,1] Jo n 0 m:

. te[0,1]
1 1
s" s™ 1 1
<e' [ Zd 1/——d<<1 .
_e/o n! she o ml! i=e (n+1)!+(m—|—1)!

Stad latwo juz wnioskujemy, ze ciag (z,)n,>1 spelnia warunek Cauchy’ego.

Jak przekonaé sie, ze nie jest on jednak zbiezny? Powodem, oczywistym dla tych,
ktorzy pamietaja definicje funkcji wykladniczej, jest to, Ze jego granica punktowa (a
nawet jednostajna — zob. zadanie 4.6) jest z(t) = e’. Gdyby zatem istniata granica
jednostajna, to musiataby by¢ réwna opisanej wyzej eksponencie. Wystarczy zatem
dowies¢, ze x nie nalezy do naszej przestrzeni, to znaczy, ze nie jest wielomianem.
W tym celu zauwazmy, ze pochodna funkcji x jest ona sama, a w konsekwencji
wszystkie jej pochodne sa rowne jej samej; w szczegdlnosci sa rozne od zera. Gdyby
natomiast x byta wielomianem, to jej pochodna odpowiednio duzego stopnia bytaby
réwna zero.

4.5 Zadania

Zadanie 4.1. Dowiedz (4.1).
Zadanie 4.2. Pokaz, ze kazda przestrzen unormowana jest przestrzenia metryczna.

Zadanie 4.3. Sprawdz, ze wszystkie normy wprowadzone w podrozdziale 4.2 sg
nimi rzeczywiscie.

Zadanie 4.4. Niech bedzie dane 7 > 0 i niech Il oznacza zbior ciagow (&)i>1,
ktore maja te wlasnosé, ze
lzll, = &lr < oo

i>1

Udowodnij, ze I} jest przestrzenia liniowa, ze || - ||, jest norma i ze z tak dobrana
norma przestrzen ta jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 4.5. Udowodnij, ze C0,1] z norma ||z(-)|| = fol |z(s)|ds nie jest prze-
strzenia Banacha, rozwazajac ciag (2, )n>1 dany wzorem

07 0 S S S i la
_ 1y nre 1 1l -4« i 1
Tn(s) = 5+ 5(5—3) %—S—2+n’
1, s+i<s<l
Zadanie 4.6. Udowodnij za pomoca indukcji, ze dla kazdego n zachodzi réwnosé
"tk Lt —s)"
t_ s \"7°2) s
e = o —|—/0 e ds. (4.4)

k=0
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Wywnioskuj stad, ze ciag (x5, )n>1 z podrozdziatu 4.4.2 dazy do funkeji wykladniczej
w przestrzeni C[0, 1] (to znaczy w normie supremum).

Zadanie 4.7. Sprawdz, ze zbior cgp nieskonczonych ciagow = = (&;);>1, ktorych
prawie wszystkie wyrazy sa zerami jest przestrzenia liniowa unormowang z norma

||| = sup |&].
i>1

Dowiedz, ze nie jest to jednak przestrzen zupelna. (Nie zapomnij dowies¢, ze || - ||
przyjmuje wartosci skoriczone!)

Zadanie 4.8. Powtorz zadanie poprzednie, zmieniajac poprzednio rozwazang nor-

me na
(o]
lzll =D ll-
i



Rozdzial 5

Ro6ownanie odnowienia
w modelu McKendricka—von
Foerstera

Naszym celem w tym rozdziale jest rozwiazanie rownania odnowienia — klucza do
modelu rozwoju populacji, ktory pochodzi od McKendricka i von Foerstera. A gtow-
nym i jedynym powodem istnienia i jedynosci jego rozwiazan, poza sama jego po-
stacig, jest zupelosé przestrzeni L'(RT). Dowod bedzie prostym zastosowaniem
zasady Banacha, ale musimy zaczaé ,o0d pieca”, to znaczy przedstawié¢ przestrzen,
w ktorej bedziemy operowaé — tak jak dobry, choé¢ moze troche staro$wiecki pisarz,
czy wreez gawedziarz (by wspomnieé¢ choc¢by J.F. Coopera, czy tez Tytusa Karpo-
wicza), nim zacznie swa opowiesé, opisuje teren, na ktorym rozgrywac sie bedzie
akcja.

5.1 Algebry Banacha i algebra splotowa L!(R™)

Przestrzen L'(R*) (klas) funkeji absolutnie catkowalnych na R* jest, podobnie jak
L'(R), przestrzenia Banacha, z norma

loll = [ "l at.

W istocie L'(RT) mozna traktowa¢ jako podprzestrzen L'(R) o ile utozsamimy
funkcje catkowalna na prawej potosi z jej rozszerzeniem na cala os, ktore na potosi
lewej rowne jest stale zero. Obie przestrzenie sg tez przykladami tak zwanych algebr
splotowych Banacha, to znaczy (przemiennych) algebr Banacha, w ktorych ,mno-
zenie” jest splotem. Dokladniej rzecz biorac, przestrzen Banacha X nazywana jest
algebra Banacha, jesli zdefiniowano w niej dodatkowe dziatanie taczne X x X — X,
przyporzadkowujace parze x,y € X jej iloczyn zy € X, o nastepujacych wtasno-
$ciach, wiazacych je ze struktura przestrzeni Banacha:
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(@) eyl < ]yl

(b) (az)y = a(ry) = z(ay),a €R,
)
)

(c

(¢

z(y1 + y2) = zy1 + Y2,
(Y1 +y2)7 = y12 + yox.

W powyzszych warunkach x,y,y1 1 y2 to elementy X, a « jest skalarem. Jesli za-
chodzi ponadto warunek

(d) =y =yz,

to mowimy, ze algebra jest przemienna — w tym wypadku (¢) jest zbedne, gdyz
wynika z (¢) i (d).

,Mnozeniem” w algebrze L'(RT) jest splot. To znaczy, ze dwom funkcjom
b1, 02 € LY (RT) przyporzadkowujemy ¢ = 11 * 1y dane wzorem

:/O D1t — 8)a(s)ds, €0, (5.1)

Zdefiniowane tak ¢ jest rzeczywiscie elementem L' (R*). Dowodzi tego nastepujacy
rachunek:

e’} t
ll41 *wzHLl(Rﬂ:/O ‘/0 Y1 (t — 8)ba(s)ds| dt

S/OO/Oo b1 (£ — s)a(s)| dt ds
/ / 1 (0)] Jba(s)] it ds

= [[¥1llor @) P22 @4y (5.2)
Innymi stowy, jesli ¥ i 99 naleza do L'(R™), to ich splot réwniez i zachodzi nie-
rOWNOSC
191 * Y2l @y < ¥1llor @y P2l @+)-

Pokazuje to, ze warunek (a) definicji algebry Banacha jest spelniony. Pozostale
warunki sprawdza sie bardzo latwo.

5.2 Model McKendricka—von Foerstera

Po tym wstepie przejdzmy do opisu modelu McKendricka. Nieujemna funkcje ¢
zdefiniowana na [0, 00) nazywamy gestoscia danej populacji, jesli dla dowolnych
nieujemnych liczb ¢ < d caltka
d
[ éla)da
(&



5.2. MODEL MCKENDRICKA-VON FOERSTERA o1

roéwna jest ilosci osobnikow tejze populacji w wieku miedzy ¢ i d (zgodnie z ustalona
konwencja, zmienng niezalezng oznaczamy tu a bo opisuje ona wiek, a po angiel-
sku wiek to ,age”). Pojecie to nalezy odroznia¢ od gestosci prawdopodobiernistwa:
dla gestosci populacji catka fooo ¢(a) da jest caltkowita wielkoscia populacji, zwykle
zmienia sie w czasie i raczej nie jest rowna 1.

W dalszej analizie bedziemy zdecydowanie niescisle, ale za to przemawiajac do
intuicji, mowi¢, iz osobnikow w wieku a jest ¢(a). Dokladniejsze sformutowanie
brzmialoby tak: osobnikow w wieku mieszczacym sie w przedziale [a,a + da] jest
/ atoa @(c)de, ale w praktyce operowanie nim jest niewygodne.

a

No wtasnie: ¢ powinno zmienia¢ sie w czasie. Czy znajac poczatkowa gestosé
populacji, mozemy opisa¢ ewolucje jej gestosci w przysztosci? Oczywiscie zalezy to
od tego, czy znamy reguly nia rzadzace. W tym celu rozwazamy dwie nieujemne
funkcje: intensywnosé zgonow

n= p(a)
i tempo narodzin
b= b(a),

zalezne od wieku osobnika. Funkcja e~ Jg" nle)de opisuje wiec prawdopodobieristwo,
ze osobnik dozyje do wieku a > 0. Zakladamy, ze p jest funkcja catkowalna, a b
jest ograniczone — co z biologicznego punktu widzenia wydaje sie by¢ zatozeniem
sensownym.

Gdyby b = 0, to dynamika bylaby dosé¢ prosta: osobniki, ktére w czasie t > 0 sa
w wieku a > ¢, w czasie 0 mialy lat a —t. Z tych zas, ktore w czasie 0 byly w wieku

a

a — t przezyla tylko frakcja rowna e Jo—en(©)de Bierge sie to stad, ze

o S () de

o S (e de _
o Jo T u(e) de

jest prawdopodobienistwem warunkowym przezycia osobnika do wieku a pod wa-
runkiem, ze wiemy, iz dozyl on wieku a — t. Innymi stowy, jesli ¢g jest gestoscia
populacji w czasie 0, to w czasie t > 0 dla a > t gesto$¢ rowna bedzie

e Jamenl@dey (g — ).

Dla a < t, wobec braku narodzin gestos¢ rowna bedzie 0. Piszac ¢(t, -) na oznaczenie
gestodci w czasie ¢ > 0, mamy wiec

— J2, () de
e Ja—t pola—1t), a >t,
t = 5.3
s(t.a) {0’ tet (5.3

By opisaé ciekawsza sytuacje, gdy b # 0, rozwazmy funkcje
B(t) = / b(a)¢(t,a)da, t>0.
0

B(t) jest iloscia osobnikow, ktorzy rodza sie w calej populacji w czasie t. Gdyby$my
znali B, to moglibysSmy uzupetni¢ wzor (5.3), wpisujac w jego dolna czesé (zamiast
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bo(a) . S V7

¢(07 t) = fooo blt (a)<p(aa t) da = B(t) t

Rys. 5.1: Dynamika populacji w modelu McKendricka: ¢ ,propaguje sie” wzdtuz
prostych, na ktérych a — t jest stale. W goérnej czesci pierwszej é¢wiartki ¢ zalezy
od ¢g, w dolnej od B, ktore trzeba wyliczy¢ z rownania odnowienia.

zera), wielkodé e Jo' #OdeB(t — q):

a

_fa—t“(c)dc(b ( _ t) > ¢
[§] (I , a =2,
ta)= . 5.4
o(t.a) {efo we)dep(t — q), a <t, (5.4)

(zob. rysunek 5.1). Rzeczywiscie, kazdy osobnik, ktory w czasie ¢ ma a < ¢ lat
musial narodzi¢ sie a czasu temu z kogo$, kto zyt w czasie t —a, a e” J§" wle)de jest
prawdopodobienstwem, ze osobnik wtedy narodzony dozyt do czasu t.

Musimy jeszcze znalezé B, bo na razie wzor (5.4) wyraza ¢(t,-) w terminach
same]j siebie. Wstawiajac (5.4) do definicji B, otrzymujemy jednak:

t e’}
B(t) = / b(a)e Jo #OBG —a)da + / b(a)e™ Ja—t Mg (0 — tyda  (5.5)
0 t

t [ee]
= / e~ Jo " me) dep(t — a)B(a)da + / e Ja T ne 4€po(a)b(a +t) da.
0 0

Wprowadzajac oznaczenie
Ct) = / o= S mOde g (@)b(a + t) da,
0

wzOr ten mozemy napisaé prosciej:

B=b,%B+C, (5.6)
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gdzie b, (t) = e~ J5 uie) dep(t). Zwroémy uwage na fakt, ze funkcja C zalezy juz tylko
od poczatkowego rozktadu oraz od p i b, mozemy wiec traktowaé ja jako dang,
a szukamy oczywiscie B. Rownanie (5.6) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania
Volterry drugiego rodzaju, a takze réwnaniem splotowym. W kontekscie modelu
McKendricka jest to tak zwane rownanie odnowienia.

5.3 Roéwnanie odnowienia i jego rozwigzanie

Jego interpretacja jest nastepujaca. Osobnikow, ktérzy rodza sie w czasie ¢ mozna
podzieli¢ na dwie klasy. Do pierwszej z nich zaliczymy dzieci tych, ktorzy zyli juz
w czasie 0. Na poczatku osobnikow w wieku a bylto ¢g(a), do czasu t > 0 przezylo
ich e~ Ja"" ne) degp(a) i teraz sa w wieku a + t. Dzieci z nich zrodzonych w czasie ¢
jest wiec C'(t). Druga klasa to dzieci osobnikow, ktoérzy urodzili sie w miedzyczasie
(czy to z pokolenia wyjsciowego, czy tez z kolejnych). Rodzic osobnika z tej klasy
musial urodzi¢ sie przed czasem t. Rodzicow narodzonych w a € [0,¢] jest B(a);
dozywaja oni do czasu t z prawdopodobienstwem e~ Jo~ " uie)de g sa wtedy w wieku
t — a, stad catkowita ilo§¢ narodzin osobnikéw tej klasy rowna jest pierwszej calce
w (5.5).

Jesli zgodzimy sie, ze splot jest bardzo podobny do mnozenia (a tak jest — zob.
zadanie 5.2), to rownanie (5.6) okaze si¢ bardzo podobne do rownania liniowego.
Jego rozwiazaniem powinien wiec by¢ szereg

B=)Y br«C, (5.7)
n=0

gdzie by)™ jest n-ta potega splotowa funkcji b, (zdefiniowana oczywiscie indukcyj-
nie). W rozdziale 12 wyjasni sie w jakim sensie powyzszy szereg jest zbiezny (w za-
daniu 5.4 podajemy tez konkretny przykltad zastosowania w.w. wzoru do rozwiaza-
nia réwnania (5.6)). Na razie zadowolimy si¢ stwierdzeniem, ze istnieje dokladnie
jedno rozwiazanie rownania odnowienia (ktore tym samym w peli determinuje
o(t,+) ze wzoru (5.5)).

Nim dowiedziemy tego ostatniego twierdzenia, zwro6¢my uwage na to, ze niewiel-
kie sa szanse na to, iz B naleze¢ bedzie do L' (RT): juz samo b jest tylko ograniczone
i (na przyklad jesli u = 0) nie musi byé¢ catkowalne. Podobnie trudno sprawdzié¢
w ogdlnosci, czy C € L'(R*). To w sumie logiczne, bo jesli nie ma $mierci a in-
tensywnoé¢ narodzin bedzie duza, to wielkosé populacji bedzie szybko rosta a wraz
z nia lawinowo rosna¢ bedzie B. Niezerowe p wzrost ten bedzie hamowaé, ale dopo-
ki nie znamy dokladniejszych zaleznosci miedzy p i b trudno stwierdzi¢ jaka bedzie
dynamika ilo$ci narodzin w czasie.

Musimy wiec poszuka¢ B w wiekszej przestrzeni. W tym celu dla w > 0, zdefi-
niujmy L} (RT) jako przestrzeii funkcji mierzalnych ¢ okreslonych na RT dla kto-
rych calka fooo e ¥ ¢(a)|da jest skoriczona. Z norma réwna powyzszej calce, jest to
przestrzen Banacha (zaraz to uzasadnimy, cho¢ mozna by oczywiscie zrobi¢ dowod
,ha piechote”).
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Cho¢ moze si¢ to wydawaé dziwne, L. (RT) mimo iz wyraznie znacznie wigk-
sza niz L'(RT) jest z pewnego punktu widzenia ... taka sama jak ta ostatnia. To
troszke tak jak z liczbami naturalnymi i liczbami parzystymi. Cho¢ tych drugich
jest wyraznie mniej niz pierwszych, jest ich w istocie tyle samo. Tu jest podobnie:
istnieje wzajemnie jednoznaczne i do tego liniowe przeksztatcenie I jednego zbioru
na drugi. Méwiac precyzyjniej, kazdemu ¢ € LL(RT) przyporzadkowaé¢ mozemy
I¢ € LY(RT) (zgodnie z konwencja przyjeta dla odwzorowaii liniowych piszemy I¢
zamiast I(¢), patrz rozdziat 12), dang wzorem

(Io)(t) =e"“"o(t), =0, (5-8)

a liniowos¢ przeksztalcenia I to dokladnie tyle, ze dla dowolnych ¢, € LL(R™T)
oraz dowolnych skalaréw « i 8 zachodzi zaleznosc:

I{ag + Bp) = alg + Blp.

Dosé jasne jest, ze I jest roznowartosciowe i ,na”: dla kazdego v € L'(RT) funkcja
¢ dana wzorem ¢(t) = e“!1)(t) jest elementem L. (RT) i do tego I¢ = 1. Z samej
definicji normy w obu przestrzeniach mamy tez

1ol m+y = |y @m+)- (5.9)

I juz, bo wobec tej réwnosci zupetnosé L (RT) jest wnioskiem z zupetogci L*(R™).

Rzeczywiscie, jesli ciag (¢n),,~, spelnia warunek Cauchy’ego w LL(RT) to jego
obraz (I¢y,),, spetia tenze warunek w L'(R"). Z zupetnosci L'(R*) wniosku-
jemy, ze istnieje ¢ € L*(R™), ktore jest granica ciagu (I¢n),s,. To ¢ jest jednak
obrazem pewnego ¢ € L (R™): ¢ = I¢$. Z rownosci norm (i liniowosci I) wniosku-
jemy zatem, ze

on — @l ey = 1 1(dn — D)1ty = {dn — 19l Ly (r+),

co jak wiemy dazy do zera, gdy n — oo. To swiadczy jednak o tym, ze ¢ =
lim,, o0 ¢ 1 tym samym koriczy dowod.

Tozsamosé (5.9) dowodzi nieco wiecej: Ll (R™) jest algebra Banacha. W tym
celu wystarczy wprowadzi¢ mnozenie w L. (RT), chwilowo oznaczane symbolem x,
wzorem (zob. rysunek 5.2)

¢xp=1""[(I¢)* (Ip)].

Sprawdzenie, ze x spelnia warunki podane w definicji algebry Banacha jest bardzo
proste: na przyktad wlasnosé (a) dowodzi sie nastepujaco:

lpx ol ®+y = [[(I9) x (Up)lLr@+) < Hllr@n)ll Lol ®m+)
= ||¢||L3J(R+)||<P||L3J(R+);
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Rys. 5.2: Definicja mnozenia w LL(RT): najpierw znajdujemy obrazy ¢ i 1
w L'(R*), potem te obrazy splatamy, a na koricu wracamy do przestrzeni L. (R1).
Przedstawiany tu schemat rozumowania opiera sie na $mialej hipotezie Szara Sza-
rikowa, iz przestrzenie Banacha sa kuliste. Ze wzgledu na to, ze inni naukowcy
sugeruja raczej ksztalt nerki (grupa badawcza z Nierestddt), lub wrecz jaja (Euge-
ne Egg), formalny dowod hipotezy tej nie uzywa.

w rachunku tym dwukrotnie uzylismy (5.9) i raz faktu, ze L'(R™) jest algebra. Jak
sie okazuje, mozna podaé¢ jawny wzor na dziatanie x. W tym celu zauwazmy, ze

[(1¢) * (I)](t)

/t eI gt — 5)e ™ p(s) ds

/d)t—s

= [I(¢* @)](t),

a to dowodzi, ze
(@x@)(t) = (¢ *p)(1).

Innymi stowy, * okazuje sie zwyklym splotem.

Po tych wszystkich przygotowaniach przechodzimy do dowodu, ze (5.6) ma
doktadnie jedno rozwiazanie — nalezace do wszystkich algebr LL, (RT) z odpowiednio
duzym w. Zacznijmy od tego, ze C nalezy do L (R™). Rzeczywicie:

bl co
1l R+></ / dofa)lb(a+ 1) da at < 1l / 160(a)| da

116]] 0
_ [blloe llollLr(m+y < oo

Recenzent o podpisie do rysunku 5.2: Czy studenci zrozumiejg tego suchara? Oby ta uwaga
nie stala sie podwaling nowej szkoty.



o6 ROZDZIAL 5. ROWNANIE ODNOWIENIA

Podobnie jest z b,: funkcja ta jest ograniczona, wigc ¢ — e_“’tbu(t) jest catkowalna
1
b
Hb#HL}d(R-F) < m
Wynika stad, ze odwzorowanie

TW) =C+ b;t * 1P, (510)
przeksztalca LL(RT) w siebie. Mamy tez

IIbIIOO

1T (1) = T(W2)llL1 ety = [1b * (Y1 — ¥2) |1 m+) < 191 — Y2l L1 (m+)-

Dla w > ||b]| oo, odwzorowanie T" jest zatem kontrakcja i istnienie (jedynego) B jest
zagwarantowane.

5.4 Zadania

Zadanie 5.1. Niech ey (t) = e *,t > 0, ey € L'(R*), A > 0. Udowodnij, ze
zachodzi tozsamo$é¢ Hilberta:

ex —eu = (= Aex * e,

Zadanie 5.2. Pokaz, ze dla dowolnych funkcji f, g, h i statych a i b zachodza wzory
fxg=gx*f, (aerbg) xh = af*thbg*h. Pokaz tez, ze dla funkcji i(x) = 1,2 > 0
zachodzi wzor i« f(z) = [ f(

Zadanie 5.3. Podaj 1ndukcyjna¢ deﬁnicje; n-tej potegi splotowej danej funkcji.
Sprawdz ponadto, ze dla dowolnego dodatniego A, n-ta potega splotowa funkcji
#(t) = Ae ™ ¢ > 0, dana jest wzorem
A"
) =e M t>0.
o) =e (n—1) -
Zadanie 5.4. Rozwazmy przypadek, gdy intensywno$ci $émierci i narodzin w mo-
delu McKendricka nie zaleza od wieku i obie sa rowne stalej dodatniej A. Sprawdz,
ze mamy tu
C(t) = che ™™, bu(t)=xe M, t>0,

dla ¢ = |||l = fo ¢o(a) da. Korzystajac z zadania poprzedniego pokaz takze, iz

formalny szereg » -, b;” sprowadza si¢ do funkcji stale rownej A. Wywnioskuj

z (5.7), ze rozwiazanie rownania (5.6) powinno by¢ dane wzorem B(t) = ¢, a na-
stepnie sprawdz, ze funkcja ta rzeczywiscie spetnia to réwnanie.

Zadanie 5.5. Udowodnij, ze przestrzeii [! absolutnie sumowalnych ciagow (&;) >0
jest algebra splotowa jesli splot zdefiniujemy wzorem -

(51‘)1'20 * (771‘)1'20 = (Ci)iZO )

w ktérym (; = 22:0 Ei kM-
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Zadanie 5.6. Niech a € (—1,1) bedzie dana liczba. Zdefiniujmy a € I* wzorem
a =(1,a,0?,--).

Udowodnij, ze dla kazdego y € [' istnieje dokladnie jeden z € [' spelniajacy
roéwnanie
z—a(l—a)axz=y.

Zadanie 5.7. Wprowadzmy mnozenie funkeji z przestrzeni Cla, b] wzorem:

(zy)(t) = z(t)y(t),  t€[a,b].
Udowodnij, ze C[a,b] z tym dzialaniem jest przemienna algebra Banacha.

Zadanie 5.8. Udowodnij, Zze przestrzei Banacha L(R) jest (splotowa) algebra
Banacha; splot jest tu zdefiniowany tak:

(6% @)t / ot — $)p(s)ds, >0,

Sprawdz, ze jesli ¢ i ¢ sa rowne zero na lewej polosi, splot ten pokrywa sie z (5.1).

Zadanie 5.9. W przestrzeni Banacha L!(R*) wprowadzamy nowe mnozenie

(Bop)(t / o(|t — s|)e(|s]) ds t>0.

Udowodnij, ze z tym dziataniem L'(RT) jest algebra Banacha (raczej nie mozemy

jej w tym kontekscie nazywacé algebra splotowa, choé¢ wyrazenie po prawej stronie

jest splotem parzystych rozszerzen ¢ i ¢ — wymnozonym przez %)



Rozdzial 6

Calka Riemanna w przestrzeni
Banacha

6.1 Caltka Riemanna w przestrzeni unormowanej

Jednym z fundamentalnych wnioskow z zupelnosci jest to, ze klasyczny rachu-
nek roézniczkowy mozna rozszerzy¢ na funkcje, ktore przyjmuja wartosci w prze-
strzeni Banacha. W szczegdlnosci mozna mowié o catkowalnosci funkcji w sensie
Riemanna (calka typu Lebesgue’a, zwana catka Bochnera, tez jest znana, ale jej
wprowadzenie jest trudniejsze — zob. np. [13]). Oto szczegdly. Niech a < b beda
liczbami rzeczywistymi i zalozmy, ze x : [a,b] — X, ¢ — z(t) jest funkcja na [a, b]
o wartosciach w przestrzeni unormowanej X. Rozwazmy dwa ciagi T = (¢;)i=o0, .k
i P = (pi)i=o,. k—1 punktow przedziatu [a,d] (k jest tu liczba naturalna) tak do-
brane, ze

a =ty <ty <--<tp=0h to<po<ti < - <tp_1 <pp1 <tp. (6.1)

Zdefiniujmy zwiazang z nimi liczbe A(T) = supg<;<j(t; — ti—1) oraz element X
dany wzorem

k
S(T,Pox) = a(pi)(tisr — t:). (6.2)
=0

(Wzor ten ma sens, bo w przestrzeni liniowej mozliwe jest dodawanie wektorow
i mnozenie ich przez skalary). Jesli dla dowolnego ciagu par (7, P,) spelniajacego
warunek lim,, o, A(7,,) = 0, istnieje granica

lim S(7,, Pp,x),

n—oo
i nie zalezy od wyboru (7, P,), to funkcje x nazywamy catkowalna w sensie Rie-
manna. Granica wyzej wspomniana nazywana jest catka (Riemanna); oznacza sie
ja symbolem fj z(t) dt — oczywiscie o jej istnieniu nie mozna bytoby mowié, gdyby
w przestrzeni X nie zostala wprowadzona norma, a przynajmniej metryka.
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W nastepnym podrozdziale dowiedziemy, ze dla funkcji o wartosciach w prze-
strzeni Banacha prawdziwe jest nastepujace twierdzenie znane z kursu funkcji rze-
czywistych; Czytelnik zwrdci uwage na fakt, ze zalozenie zupetosci odgrywa w nim
kluczows role:

funkcje ciagte sa catkowalne.

6.2 Calkowalno$é funkcji ciagglych

Niech bedzie dane € > 0. Skoro [a,b] jest zbiorem zwartym, ciaglos¢ = implikuje
jej ciaglos¢ jednostajna. Mozemy wiec tak wybra¢ § > 0, ze warunki |s —¢| < ¢
is,t € la,b] implikowaé beda ||z(s) — z(¢)|| < e. Niech ciagi T = (¢;)i=o....k
i7" = (t))i=o,... .k speliaja warunki A(7) < ¢ i A(T") < 6. Niech tez P i P’ beda
zwiazanymi z nimi ciggami punktow posrednich (tak wiec zachodzi (6.1)).

Niech 7" = (t/)i=1,... x» bedzie ciagiem zawierajacym wszystkie wyrazy 7 1 7" .
Przyjmijmy tez P” = (p)i=o, k-1 = (t)i=0,.. k-1 (tak wiec punkty posrednie
leza na koncach przedziatu). Kluczowym krokiem dowodu jest przekonanie sie, ze

|S(T,P,z) = S(T",P",z)|| <eb—a). (6.3)

Zauwazmy w tym celu, ze A(T") < 61 k" < k+ k' — 2, bo poza tg = t[, = a

ity =1}, = bmoga by¢ jeszcze inne t; =t,,i=1,...k—1,j = 1,..., k' — 1. Odcinek
[ti,tiv1], i = 0,..., k jest albo tozsamy z pewnym [t;’,t;’ﬂ] Jje {0 . k" — 1} albo
jest takich odcinkéw suma: powiedzmy, ze [t;,ti11] = [t], ¢/ 1] U. U [t 0ot gl
dla pewnego [. A zatem

l
(pz) i+1 t Z x(t j+m j+m+1 - t;'/+m)
m=0

MN

[x(pl) - x(tj+m)](t;/+m+1 - t;'/er)

IN
=1
)

€ (t;'/+m+1 t;I+m) = e(tiv1 — i),
m

Il
o

poniewaz zaréwno p; jak i tj’+m naleza do [t;, t;11], co powoduje, ze |p; —t7, | < 0.

Sumujac po i, otrzymujemy wiec (6.3).
Rozumowanie to dziata zaréwno wobec T’ jak i wobec T. Dowodzi to, ze

|S(T,P,z) — S(T", P, z)|| < 2e(b—a), (6.4)

dla dowolnych ciagow T 1 T’ spelniajacych warunki A(7) < 6 1 A(T’) < 4, oraz
dowolnych ciggow P i P’ punktow posrednich. To przekonuje nas, ze dla dowolnego
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ciagu (Tn, Pn) spelniajacego warunek lim,, oo A(7y,) =0, S(7,, Pn,x) jest ciagiem
Cauchy’ego, a zatem ma granice. Wobec (6.4) granica ta nie zalezy od wyboru
(Tn, Py). To koticzy dowod.

6.3 Zadania

Zadanie 6.1. Niech X bedzie przestrzenia Banacha i zalozmy, ze t — z(t) € X
jest ciagta na przedziale [a,b]. Funkcja rzeczywista ¢t — ||z(t)|| jest wtedy rowniez
ciagla (a zatem i calkowalna). Udowodnij, ze (por. zadanie 3.11)

‘ /abx(t) dt

Zadanie 6.2. Niech (a;);5; bedzie ciagiem liczb dodatnich, dazacym do a > 0
i niech funkcja @ : [0,1] — ¢ bedzie dana wzorem xz(t) = (e=*"),5,,t € [0,1].

b
< / [lx(2)]] dt. (6.5)

Udowodnij jej cigglosé, a nastepnie oblicz fol x(t)dt € c. Napisz nieréwnosé (6.5)
dla tej konkretnej calki.

Zadanie 6.3. Niech ¢ — u(t) bedzie skalarna funkcja ciagla na przedziale [a, b],
a x — elementem przestrzeni unormowanej. Przekonaj sie, ze funkcja o wartosciach
wektorowych ¢ +— u(t)z jest ciagla i catkowalna oraz zachodzi wzor

/abu(t)a:dt - (/abu(t) dt) ..

(Nie zakladamy tu, ze przestrzeni, do ktorej nalezy x jest zupelna).
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Twierdzenie
Stone’a—Welerstrassa

7.1 Glowne twierdzenie

Naszym gléwnym celem w tym rozdziale jest nastepujace twierdzenie Weierstrassa,
do ktorego bedziemy jeszcze wracaé¢ w tej ksiazeczce parokrotnie.

Twierdzenie 7.1 (Weierstrassa). Kazdg funkcje ciagla na przedziale [a,b] (a < b)
mozna aproksymowad jednostajnie wielomianami. Innymi stowy, dla kazdej funkcji
f € Cla,b] i e >0 mozna znalezé taki wielomian w, ze

[f—w| = sup [[f(z) —wx)| <e
z€[a,b]

W istocie bedziemy w stanie udowodni¢ twierdzenie znacznie mocniejsze, zwane
twierdzeniem Stone’a—Weierstrassa. Dotyczy ono sytuacji, gdy — zamiast funkcji
na [a,b] — mamy do czynienia z funkcjami na abstrakcyjnej zwartej przestrzeni
topologicznej S (Hausdorffa). Pojecie wielomianu oczywiscie nie ma wtedy sensu,
wlasciwe uogolnienie polega wiec na podaniu wtasnosci przestrzeni wielomiandw,
ktore sa rzeczywistym powodem, dla ktorego przestrzen ta jest zbiorem gestym
w C(S5). Prosze zwroci¢ uwage na fakt, ze dokonujemy tu manewru typowego dla
analizy funkcjonalnej: nie interesuja nas wielomiany jako takie ani ich wlasnosci —
interesuja nas wlasnosci przestrzeni wielomianéw.

Nim poéjdziemy dalej, chcialbym zatrzymac sie na chwile na C'(.S), przypomina-
jac kilka pojeé¢ z topologii. Przypomnijmy, ze przestrzen topologiczna S nazywamy
zwarta, jesli z kazdego jej pokrycia zbiorami otwartymi mozna wybra¢ podpokry-
cie skonczone. Rzeczywista funkcja ciagta na S to taka, dla ktorej przeciwobrazy
zbioréw otwartych w R sa zbiorami otwartymi w S. Okazuje sie, ze — podobnie jak
w przypadku zwartych podzbioréow R — funkcje ciagle na przestrzeniach zwartych
sa ograniczone i osiagaja swoje suprema. W szczegolnoscei dla f € C(S) mozemy
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my$le¢ o

[f1l = sup [f(s)]-
ses

Zupelnie analogicznie, jak w znanym nam juz przypadku dowodzi sie, ze jest to
norma, a C(S) w nia wyposazona staje sie przestrzenia Banacha.

Wracamy do wspomnianych wyzej kluczowych wtasnosci przestrzeni wielomia-
now W C Cla, b]. Po pierwsze

(a) jesli s # ¢ naleza do [a, b], to istnieje taki w € W, ze w(s) # w(t).
Wiasnoéé ta nazywana jest ,rozroznianiem punktow”?. Wielomianéw spetnia-

jacych (a) jest w istocie wiele: jednym z nich jest na przyktad funkcja liniowa
z odpowiednio dobranymi wspo6tczynnikami
1 S

T — .
t—s t—s

w(r) =ar+b=

Wtasnosé druga jest jeszcze prostsza:

(b) dlakazdych wiwvz W wielomianem jest takze ich iloczyn wwv, a takze dowolna
kombinacja liniowa aw + Sv.

Sprawdzi¢ ja tatwo (cho¢by indukcyjnie ze wzgledu na stopien wielomianu), ale jej
znaczenie jest nie do przecenienia. Ta wlasnosé algebraiczna (nieprawdaz?) okazuje
sie kluczem do interesujacego nas wyniku (patrz nizej).

Punktem wyjscia w twierdzeniu Stone’a — Weierstrassa jest podzbior W C
C(S). Nie jest on zbiorem wielomianéw, bo jak juz to zauwazyliSmy wczesniej,
o wielomianach nie ma tu sensu moéwi¢. Jest on jednak do ich zbioru podob-
ny w tym sensie, ze jest podalgebra C(S) (to odpowiednik wtasnosci (b)): wraz
z wivz W naleza do W takze ich iloczyn i kazda kombinacja liniowa. Nie zwle-
kajac dtuzej przedstawmy wreszcie ten kluczowy wynik.

Twierdzenie 7.2 (Stone’a—Weierstrassa). Kazda rozrézniajaca punkty S podalge-
bra W C C(9), ktdra zawiera funkcje stale, jest zbiorem gestym w C(5).

Rozroznianie punktow jest tu oczywiscie odpowiednikiem wlasnosci (a): dla
kazdych s # t,s,t € S istnieje takie w € W, ze w(s) # w(t). Zapewniliémy tez
sobie przynaleznosé do W funkgji stalych — tak jak to jest w przypadku wielomia-
now. Skomentujmy jednak sprawe mniej oczywista: dlaczego sformulowane wyzej
uogdlnienie twierdzenie Weiestrassa jest istotne? Poczatkujacy Czytelnik mogtby
bowiem zastanawia¢ si¢, po co w ogéle zajmujemy sie podalgebrami C(S). Poza
niepohamowana u matematykéw zadza poznania motywuje nas fakt, ze — jak to
wynika z teorii Gelfanda (zob. np [4, 7, 36]) — niemal kazda algebra Banacha jest
ytaka sama”, nieodroznialna od pewnej podalgebry algebry C(S), z odpowiednio
dobranym S. Na przyktad algebra splotowa I (zob. zadanie 5.5) okazuje si¢ by¢
podalgebra C[—1,1], algebry funkcji ciaglych na [~1,1], a L'(RT) — podalgebra

9W literaturze przedmiotu moéwi sie zwykle o ,oddzielaniu”, ale wydaje sie, ze to tradycyjne
pojecie jest nieco mniej adekwatne niz ,rozréznianie”.
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algebry funkcji ciagltych na [0, oo] (a wiec funkeji ciagtych na prawej polosi i z gra-
nicami w nieskoriczonosci).

Skoro domkniecie podalgebry rozdzielajacej punkty jest podalgebra rozdzie-
lajaca punkty, twierdzenie Stone’a—Weierstrassa mozna rownowaznie sformutowaé
nastepujaco.

Twierdzenie 7.3 (Stone’a—Weierstrassa). Kazda rozrézniajgca punkty S domknie-
ta podalgebra W C C(S), ktora zawiera funkcje stale, jest réwna catemu C(S).

7.2 Dowod

Przechodzimy do dowodu twierdzenia Stone’a—Weierstrassa, ktorego pomystodawca
jest J. Zeméanek (matematyk czeski, ktory lwia czesé zycia spedzil w Polsce, jako
pracownik Instytutu Matematycznego PAN w Warszawie). Oczywiscie dowodow
jest cala masa — ten, ktory tu przedstawiamy, oparty na [37], szczegolnie pasuje do
niniejszej monografii, gdyz podkresla role zupelnosci przestrzeni C(.5).

Lemat 7.1. Zatoimy, ze w przemiennej algebrze Banacha X istnieje element u,
zwany jedynkq, spetniajocy warunek

uT = TU = T, dla wszystkich x € X.

Niech tez e € (0,1) bedzie dang liczba, a © takim wektorem, Ze |z —u|| < e. Istnieje
wtedy y € X o tej wlasnosci, zZe

Iyl <e oz a=(u-y)>

Dowdd. Domknieta kula K C X o promieniu €, to znaczy zbiér tych wektorow z X,
ktorych norma nie przekracza e, jest zbiorem domknietym, a zatem — jako podzbiér
przestrzeni Banacha — przestrzenia metryczng zupelng. Rozwazmy odwzorowanie
T : K — K dane wzorem
Tz=—((u—2)+2%);

(mamy ||Tz| < %(e + €2) < ¢). Ponizszy rachunek pokazuje, ze T jest kontrakcja
(ze stalag e < 1):

2 — 25

2

21+ 29
2

|T21 — Tz = 21 — zal| < €|z1 — 22|

(W drugim kroku korzystamy z zaleznosci 23 — 23 = (21 — 29)(21 + 22), a wiec de

facto z przemiennosci algebry X). Z zasady Banacha wynika teraz istnienie punktu
stalego odwzorowania 7', to znaczy istnienie y € K o tej wlasnosci, ze

2y =u —x+y°.

Innymi stowy 2 = u — 2y + y? = (u — y)?. To koticzy dowod. |
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Lemat 7.2 (Twierdzenie Kakutaniego—Kreina). Niech V C C(S) bedzie odroznia-
jacqg punkty podprzestrzeniq C(S) (w sensie algebraicznym), zawierajgcq funkcje
stale rowng 1 (oznaczang w). Jesli V' jest kratq, to jest gesta w C(S).

Dowdd. Przypomnijmy, ze krata nazywamy taki podzbior V' C C(S), iz razem
z f,g € V naleza do niego funkcje fVgi fAg:

(f v g)(s) = max(f(s),9(s)),  (fAg)=min(f(s),g(s)).

Ustalmy f € C(S). Majac dane s,t € S, tak wybierzmy g € V by g(s) #
g(t). Istnieje wtedy dokladnie jedna taka para liczb a,f, ze a + Bg(s) = f(s)
ia+ Bg(t) = f(t) (bowiem wyznacznik powyzszego ukladu rownan jest roézny od
zera). Otrzymujemy zatem nalezaca do V funkeje gs , = au + g, ktora w punktach
s it przyjmuje dokladnie te same wartosci co f.

Wybierzmy teraz e > 0 oraz s € S. Skoro funkcje gs+ 1 f sa ciagte, to mozemy
znalezé takie otoczenie otwarte U, s punktu s, ze gs (1) < f(r) + e dla r € Ucs.
Otoczenia te tworza pokrycie S. Zwarto$¢ S powoduje, ze mozemy z nich wybrac
podpokrycie skonczone. Niech t1, ..., t, beda punktami definiujacymi to podpokry-
cie. Funkcja gs = gs,t, Ags,t2 N -.. Ags 1, Nalezy na podstawie zatozenia do V' i spelnia
warunek g; < f + eu. Rzeczywiscie, kazde r € S jest elementem (przynajmniej)
jednego z otoczen Uy, .: dla odpowiedniego ¢ mamy wiec gs(r) < g1, (1) < f(r)+e.
Ciagle tez gs(s) = f(s).

Niech teraz V; bedzie otwartym otoczeniem s o tej wlasnosci, ze gs(r) > f(r)—e
dla r € V. Otoczenia Vi, s € S tworza otwarte pokrycie S. Niech si, ..., s beda
punktami definiujacymi jego skoriczone podpokrycie. Funkcja h = g5, Vgs, V... Vg5,
nalezy do V i rozumowanie podobne do przedstawionego wyzej dowodzi, iz h >
| — eu. Skoro oczywiscie h < f + eu, wnioskujemy, ze || f — h|| < €. Ze wzgledu na
dowolnosé e konczy to dowod. O

Dowdd twierdzenia 7.3 (Stone’a—Weierstrassa). Niech V oznacza domkniecie pod-
algebry W. Naszym pierwszym celem jest uzasadnienie, ze wraz z f z algebry V'
nalezy do niej takze |f|. W tym celu rozwazmy

I S 1)
Jn |f2||+,,1<f )

Sa to funkcje dodatnie o normach réwnych jeden i tej wlasnosci, ze

1
>_n . )

fn > T on € (0,1)

Stad ich odlegltosé ||u— f,|| od u (funkcji stale rownej 1) nie przekracza e, := 1—4,, €

(0,1). Skoro f,, sa dodatnie, mozemy rozwazaé v/ f,, a lemat 7.1 przekonuje nas, ze

nowopowstale funkcje sa elementami V' (korzystamy tu z faktu, ze pierwiastkowanie

w dziedzinie rzeczywistej jest dzialaniem jednoznacznym). Z drugiej strony, dla

kazdej liczby rzeczywistej x zachodza zaleznosci

1 1
a4+ === —=-——<
" Vet g+l

_ b
- o

Sl
3=
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To dowodzi, ze

HMF+iUH—$EMﬂ@+iU®I

‘ dazy do zera, gdy n — co. Domknietosé V' zapewnia

1
< —

\/ﬁ,

a zatem ‘

ST |f]

/ VIF2+
wiec przynaleznogé —= , a tym samym i samego do tej algebry.
qc przy =l aty y go | f] j algebry.

Zwrdémy teraz uwage na tatwe do sprawdzenia wzory:

fUg=g(ftg+lf—g) o fAg=_(ftg-If-gl, (T)

ktore zachodza dla dowolnych funkcji f i g. Dowodza one (wobec tego, co udowodni-
lismy powyzej i faktu, ze V' jest podprzestrzenia liniowa C(S)), ze wraz z f,g € V
naleza do V takze fV g i f Ag. A to oznacza, ze V jest krata. Z twierdzenia
Kakutaniego—Kreina wiemy zatem, ze V jest zbiorem gestym w C(S). Skoro jest
tez zbiorem domknietym mamy V = C(S5). O

7.3 Zadania

Zadanie 7.1. Sprawdz, ze domkniecie podalgebry jest podalgebra.
Zadanie 7.2. Udowodnij wzory (7.1).

Zadanie 7.3. Niech C[0, oo] bedzie przestrzenia funkeji ciagtych na prawej potosi
rzeczywistej, ktore maja granice w nieskonczonosci. Dla A > 0 niech tez ey(z) =
e, 2 > 0. Udowodnij, ze kombinacje liniowe funkcji ey tworza zbior gesty

w (0, c0].



Rozdzial 8

Norma normie nie rowna

8.1 Uzupelnianie przestrzeni

Co mozemy poczaé, jesli okaze sie, ze pracujemy w przestrzeni unormowanej, ktora
jest ,dziurawa”, a chcielibySmy skorzysta¢ z dobrodziejstw przestrzeni zupelnej?
To samo co starozytni, ktorzy liczby wymierne uzupehili liczbami niewymiernymi:
uzupehié¢ ja do przestrzeni Banacha.

Okazuje sie bowiem, na nasze szczescie, ze kazda przestrzein unormowang moz-
na uwaza¢ za podzbiér przestrzeni Banacha. Dokladniej, dla kazdej przestrzeni
unormowanej X istnieje przestrzen Banacha Y oraz zawarta w niej podprzestrzen
(w sensie algebraicznym) X', ktore spelniaja dwa warunki.

1. Po pierwsze, X jest ,takie samo” jak X', co znaczy, ze istnieje wzajemnie jed-
noznaczne przeksztalcenie liniowe L przestrzeni X na X’ zachowujace norme:

L]l = [l]x; (8.1)

liniowos¢ znaczy tu tyle, ze L(ax + By) = a(Lz) + S(Ly) dla dowolnych
x,y € X oraz o, € R (0o odwzorowaniach takich bedziemy jeszcze wiele
mowi¢ w rozdziale 12). Zwroémy uwage, ze znak + po lewej stronie ozna-
cza dodawanie w przestrzeni X, a tenze znak po prawej — w przestrzeni Y.
Podobnie jest z normami w rownosci (8.1), co podkreslaja indeksy.

2. Po drugie, X' jest zbiorem gestym w Y. To znaczy, ze dla kazdego y € Y
istnieje ciag (yn),,~, elementow X', ktorego granica jest y.

Co ciekawe, przestrzen Y jest jednoznacznie wyznaczona (z dokladnoscia do
izomorfizmu). To znaczy, ze kazde dwie przestrzenie o wymienionych wyzej wla-
snosciach sa w pewnym sensie ,takie same”, nieodréznialne.

Powyzszego twierdzenia dowodzi sie w sposdb dosé abstrakcyjny, cho¢ natu-
ralny, zob. np. [4]. Najpierw ,zanurza si¢” przestrzen X w przestrzen b. ciagow
(@n)n>1, w ktorych z,, € X, spelniajacych warunek Cauchy’ego (zauwazmy, ze kaz-
demu z € X odpowiada pewien element b., ktory jest ciagiem stalym o wszystkich
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wyrazach rownych ), a nastepnie dzieli sie b, przez relacje rownowaznosci, w kto-
rej dwa ciagi, ktore sa nieskonczenie blisko siebie w nieskoiiczonosci naleza do tej
same]j klasy. Nie bedziemy powtarzaé¢ tu tego rozumowania, bo w praktyce, a przy-
najmniej w zadaniach, ktére napotyka poczatkujacy adept analizy funkcjonalnej,
Y zwykle okazuje sie naturalna nadprzestrzenig X. Stwierdzenie powyzsze ilustruja
przyktady podane nizej.

8.2 Dwa uzupelnienia przestrzeni cy

W przestrzeni liniowej ciagow, ktore od pewnego (charakterystycznego dla danego
ciagu, nie dla przestrzeni) miejsca rowne sa zero, mozna wprowadzi¢ rézne normy.
Na przyklad dla = (§;),~, mozemy mysle¢ o

oo

lele =supledl  alboo el = ki,
12

=1

(ostatnia suma sklada sie ze skoriczonej ilosci sktadnikow). Jak wiemy z poprzednie-
go podrozdzialu, przestrzen cgg, ktéra zupetna nie jest, mozna uzupetnié¢ do prze-
strzeni Banacha. Chcemy podkreslié¢, ze rozne normy prowadza jednak do réznych
uzupetien — wydaje sie to jasne, gdy patrzymy na pierwszy warunek uzupetnienia,
to znaczy zaleznosé¢ (8.1).

Twierdzimy, ze uzupelnieniem cyg z pierwsza norma jest c¢g. Odwzorowanie L,
o ktorym mowa w definicji w tym przypadku przyporzadkowuje ciagowi & € cgq ten
sam cigg, ale widziany jako element c¢g. Odwzorowanie to jest oczywiscie liniowe,
a warunek (8.1) jest speliony, bo normy w obu przestrzeniach sa takie same.
Pozostaje nam udowodnié¢, ze dla kazdego x = (§;)i>1 € co znalezé mozna ciag
(Tn)n>1 elementéw cqg, zbiezny do x. W tym celu rozwazamy

xn:(glvé-%'”7571707070)"')‘ (82)

Ciag x, nalezy do cqp, bo wszystkie jego elementy poczawszy od (n + 1)-szego
miejsca sg rowne zero. Z drugiej strony x — x,, to ciag, ktérego pierwszych n wspol-
rzednych réwnych jest zero, a pozostale sa takie same jak w x. Dowodzi to, ze

[z = Znllw = sup &l
i>n+1

Skoro ostatnie supremum dazy do zera (bo x € ¢ jest ciagiem zbieznym do zera),
udowodnilismy teze.

Twierdzimy teraz, ze uzupelieniem coy w normie || - ||; jest I*. Dowod tego
stwierdzenia przebiega analogicznie jak wyzej. Jesli zbior cog wyposazymy w w.w.
norme, to mozemy go uzna¢ za podprzestrzeri przestrzeni I', wiec role L odgrywaé
bedzie odwzorowanie identycznosciowe. Jegli natomiast = € 1!, to kazdy z ciagow
(8.2) jest elementem cq i
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Wystepujaca tu suma dazy do 0 gdy n — 00, bo ' sktada sie z szeregéw absolutnie
sumowalnych.

8.3 Dwa uzupelnienia przestrzeni wielomianéw

Oto nieco bardziej zaawansowany, a rownoczesnie bardziej interesujacy przyktad.
Jak przekonaliémy sie w rozdziale 7 (zob. tez podrozdzial 13.1), kazda funkcje cia-
gla aproksymowa¢ mozna wielomianami z dowolna zadana dokladnoscia (w normie
supremum). Innymi stowy uzupelnieniem przestrzeni wielomianoéw, wyposazonej
w norme supremum (zob. podrozdzial 4.4.2) jest C[0, 1]. Czytelnik zwroci zapewne
uwage na fakt, ze powyzsze zdanie pozostanie w mocy i w sumie nie zmieni zna-
czenia, jesli stowo ,,uzupelnieniem” zamienimy na ,domknieciem”. To pokazuje, jak
naturalna jest procedura, ktoéra tu omawiamy.
Jesli jednak wyposazymy przestrzen wielomianéw w norme

1
el = / ja(s)] ds,

to jej uzupelieniem nie bedzie C[0, 1], lecz przestrzen funkcji bezwzglednie catko-
walnych w sensie Lebesgue’a na odcinku [0, 1].

8.4 Tloczyny i normy tensorowe

Iloczyn tensorowy

Dla & = (&);> €coly=(1;);5, € I* definiujemy iloczyn tensorowy

TRY = (ginj)i7j21 : (8.3)

Tloczyn tensorowy jest wiec macierza nieskonczong. Gdyby dla przyktadu oba wek-
tory z,y byly elementami {! i to takimi, ze wszystkie ich wspolrzedne sg nieujemne,
a ich suma w obu wypadkach réwna jest jeden, to mozna by je uwazaé za rozklady
pewnych zmiennych losowych:

a macierz z ® y bylaby wtedy rozktadem lacznym pary (X,Y) pod warunkiem, ze
X 1Y bylyby zmiennymi losowymi niezaleznymi:

Macierze postaci (8.3) nazywamy tensorami prostymi, a ich kombinacje liniowe,
tzn. macierze postaci

!
m = Z Tk @ Y (8.4)
k=1
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gdzie x € co 1 yr € l1 sa dowolnymi wektorami, nazywamy tensorami; wskaznik
sumowania [ jest dowolna liczba naturalna i zmienia sie od tensora do tensora.
Przestrzen wszystkich tensoréw nazywamy iloczynem tensorowym (przestrzeni
co il') i oznaczamy

co ® It

Dla ustalenia terminologii przyjmijmy, ze wszystkie elementy macierzy (mi7j)i7j21
o tym samym indeksie i bedziemy nazywaé jej i-tym wierszem, a te o ustalonym
indeksie j — jej j-ta kolumna.

Szczegolne znaczenie maja tensory otrzymane z wektoréow ej, € co NI, ktére na
k-tym miejscu maja 1 a zera poza nim. Tymi szczegdlnymi tensorami sa

61',73':61'@6]'7 Z,jZl

(jak zinterpretowaé je probabilistycznie?). Zwr6émy uwage na fakt, ze przedstawie-
nie (8.4) nie jest jednoznaczne. Na przyktad

€22 =e3®eg, aletez eag = (€1 +€2) R (e1+e3) —e1 ®ez —ea®@ep —e1 R ey.

Norma tensorowa najwieksza

Jaka jest ,naturalna” norma w co®I'? To zalezy co to znaczy ,naturalna”. Bedziemy
rozwazac¢ tylko normy spelniajace warunek:

@yl = llzlleo 1yllir- (8.5)
Ze wzgledu na nieréwnos¢ trojkata, przy kazdym przedstawieniu (8.4) musimy mie¢

l
Il <D llilleo Nillie

k=1

wiec ,najwiekszym” naturalnym kandydatem na norme jest:

I
Imllx = inf > ll@illeo l9illirs (8.6)
k=1
we wzorze tym infimum liczone jest po wszystkich reprezentacjach (8.4). Bezpo-
sredni, cho¢ dlugi rachunek dowodzi, iz || - || mozna zapisa¢ tez wzorem:
o0
Imllx =" sup [mi xl- (8.7)
k=121
Uwaga terminologiczna. Norma || - || wprowadzona wyzej nazywana jest

w jezyku angielskim, w ktorym publikowana jest praktycznie cata istotna literatura
matematyczna, albo ,the projective norm” albo, rzadziej, ,,the largest norm”. O ile
w jezyku tym pierwszy z tych terminow daje sie sensownie uzasadnié w jednym
zdaniu (ale po dowodach gory twierdzen), o tyle w naszym ojczystym wymaga to
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cyrkowych zaiste akrobacji (ze wzgledu na rozbieznosci pojeciowe pozornie réwno-
waznych stéw). Mozna by go od biedy przettumaczyé ,norma rzutowa”, choé mowi
to przecietnemu adeptowi matematyki z Polski niewiele. Napotykamy wtedy jed-
nak na powazny problem z normg, ktorg omawiaé bedziemy za chwile, nazywang
Hthe ingective norm” albo, rzadziej, ,the smallest norm” Otz tu nie mozna pi-
saé o ,wstrzyknietej” bo nie jest to injected” tylko jakiejs wstrzyknieciowes”, co
po polsku nie znaczy juz zupetnie nic. By unikngé dziwactw spowodowanych bez-
refleksyjnymi kalkami jezykowymi postanowitem uzyé terminu drugiego, rzadszego,
ale tatwiejszego do przettumaczenia na jezyk polski: norma tensorowa najwieksza
i najmniejsza. Ta terminologia jest odbiciem faktu, Ze || - ||x jest najwickszq z pew-
nej klasy norm, nazywanych tensorowymi (ktore miedzy innymi spelniajg warunek
(8.5)), a ta druga, ktorg poznamy potem — najmniejszq. Jak widaé, nazwy te mozna
uzasadnic¢ jednym zdaniem.

Bedzie to miato jednak niewygodng konsekwencje: trudno nam bedzie teraz zna-
lez¢ thumaczenie ,the projective tensor product” (okreslenia na przestrzen co @y 11,
zdefiniowang nieco nizej) — nie moze to byé ,najwiekszy iloczyn tensorowy” bo, jak
zobaczymy, przestrzen ta bedzie wlasnie najmniejsza z mozliwych.

Od tego momentu traktowaé¢ bedziemy (8.7) jako definicje. Latwo sprawdzi¢,
ze || - ||x jest norma. Okazuje si¢ jednak, ze ¢y ® I! z tak dobrana norma nie jest
zupelna. Jej uzupelnieniem okazuje sie by¢ przestrzen macierzy m = (m; ;)
ktorych kazda kolumna jest elementem cg, a dodatkowo

4,217

Zsup Imi | < oo. (8.8)
i>1

j=112
Te ostatnia przestrzen bedziemy oznaczaé
Co ®7r ll;

norma jest w niej oczywiscie wyrazenie wystepujace po prawej stronie (8.8). Zwr6é-
my uwage, ze sume wystepujaca w (8.8) mozna napisa¢ nastepujaco:

> llmglcos (8.9)
j=1

gdzie m; oznacza j-ta kolumne macierzy m.
By udowodni¢, ze ¢y @, ' jest rzeczywiscie uzupelnieniem co ® ', ustalmy m €
co @ 1. Dla dowolnego ¢ > 0 mozemy tak dobra¢ k € N, by

o0
> sup|my
j=kt1 21

<€
2.

Mozemy ponadto tak dobra¢ [, by dla kazdego j € {1, ..., k} zachodzila nier6wnosé

sup; s [m ;| < 5. Zdefiniujmy me = (me; ;), ;- nastepujaco:

(8.10)

m;, Jj<korazi <lI,
m. o —
o 0, w pozostalych przypadkach.
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O O O O O O O
O O O O O O O
l=3 ® 0y X X O O O
0y X X X O O O
X X X 0y O O O
k=4

Rys. 8.1: W miejscach oznaczonych krzyzykami macierz m. jest taka sama jak m,
a w pozostatych rowna jest zero. Suma supremoéw bezwzglednych wartosci wszyst-
kich wyrazéow wchodzacych w sktad kolumn od (k + 1)-szej wlacznie (tu k = 4)
jest mata. W kazdej z k pierwszych kolumn mate sa tez suprema bezwzglednych
wartosci wyrazow macierzy m w miejscach nieoznaczonych krzyzykami.

Inaczej mowiac, m. = Zézl Z?Zl m; je; @ ej € ¢g @1, zob. rysunek 8.1. Mamy
zatem

[m —me|x = ZSUP i g — Me.ijl

j=112
[eS) k
€ €
~ el 3 suplo) 3 54 -
= 11 j= k+11—1 =1

To dowodzi naszej tezy.

Norma tensorowa najmniejsza

Czy zamieniajac w (8.7) kolejnosé¢ znakow Y i sup, otrzymamy ciekawa norme?
Cazy

[l —SUPZIW,JI (8.11)

1_ _7 1

jest w ogole norma w co ® I'? Na szczescie, tak. A co bedzie uzupehieniem ¢y ® [*
wyposazonej w te norme?
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Pokazemy, ze jest nim przestrzen tych macierzy m = (m; ;) dla ktoérych

4,217

wektor Im = (Zj’;l |ng|) nalezy do cg. Przestrzeni t¢ bedziemy oznaczaé
i>1

Co ®E ll.

Przede wszystkim, zob. zadanie 8.3, ¢y @, I' jest przestrzenia Banacha. Dowiedzie-
my teraz, ze tensory tworza w niej zbior gesty. Rozumowaé bedziemy podobnie
jak w podrozdziale poprzednim. Majac dane m € co®.I' i € > 0, wybiera-
my najpierw tak [, ze sup;s;;4 Z;il |mi ;| < e. Nastepnie tak dobieramy k, by
SUP1<; <1 2 jepsn |Mij| < e Wtedy dla me zdefiniowanego wzorem (8.10) mamy

oo

||m - mE”E = Supz ‘mlg.] - m57i1j
i>1

= j=1

=max | sup g |mij — meijls SUP E M5 — Mei,g
1<i <l 2 J 1

=max [ sup Z Imi il bup Z|m”| <e.

1<i <lj k1 >

To koriczy dowo6d wspomnianej wlasnosci.

Podsumujmy nasze rozwazania. W przestrzeni tensor6w mozna wprowadzié (co
najmniej) dwie naturalne normy: ,najwieksza’ i ,najmniejsza’. Domykajac te prze-
strzen wzgledem nich, otrzymamy dwie rézne przestrzenie Banacha: co @, [* oraz
Co ®E ll .

Jaka jest zalezno$¢ miedzy tymi przestrzeniami? Zwroémy przede wszystkim
uwage na nieréwnosé zachodzaca miedzy w.w. normami:

[mlle < [[mlx (8.12)

Dla jej dowodu zauwazmy, ze dla kazdego i 3272, [m ;| < 3272, sup;sq [mi |, a li-
czac supremum lewej strony, otrzymujemy teze. Z nieréwnosci (8.12) wynika, ze kaz-
dy ciag Cauchy’ego wzgledem normy najwickszej jest tez ciagiem Cauchy’ego wzgle-
dem normy najmniejszej. Innymi stowy domkniecie przestrzeni tensoréw w normie
najmniejszej zawiera domkniecie przestrzeni tensoréw w normie najwickszej

Co ®sll C ¢ ®ﬂll.

Czy zachodzi tez inkluzja odwrotna? Nie. Na przyktad macierz m, ktéora ma na
glownej przekactnej ciag (1,2 5 é, ...), a poza tym zloZona jest z samych zer nalezy
do ¢ ®¢ ', bo ciag I'm réowny jest whasnie (1,1 ), ale nie nalezy do ¢y @ I,

3 3,
gdyz 3252 |mi i = >25C % = 00. Obraz jest tu wiec podobny do tego z rozdziatow
8.2 1 4.4.2: im mocniejsza norma, tym mniejsze uzupelnienie.

J=1
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Glowny moral z tej opowiesci jest jednak taki, ze

domkniecie przestrzeni liniowej w sposob kluczowy zalezy do tego, jak dobrana
zostata w niej norma.

Systematyczny wyklad iloczynéw i norm tensorowych mozna znalezé w ksiazce [29]
— to teoria pochodzaca w lwiej czesci od A. Grothendiecka, urodzonego w Niemczech
matematyka francuskiego, jednego z naukowych gigantéw XX wieku.

8.5 Zadania

Zadanie 8.1. Sprawdz, ze || - || zdefiniowana wzorem (8.7) jest norma i spelnia
warunek (8.5).

Zadanie 8.2. Pokaz, ze przestrzen macierzy spelniajacych warunek (8.8) jest prze-
strzeniag Banacha.

Zadanie 8.3. Sprawdz, ze || - || jest norma w co ® I' i spelnia warunek (8.5).
Zadanie 8.4. Pokaz, 7e przestrzen co @, [! jest przestrzenia Banacha.
Zadanie 8.5. Wyposazmy cyg W norme
)
Izl = NIzl = D 2"éil,
i=1

(powyzsza suma jest skoriczona, bo ma w istocie skoniczona ilosé sktadnikow). Scha-
rakteryzuj uzupelnienie przestrzeni cgg z taka norma.

Zadanie 8.6. Powtorz poprzednie zadanie dla normy

oo
Izl = l1(E)izal = Y l€ail +sup &g
(=

i=1



Rozdzial 9

Przestrzenie Hilberta

Przestrzenn Hilberta to zupelna przestrzen liniowa z norma pochodzaca od iloczy-
nu skalarnego. Jest to wiec bardzo szczegdlny przykltad przestrzeni Banacha, gdyz
iloczyn skalarny narzuca norme wyjatkowo przypominajaca te z przestrzeni eukli-
desowej — geometria takich przestrzeni jest nam wyjatkowo bliska.

9.1 Przestrzen unitarna

9.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Przestrzenn unitarna to przestrzen liniowa X, w ktorej wprowadzono iloczyn ska-
larny, to znaczy funkcje X x X — R (bedziemy tu mysleli tylko o przestrzeniach
liniowych nad cialem rzeczywistym, wiec i iloczyn skalarny bedzie mial wartosci
rzeczywiste) o nastepujacych wlasnosciach:

(s1) (z+y,2) = (2, 2) + (y, 2),
(s2) (az,y) = a(z,y),
(s3) (2,2) >0,

2 +e3 <1 €11 < 1iéal <1 €11+ 1621 <1

el = &2 1 &3 o)l = max{|¢11, €21} el = 1611 + I€2]

Rys. 9.1: Kule jednostkowe w przestrzeni R? wyposazonej w rézne normy: (a) eukli-
desowa, tzn. pochodzaca od iloczynu skalarnego, (b) norme supremum i (¢) norme
typu I'.
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(s4) (z,2) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,

(8‘5) (xay) = (y,x);

2,y 1 2z sa tu dowolnymi wektorami z X, o dowolna liczba rzeczywista, (z,y) zas$
jest wartoscia iloczynu skalarnego na parze ztozonej z z i y.

Przykladem przestrzeni unitarnej jest przestrzeii R* z iloczynem skalarnym
danym wzorem

k
(z,y) = mei; (9.1)

sprawdzenie warunkow (s1) — (sb) jest tu wyjatkowo proste.

Lemat 9.1 (Cauchy’ego-Schwarza). Dla dowolnych x iy z przestrzeni unitarnej

zachodzi nieréwnos$é
(@, y)] < V(z, 2)V (1, 9)-
Dowdd. Ustalmy x i y i rozwazmy funkcje
Rotw (tx+y,tx+y) €R.

Wobec wlasnosci (s3) przyjmuje ona jedynie wartosci nieujemne. Z drugiej strony
rachunki oparte na (s1), (s2) i (s5) pozwalaja nam stwierdzié¢, ze

(te +y, te +y) = *(z,2) + 2t(x,y) + (y,9)-
Jesli (x,2) = 0 to wykresem tej funkcji jest prosta, ale ten przypadek moze zajsé
tylko, gdy « = 0; wtedy zas nieréownos$¢ Cauchy’ego—Schwarza jest oczywista. Jesli
za$ (z,z) > 0 (a wobec (s3), nie jest mozliwe, by (z,x) < 0), to wykresem jej jest

parabola ramionami skierowana w goére. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, by lezala ona nad osig iksow jest A < 0, to znaczy

[(z,9)]* = (z,2)(y,y) <0,

co jest rownowazne naszej tezie. ]

Na przyklad, stosujac te nieréwnosé w przestrzeni R¥, otrzymujemy

k
ngz‘
i=1

Dzieki (9.2) mozemy podaé inny, ciekawszy przyklad przestrzeni unitarnej. Jest nia
przestrzeri [ ciagéw sumowalnych z kwadratem, to znaczy takich = = (&;);>1, ze

oo

ng < oo.

i=1
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Tloczynem skalarnym w tej przestrzeni jest
oo
(z,y) = Zﬁmzw (9.3)
i=1

Skad wiemy, ze wystepujacy po prawej stronie réwnosci szereg jest zbiezny? Z za-
leznosci (9.2). Dla dowolnych z, y € 12 mamy bowiem

k k
Z|§z||7h| < 2512
i=1 i=1
7 dowolnosci k wnioskujemy, ze

oo o0
Z|§i||ﬁz‘|§ ZU?<OO7
=1 1=1

wiec szereg jest nawet zbiezny bezwzglednie. Z ta nieréwnoscia w chlebaku zosta-
jemy latwo generatami i dowodzimy, ze funkcja zdefiniowana wzorem (9.3) rzeczy-
wiscie jest iloczynem skalarnym.

Bezposrednim wnioskiem z nier6wnosci Cauchy’ego—Schwarza jest to, ze kazda
przestrzen unitarna jest przestrzeniag unormowang. Faktycznie, definiujac

2] = v (z;2) (9-4)

otrzymujemy funkcje o wszystkich wlasnosciach normy. My sprawdzimy tu tylko
nier6wnosé trojkata, pozostawiajac Czytelnikowi przeliczenie wlasnosci pozosta-
tych. Mamy zatem

lz+yl? = (z+y.2+y) = (z,2) + 2(z,y) + (y,9)
< (z,z) + 2|z [lyl| + (v, )
= |l=|I* + 2l || ly]l + llyll®

= (lll + llylh)*,

a to jest rownowazne temu, ze ||z + y|| < ||z]| + ||y]|-

9.1.2 Zastosowania

Niektorzy studenci widzieli definicje iloczynu skalarnego tyle razy, ze dzi§ wydaje
im sie oczywista. Nie zapominajmy jednak, ze czekaliémy na jej sformutowanie do-
brych kilka tysiecy lat od momentu, gdy ludzie zaczeli sie interesowaé geometrig.
Tak, rzeczywiscie mam na mysli geometrie. Analiza funkcjonalna czesto traktowa-
na jest jako uogo6lnienie tej starozytnej dziedziny nauki. Mysle, ze wartos¢ iloczynu
skalarnego cho¢ troche wzrosnie w naszych oczach, gdy zobaczymy nowoczesny,
funkcjonalno-analityczny” dowod twierdzenia nazywanego imieniem Pitagorasa:
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Rys. 9.2: Suma poél mniejszych kwadratow rowna jest polu wiekszego bo ...

Rys. 9.3: ... pola prostokatéow zaznaczonych tym samym kolorem sa réwne; na
przyktad pola zielone sg réwne, bo ...

kwadrat dlugosci przeciwprostokatnej w trojkacie prostokatnym rowny jest sumie
kwadratéw przyprostokatnych. Dowodéw tego wyniku jest wiele; ,klasyczny” po-
chodzacy od Euklidesa — przedstawiajg rysunki 9.2-9.4. Sa tez rozumowania jeszcze
starsze, zob. [16] str. 81, a wszystkie wymagaja wielkiej spostrzegawczosci i inte-
ligencji. Tymczasem twierdzenia tego i to w znacznie ogoélniejszej wersji moze
dowies¢ kazdy, kto zna pojecie iloczynu skalarnego — niekoniecznie inteligentny czy
spostrzegawczy. W przestrzeni Hilberta (ktorej przyktadem jest oczywiscie R? z ilo-
czynem (9.1)) sprowadza sie ono bowiem do stwierdzenia, ze jesli dwa wektory, x
iy, sa do siebie prostopadle, to znaczy jesli (z,y) =0, to

lz+ 3l = ll=ll* + llyll*;
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Rys. 9.4: ... zaznaczone trojkaty sa przystajace (obracajac zgodnie z ruchem wskazo-
wek zegara trojkat czerwony wokol wspoélnego wierzchotka z tréjkatem niebieskim,
nalozymy go na ten drugi), a ich pola réwne potowom po6l prostokatow.

x 1y sa tu oczywiscie wektorami ,przyprostokatnymi” a x + y — ,,przeciwprostokat-
nym”. Dowod jest rzeczywiscie banalny:

rly = [lz+yl?=@+y.2+y) = (z,2) +2(x,y) +(y,9)
=0
= |lz)* + llyl|>.

Zacheceni jego prostota dowiedzmy tez tak zwanej tozsamosci rownolegtoboku, kto-
ra stwierdza, ze suma kwadratéw dlugosci przekatnych w réwnolegtoboku réwna
jest podwojonej sumie kwadratéw bokoéw. Jej standardowy dowod polega na za-
stosowaniu twierdzenia Pitagorasa lub twierdzenia kosinusow. My dowiedziemy jej
bezposrednio i bezbolesnie (to znaczy: niewiele myslac). Twierdzimy, ze w dowolnej
przestrzeni unitarnej H zachodzi rownosé

lz + yl* + llw =yl = 2[lll* + [lyl°], (9.5)

w ktorej z,y € H, a || - || jest norma unitarna (pochodzaca od iloczynu skalarnego).
Dowdd jest rownie banalny jak poprzednio. Mamy:

lz+yl* = (z+y.2+y) = (z,2) +2(z,y) + (v,),
lz =yl = (@ —y, 2 —y) = (z,2) — 2(z,y) + (v, ),

a dodajac stronami, otrzymujemy teze.

Powie ktos, ze stare dowody sa tadniejsze, bardziej godne uwagi. Tak, to prawda.
Wejscie na Rysy od strony polskiej to przezycie estetyczne, fizyczne i duchowe oraz
pewne osiagniecie — wejécie od strony stowackiej nie moze sie z nim pod tym wzgle-
dem réwnaé. Ale nie zapominajmy o jednym: skoro maszyneria iloczynu skalarnego
pozwala nam tak tatwo dowie$¢ twierdzeni dobrze znanych, to jakichze twierdzen
mozemy przy jej pomocy dowiesé¢ z pewnym trudem! Na piechote mozemy dojsé na
Rysy, ale samochdd pomoze nam znacznie tatwiej wejsé na nie od strony stowackiej;
bez niego do Madrytu dotrzemy albo i nie.
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9.2 Element minimalizujacy odleglosé

Jak sie Panstwo domyslaja, przestrzenie unitarne, ktére nie sa zupelne, nie moga
by¢ w tej ksiazce doceniane. Przeciwnie, skupia¢ sie bedziemy na tych ,bez dziur”.
Oto kluczowa definicja:

Niech H bedzie przestrzenia unitarna i niech || - || bedzie unitarna norma, to
znaczy norma dana wzorem (9.4). Jesli para (H, ||-||) jest przestrzenia Banacha,
to nazywamy ja przestrzenia Hilberta.

Bardzo czesto mowimy tez, ze samo H jest przestrzenia Hilberta — mozemy tak
jednak zrobi¢ tylko wtedy, gdy z kontekstu jasne jest jaki iloczyn skalarny mamy
na mysli.

Podstawowym przykladem przestrzeni Hilberta jest przestrzen [ z podrozdzia-
tu 9.1.1 — opuszczamy dowdd jej zupelnosci, gdyz jest on analogiczny do dowo-
du tej wiasnosci dla I'. Przykladem zdecydowanie najwazniejszym jest przestrzeri
L?(S, F, n) funkcji catkowalnych z kwadratem na przestrzeni z miara (S, F, ) — nie
bedziemy go jednak omawia¢ doktadniej, bo znamy bolaczki dzisiejszych studen-
tow matematyki, ktérym oszczedza si¢ nawet teorii catki Lebesgue’a. Stwierdzimy
tylko, ze przestrzen [ jest szczegolnym przyktadem L2(S,F,u) — to samo mozna
powiedzieé¢ o przestrzeni lf, z zadania 9.5.

Jak widzieliSmy na przykladzie twierdzenia Pitagorasa i tozsamosci réwnolegto-
boku, geometria przestrzeni Hilberta jest nam bliska. Twierdzenie, ktére chcemy
teraz oméwic jest na to kolejnym dowodem.

Twierdzenie 9.1. Niech C bedzie niepustym, domknietym i wypuktym podzbiorem
przestrzeni Hilberta H i niech x ¢ C. Istnieje wtedy doktadnie jeden element y € C
o tej wtasnosci, ze
—y||=d:= inf ||z — z||.
|z = yll inf Jlo — ]|

Przypomnijmy, ze zbiér C' nazywamy wypuklym jesli, wraz z dowolnymi jego
elementami x i y, lezy w nim caly odcinek o koncach x i y, to znaczy wszystkie
punkty postaci z = ax + (1 — a)y,a € [0, 1].

Dowdd. Wobec tozsamosci rownolegltoboku dla dowolnych z, 2" € C' mamy
Iz =217 = [I(z = 2) + (z = &)
—ofllz = all? + |12/ — 2|2} — ||z +2' — 20

!
= 2|1z — a2 + |1 — o2} — 4| FEE - o?

2
< 2|z — ] + 112" — 2|*} - 4d%, (9.6)
gdyz ”22/ nalezy do C. Z definicji d wiemy, ze istnieje ciag (z,),~, elementow
C o tej wlasnosci, ze lim, , ||z, — z|| = d. Pokazemy, Ze spelnia on warunek

Cauchy’ego. W tym celu dla danego ¢ > 0 tak wybieramy ng, by dla n > ng
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wyrazenie ||z, — z||* bylo mniejsze niz d? + §. Uzywajac (9.6), 2z z = 2, 1 2/ = 2,
przekonujemy sie, ze dla n,m > ng, mamy |z, — z,]|> < € — to wlasnie bylo
naszym celem. Skoro H jest przestrzenig Hilberta, ciag (zy),~, ma granice. Ale

dla y = lim, e 2, mamy ||z — y|| = lim, s« ||z — 2,]| = d. Dowodzi to, ze y
o wskazanych warunkach istnieje: jest on granica (zy,),,> -

Musimy jeszcze dowiesé, ze takie y jest tylko jedno. Jesli jednak ||y’ — z|| = d,
to (9.6) z z =y iz =y implikuje ||y — ¢'|| = 0, to znaczy y' = v. O

Uwagi, przyklad i kontrprzyklady

Analogiczne twierdzenie w przestrzeni Banacha nie jest prawdziwe. Na przyktad
zbior O wszystkich nieujemnych ciagow, sumujacych sie do 1 jest w I zbiorem
wypuktym i domknietym. Ale dla dowolnego ujemnego ciagu = jego odlegtosé od C'
rowna jest ||z|| + 1 i realizowana jest w kazdym elemencie C'. Waznym elementem
zalozen jest wiec geometria ukryta w normie unitarnej — w innych geometriach
twierdzenie zwykle prawdziwe nie jest.

Jak widzieliSmy w pierwszej cze$ci dowodu drugim, réwnie waznym kluczem
jest tu zupetnos$¢ — bez niej nie byliby$my w stanie stwierdzi¢, ze ciag (zy),~, jest
zbiezny, a zatem i znalezé y.

Popatrzmy na kolejny przyktad — niech H bedzie przestrzenia R? a C niech
bedzie kotem jednostkowym {(£1,&2), €2 + &5 < 1} z wyrzuconym punktem (0, 1).
Zbior ten jest wypukly, ale nie domkniety i nie ma w nim punktu, ktéry minima-
lizowalby odlegtos¢ od (0,2). Tam, gdzie punkt ten powinien lezeé¢ jest ,dziura”.

Rozwazmy tez w tej samej przestrzeni zbior

C= {(51)52”51 S [_la 1]752 = i€1}7

ktory tworzy litere X umiejscowiona w srodku uktadu wspoétrzednych. Jest on do-
mkniety, ale nie wypukty. Dlatego tez w zaleznosci od tego jaki wybierzemy x & C,
punkt minimalizujacy odlegtosé od C' moze byé¢ jeden albo dwa, moze tez ich by¢
nieskonczenie wiele.

Na koniec przyjrzyjmy sie prostemu przyktadowi ,pozytywnemu”, w ktéorym
jawnie da sie znalez¢ element minimalizujacy odlegtosé. Niech H bedzie dowolna
przestrzenia Hilberta (a nawet tylko unitarna) i niech C' bedzie (domknieta) kula
jednostkowa, to znaczy zbiorem tych y € H, dla ktorych ||y|| < 1. Niech tez = & C,
a tym samym |lx|| > 1. Ktory element y € C lezy w najmniejszej odleglosci od 7
Intuicja podpowiada nam, ze jest nim y = ﬁ Sprawdzmy. Dla dowolnego y € C'
mamy

lz = ylI* = ll2l® = 2(z,9) + lyl* > ll=l* = 2]l Iyl + [yl
= (llzll = lyID* = (]l = 1)*.

7 drugiej strony, wstawiajac y = ﬁ, zamiast wszystkich nieréwnosci, otrzymujemy
rownosé. Wektor ten lezy wiec rzeczywiscie najblizej x.
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9.3 Rzut na podprzestrzen

Szczegolnie interesujacym przypadkiem twierdzenia z poprzedniego rozdzialu jest
sytuacja, gdy C jest (domknieta) podprzestrzenia liniowa; bedziemy ja odtad ozna-
cza¢ Hj.

Twierdzenie 9.2. Dla kazdego x w H istnieje, i jest wyznaczony jednoznacznie,
taki wektor Pz € Hy, ze dla dowolnego z € H; mamy (x — Px,z) = 0. Px mini-
malizuje odlegtosé x od Hy, a nazywany jest rzutem x na Hy.

Dowad. Jesli x nalezy do Hy, to przyjmujemy Pz = x; bardzo prosto sprawdza sie,
ze to jedyny mozliwy wybor (gdyby x nie bylo rowne Px to wybierajac z = ¢ — Pz
otrzymaliby$my sprzecznosé¢ z definicja Pzx).

Zalozmy wiec, ze x ¢ Hj i niech Px = y bedzie elementem minimalizujgcym
odleglos¢ od H;. Wezmy z z H;. Funkcja

F) =llz -y +te|?

zmiennej rzeczywistej ¢ osiaga swoje minimum w punkcie ¢,,;, = 0, bo y —tz nalezy
do Hj, a y ma odlegtosé¢ x od H; minimalizowaé. Z drugiej strony wykonywane juz
dwukrotnie rachunki prowadza do wzoru

F) = llo = ylI* + 2t(z, 2 — ) + |2

_Uzrmy) A atem (x—
lz—yll

y,z) = 0. Innymi stowy, tak wybrane Pz spelnia warunki podane w twierdzeniu.

Musimy jeszcze pokazaé, ze Px nie mozna wybraé inaczej. Zalézmy zatem, ze
dla pewnego ¢y € H; mamy (z —y',z) = 0 o ile tylko z € H;. Gdyby y # ¢/, to
zaleznosé

ktory dowodzi, ze f(t) jest funkcja kwadratowa i ze tyin =

lz = ylI* = llz = y'II* + 2(z = ¢,y = 9) + |1y =9l = [l = ¢/ I” + Iy — vl

wynikajaca z tego, ze y' —y nalezy do Hy, dowodzitaby, iz ||z —y|| > ||z —y'||. A to
oczywiscie przeczyltoby definicji y. Nie ma zatem innej opcji: Pz musi minimalizo-
waé odleglosé. O]

Dla przykladu rozwazmy podprzestrzen H; przestrzeni [2, do ktorej naleza te
ciagi (1:);>,, ktore spelniaja warunek

N2i = 12i—1, i > 1 (9.7)

(Pozostawiamy Czytelnikowi dowod, zZe jest to w istocie (domknieta) podprzestrzen
H). Majac dane z = (&;);>1 ¢ Hi, szukamy w tej podprzestrzeni Pz. Mozemy to
zrobi¢ na (co najmniej) dwa sposoby. Pomyslmy najpierw o kwadracie odlegtosci
miedzy x a y nalezacym do Hj:

o0

lz —ylI> =D (& z_:l (€20 = m20)” + (S2im1 — 7722')2]2;

j=1
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w drugim kroku sasiednie wspotrzedne potaczyliémy w pary i skorzystaliSmy z wa-
runku definiujacego H;. Jak dobraé¢ y, by wyrazenie to byto najmniejsze? Oczywi-
Scie wystarczy sprawi¢, by kazdy ze sktadnikow byt mozliwie najmniejszy (zwroémy
uwage, ze elementy 79; mozemy wybiera¢ dowolnie i niezaleznie od siebie!). W kaz-
dym sktadniku liczby &9, i €2;—1 sa dane. Rozwiazujemy wiec problem typu: majac
dane state a i b, znajdz u, dla ktérego wyrazenie
(@ —u)? 4 (b —u)?

jest najmniejsze. Tego uczono nas w liceum: rozwiazaniem jest u = “TH’. Wracajac
zatem do naszego gléwnego zadania, przekonujemy sie, ze rzutem x na H; jest

Pz = %(51 + 6,61 +&0,63+ €4, 63+ €485+ &, - - ).

Zrobmy teraz to zadanie inaczej, korzystajac z twierdzenia 9.2. Zacznijmy od
tego, ze wektor
z1 = (1,1,0,0,0,...)

(ktory poczawszy od trzeciego miejsca ma same zera) jest oczywiscie elementem
H;. Dla szukanego Pz = (1;),~, mamy wiec

0=(z—Px,z1) = (& —m) -1+ (& —n2) - L.

Skoro 1y = m1 (bo Pz € Hy), dowodzi to, ze

1
m=mnz =56+ &)
To samo rozumowanie dla wektora z;,7 > 2 ktoéry poza wspoOlrzednymi 27 — 11 2¢
rownymi 1 wszystkie pozostale ma réwne zero dowodzi, ze

1
N2i—1 = N2; = 5(521' +&2i-1)-

A to oczywiscie jest ten sam wynik co poprzednio.

Oto przyktad znacznie ciekawszy. Niech X 1Y bedg zmiennymi losowymi o war-
tosciach naturalnych, zdefiniowanymi na tej samej przestrzeni prawdopodobieri-
stwa. Zalozmy ponadto (dla ustalenia uwagi), ze

Pr(X =i,Y =j) =pij >0, i,j > L

Zalézmy wreszcie, ze istnieja drugie momenty zmiennych X i Y, tzn
o0 o0
> P#Pr(X =i)<oco  oraz D E#Pr(Y =i) < o (9.8)
i=1 i=1

Przestrzen H macierzy = = (; ;) dla ktorych suma

4,521’

Y &pi (9.9)

4,j=1
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jest skoniczona, jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

o0
(@,y) = Y & jmispis

ij=1

(por. zadania 9.5 — 9.7), a suma wystepujaca w (9.9) jest unitarna norma macierzy
x.

Zmienne losowe X i Y mozemy traktowaé¢ jako macierze: pierwsza z nich jest
macierzg * = (&,;); ;»; dang wzorem & ; = i, a druga — macierza y = (1;,5)
dla ktorej n; j = j. Zalozenie (9.8) oznacza teraz, ze

(o] o0 o0 o0
Z fijpi,j = ZiQZpi,j = Ziz Pr(X =1i) < oo,
Jj=1 i=1

i,j=1 i=1 j=

4,217

co swiadezy, ze x jest elementem H. Podobny rachunek dowodzi, iz takze y € H.

Po tych przygotowaniach rozwazmy podprzestrzen H; zlozona z tych macierzy
z = (G, j)i,j>1 , ktorych wartosci nie zaleza od i. Mowiac inaczej, wartosci tych ma-
cierzy w kazdej kolumnie sa state (w konwencji, ktora przyjelismy w rozdziale 8.4).
Latwo sprawdza sie, ze jest to rzeczywiscie podprzestrzen domknieta H, oczywiscie
tez y € H;. Naszym zadaniem jest znalezienie rzutu x na H;. Macierz x oczywiscie
do tej przestrzeni nie nalezy; w jej przypadku — wrecz przeciwnie — §; ; zalezy tylko
i wytacznie od i.

W tym celu rozwazmy macierz zj, w ktorej k-ta kolumna zlozona jest z samych
jedynek, a pozostale z samych zer. Jest to element H, bo >7°  p;r = P(Y = k) <

00; jest to tez oczywiscie element Hi;. Jesli wiec Px = (6;5), j>10 t0 musimy miec

oo oo

0=(z—Px,2zt) = Y (&ik — in)Dik = Y _(Sisk — 0i)Pik-

i=1 i=1

Uwzgledniajac fakt, ze d; ;, nie zalezy od i, a &; ; = @ otrzymujemy stad

Z;; JPj.k
Z;‘il Djk

Wyrazenie po prawej stronie jest nam znane z rachunku prawdopodobienstwa: po-
kazaliSmy, ze J jest wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X pod warunkiem
Y =k.

Czyz to nie piekne, ze abstrakcyjna wydawaloby sie procedura prowadzi do
dajacego sie naturalnie zinterpretowa¢ wyniku? Przedstawiona tu w szczegdlnym
przypadku idea ma daleko idace konsekwencje w teorii rachunku prawdopodobieii-
stwa; pozwala miedzy innymi na zdefiniowanie tak zwanej warunkowej wartosci
oczekiwanej zmiennej losowej wzgledem innej zmiennej losowej (ktora niekoniecz-
nie musi przyjmowac wartosci naturalne) a takze wzgledem o-ciata (zob. np. [4, 14];
pierwszym, ktory te piekna idee przedstawil byl, jak sie wydaje, A.N. Kolmogo-
row).

Oif = O =
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9.4 Zadania

Zadanie 9.1. Udowodnij, ze wzor (9.4) definiuje norme.

Zadanie 9.2. Udowodnij, ze w kazdej przestrzeni unitarnej zachodzi nastepujaca
rownosé, nazywana czasem tozsamoscia polaryzacyjna:

_ Az +yl? =l —yl?

(z,9) 1

Zadanie 9.3. Sprawdz, ze [? jest przestrzenia unitarna, to znaczy, ze wzor (9.3)
definiuje iloczyn skalarny.

Zadanie 9.4. Ustalmy k naturalne i niech pq,...,pr beda liczbami dodatnimi.

Sprawdz, ze wzor
k
Z §inipi
i=1
definiuje iloczyn skalarny w R*. Jaka figura geometryczna bedzie kula jednostkowa,

odpowiadajaca temu iloczynowi skalarnemu w przypadkach k& = 1, 2,37

Zadanie 9.5. Niech p = (p;);, bedzie ciagiem liczb dodatnich. Rozwazmy prze-
strzen [2 tych ciagow (&;)i>1, dla ktorych suma

o0
Z 51'2}72'
i=1

jest skoniczona. Korzystajac z zadania poprzedniego, udowodnij, ze wzor
oo
(z,y) = Z §inipi
i=1

definiuje iloczyn skalarny w lf,, a powyzsza suma jest norma wektora z.

Zadanie 9.6. Zalozmy, ze w warunkach zadania poprzedniego spelniony jest do-
datkowo warunek Y °°, p; = 1. Dwa elementy [2, powiedzmy i y, mozemy wtedy
utozsamia¢ ze zmiennymi losowymi, powiedzmy X i Y, zdefiniowanymi na prze-
strzeni probabilistycznej 2 = N z funkcja prawdopodobienistwa zadang wzorem
Pr({i}) = p;. Uzasadnij, ze te zmienne losowe posiadaja drugi moment. Udowodnij
tez, ze

(z,y) = EXY.

Zadanie 9.7. Udowodnij, ze I* i [2 (zob. zadanie 9.5) sa przestrzeniami Hilberta.

Zadanie 9.8. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, a H; — jej podprzestrzenia
domknieta.

(a) Udowodnij, ze zbior Hi zlozony z wektoréw prostopadtych do wszystkich
wektoréow nalezacych do H; jest domknieta podprzestrzenia H.
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(b) Co bedzie przestrzenia Hi dla H; C I? zdefiniowanego wzorem (9.7)?

¢) Niech x nalezy do H. Udowodnij, Px jest rzutem na H; wtedy i tylko wtedy,

y1ty y

gdy x — Px jest rzutem na Hi. Wykorzystaj ten wynik, by znalezé rzut na
podprzestrzei Hi- z punktu (b).

Zadanie 9.9. Niech H; bedzie podprzestrzenia [? zlozona z tych (1;),s,, dla kt6-
rych -
N1 = 2192 oraz 13 = 0.

Udowodnij, ze jest to podprzestrzen domknieta. Sprawdz tez, ze rzutem (&;);>1 na
H; jest y = (1:);», zdefiniowany wzorem

1612 G
_ ) =2,
"= Yo, i =3
&, i>4.

Zadanie 9.10. Niech H; C L?[0,1] sktada si¢ z tych funkcji catkowalnych z kwa-
dratem na [0,1], ktére na przedziale [0, ] sa stale. Udowodnij, ze jest to podprze-
strzeri domknieta i znajdz wzoér na rzut prostopadly na nia.



Rozdziat 10

Uklady ortonormalne zupelne

Jednym z najwazniejszych przykladow rzutéw prostopadlych jest rzut na podprze-
strzeri rozpinana przez uklad ortonormalny. Ten temat z kolei wiedzie w naturalny
sposob do twierdzenia méwiacego, ze pozornie rézne przestrzenie L2[a,b] i [? sa
w istocie nieodréznialne. Z takim ekwipunkiem zas w kolejnym rozdziale bez wiek-
szego trudu rozwigzemy réwnanie ciepta.

10.1 Uktady ortonormalne

Definicja 10.1. Mowimy, Ze cigg (en),~, elementow przestrzeni Hilberta H jest
ortonormalny, gdy a
1, n=m,

(ens em) = {O, n#m.

Zamiennie mowimy tez o uktadzie ortonormalnym (en)nzl.
Dla przyktadu, niech
en = (0,0,...,0, 1 ,0,...) el n>1. (10.1)
n-te miejsce

Latwo sprawdzamy, ze jest to uklad ortonormalny. Ciekawszy jest ciag (en), >
wektoréw przestrzeni L2[—n, 7], zdefiniowany wzorem

1
en(z) = —=sinnx, x € [-m,w|,n>1. (10.2)
N
Skoro w przestrzeni tej (f, g) = ffﬂ f(z)g(x)dx, to

1 [7 1 4
(en,em) = — / sinna sinma der = — / [cos(n — m)x — cos(n + m)zx] dz.
T ) . 2r J_,
Ta ostatnia catka rowna jest zero jesli n # m. Jesli zas§ m = n, rowna jest ona 27,
a cale wyrazenie rowne jest 1. To dowodzi ortonormalnosci ciagu (e,),,~ -
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Niech (ey,),,~; bedzie ustalonym uktadem ortonormalnym. Ustalmy m > 1 i roz-
wazmy przestrzen H; wektorow postaci

m
y = E Oénen,
n=1

to znaczy kombinacji liniowych ey, ..., e, — méwimy czesto, ze jest to przestrzen
rozpinana przez ei,...,e,. Jak bedzie wygladal rzut Pz wektora € H na H;?
Skoro x — Px ma by¢ prostopadle to wszystkich wektorow z Hy, to w szczegolnosci
musi by¢ prostopadte do kazdego e,,,n = 1,...,m. Jesli wiec Px = Z:’;l e, to
musimy mieé

0= (z— Px,e,) = (x,e) — ap;

w ostatnim kroku wykorzystali$my orgonormalnosé¢ (e,),,~, . Innymi stowy

m

Pz = Z(x, €n)en;

n=1

wzor elegancki i godny zapamigtania.
Zwroémy uwage, ze dla rzutu Pz wektora x na dowolng podprzestrzen, @ — Px
jest prostopadly do Px. Stad, wobec twierdzenia Pitagorasa,

l2[|* =l — Px|* + || P||*;
to za$ pociaga za soba
1Pz|* < [|=]*.
To samo twierdzenie zastosowane (m — 1)-krotnie (lub bezposredni rachunek) do-

wodzi, ze
2

Z(x,em)en = Z[(xaen)P-

Laczac te fakty, otrzymujemy ponizszy, wazny lemat.
Lemat 10.1 (Nierownosé¢ Parsevala'®). Jesli (ey,),~, jest uktadem ortonormal-
nym, to dla kazdego x € H -

o0

> Mz en)” < Jlz)*.

n=1
Dowdd. Dowod w zasadzie zostal juz zrobiony; pokazalismy bowiem, ze dla kazdego
m > 1 zachodzi nierownosé

m

> Mz en)” < Jlz)*.

n=1

To zas jest tylko innym sformutowaniem nieréwnosci Parsevala. O

10Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), nie myli¢ z Parsifalem, synem Pellinore’a,
rycerzem Okraglego Stolu. Nieré6wnosé te nazywa sie tez czesto nieréwnoscia Bessela.
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Nasuwa si¢ naturalne pytanie, czy nieréwnos$é Paresevala mozna zastapi¢ row-
noscia. Odpowiedz brzmi: czasem tak, czasem nie. W tym pierwszym przypadku
mozna mysle¢, ze wektorow e,,n > 1 jest wystarczajaco duzo, ze innymi stowy two-
rza one uktad pelny, kompletny, po prostu — zupelny. To stowo juz znamy w innym
kontekscie, kontekscie dla tej ksiazeczki podstawowym. Choé pojecia zupelnosci
przestrzeni i zupetnosci uktadu ortonormalnego sa formalnie r6zne, opisuja podob-
na sytuacje — te, w ktorej przestrzeni i uktadowi ,nic nie brakuje”.

Definicja 10.2. Uktad ortonormalny w przestrzeni H nazywamy zupetnym, jesli
dla kazdego x € H nierdwnosé Parsevala zastqpi¢ mozna rownosciq. Wzor

o0

2] = ) [, ea))®.

n=1
nazywamy wtedy tozsamosciq Parsevala.

Przejdzmy do przyktadéw pokazujacych, ze nie kazdy uktad — nawet nieskon-
czony — jest zupelny. Pomyslmy o przestrzeni I i o ukladzie (e},), -, gdzie e/, = ez,
a (ey), > jest zdefiniowany wzorem (10.1). Jest to oczywiscie uktad ortonormalny,
bo jest zlozony z elementow wiekszego ukladu ortonormalnego. Dla tego ukltadu
i dowolnego = = (§;);>1 nieréwnosé Parsevala przyjmuje postaé:

oo o)
Y g, <> &
n=1 n=1

i oczywiste jest, ze znaku nieréwnosci na znak réwnosci zamieni¢ w ogolnosci nie
mozna. Réwnosé zaj$¢ moze bowiem tylko dla tych z, ktére maja wszystkie wyrazy,
poza by¢ moze tymi, ktére maja indeksy podzielne przez 3, réwne zero. Bardzo
podobne rozumowanie pokazuje, ze (en)n>1 jest zupelny — ciag (e )n>1 zupelny
nie jest, bo powstal przez odrzucenie czesci wyrazow (ep),,~ -

Oto przyktad mniej oczywisty. Rozwazmy przestrzeii L?[—m, 7] oraz uklad or-
tonormalny ze wzoru (10.2). Czy jest to uktad zupelny? Jesli f(z) = 1,2 € [—=, 7],
to dla kazdego n

(fv en) =0,

bo sin jest funkcja nieparzysta. Lewa strona nier6wnosci Parsevala rowna jest wiec

. T L L. . . .. L
zero, a prawa wynosi | _ . Ldz = 27. Réwnos¢ zatem nie zachodzi. To juz dowodzi,
ze uklad zupelny nie jest. Swoja droga, powyzsze rozumowanie pozostaje w mocy
jesli za f wybierzemy dowolna, niezerowa funkcje parzysta. W.w. uklad mozna
uzupekié¢, dopisujac do niego funkcje kosinus:

1 1
coszx, cos 2z, .

x/%f VT

(inna stata w pierwszej funkcji nie jest pomytka). Fundamentem catej teorii szere-
gow Fouriera jest to, ze tak uzupeliony uklad funkcji jest zupelny. W szczegolnosci
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dla kazdej funkcji f catkowalnej z kwadratem zachodzi tozsamosé Parsevala:

ﬂ[f(x)]de 2:i§: Wf(:z:)sinmcdx i
([ )

- n=1 W T

1 T 2 1 [e%¢) T 2
+ o ( o f(x) dx) + p Z ( . f(z) cosnmdx) .
n=1

Po lewej stronie mamy w niej kwadrat normy funkcji f, po prawej — sume kwadra-
tow jej wspotezynnikow Fouriera, bedacych iloczynami skalarnymi (f, e, ).

Zupetosci w.w. uktadu, a zatem i wspomnianej tozsamosci dowodzi¢ nie be-
dziemy. Odpowiednie rozumowanie znalez¢ mozna w wielu ksigzkach, na przyktad
w [6].

Nastepnym krokiem jest przeformulowanie definicji uktadu zupelnego.

Twierdzenie 10.1. Niech (ey),~, bedzie uktadem ortonormalnym w H. Nastepu-
Jjace warunki sg rownowazne. B

(a) (en),>, jest uktadem zupetnym.

(b) Dila kazdego x € H

T = il(x, €n)en (: n}gnoo i(x, en)en> )

(c) Jesli dla ustalonego i kazdego n mamy (z,e,) =0, to x = 0.

Dowdd. Pokazmy najpierw, ze z (a) wynika (c). W tym celu rozwazmy z, ktory
wymnozony skalarnie z dowolnym elementem ukladu zupelnego daje zero. Wobec
tozsamosci Parsevala norma x jest zero, a to znaczy, ze sam x rowny jest zero.

Dla dowodu, ze (¢) pociaga (b), zauwazmy najpierw, ze niezaleznie od tego, czy
ukltad jest zupelny czy nie, szereg

o0

Z(xa en)en

n=1

jest zbiezny. Istotnie, jego sumy czesciowe s, = > (z,€,)e,, m > 1 spelniaja
warunek

m m
sm =il =1 Y (@e)l?= Y [(@,e)?,  k<m.
n=k+1 n=k+1

Skoro, wobec nieréwnosci Parsevala, szereg > - [(z,€,)]? jest zbiezny, to wspo-
mniane sumy czesciowe tworza ciag Cauchy’ego. Stad teza.
Rozwazmy teraz
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Dla dowolnego n > 1 mamy

(y,en) = n}gnoo(x — Sm,en) = (T,e,) — mli_r}rloc(sm,en) = (z,e,) — (z,e,) = 0.
Z zalozenia (b) mamy zatem y = 0, to znaczy z =Y~ (2, en)en.

Pozostal nam dowo6d implikacji (b) = (a). W tym celu przypomnijmy, ze dla
dowolnego ciagu (2, )n,>1 z réwnosci x = lim,,_ o =, wynika (wobec nieré6wnosci
trojkata) [|z]| = lim, oo |24, @ wiee takze ||2]|? = lim,, o0 |2, ||%. Przy zalozeniu
(b), warunek (a) jest bezposrednim skutkiem powyzszego faktu. O

10.2 Izomorfizm % i L2

Zatrzymajmy sie. Whieglismy na ten szczyt tak szybko, ze nie zauwazyliémy wido-
ku, ktory sie przed nami odstonit. A udowodnilidémy cos godnego najwyzszej uwagi.
Wynik zupelie nieoczekiwany. Jeszcze Paiistwo nie widza?

Jesli w przestrzeni Hilberta istnieje ortonormalny ciag zupelny, to prze-
strzen ta jest nieodréznialna od 2.

Wezmy do reki lornetke. Jesli (ey,), -, jest ciagiem zupelnym w H, to kazdemu
x € H mozemy przyporzadkowaé ciag zlozony z liczb & = (z,e;), a nier6wnosé
Parsevala dowodzi, ze (§;);>1 jest wtedy elementem I2. Przyporzadkowanie

H>zw Tz = (&)1 €12

jest liniowe (tzn I(ax + By) = alx + Bly), wiec struktura liniowa w [? jest odpo-
wiednikiem struktury liniowej w H. Jest ono tez ,na”, bo majac dany ciag (§;)i>1
w 12, mozemy zdefiniowa¢ x w [? wzorem (zob. dowdd twierdzenia 10.1)

[e )

T = Z(x,en)en,

n=1

awtedy Iz = (&;);>1. Jesli dodatkowo (e, ), ~ jest zupelny, to nieréwnos¢ Parsevala
zamienia sie w jego tozsamosé, ktora mozemy napisaé teraz tak

=l = =12,

a to sprawia, ze normy w obu przestrzeniach sa ,nieodréznialne”. W szczegoélno-
sci odwzorowanie I jest roznowartosciowe: Iz = 0 implikuje ||Iz||;2 = 0, co daje
lz]lm = 0 i w konsekwencji 2 = 0.

Odwzorowania, ktore maja takie wlasnosci jak opisane wyzej I, nazywamy izo-
metrycznymi izomorfizmami przestrzeni Hilberta (Banacha). Formalnie wiec rzecz
biorac, twierdzenie w ramce brzmi nastepujaco:!'!

1 Zalozenie istnienia uktadu ortonormalnego mozna w nim jeszcze ostabi¢ i zastapi¢ osrodko-
woscia. Zob. np. [4].
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Jesli w przestrzeni Hilberta istnieje ortonormalny uklad zupelny, to prze-
strzeni ta jest izometrycznie izomorficzna z (2.

Twierdzenie to jeszcze nie zrobilo na Panstwu wrazenia? To napiszmy bezpo-
$rednio z niego wynikajacy wniosek (wobec faktu, ze ciag cosinusoéw i sinusow jest
zupelny w L?[—m, 7).

Przestrzen L?[—m, 7] jest izometrycznie izomorficzna z [2.

Co? Naprawde?

10.3 Zadania

Zadanie 10.1. Funkcje f(x) = z,2 € [—m, 7] rozwin w szereg Fouriera.
Sprawdz, ze wstawiajac x = 7 w tym rozwinieciu, nie otrzymasz f(m) lecz 0.
(Przekonujemy si¢ tym samym, ze zbiezno$é w L2[—m, 7] nie oznacza zbieznosci
punktowej). Napisz tozsamosé Parsevala dla tej f.

Zadanie 10.2. Wazny przypadek uktadéw ortonormalnych stanowia te zwiazane
z wielomianami ortogonalnymi [18], obejmujacymi miedzy innymi wielomiany Le-
gendre’a, Hermite’a i Laguerre’a. W tym zadaniu omawiamy (po krotce) tylko te
drugie. Definiuje sie je wzorem:

(n)
H,(z) = (—1)"e”’2 (e_xz) , n >0,
w ktorym (n) oznacza oczywiscie n-tg pochodna po z.

1. Sprawdz bezposrednim rachunkiem, ze

Ho(z) = 1, Hy(z) = 2z, Hy(x) = 42> —2 oraz Hj(x) = 8z° — 12z.

2. Udowodnij przy pomocy indukcji, ze
Hyq(x) =22H,(z) — 2nH, 1, n>1 (10.3)

i uzyj tej rekurencji do znalezienia jawnego wzoru na kilka kolejnych wielo-
mianow (n > 4).

3. Przekonaj sie teraz, ze
H/ (z) =2nH,_,

oraz (wobec (10.3))
Hy,i1(z) = 2xH,(z) — H),. n>1 (10.4)
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4. Wywnioskuj, ze H,, jest rozwigzaniem (a $cislej: jednym z rozwiazaii) rowna-

nia
' —2zu’ + 2nu = 0. (10.5)

. Niech L2(e=*"/2) oznacza przestrzen funkcji, ktére pomnozone przez wage

= w(r) = e=e’/2 staja sie calkowalne z kwadratem. Przekonaj sie (podob-
nie jak zrobiliémy to w rozdziale 5 z algebra L (RT)), Ze jest to przestrzeii
Hilberta nieodréznialna od L2(R). Jaki jest wzoér na iloczyn skalarny w tej

przestrzeni?

. Sprawdz, ze wielomiany Hermite’a (jako wielomiany wlasnie) sa elementami

LQ(e_Iz/ %) i tworza w niej ciag ortogonalny. Wskazéwka. Wykorzystaj punkt
czwarty dla dowodu, ze jesli G,, = w H,, to dla kazdych m i n

G'+(@2n+1-22)G,=0 i GIL+(2m+1-22)G, =0.
Mnozac pierwsze réwnanie przez G,,, a drugie przez G,,, przekonaj sie, ze
(GG — GL.Gp) +2(n—m)G,Gp, =0,

a potem obie strony tej rownosci scatkuj po R.



Rozdzial 11

Roé6wnanie ciepla

11.1 Wygodny uklad zupelny w L?[0, 7]

To, ze w zaskakujacym twierdzeniu z poprzedniego rozdziatu przedzial ma dtugosé

27, nie jest istotne. Wszystkie przestrzenie L?[a,b] (a < b) sa izometrycznie izo-

morficzne, a zatem izometrycznie izomorficzne z [? (zob. zadanie 11.2). W szczegdl-

nosci dotyczy to takze przestrzeni L2[0, 7], cho¢ wydaje sie ona by¢ tylko potowa

L?[—m, w]. Wykorzystamy ten fakt do rozwiazania rownania ciepla, ale najpierw

znajdziemy w niej wygodny ukltad zupely (zupelnych uktadow jest tam wiele).
Pokazemy mianowicie, ze odpowiednie wtasnosci ma

2
en(z) = \/;sinnac, z € 0,m],n>1. (11.1)

(Sprawdzenie, ze jest to uklad ortonormalny pozostawiamy Czytelnikowi). Zwroc-
my uwage na to, ze wezesniej pokazaliSmy, iz podobny (inaczej tylko skalowany)
uktad nie jest zupelny w L?[—, 7|. A zaraz pokazemy, ze w L?[0, 7] jest. (A co,
nie mowiltem, ze L2[0, 7] jest tylko potowa L%[—m,7|? W tej ostatniej przestrzeni
oprocz sinuséw trzeba mieé jeszcze kosinusy.)

Uzyjemy w tym celu twierdzenia 10.1. Zalézmy, ze dla f € L?[0, 7] wszystkie
iloczyny skalarne (f,e,) sa rowne zero. Niech f bedzie nieparzystym rozszerze-
niem f na [—m, 7], to znaczy przyjmijmy, ze f(—z) = —f(z),z € (0,7]. Wobec
parzystosci funkcji kosinus mamy wtedy

f(x)cosnzde =0, n > 0.

—T

Nieparzystosé¢ sin pociaga za soba z kolei parzystosé funkcji z — f (z)sinnx,n > 1
i rownosé
s ~ s
f(x)sinnzdx = 2/ f(@)sinnzdx =0
0

—T
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(to ostatnie to z zalozenia). A zatem zupelnos¢ w L?[—m, n] ukladu zlozonego
z kosinusow i sinusow dowodzi, ze f = 0, a w szczegolnoscei f = 0 (prawie wszedzie).
To z kolei przekonuje nas, ze

uktad (11.1) jest zupelny.

W nastepnych podrozdziatach wykorzystamy te informacje do rozwiazania row-
nania ciepta.

11.2 Postawienie problemu

Wyobrazmy sobie stosunkowo krotki i bardzo, bardzo cienki drucik — nie myslimy
o kawalku drewna, czy plastiku, bo chcemy by nasz obiekt dobrze przewodzit ciepto.
Wyobrazmy sobie réowniez, ze w chwili ¢ = 0 znamy rozktad temperatury wzdtuz
drutu, a chcieliby$my przewidzieé, jak bedzie on wygladat w przyszlosci. Zaktadamy
dodatkowo, ze temperatura na koricach jest stata i dla ustalenia uwagi rowna zero.
Jak sie okazuje (zob. np. piekny artykul [11]) z matematycznego punktu widzenia
prowadzi to do nastepujacego zagadnienia: majac dana funkcje fo : [0,7] — R,
modelujaca rozklad poczatkowy (jak widaé¢ przyjelismy, ze standardowy drucik ma
dhugosé m — w istocie jednak zalozenie to nie ma wiekszego znaczenia, przyjecie
innej dtugosci prowadzitoby jedynie do nieco bardziej skomplikowanych wzorow),
znajdz taka funkcje dwoch zmiennych u : R™ x [0, 7], rozktad w czasie i przestrzeni,
ze

(a) zachodzi nastepujaca réwnosé, zwana réwnaniem ciepla'?
ou(t,z)  0%u(t,x)
o ox2

(na konicach przedziatu pochodne po z liczymy jednostronnie),

x €10,7],t >0, (11.2)

(b) spelnione sa warunki brzegowe (Dirichleta):

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0,
(¢) oraz warunek poczatkowy:

u (0,z) = fo(x), z € [0, ].

Zagadnienie to mozna rozwiazaé¢ na wiele sposobéw — cale dzialy matematyki roz-
winetly sie w duzej mierze dlatego, ze chciano lepiej zrozumieé réwnanie ciepta —
jedno z najwazniejszych rownarn fizyki matematycznej [9, 25, 33, 34]. My za chwile
przeformutujemy je tak, by wykorzystaé izomorfizm przestrzeni (% i L2[0, 7], ale na
razie musimy przej$é¢ krotki kurs roézniczkowania elementow przestrzeni L2[0, ).

12Troche oszukujemy. Po prawej stronie tej rownosci powinna wystepowaé wazna, fizycznie stala
(przenikliwo$¢ cieplna drutu). Ale jesteSmy matematykami — dla nas stala to co§, co mozemy
usuna¢ z réwnania, nieco zmieniajac zmienne.
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11.3 Uogblnione rézniczkowanie, przestrzenie
Sobolewa
Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego mowi, ze jesli funkcja

f zdefiniowana na odcinku otwartym (a,b) jest w nim rézniczkowalna w sposob
ciagly, to mozna ja ,odzyska¢” z pochodnej, o tak:

@) = o)+ [ " Py, (11.3)

dla dowolnych xg i z z w.w. przedziatu. Funkcja f(z) = |z|, rozwazana powiedzmy
w przedziale (—1,1) nie jest rézniczkowalna w x = 0, wiec powyzsze twierdzenie
jej nie obejmuje. A jednak mamy:

o) = £(oo) + [ gto)dy (11.4)
g
dla funkcji
1, x>0,
gly) =sgny =40, x=0,
-1, x<0.

Oczywiscie nie mozemy twierdzi¢, ze g jest ,prawdziwa’ pochodna. Widzimy jed-
nak, ze odgrywa role analogiczna do niej (tej, ktorej nie ma).

Definicja 11.1. Jesli istnieje xq i taka funkcja catkowalna g, zZe

x

f(2) = flxo) + / o(y) d, (11.5)

Zo

dla x z pewnego przedzialu (a,b), to mowimy, zZe f jest absolutnie ciggla w tym
przedziale. Je$li wzor powyzszy mozna rozciggngc takze na a i b, to mowimy, ze f
jest absolutnie ciggla w [a,b].

Dla g spemiajacych warunek (11.5) bedziemy pisali
g=f, (11.6)

pamietajac o tym, ze jest to pochodna w uogélnionym sensie. Zwrdéémy uwage na
to, ze zmiana wartosci g w jednym czy kilku miejscach (czy tez wrecz na zbiorze
miary zero) nie zmienia jej kluczowej wlasnosci (11.5). Innymi stowy, warunek
(11.6) wyznacza g tylko prawie wszedzie.

Co ciekawe, z rozniczkowalnych w uogoélnionym sensie funkcji mozna budowadé
przestrzenie Hilberta (i Banacha); sa one objete nazwa ,przestrzenie Sobolewa” —
okazuja sie one by¢ fundamentalne dla rownan rézniczkowych czastkowych (zob.
np. [23]). Na przyklad przestrzenia Hilberta jest H{(a,b] zlozona z zerujacych sie
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w 2 = a funkcji absolutnie ciagtych z pochodna w L?[a, b]. Dos¢ tatwo si¢ sprawdza
(zob. zadanie 11.4), ze wzor

b
(fl,f2)=/ fifs (11.7)

definiuje iloczyn skalarny w Hg(a,b]. Calka ta ma sens, bo zaréwno f] jak i f}
naleza do L?[a, b]. W istocie wzor ten mogliby$my napisa¢ tak (odrézniajac iloczyn
skalarny w H{ (a,b] od tegoz w L%[a, b] przez indeksy):

(fis f2)m3ap) = (f1s f2) L2(a)-

W szczegolnosei zachodzi réwnosé:
AN ez ay = 11 | 22 a0y (11.8)

W sumie tez latwy jest dowod zupelnosci H{ (a,b]. Zalozmy, ze ciag (fn), >, spel-
nia warunek Cauchy’ego w tej przestrzeni. Z definicji normy w H¢ (a, b] widzimy,
ze (f}),>, jest ciagiem podstawowym w L*[a,b] — ma wiec granice, powiedzmy
g. Funkcja h dana wzorem h(z) = [ g(y)dy,z € [a,b], jest elementem H}(a,b]
i naturalnym kandydatem na granice (fy),~, . By dowies¢, ze jest on rzeczywiscie
ta granica sprawdzamy, ze

1o = Pllaz s = 1 fn = W llz2pas) = 17 = 9llz2aes

co jak wiemy dazy do zera.
Zakoniczmy uwaga, ze wobec tego, iz dla kazdej f z tej przestrzeni mamy f(z) =
faz /'(y) dy, x € [a,b], prawdziwe sa oszacowania

x b b b
If(x)\S/ If’(y)ldyé/ f’(y)|~1dy§\// If’(y)IQdy\// 12 da

=vb— a||fHH3(a,b]

(trzeci krok powyzej to nieréwnosé Cauchy’ego-Schwarza w L?[a,b]). To pociaga
nastepujaca nieréwnos¢ typu Sobolewa [1, 23]:

[fllcan = sup [f(2)] < Vb= allfllmgap-

z€la,b

Bezposrednim z niej wnioskiem jest to, ze ciagi zbiezne w przestrzeni H{(a, b
sa tez zbiezne jednostajnie — w przestrzeniach typu L?[a, b] tak nie jest, zbieznosé
w nich nie pociaga nawet zbieznosci punktowe;j.

11.4 Definicja rozwiazania

Sprecyzujmy teraz, w jakim sensie chcemy rozwigza¢ rownanie ciepta. Przede
wszystkim zamiast mysle¢ o nim jako o réwnaniu czastkowym, potraktujemy je
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jak réwnanie rézniczkowe zwyczajne w przestrzeni Banacha L2[0,7]. Bedziemy
wiec rozwazali

u'(t) = Aul(t), u(0) = fo, (11.9)

w ktorym fo jest dang funkcja z L2[0,7], a A jest operatorem dwukrotnego roz-
niczkowania po x. Doktadniej: A jest operatorem (przeksztalceniem przyporzadko-
wujacym funkcjom funkeje), ktorego dziedzina D(A) sklada sie z rozniczkowalnych
(w zwyklym sensie) funkcji f, ktorych pierwsze pochodne sa absolutnie ciagte,
a (uogolnione) pochodne f” z tych pochodnych naleza do L?[0,7]; o funkcjach
tych zaktadamy dodatkowo, ze f(0) = f(7) = 0. Jak wida¢ warunek brzegowy dla
rownania ciepla ukryliSmy w dziedzinie operatora A. Oczywiscie tez, z definicji,
Af = f".

Nie szukamy zatem funkcji rzeczywistej dwoch zmiennych ¢ > iz € [0, 7], lecz
raczej funkcji jednej zmiennej ¢ > 0, ktora ma wartoSci w przestrzeni L?[0, 7).
Mowiac precyzyjniej, szukamy t + u(t) € L%[0, 7] o nastepujacych wlasnosciach.

(a) Dlakazdego t > 0 u(t) nalezy do D(A) (inaczej prawa strona rownania (11.9)
nie miataby sensu).

(b) Funkcja u jest w sposob ciagly rozniczkowalna w kazdym punkcie ¢ > 0
w sensie normy z przestrzeni L?[0, 7r]: istnieje taki element u'(t) € L?[0, 7], ze
t+h)—u(t

) — ()

h—0

—u'(t)H =0, (11.10)

a funkcja t — u/(t) jest ciagla (znéw w sensie normy w L2[0, 7]).

(¢) Zachodzi rownos$é limy 4 u(t) = fo — to jest oczywiscie odpowiednik warun-
ku poczatkowego.

(d) Dla kazdego t > 0, zachodzi réwnosé v (t) = Au(t).

Uwaznemu Czytelnikowi rzuci sie zapewne w oczy fakt, ze mimo formalnego po-
dobienstwa rownan (11.9) i (11.2) sa one w istocie rézne. Przypomnijmy w szczeg6l-
nosci, ze zbiezno$é w przestrzeni L?[0, 7] ciagu funkcji (f,,),~, nie pociaga za soba
jego zbiezno$ci punktowej i odwrotnie, zbieznos¢ punktowa nie pociaga zbieznosci
w sensie L2[0, 7] (zob. zadania 10.1 i 11.5). Pochodnej, o ktérej mowa w punkcie
(b) nie mozna wiec a priori utozsamia¢ z pochodna czastkowa %' To jeden z ma-
tematycznych cudow, ze — jak zobaczymy pozniej — rozwiazujac (11.9), otrzymamy
rozwiazanie (11.2).

Uwagi powyzsze dowodza tez, ze przestrzen L2[0,7] jest do$¢ niekomfortowa.
Z lenistwa, a moze dla wygody, przejedziemy wiec do przestrzeni [2, ktora dla
naszych celow bedzie znacznie milsza.

11.5 Rozwiazanie: jak to zrobié¢ latwiej

Przypomnijmy, ze — jak to juz pokazaliémy na poczatku tego rozdziatu — L?[0, 7]
jest nieodréznialna (izometrycznie izomorficzna) od 2. Jedli funkcji f z L?[0, 7]



98 ROZDZIAL 11. ROWNANIE CIEPLA

przyporzadkujemy ciag (an)n21 jej wspotcezynnikow Fouriera:

an = (fren) = \/Z / " f(@) sinnads,

to otrzymamy element /2. I odwrotnie, majac dany ciag (a,),, z [*, mozemy mu

przypisac
(o]
f= Z Ap€n
n=1

gdzie e, (x) = \/%sin nz. Co wiecej, norma f w L?[0, 7] jest rowna normie (a,,), -,

w 2. Skoro [? jest nam bardziej przyjazna, dobrze bytoby przetransponowaé (11.9)
na réwnanie w tej przestrzeni.
W tym celu wprowadzamy w [? operator B dany wzorem

B(an)n21 = - (nzan)n21 5

ktorego dziedzing sa wszystkie te ciagi (an)n>1, dla ktorych (n2an)n>1 jest elemen-

tem [ (dla przyktadu, dowolny ciag, ktérego prawie wszystkie wyrazy sa zerami
nalezy do D(B), podobnie jest z (nﬂ) 17 ale juz ( L ) , elementem dziedziny

nie jest). Ten operator wyglada milej, znacznie tatwiej tez sie go definiuje niz A,
a jednak okazuje sie, ze sa one w sprecyzowanym nizej sensie identyczne.

Lemat 11.1. B jest odpowiednikiem A w12, Innymi stowy, oznaczajgc przez I od-
wzorowanie przyporzadkowujgce funkcji f cigg jej wspotczynnikow Fouriera, mamy

f € D(A) wtedy i tylko wtedy, gdy If € D(B)
i zachodzi Téwnos$é (zob. rysunek 11.1)

Af =1'BI f.

Dowdd. Kazda funkcja f € D(A) jest postaci

= fier [ oo

wykorzystalismy tu fakt, ze f(0) = 0. Funkcja ¢ jest tu druga pochodna f i z za-
lozenia nalezy do L?[0, 7], ¢ za$ pewna stala (= f/(0)). Oznaczajac przez a, i by
wspc')lczynniki Fouriera funkcji f i g i dwukrotnie calkujac przez czesci (wykorzy-
stujac f(0) = f(m) = 0), otrzymujemy:

\/> / f(z smnxd:c—/ / / ) dy sin nz dx
:/ ch/ cosn:cdl’:7/ g(m)smgmdx
0 n
——bn —.
n? \/;
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&l

Rys. 11.1: W 2 obrazem dzialajacego w L2[0, 7] operatora A jest B.

To oznacza, ze a, = —-5b,, a zatem (n2an) = —(bn),~, nalezy do 2, bo

T n? n>1

z zalozenia wlasnos¢ te ma (by),~, (jako ciag wspolczynnikéw Fouriera g). Mamy
tez If = (an),>1, BIf = — (nZan)n21 = (bn) >y 0raz IT'BIf = I (bn) 5y = 9,
co dowodzi drugiej zaleznosci przedstawionej w lemacie.

Musimy jeszcze tylko udowodnié, ze jesli If € D(B), to f € D(A) (na razie
udowodnilismy implikacje odwrotna). Jesli zatem If = (ay,)n>1 ma te wlasnosé, ze
(n2an)n21 nalezy do [2, to mozemy rozwazyé g = —1 ! (n2an)n21 oraz f € L*[0, 7]
dane wzorem

fa) = [t [ o a2 an

w ktorym ¢ = —— foﬂ foy g(2) dz dy, co powoduje, ze f(r) = 0. Latwo sie przekonac,
ze f jest elementem D(A). Rachunki przedstawione wyzej dowodza ponadto, ze ciag

(Gn),,~; wspolczynnikow Fouriera funkcji f dany jest wzorem

1

i)z = - (2

an) = (an)nZI-
n>1

To oznacza jednak, ze zaréwno f jak i f sg sumami tego samego szeregu Y~ | G, €p,.
To konczy dowod. O

Jesli wiec sobie wyobrazi¢ I jako dziatanie zwierciadta, to wszystko to, co dzieje
sie L?[0, 7] ma swoje odbicie w [2. A cala zaleta lustra w tym, ze widziany w nim
obraz (operator B) jest znacznie jasniejszy niz rzeczywistos¢ (operator A). To od-
wrotnie niz u $wietego Pawta, ktory pisat ,Teraz widzimy jakby w zwierciadle,
niejasno; wtedy zas zobaczymy twarza w twarz” (1 Kor 13,12, Biblia Tysiaclecia,
wydanie drugie, Warszawa 1971). Pomijajac fakt, ze pisal on o rzeczach dalekich od
matematyki (jesli juz, to zwiazanych z ekonomia, Boza ekonomia [19]), za jego cza-
sow lustra nie byly tak doskonate jak dzisiejsze (robione byly chyba z polerowanego
brazu), a juz na pewno rzeczywistosci nie udoskonalaly.
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Wracajac do meritum: co nam daje powyzszy lemat? Mozemy zamiast rowna-
nia rézniczkowego w L2[0, 7] rozwiazywaé rownanie rozniczkowe w [2. Jesli u jest
rozwiazaniem (11.9), to funkcja v o wartosciach w [? dana wzorem v(t) = Tu(t)
rozwiazuje réwnanie

v'(t) = Buo(t), (11.11)

z warunkiem poczatkowym v(0) = (an)n>1 = Ifo. I odwrotnie. Znajdziemy wiec
najpierw v, a potem policzymy wu.
Szukamy v o nastepujacych wlasnosciach (analogicznych do wlasnosci u).

(a) Dla kazdego t > 0 v(t) nalezy do D(B).

(b) Funkcja u jest rozniczkowalna w kazdym punkcie ¢ > 0 w sensie normy z prze-
strzeni [2: istnieje taki element v'(t) € I2, ze

lim v(t+h) —o(t)

— = 11.12
lim (o) =o. (11.12)

a funkcja t — v'(t) jest ciagla w sensie normy w 2.
(¢) Zachodzi rownosé lim;_,o4 v(t) = (an)n>1-
(d) Dla kazdego t > 0, zachodzi réwnos¢ v'(t) = Bu(t).

Jedng z zalet pracy w [? jest to, ze dla kazdego i > 1

lail < [l(an)n>1lliz =

co powoduje, ze zbiezno$¢ w normie jest tu — w przeciwienstwie do zbiezno$ci
w L?[0, 7] — mocniejsza niz zbieznogé po wspohrzednych. Jesli wiec szukane v dane
jest wzorem

v(t) = (an(?)) > - (11.13)
to z rozniczkowalnosci v i rownosci v'(t) = (b, (t)),,~, wynika ciggla rézniczkowal-
no$¢ wszystkich funkeji rzeczywistych ¢ — ay,(t) oraz rownosé al,(t) = b, (t),t > 0.
Ze wzgledu na to, ze Bu(t) = B(an)p>1 = (—nzan(t))n>l, funkcje t +— ay,(t)
okazuja sie by¢ rozwiazaniami zwyczajnych réwnai rézniczkowych

a/n(t) = *nzan(t)v

z warunkami poczatkowymi a,,(0) = a,,. Stad wynika juz bezposrednio, ze

an(t) = e " tay,. (11.14)
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11.6 Rozwiazanie: sprawdzenie

Czy to juz koniec zadania? Niestety nie. Pokazalismy bowiem tylko, uzywajac fak-
tu, ze zbieznoéé w normie w [? pociaga zbiezno$é po wspoétrzednych, iz jesli istnieje
rozwiazanie rownania (11.11), to musi byé¢ dane wzorami (11.13) i (11.14). Jego
istnienia nie mozemy jednak a priori zaklada¢. Proba odwrocenia rozumowania
przedstawionego wyzej tez nie moze sie powieéé: zalamie sie ono w momencie, gdy
ze zbieznosci po wspotrzednych bedziemy chcieli wywnioskowaé zbiezno$é w nor-
mie. Nie ma innego wyjscia, trzeba dowie$¢ bezposrednio, ze v zdefiniowane w.w.
wzorami rzeczywiscie rozwiazuje (11.11).

Czy spelniony jest warunek (a)? Czy, innymi stowy, (e_"Ztan> N jest elemen-
n>1

tem D(A)? Tak, bo ze zbieznosci szeregu Y - | a2 wynika, ze

. /3
limsup {/a2 <1,
n—oo

a stad wobec

lim Vnie=27°t = lim Vn? lim e 2" =0,

n—oo n—oo n— oo

kryterium Cauchy’ego przesadza o zbieznosci szeregu y - nte=2’tq 2. (Gdyby-

$my zakladali, ze fo € D(B) —a tego nie robimy — to dowod bylby Jeszcze prostszy,

bo majoranta szeregu Z 1 nie—2n’tq 2 jest szereg Z 1 n*a?, ktory bytby wtedy

zbiezny). Warunki (b) i (c) zostana dow1ed210ne jesli pokazemy, ze

v(t+h) —v(t)
h

lim
h—0

- Bu(o)| =0,

W tym celu wprowadzamy oznaczenie

w = Bo(t) = (cn,n(t)) > -

Mamy oczywiscie

—hn? h

-1

Cnn(t) = et <eh + n2> — e "’tp2q, <1 - h_l/ e’y dy) )
0

Wynika stad, ze dla kazdych n i ¢ > 0 granica lim; o, n,(t) = 0, a [cnn(t)] <

—71t2 —n?t, 2

2
e n. Majac dane €, tak wybieramy k, by > 7 k( na ) < 5. Jesli

teraz ho dobierzemy tak, by anl (cnn(t))? < €, to norma (€n,n(t)),~; nie bedzie
przekraczaé -

o

-1

€ 2 e €
Cnh +Z Cnh §§+Z< nan) S§+§:E

Dowoéd warunku (d) jest podobny i pozostawiamy go Czytelnikom.

n=1
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Uwaga 11.1. Zwréémy uwage na fakt, ze o Ify = (an)n>1 nie zakladamy, iz jest
elementem D(B). A mimo to, dla kazdego, nawet bardzo matego t > 0, v(t) do
D(B) juz nalezy. To sytuacja dos$¢ typowa dla réwnan typu parabolicznego, ktorych
przedstawicielem jest rownanie ciepta.

Udowodniwszy, ze v rzeczywiscie jest rozwiazaniem (11.11) wracamy do rowna-
nia (11.9). Z naszej analizy wynika, ze jego rozwiazaniem jest

= I~ Lot 21—1( —n?t n) _ —nty e
u(t) v(t) e " 'a - T;e ane

Podkreslmy raz jeszcze, ze szereg wystepujacy tu po prawej stronie jest zbiezny
w sensie normy w L2[0, 7]. Doéé¢ zaskakujace jest wiec odkrycie, ze takze odpowia-
dajacy mu szereg funkcyjny

[2 SN e
u(t,x) = - g e "'a, sinnx
n=1

jest zbiezny i to jednostajnie wzgledem a € [0, 7] (przy ustalonym ¢ > 0). Moz-
na tego dowies¢, uzywajac kryterium Weierstrassa, mamy tu bowiem jednostajna

majorante
2 o0
\/ = Z e*"2tan.
& n=1

Podobne rozumowanie dowodzi tez, ze tak zdefiniowane u jest rozwiazaniem (11.9)
w ,zwyklym sensie”. Nie bedziemy tu tego robi¢, bo nie temu tematowi poswiecony
jest ten szkic. Napiszemy tylko, ze prawdziwym powodem tego niewatpliwego cudu
sa niezwyktle ;wygltadzajace” wlasnosci rownan parabolicznych.

11.7 Zadania

Zadanie 11.1. Oblicz (f,e,) dla funkeji f(x) = e®, 2 € [0, 7]. Odpowiedni szereg
nazywany jest rozwinieciem funkcji f w szereg sinuséw. Powtorz ¢wiczenie dla

f2) = .

Zadanie 11.2. Udowodnij, ze wszystkie przestrzenie L?[a, b] sa izometrycznie izo-
morficzne z L?[0, 1], a tym samym miedzy soba. (Zaktadamy oczywicie, ze a < b).
Wskazowka: rozwaz odwzorowanie I : L?[a,b] — L?[0,1] dane wzorem

If(z) = Vb—a f(k(z)),
dla funkcji k(z) = (b—a)z +a .

Zadanie 11.3. Sprawdz, ze funkcja, ktorej wykres podano na rysunku 11.2 jest
absolutnie ciggla, choé nie jest rézniczkowalna w kilku punktach.

Zadanie 11.4. Sprawdz, ze wzor (11.7) definiuje iloczyn skalarny w H} (a, b].
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Rys. 11.2: Nierézniczkowalna w zwyklym sensie funkcja absolutnie ciagla (zob.
zadanie 11.3).

Zadanie 11.5.

(a)

W przestrzeni L%(0,00) funkcji calkowalnych z kwadratem na prawej potosi
definiujemy ciag f, = 1(5,n41) (funkcja réwna 1 na przedziale (0,1) i 0 po-
za nim). Udowodnij, ze dla kazdego z granica lim,,_,~ fn(x) = 0 a jednak
1 fall2(0,00) = 1.

W przestrzeni L?[0, 1] nastepujaco definiujemy ciag funkcji. Pierwsza z nich
rowna jest stale 1. Funkcja druga rowna jest 1 na przedziale [0, %] a trzecia na
przedziale [%, 1] — poza nimi réwne sg zero. Nastepne cztery funkcje przyjmuja
warto$§¢ 1 kolejno na pierwszym, drugim, trzecim i czwartym z odcinkow
o dtugosci %, na ktore sktada sie [0, 1] — a poza nim sa réwne zero. Kolejnych
osiem funkcji to funkcje charakterystyczne osmiu odcinkoéw o dtugosci é, itak
dalej. Sprawdz, ze granica tych funkcji w przestrzeni L2[0,1] jest funkcja
zerowa, a jednak ich granica punktowa nie istnieje.

Zadanie 11.6. Udowodnij, ze v dane wzorami (11.13) i (11.14) spelnia warunek
(d) definicji rozwiazania. Wskazowka: albo rozumuj tak, jak w dowodzie wlasnosci
(b) i (¢), albo skorzystaj z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej.



Rozdziat 12
Zupelnosé algebry L£(X)

W trakcie tego wyktadu parokrotnie juz napotkaliSmy operatory, to znaczy prze-
ksztalcenia przyporzadkowujace funkcjom funkcje, lub ogolniej wektorom wekto-
ry — najczesciej wektory te sa elementami przestrzeni unormowanej lub Banacha.
Operatorami sa przeksztalcenia zdefiniowane w (3.16) i (3.21), ktore rozwazali-
$my, dowodzac twierdzenia Picarda. Jest nim tez przeksztalcenie ze wzoru (5.8)
z rozdzialu o réwnaniu McKendricka—Von Foerstera pokazujace, ze przestrzenie
LY(R*) i LL(RT) sa nieodréznialne (izometrycznie izomorficzne). Kolejne przykta-
dy to przeksztalcenia opisane w (5.10) i (6.2) — w tym ostatnim przypadku funkcji
o wartosciach w przestrzeni Banacha przyporzadkowujemy element tej przestrzeni.
Wazna klase operatoréw tworza tez operatory rzutowania na podprzestrzen, kto-
re omawialiSmy — nie uzywajac tej nazwy — w rozdziale 9. W rozdziatach 10 i 11
napotkaliSmy natomiast kolejny izometryczny izomorfizm pokazujacy, ze przestrze-
nie L2[0,7] i I? sa nieodréznialne i dwie kopie tego samego operatora w tychze
przestrzeniach (operatory A i B).

Najwazniejsze twierdzenie w tym rozdziale mowi o tym, ze przestrzei opera-
torow ograniczonych nad przestrzenia Banacha sama jest przestrzenia (a w istocie
algebra) Banacha. Ten elementarny, ale piekny wynik pozwala traktowaé operato-
ry tak, jak elementy przestrzeni (oczywiscie innej niz wyjsciowa, ale o podobnej
strukturze) — a to znakomicie utatwia sprawe. W istocie znamy to podejscie z do-
Swiadczenia: macierze m X n czasem traktujemy jako operatory przeksztalcajace
przestrzen R™ w R™, a czasem jako elementy przestrzeni macierzy.

Ale zacznijmy od poczatku.

12.1 Operatory liniowe
Niech X i Y beda przestrzeniami liniowymi. Operator A przeksztalcajacy swoja
dziedzine D(A) C X w Y nazywamy liniowym, gdy spelnione sa nastepujace dwa

warunki. Po pierwsze

z,y € D(A),a, B € R = az+ py € D(A);
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po drugie
Alazx + py) = aAz + SAy.

Pierwszy z nich stwierdza po prostu, ze D(A) jest liniowa podprzestrzenia X; klu-
czem jest drugi. Zwro¢my uwage, ze zgodnie z ogodlnie przyjeta konwencja, dla
przeksztalcen liniowych zwykle opuszcza sie nawiasy: zamiast pisa¢ A(x) piszemy
zwykle Az (o ile nie prowadzi to do nieporozumien).

Popatrzmy na typowe przyktady

Przyktad 12.1. Mnozenie przez macierz. Niech X = R” a Y = R™ i niech

a1 . A1n

A:

am1 - Amn

bedzie macierza o m wierszach i n kolumnach. Przeksztalcenie
51 ail e A1n 51
Axr=A =t | eR™
fn aml1 - -- Amn gn
jest, jak tatwo sprawdzié, liniowe. Dziedzing jest tu cala przestrzen X.

Przyklad 12.2. Niech X bedzie przestrzenia wielomiandéw stopnia najwyzej n,
a Y — przestrzenia wielomianéw stopnia co najwyzej n + 1. Wielomianowi

z(t) = ant™ + an_1t" "1+ - art + ag

przyporzadkujmy wielomian

t"+1 tn 2

+ap_1—+---a1— +agt +c.
n 2

Az)(t) =a
(D)) =
Odwzorowanie to jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 0. Zwr6¢my tez uwage,
ze jedli utozsamimy X z R"T! (utozsamiajac wielomian z jego wspolczynnikami)
i podobnie postapimy z Y, to okaze sie, ze przyklad ten jest szczegblnym przypad-
kiem punktu a).

Przyklad 12.3. Niech obie przestrzenie (X i Y) beda rowne przestrzeni Co(R)
funkcji ciaglych na R, ktore maja granice zaréwno w 400 jak i w —oo réowne 0.
Operator A przeksztatcajacy funkcje f w funkcje g zdefiniowana wzorem

gt) = ft+ 1)+ f(t—1), teR

jest liniowy. Czytelnik powinien sprawdzi¢ rowniez, ze A przeksztatca Co(R) w sie-
bie. (W szczegolnosci trzeba sprawdzié¢ istnienie granic)!

Przyklad 12.4. Niech P = (p; ;)i j>1 bedzie (nieskoriczona) macierza stocha-
styczna, to znaczy taka, ze p;; > 0 oraz, dla kazdego i > 1, Z;’ilpij = 1. Niech
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ponadto X =Y = [! oznacza przestrzen bezwzglednie sumowalnych ciagow (€);>1.
Jesli wektorowi (£);>1 € I! przyporzadkujemy wektor

P11 P11
y=(&,%,...) | P21 P22 |

to otrzymamy odwzorowanie liniowe. Jedynym faktem, ktory wymaga tu naszej
uwagi jest to, czy wartosci tego przeksztalcenia rzeczywiscie mieszcza sie w 1.
Wynika to jednak z nastepujacych oszacowari. Jesli n; = Z]Oil §jpji, to

Z | = ZZ |Pji§j| = ZZPM@W
i=1

i=1 j—1 i=1 j—1
oo oo o0

<Y IEGD Tpii =D 1451 < oo (12.1)
j=1 i=1 j=1

Przyktad 12.5. Niech cop bedzie przestrzenia ciagéw = = (&;);>1 nieskorniczonych,
ktore od pewnego miejsca (zaleznego od ciagu) rowne sg zero. Operator zdefinio-

wany wzorem
[oe]

i=1
jest liniowy i przeksztalca cop w R. (Zwroémy uwage, ze suma powyzsza jest w isto-
cie skoriczona — prawie wszystkie jej sktadniki rowne sa zero).

Przyklad 12.6. Niech X = ([0, 1] bedzie przestrzenia funkcji okreglonych na
[0, 1], ktore sa rozniczkowalne w sposob ciagly, a Y — przestrzenia funkcji ciagtych
na tym samym przedziale. Operator przyporzadkowujacy funkcji f € C*[0,1] jej
pochodna (element C[0,1]) jest liniowy.

Przyktad 12.7. W przestrzeni co (ciagow x = (§;),~, zbieznych do zera) definiu-
jemy dwa operatory: -
Ax = (§2a€3,"')

oraz

Bz = (Oafla€27"')'

Przeksztatcenia te, zwane operatorami przesunie¢ w lewo i w prawo, sg liniowe.

Przyklad 12.8. Niech X =Y = ([0, 00) bedzie przestrzenia funkcji ciagtych
na R*, ktore w nieskoriczonodci maja granice réwnag 0. Niech X bedzie zmienng
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem A, to znaczy zmienna losowa
o wartosciach dodatnich, ktérej gestosé jest dana wzorem z +— e ™%, 2 > 0. Niech
tez

Af(t):Ef(t+X):)\/Oooe_)‘sf(t—i—s)ds, t>0,

gdzie E oznacza wartos¢ oczekiwana. Operator A jest liniowy.
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Przyklad 12.9. Jesli operatory A i B o tej samej dziedzinie (i tej samej przestrzeni
wartodci V') sa liniowe, to liniowy jest tez operator aA + 8B zdefiniowany wzorem
(0A + B)x = aA x + SBx.

Przyklad 12.10. Niech X =Y. Operator identycznosciowy przeksztatcajacy kaz-
dy wektor w siebie jest liniowy. Oznaczamy go Iy, albo po prostu I.

Czytelnik powinien samodzielnie sprawdzi¢ teraz, ktére z operatoréw omawia-
nych we wstepie do tego wykladu sa liniowe (zadanie 12.1).

12.2 Operatory ograniczone i ich normy

Przeksztatcenie liniowe A : X — Y z przestrzeni unormowanej X do takiejze prze-
strzeni Y bedziemy nazywaé ograniczonym, jesli istnieje M > 0 o tej wlasnosci, ze
dla kazdego x € X zachodzi nieréwnosé

[Az|ly < Ml|z||x;

w szczegolnosci zakladamy, ze dziedzing A jest cate X.
Rozwazmy kilka operatoroéw z poprzedniego podrozdzialu. W przykltadzie 12.1

zalozmy dla ustalenia uwagi, ze |z]|x = max;—1,_|&], a |lylly = VDoiey 02
Oznaczajac My = max; ; |a; ;|, otrzymujemy:

2 2
m

=D 1D e | < D[ M2 I4]
i=1 i=1 \j=1 im1 =

\mMgn?||z]* = vmMon|z|.

Dowodyzi to, ze A jest ograniczony (stala M z definicji ograniczonosci moze by¢ na
przyktad /mMoyn).

Zwroémy uwage na to, ze w przyktadzie 12.2 operator A mozna zapisaé¢ nieco
inaczej:

[ Az =

IN

Jesli zarowno X jak i Y rozwazaé bedziemy z norma supremum, to otrzymamy
oszacowanie:

t
4z = sup [Ax(t)] = sup | | o(s)ds| < sup / ()| ds
tel0,1 t€l0,1] Jo t€[0,1]

< sup / Il ds = ],
tef0,1
dowodzace, ze A jest ograniczone; stala M jest tu na przyktad 1.
Przyklad 12.3 na razie opuszczamy, oméwimy go doktadnie pdzniej. Natomiast
oszacowanie (12.1) dowodzi, ze operator opisany w przyktadzie 12.4 jest ograniczo-
ny (znow M =1).
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Operator z przyktadu 12.5 za§ ograniczony nie jest. By tego dowies¢ rozwazmy
clag e, € cqo, ktorego n-ty wyraz rowny jest 1, a pozostale zero. Mamy |le,|| = 1
i Ae,, = n wiec gdyby istniata stata M z definicji ograniczonosci, to musieliby$my
mie¢ M > n. Dowolnosé n oczywiscie na to nie pozwala.

W przykladzie 12.6 odpowiedz na pytanie, czy jest to operator ograniczony, nie
jest prosta. Zalezy ona bowiem od tego, jaka norme wybierzemy w rozwazanych
przestrzeniach. Oczywiscie ostatnie zdanie dotyczy kazdej sytuacji, bo ograniczo-
noé¢ zawsze zalezy od wyboru normy: przy jednej normie operator ograniczony
bedzie, a przy innej nie. Tutaj kwestia polega na tym, co jest norma ,naturalng”.
Jesli obie przestrzenie, to znaczy C[0, 1] i C[0, 1] wyposazymy w norme supremum,
to operator roézniczkowania nie bedzie ograniczony. Jesli natomiast w tej pierwszej
przestrzeni wprowadzimy norme

I fllcrioa) = I1fllefo, + ||fl||c[o,1},

to ograniczony bedzie. To drugie stwierdzenie jest oczywiste, bo zachodzi nieréw-
n0s¢ || f'|lcio,1) < | fllerfo,1]- To pierwsze wymaga wyjasnienia: przyjmujac fr(t) =
t", widzimy, ze || f|lcjo,1) = 1, podczas gdy f;,(t) = nt"~1 co implikuje || f!| = n.
Tak samo jak w przykladzie e) pokazujemy zatem, ze M spelniajace warunki defi-
nicji nie moze istniec.

Odkladajac na razie analize pozostatych przyktadéw, przejdzmy do opisu prze-
strzeni operatoréw. Operatory liniowe i ograniczone, przeksztatcajace przestrzen X
w Y, same tworza przestrzen liniowa, oznaczana symbolem L£(X,Y): jesli A i B do
niej nalezg, a « i B sa skalarami, to mozemy zdefiniowa¢ nowy operator « A + 8B
wzorem

(eA + BB)(z) = aAx + BBux, zeX

i okazuje sie, ze taka definicja czyni zado$¢ wszystkim warunkom przestrzeni linio-
wej. Zwroémy uwage na to, ze jesli ||Az|| < L||z|| oraz | Bz| < M|z||, to

(@A + BB)(2)|| < (|a|L + |B]M)]|z],

co dowodzi, ze operator aA + 3B jest ograniczony (zalatwiliSmy tym samym spra-
we ograniczonosci operatora z przyktadu 12.9). W przypadku, gdy X = Y, zamiast
L(X,Y) uzywamy symbolu £(X) i moéowimy o przestrzeni (ograniczonych) opera-
torow na X. Jesli Y = R, piszemy po prostu X* — ta przestrzern nazywana jest
przestrzenia (ograniczonych) funkcjonatéw na X.

Nastepujace twierdzenie wyjasnia dlaczego w przypadku operatoréw liniowych
przymiotnikéw ,ograniczony” i ,ciagly” uzywa sie zamiennie.

Twierdzenie 12.1. Niech X i Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Dla opera-
tora liniowego A : X — Y nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(a) A jest ciggly,
(b) A jest ciggly w pewnym punkcie x € X,

(c) A jest ciagly w zerze,
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(d) supj,,=1 [|[Az[ly jest skoriczone,
(e) A jest ograniczony.
Jesli A jest ciggtly, to zachodzi réwno$é

sup ||Az|ly = min{M € S} (12.2)

llzllx=1

w ktorej S jest zbiorem statych spetniajgcych warunek || Az|y < M||z|x dla kazdego
z e X.

Dowdd. Implikacja (a) = (b) jest oczywista, bo pierwszy z tych warunkow wymaga,
by ciag (Axy),~, zbiegal do Az dla kazdego x i dazacego do niego ciagu (x5 )n>1,
podczas gdy drugi — tego, by bylo tak dla pewnego z i odpowiednich ciaggow.
Idac dalej, jesli limy, 00 2, = 0 t0 limy, o0 (2, + ) = . Jesli wiec zachodzi (b), to
A(x,+x), ktore jest rowne Az, + Az, dazy do Az; innymi stowy granica Az, jest 0,
a to dowodzi (¢). Dla dowodu, ze (c) implikuje (d), zalozmy Ze ten ostatni warunek
nie zachodzi, a wiec, ze istnieje taki ciag (z,),,~; elementow X, iz ||z, |x = 1 oraz
||[Az, || > n. W takiej sytuacji granica wektorow y,, = ﬁxn jest zero, podczas gdy
lAynlly > v/n do zera zbiegaé nie moze, a zatem nie zachodzi (c). O tym, ze (d)
implikuje (e) mozna si¢ przekonaé, definiujac M = sup,, -1 [[Az||y. Rzeczywiscie,
nier6wnosé ||Az|y < M]||z||x jest oczywista dla z = 0, a dla niezerowego wektora
Z norma mx réwna jest 1, wiec HAW:UHY < M. Mnozac obie strony przez
||z|lx, otrzymujemy stad (e). Na zakoriczenie zauwazmy, ze (a) wynika z (e), bo
| Az, — Azlly < A, — )] < Mz, — 2.

By dowiesé¢ drugiej czesci twierdzenia zauwazmy, ze w dowodzie implikacji (d)=
(e) pokazalismy, iz M := sup,, = [[Az[|y jest elementem S. Z drugie]j strony zas,
jesli nieréwnosé ||Az|ly < M| z|/x zachodzi dla wszystkich « € X, to ograniczajac
sie do z o tej wlasnosci, ze ||z||x = 1 przekonujemy sie, iz My < M, a to znaczy, ze
M jest minimum zbioru S. O

Przyjrzyjmy sie drugiej czesci twierdzenia chwile dtuzej. Jesli operator A jest
ograniczony, to zbior S jest niepusty. Staltych M, ktore do niego naleza jest nieskori-
czenie wiele — jesli nalezy do niego jaka$ liczba, to naleza tez do niego wszystkie
liczby od niej wicksze. Wprowadzona w (12.2) wielkosé

|All ;= sup |Az|y = min{M € S} (12.3)

[lz][x=1

jest najmniejsza z takich stalych i to policzong efektywnie. Nazywamy ja norma
operatora ograniczonego. W ramach ¢wiczenia Czytelnik powinien sprawdzié¢, ze
odwzorowanie A — ||A|| jest rzeczywiscie norma w sensie definicji z podrozdziatu
4.1.2.

Zacznijmy od przyktadu 12.3. Wystepujacy tam operator jest ograniczony, bo

sup|g(t)| < sup |f(£ + 1) +sup[f(¢ = 1)| = 2sup [ f(t)] = 2| f]].
teR teR teR teR
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Przy okazji pokazalismy, ze ||A]| < 2. By przekonag sie, ze ||A|| = 2 rozwazamy na
przyktad funkcje, ktora w przedziale [—1, 1] rowna jest stale jeden, poza przedzialem
[—2,2] rowna jest zero, a jej wykres w przedziatach [—2, —1] i [1, 2] jest odcinkiem
taczacym odpowiednie punkty. Oczywiscie || f]| =1 a Af(0) = f(1) + f(—1) =2
Stad ||Af]| > |Af(0)] > 2, wiec i ||A]| > 2, co koniczy rozumowanie.

Pokazemy tez, ze wszystkie operatory zwiazane z macierzami stochastycznymi
maja normy rowne 1 (patrz przyklad 12.4). Oszacowania (12.1) dowodza jedynie,
ze 1 jest elementem zbioru S. Na razie wiemy wiec tylko, ze |A|| < 1. Gdybys$my
jednak rozwazyli wektor x o wszystkich sktadowych nieujemnych, to nieréwnosci
w (12.1) zamienilyby sie w rownosei. W szczegdlnosei dla z, ktorego wyrazy sumuja
sie do 1, lewa strona okazalaby sie rowna 1. Dowodzi to, ze supremum wystepujace
w (12.3) rowne jest jeden, a to znaczy, ze ||A]| = 1. Dla wygody zanotujmy, ze ope-
ratory zwiazane z macierzami stochastycznymi nazywane sa operatorami Markowa.

Ogolniej, macierz A = (a’i’j)ijeN definiuje operator ograniczony na I', dany
wzorem

A&z = | D &aja ;
j=1

i>1

o ile wielko$¢ sup;en D ;e @45 jest skoticzona, a wtedy

JA]| = sup " ajl. (12.4)
JEN =1

(Operator A sprowadza si¢ do mnozenia ,poziomego” wektora (&;);>1 przez usta-
wiona po jego prawej stronie macierz A — operator i macierz utozsamiamy ze soba,
wiec uzywamy do ich oznaczenia tej samej litery). Dowod, ze ||A|| nie przekracza
wyrazenia po prawej stronie, nazwijmy je My, jest niemal natychmiastowy, ponie-

oo | o0

(o] (o] oo oo [ee]
> &ag => D Gaji <D IgHagal =D 161D lajil
j=1 i=1 j=1 j=1 =1

i=1

i>1 J=1

Z €J| = My || gz)z>1H

=1

By udowodni¢ nieréwnosé¢ przeciwna, rozwazmy wektor e; € [ L ktory na j-tej
wspotrzednej ma 1, a poza tym zera. Oczywiscie |[e;|| = 1. Mamy tez Ae; = (a;i),5,
(prawa strona to j-ty wiersz macierzy A), wiec ||Ae;|| = >°57, |aji|. Skoro e; ma
opisane wyzej wlasnosci dla kazdego j, to warunkiem koniecznym na to, by opera-
tor A byt ograniczony jest, by Mp, ktore jest rowne sup;cy || Ae;|| byto skoriczone.
Otrzymujemy tez ||Al| > My. To koniczy dowod. Pozostawiam Czytelnikowi spraw-
dzenie, ze z wlasnie udowodnionego rezultatu wynika bezposrednio, iz operatory

Markowa maja norme réwna 1.



12.2. OPERATORY OGRANICZONE I ICH NORMY 111

Rys. 12.1: Funkcje wyktadnicze e, (z) = e #* dla maltych p (kolor niebieski p =1,
kolor zielony u = 0,5 kolor czerwony u = 0,2 i kolor zotty = 0,01). Dla p — 0
funkcje te przyblizaja w pewnym sensie funkcje stale rowna jeden.

Oba operatory w przyktadzie 12.7 sa ograniczone i maja normy réowne 1. Z jednej

bowiem strony
oo (oo}
1Azl =16l < Y [&l = [l=ll,
=2 i=1

a z drugiej, jesli &1 = 0, to powyzsza nieréwnosé zamienia sie w rownosé. Podobnie
postepujemy z B.

Najbardziej pouczajacy jest chyba przyktad 12.8. Tu tez wyliczymy norme, choé¢
nie umiemy znalez¢ elementu = € X z norma rowna jeden, dla ktorego || Az|| = || Al
Oszacowanie [|A|| < 1 otrzymujemy latwo, korzystajac z faktu, ze )\fooo e Mdr =
1:

o0

HAf||—sup|)\/ e M f( t+s)ds|<sup)\ e | f(t+ s)| ds
<suph [ el as = 5]
>0 Jo

Gdyby funkcja stale réwna jeden, nazwijmy ja e, nalezala do przestrzeni
Co[0, 00), w ktorej operujemy, dowdd nierownosci | All > 1 byltby natychmiastowy,
bo Aey rownaloby sie eg. Skoro jednak eg & Cy[0,00) (bo lim; o €o(t) = 1 # 0)
musimy postepowaé nieco ostrozniej (zob. rysunek 12.1). W tym celu definiujemy
e, € Cpl0,00) dane wzorem e,(t) = e #,t > 0, > 0. Oczywiscie [e,] = 1,
podczas gdy

o0 oo )\
Ae,(t) = )\/ e e THIFS) gg = )\e*“t/ e~ s qg = 2 et
0 0 Atp

W konsekwencji || Ae,| = a stad

A
A

All > sup||4e,|| > lim [|Ae, || = 1.
411 > sup e, > lim |14c,|
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12.3 Zupelno$é przestrzeni operatoréw

Skoro przestrzen operatorow £(X,Y) jest unormowana, mozemy mowic o ich zbiez-
nosci: ciag (An),~; dazy do A jesli

lim ||A, — Al =0.
n— 00

Doktadniej rzecz biorac, w takim przypadku stwierdzamy, ze (A,), ., zbiega do A
w normie operatorowej (lub po prostu: w normie). B

Na przyklad, wobec nier6wnosci (12.17), jesli ciag (Ar),,~; operatorow z L(X)
zbiega w normie operatorowej do A, to dla dowolnego operatora B € L£(X), ciagi
(BAn),>1 1 (AnB),, >, zbiegaja odpowiednio do BA i AB. Ogdlniej, jesli (An),,,
i (Bn),>; zbiegaja odpowiednio do A i B, to (A,B,),>, zbiega do AB. By sig
o tym przekonaé¢ szacujemy nastepujaco:

|AuBo— AB|| < | AuBo— AuBI| +[| 4B~ AB| < [ A,| |1 B — Bl +1|B]| [ A, — Al

i korzystamy z faktu, ze ciag liczbowy (||A4,||),,~, jest ograniczony (ten ostatni fakt
wynika ze zbieznosci ciagu (A, ),,~, 1 nieréwnosci trojkata dla normy w £(X), ktora
powoduje, ze | || Ap|| — [|An| < [[An — Apl).

Naturalne pytanie brzmi, czy £(X,Y) jest przestrzenia zupela. Okazuje sie, ze
odpowiedz brzmi ,tak” o ile tylko zupelna jest Y.

Twierdzenie 12.2. Jesli Y jest przestrzeniqg Banacha, to jest nig tez L(X,Y).

Dowdd. Jesli (Ay),,~, jest ciagiem podstawowym w L(X,Y), to dla kazdego z € X
i € > 0 zachodza nieré6wnosci

[Anz — Apzl] < [[An — Am|| [|2]] < €]|z]],

o ile tylko n i m sa odpowiednio duze. Dowodzi to, ze (A,x),~, o wartoSciach
w Y jest ciagiem Cauchy’ego. Z zupelnosci Y wnioskujemy, ze (4,2),~, ma gra-
nice. Zalezy ona w sposob oczywisty od z; otrzymujemy wiec odwzorowanie x —
Az = lim, 00 Anz. Bez watpienia A(ax + fy) = aAx + BAy, co dowodzi, ze A
jest operatorem liniowym. Przechodzac do granicy m — 0o w powyzszym 0szaco-
waniu, przekonujemy sie, ze dla odpowiednio duzych n (i wszystkich x) zachodzi
nieré6wnoscé
[Anz — Az|| < €||z].

Dowodzi to zaréwno, ze A jest ograniczony (bo [[Az| < |[Az — Ayz| + [[Anz| <
(e+ [[An|Dllz|), & tym samym, ze jest elementem L(X,Y), jak i tego, ze (A,), >,
zbiega do A (bo nieréwnosé ta implikuje |4, — A|| < € dla odpowiednio duzych
n). O

Jednym z najwazniejszych przypadkow jest ten, gdy X = Y i ta ostatnia prze-
strzeni jest zupelna. Jak to wynika z nieréwnosci (12.17), £(X) := L(X,X) jest
wtedy algebra Banacha. Posiada ona jedynke (jest nia identycznosc¢), ale jest nie-
przemienna. Chociazby operatory A i B rozwazane w przykladzie 12.7, ktore sa



12.4. ZASTOSOWANIE: ROZWIAZYWANIE ROWNAN 113

elementami £(cp), nie komutuja. Jesli bowiem ciag przesune najpierw w prawo,
a potem w lewo to wynik nie bedzie taki sam jak gdybym przesunal go najpierw
w lewo, a potem w prawo. W przypadku pierwszym otrzymam ciag wyjsciowy,
w tym drugim — ,zgubie” pierwsza wspolrzedna, ktora stanie sie zerem.

Zastosowania twierdzenia 12.2; ktére omoéwimy ponizej dotycza wlasnie £(X),
gdy X jest przestrzenia Banacha.

12.4 Zastosowanie: rozwigzywanie réwnamn

Fakt, ze przestrzeni ograniczonych operatoréw liniowych o wartosciach w przestrzeni
Banacha sama jest przestrzenia zupelna, ma glebokie znaczenie (pomijajac piekno
i swoista symetrie powyzszego stwierdzenia). Jednym z najprostszych wynikajacych
7z niego wnioskow (o wielorakich zastosowaniach) jest to, ze dla kazdego operatora
A € L(X) dzialajacego w przestrzeni Banacha X warunek

|A— 1| <1 (12.5)

gwarantuje (przypomnijmy, ze operator identycznosciowy I zdefiniowany jest wzo-
rem [z = x) istnienie operatora don odwrotnego. Znaczy to, ze istnieje takie
B € L(X), oznaczane dalej A~!, ze

BA=AB=1.
Dla dowodu przyjmijmy ¢ = ||[A — I|| < 1 i rozwazmy operatory:
By=T+{I—-A)+(I—-A>*+..+I-A)",

gdzie (I — A)? jest ita potega operatora I — A, to znaczy i-krotnym ztozeniem I — A
ze soba. Wobec (12.17),

1Bo = Bull =11 > (=A< > I0-A< Y 4
k=m+1 k=m+1 k=m+1
_ n—m m+1
_ qm+11 q < q

l—¢ ~1-¢
(wykorzystaliémy tu nier6wnosé trojkata oraz (12.17)) o ile n > m. Wynika stad,

ze (By),,>; jest ciagiem Cauchy’ego w L£(X). Niech B bedzie jego granicg. Skoro,
jak tego dowodza proste rachunki

(I—A)B, =B,(I—A) =DBn1—1,

to przechodzac z n — oo, otrzymamy B — AB = B — BA = B — I (wykorzystuje-
my tu pierwszy przyklad zbieznosci operatoréw opisany na poczatku podrozdziatu
12.3), a to juz dowodzi tezy.
Zanotujmy wynikajacy z powyzszych rozwazan wzor
oo
AT =3 (1 - A, (12.6)

k=0
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ktory jest operatorows kalka znanego rozwiniecia

1 1 =
a2

k=0

prawdziwego dla x spelniajacych warunek |1 —z| < 1. Szereg wystepujacy po prawej
stronie réwnania (12.6) nazywany jest szeregiem Neumannal3.

Rozwigzywanie ré6wnan algebraicznych w przestrzeniach Ba-
nacha

Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a A — operatorem, elementem £(X). Mowimy,
ze A ma prawy odwrotny, jesli istnieje taki operator B € £(X), ze dla kazdego y € X
zachodzi réwnosé:

ABy =y.

Istnienie prawego odwrotnego dowodzi, ze operator A jest ,na” dla kazdego y € X
istnieje taki o (rowny By), ze Ax = y. Jesli wiec taki operator istnieje, to rownanie

Az =y, (12.7)

w ktorym y jest dane, a x szukane, ma (przynajmniej jedno) rozwiazanie.
Operator A z przykladu 12.7 ma prawy odwrotny, a jest nim B z tegoz samego
przykltadu — jesli ciag przesuniemy najpierw w prawo, a potem w lewo, to w efekcie
otrzymamy ciag wyjsciowy.
Warto podkreslié, ze prawych odwrotnych do danego operatora A moze by¢
wiele. Na przyktad zaréwno B jak i Bs zdefiniowane nizej pelnia taka role wobec
omawianego tu A:

Biz = (&,61,82, 1), Byx = (Z;fz‘,fl,ﬁz,‘”) , (12.8)
i=1

a zdolny student wytrzepie z rekawa tego typu operatoréow cata mase. Ma to zwiazek
z niejedynoscia rozwiazan rownania (12.7). Powtorzmy zatem, ze

istnienie operatora odwrotnego prawego gwarantuje istnienie rozwiazan, ale
nie ich jedynosé.

Te ostatnig ceche opisuje operator odwrotny lewy. Z definicji jest to taki ope-
rator B, ze dla kazdego y € X zachodzi réwnosé

BAy =y.

13Karla Gottfrieda Neumanna, matematyka niemieckiego nie nalezy myli¢ z Johnem von Neu-
mannem, matematykiem austriacko-wegierskim, a p6zniej amerykanskim.
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Gwarantuje on, ze rozwiazanie rownania (12.7), jesli istnieje, to jest jedyne. Rze-
czywiscie, gdyby istnialy dwa, powiedzmy 1 i x5, to mielibySmy

x1 — oo = BAx1 — BAxo =y —y =0,

azatem x1 = x9. W takim wypadku operator A jest réznowartosciowy: jesli Az = 0,
to z = BAx = B0 = 0, co dowodzi, ze jadro A jest trywialne.

Lewym odwrotnym dla operatora B z przykladu 12.7 jest opisany tam operator
A. B jest wiec (jak to tez widaé¢ gotym okiem) roznowartosciowy. Nie jest natomiast
,na”; bo w zbiorze jego wartosci nie lezy na przykltad (1,0,0,...). Jak widaé na
tym przyktadzie, posiadanie lewego odwrotnego nie pociaga za soba posiadania
odwrotnego prawego. Faktem jest natomiast, ze lewy odwrotny, jesli istnieje, jest
tylko jeden.

Przeprowadzone wyzej rozwazania rzucaja wiecej $wiatla na warunek (12.5).
Skoro gwarantuje on, ze istnieje zaréwno prawy jak i lewy odwrotny do A, to
gwarantuje takze, ze dla kazdego y € X roéwnanie (12.7) ma doktadnie jedno roz-
wigzanie.

Jesli zachodzi warunek (12.5), to rownanie (12.7) ma doktadnie jedno roz-
wigzanie.

Oto prosty przyktad (por. zadanie 3.12). Pokazemy, ze niezaleznie od tego jak
dobierzemy funkcje g z C[0,1] i stala k € R, istnie¢ bedzie w tej przestrzeni do-
ktadnie jedno f spelniajace warunek:

ft) — k/o f(s)ds = g(s), t €[0,1]. (12.9)

Jesli zdefiniujemy operator A wzorem Af(t) = f(t) — k:fot f(s)ds,t € [0,1], to
(12.9) bedzie mozna napisaé tak:

Af =y,

a wobec twierdzenia w ramce nasze zadanie sprowadzi sie do sprawdzenia, iz za-
chodzi (12.5). Jak sie okazuje, w standardowej normie supremum (12.5) nie jest
speliony (chyba, ze |k| jest mala) — nie przeszkadza nam to jednak, bo mozemy
(podobnie jak w drugim, lepszym dowodzie lokalnego twierdzenia Picarda) uzy¢
normy réwnowaznej, typu Bieleckiego!?:

I£]l = max ™| f(1)],

te0,1]

147dolnemu do refleksji Czytelnikowi, ktéremu nie moze sie pomiesci¢ w glowie, ze dla jednej
normy (na przyklad tej standardowej) twierdzenie z poprzedniego rozdziatu nie dziala, a dla innej
i owszem, $piesze wyjasnié¢, ze (12.5) jest warunkiem dostatecznym, a nie koniecznym istnienia
i jedynosci rozwiazan.
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gdzie A jest liczba dodatnia, ktorej wartosé ustalimy po6zniej. Skoro (A —1)f(t) =
sup |kje™

—kfo s)ds, to
/f ds
te[0,1]

sy [ e pfas < s [ e o

t€(0,1]

sup [ e asirl < [ e aslg
0 0

te(0,1]

=My,

(A =Dl

< s [kl ”/ £(s)lds

A zatem jesli A > |k|, to warunek (12.5) jest spelniony i nasz cel zostal osiagniety.
Zanotujmy, ze wzor (12.6) pozwala znalez¢ jawny wzér na f bedace rozwiaza-
niem (12.9). Mozna tez je dosé tatwo zgadnac: jest nim

f@&) =g+ k/o ek(tfs)g(s) ds.

W ogdlnosei jednak rozwiniecie (12.6) nie prowadzi do wzoréw jawnych, wiec rola
warunku (12.5) rzeczywiscie sprowadza sie do zapewnienia istnienia i jedynosci
rozwiazan (12.7).

12.5 Zastosowanie: eksponenta operatora

Zupelnos¢ algebry £(X) zapewnia tez istnienie operatorowej funkeji wyktadniczej,
zgodnie przez analitykow uwazanej za jedna z najwazniejszych funkcji dzisiejszej
analizy, a by¢ moze calej matematyki [27]. Pami@tajadc ze dla rzeczywistego (a na-
wet zespolonego) a i dla t € R funkcje R > ¢ — e® definiuje si¢ najwygodniej

jako
4k ok

_Z kD

majac dany operator A € £(X) oraz t € R, rozwazamy

"tk AR
Kl

Sp(t) =

k=0

Chcieliby$my oczywiscie udowodnié, ze ciag (S, (t)),,>, jest zbiezny, a e zdefinio-
waé jako jego granice. -

Gdybysmy nie wiedzieli, ze £(X) jest przestrzenia Banacha, byliby$Smy w kropce.
Bo jak udowodnié¢ zbiezno$¢ powyzszego ciagu? Jesli chcemy pokazaé, ze co$ jest
jego granica, to sprawdzamy, czy odleglosci elementéw ciagu od tego ,cosia” daza
do zera. Ale tu nie mamy ,cosia”, od ktérego mielibysmy liczy¢ odlegtosci, i koto sie
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zamyka. Zupelnosé natomiast pozwala stwierdzi¢ istnienie granicy na podstawie
analizy odlegltosci elementéw ciggu miedzy soba. Biorac wiec n > m szacujemy
odlegtosé¢

k=m-+1 k=m-+1 k=m-+1
—[tMAlR
S
k=m+1

wykorzystaliémy tu nierownosé trojkata oraz (12.17). Ta ostatnia suma dazy do
zera, gdy m,n — 0o, bo jest to réznica miedzy n-ta i m-ta suma czedciowa szeregu
e’ dla liczby rzeczywistej b = |t| || A]|. I koniec: zupelosé dowodzi istnienia granicy
ciagu (Sy,(t)),>;, a to pozwala nam zdefiniowaé

o0 1k Ak

- K
k=0

Przyktad 12.11. Niech X = R? i niech naszym operatorem bedzie macierz A =

b —b
Pokazemy, ze

(—a “ >, w ktorej liczby a > 01 b > 0 spelniajace warunek a + b = 1 sa dane.
ota_ (braet a—aet) g (12.10)
T \b=bet be"t+a )’ ' '

W tym celu sprawdzamy, ze wielomian charakterystyczny A rowny jest A(A+a +
b) = AM(A + 1), wiec jej wartosciami charakterystycznymi sa 0 i —1. Obliczajac na-
stepnie wektory wlasne, przekonujemy sie, ze A mozna sprowadzi¢ do nastepujacej

postaci diagonalne;j:
1 —a\ /0 O b a
A=) S

To dowodzi, ze

oraz
n

L 1 —a\ (1 0 b a
—A' = i i , > 1,
partil <1 b ) (0 s, el ) (1 1> "=

skad juz tylko krok do

(6 )G )

Wymnazajac powyzsze macierze, otrzymujemy (12.10).
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L 4

Rys. 12.2: Sumowanie w (12.11) odbywa sie po calym ,kwadracie” a w (12.12) —
tylko po jego czesci, po trojkacie” lezacym ponizej czerwonej diagonali.

Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych w przestrzeni Banacha

Jednym z zasadniczych powodow, dla ktoérych funkcja wykladnicza jest tak wazna
jest to, ze opisuje rozwiazania rownan roézniczkowych. Rozwiazaniem najprostszego
réwnania liniowego:

u'(t) = au(t), u(0) =z,

w ktorym a jest ustalong liczba rzeczywista,  (ktore tez jest liczba) — warunkiem
poczatkowym, a u — szukana funkcja, jest

u(t) = e'x.

Okazuje sie, ze podobne wtasnosci ma operatorowa funkcja wykladnicza, a to po-

zwala w prosty sposéb rozwiazywaé réwnania, ktére wcale proste nie sa.
Dowiedziemy tego wyniku, przechodzac przez serie lematow. Az do korica tego

podrozdziatu X jest przestrzenia Banacha, a A elementem £(X).

Lemat 12.1. Dla dowolnych s,t € R zachodzi zaleznosé

etAesA _ e(s+t)A )

Dowadd. Ustalmy n i rozwazmy iloczyn sum czesciowych

n tkAk n SkAk tkslAk—H
S (t)Sn(s) = o > o= > — (12.11)

k=0 k=0 ’ 0<k,l<n

Gdy n — oo, dazy on oczywiscie do e'4e*4. Rozwazmy wiec podobna sume (zob.
rysunek 12.2):

tkslAkJrl
R, = > — (12.12)
0<kl<n
0<k+1<n
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ktora, skoro dla liczb dodatnich warunek k + | < n implikuje k,1 < n, jest rowna

tk lAk:-‘rl n tk m— kAm

> ZZk,m ol

E1>0,k+l<n =0 k=0

(myslimy o m jako o sumie k + [ i sumujemy po diagonalach rownolegltych do tej
czerwonej na rysunku 12.2). Korzystajac ze wzoru Newtona:

N thsmmh (s
= kl(m — k)! - oom!
widzimy, ze
R, = "L (t+ s)mAm’
m!

m=0

a zatem R, = S, (t + s) i wobec tego lim,,_,o R, = e(tT9)4,
Pozostaje nam udowodnié¢, ze roznica miedzy S, (t)S,(s) i R, dazy do zera, gdy
n — 00. Norma tej réznicy nie przekracza

kgl AR+
Z ‘ i (z nierownosci trojkata)
0<kl<n
E+l>n+1
kgl AR+ o o
< T (ta suma ma wiecej sktadnikow)
k41>n4+1 o
o0
[¢]*[s ][] AJl*
< >
- 1A
k+l=n+1 R
o) n+1
t n+l—k Allm
Z Z | |k:'| T|l+ ] —”k)” (ta sztuczka juz byta)
m=n+1 k=0
o0
([ +[sD™[IA[™
< 3 DA
- |
m=n+1 m:

Ostatnie wyrazenie dazy do 0, gdy n — oo, bo jest to réznica miedzy n-ta suma
czesciowy szeregu el T1sDIAN 3 jego petng suma (mamy tu do czynienia z szeregami
liczbowymi). To koriczy dowod. O

Lemat 12.2. Funkcja t — e'? jest funkcja ciagta. Ciggla jest tei funkcja t —
Actt = et A,

Dowdd. Zaczynamy oczywiscie od czesci pierwsze;.

1. Dla kazdego n, S,,(t) jest funkcja ciagta (jako wielomian argumentu t).
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2. Ustalmy 7" > 0. Mamy

N = thAk
sup [|Sn(t) — e = sup || > o
te[-T.,7T) te[-TT] || Zrt1 :
2 EAlE S TRAlR
D
te[-1.T] k=n-+1 : k=n-+1 :

Argumentujac tak, jak pod koniec poprzedniego lematu, przekonujemy sie,
ze ostatnie wyrazenie dazy do zera, gdy n — oo. Dowodzi to, ze S, (t) dazy
do e jednostajnie ze wzgledu na t w przedziale [T, T7.

3. Granica jednostajna funkcji ciaglych jest funkcja ciagta. Wobec 1.1 2., t +—
e'4 jest ciggla na przedziale [T, T]. Dowolnosé¢ T koticzy rozumowanie.

Druga czesé wynika z oszacowaii || Aet4 —Aes4|| < ||A]|[|etA —e*4| i |let* A—es4 Al <
[A[[[le — >4l

Lemat 12.3. Dlia kazdego t zachodzi tozsamosé
t
1 —|—/ Ae*Ads = et
0

Co za tym idzie funkcja t — e jest rézniczkowalna i mamy

iem = A et =t A,
dt
Dowdd. Zacznijmy od przeprowadzenia nastepujacych rachunkéw (wykorzystuja-

cych zadanie 6.3):

t t ok ogk4l nooat ok Ak+l
1+/Asn(s)ds:1+/zs‘4k, ds:1+2/$‘2| ds
0 0 . 0 .

k=0 k=0
n
tht1 gR+1

:I+k2204(k+1)' :Sn—i-l(t)'

By otrzymacé pierwsza tozsamosé, wystarczy zatem udowodnié, ze fot AS,(s)ds
dazy do fot Ae*4 ds gdy n — oo. Oszacowania sa podobne jak poprzednio: norma

réznicy miedzy tymi catkami rowna jest

t
< )4] / 15u(s) — €A ds

= sl Al
<Al s 3 PEEL

/t A [S,(s) —e*]ds
0

selofell 5
— [tl*]lAl*

<l S

k=n-+1
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(pierwsza nieréwnosé wynika z (6.5) 1 (12.17)) i ostatnie wyrazenie dazy do zera,
gdy n — oc.

W czesci drugiej dla prostoty ograniczymy sie do dowodu prawostronnej réoznicz-
kowalnosci (znane twierdzenie mowi, ze jesli prawostronna pochodna jest funkcja
ciggla, to jest tez pochodna ,petng”, a cigglosé t — Ae!4 gwarantuje nam poprzedni
lemat). Z pierwszej czesci wynika, ze dla dowolnego ¢ 1 h > 0 mamy

(t+h)A _ . tA 1 t+h
e e
_ == Ae4 d
h h /t cw

a zatem
e(t+mA _ otA

n 1 t+h N N
— At = = Aest — Ae' ds.
" e N /t [Ae e ds
Jako ze funkcja t — Ae®4 jest ciagla (zob. lemat 12.2), majac dane ¢ > 0, mozemy
tak dobra¢ h, by norma funkcji podcatkowej po prawej stronie nie przekraczata e
dla s € [t,t + h]. Dla takiego h norma lewej strony nie przekracza

1
— X (max. normy funkcji podcatkowej) x (dtugosé przedziatu) < Eeh =e.

To koriczy dowod (fakt, ze Aet4 = e*4 A pozostawiamy do uzasadnienia Czytelni-
kowi). |

Dotarlismy wreszcie do miejsca, w ktérym mozemy poznaé zwiazek funkcji wy-
ktadniczych z rozwiazaniami liniowych i autonomicznych réwnan rézniczkowych
w przestrzeniach Banacha.

Twierdzenie 12.3. Niech x bedzie elementem przestrzeni Banacha X, a A linio-
wym, ograniczonym operatorem w tej przestrzeni. Dla dowolnego T > 0 rownanie
rozniczkowe

u'(t) = A u(t), w0) =z, te][0,7]
ma doktadnie jedno rozwigzanie dane wzorem u(t) = etx.
Dowdd. Fakt, ze funkcja u(t) = e*4x jest rozwiagzaniem jest bezpogrednim wnio-
skiem z lematu 12.3. Pozostaje do udowodnienia jednoznaczno$é¢. Zalézmy wiec,
ze t — u(t) jest rozwiazaniem naszego rownania, ustalmy s € (0,7] i rozwazmy
funkcje ¢t +— v(t) = e®"D4(t), zdefiniowana na [0, s]. Jest ona rézniczkowalna,
a jej pochodna wynosi

% {e(s_t)Au(t)} = —Ae™D Ay (1) 4+ 7D (1)
= —AeD Ay (1) + 57D Au(t).

Wyrazenie to jest rowne zero, gdyz e®*=94A4 = Ae=HA A zatem funkcja u jest
stata. Stad u(s) = v(s) = v(0) = e*u(0) = e*x. Wobec dowolnosci s twier-
dzenie jest udowodnione. (To, ze u(0) = e’“x = z wynika z zalozenia, iz u jest
rozwiazaniem). O
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Uwaga 12.1. Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie poswiecone jest rozwigzaniom
istniejacym tylko dla ¢t > 0. To sytuacja typowa w zastosowaniach (biologii, fizyce
itd) 1 teorii rownan rozniczkowych. Rozwiazania rozwijane wstecz czesto nie ma-
ja dobrego sensu fizycznego czy interpretacji biologicznej. Teoria matematyczna
jest tu zgodna z zyciem, gdyz operatory wystepujace po prawej stronie réwna-
nia najczesciej sa nieograniczone i nasze twierdzenie sie nie stosuje (vide ro6wnanie
ciepta (11.9)). Trzymamy sie tej konwencji (to znaczy rozwazamy tylko ¢ > 0),
by przyzwyczajaé¢ Czytelnika do tej ogdlniejszej sytuacji. Z drugiej strony wypada
podkresli¢, ze gdy — tak jak u nas — operator jest ograniczony, rozwiazania istnieja
tez na polosi lewej (zob. tez przyklady podane nizej).

Przyklad 12.12. Laczac wzor (12.11) z zadaniem 12.7 widzimy, ze eksponenta

macierzy
—a a
=3 5)

w ktorej a,b > 0, dana jest wzorem

1 b+aqge(atht o _ 4 e—(atd)t
tA
¢ =0T (b — pe—(atb)t  pe—(atb)t 4 o ,teR.

Jedli R? wyposazymy w norme ||(&1,&)|| = |&1] + [€2] i utozsamimy macierz A
z operatorem danym wzorem

A (61,82) = (§1,62) - A,

w ktérym - oznacza mnozenie macierzowe, to okaze sie, ze rozwiazaniem réwnania

u'(t) = Au(t),  u(0) = (&,&),

jest
(€1,&) - e, (12.13)

Wynik ten ma tadna interpretacje probabilistyczna. Otoz jesli €1, &5 sa liczbami nie-
ujemnymi sumujacymi sie do jedynki, to wektor (£1,&2) mozna interpretowaé jako
rozklad prawdopodobienistwa pewnego tanicucha Markowa w czasie zero, a wektor
po prawej stronie omawianego réwnania — jako rozktad prawdopodobieristwa w cza-
sie zero t > 0. Wspomniany laiicuch ma dwa stany, powiedzmy 11 2 (&; jest zatem
prawdopodobienistwem, ze taicuch Markowa startuje ze stanu 1, a £ — ze startuje
ze stanu 2). Jesli proces znajdzie sie w pierwszym z nich, to pozostaje tam przez
wykladniczy czas z parametrem a (tak wiec prawdopodobieristwo, ze czas spedzony
w 1 bedzie wigkszy niz ¢t wynosi e~%!), a nastepnie skacze do 2. Tam pozostaje przez
czas wyktadniczy z parametrem b, by skoczyé¢ z powrotem do 1, itd. Jak napisatem
WYyzej, wyrazenie

b a b b
v % —(atb)t v v —(atb)t
gl(cLer—’_a+be >+€2(a+b aere )’

ktore jest pierwsza wspolrzedna iloczynu (12.13), jest prawdopodobienstwem, ze
taki tanicuch w czasie t znajdzie sie w stanie 1.
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Formalnie rzecz biorac, powyzszy wzoér podaje tez rozwigzania dla t < 0, ale
w takim przypadku podana wyzej interpretacja traci sens.

Przyklad 12.13. Wykorzystamy otrzymane wyzej wyniki do rozwiazania rowna-
nia rézniczkowego
u’'(t) = —aPu,  t>0 (12.14)

z warunkami poczatkowymi u(0) = &1, 4/ (0) = €. Jest to rownanie drugiego rzedu
i w tej postaci nie miesci sie w ramach twierdzenia 12.3. Zamienimy je wiec na
réwnowazne mu réwnanie rzedu pierwszego w R2. Jesli wprowadzimy oznaczenie
v =1, to (12.14) przyjmie posta¢

/ !
v albo réwnowaznie [ ) = 0 9 L) () = A(").
— " = —au v —a 0 v v

(12.15)
Zgodnie z twierdzeniem 12.3 (jednoznacznie wyznaczone) rozwigzania maja postaé

(i) =e(2) e20

A

<
I

S
I

By znalezé jawna postaé et

s [0 1 0 1\ o[1 0\
A _<—a2 0) (—a2 0)“0‘ (0 1)“0‘ 1

co z kolei implikuje poprzez indukcje

zauwazamy, ze

AP = (—a®)"T AP = (—a?)" A, n>1.

Stad juz wnioskujemy, ze

etA _ - t2n A2’I’L + i t2n+1 2n-+1
| |
o 2n) o (2n+1)
S t2n _ A 2\n s t2n+1 _2\n : t
:Zﬂl—i— (704)/4:005005[ +s1na A.
= (2n)! = (2n + 1)!

Reasumujac,
u(t)\ [ cosat sinat \ /¢y
v(t)) \—asinat cosat) \&)
W szezegolnosci wiec rozwiazaniem rownania (12.14) jest

sin ot

u(t) = & cosat + &

(wzOr na v nie jest nam juz potrzebuny, bo v jest po prostu pochodna z ).
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Przyklad 12.14. Rozwazmy przestrzen C[0, oc] funkcji ciaglych, ktore maja gra-
nice w nieskoniczonosci oraz operatory A i B dane wzorami:

A=B-X, Bf(z)=Af(zx+1), x € [0, 00],
w ktoérych A jest dana liczba dodatnia. Z drugiej czesci zadania 12.7 wynika, ze

otA — o MtB

Jako ze B™ f(x) = A" f(x + n), mamy

PR = A fwn) o @) =M g,
n=0 : n=0 :

(12.16)
dlaz > 0,¢ > 0. Przypomnijmy (zob. [10]), ze e 2" jest prawdopodobieristwenmn,

n!
iz, proces Poissona { N (t),t > 0} o intensywnosci A przyjmuje w czasie t wartosc n.

Tak wiec ostatecznie rozwiazaniem réwnania rézniczkowego

u'(t) = Au(t), u(0) = f

u(t)(z) = e f(z) = ZPr(N(t) =n)f(zx+n)=FE f(x+ N(t)), x>0,t>0

(litera F jest tu symbolem wartosci oczekiwanej). Zwroémy uwage na to, ze ten
ostatni wzér ma sens tylko dla ¢ > 0, podczas gdy (12.16) tego ograniczenia nie
posiada.

12.6 Zadania

Zadanie 12.1. Sprawdz, ktore z operatorow omawianych we wstepie do tego wy-
ktadu sa liniowe. Ktore z nich sg ograniczone? Policz ich normy.

Zadanie 12.2. Policz normy operatoré6w ograniczonych rozwazanych w podroz-
dziale 12.1 (czes$é¢ z tych norm zostala juz znaleziona w tekscie).

Zadanie 12.3. Niech XY oraz Z beda przestrzeniami unormowanymi, a A €
L(X,Y) 1B e L(Y,Z) — liniowymi operatorami ograniczonymi. Operator C', zdefi-
niowany wzorem Cxz = B(Ax) i oznaczany BA, nazywamy zlozeniem operatorow
A i B. Pokaz, ze BA jest rowniez ograniczony, ze jest elementem L£(X,Z) oraz

IBAI < |IBl[lA]- (12.17)

Zadanie 12.4. Dowiedz, ze jesli x : [a,b] — X jest ciagla funkcja o wartosciach
w przestrzeni Banacha, a A € L(X,Y) jest ograniczonym operatorem liniowym
odwzorowujacym X w inng przestrzen Banacha, to

A/bx(t) dt = /bAa:(t) dr. (12.18)

Wskazowka: rozwaz posta¢ A na sumach Riemanna calki po lewej stronie.
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Zadanie 12.5. Dowiedz, ze jesli X jest algebra Banacha z jedynka u, to warunki
a € Xi|la—ul < 1 implikuja istnienie a=! (to znaczy takiego elementu, ze

a~'a = aa~! = u) i oszacowanie ||[a=! — u < %

Ogolniej, jesli a ma
odwrotny a™!, a b lezy na tyle blisko a, ze |la — b|| < ﬁ, to b tez ma odwrotny
i zachodzi nieré6wnosé

la” " la =]
= lla=H{llla — o]

—1 —1
—b <
o=t = b7 < -

Zadanie 12.6. Udowodnij ograniczono$é¢ operatorow By i By zdefiniowanych po-
przez (12.8) i oblicz ich normy. Znajdz jeszcze przynajmniej jeden inny prawy
odwrotny do A z omawianego tam przyktadu.

Zadanie 12.7. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej a oraz operatora A
zachodza nastepujace zwiazki miedzy funkcjami wyktadniczymi operatorow A, A —
al oraz aA:

t(aA) _ eatA et(A—aI) _ e—atetA

e i

Wskazowka: przy dowodzie drugiego wzoru skorzystaj z twierdzenia 12.3.



Rozdzial 13

Twierdzenie
Banacha—Steinhausa

13.1 Zbiezno$¢ mocna a zbiezno$¢ w normie opera-
torowej

Opisana w poprzednim rozdziale zbieznosé operatorow w normie, choé¢ ze wszech

miar uzyteczna i elegancka, nie jest w stanie opisa¢ nieco delikatniejszych twierdzen

granicznych. Na przyklad, niech dla danego t > 0 operator A(t) dzialajacy w I
bedzie dany wzorem

A(t) (&)i51 = <e_it£i)i21' (13.1)

Latwo sprawdzi¢, ze kazdy z A(t),t > 0 ma norme nie przekraczajaca 1. Mozna tez
pokazaé, ze dla kazdego z € [},

. TR —it _ 1\¢.| —
lim [[A(t)z — ] }grg)zl(e D&l =0.

Jest to bezposredni wniosek z twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej, ale mozna
tez podaé¢ dowdd elementarny: otdéz powyzsza suma réwna jest

(o9}

> oA —e )l

i=1

a szereg » .- |&| jest zbiezny, wiec majac dane € > 0, mozemy tak dobraé¢ n, by

) » 0o .

_ | < ) i
DINETES SRS
i=n+1 i=n+1

Teraz za$ mozemy tak dobra¢ ¢, by Y1 (1 — e *)|¢| < § (bo dla kazdego i =
1,...,n mamy lim; ,oe~* = 1). To koticzy dowod.
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Jak widzimy, operatory A(t) w pewnym sensie, do§¢ naturalnym zreszta, zbie-
gaja do I. A jednak, dla kazdego t > 0,

|A@#) —I||= sup ||A(t)x —z| > sup |A(t)en — en|| = sup(l —e™ ™) = 1.
velt 2l =1 n>1 n>1

Dowodyzi to, ze odleglos¢ A(t) od I w sensie normy operatorowej jest stale rowna
1, co pokazuje, ze A(t) w sensie tej normy do I zdaza¢ nie moze. (Ten sam wnio-
sek mozna wysnué¢ z (12.4)). Mamy tu wiec do czynienia z nieco innym, bardziej
subtelnym, rodzajem zbieznosci.

Definicja 13.1. Niech X i Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Mdowimy, Ze
cigg (Ap),~, elementow L(X,Y) zbiega do operatora A w mocnej topologii, jesli
dla kazdego © € X mamy lim,_,o A,z = Ax; innymi stowy

lim ||A,x — Az|ly = 0.
n—oo

Zbieznos¢é w mocnej topologii jest slabsza niz zbiezno$¢ w normie: jesli ciag
(An),>; zbiega w normie do A, to dla kazego x € X mamy

[Anz — Azl < || Ap = Allll2l] —0,

co implikuje zbieznos¢ w mocnej topologii. Jak widzieliSmy tez w poprzednim przy-
ktadzie, moze si¢ zdarzy¢, ze ciag operatorow (A, ), ~,; w przestrzeni Banacha X nie
bedzie zbiegat do operatora A w normie operatorowe;:

A, — Al - 0,
n—oo
a jednak dla kazdego x € X,

lim ||A,z — Az| = 0. (13.2)
n—oo

W sumie to nie dziwi, bo zbieznos¢ w normie operatorowej to zbieznosé jednostajna
na kazdej kuli — dlaczego wszystkie ciagi operatoréw mialyby by¢ zbiezne jedno-
stajnie? Co wazniejsze, zbieznosé w normie operatorowej (cho¢ bardzo uzyteczna
i elegancka) okazuje si¢ zdarzaé¢ stosunkowo rzadko — ciekawe twierdzenia analizy
matematycznej, czy rachunku prawdopodobienstwa zwykle sa zbyt subtelne, by
ujaé je w jej ramach. Jak zobaczymy podrozdziale 13.3, znane nam juz twierdzenie
Weiestrassa mozna sformulowaé jako twierdzenie o zbieznosci w mocnej topologii,
ktora nie jest zbiezno$ciag w normie operatorowe;j.

13.2 Twierdzenie Banacha—Steinhausa

Wprowadzone wyzej pojecie zbieznosci mocnej wydaje sie jak najbardziej natu-
ralne. Ale przygladajac sie definicji 13.1, natychmiast zaczynamy sie zastanawiac,
czy aby na pewno jest uzyteczne. Powodem jest oczywiscie to, ze zbieznosé punk-
towa ciggu funkcji ciggtych nie gwarantuje ciagtosci funkcji granicznej: dowodzi
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tego znany powszechnie przyklad funkcji f,(x) = 2™, 2 € [0,1], ktore daza do
funkcji nieciagtej (jakiej?). Z gory wiec nie mozemy zaktadaé, ze dla danego ciagu
operatorow (A;), -, istnienie, dla kazdego = € X, granicy

lim A,z =: Az (13.3)

n—oo

definiujacej nam operator A, gwarantuje tegoz operatora ciagtosé. To dos¢ ktopo-
tliwe, prawda?
W kategoriach lekkiego cudu nalezy zatem mysle¢ o twierdzeniu mowiacym, ze

w przestrzeniach Banacha zbiezno$é mocna
gwarantuje ciaglosé granicznego operatora

i podchodzié¢ do niego z naleznym szacunkiem. Dowodzi ono, ze zbiezno$¢ mocna
ma ,przyjazne”’ wlasnosci. Raz jeszcze okazuje sie, ze zupelosé jest kluczem do
elegancji i uzytecznosci teorii.

By zrozumieé¢ powod, dla ktérego twierdzenie powyzsze jest prawdziwe, przyj-
rzyjmy sie jego zalozeniom. Po pierwsze przyjmujemy milczaco, ze mamy tu do
czynienia z operatorami liniowymi. Podany wyzej przyktad zbieznosci punktowej,
w ktorej granica nie jest funkcja ciagla oczywiscie sie tu nie stosuje, bo funkcje
w nim wystepujace liniowe nie sg. Co wiecej, proby zbudowania przyktadu jed-
nowymiarowego spelzaja na niczym: jak tatwo sie przekonaé, punktowa zbieznosé
ciagu funkcji liniowych:!®

pociaga za soba zbieznosé ciagow liczbowych (ay,),,~; 1 (bn),,~1, & zatem zbieznosé
jednostajna na dowolnym przedziale domknigtym = € [, 8] C R. Liniowosé¢ (lub
blisko$¢ liniowosci) jest wiec tu zatozeniem kluczowym. Ponizszy przyktad dowodzi
jednak, ze niewystarczajacym.

Rozwazmy mianowicie przestrzen cop ciagow = = (&;);~,, ktore od pewnego
(zaleznego od ciagu) miejsca rowne sa zero, oraz ciag operatoréw (a dokladniej:
funkcjonalow, to znaczy operatorow, ktorych wartosciami sa liczby) dziatajacych
w tej przestrzeni, dany wzorem

0 )iz Z@ n>1.

Ciag ten, jak tatwo sprawdzié¢, zdaza w mocnej topologii do granicy

(&)iny = Zez

157 definiowane tu funkcje f, nie sa operatorami liniowymi nad przestrzenia Banacha R, chyba
ze by, = 0. Sa im jednak dostatecznie bliskie, by nie mogly stuzy¢ za kontrprzyktad.




13.2. TWIERDZENIE BANACHA-STEINHAUSA 129

W istocie dla dowolnego x € c¢gp i dla dowolnego n > ng(x), gdzie ng(z) jest
miejscem, od ktorego ciag = sklada sie z samych zer, mamy A,z = Az. Operator
graniczny A nie jest jednak ograniczony (a zatem nie jest ciagly): wektor x;, ktory
na pierwszych j wspélrzednych ma jedynki, a poza tym sktada si¢ z samych zer,
ma norme réwng jeden, a Az; = j, wige sup) =1 |[Az| = oc.

Tak wiec w twierdzeniu w ramce konieczne jest zaréwno zalozenie liniowosci
operatorow jak i zupelnosci przestrzeni, w ktorej dzialaja (rozwazana wyzej prze-
strzeni coo nie jest przestrzenia Banacha).'6 Jak zobaczymy, jest ono bezposrednim
wnioskiem z nastepujacego twierdzenia Banacha—Steinhausa (zwanego rowniez za-
sada wspolnej ograniczonosci).

Twierdzenie 13.1 (Banacha—Steinhausa). Zaldzmy, zZe operatory A, dzialajace
w przestrzeni Banacha X, o wartoSciach w przestrzeni unormowanej Y, sq liniowe
1 ograniczone. Jesli dla kazdego x € X,

sup || Apz|| < oo (13.4)
n>1

to
sup || 4, < oo. (13.5)
n>1

Podkreslmy, ze norma w warunku (13.4) pochodzi z przestrzeni Y, a ta w (13.5)
— 7z przestrzeni L(X,Y).

Podawane w wiekszosci podrecznikow dowody powyzszego twierdzenia sa zwy-
kle dosé¢ skomplikowane — opieraja sie albo na zaawansowanym twierdzeniu Baira
o kategoriach, albo na ,metodzie przesuwajacego sie garbu” [4, 5, 27]. Elementarne
rozumowanie, ktore przedstawiamy nizej pochodzi z niedawnego artykulu amery-
kanskiego matematyka A. D. Sokala [30].

Lemat 13.1. Jesli A jest operatorem ograniczonym, to dla dowolnego x € X ir >0
zachodzi warunek

rllAlf < sup |[Ay],
yeK (1)

gdzie K(x,r) oznacza kule o Srodku x i promieniu v (zbior tych y € X, dla ktérych
lz =yl <)
Dowdd. Jesli ||z]] <1, to ||rz|| < r i mamy
2rz =rz—x+x+rz,
co sprawia, ze
Azl < 5l - A — )] + 5 1AG +r2)]|

Zarowno = — rz jak i x 4+ rz naleza do K (x,r), prawa strona zatem nie przekracza
SUPy ek (2,r) ||[AY||- Liczac supremum po [|z]| = 1, otrzymujemy tezg. O

16Za rada recenzenta badzmy bardziej precyzyjni: pokazaliémy, ze bez jakichs dodatkowych
zalozen twierdzenie w ramce nie jest prawdziwe. Twierdzenie Banacha—Steinhausa dowodzi, ze
liniowo$¢ i zupelno$¢ z powodzeniem odgrywaja te role.
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Whniosek 13.1. Niezaleznie od tego jak wybiore x i v > 0, w kuli o promieniu r
i Srodku w x znajde takie y, ze ||Ay| > 2r||All.

Dowdd twierdzenia Banacha—Steinhausa. Zaldézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Dla
kazdego n znajdziemy zatem takie m = m(n), ze ||A.|| > 4™. By nie wprowadzaé
dodatkowego zamieszania zwiazanego ze skomplikowanymi oznaczeniami, zalozymy
bez straty ogolnosci, iz ||A,|| > 4™ — jesli warunek ten nie jest spelniony, wystarczy
rozwazy¢ ciag By, 1= Ayn)-

Kluczem do dowodu jest konstrukcja nastepujacego ciagu (), ~: Przyjmu-
jemy, ze xop = 0, a majac juz dane x,_1, definiujemy z,, jako taki element kuli
K(xn—la 3%)7 ze

Mnzal 2 2 5
wektor taki mozna znalezé na podstawie wniosku podanego wyzej.

Twierdzimy, ze ciag ten jest ciggiem Cauchy’ego. Rzeczywiscie dla m > n,

lAnl;

[#m = | < l2m = Zm—1ll + . + [Zpg1 — 2|

! - 1 <3,%711
— 3m 3n+1 1 _% - 23n'

Skoro X jest przestrzenia Banacha, istnieje granica x = lim,, oo T,. Z POWYZSZego

. . . . . 11
oszacowania wynika tez, ze ||z — z,| < 557 Stad,

[Anz| = [[Anznll = [|An(z — z4)]|
> 2 lAnll — 5 Al = 204,
bo przeciez || Ay (z — )| < 337[|An]. Ale to dowodzi, ze
1 /4\"
el > (3)
co stol w jawnej sprzecznosci z (13.4). Ta sprzeczno$é dowodzi tezy. O

Dowod ,twierdzenia w ramce” jest juz teraz bardzo prosty. Chcemy udowodni¢,
ze operator
Az := lim A, (13.6)

n—oo
jest liniowy i ograniczony. Pierwsza cecha wynika wprost z liniowosci operacji li-
czenia granicy i liniowosci operatoréw aproksymujacych A,,:

=qa lim A,z + 8 lim A,y = aAx + [Ay.
n—oo n—oo

Ao+ fy) = lim_ An(az + fy) =

lim
n— o0

Dla dowodu ograniczonosci A za$ rozumujemy tak: nieréwnosé

Anz|| = [[Az]| < [|Anz — Az]]
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powoduje, ze zbieznosé¢ ciagu wektorow (A,z), -, pociaga za sobg zbieznos¢ cig-
gu ich norm (||A,z|),»; (do |[[Az|). Kazdy ciag zbiezny jest jednak ograniczony.
Tak wiec istnienie granicy (13.6) implikuje zalozenie (13.4) twierdzenia Banacha—
Steinhausa, z ktorego wnioskujemy, ze M = sup,,~; ||An|| jest mniejsze od nieskon-
czonosci. Dla tego M i dowolnego = € X mamy tez

[Az[| = lim [[Apz| <limsup |4, [|z]| < M|z,
n—00 n—00

co koriczy dowod.

13.3 Wielomiany Bernsteina

Opisany w rozdziale 7 dowdd twierdzenia Weierstrassa jest niekonstruktywny w tym
sensie, ze nie podaje receptury na znalezienie konkretnego ciagu wielomianow
aproksymujacego dang funkcje ciagla. Przepis taki podal Siergiej Bernstein w roku
1912. Pokazal on mianowicie, ze dla kazdej funkcji f € C[0,1] skonstruowane na
jej podstawie wielomiany

mas) =3 (1)1 (3) o

zdazaja, gdy n — oo, do wyjsciowego f € C[0,1] — nazywamy je wielomianami
Bernsteina.

Popatrzymy na to twierdzenie z punktu widzenia zbieznosci operatoréw. Niech
mianowicie A,, bedzie operatorem przyporzadkowujacym funkcji odpowiadajacy jej
n-ty wielomian Bernsteina:

A (@) = wo p(a Zf( )() (1 -yt

FLatwo stwierdzamy, ze operatory A,,n > 1, sa ograniczone:

(3]G

< |If] sup Z ( ) (I—=2)" " =|fll (skutek wzoru Newtona).

[AnfIl = S [Anf(z)] < sup Z

z€[0,1] . =

Co wiecej, jesli fo jest stale rowna jeden, to Afy = fo (i oczywiscie || fol| = 1) a to
dowodzi, ze nie tylko [|A4,] <1 ale wrecz ||A,|| = 1.
Pokazemy, ze dla kazdego f

T[4, f — f =0, (13.7)

(co jest po prostu innym sformutowaniem twierdzenia Weiestrassa w wersji Bern-
steina), podczas gdy dla wszystkich n

1A, — I > 1. (13.8)
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[N
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—

Rys. 13.1: Funkcja f3 (kolor niebieski) i fs (kolor czerwony); na przedziale [1, 1]

30
funkcje te sie pokrywaja.

Ta ostatnia nier6wnosé¢ wyklucza zbieznosc ciagu (A,),,~, w normie operatorowe;.
Wyjasnijmy to dokladniej: zaleznosé (13.7), gdy juz ja udowodnimy, przekona nas,
iz jedyna mozliwa granica (Ay),,~, W normie operatorowej jest I, bo jak pamietamy,
zbiezno$é w normie pociaga za soba zbiezno$é mocng do tego samego operatora.
Z drugiej strony I granica ta by¢ nie moze ze wzgledu na (13.8).

Jak widzimy, klasyczne twierdzenie analizy matematycznej, kamien wegielny
wielu rozumowan nie daje sie opisa¢ przy pomocy zbieznosci w normie — wystepuje
tu typ zbieznosci bardziej subtelny: zbieznosé mocna.

Uwazny Czytelnik zauwazyt zapewne, ze wielomiany Bernsteina sa Scisle powia-
zane z rozkladem dwumianowym. Przypomnijmy, ze méwimy, iz zmienna losowa
X ma rozktad dwumianowy z parametrami n i x jesli

Pr(X =k)= (Z)xk(l—x)”_k, dla k=0,....n;

opisuje ona ilo§é¢ sukceséw w n niezaleznych prébach Bernoulliego, gdy prawdo-
podobienstwo sukcesu w jednej probie wynosi z € [0,1]. W tych terminach A, f
przyjmuje postac

Ao f(x)=E f(n *X,),

w ktorej X, jest zmienng losowa dwumianows o parametrach n i x.
Przypomnijmy tez, ze wartoscia oczekiwana dwumianowej zmiennej losowej
o parametrach n i p jest np, a jej wariancja np(1 — p) (zob. np [10]). Do dowo-
du (13.7) potrzebna nam bedzie tez nieréwnosé Czebyszewa: jesli X jest zmienng
losowa o wartosci oczekiwanej p i wariancji o2, to dla kazdej liczby dodatniej &

[ V)

Pr(X -l >9) < 5.

Zacznijmy od dowodu (13.8). Niech f,,(z) = 0V (1 — |2nz — 1|) (zob. rysunek
13.1). Jak widaé ||f.]| = 1, ale f,(j/n) =0, dla j =0,1,...,n, co skutkuje tym, ze
Apfn = 0. Tak wiec || A, — I|| > |Anfn — foll = I fnl] = 1. To dowodzi (13.8).

Przejdzmy do dowodu (13.7). Funkcja f, jako funkcja ciagta na przedziale do-
mknietym, jest jednostajnie ciggla. Dla danego € > 0 mozemy wiec tak dobrac 4, by
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|f(z)— f(y)| bylo mniejsze od § dla wszystkich x,y z przedziatu [0, 1] spetniajacych
warunek |z — y| < d. Ze wzgledu na fakt, iz

mamy tes )
)= 3 @) () )t -

A zatem warto$é¢ bezwzgledna roznicy miedzy f(x) i A, f(z) nie przekracza

@)~ f (ﬁ) ’ (Z) (1 — z) .

Wyrazenie to mozna rozbi¢ na dwie sumy: na sume »; po wskaznikach spelniaja-
cych nieréwnosé \% — x| > ¢ i sume 3y po wskaznikach pozostalych. Ze wzgledu na
dobér §, ¥y nie bedzie przekraczac¢ § pomnozonego przez sume prawdopodobieristw
odpowiednich wskaznikéw — skoro suma tych prawdopodobienstw nie przekracza 1,
Y2 nie przekracza 5. W ¥; z kolei wystepuja pewne liczby mnozone przez praw-
dopodobieristwa. Latwo zauwazamy, ze liczby te nie przekraczaja 2| f||, a suma
prawdopodobienistw to prawdopodobietistwo Pr(|n~1X,, —z| > §), ktére wobec nie-
réwnosci Czebyszewa nie przekracza w(igf) A zatem X1 nie przekracza 2|| f|| %.
Ze wzgledu na fakt, iz maksimum funkeji @ — x(1 — ) w przedziale [0, 1] osiagane
1

: _ 1o : 1 : L£1] fos £l
jest w x = 5 irbéwne jest ;, Yo nie przekracza 5:55. To dowodzi, ze dla n > 52

3 € € __
norma f, — f nie przekracza § + 5 = ¢, c.b.d.o.

n

D

k=1

13.4 Aproksymacja poissonowska

W poprzednich podrozdziatach dosé buriczucznie przekonywatem Czytelnika, ze
zbieznosé operatoréw w sensie normy jest narzedziem zbyt brutalnym, by dobrze
opisywa¢ delikatng nature niektorych twierdzen. I miatem racje. Ale nie chcialbym
pozostawi¢ wrazenia, ze przy jego pomocy nie da sie zrobié¢ nic ciekawego, bo to
po prostu nieprawda. Dla przykladu pokazemy, ze klasyczne twierdzenie rachun-
ku prawdopodobienistwa, nazywane aproksymacja poissonowska, jest zwiazane ze
zbieznoscia wedlug normy wtlasnie.
Twierdzenie to moéwi, ze

jesli X,, jest zmienna losowa o rozkladzie dwumianowym z parametrami n
i pp, a parametry te dobrane sa tak, ze lim, . np, = A > 0, to

)\k
lim Pr(X, =k)=e - =\ (13.9)

n— 00 k!
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(Po prawej stronie rownosci wystepuja tu prawdopodobieristwa rozkladu Poissona
z parametrem \).

By przepisa¢ je w jezyku operatoréw wyobrazmy sobie, ze poczatkowo ma-
my pewna losowa liczbe zlotowek, a kolejne zdobywamy w niezaleznych probach
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu w jednej probie rownym p — sukces
powoduje, ze otrzymujemy dodatkowsa ztotéwke, porazka — ze nasz stan posiadania
si¢ nie zmienia. Jesli (&;),~ jest rozkladem poczatkowego kapitatu, a wigc

& = Pr(poczatkowy kapital = i),
to po pierwszej probie
& = Pr(nowy kapital = i) = p&§i—1 + (1 = p)&  (przyjmujemy -1 = 0).

Zapominajac o tym, ze (§);s jest rozktadem prawdopodobienstwa i rozwazajac
w zamian dowolny element [', otrzymujemy operator

A (gi)izo = P&+ (11— p)fi)izo (13.10)

dzialajacy w tej przestrzeni. Jest to jak latwo sprawdzi¢ operator ograniczony o nor-
mie roéwnej 1.

Dos¢ oczywiste jest, ze jesli operatorem takim podzialamy dwukrotnie na roz-
klad poczatkowy (&), to znaczy policzymy A? (§i)i>o to otrzymamy rozklad na-
szego kapitalu po dwoch (niezaleznych) probach Bernoulliego. Ogolniej, A™ (fl)po
jest rozktadem po m probach. Innymi stowy, A™ jest operatorem zwiagzanym ze
zmienng losowa o rozktadzie dwumianowym i parametrach n i p: do poczatkowe-
go kapitalu dodajemy tyle zlotéwek, ile osiagneliSmy sukceséw w n niezaleznych
préobach Bernoulliego.

Jak widaé¢, naszym zadaniem jest zbadanie granicy operatorow A, n > 1, gdy
A,, jest zdefiniowany wzorem (13.10) z p zamienionym na p,,. Chcieliby$my miano-
wicie pokazaé, ze

lim A} = Py, (13.11)

n— oo
gdzie Py jest operatorem zwiazanym z rozkladem Poissona z parametrem \. Py opi-
suje wiec zmiane rozktadu naszego kapitatu w doswiadczeniu, w ktérym zyskujemy
losowa ilos¢ ztotowek o rozkladzie poissonowskim. Po takim doswiadczeniu mamy
1 ztotych, o ile wcze$niej mielidémy tyle, a zmienna losowa poissonowska réwna jest
zero, albo wczesniej mieliSmy ¢ — 1 a zmienna réwna jest 1, itd., albo nie mieliSmy
nic, a zmienna losowa wynosi i. To znaczy (zob (13.9))

& =&+ &1 A+ o,

co sprawia, ze

fz 1>0 Zfl —J
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Dowdd zaleznosci (13.11). Najwazniejszym krokiem dowodu jest przedstawienie
P, jako eksponenty pewnego operatora. Pokazemy mianowicie, ze zachodzi zalez-
nosc

Py =eP=D) (13.12)
w ktorej P jest operatorem przesunigcia w prawo: P (&), = (§i—1);>0, (-1 = 0).
Opisuje on, swoja droga, deterministyczny wzrost losowego kapitatu o ztotowke.!”
Tozsamy z (13.12) wzor (uzyj zadania 12.7)

Py = e—>\ = )‘k Pk
g kz !
=0

mozna zinterpretowaé¢ nastepujaco: operator po prawej stronie z prawdopodobien-
stwem e’A% przesuwa ciagi z [ o k pozycji w prawo. Jest to jak widaé¢ réwnowazna
definicja operatora zwiazanego z rozkladem Poissona, a to dowodzi (13.12).

»Uzmienniajac” A, mozemy popatrze¢ na te zalezno$¢ nieco inaczej. Stwierdza
ona mianowicie, ze A\ — P, jest ,prawa czescia’ eksponenty operatorowej A —
M=) o znaczy obcieciem tej ostatniej do prawej potosi. Gdy sprawdzimy (dosé
tatwo), ze Py ma norme 1 dla kazdego A > 0, przekonamy si¢ tym samym, zZe
kontrakcjami sa wszystkie operatory funkcji wykladniczej e} F—1) dla A > 0.

Skorzystamy takze z nastepujacej nieréwnosci: jesli By, -+, B, i Cy, - ,C, sa
kontrakcjami w przestrzeni Banacha X, to (zob. zadanie 13.1)

IBnBp—1-++ By — CpCry -+ Ch|| <> || B — G, (13.13)
i=1
co w szczegolnosci powoduje, ze dla dowolnych kontrakcji B i C' mamy

[B" = C"|| <n|B-C].

Teraz dowodd jest juz tatwy. Skoro

| Ay — Pyl = ||Ar — PR (bo A — P, jest czescia funkeji wyktadniczej)
<nfdn - Pa

< [n(A, — 1) = n(Ps — D),

to wystarczy uzasadnié, ze granica n(A,, —I) in(Px —I) (w sensie normy) jest ten
sam operator. Z drugiej czesci lematu 12.3 wiemy jednak, ze

~ ) = dim e D ) = A lim LD _ 1y = (R —
lim n(Px —I) =X lim /\(e I) )\th_r}(l)t(e I=XNR-1),

n—00 n n— oo
natomiast z definicji A,, mamy A, = p, R+ (1 —p,)I, wiec
n(A, —I) =np,(R—I1) — A(R—1I),

a to konczy dowdd. O]

17Usmiech na naszych twarzach zniknie, gdy zdamy sobie sprawe z tego, ze operator ten opisuje
takze dynamike rozktadu naszego wieku, jakichkolwiek bysmy nie przyjeli jednostek.
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By zobaczy¢ zalezno$¢ miedzy (13.11) a (13.9) rozwazmy szczegblny wektor,
nazwijmy go ep, ktérego wszystkie wspolrzedne sa réwne zero, poza pierwsza,
ktora rowna jest 1. Odpowiada on sytuacji, gdy nasz poczatkowy kapital wyno-
si (deterministycznie, niestety) zero. Aleq jest zatem rozkladem dwumianowym:
po doswiadczeniu mamy tyle ztotoéwek ile byto sukceséw w n probach Bernoulliego.
7 (13.11) wnioskujemy, ze ATey dazy do Pyey to znaczy do rozkltadu Poissona.
Skoro zbieznoéé¢ w I* pociaga za soba zbiezno$é po wspotrzednych, otrzymujemy
stad (13.9). Ale nasz wynik jest w istocie mocniejszy: pokazaliSmy mianowicie, ze
rozktad dwumianowy dazy do rozkladu Poissona w normie przestrzeni I' (podczas
gdy (13.9) dotyczy zbieznosci po wspolrzednych). Ten sam wniosek mozna wy-
snu¢ z tak zwanego twierdzenia Scheffé (zob. [4]). Nasz wynik jest jednak jeszcze
mocniejszy: dowiedliSmy, ze operatory A’ daza do Py jednostajnie na calej kuli
jednostkowej w przestrzeni I1. A tego tatwo z (13.9) nie widac.

Zadanie 13.1. Stosujac indukcje, udowodnij (13.13).



Rozdziat 14

Zbi16r zadan

14.1 Zadania

14.1.1 Przestrzenie Banacha

Zadanie 14.1. Niech C[0,2] oznacza przestrzen funkcji ciagtych na przedziale
[0,2]. Sprawdz, Ze jest to przestrzen liniowa i unormowana z norma

2
1l = / (@) de.

Rozwazajac ciag fn(z) = min{z",1},z € [0,2],n > 1, sprawdz, ze przestrzen ta
nie jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 14.2. Sprawdz, ze przestrzen absolutnie sumowalnych ciagow = = (&;)i>1
jest przestrzenia Banacha, jesli wyposazymy ja w norme

I&
x| = sup + &il-
el = s L5

i=1,..., i=1001

Zadanie 14.3. Sprawdz, ze przestrzen cyg ciagoéw, ktorych wszystkie wspotrzed-
ne od pewnego miejsca rowne sa zero, nie stanie sie przestrzenia Banacha, jesli
wprowadzimy w niej norme

1(€)izoll = sup(i + 1)]&]-
i>0

Zadanie 14.4. Sprawdz, ze przestrzen absolutnie sumowalnych ciagow x = (&;)i>1
jest przestrzenia Banacha, jesli wyposazymy ja w norme

o0

||[L'|| Z i+ 10100 |§2’L‘ + Z ‘§21+1|
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Zadanie 14.5. Niech C[0,2] oznacza przestrzen funkcji ciaglych na przedziale
[0,2]. Sprawdz, ze jest to przestrzeni liniowa i unormowana z norma

2
1fl = sup |£()] + / ()| da,
z€[0,1] 1

ale nie jest to przestrzen Banacha.

Zadanie 14.6. Niech X oznacza przestrzen funkcji ograniczonych, zdefiniowanych
na zbiorze S = [0, 2] U {5}, ktére maja te wlasnos¢, ze f(z) =0 dla x € [1,2]. Czy
z normg || f|| = sup,ep,9f(z)| + | f(5)| jest to przestrzen Banacha?

Zadanie 14.7. Niech X bedzie, wyposazona w norme supremum, przestrzenia
funkcji ograniczonych na przedziale [0, 3], ktore na przedziale [0, 1] sa ciagle, a do-
datkowo spetniaja warunek

1

fl@)=5(f@-D+fl@+1), zell,2]

Narysuj wykres typowego przedstawiciela X. Udowodnij, ze X jest przestrzenia
Banacha.

Zadanie 14.8.

(a) Wykaz, ze przestrzen

X= {(&)ieN €1°: ) |&l <o, Y &= 0}
i=1 i=1

z normga taka jak w przestrzeni !, jest przestrzenia Banacha.

(b) Uzasadnij, ze jezeli w definicji przestrzeni X z punktu (a) zastapimy warunek
Zzl & = 0, warunkiem

istnieje takie 1 > 1, ze & =0,
to X nie bedzie przestrzenia Banacha.

Zadanie 14.9. Niech X oznacza przestrzen funkcji ciagtych na przedziale [0, 1],
ktorych wykresy sa symetryczne wzgledem 1 (tzn. f(z) = f(1 — ) dla = €
[0,1]) i ktére maja te wlasnos¢, ze f(0) = f(3). Czy z normg supremum | f|| =

SUPgeoq)lf(@)] jest to przestrzeri Banacha?

Zadanie 14.10. W przestrzeni X absolutnie sumowalnych ciagow x = (&;)i>1
zdefiniujmy funkeje || - || wzorem

e .
laf =) et F
i=1

Sprawdz, ze jest to norma oraz wykaz, ze przestrzenn X wyposazona w te norme jest
przestrzenia Banacha.

&il-
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Zadanie 14.11. Udowodnij, ze z zupelosci przestrzeni liczb rzeczywistych wyni-
ka, iz kazdy nierosnacy ciag ograniczony z dotu ma granice. Udowodnij tez, ze to,
iz kazdy nierosnacy ciag ograniczony z dotu ma granice pociaga za soba zupelnosé
przestrzeni liczb rzeczywistych.

Zadanie 14.12. Sprawdz, ze istnieje dokladnie jedna taka funkcja ciagla f, zde-
finiowana na przedziale [0, 1], iz

1
1422

A fz) + /0 ) [sin(ay) + cos™ (2 +y)]f(y) dy =

z€]0,1]

Wskazowka: Udowodnij, Ze przestrzer’l funkcji ciagtych na [0, 1] z norma typu
Bieleckiego || f[[x = supg¢o,1] AZ| ()], jest dla dowolnego A przestrzenia Bana-
cha.

Zadanie 14.13. Udowodnij, ze istnieje doktadnie jeden ciag (&,)ncz speliajacy
warunki:

2 . 2 . 2
D lel <00, (R4 1)g, g, = M, Ll 41, nEL
nez

Zadanie 14.14. Udowodnij, ze istnieje dokladnie jedna funkcja ciggta f na prze-
dziale [0, 1], speliajaca zaleznosé

f(a:)+sinx2:%f (§x> +éf (;x> + e, x €1[0,1].

Zadanie 14.15. Sprawdz, ze istnieje dokladnie jedna taka funkcja ciagla f, zde-
finiowana na przedziale [0, 1], iz

x?—1

Veepny — flx) — /0 [sin(z +y) + cos*(zy)]f(y) dy = R —

Zadanie rozwiaz dwoma sposobami.

Wskazowka: Skorzystaj z faktu, ze przestrzer’l funkcji ciagtych na [0, 1] z norma
typu Bieleckiego || f[[x = sup,epo1j€” Az| f(z)|, jest dla dowolnego A przestrzenia
Banacha.

Zadanie 14.16. Niech beda dane ciagi

1 o
i b, =e i (1) n > 0.

Op = —————— i
Topt4n2—1 n!

Sprawdz, ze w przestrzeni [} ciagow bezwzglednie sumowalnych istnieje dokladnie
jeden ciag (&,)n>0 spelniajacy réwnanie

gn + kabn—k, = Un, n Z 0.

k=0

Zadanie rozwiaz dwiema metodami.
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Zadanie 14.17. Udowodnij, ze istnieje dokladnie jeden ciag (£,)n>1 spelniajacy
warunki:

oo
Y lenl <00, nEnsr =4AnE, + 260 +sinn, 0> 1.
n=1

14.1.2 Przestrzenie Hilberta

Zadanie 14.18. W przestrzeni [? wyznacz jawny wzor rzutu ortogonalnego na
podprzestrzeni liniowa

A = {(&)nz0 € I €an = 26041, 1 > 0}.

Zadanie 14.19. Niech X oznacza przestrzen ciagow r = (51‘):‘21’ dla ktorych szereg
Yoo i &7 jest zbiezny.

(A) Wprowadz tak iloczyn skalarny, by X stala sie przestrzenia Hilberta z norma

2l = /32y 0 €7

(B) Ktory z nastepujacych zbioréw jest podprzestrzenia X? (Odpowiedz doktad-
nie uzasadnij).

(a) {zeX: |z =1},
(b) {z = (&)i>1 € X: &4+ & =0}
(C) Znajdz wzér na rzut wektora (1;);>1 na podprzestrzen z poprzedniego punktu.
Zadanie 14.20. Niech a,,n > 1, bedzie ciagiem liczb dodatnich. Zalézmy, ze

istnieja takie stale 0 < ¢ < C < o0, iz ¢ < a, < C dla kazdego n > 1. Niech H
bedzie przestrzenia Hilberta ciagow liczbowych z = (§;);>1, dla ktoérych

]| = " ai&f < oo.

i>1
(a) Podaj wzor na iloczyn skalarny w tej przestrzeni.

(b) Sprawdz, ze zbior Hy zlozony z tych elementow H, dla ktorych zachodza
zaleznosci:

£ = &5, §121 + €500 = 0,

jest podprzestrzenia H.

(¢) Znajdz wzor na rzut ortogonalny na podprzestrzen Hy.
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14.1.3 Operatory liniowe
Zadanie 14.21. Operator A: R? — R? dany jest wzorem
A(‘rayaz) = (I -z, + y)

Wyznacz norme operatora A , jezeli w R? okreslimy norme ||(z,y, 2)|| = |z| + |y| +
|z |, a w przestrzeni R? norme ||(z,v)| = max(|z|,|y|).
Zadanie 14.22. Niech ¢gp oznacza przestrzen ciagow =z = (&,)n>1, ktore od

pewnego miejsca (zwykle réznego dla roznych ciagow) sa rowne zero, z normag
[z]| = sup,,>1 [§n|- Ktore z nastepujacych operatoréw liniowych przeksztalcajacych
te przestrzen w siebie sa ograniczone? Oblicz ich normy.

A (5n)n21 = (0725270a4£430a6£6a )7
B(fn)nzl = (52?61554763756765” )a

Clen)nz1= () om0, Y €n11,0,0,0,0, ..).

n=1 n=1

Zadanie 14.23. Ktory z nastepujacych operatoréw nie jest liniowy? Ktory jest
liniowy, ale nieograniczony? Odpowiedzi dokladnie uzasadnij. ZnajdZ norme ope-
ratora, ktory jest liniowy i ograniczony. We wszystkich przypadkach rozwazamy
operatory w przestrzeni ¢y ciagdéw, ktore od pewnego miejsca réwne sa stale zero
(z norma supremum).

(&) A(&)iz1 = (1)1
(b) B(&)i>1 = (&isin %)izl'

(€) C(&)iz1 = (1,&1,62,...).

Zadanie 14.24. Niech (a;)n>1 bedzie takim ciagiem liczb rzeczywistych z prze-
dziatu (0, 1), ze lim; o a; = 1. Zdefiniujmy operator A: I! — R wzorem

Ax = Z a;&;, gdzie z = (&)i>1 € I*.
i=1

Sprawdz, ze ||A || = 1.
Zadanie 14.25. Niech operator A: C[0,1] — C0, 1] bedzie dany wzorem

_ [Tt e
(Af)(x) 7/0 T fdt, feC0.1].
Oblicz norme operatora A .

Zadanie 14.26. W przestrzeni C[—o0, 00| funkcji ciagltych o granicach w plus
i minus nieskoniczonosci (z norma supremum) rozwazamy operator

Af(m):/_ ﬁlyﬂc(m—i—y)dy, x €R.

Udowodnij, ze jest to operator ograniczony i znajdz jego norme.
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Zadanie 14.27. Wykaz, ze operator A: C?[0,1] — C0,1] dany wzorem Af =
1", f € C?0,1], nie jest ograniczony, jezeli w przestrzeni C2[0, 1] definiujemy nor-
me || fllczi0,1) = 1fllcp,ay + 1 lego,1): @ w C[0, 1] rozwazamy norme standardows.

Zadanie 14.28. W przestrzeni funkcji ciagltych na przedziale [0, 1] rozwazamy
operator dany wzorem

1
Af=([ swanr.,
0
gdzie f,(x) = x?. Znajdz wzor na et4,t > 0.

Zadanie 14.29. W przestrzeni C|0, oo] funkeji ciaglych na [0, 00) i posiadajacych
granice w nieskoriczonosci (z norma supremum) rozwazamy operator

Af = f(0)f.,
gdzie fi(x) = 2e~% & > 0. Sprawdz, Ze jest to operator ograniczony i udowodnij,
ze

f(0)

tAf = f 4 (e* — 1) f., t € R.

2
Zadanie 14.30. Niech L'[0,1] bedzie przestrzenia funkcji bezwzglednie catko-

walnych na przedziale jednostkowym, wyposazona w norme | f| = fol |f(x)| dz.
Sprawdz, ze operator dany wzorem

Af@) = @)+ S0 =)+ £ (o). ac DLl

jest ograniczony i oblicz jego norme.

Zadanie 14.31. Niech L'[0,1] bedzie przestrzenia funkcji bezwzglednie catko-

walnych na przedziale jednostkowym, wyposazona w norme || f|| = fol |f(x)| dz.
Sprawdz, ze operator dany wzorem

Af(z)=f(x)+ f(l—x)+ f (;x—i— §> , x€0,1],

jest ograniczony i oblicz jego norme.

Zadanie 14.32. Niech Cy(0,1] oznacza, wyposazona w norme supremurn, prze-
strzen funkcji ciagtych na przedziale [0, 1], ktore przyjmuja wartosé zero w x = 0.
Kazda z funkcji f € Cy(0,1] rozszerzamy do funkcji f zdefiniowanej na calej osi
liczbowej za pomoca nastepujacego wzoru:

 (f@, cep,
flz) =4 1), x> 1,
—f(=z), x<O.

Udowodnij, ze operatory A,,, zdefiniowane wzorem

Anf(a) = 5[ Fe+n™) + flz - n),
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zbiegaja w mocnej topologii do operatora identycznosciowego (tzn. ze lim, oo
|A. f— f]l = 0 dla kazdego f € Cy(0, 1]), ale nie jest prawda, ze lim,, 0|4, —1 || =
0.

Zadanie 14.33. Niech a,,n > 1, bedzie dazacym do 1 ciagiem liczb spelniaja-
cych warunek a,, € (0,1). W przestrzeni C[0, 1] ze standardowa norma supremum
definiujemy operatory

Anf(x) = f(1 —an(l —2)), n>1.

Udowodnij, ze operatory A,, daza do I w mocnej topologii, ale nie w normie ope-
ratorowej.

Zadanie 14.34. Niech C|0, 1] bedzie przestrzenia funkeji ciagtych na odcinku [0, 1].
Zdefiniujmy operator T,,: C[0,1] — C[0,1], n = 1,2, ..., wzorem

B f(¥3z), x€0,1/¥3],
Tnflo) = {f(l» e (1) V31

(a) Wykaz, ze dla dowolnego n operator T, jest ograniczony oraz oblicz jego
norme.

(b) Sprawdz, ze dla dowolnej funkeji f € C[0, 1] zachodzi
lim T, f = f,
n—oo
jednak nie jest prawda, ze
lim | T, — I || =0,
n—oo
gdzie I = I¢,1) jest operatorem identycznodciowym w C10, 1].

Zadanie 14.35. Niech C[0,1] bedzie przestrzenia Banacha funkcji ciaglych na
przedziale [0, 1], ktore maja te wlasnosé, ze f(0) = f(1). Operator A dzialajacy
w tej przestrzeni dany jest wzorem

Af(x) = =2f(z ® 0.25),
w ktorym @ oznacza dodawanie modulo 1.
(a) Opisz dzialanie operatora A.
(b) Sprawdz jego ograniczonosé i oblicz norme.
(c) Oblicz e?.

Zadanie 14.36. W przestrzeni [! rozwazamy operatory T,,n > 1, dane wzorem

Tn(&i)iz1 = <Z§u§1 +82,61 —&2,8 + 84,83 — &4, 8 + 66,65 56,-~-> ;

k=1

w ktorym (&;)i>1 € I', a n > 1. Oblicz ich normy i znajdz ich granice w mocnej
topologii. Udowodnij, ze nie jest ona granicag w normie operatorowej.
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14.2 Rozwiazania

Zadanie 14.1. Sprawdzenie warunkoéw przestrzeni liniowej nie sprawia trudnosci.

Pokazemy, ze funkcja || - | : C[0,2] — R jest norma. Zalozmy, ze || f|| = 0. Wtedy
f02|f(:1c)| dx = 0. Gdyby dla pewnego punktu xy € [0,2] bylo |f(zo)| > 0, to
z ciaglosci funkeji f istniatby taki przedziat (a,b) 3 xo, ze |f(x)] > 0 dla x € (a,b).
Stad [|f|l > fab\f(x)|da: > 0. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze |f(z)| = 0 dla
x € 10,2], skad oczywiscie wynika, ze f(z) =0 dla = € [0, 2].

Nieréwnosé trojkata oraz jednorodno$é wynikaja wprost z odpowiednich wtla-
snosci catki.

Wykazemy teraz, ze przestrzen C|0,2] z tak zdefiniowana norma nie jest prze-
strzenia Banacha. Sprawdzmy, ze ciag (fn)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego. Za-
t6zmy, bez zmniejszania ogoélnosci rozwazan, ze n > m. Wtedy

2
| fr = fmll = /o [min(z",1) — min(z™,1)|da =

1
1 1 1

:/(xm—x")dx: - < .

0 m+1 n+1" m+1

Dowodzi to, ze ciag (fn)n>1 jest ciagiem Cauchy’ego, gdyz dla dowolnego € > 0
oraz liczby naturalnej N > % — 1 mamy #ﬂ <e€, o0ilem > N.

Pozostaje nam uzasadni¢, ze ciag (f,)n>1 nie jest zbiezny w tej przestrzeni.
Przypusémy, ze istnieje takie f € C10,2], ze || fn, — f|| = 0, gdy n — oo. Zauwazmy,
ze dla dowolnego punktu zg € (1,2) musi by¢ f(z9) = 1. W przeciwnym wypadku,
na mocy ciagltodci funkcji f, bytoby f(z) < 1 (badz, analogicznie, > 1) na pewnym
przedziale [a,b] C (1,2) zawierajacym xo. Wtedy

b
1w — fl = / (1— f(z))dz > (b—a) inf (1— f()).

z€[a,b]

Liczba inf,cjq,4 (1 — f(x)) jest wigksza od 0 na mocy zalozenia oraz niezalezna od
n. Otrzymujemy zatem sprzecznos¢ z ||f, — f|| — 0, gdy n — oo, co pokazuje, ze
flz)=1dlaz € (1,2).

Podobnie, zalézmy, ze dla pewnego punktu z¢ € (0,1) zachodzi f(xzg) > 0.
Istnieje wtedy taki przedzial [a,b] C (0,1), ze f(z) > 0 dla z € [a,b]. Poniewaz
ciag (fn)n>1 zbiega jednostajnie na [a, b] do funkeji stale réwnej 0, to dla dowolnego
0 < e <infyepqp) f(7) oraz odpowiednio duzych n mamy

b
0= 112 [ 1) = f@)ldz = (6= a) int [fu(o) ~ F(0)] =
=(b—a) inf (f(:r)—fn(x))>(b—a)< inf f(:r)—e).

z€(a,b] z€(a,b]

Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze f(x) =0 dla x € (0,1). Ostatecznie otrzymu-
jemy zatem przeczacy ciagtosci f wzor:
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Zadanie 14.2. Oznaczmy badang przestrzen przez X. Z definicji przestrzeni Ba-
nacha musimy wykaza¢, ze dowolny ciag (z,)n,>1 C X spelniajacy warunek Cau-

chy’ego
AV N oo —azmly <e (14.1)

e0N>1m,n>N

jest zbiezny do pewnego elementu = € X. Zalozmy zatem, ze ciag (2 )n>1 W prze-
strzeni X spelnia warunck Cauchy’ego. Oznaczmy z, = (§,,:)i>1 dla n > 11 prze-
piszmy warunek (14.1) nastepujaco

/\ \/ /\ _sup ml_ligmu i €ni — &mal < e (14.2)

>0 N>1myn>N = 51000 i=1001

Krok 1 — zbiezno$é ,,po wspoélrzednych” ciagu (z,)n>1.
Niech i € {1,2,...,1000} bedzie ustalone. Wtedy

‘gnﬂ _ §m7z| S |§n7z _ 5mz| <e

sup n>1

2 i=1,...,1000 2

) )

a zatem [, ; — & i| < i €. Z dowolnosci e wynika, ze cigg liczbowy (&,,,:)n>1 spelnia
warunek Cauchy’ego w R. Ma on zatem granice, ktorg oznaczmy &; = lim,, o0 &n iy
1 =1,2,...,1000. Podobnie, jezeli ¢ > 1001, to

o0
|§n,i - 5m,z| S Z |§n,z - gmz| < €.
i=1001
Stad rowniez ciag (&,,:)n>1 (dla i > 1001) spelnia warunek Cauchy’ego w R i jego
granice oznaczamy jak wczesniej, & = lim;,, 00 &4, 7 > 1001.

DowiedliSmy zatem, ze ciag (z,)n>1 jest zbiezny ,po wspolrzednych” do z =
(&i)iz1-

Krok 2 — ciag = = (§;);>1 nalezy do przestrzeni X.

Aby pokazaé¢, ze x € X trzeba sprawdzi¢ absolutna sumowalnosé ciagu z, to
znaczy, ze y_;o,|&| < co. Poniewaz na zbieznos¢ szeregu wplywa tylko jego reszta,
to Yoo |&| < oo wtedy i tylko wtedy, gdy > o011 < 0.

Zauwazmy, ze warunek (14.2) implikuje

AV A A D lai—éuil<e (14.3)

>0 N>1m,n>N k>1001 i=1001

Poniewaz N nie zalezy od k, wiec

k k
Hm Y e = Emal = D i =&l < (14.4)

1=1001 1=1001

dla dowolnego k > 1001. Z nieréwnosci trojkata dla wartosci bezwzglednej wynika
zatem, ze

k k k
STl = D il £ D0 [ni— &l <e,

i=1001 1=1001 i=1001
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skad
k k
Z &) < Z |&n.il + €.
i=1001 i=1001

7 dowolnosci k > 1001 widzimy, ze szereg Zf:wm || jest zbiezny, poniewaz x,, € X
(clag x,, jest absolutnie sumowalny). Zatem x € X, czego nalezalo dowiesé.
Krok 3 — zbiezno$é ciagu (z,),>1 do =z w X.

Pozostaje sprawdzi¢, ze lim,,_, ||z, — 2|y = 0, co tak naprawde juz (prawie)
zrobili$my.

Podobnie jak w kroku drugim, warunek (14.2) implikuje

fn,i - fm,i
AV AN s Sl
i— i
e>0 N>1m,n>N k>1001 =1+ 1000
Poniewaz supremum jest liczone po zbiorze skoniczonym, to rowniez

hIIl sup |£n,1 7 §7n,i| _ sup |§n 7 : £1| (145)
M—00 j—=1....,1000 1 i=1,...,1000 7

Sumujac nieréwnosci (14.3) i (14.5), otrzymujemy
/\ \/ /\ Sup gnz' 51 + Z |§nz fmz|<26
>0 N>1n>N =1:-1000 i=1001

Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest norma ||z, — 2|y, a zatem z dowolnosci
e warunek ten implikuje zbieznosé¢ ciagu (2, )n>1 do & w przestrzeni X.

Zadanie 14.3. Dla danego n > 1 niech z,, = (§,,;)i>0 bedzie dany wzorem

czyli

2
Wtedy oczywiscie x,, € cgp dla n > 1. Ustalmy teraz dowolne ¢ > 0. Dla m,n > 1,
m < n, mamy

1 1
len — 2ml = |[{0,...,0, ———=, ..., —=,0,... ||| =
(m+1)3 n3

= (m+1)? ! N
N (m+1)3 m+1

Oznacza to, ze ciag (xy,),>1 spelnia w przestrzeni cop warunek Cauchy’ego. Przy-
pusémy, ze ma on granice = (&;);>0 € coo. Zauwazmy, ze ciag (&, )n>1 jest zbiezny
D0 wspolrzednych”. Istotnie, dla ustalonego ¢ > 0 prawdziwa jest nieréwnosé

|nyi — &l <

1
m\\mn—wH.
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Jezeli zatem x,, — v dlan — 0o w cqg, to lim, o &,,; = & dla kazdego i > 0. Jed-
nak ciag liczbowy (&,,i)n>1 jest ciagiem stalym od pewnego miejsca i lim,, o0 £, =

skad
1 1
Xr = <1,23,33,>

Taki ciag nie jest elementem przestrzeni cqg, co prowadzi do sprzecznosci.

1
G+1)3°

Zadanie 14.4. Oznaczmy badana przestrzen przez (X, | -||). Z definicji przestrzeni
Banacha, musimy wykaza¢, ze dowolny ciag (z,)n>1 C X, spelniajacy warunek

Cauchy’ego
AV A llzw =zl <e (14.6)

e0N>1m,n>N

jest zbiezny do pewnego elementu x € X. Zalozmy zatem, ze ciag (z,),>1 Spelnia
w przestrzeni X warunek Cauchy’ego. Oznaczmy ponadto z,, = (&,)i>1 dlan >1
i przepiszmy warunek (14.6) w postaci

/\\/ /\ Zk+10100|§"2k §m2k|+2|fn2k+1 Emoks1] <€ (14.7)

e>0N>1m,n>N k=1

Krok 1 — zbieznosé ,,po wspoéirzednych” ciggu (z,),>1.

Niech € > 0 oraz ¢ > 1 bedg dowolnie wybrane. Udowodnimy najpierw, ze
ciagi wspolrzednych o numerach parzystych ciagu (z,),>1 sa zbiezne w R. Na
mocy warunku (14.7) mamy

- (oo}
¢ k
W|fn,2i —&m,2il < Z m|§n,2k — &2kl < e, m,n > N.
k=1
Stad
i+107" 10100
/\ \/ /\ |£n21 §m2z| .
e0N>1mn>N
Ktladac € := waoe otrzymujemy, iz

\/ /\ En,2i — Em.2i| < €.

N>1mn>N

Z dowolnosci ¢ wynika, ze ciag liczbowy (&,,2;)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego
w R. Ma on zatem granice, ktoéra oznaczmy &z; 1= limy, 00 &p,2i5 ¢ > 1.

Z drugiej strony, przechodzac do wspélrzednych o numerach nieparzystych, dla
1 > 0 mamy

oo
n2it1 = Emaist] Y |nakt1 — Emaki1l <e,  m,n>N.
k=0

Widzimy zatem, ze ciag (&,,2i+1)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego w R i jego granice
oznaczamy jak wezesniej, {2541 := limy, 00 {n 2i41, ¢ > 0.
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DowiedliSmy zatem, ze ciag (z,,)n>1 jest zbiezny ,po wspoélrzednych” do ciagu
liczbowego = = (&;);>1 C R.
Krok 2 — ciag = = (§;);>1 nalezy do przestrzeni X.

Aby pokazaé, ze x € X, trzeba sprawdzi¢ absolutng sumowalnosé ciagu z, to
znaczy, ze y_ ., |&] < oc.

Zauwazmy, ze warunek (14.7) implikuje

/\ \/ /\ /\ Z i+ 10100 |§n 21 — gm 22| + Z|£n 2i4+1 — gm 2’L+1| < €. (14 8)

e0N>1m,n>N k>1 i=1

Ponadto, poniewaz

i 10100 10100 1
1> ——=1-——=>1- = ,

i+ 10100 i+ 10100 1410190 1410100

to dla £ > 1 mamy
k 1 2k+1
Z i+ 10100 |§n 21 — gm 27,| + ;lgn 2i+1 — fm 21+1| =1 i 10100 Z |£n ) fm 1|
(14.9)
Poniewaz (suma jest skoriczonal)
2k+1 2k+1
: RS & >
Jim Zl [€n,i = Em.il ; i =&l knz1,

to przechodzac w nieréwnosci (14.9) do granicy przy m — oo, oraz wykorzystu-
jac (14.8), otrzymujemy

2k+1

/\ \/ /\ /\ 1_|_10100 Z|§nz &l <e (14.10)

e>0N>1n>N k>1

Wybierajac € = 1, z nieréwnosci trojkata dla wartosci bezwzglednej wiemy zatem,
ze

2k+1 2k+1 2k+1
SOIG = D nal < — & <1410 k>1,n>N.
=1 =1 1=1
Poniewaz x,, € X C I', to
2k+1 2k+1
TS 01 <lzply +1 41010 k>1, n>N.
=1 =1

Liczba po prawej stronie nieréwnosci nie zalezy od k, wiec z dowolnosci £ > 1
widzimy, ze szereg >~ |&| jest zbiezny. Stad z € X, czego nalezalo dowiesé.
Krok 3 — zbiezno$é ciagu (z,),>1 do z w X.

Pozostaje sprawdzi¢, ze lim, ||z, — x| = 0, co tak naprawde juz (prawie)
zrobili$my.
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Podobnie jak w kroku drugim, przechodzac w warunku (14.7) do granicy przy
m — 00, otrzymujemy

/\ \/ /\ /\ Z i + 10100 |£n 21 — €2z| + Z|§n 2i4+1 — €2z+1| < €.

e0N>1n>N Ek>1i=1

Stad
/\ \/ /\ Z i + 10100 |§n 21 £2L| + Z|§n 2141 — €2z+1| < €.
e>0N>1n>N i=1

Ostatecznie widzimy zatem, iz

AN Nlen -2l <e

e>0N>1n>N

co z definicji oznacza, ze

lim z, =«
n—roo

w przestrzeni X.

Uwaga. Wykorzystujac jedna z nierownosci z kroku drugiego, tatwo sprawdzié,

ze dla x € X mamy
1

m”xﬂzl

Pokazuje to, ze normy |- || i -], sa rownowazne, zatem dowod zupelnosci prze-
strzeni X mozna sprowadzié¢ do dowodu zupelnosci przestrzeni .

<zl < flflys-

Zadanie 14.5. W badanej przestrzeni wprowadzamy naturalne dzialania

(f+9)(x) = flx) +g(x),  f9€C0,2], z€]0,2],
(af)(z) :=af(x), fe€C0,2,aeR, z€]|0,2].

Z tak wprowadzona suma wektorow oraz mnozeniem przez skalar, przestrzen C|0, 2]
jest przestrzenia liniowa. Rzeczywiscie, tacznosé, przemiennosé oraz prawa rozdziel-
nosci wynikaja wprost z tych wtasnosci dla liczb rzeczywistych. Ponadto, funkcja

stale rowna zero jest elementem neutralnym, a funkcja — f, gdzie (— f)(z) := — f(z),
x € [0,2], elementem przeciwnym do f.
Sprawdzimy teraz, ze funkcja || - || jest rzeczywiscie norma.

e Niech || f]| =0 dla f € C[0,2]. Wtedy

sup |f( \+/|f ) de =0,

z€[0,1]

skad sup,¢o17|f(z)| = 0 oraz f12|f(x)\ dz = 0. Zatem, z pierwszego warunku,
f(z) = 0 dla = € [0,1]. Gdyby natomiast istnial taki punkt xo € (1,2], ze
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f(zo) # 0, to z ciaglogei funkeji f mozemy znalezé¢ przedzial [a,b] C (1,2],
dla ktorego inf f(z)| > 0. Wtedy

/If \dx>/|f da:>/ it 1f(@)|dz =

(b—a) Lt |f(@)] > 0.

Powyzsza sprzeczno$é dowodzi, ze f(x) = 0 dla @ € (1,2], czyli ostatecznie
f(x)=0dlax € |0,2].

e Niech f € C[0,2], a« € R. Wtedy

lafl = sup |(af)(@ |+/|af )| de =

z€[0,1]

s fallfG@ \+/|a||f ) dz =

la| sup If(x)\+|a|/ |f(z)]dz = ol f].
z€[0,1] 1

e Niech f,g € C][0,2]. Wykorzystujac nieréwnos¢ trojkata dla wartosci bez-
wzglednej i supremum oraz monotonicznosé catki Riemanna, mamy

2
If +oll = sup |f(@) +g(@)| + / (@) + g(x)|d <
z€[0,1] 1
2

< swp (@) + lo@) + [ (@) + lo(@)) da <

z€[0,1]
< s |7@)|+ o oG |+/|f \dx+/\g )| da =
— 1£1+ gl

Zeby dowiesé, ze przestrzen C[0, 2] z tak wprowadzona norma nie jest przestrze-
nia zupelna, niech f, € C[0,2], n > 1, gdzie

f@) = {1, x e [0, 1],-

(2—2)", x€(1,2]

Wtedy, dla n > m oraz dowolnego € > 0 mamy
2
I = full = [ (=2~ 2 - 2] da
1

]
1
:/ (tmft")dt:lfl<i<e,
0 m n m
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oilem > N := EJ Pokazuje to, ze ciag (fn)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego
w C[0,2]. Zalozmy, ze jest to ciag zbiezny w zadanej normie do funkeji f € C10,2].
Poniewaz

[fn = fII = sup [fu(z) = f(2)],

z€[0,1]

to ciag (fn)n>1 jest zbiezny jednostajnie do f na przedziale [0, 1]. Zatem dla z €
[0,1], f(x) jest granica punktowa ciagu (fy(z))n>1, wiec

f(z) = lim f,(z) = lim 1=1, z € [0,1].

n—roo n—roo

Z drugiej strony, na przedziale (1,2] funkcja f musi byé rowna zero. Gdyby bylo
inaczej, to na mocy ciaglodei funkcji f istnialby przedzial [a,b] C (1,2], o tej
wlasnosci, ze infye[q4|f(2)] > 0. Wtedy

2
im [|f — £ > Tim / fal) — f(a)] dz >

> lim/|fn — f(x)|dz >

n—roo

b
lim / f@lde = i [1f,(@)]de >

b
(b—a) inf |f(x)] — lim (2—a)"dx =

z€(a,b] n—oo [

Y

vV

=(b—a) inf |f(z)]- lim [(2—a)™! = (2—b)"H] =

n—oo n, + 1
=(b—a) inf If( )| >0,

z€[a,b]

co daje sprzecznosé. Stad f(z) = 0 dla z € (1, 2], wiec ostatecznie

jednak ta funkcja nie jest funkcja ciagla, to znaczy f ¢ C|0,2]. Ciag (f,)n>1 nie
jest zatem zbiezny w przestrzeni C[0,2], co pokazuje, ze nie jest ona przestrzenia
Banacha.

Zadanie 14.6. Niech (f,),>1 C X bedzie ciagiem spelniajacym warunek Cau-

chy’ego, to znaczy
AV A Ifa—ful<e

e0N>1n,m>N

Wtedy

AV A s lfa@) = fu(@)] + 1£2(5) = fm(B5)] <€, (14.11)

e>0 N>1n,m>N €[0,2]
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skad

AV A Alfa@ = ful@) <e (14.12)

e>0N>1n,m>N zeS

Oznacza to, ze dla kazdego ustalonego z € S, ciag liczbowy (f,(x))n>1 spelnia
warunek Cauchy’ego w R, a zatem jest zbiezny. Niech

f(z):= lim f,(x), x €S

n—00

Nalezy teraz wykazaé, ze f € X oraz lim,, || fn — f|| = 0.
Na mocy (14.12) istnieje liczba naturalna N, dla ktorej

|fn(x) — fn(2)| < 1, n>N, z€5.
7 nieréwnoéci tréjkata otrzymujemy zatem
[fu(2)| <1+ |fn(2)], n>N, z €S
Przechodzac z n to nieskonczonosci, powyzsza nieréwnos¢ przyjmuje postac

|f(2)| < 1+ |fn(z)], z € S.

Poniewaz fy jest funkcjg ograniczona na S, to rowniez f jest funkcja ograniczong
na S. Ponadto, dla = € [1,2] mamy

f(z) = lim f,(x)= lim 0=0,

n— o0 n—r00

co dowodzi, ze f € X. Zauwazmy ponadto, ze warunek (14.11) implikuje

AV A N @)= lim fu@)] +[fa(5) = lim fu(5)] <,

e>0N>1n>N z€[0,2]

czyli

AV Allfa—fl<e

e>0N>1n>N
Dowodzi to, ze X jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 14.7. Zalozmy, ze ciag (fn)n>1 C X spelnia warunek Cauchy’ego i niech
€ > 0 bedzie dowolnie wybrane. Istnieje zatem taka liczba naturalna N, ze dla
dowolnych liczb naturalnych m,n > N zachodzi nieréwnosé

”fn - fm” <e¢,

czyli

sup |fn(x) — fi(2)| <e. (14.13)
z€[0,3]

Krok 1 — zbiezno$é¢ punktowa ciagu (f,)n>1.
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Niech z € [0, 3]. Wtedy z warunku (14.13) wynika, ze

|fn(2) = fin(2)| <€ (14.14)

o ile m,n > N. Oznacza to, ze ciag liczbowy (f,(z))n>1 spelnia w R warunek
Cauchy’ego, czyli jest zbiezny. Zdefiniujmy funkcje f wzorem

fl) = lm fu@), we[03)

Krok 2 — funkcja f jest elementem przestrzeni X.
Musimy wykazaé, ze

(a) f jest funkcja ograniczona na przedziale [0, 3],
(b) f jest funkcja ciagla na przedziale [0, 1],

(¢) speliona jest rownosé
f@) = 3=+ fa+1),  we L)

(a) Z nierownos¢ (14.13) otrzymujemy
[fu(z) = fn(@)l <€ 2€[0,3], n> N,

co implikuje
[fn(@)] <e+|fn(x)l,  =€]0,3].

Przechodzac z n do nieskoiiczonosci, otrzymujemy wiec

Poniewaz fx jest funkcja ograniczona, to réwniez f jest funkcja ograniczona.
(b) Aby funkcja f byta ciagta w ustalonym punkcie x¢ € [0, 1], musimy pokazad,
ze dla dowolnego € > 0 istnieje taka § > 0, ze

lzo — 2| <0 = |f(20) — f(z)| <e
Na mocy nieréwnosci trojkata
[f (o) = f(2)] < [f(@0) = fu(@o)| + [fu(w0) = fu(@)[ + [ fu(z) = f(x)], n=>1.

Oszacujemy kazda z powyzszych wartosci bezwzglednych oddzielnie. Niech e > 0.
Przechodzac w warunku (14.13) z m do 400 otrzymujemy, ze istnieje taka liczba
naturalna N, ze dla n > N oraz dowolnego = € [0, 1] zachodzi nieréwnosé

[fn(z) = f(z)] <e (14.15)

Poniewaz funkcja fy jest ciagla na [0, 1], to istnieje dy > 0, iz

|fn (o) = fn(z)| <€ (14.16)
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oile |zg — x| < dn. Laczac warunki (14.15) i (14.16), otrzymujemy

|f(zo) = f(@)] < [f(w0) = v (@o)| + [fn (o) — fn (@) + [fn (@) — f(2)] <
<e+e+e=3e,
jezeli tylko |zo — x| < dn. Dowolnosé e dowodzi zatem ciaglosci funkcji f w kazdym

punkcie zg € [0,1].
(¢) Poniewaz f,, € X, to

F@) = lim fo(z) = lim %(fn(x—l)—i—fn(:v—i—l)):

n—oo n—oo

= S =1+ fa+ D)

Krok 3 — zbieznosé ciagu (f,),>1 do f w normie || -|.
Zauwazmy, ze dla dowolnego x € [0, 3] z warunku (14.14) oraz zbieznosci punk-
towej ciagu (f)n>1 do f wynika, ze

i [fn(2) = fm ()] = [fn(z) = f(2)] <€

m—r oo

dla n > N, co mozemy przepisa¢ w postaci

sup |fn(2) = f(2)] <e,

z€(0,3]

czyli

AV A ls—fl<e

e0N>1m,n>N

Z dowolnosci €, dowodzi to zbieznosci ciagu (fy,)n>1 W normie supremum.

Zadanie 14.8. (a) Z definicji przestrzeni Banacha, musimy wykazac, ze dowolny
ciag (z,)n>1 C X speliajacy warunek Cauchy’ego

AV A llzw—zalx <e (14.17)

e0N>1m,n>N

jest zbiezny do pewnego elementu z € X. Zalozmy zatem, ze ciag (%, ),>1 W prze-
strzeni X spetnia waruneck Cauchy’ego. Oznaczmy z,, = (§,,;)i>1 dla n > 11 prze-
piszmy warunek (14.17) nastepujaco, pamigtajac ze || - [|x = |- ||,

AV A Sl e

e>0N>1m,n>N i=1

<. (14.18)

Poniewaz dla dowolnie wybranego i > 1 mamy >, [&,5 — &mjl > [€ni — Emil,
wiec, w szczegblnosci, warunek (14.18) implikuje

/\\/ /\ /\|§n,i*§m,z‘|<e.

e>0N>1mn>N i>1
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Oznacza to, ze ciag i -tych wspolrzednych (&,;)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego
w R. Poniewaz zbior R z naturalng norma jest przestrzenia Banacha, wiec dla
ustalonego ¢ > 1 ciag (&,.,;)n>1 jest zbiezny, powiedzmy do &; € R.

Niech teraz = (§;);>1. Pokazemy, ze x,, -  w X. W tym celu musimy
sprawdzi¢ dwie rzeczy. Po pierwsze, ze « € X a po drugie, ze lim,, oo ||z, —z||x = 0.
Zauwazmy, ze warunek (14.18) mozna zapisa¢ w postaci

/\ \/ /\ /\i‘fn,i—fm,i <e

(14.19)
€>0 N>1m,n>N k>1 i=1
Poniewaz N nie zalezy od k, wiec
k k
Jim ;|£nz —&m.il = ;Km - &l <e (14.20)

dla dowolnego k > 1. Z nieréwnodci trojkata dla wartosci bezwzglednej wiemy, ze

k k

Slal= lénil <e

i=1 i=1

wiec
k k
MGl <D Jenil + e
i=1 i=1

7 dowolnosci k widzimy, ze szereg Zf:1|§i| jest zbiezny, poniewaz x, € X. Zatem
x €' i, zeby x € X, wystarczy pokazaé, ze o1& = 0. Dla € > 0 mamy

Z gn,z+£n,z) < Z( fni

=1 B =1
o0
Z|£z én, il <e

Z €7L i
i=1
o ile n > N, na mocy (14.19) (zwro¢my uwage, ze korzystaliSmy tutaj roéwniez
ze zbieznosci bezwzglednej szeregow liczbowych). Z dowolnosci € otrzymujemy
Yo & =0, wiec z € X,
Pozostaje sprawdzi¢, ze lim,, o ||z, — z||x = 0, co tak naprawde juz zro-
bilismy. Warunek (14.19) i nier6wnos¢ (14.20) pokazuja, ze

AV A A6l <o

e>0 N>1n>N k>1 i=1

co mozna zapisa¢ jako

/\ \/ /\ i|§n,i—§i| <k,

e>0 N>1n>N i=1
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czyli

/\ \/ /\ |z, — x| <e.

e>0N>1n>N

Ostatni warunek jest deﬁnicjac zbieznosci ciagu (zy)n>1 do  w przestrzeni X.
(b) Niech z, = (1, %, }1,...,%,0...), n > 1. Cigg ten jest elementem
(zmienionej) przestrzeni X i spelnia warunek Cauchy’ego, gdyz dla n > m mamy

n

1 1 1-5tm 1 1 1
lon =l = > 2i2m+11_12m<12n_m><2m~
i=m-+1 2

Z drugiej strony, gdyby (z,)n>1 byl zbiezny w X, to bylby réwniez zbiezny po
wspoltrzednych (czego dowiedlismy w punkcie (a)), a wtedy jego granica bylby ciag

(1,3, 1--.), ktory nie nalezy do X, gdyz wszystkie jego wspolrzedne sg rézne od

0.

Uwaga: Punktu (a) mozna dowiesé duzo prosciej, wykorzystujac nastepuja-
ce twierdzenie: Jezeli X jest przestrzeniag Banacha, a Y C X jej podprzestrzenia
domknieta, to Y jest rowniez przestrzenia Banacha.

Zadanie 14.9. Zalozmy, ze ciag (f,)n>1 spelnia w przestrzeni X warunek Cau-
chy’ego, to znaczy
AV A Ifa—fal<e (14.21)
e0N>1m,n>N

Krok 1 — zbiezno$é punktowa ciagu (f,)n>1-
7 warunku (14.21) wiemy, ze

AV A . [fali) = )] <

>0 N>1m,n>N *€[0:1

Stad

AV A A @)= fu@)] <e (14.22)

e>0 N>1m,n>N z€[0,1]

Zatem dla kazdego = € [0,1] ciag liczbowy (f,(x))n>1 spelnia (w R) warunek
Cauchy’ego, czyli jest zbiezny. Zdefiniujmy funkcje f wzorem

f(z):= lim f,(x), x € [0,1].

n— oo

Krok 2 — funkcja f jest elementem przestrzeni X.
Aby funkcja f byta ciagla w ustalonym punkcie xg € [0, 1], musimy pokazaé, ze

AV lzo 2] <6 = |f(z0) — f(a)| <.

e>06>0

Na mocy nieréwnosci trojkata

[f(zo) = f(2)| < 1f(x0) = fu(o)| + [fu(w0) = fu(@)| + [fulz) — f(2)|, n=1.



14.2. ROZWIAZANIA 157

Oszacujemy kazda z powyzszych wartosci bezwzglednych oddzielnie. Niech e > 0.
Przechodzac w warunku (14.22) z m do +oo otrzymujemy, ze istnieje taka liczba
naturalna N, ze dla n > N oraz dowolnego = € [0, 1] zachodzi nieréwnosé¢

[fn(2) — f(z)] <e. (14.23)

Poniewaz funkcja fx jest ciagta, to istnieje dy > 0, iz

|fn (o) — fn(2)] < e (14.24)

oile |zg — x| < dn. Laczac warunki (14.23) i (14.24), otrzymujemy

|f(zo) = f()] < [f(20) — fn (o) + | fn(20) — (@) + [fn(2) — f(2)] <
< e+ e+ €= 3e,

jezeli tylko |zo — x| < dn. Dowolnosé e dowodzi zatem ciaglosci funkcji f w kazdym
punkcie zg € [0,1].
Poniewaz f, € X, to

F@) = lim_ fu(e) = Tim fu(l—2) = f(1-2),

n—00 n
oraz

£0) = lim fa(0) = lim fu(1/2) = £(1/2)

Oznacza to, ze f € X.
Krok 3 — zbieznosé ciagu (f,),>1 do f w normie || -|.

Przechodzac w warunku (14.22) do granicy przy m — oo, otrzymujemy (na
mocy zbieznosci punktowej ciagu (fn)n>1 do f), ze

e>0 N>1m,n>N z€[0,1]

co mozemy przepisa¢ w postaci

AV A sw lfule) - f@) <e

>0 N>1m,n>N *€[0:1]

czyli

AV A lf.-fl<e

e0N>1mn>N

Ponownie, z dowolnosci €, dowodzi to zbieznosci ciagu (fy)n>1 W normie supremum.
Zadanie 14.10. Niech z = (§,),>1 1 zalozmy, ze ||z| = 0. Wtedy

(o]
Y F el =0,
n=1
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skad dla dowolnego n > 1 mamy " 7 |¢,| = 0, czyli &, = 0, gdyz e 7 # 0. Dla
a € R widzimy, ze

oo o0
lazl| =Y ™ 7 |agn| = la | > e || = |a |- |a].
n=1 n=1
Ponadto, dla y = ((n)n>1 € I,

) &S] [e'S)
lz 4+ gl <Y e Flen + Gl < D Fgal + D e F (G| = [lal] + Jlyl-
n=1

n=1 n=1

Funkcja | - || jest zatem norma.
Z definicji przestrzeni Banacha, musimy wykaza¢, ze dowolny ciag (x,,),>1 spel-
niajacy w przestrzeni X warunek Cauchy’ego

AV A llzw =zl <e (14.25)

e0N>1m,n>N

jest zbiezny do pewnego elementu x € X. Zalozmy zatem, ze ciag (z,),>1 spelnia
w przestrzeni X warunek Cauchy’ego. Oznaczmy ponadto z, = (§,)i>1 dlan >1
i przepiszmy warunek (14.25) w postaci

AV A D™ Fleun —nnl <e (14.26)

e>0N>1m,n>N k=1

Krok 1 — zbieznosé ,,po wspoéirzednych” ciagu (z,,)n>1
Niech ¢ > 0 oraz ¢ > 1 beda dowolnie wybrane. Na mocy warunku (14.26)
mamy

oo
e T |£n,z - 5m,2| S § e 7 |£nk - gm,k| <€, m,n > N.
k=1

Stad v
/\ /\ |€ni — Emyil <e” " T
e>0

N>1mmn>N

Kladac € := e~ 50 7 ¢/ otrzymujemy, iz

\/ /\ |§n,z - fm,z| < €/~

N>1mn>N

Z dowolnosci ¢ wynika, ze ciag liczbowy (&,,)n>1 spelnia warunek Cauchy’ego

w R. Ma on zatem granice, ktora oznaczmy &; := lim,, 00 &n i, @ > 1.
Dowiedlismy zatem, ze ciag (2, ),>1 jest zbiezny ,po wspodlrzednych” do ciagu

liczbowego = = (&)i>1 C R.

Krok 2 — ciag = = (§;);>1 nalezy do przestrzeni X.
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Aby pokazaé¢, ze x € X, trzeba sprawdzi¢ absolutna sumowalnosé¢ ciagu x, to
znaczy, ze y .o, |&| < oo.
Zauwazmy, ze warunek (14.26) implikuje

k .
AV A A Flni— il <e (14.27)

e>0N>1mn>N k>1 i=1

i

Ponadto, poniewaz esin 7 > %, i > 1, todla k > 1 mamy

k

s AT
E eSll’l =

i=1

k
1
Enyi = Emiil > S g 1€ni — Emil - (14.28)
i—1

Poniewaz (suma jest skoriczonal)

k k
éij}nooZKn,i —&mal =) i =&l kn>1,
i=1 i=1

to przechodzac w nierownosci (14.28) do granicy przy m — oo, oraz wykorzystu-
jac (14.27), otrzymujemy

k
AV A A %Zlﬁn,i—&\ <e. (14.29)

e>0N>1n>Nk>1  i=1

Wybierajac € = 1, z (,odwrotnej”’) nierownosci trojkata dla wartosci bezwzglednej
wiemy zatem, ze

k k k
STl =Y 16l <3 Jeni— &l <e,  k>1,n>N.
i=1 i=1 i=1
Poniewaz x, € X, to
k k
Z‘€L| §Z|£n,i|+e§ Hl'nHll + e, kZL n> N.
i=1 i=1

Liczba po prawej stronie nieréwnosci nie zalezy od k, wiec z dowolnosci £ > 1
widzimy, ze szereg >~ |&| jest zbiezny. Stad z € X, czego nalezalo dowiesé.

Krok 3 — zbiezno$é ciagu (z,),>1 do =z w X.
Pozostaje sprawdzi¢, ze lim,_, ||z, — z|| = 0, co tak naprawde juz (prawie)
zrobilismy.

Podobnie jak w kroku drugim, przechodzac w warunku (14.26) do granicy (sumy
sa skoriczone!) przy m — 0o, otrzymujemy

k: .
AV A A Flei—al<e

e>0 N>1n>N k>1i=1



160 ROZDZIAL 14. ZBIOR ZADAN

Stad

oo

AV A D e Tl -l <e

e>0N>1n>N i=1

AV Alen—zl<e

e0N>1n>N

Ostatecznie widzimy, iz

co z definicji oznacza, ze

lim z,, =x
n—o0

w przestrzeni X.

Zadanie 14.11. Zal6zmy najpierw, ze kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest
zbiezny. Niech (§,)n>1 bedzie ciagiem podstawowym. Zauwazmy, ze musi on by¢
ograniczony. Istotnie, na mocy warunku Cauchy’ego, istnieje taka liczba naturalna
N, ze dla m,n > N mamy |§,, — &,] < 1, skad

o ile tylko n > N. Otrzymujemy zatem, ze

‘fn|SmaX{|§N|+1,|£1|,|§2|,.--,|5N|}, n>1

Liczba po prawej stronie jest oczywiscie skonczona, wiec ciag (£,)n>1 jest ograni-
czony.

Udowodnimy teraz, ze z kazdego ciagu podstawowego mozna wybraé podciag
monotoniczny. Powiemy, ze wyraz &, ciagu (§,)n>1 jest dominujgcy w prawo, gdy

Przypusémy, ze w ciagu (&,)n,>1 jest nieskonczenie wiele wyrazoéw dominujacych
w prawo. Oznaczmy je przez &k, ,Ek,, ..., gdzie k1 < ky < .... Poniewaz kazdy
wyraz &, jest dominujacy w prawo, to podciag (&x,)i>1 jest malejacy.

Z drugiej strony, zatézmy, ze w ciagu (&,)n>1 jest skoiiczenie wiele wyrazow
dominujacych w prawo. Oznaczmy przez [N najmniejsza liczbe naturalna, dla ktorej
zaden wyraz &, dla n > N nie jest dominujacy w prawo. Poniewaz £y nie jest
dominujacy w prawo, to mozna znalez¢ wyraz &, > &y, gdzie k; > N. Podobnie,
poniewaz &, nie jest dominujacy w prawo, to istnieje taki indeks ko, ze £, > &k,
i ko > k1. W ten sposob konstruujemy indukcyjnie rosnacy podciag (&x;)i>1-

Wykazalismy do tej pory, ze ciag podstawowy (&,,)n>1 jest ograniczony i mozna
z niego wybraé¢ podciag monotoniczny (&, );>1. Na mocy zalozenia, podciag ten
ma granice, powiedzmy £. Niech € > 0. Istnieje taka liczba naturalna K, ze

|§ki_§|<€7 1 > K.

Ponadto, poniewaz (&,),>1 jest ciagiem podstawowym, to mozna znalezé N > 1,
ze |& — &, | < e dlan,i > N. Ostatecznie

|£n _fl S |£n _gki

+ |§kz _£| < 2e
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dla n,i > max(N, K), co dowodzi zbieznosci ciagu (§,)n>1-

Zalozmy teraz, ze kazdy ciag podstawowy jest zbiezny i przypusémy, ze ist-
nieje ograniczony i monotoniczny ciag (£,)n>1, ktéry nie ma granicy. Bez straty
ogblnosci rozwazan, mozemy zalozy¢, ze jest on rosnacy. Gdyby ciag (&,)n>1 nie
speliat warunku Cauchy’ego, to istniataby taka liczba € > 0, ze dla dowolnej liczby
naturalnej k mozna znalez¢ wskazniki njg i my, dla ktérych ny > my oraz

|§nk _Emk| = gnk —§mk > €

Ponadto, liczbe my mozna wybraé¢ tak, aby mg > ni_1 dla k > 2. Stad

gnk = gnk _gmk +£mk 2 6+§nk,1 -
= €+€nk,1 - Emk,1 +§mk,1 Z 26+§71k,2 Z
2z (b= 1)e+ &,

gdzie k£ > 1. Na mocy powyzszej nieréwnosci otrzymujemy limy_, o &,, = +00, co
przeczy ograniczonosci ciagu (€,)n>1. Zatem musi on spetnia¢ warunek Cauchy’ego.
Na mocy zalozenia ma on wiec granice, co prowadzi do sprzecznosci. Pokazuje to,
ze kazdy ciag ograniczony i monotoniczny jest zbiezny, co konczy dowod.

Zadanie 14.12. Udowodnimy najpierw, ze przestrzen X funkcji ciaglych na [0, 1]
z norma Bieleckiego jest przestrzenig Banacha. Musimy zatem wykazaé, ze dowolny
ciag (fn)n>1 speliajacy w przestrzeni X warunek Cauchy’ego

AV A = fauly<e (14.30)

e0N>1m,n>N

jest zbiezny do pewnego elementu f € X. Zalozmy zatem, ze ciag (f,)n>1 W prze-
strzeni X spelnia warunek Cauchy’ego.
Krok 1 — zbiezno$é punktowa ciagu (f)n>1-

Z warunku (14.30) wiemy, ze

AV A sw e ¥[ful@) — fule) <e

e>0 N>1m,n>N z€[0,1]

Stad

AV A A V@)~ ful@) <e (14.31)

e>0 N>1m,n>N z€[0,1]
czyli

AV A N @) = fnl@)] < e < max(1,e) -e. (14.32)

e>0 N>1m,n>N z€(0,1]

Z dowolnosci e, dla kazdego = € [0,1] ciag liczbowy (fn(2))n>1 spelnia (w R)
warunek Cauchy’ego, a zatem jest zbiezny. Oznaczmy wiec

f(z) = lim f,(x), x €1[0,1].

n— o0
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Krok 2 — cigglosé funkcji f.
Aby funkcja f byta ciagla w ustalonym punkcie xg € [0, 1], musimy pokazaé, ze

/\\/ /\ |zo — 2| <8 = |f(z0) — f(2)| <

€>06>0z€[0,1]
Na mocy nieréwnosci trojkata

[f (o) = f(@)] < [f(x0) = fulzo)l + [fn(20) = fu(@)| + [ful2) = f(2)], n =1

Oszacujemy kazda z powyzszych wartosci bezwzglednych oddzielnie. Niech € > 0.
Przechodzac w warunku (14.32) z m do +oo otrzymujemy, ze istnieje taka liczba
naturalna N, ze dla n > N oraz dowolnego = € [0, 1] zachodzi nieréwnosé¢

|fo(z) = f2)] <e (14.33)

Ponadto, poniewaz funkcja fy jest ciagla, to istnieje oy > 0, iz

[fn (o) — [n(@)| <e (14.34)
oile |zg — x| < dn. Laczac (14.33) i (14.34), otrzymujemy

|f(zo) = f(2)] < [f(z0) — fn (o) + | fn(20) — v (@) + [fn(2) = f(2)] <
< e+ e+ €= 3e,

jezeli tylko |zg — | < dn. Dowolnosé e dowodzi zatem ciagtosci funkeji f w kazdym
punkcie zq € [0, 1].
Krok 3 — zbieznosé ciagu (f,),>1 do f w normie | -|,.

Przechodzac w warunku (14.31) do granicy przy m — oo, otrzymujemy (na
mocy zbieznosci punktowej ciagu (f,)n>1 do f), ze

AV A A e fu@) = (@) = e[ fule) - f2)] <

e>0N>1m,n>N z€[0,1]

co mozemy przepisa¢ w postaci

AV A s e @) - f@)] <e

e>0 N>1m,n>N 2€01]

czyli
ANV N =Tl <e
e0N>1mn>N
Ponownie, z dowolnosci €, dowodzi to zbieznosci ciagu (fy)n>1 W normie ||-||,.

Aby wykazaé, ze istnieje doktadnie jedna funkeja ciggla na przedziale [0, 1] dla
ktorej

1
1+ 22’

A f / [sin(zy) + cost(z + )] f(y) dy =

z€0,1]
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zauwazmy na poczatku, ze powyzsza réwnosé mozna przepisa¢ w postaci

gdzie g € C[0,1], g(z) = 1 HDQ oraz A jest operatorem liniowym zdefiniowanym
nastepujaco:

A:Cl0,1] = C[0,1], (Af)(z) = —/Oz[sin(xy) + cos*(z + )| f(y) dy, = € [0,1].

Ponadto, dla A > 0, mamy

IAfll, = sup e [ finGay) + cos'(o + )} ) dy <
2€[0,1] 0
< sup e [ sin(ay) +cos' (@ + )] 10| dy =
z€[0,1] 0
= sup GJI/ M |sin(xy) + cos* (z +y)| - e M| f(y)| dy <
2€[0,1] 0
x
< Il sup e [ eMsingay) + cost(a + )| dy <
z€[0,1 0
— AT * 1 T T
<17l sup e [T 2eMdy = 251f], sup e 1) =
z€[0,1] 0 z€[0,1]
e 2
= 20flly sup (1 - ) = 20— e N7l < S

z€[0,1]

Jezeli zatem A > 2, to ||A || < 1. Poniewaz udowodnilismy, ze przestrzen funkcji
ciaglych z norma Bieleckiego jest przestrzenia Banacha, to na mocy twierdzenia
z podrozdziatu 12.4, operator I — A ma ograniczony operator odwrotny (I —
A~ Cl0,1] = C[0,1]. Zatem f := (I — A)~'g jest (jedyna) funkcja spetniajaca
zadang rownosc.
Zadanie 14.13. Przepiszmy réwnosé z tresci zadania w postaci

n?cosn sinn? 1 1 1

BT s ST T

: nez (14.35)

En +
Jezeli zatem na przestrzeni ciagéw obustronnie nieskoiiczonych i absolutnie sumo-
walnych okreslimy operator A wzorem

n?cosn sin n? 1 1 )
)]
nez

A(n)nez = <_2(”2+1)§n_2 +—"&-1+ 3 81 n &1

to rownosé (14.35) przyjmie postaé operatorowa

(I - A)((Sn)nez) = (n%H)TLGZ'
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Badana przestrzen jest przestrzenia Banacha, jezeli wprowadzimy w niej naturalna
norme ||(&n)nezll = D, cz[6n]- Ponadto, mamy

n?cosn sin n? 1 1
A njn < T 5/ 9 | 1\Sn— n— n S
H (S)EZH—% 2(n2+1)£ 2+ E 1+81+ 2£+1
\cosn| |s1nn |
<Z |£n 2|+Z ‘gn 1|+Z £7L+1|<
1+ 2)
nEZ neZ
<3 Z|fn,2| += Z|£H| +3 Z|§n+1| =
nez nez neZ
1 1 1 33
—(5+3+5) Slel = BlEnncel.
nez
Stad [|A || < 33 < 1, a zatem na mocy twierdzenia z podrozdziatlu 12.4 istnieje

ograniczony operator odwrotny do I — A . Poniewaz ciag (n%ﬂ)nez jest elementem
rozwazanej przestrzeni, to

(gn)nel = (I - A)_l(n%ﬂ)nez
jest jedynym rozwiazaniem wyj$ciowego réwnania.
Zadanie 14.14. Niech C|0, 1] bedzie przestrzenia Banacha funkcji ciagtych na od-

cinku [0, 1] ze standardowa norma supremum. Przepiszmy réwnoscé z tresci zadania
w postaci

f(z) — %f(éx) - %f(%a:) =™ — sin(x?), x € [0,1], (14.36)

oraz zdefiniujmy operator liniowy A: C[0,1] — C[0, 1] wzorem

(AN =54 (52) +55(52),  Fecl) v,

Ponadto, niech g € C[0, 1] bedzie funkcja ciagla, gdzie g(z) = €™ — sin(z?), x €
[0,1]. Rownos¢ (14.36) przyjmuje wtedy postac
(I-Af=g. (14.37)

Zatem, aby wykaza¢, ze istnieje dokladnie jedna funkcja f € C]0,1] speliaja-
a (14.37), wystarczy sprawdzi¢, ze |4 || < 1. W tym celu, niech f € C]0,1].

Mamy
471 cuy = sw 157 (50) + 54 (57)| <
< o 3/ (52| + 2 5 (52) -
=5 o (52) +5 o 1 (5%)]
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Poniewaz 0 < %x, %x < 1 dla dowolnego = € [0, 1], to

1
sup |f(5e)| < sup [F()] = | Flogn
z€[0,1] tel0,1]
oraz 1
sup (£(52)| < sup £ = Ifllcgo
z€[0,1] te[0,1]
Stad

1 1 5
||Af||c[0,1] < §Hf||c[0,1] + g”f”c[o,l] = 8||f”c‘[0,1]7

a zatem ostatecznie || A || < 3. Na mocy twierdzenia z podrozdziatu 12.4, operator
I — A jest bijekcja oraz istnieje do niego operator odwrotny (I — A)~t: C[0,1] —
C[0,1]. Rownosé (14.37) jest zatem rownowazna rownosci

f = (I_A)ilga

i tak zdefiniowana funkcja f € C[0,1] jest (jedynym) szukanym rozwiazaniem.

Zadanie 14.15. Zauwazmy najpierw, ze

. 22 —1 . xz+1
lim =

— = lim = —2.
e=1- 22 —3x+2 2o1-x—2

Oznacza to, ze funkcja g okreslona wzorem

(Qf) _ %7 S [071)7
g —9, z=1,

jest funkcja ciagla na przedziale [0,1]. Zatem jezeli istnieje funkcja f ciagla na

przedziale [0, 1), spelniajaca rownosé z tresci zadania, to mozna ja w jednoznaczny
sposob rozszerzy¢ do funkcji ciaglej na przedziale [0, 1], ktadac

1
f) =2+ / [in(1 + ) + cos(4)]/(4) dy.

Wystarczy zatem wykazacé, ze istnieje dokladnie jedna funkcja f € C]0, 1], spelnia-
jaca rownosé

x
f(z)— / [sin(z + y) + cos* (zy)] f(y) dy = g(x), x € [0,1]. (14.38)
0
Metoda I. Rownosé (14.38) mozna zapisa¢ w postaci

(I-A)f =y,

gdzie A: C[0,1] — C[0, 1] jest operatorem liniowym zdefiniowanym nastepujaco:

(n = [ “fsin(z +9) +cos* @)l f) dy,  z € (0,1,
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Ponadto, dla A > 0, mamy

N / fsin(z + y) + cos*(zy)] f(y) dy| <
xe|0, 0
xT
< sup e / sin(z +y) + cos (z)] - | ()] dy =
z€[0,1] 0
= sup em/ eMlsin(z + y) + cos(zy)| - e M| f(y)| dy <
2€[0,1] 0

IA

191y sup e [ eMpinGe -+ y) +cost(ay)] dy <
2€[0,1] 0
v 1
<|Iflly sup e‘”/ 2eM dy = 2<[|f|l, sup e (M —1) =
x€[0,1] 0 A z€[0,1]

2 2 2
=Zflly sup 1 —e*)=Z(1—e Ml < =l

TSl s (=) = 20 e 7l < S,

Jezeli zatem X\ > 2, to |4 || < 1. Poniewaz przestrzen funkeji ciaglych z norma
Bieleckiego jest przestrzenia Banacha, to operator I — A ma ograniczony operator
odwrotny (I — A)~1: C[0,1] — C[0,1]. Stad f := (I — A)~!g jest jedyna funkcja
ciagla spelniajaca rownosé

fo) - / “fsin(z + ) + cos* @)l () dy = g(a), @ € [0,1].

Metoda II. Niech S: C[0,1] — C[0,1] bedzie operatorem (nieliniowym!) zde-
finiowanym wzorem

s = [ “sin(e + y) + cos' (ey)]F ) dy + 9(x), @ € [0, 1.

Zauwazmy, ze wykorzystujac te same oszacowania jak w metodzie I, mamy

[Sf1— Sfally = sup

z€(0,1]

2
< XHfl — falf5-

o=\ /I[Sin(x +y) + cos* (ay)] [ f1(y) — f2(v)] dy| <
0

Zatem dla A > 2 na mocy zasady Banacha istnieje dokladnie jedna funkcja ciggta
f € CJ0,1], bedaca punktem stalym odwzorowania S, to znaczy Sf = f, czego
nalezato dowiesé.

Zadanie 14.16. Metoda I. Niech operator A: [ — [! bedzie dany wzorem

A(fn)nzo = (an)nZO - (Z gkbn—k> y (fn)nzo S It
k=0

= n>0



14.2. ROZWIAZANIA 167

Zwroémy uwage, ze definicja operatora A jest poprawna. Rzeczywiscie, (a,)n>0 €
I* (an ~ #) oraz (bn)n>o € I', gdyz

e 0 on

Sl =t S 2 et et
n.

n=0 n=0

co powoduje, ze (Y1 _o Ekbn—k), > € I', ze wzgledu na

ST €bnr| < DN Ikl burl = DD bui]
k=0 n=k

n=0! k=0 =0 k=0
= H(gn)nEOHll ’ ”(bn)n20||11'
Ponadto, dla (£,)n>0, (Cn)n>0 € I', mamy

HA(gn)nZO - A(Cn)nZOHll = <Z Ckbn—k> - <Z fkbn—k> =
k=0 n>0 k=0 n>0]|;1
Z ZCkbn k— kabn k

7=0k=0
< ZZKk — &lbn—k| =
n=0 k=0
_4ZZ|Ck §k| )
7—=0 k=0

nk‘

- ZKk — &l Z
2n

= e (Ck)r=0 — Er)rzolln Z ==

n=0
=e 12 (¢)r>0 — E)rsolln =

= e ?[|(¢e)rz0 — (Ek)rzollp-

Poniewaz e~2 < 1, zatem na mocy zasady Banacha istnieje dokladnie jedno roz-
wiazanie (&,),>0 € [' rownania

(fn)nZO = A(én)nZOv

co mozna zapisaé¢ jako
n
- ngbnfk; n 2 0.
k=0

Metoda II. Zdefiniujmy operator (liniowy) A: I* — I' wzorem

(gn n>0 — ( ngbn k> 5 (fn)nzo S ll-
n>0
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Wtedy réwnanie z tresci zadania przyjmuje postaé
(I - A)(én)nzo == (an)n20~

Poniewaz (a,)n>0 € ', wystarczy zatem dowies¢, ze A jest operatorem ograni-
czonym i ||A || < 1. Podobnie jak wezesniej, tatwo sprawdzi¢, ze dla (&,)n>0 € I
mamy

2n—k:

IAE ) nzolln <> Z|§k|m = e[| (&n)nzoll -

n=0 k=0
Stad ostatecznie ||A || < e 2 < 1.
Zadanie 14.17. Przepiszmy réwnanie z tresci zadania w postaci

1 1 sinn
&n = %gnJrl - ﬁfnJﬂ T a2 n =1,

oraz zdefiniujmy operator A: I' = [! wzorem

1 1 sinn
A n)n — | 7—¢<n — L3 o55n - T 5 3 n)n ll~
(En)n>1 <4n£ +1 2n2£ +2 7 s >n21 (En)n>1 €

Definicja operatora A jest poprawna, gdyz ﬁ, ﬁ <1, (€n)n>1 € ' oraz ‘51:1712"‘ <
1

n2:

Niech (£,)n>1, (Cn)n>1 € 11, Wtedy

Iex1 Iex 1
||A(€n)nzl - A(Cn)nZlel = 1 Z ﬁ|§n+1 - Cn+1| + 5 Z E|£n+2 - Cn-&-2| <
n=1 n=1
S et = Gt 2 S s — Gl <
> 4 ] n+1 n+1 2 o n+2 n+2| >
1 1 &
STl =Gl 5 )l — Gl <
n=1 n=1
< (34 2 )1zt = Gzl =
= 4 2 n)n>1 n)n>101 —
3

= Z‘l(gn)n21 - (Cn)nlell'

Zatem na mocy zasady Banacha istnieje dokladnie jeden ciag (&,),>1 € I, dla
ktorego

(En)n>1 = A(&n)n>1,
czego nalezalo dowiesc.

Zadanie 14.18. Dla dowolnego = = (&;);>0 € %, element y = (1;);>0 € A jest
rzutem x na podprzestrzen A | jezeli dla dowolnego z € A mamy

(x_yvz):()v



14.2. ROZWIAZANIA 169

gdzie (-, ) jest standardowym iloczynem skalarnym w /2. Dla n > 0 niech
Zz" = (Cln)zzo = (0,...,0,1,2,0,...),

przy czym ,, 1”7 wystepuje na miejscu o indeksie 2n. Wtedy oczywiscie z" € A oraz

oo

(z—y,2") = Z(fz =)z = (§2n — M2n) + 2(E2n+1 — N2n+1)s n > 0.
i=0
Poniewaz chcemy, aby y € A |, wiec n9; = 212,11, @ > 0. Zatem (x — y,2") = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy

Nont1 = 3 (Ean + 28on41)-

7 dowolnosci n oraz faktu, ze y € A , otrzymujemy ostatecznie

- 3(Ear + 262k 41), @ = 2K,
' %(£2k+2€2k+1)a i =2k+1,

dla i,k > 0.

Zadanie 14.19. (A) Latwo zauwazy¢, ze iloczyn skalarny powinien by¢ zdefinio-

wany worem
00

((&)iz1, (mi)iz1) = Zz &

i=1

Sprawdzenie, ze jest to rzeczywiscie iloczyn skalarny, ktory generuje norme || - ||,
jest prostym ¢wiczeniem.

Uwaga. Mozna réwniez wykorzystaé¢ jawny wzor na iloczyn skalarny w prze-
strzeni Hilberta

1
(2,9) = 7 (lz+ yl” = llz = ylI%).

(B) Zbior z podpunktu (a) nie jest oczywiscie podprzestrzenia liniowa, gdyz nie
zawiera on wektora zerowego.
Aby uzasadnié¢, ze zbior z podpunktu (b) jest podprzestrzenia liniowa, zauwaz-
my ze
(Gi)iz1 = a(&)i>1 + b(ni)i=1 = (a& + bni)i>1, a,beR,

a zatem jezeli &4 + & =14 +1m9 = 0, to
Ca+ Co = aa +bna + ao +bng = a(€s + &) + b(na +19) = 0.

Niech teraz (zn)n>1 = ((én.i)i>1),, bedzie ciagiem elementow z rozwazane]
podprzestrzeni, to znaczy a

5’1’7474 + 577,79 = 07 n 2 ]-
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Jezeli dla z = (&;);>1 mamy ||z, — x| — 0, n = oo, to

: + 3|§9 - gn,Q

2|§4 - gn,4

2SN i (& —6ni)” =0,
i=1

dla n — oo, skad &, 4 — &4 1 &9 — &9. Ostatecznie
0= nliﬂgo(ﬁnA +&ny9) = &+ &,

co dowodzi domknietosci zbioru z podpunktu (b).

(C) Niech

z = (¢)i>1 = (0,0,0,1,0,0,0,0,-1,0,...).
Oczywiscie (4 + (o9 = 0. Jezeli z = (&;);>1 ma by¢ rzutem wektora y = (1;);>1, to
roéwniez
0= (z—y,2)=4(& —na) +9(§ — M)

Poniewas chcemy, aby & + & = 0, to &4 = — (40 + 919) 1 Lo = £ (4na + o).

Aby wyznaczy¢ pozostale wspohrzedne, niech ¢ > 1, ¢ # 4,1 # 9, oraz
2 = (G)iz1 = (85i)j21- Wtedy

0=(z—y,z2) =& —m),
skad & = n;. Ostatecznie otrzymujemy

Mis { %43 { #97
= (&)iz1 = —+@n+9n9), i =4,
$(4na+9m9), i =9.

Zadanie 14.20. (a) Ze wzoru na iloczyn skalarny w rzeczywistej przestrzeni Hil-
berta otrzymujemy

1
(2,9) = 4 (le +yl* = llz —y)*) =
= i(Z ai(& +mi)* =) ail&i - 77i)2> =
i>1 1>1
= Yl +m)? - G-y =
i>1
= Zai&ma
i>1

gdzie z = (&)i>0 € Hiy = (1;)i>0 € H.
(b) Niech a,b € R, z,y € Hy, gdzie x = (§)i>1 1y = (1:)i>1. Wtedy

z = (Gi)izo = ax + by = (a&; + bn;)i>o.



14.2. ROZWIAZANIA 171

Stad
(s = alg + bng = a&s + bns

oraz
Ci21 + Cs00 = @121 + bni21 + a&so0 + bns00 = 0,

poniewaz x,y € Hy.
Niech teraz (z,)n>1 = ((fn,i)izl)n>1 bedzie ciggiem elementow z rozwazanej
podprzestrzeni, to znaczy B

éng = &ns, &n121 +&ns00 =0, n>1.

Jezeli dla z = (&;);>1 mamy ||z, — x| — 0, n — 00, to z nieréwnosci

1
2
(&ni — &) < ;||$n — ||

oraz faktu, ze a, > ¢ > 0, wynika zbieznos¢ ,,po wspotrzednych”, to znaczy

lim &, ; = &.
n—oo
Stad
= lim &, 8= lim &, 5 = &5
oraz

&121 + &500 = lim (§,121 + &n500) = lim 0 =0,

co dowodzi domknietosci zbioru Hy.
(¢) Niech z = (&)i>1 € H, ay = (1;)i>1 € Hp bedzie jego rzutem ortogonalnym
na Hy. Z definicji, y € Hy jest wektorem, dla ktérego najmniejsza jest norma

lz =yl = > ai(& —m)>
i>1

Poniewaz na wspotrzedne o indeksach réznych od 5, 8, 121 i 500 nie jest natozony
zaden warunek, mozemy przyjac¢ n; := &, i # 5,8,121,500. Rozwazajac wspol-
rzedne o numerach 5 i 8, dla ustalonych &5, s chcemy minimalizowa¢ wyrazenie

a5(85 — 15)% + as(&s — ns)?,

co, w polaczeniu z y € Hy, prowadzi do

as(& —n5)% + as(&s — n5)? = n2(as + as) — 25 (asés + ass) + asés + asés.

Funkcja kwadratowa 75 — n2(as + ag) — 215(asés + agés) + aséz + agé? osiaga
minimum dla
as8s + agls

5 = s T as
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Podobnie, rozwazajac wspotrzedne o numerach 121 i 500, szukamy liczby 7121 mi-
nimalizujacej wyrazenie

a121(&121 — 77121)2 + as00(&500 + 77500)2 = 7]%21(&121 + as00)+
— 2mi21(@121€121 — a500€500) + @121€101 + a500E500-

Otrzymujemy zatem
a121€121 + a500€500

21 =

a121 + as00
Ostatecznie
&, i #5,8,121, 500,

as&s+ags :
— ( ) — astag i =58,
Yy 7i)iz0 a1218121+05008500 i =121
a12£1+¢:§00 ¢ ? ’

_a121§121+a500€500 S
ai121+asoo vt 500.

Zadanie 14.21. Mamy

1A, y, 2) gz = l(z — 2,2 + y)llge = max(|z — 2], |z + y|) <
< max(lz| + |z [, [¢] + |y[) = || + max(]z |, |y[) <
< el + [z [+ |yl = [I(2, 9, 2) | gs-

Widzimy zatem, ze operator A jest ograniczony i ||A || < 1. Aby uzasadni¢, ze
|A || =1, niech (z,y,2) = (1,0,0) € R3. Oczywiscie ||(1,0,0)||zs = 1, a ponadto
[All= suwp [A(z,y,2)llg = [|A(L,0,0)[lp> = max(1,1) = 1.
(z,y,2)ER®

H(%y,Z)HK?»:l

Stad ostatecznie ||A || = 1.
Zadanie 14.22. Operator A nie jest ograniczony. Niech M > 0 oraz

z=(0,...,0,1,0,...),

przy czym 1 wystepuje na miejscu o numerze (parzystym) 2[M], gdzie [M] jest
najmniejsza liczba calkowita wieksza od M. Oczywiscie x € ¢y oraz

| Az|| = sup(0,...,0,2[M] - 1,0,...) = 2[M] > M = M||z|],

co dowodzi nieograniczono$ci operatora A .
Operator B jest ograniczony, poniewaz,

[B(§n)n>1ll = Slil;(|€2|a €11, 1€al; €315 166l 1€5)5 - - ) =
= ililiﬂfl" €2l 1€3]; [€als €515 €65 - - - ) = 1(€n)nz1lls
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co dowodzi réwniez, ze ||B|| = 1.
Operator C nie jest ograniczony. Niech M > 0 oraz
z=(0,1,0,1,0,1,...,0,1,0,0,...),

przy czym ostatnia ,,1” wystepuje na miejscu o numerze (parzystym) 2[M]. Wtedy
X € cpp oraz
|Call = sup(2[M],0,0,0,....) = 2[M] > M = M]].
Zadanie 14.23. Operator A jest liniowy. Istotnie, niech x,y € coo, gdzie x =
(§i)i>0, ¥ = (mi)i>0 oraz a,b € R. Wtedy
Aazx + by) = (i(afi + bm))izo = a(i&)i>o0 + b(in;)i>0 = aAx + bAy.
Zauwazmy jednak, ze operator A nie jest ograniczony. Niech
2 =(1,1,...,1,0,...),

przy czym ostatnia jedynka wystepuje na miejscu o numerze n. Wtedy x, € coo
oraz
Az, |l =|[(1,2,...,n,0,...)
Nie istnieje zatem taka stata M, ze [[Az|, < M|z, dla z € coo.
Rowniez operator B jest liniowy. Dowdd tego faktu przebiega analogicznie jak

dla operatora A . Wykazemy teraz, ze operator B jest ograniczony. Niech z =
(&)i>0 € coo. Wtedy

=n.
€00 Hcoo

|Bzll,,, = 31;5'& sin 15| < gglfiI = [z,

skad ||B|| < 1. Ponadto dla z = (0,...,0,1,0,...), gdzie jedynka wystepuje na
miejscu o indeksie 6, mamy

1By, = llzl;

€00
czyli |B|| = 1.
Operator C' nie jest natomiast liniowy, gdyz C0 = (1,0,0,...) # 0.

Zadanie 14.24. Niech z = (§;),>1 C I'. Poniewaz 0 < a; < 1, to

o0 o0 o0 o0
S < Slaieil =Y ailal < 31 f&] = fall,.
=1 =1 =1 =1

Oznacza to, ze operator A jest ograniczony oraz ||A || < 1.
Wykazemy teraz, ze ||A || = 1. Niech

Az = [Az| =

z, = (0,0,...,0,1,0,...) € I}, i >1,

przy czym ,,1” wystepuje na miejscu o numerze n. Przypusémy, ze |4 || = M < 1.
Wtedy

Az, |lg = [Azn| < M2y = M, > L
7 drugiej strony

n—oo

|Azy| =ap, —— 1> M,

co daje sprzecznosé.
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Zadanie 14.25. Zauwazmy, ze dla t € [0,1] mamy t2 € [0, 1], skad

FEOI < sup [f(u)] = fllgo,-

w€e[0,1]

Z nierownodci trojkata dla calki Riemanna otrzymujemy zatem

— < - < : —dt =
[ e < [C e < il [ 1 a

v 1
= lfllepo,1 - /0 <1 - m) dt = (z —In(1+ x))”f“c[o,l]'

[(Af) ()] =

Stad

[Afllcjo, = sup [(Af)(z)] < sup
z€[0,1] z€(0,1]

= [1£llcro. zl[lopl]lx —In(l+ )| = (1 =2) - | fllc,5

(= (1 +2)) [ fll e

poniewaz

sup |z —In(1+z)]=1—1n2.
z€[0,1]

Operator A jest zatem ograniczony i ||A || < 1 — In2. Ponadto dla funkeji f =1
mamy ||Af|\c[0}1] =1-1n2, co dowodzi, ze ||A || =1 —1n2.

Zadanie 14.26. Ustalmy [ € C[—o0, o0]. Wtedy

o 1 o 1
——flx+y)d S/ ——|flz+y)|ldy <
[t < [ iy

< 1
< [m WHf”C[—oopo] dy =

o 1
= \|f||c[_oo,oo]/_ Wdy:

Powyzsza nier6wnos$¢ pokazuje, ze operator A jest ograniczony i ||A || < 7. Z drugiej
strony, dla f(z) = 1, x € R mamy f € C[—o0,00] oraz Af = m, co dowodzi, ze
[A | =
Zadanie 14.27. Aby pokazaé, ze operator A nie jest ograniczony, wystarczy
sprawdzi¢, ze

/\ \/ [Aflcpo.0) > Ml lezpo,1y- (14.39)

M>0 feC2[0,1]

Niech M > 0 bedzie dowolnie ustalone. Zdefiniujmy funkcje f € C?[0,1] wzorem

f(x) = aM*3 z € 10,1].
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Wtedy
1AFll oy = 1" oo = 51[10p1]|(M +3) (M + 2)aM | = (M 4 3)(M + 2).
ze|0,
Z drugiej strony || f|| o291y =1+ (M +3) = M + 4. Ostatecznie, mamy
1Af e, = M? +5M +6 > M? +4M = M(M +4) = M| fllc2(0,15
co dowodzi (14.39).
Zadanie 14.28. Zauwazmy, ze

A=A (/Olf(y)dy-f*> =/01f(y)dy-Af*:

1 1 1 1 1
:/ f(y)dy-/ f*(y)dy~f*=f/ fy)dy - f. = ZAf.
0 0 3 0 3
Zatem, na mocy zasady indukcji matematycznej, mamy
n 1
A'f = = Af ezl

skad

ford ! — !

—f+3Af-Z(§> L 3@ 1)y,
n=1

n!
Ostatecznie otrzymujemy zatem
=T +3(/? - 1)A.
Zadanie 14.29. Niech f € C[0, oo]. Mamy
[AFI = 17 Q) full = [F O]l = 21£O)] < 2 £

Zatem operator A jest ograniczony i ||A || < 2.

Zauwazmy, ze dla dowolnego f € C[0, 00] zachodzi A%f = f(0)Af. = 2£(0)f..
Analogicznie A% f = 4£(0) f.. Wykorzystujac zasade indukcji matematycznej, fatwo
pokazaé, ze

A" f =271 1(0) fs, n>1.
Stad

n!

erp=3 S By -
n=1

n=0
A Y OV ERIU) e A
n=1 n=1 :
=f+%@%—Uﬂ

dlat e R.
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Zadanie 14.30. Dla dowolnej funkcji f € L1(0,1) mamy

451 = [ [+ 7021+ 7 (30)] v <

/If \dx+/\f l—x\dx—i-/\f )| da =
/If \dx+/ | f(t) |dt+2/12| flu)|du <
s/o |f(x)\dx+/0 \f(t)|dt+2/o F(w)|du =

= 4|1,

zatem || A || < 4. Z drugiej strony, jezeli funkcja g € L'(0,1) dana jest wzorem

g(x):{z, e 0,1/,

0, ze(1/21],
to oczywiscie ||g|| = 1 oraz
[All= sup [Af] = [|Agll = 4.
FELY(0,1)
LflI=1

Zadanie 14.31. Dla dowolnej funkcji f € L1(0,1) mamy

1
1471 = [ [r@)+ 10 -2)+ F(he+ ) ar <

g/o |f(x)\da:+/0 |f(1—m)\dx+/0 \f(3a+ 2)|de =
1 1 1

:/0 If(x)\dw+/0 If(t)ldt+3/2/3f(U)ldu <

g/o |f<x>\dx+/0 If(t)ldt+3/0 F)du =

= 5[,

zatem operator A jest ograniczony i ||A || < 5. Z drugiej strony, jezeli funkcja
g € L*(0,1) dana jest wzorem

_ )0, =€(0,2/3],
g(x)_{?,, x e (2/3,1],

to oczywiscie ||g|| = 1 oraz
[All= sup [Af] = [Ag] = 5.

fEL(0,1)
I71=1
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3+ —_— 6 —— —_—
3 -4 _
1 % % % %
2/3 1 2/3  2/3 1
Rys. 14.1: Wykres funkcji g. Rys. 14.2: Wykres funkcji Ag.

Zadanie 14.32. Zauwazmy, ze dla f € Cy(0, 1] i dowolnego x € [0, 1] mamy
Anf(@) = f(2) = 5[ @ +n7") = f@)] +
= |[f@+n™) - f@] + 5[ f@—n"H - f@)].

7 definicji rozszerzenia wynika w szczegolnosci, ze f jest funkeja ciagla na [—1, 2],
a zatem rowniez jednostajnie ciggla na tym przedziale. Oznacza to, ze

AV A lr—yl<s=f@) - fy)l<e

€e>00>0z,ye[—1,2]

Ustalmy zatem € > 0 i niech n bedzie tak duze, ze n=! < §. Wtedy |z+n~—'—x| < 6,
skad ‘f(x +n7t) — f(:c)’ <eil|f(z—n"1) = f(z)| < e. Ostatecznie

[Anf(x) ~ f()] < get pe=c.

co dowodzi, ze lim,, oo Anf = f dla dowolnego f € Cy(0,1].

Aby wykazaé, ze ciag operatorow A, nie jest zbiezny do I w normie operato-
rowej, zdefiniujmy ciag funkcji f,, € Co(0,1], n > 2, wzorem

0, r€0,1/2—n"1],
n(z—1/2+n71), €(1/2—-n"11/2],
n(—z+1/2+n71), ze€(1/2,1/2+n71],
0, € (1/2+n 1 1].

fn(x) =

Wtedy ||fnll =11
sup [Anf = fll > 1Anfa(1/2) = fu(1/2)] =

FeCo(0,1],][flI=1
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1/2 1 1/2 1

Rys. 14.3: Wykres funkcji fs. Rys. 14.4: Wykres funkcji As fs.

co pokazuje, ze ||[A, — I || > 1 dlan > 2, a wiec tym bardziej nie jest prawda, ze
lim, oo ||An — I || = 0.

Zadanie 14.33. Niech ¢ > 0 i f € C[0,1]. Poniewaz f jest funkcja ciagla na
przedziale domknietym, to jest ona réwniez jednostajnie ciggta, to znaczy istnieje
liczba ¢ > 0, dla ktorej

lz—yl <d=[f(x) - fy)l<e,  a,ye[01]
Poniewaz ciag (an)n>1 jest zbiezny do 1, to istnieje taka liczba naturalna N, ze
|z —[1 —a,(1l—2a)]| <9, n > N.

Zatem
40f = Flleoy = sup 1 = an(1 =) = F(&)] < ¢
xe€|0,

dla n > N. Dowodzi to zbieznosci operatorow A, do I w mocnej topologii.
Wykazemy teraz, ze operatory A, nie sg zbiezne do I w normie operatorowe;j.
Dla ustalonego n > 1 niech funkcja f,, € C0, 1] bedzie dana wzorem

fal@) = {1‘”"((1 ~ )= w), w01 anl,

07 :EE(l—an,l].
Wtedy fn(an(1—x))=0dlaz € |0,1], skad A, f, =0 oraz

[An =1 [|= sup [|A,f— f”c[o,l] > | Anfn — ancf[o,u =L
feCio,1]

)

Hf”c[o,l]zl

Pokazuje to, ze operatory A, nie moga by¢ zbiezne w normie operatorowej do
operatora [ .
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|
I I

1—a, 1

Rys. 14.5: Wykres funkcji f,.

Zadanie 14.34. (a) Niech f € C|0, 1]. Wtedy

T f ()] < Supl]lf(x)l = [I71-

z€[0

Oznacza to, ze operator T, jest ograniczony i ||T,| < 1. Z drugiej strony, niech
F e Cl0,1], F =1. Wtedy
|Toll = (|70 F || = 1,
skad ||T,,|| = 1.
(b) Niech f € C]0,1]. Mamy

_ _ ) F(VB2) = fl2), we€[0,1/¥3],
fnf f(x)_{f(l)—f(x), z e (1/¥/3,1).

Poniewaz f jest funkcja ciagla na [0, 1], a zatem rowniez jednostajnie ciagta, to

AV A lz—yl<é6=If@) - f)l <e

€>06>0 z,y€[0,1]

Ze wzgledu na to, iz lim,,_,+ /3 = 1, mozemy dobrac takie N > 1,ze 0 < {/3—1 <
¢ dla n > N. Wtedy dla dowolnego z € [0,1/3/3] otrzymujemy 0 < {/3z —x < ¢
oraz dla z € [1/ /3, 1, 0 <1 —z <e¢, oile tylko n > N. Ostatecznie

[T f(x) — f(z)] <e n> N, z€[0,1].

Dowodzi to, ze ciag operatoréw T,, jest zbiezny w mocnej topologii do operatora
identycznosciowego I .
Niech teraz f,, € C[0,1], n > 2, gdzie

o, z € [0,1/%/3],
fa(@) =9 w3 (x—1/3/3), ze(1//3,1].

31
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11 -1
\ % % %
1/3 1 1/v/3 1
Rys. 14.6: Wykres funkcji fs5. Rys. 14.7: Wykres funkcji T5 f5.

Wtedy ||fnll =1, n > 2, oraz
”Tnfn - fn” > Tnfn<1/ {l/g) - fn(l/ (L/g) =1-0=1,

co pokazuje, ze | T, — I || > 1.

Zadanie 14.35. (a) Operator A mozna zapisa¢ jako zlozenie operatorow B, C,
D, to znaczy
A = BCD,

gdzie dla dowolnego f € C[0, 1] mamy
Bf = _f7 Cf = 2f7

oraz
Df(x) = f(z ®0.25), xz € 10,1].

Przy tych oznaczeniach, operator D przesuwa wykres funkcji w lewo o 0.25, a frag-
ment wykresu, ktory lezy teraz w potplaszczyznie ujemnej dokleja z prawej strony
w punkcie 0.75. Nastepnie, operator C rozszerza wykres w skali 2 wzgledem osi Oz,

Rys. 14.8: Wykres funkcji f. Rys. 14.9: Wykres funkcji Df.
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Rys. 14.10: Wykres funkcji CDf. Rys. 14.11: Wykres funkcji Af.

a operator B odbija wzgledem osi Ox.
(b) Niech f € C[0, 1]. Wtedy

||Af||c[0,1] = Sl[t)p1]|_2f( ©0.25)[ =2 SUP |f( )| = 2||fHo[0,1]'
xe|0,

z€0,1

Oznacza to, ze operator A jest ograniczony i ||A || < 2. Z drugiej strony, niech
g € C[0,1], g(z) = 1 dla z € [0,1]. Mamy ||g|c( 1 = 1 oraz Ag(z) = 2, z € [0,1],
zatem
A= sup ||Af||c‘[o,1] = HAgllc[oJ] =2,
fecio,1]

Fl<t
co dowodzi, ze ||A || = 2.
(c) Zauwazmy, ze A%2f(z) = 4f(x ©0.5), A3f(x) = —8f(z @ 0.75) i A*f(z) =
16f(x@1) = 16f(x) dlaz € [0,1]. Stad A*"+F =247 AF dlan > 0 oraz k = 0,1, 2, 3,

co prowadzi do

e f () =

>

oo 1 1 ) )

Z_: ( ) T Tyt T (4n+3)1A3>(f)<x):
=2 |Gy

24n 24n+1
24n+2 24n+3

dla dowolnego z € [0, 1].
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Zadanie 14.36. Niech z = (;);>1 € ', Zauwazmy, 7e
n
> &
i=1

< Z|§z| + Z(|f2i—1| + |€2]) + Z(|§2i71| + |€2]) <
i=1 i=1 i=1

< 3fll;s-

HTnﬂC”ll =

o0 o0
+ Z\&i—l + &5 + Z|§2i—1 — &l <
i—1

i=1

7 drugiej strony, niech
x=(1,0,0,...).

Wtedy oczywiscie z € I! i ||z||;, = 1. Ponadto
[Tn];n = 11(1,1,1,0,0,.. )l =3 =3[l

co dowodzi, ze ||T,,|| =3 dlan > 1.
Poniewaz lim,, oo > iy & = D 5oy &, to naturalnym kandydatem na granice
ciagu (T,,),>1 wydaje si¢ by¢ operator T': I — ! dany wzorem

T(&)iz1 = <Z §i &1+ 82,81 —&2,83 + 84,83 — &a, - - )
i=1

Ustalmy z = (§;)i>1 € I! i zauwazmy, ze

e el = (3 &)0.0...

i=n—+1

&

1=n-+1

11

Poniewaz x € I', to Yo, 11 &i Jest reszta szeregu zbieznego, wigc

s 3 G=o

i=n+1

a zatem rzeczywiscie lim, || T,z — Tx[[;, = 0. Oznacza to, ze operatory T}, zbie-
gaja w mocnej topologii do operatora T'.
Dla n > 1 polézmy
2, = (0,...,0,1,0,0,...),

gdzie jedynka wystepuje na miejscu o numerze n + 1. Wtedy
Ty — Tan = (1,0,0,...),

skad
|Tn =T = sup || Tox —Txl, = 1.
1
llzlln=1

Pokazuje to, ze operatory 7T, nie moga by¢ zbiezne do T" w normie operatorowej.
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ortonormalny, 86
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gestosé populacji, 50
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identycznosciowy, 113
Markowa, 110
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rzutowania, 81

Parsevala
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proces Poissona, 124
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Banacha, 39
Hilberta, 79
liniowa, 39
metryczna zupelna, 21
milsza, 97
Sobolewa, 95
unormowana, 40
proby Bernoulliego, 134
punkt staly, 24

rozktad
dwumianowy, 134
Poissona, 124, 134
rownanie
ciepta, 94
logistyczne, 26
Lotki-Volterry, 27
Malthusa, 26
odnowienia, 53
rozniczkowe, 26
autonomiczne, 27
postaé catkowa, 32
w przestrzeni Banacha, 97, 121
Volterry, 53

skala mapy, 19
splot, 52
stata Lipschitza
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globalna, 28
lokalna, 28
student zdolny, 114

szereg Fouriera
sinusow, 102

tensor prosty, 68

twierdzenie
Peano, 27
Picarda, 29
Stone’a—Weierstrassa, 62, 63
Weierstrassa, 61, 131

uktad ortonormalny, 86

wygodny, 93
zupelny, 88
warunek

brzegowy (Dirichleta), 94
poczatkowy, 94
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Bernsteina, 131
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zasada Banacha, 23
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