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Prof. dr hab. inż. Jerzy Warmiński 
Kierownik Katedry Mechaniki Stosowanej  
Wydział Mechaniczny 
Politechnika Lubelska

Laudacja

z okazji nadania 
Prof. dr. hab. inż. Tomaszowi Kapitaniakowi 

godności doktora honoris causa Politechniki Lubelskiej

Magnificencjo Rektorze, 
Wysoki Senacie, 
Dostojny Profesorze, 
Szanowni Państwo!

Z woli Rady Wydziału Mechanicznego oraz Senatu Politechniki Lubelskiej, w tym 
szczególnym dla naszej Uczelni dniu, przypadł mi wielki zaszczyt i honor wystąpie-
nia z laudacją sławiącą Osobę i dokonania Profesora Tomasza Kapitaniaka, wybitnego 
specjalisty w dyscyplinie naukowej mechanika, nauczyciela akademickiego o ogromnym 
autorytecie w środowisku naukowym krajowym i międzynarodowym, osoby niezwykle 
życzliwej i skromnej, twórcy szkoły mechaniki nieliniowej i wychowawcy wielu zna-
nych środowisku pracowników naukowych.

Profesor Tomasz Kapitaniak urodził się w 1959 roku w Łodzi. Podstawy wykształce-
nia wyższego Profesora zostały ukształtowane na Politechnice Łódzkiej oraz Uniwersy-
tecie Łódzkim. W roku 1982 ukończył studia na kierunku mechanika i budowa maszyn 
na Wydziale Mechanicznym Politechniki Łódzkiej, natomiast w roku 1985 studia na 
kierunku zastosowania matematyki na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii Uni-
wersytetu Łódzkiego.  W 1983 r. podjął pracę na Wydziale Mechanicznym Politechniki 
Łódzkiej, z którym związany jest zawodowo do dnia dzisiejszego, pracując kolejno na 
stanowisku asystenta, adiunkta, docenta i profesora.   

Jego kariera naukowa była bardzo dynamiczna. Już w roku 1985 (w 3 lata po ukoń-
czeniu studiów) obronił pracę doktorską pt. „Drgania układu o dwóch stopniach swo-
body, nieliniowych charakterystykach elementów sprężystych-zmiennych pod wpływem 
okresowego wymuszenia zewnętrznego”, w 1989 r. (w 4 lata po obronie doktoratu) uzyskał 
stopień doktora habilitowanego na podstawie rozprawy habilitacyjnej pt. „Chaotyczne 
procesy stochastyczne w nieliniowej dynamice”. 

W latach 1989–1991 był profesorem wizytującym w Department of Applied Ma-
thematical Studies na University of Leeds, zaś w roku 1998 r. gościł jako stypendysta 
Fulbrighta w Institute of Physical Science and Technology, University of Maryland. Ty-
tuł naukowy profesora otrzymał w 1995 r. (mając 36 lat), na stanowisko profesora zwy-
czajnego został mianowany w 1997 r., natomiast w 2013 r. został wybrany na członka 
korespondenta Polskiej Akademii Nauk. 
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Od 1992 roku kieruje Katedrą Dynamiki Maszyn, równocześnie angażując się  
w działalność Wydziału Mechanicznego, Senatu Uczelni, organizacji, towarzystw i ko-
mitetów naukowych w kraju i zagranicą. 

Profesor Tomasz Kapitaniak jest uznanym światowym autorytetem w zakresie me-
chaniki nieliniowej. Rozwinął teorię bifurkacji i chaosu deterministycznego, opraco-
wał metody sterowania ruchami nieregularnymi. Jego prace z zakresu synchronizacji 
ruchów regularnych i chaotycznych oraz wprowadzone definicje i klasyfikacje wielo-
wymiarowych atraktorów chaotycznych w układach o wielu stopniach swobody miały 
istotny wpływ na rozwój światowej mechaniki nieliniowej. Zakres działalności Profeso-
ra obejmuje również zagadnienia z zakresu dynamiki maszyn, np. pojazdów hamowa-
nych pulsacyjnie, wirników osadzonych w łożyskach gazowych, a także nowych nieod-
wracalnych modeli tarcia suchego.  

Najważniejsze osiągnięcia Profesora można podzielić na następujące cztery główne 
grupy tematyczne: 
•	 Analiza i sterowanie układami nieliniowymi. Rozwinięcie teorii bifurkacji pro-

wadzących do powstania dziwnych atraktorów chaotycznych w układach z wy-
muszeniami okresowymi, quasi-okresowymi i stochastycznymi. Bardzo ważnym 
osiągnięciem jest opracowanie metody sterowania ruchami chaotycznymi z moż-
liwością praktycznego zastosowania chaosu deterministycznego w zagadnieniach 
technicznych. Urządzenie umożliwiające eksperymentalną analizę i sterowanie ru-
chami chaotycznymi, opracowane przez zespół kierowany przez Profesora, otrzyma-
ło podczas targów innowacyjnych INPEX’97 w Pittsburghu złoty medal w kategorii 
osiągnięć naukowych. Wyniki tych prac zostały przedstawione w monografiach: 
Chaos in Systems With Noise, World Scientific, 1990; Chaotic Oscillations in Mechan-
ical Systems, Manchester University Press, 1991; Controlling Chaos, Academic Press, 
1996. Duże znaczenie mają, jedne z pierwszych w skali światowej prace na temat teo-
rii dziwnych niechaotycznych atraktorów. Zostały one zestawione i podsumowane 
w monografii Attractors of Quasi-Periodically Forced Systems, World Scientific, 1993.  
W monografiach tych Profesor kładzie nacisk zarówno na precyzję sformułowań ma-
tematycznych, jak i na zastosowania praktyczne.

•	 Analiza zjawisk synchronizacji. Jednym z pierwszych wyników w skali światowej 
jest zbadanie i wyjaśnienie zjawiska synchronizacji ruchu dwóch identycznych lub 
nieznacznie różniących się między sobą układów chaotycznych. Wykryta została 
możliwość synchronizacji monotonicznej oraz wyjaśnione mechanizmy prowa-
dzące do synchronizacji i desynchronizacji nieznacznie różniących się między sobą 
układów. Ponadto określone zostały typy stateczności układów zsynchronizowanych 
,jak również zdefiniowane lokalnie i globalnie podziurawione obszary przyciągania 
rozwiązań. Uzyskane wyniki są wykorzystywane w pracach dotyczących kodowania 
przesyłanych informacji z wykorzystaniem zjawiska chaosu. Badania te zostały na-
grodzone w 2003 roku w Rijadzie (Arabia Saudyjska).
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•	 Opis bifurkacji układów wielowymiarowych. Opracowanie modeli wielowymia-
rowych atraktorów, w tym opis i klasyfikacja bifurkacji chaos-hiperchaos, bifur-
kacji wielokrotnego wyboru, bifurkacji obszarów przyciągania koegzystujących 
atraktorów. 

•	 Analiza przyczyn występowania losowości w układach mechanicznych. W ostat-
nich latach kierowany przez Profesora zespół badał przyczyny występowania lo-
sowości w układach mechanicznych w tym m.in. dynamikę rzutu monetą, kością  
i ruchu ruletki. Najważniejszym wynikiem tych prac jest udowodnienie, że z punktu 
widzenia nieliniowej dynamiki wyniki rzutu można przewidzieć, a wypadnięcie np. 
orła w rzucie monetą jest równe ½ tylko w teoretycznym przypadku nieskończonej 
liczby odbić monety od podłoża. Z uwagi na interdyscyplinarny charakter tych prac 
ich wyniki przedstawiono w wiodących czasopismach fizycznych (Physics Reports)  
i matematycznych (The Mathematical Intelligencer) oraz podsumowano w monogra-
fii DYNAMICS of GAMBLING (Springer-Verlag, 2010 – współautorzy J. Strzałko,  
J. Grabski, P. Perlikowski, A. Stefański). Popularny opis otrzymanych wyników 
przedstawiono w języku francuskim w Pour la Science (francuskie wydanie Scientific 
American). 
Wyniki prac Profesora publikowane są zarówno w monografiach, jak i prestiżo-

wych czasopismach naukowych. Jego dorobek naukowy składa się z 219 artykułów  
w czasopismach z listy JCR, 7 monografii i 3 podręczników akademickich. Warto pod-
kreślić, że wiele publikacji stanowi fundamentalne pozycje w literaturze technicznej, 
łącząc wiedzę teoretyczną z praktyką inżynierską. Jego podręcznik Chaos for Engineers, 
wydany przez Springer-Verlag (I wyd. 1998, II wyd. 2000), jest podstawowym pod-
ręcznikiem nieliniowej dynamiki wykorzystywanym na kilkunastu uniwersytetach na 
świecie, doczekał się też przekładu na język chiński. Książka Dictionary of Nonlinear 
Dynamics, J. Wiley & Sons, napisana w 1999 r. wspólnie z S. R. Bishopem jest pierwszą 
encyklopedią nieliniowej dynamiki, zawierającą w układzie alfabetycznym podstawo-
we definicje i metody stosowane w analizie układów nieliniowych.

Książki Profesora uzyskały pozytywne recenzje, które można znaleźć np. w Mathema-
tical Reviews, wydanie: 96c:34070 (1996), UK Nonlinear News, 18 (1999), 19(2000), Chaos, 
Solitons and Fractals, 11, 641 (2000) oraz Applied Mechanics Review, 53, B12 (2000). 

Oprócz monografii autorskich i współautorskich Profesor był redaktorem wielu 
prac, zawierających zbiory artykułów naukowych omawiających zagadnienia mecha-
niki nieliniowej np.: Chaotic Oscillators  Theory and Applications, World Scientific,  Sin-
gapore 1992; Chaos and Nonlinear Mechanics, World Scientific, Singapore 1994. Był 
też redaktorem wydań specjalnych numerów czasopism: Chaos, Solitons and Fractals  
(6 numerów), Applied Mechanics Review (1 numer), Meccanica (1 numer) i Mechanika 
Teoretyczna i Stosowana (1 numer). 

Prace Profesora są szeroko cytowane, ponad 2000 cytowań wg Web of Knowledge 
oraz ponad 4600 cytowań wg Google Scholar, co świadczy o jego wpływie na kierunki 
badań rozwijane aktualnie w dynamice nieliniowej. Jego H-index  wynosi 27 (Web of 
Science) i 36 (Google Scholar).  
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Bardzo aktywna działalność naukowa Profesora przekłada się na Jego działal-
ność dydaktyczną. W latach 1996-1999 pełnił na Wydziale Mechanicznym Poli-
techniki Łódzkiej funkcję prodziekana ds. studenckich. Obserwacje poczynione 
podczas licznych wizyt na uniwersytetach zagranicznych przeniósł na grunt Po-
litechniki Łódzkiej. Jest On autorem programów nauczania kilku przedmiotów 
wykładanych w języku polskim i angielskim na Politechnice Łódzkiej. Spośród 
nich warto wymienić te najbardziej oryginalne: teoria katastrof, bifurkacje i chaos, 
teoria stateczności. 

Ważną część działalności dydaktycznej Profesora Kapitaniaka stanowi kształcenie 
młodej kadry naukowej – następców i kontynuatorów szkoły. Profesor był promoto-
rem 12 zakończonych prac doktorskich, w tym 4 na uczelniach zagranicznych. Troje 
spośród doktorantów Profesora uzyskało stopnie doktora habilitowanego, a jeden  
z nich otrzymał tytuł naukowy profesora. Sprawował On opiekę nad siedmioma praca-
mi habilitacyjnymi, z których 3  habilitantów uzyskało tytuły profesora. Jeden z dokto-
rantów zajmuje stanowisko profesora na Uniwersytecie Witswaterrand w RPA. Ponad-
to Profesor był recenzentem 14 rozpraw doktorskich, 18 przewodów habilitacyjnych  
i 26 wniosków profesorskich (w tym 20 na uczelniach zagranicznych).

Warto podkreślić bardzo duże zaangażowanie Profesora Tomasza Kapitaniaka  
w działalność organizacyjną w kraju i za granicą.  W latach 1992–2010 był re-
daktorem czasopisma Chaos, Solitons and Fractals wydawanego przez Pergamon/
Elsevier oraz członkiem rady redakcyjnej od 2010 r., honorowym redaktorem In-
ternational Journal of Bifurcation and Chaos wydawanego przez World Scientific. 
Ponadto jest naczelnym redaktorem czasopisma Mechanics and Mechanical Engi-
neering wydawanego przez Politechnikę Łódzką.

Wielokrotnie brał udział w konferencjach naukowych jako „invited speaker” 
oraz wygłaszał wykłady seminaryjne na znanych uniwersytetach m.in. w Wielkiej 
Brytanii, USA, RPA, Szwecji i innych. W latach 1989–1991 jako “visiting profes-
sor” prowadził wykłady w Department of Applied Mathematical Studies, Universi-
ty of Leeds, w 2004 r. wygłosił cykl wykładów w ramach Advanced School of Non-
linear Dynamics and Chaos for High Volume and Ultra Precision Metal Cutting  
w Udine (Włochy).

Wielokrotnie organizował sesje tematyczne znanych konferencji międzynaro-
dowych, jak na przykład 12th ASME Conference on Noise and Vibration, Montre-
al 1989, International Conference on Complex Systems in Computational Physics, 
Buenos Aires 1993, Advanced Problems in Mechanics, St. Petersburg 2002. 

W 1993 r.  był przewodniczącym i głównym organizatorem EUROMECH Collo-
quium 308: „Chaos and Noise in Dynamical Systems” w Spale, w 1996 r. zorganizował 
międzynarodową konferencję „Applied Nonlinear Systems” w Inowłodzu, w  2008 r. 
współorganizował sesję „Chaos and Pattern Formation in Fluid and Solid Mechanics” 
w ramach International Congress of Theoretical and Applied Mechanics (ICTAM)  
w Adelajdzie w Australii.
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W latach 2010–2012 Profesor Tomasz Kapitaniak był członkiem Rady Naro-
dowego Centrum Nauki w Krakowie, od 2003 roku jest członkiem Komitetu Me-
chaniki PAN, w latach 2003–2010 był członkiem Komitetu Teorii Mechanizmów  
i Maszyn przy Komitecie Budowy Maszyn PAN oraz członkiem Łódzkiego Towa-
rzystwa Naukowego. 

W strukturze organizacyjnej Politechniki Łódzkiej, jak już wspomniano wcze-
śniej, w latach 1996–1999 Profesor pełnił obowiązki prodziekana do spraw studenc-
kich Wydziału Mechanicznego. Od 2002 roku przewodniczy Komisji Profesorskiej 
Wydziału, wielokrotnie był przewodniczącym komisji rozpatrujących wnioski  
o nadanie tytułu profesora. Od 1996 roku jest redaktorem wydawnictw Wydziału. 
Od roku 2002 jest członkiem Senatu Politechniki Łódzkiej, a od 2012 roku przewod-
niczy Senackiej Komisji ds. Nauki. 

Osiągnięcia naukowe Profesora Tomasza Kapitaniaka zostały docenione i na 
wniosek JM Rektora Politechniki Łódzkiej, został odznaczony Srebrnym (1993 r.) 
i Złotym Krzyżem Zasługi (2000 r.) oraz Krzyżem Kawalerskim Orderu Odrodze-
nia Polski (2011 r.). Ponadto w uznaniu za znaczący wkład do teorii układów dy-
namicznych uczelnie Saratov State University w Rosji oraz University of Aberdeen 
w Wielkiej Brytanii w 2001 roku nadały Profesorowi Tomaszowi Kapitaniakowi 
odpowiednio tytuł i stanowisko profesora honorowego. 

Współpraca Profesora Tomasza Kapitaniaka z Politechniką Lubelską, Wy-
działem Mechanicznym, a w szczególności Katedrą Mechaniki Stosowanej trwa 
od około 20 lat. Jego wizyty w Politechnice Lubelskiej jak i wizyty pracowników 
Politechniki Lubelskiej w Katedrze kierowanej przez Pana Profesora zaowoco-
wały wspólnymi seminariami, spotkaniami i dyskusjami w tematyce dotyczącej 
chaosu deterministycznego, dynamiki układów nieliniowych oraz metod nume-
rycznych dedykowanych badaniu ruchów chaotycznych. Profesor poprzez udział 
w seminariach, w tym w ramach Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej 
i Stosowanej miał istotny wpływ na rozwój tego działu nauki w Politechnice Lu-
belskiej. Ponadto był członkiem komitetu naukowego konferencji Euromech 498 
„Nonlinear Dynamics of Composite Structures”, 2008, organizowanej przez Kate-
drę Mechaniki Stosowanej PL, na której wygłosił wykład plenarny. Był też człon-
kiem Komitetu Naukowego międzynarodowych warsztatów „Nonlinear Dynamic 
Phenomena in Mechanical, Aerospace, and Civil Engineering”,  zorganizowanych  
w Lublinie 2012 r. w ramach projektu europejskiego. 

Profesor Kapitaniak wspierał rozwój pracowników Wydziału Mechaniczne-
go w zakresie mechaniki, aktywnie wspomagając realizacje prac habilitacyjnych 
w dyscyplinie mechanika, obronionych na Wydziale Mechanicznym Politechniki 
Łódzkiej. Zespół kierowany przez Profesora współpracuje z młodymi pracowni-
kami naukowymi Politechniki Lubelskiej np. w ramach grantów NCN „Sonata” 
w celu finalizacji kolejnych habilitacji. Prof. Kapitaniak był recenzentem dorobku 
naukowego pracowników Wydziału Mechanicznego PL, recenzentem prac habili-
tacyjnych oraz prac doktorskich. 
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Przedstawiając Państwu sylwetkę Profesora Tomasza Kapitaniaka, chciałbym 
zwrócić również uwagę na jego związek z naukami humanistycznymi. W 2000 r. 
opublikował książkę pt. „Historia Szkocji”, w której przedstawił barwnie szeroką wie-
dzę na temat tego pięknego kraju, od czasów prehistorycznych po współczesność,  
z uwzględnieniem obszernych informacji o władcach i klanach szkockich.  
W 2002 r. ukazała się kolejna książka Profesora opisująca bitwę pod Bannockburn 
(1314 r.), znaną z filmu „Braveheart”. W książce opisane jest spektakularne zwycię-
stwo Szkotów przełamujące hegemonię Anglii, co zapewniło niepodległość Szkocji 
na kilka wieków. Profesor już od dzieciństwa zajmował się malarstwem. Od wielu lat 
maluje portrety, akty, krajobrazy, żywą i martwą naturę. Informacje o wystawach Jego 
malarstwa można znaleźć na stronach internetowych, a niewielką próbkę zobaczyć  
w końcowej części wykładu.  

Osiągnięcia Profesora wspierane są przez najbliższą rodzinę, Żonę Małgorzatę, 
która z wykształcenia jest filologiem angielskim oraz Syna Marcina, który był stu-
dentem Wydziału Mechanicznego Politechniki Łódzkiej, a obecnie jest doktoran-
tem na University of Aberdeen w Szkocji.      

Jego Magnificencjo Rektorze, Wysoki Senacie, Szanowni Państwo, 
przedstawiając postać Profesora Tomasza Kapitaniaka, Jego osiągnięcia nauko-

we, zawodowe, organizacyjne jak również jego wpływ na środowiska, z którymi 
współpracował, w tym środowisko naszej Uczelni, jestem przekonany, że tytuł 
doktora honoris causa Politechniki Lubelskiej nadajemy wybitnemu Uczonemu, 
o wielkim autorytecie, Osobie niezwykle życzliwej i chętnej do wspomagania in-
nych, szczególnie młodych pracowników naukowych. 

Drogi Panie Profesorze, proszę przyjąć ten tytuł jako wyraz szacunku społeczno-
ści Politechniki Lubelskiej za wszystkie Pana osiągnięcia oraz wieloletnią współpracę 
z Politechniką Lubelską. Składam życzenia kontynuacji Pana życiowej pasji, którą 
jest mechanika, historia i malarstwo. Gratulacje składam również na ręce obecnych 
na uroczystości, Żony Małgorzaty, Syna Marcina oraz Rodziny i Przyjaciół. 
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Wykład wygłoszony przez doktora honoris causa

Dynamika hazardu1

Moja działalność naukowa wiąże się z problemami z pogranicza mechaniki 
teoretycznej i matematyki stosowanej a w szczególności dotyczy zagadnień dy-
namiki nieliniowej, teorii bifurkacji i chaosu. W ostatnich latach zajmowałem się 
także analizą losowości w układach mechanicznych a w tym analizą przyczyn nie-
przewidywalności odpowiedzi układu. Tym zagadnieniom postanowiłem poświę-
cić dzisiejszy wykład.

Rozpatrzmy rzut monetą. Co wypadnie: orzeł czy reszka? Prawie każdy powie, 
że nie da się tego przewidzieć: wynik rzutu jest losowy, a ze względu na symetrię 
monety prawdopodobieństwo wyrzucenia orła wynosi 50% i jest równe prawdo-
podobieństwu wyrzucenia reszki. Z drugiej strony zgodnie z prawami mechaniki 
klasycznej, które mają charakter deterministyczny, ruch ciała materialnego zależy 
tylko od warunków początkowych (m.in. położenia i prędkości). Trajektoria rzu-
conej monety powinna zatem być całkowicie określona, a wynik rzutu całkowicie 
przewidywalny. 

Jak pogodzić te sprzeczności? Naukowcy i filozofowie próbują odpowiedzieć na 
to pytanie od pięciu stuleci. W XVI i XVII wieku prace na temat gry w kości napi-
sali Girolamo Cardano (włoski matematyk, który przyczynił się do odkrycia liczb 
urojonych), Galileusz oraz Christiaan Huygens (jeden z prekursorów rachunku 
różniczkowego i całkowego oraz konstruktor zegara wahadłowego). Ich następcy 
(m.in.  D. Bernoulli, P. Laplace, S.D. Poisson, H. Poincaré, E. Thorp czy twórca 
ruletki B. Pascal) nie ograniczali się już do badania prostych gier hazardowych, 
lecz poszukiwali możliwie ogólnych przyczyn pojawiania się indeterminizmu  
w układach fizycznych. W XX wieku problemem tym zajęli się Francuz Henri Po-
incaré i Niemiec Eberhard Hopf, których uważa się dzisiaj za pionierów badań  
w dziedzinie dynamiki nieliniowej. W ostatnich dziesięcioleciach wielu matematy-
ków i fizyków próbowało opisać genezę przypadkowości za pomocą teorii chaosu.

Nikt jednak nie zdołał całkowicie wyjaśnić, dlaczego rzut monetą lub kostką 
pozostaje nieprzewidywalny pomimo swojego deterministycznego charakteru. 
Zaintrygowało nas to i postanowiliśmy zająć się tym problemem. Oryginalność 
naszej metody polega na analizowaniu trójwymiarowej dynamiki przedmiotu 
(monety lub kostki) przy uwzględnieniu rozproszenia energii, do jakiego docho-
dzi, gdy odbija się on od stołu. Wykazaliśmy, że wyniki rzutu dają się przewidzieć 
pod warunkiem, iż warunki początkowe znane są z wystarczającą dokładnością. 
Musi być ona tym większa, im więcej razy przedmiot odbija się od stołu przed 

1 Wykład został przygotowany w oparciu o publikacje:  J. Strzałko, J. Grabski, T. Kapitaniak, Czy gra  
w kości to prawdziwy hazard?,  Scientific American- Świat Nauki, 6(226) 2010,  J. Strzałko,  J. Grabski, 
T. Kapitaniak,  Ruletka – czy to jeszcze hazard, Wiedza i Życie, 5, 2010.
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zatrzymaniem. Stwierdziliśmy też, że prawdopodobieństwo zatrzymania się kości 
na boku, którym była zwrócona do dołu w chwili rzutu, jest większe od prawdo-
podobieństwa zatrzymania się na jakimkolwiek innym boku. Nasze wyniki mają 
zastosowanie zarówno do rzutów kostką, jak i monetą (którą można uważać za 
kostkę o dwóch bokach). 

Rzut kostką jest najczęściej przytaczanym przykładem zdarzenia losowego. Po-
nieważ kostki wytwarza się z jednorodnego materiału, symetria popularnej kostki 
sześciennej pozwala zakładać, że po energicznym rzucie ma ona jednakowe szanse 
zatrzymania się na każdym ze swoich sześciu boków. Taką kostkę określa się jako 
równoprawdopodobną. 

Rys. 1. Kostki sześcienne są najpopularniejsze, ale używa się  również kostek o kształcie innych 
wielościanów foremnych. Ruch każdej kostki można opisać przez ruch postępowy jej środka 
C i obrót wokół związanych z nią sztywnych osi X, Y i Z. Symetryczna moneta może być 
traktowana jako kostka o dwóch bokach.

Równoprawodopodobny jest każdy wielościan wypukły, którego wszystkie 
ściany są jednakowe, a każda z nich jest tak samo ustawiona względem pozosta-
łych ścian oraz środka masy. Bryły o takich własnościach pokazane na Rys. 1 mają 
parzystą liczbę boków i noszą nazwę wielościanów foremnych (oprócz sześcianu 
są to czworościan, ośmiościan, dwunastościan i dwudziestościan foremny).  Dwaj 
matematycy z Uniwersytetu Stanford, Joe Keller i Persi Diakonis pokazali, że  
istnieją równoprawdopodobne wielościany niesymetryczne. Jako przykład podali 
podwójną piramidę (wielościan złożony z dwóch piramid połączonych podsta-
wami), od której odcięto oba wierzchołki, wklejając w ich miejsce nowe ściany 
równoległe do podstaw. Jeśli cięcia zostały poprowadzone blisko wierzchołków, 
prawdopodobieństwo, że rzucony wielościan zatrzyma się na jednym z nowych 
boków jest bardzo małe. Przesuwając miejsce cięcia ku podstawie, zwiększamy je 
aż do wartości granicznej, którą jest ½ (otrzymany w granicy cienki „plasterek” to 
nic innego jak kwadratowa moneta). Oznacza to, że istnieje takie przecięcie, przy 
którym prawdopodobieństwo zatrzymania się na nowym boku jest równe praw-
dopodobieństwu zatrzymania się na którymkolwiek z oryginalnych.
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Rys. 2. Podwójna piramida (a) zamienia się po odcięciu wierzchołków w kostkę niesymetryczną. 
Przy cięciu poprowadzonym blisko wierzchołków (b) prawdopodobieństwo, że po rzucie 
zatrzyma się ona na którymś z dwóch nowo powstałych boków jest niewielkie, natomiast 
przy cięciu poprowadzonym blisko wspólnej podstawy piramid (c) staje się ono większe od 
prawdopodobieństwa zatrzymania na jednej ze ścian bocznych. Istnieje zatem taka wysokość 
cięcia, przy której wszystkie ściany są równoprawdopodobne. 

W rzeczywistości równoprawdopodobność nigdy nie jest doskonała. Żeby do-
wiedzieć się, czy boki danej kostki są równoprawdopodobne, należy uwzględnić 
jej dynamikę podczas rzutu. Dynamikę tę opisują deterministyczne prawa mecha-
niki klasycznej, które na podstawie warunków początkowych (położenie, orienta-
cja, prędkość liniowa i prędkości kątowe) jednoznacznie określają końcowy stan 
kostki. 

W naszym modelu kostka jest jednorodnym ciałem sztywnym, w którym śro-
dek masy pokrywa się ze środkiem geometrycznym. (Kostki o takich własnościach 
są używane w kasynach. Zagłębienia oznaczające wartości boków są w nich wy-
pełnione farbą, której gęstość jest równa gęstości materiału użytego do produkcji 
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kostki.) Rozpatrzmy kostki równościenne (o jednakowych bokach), których kra-
wędzie i wierzchołki są ostre, tzn. nie zostały zaokrąglone. Przyjmujemy, że pod-
czas rzutu z wysokości z0 kostka obraca się wokół osi X, Y, Z przechodzących przez 
jej środek C - Rys. 3. Z ogólnych praw mechaniki klasycznej wynikają równania 
opisujące przebieg rzutu, które można rozwiązać przy użyciu komputera, znajdu-
jąc położenie i prędkość każdego punktu kostki w stałym układzie odniesienia  
(O, x, y, z) zarówno podczas jej lotu, jak i odbić oraz toczenia się po stole.

Rys. 3. Model fizyczny kostki.

Przy każdym uderzeniu o stół kostka traci część energii kinetycznej. Efekt ten 
uwzględniliśmy, wprowadzając współczynnik odbicia r o wartości z przedziału  
[0, 1], przy czym r = 0 odpowiada miękkiej powierzchni uniemożliwiającej od-
bicie, zaś r = 1  powierzchni doskonale sprężystej. W przypadku kostki z włók-
na octanowego, która spada na stół drewniany, współczynnik odbicia ma wartość 
około 0.5. Kostka ma masę 16 g i krawędzie o długości 2 cm (sześcian) lub 4.0793 
cm (czworościan). Wirtualne kostki są rzucane z wysokości 10–30 cm, z prędko-
ścią kątową porównywalną do nadawanej przy rzucie ręcznym. 
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(a)

(b)
Rys. 4. Przykłady symulacji rzutu kostką sześcienną (a) i czworościenną (b). Każdy wierzchołek jest 

oznaczony literą, zaś kolorowe krzywe obrazują trajektorie poszczególnych wierzchołków. 
Pionowe linie wskazują miejsca kolejnych zderzeń ze stołem.
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Symulacje numeryczne pozwalają stwierdzić, w którym miejscu kostka zetknie 
się ze stołem, i którym wierzchołkiem w niego uderzy. Na przykład, podczas jed-
nej z symulacji sześcienna kostka o ośmiu wierzchołkach oznaczonych literami 
od A do H uderzała w stół kolejno wierzchołkami E, G, C, G, A, D, H, G, C i D 
– Rys. 4. Podobnie, rzut czterościenną kostką o wierzchołkach A–D można było 
opisać sekwencją A, B, A, C, D, A, B, A, B i D. Gracze decydują o wyniku rzutu, 
patrząc na wierzchni bok kostki. My natomiast braliśmy pod uwagę spodnią stro-
nę (bok, na którym kostka leży po zatrzymaniu się), ponieważ jeden z badanych 
typów kości (czworościan) nie ma jednoznacznie określonego boku wierzchniego. 
Rzut oka na ten rysunek wystarczy, by zauważyć, że nie każde uderzenie zmienia-
ło spodnią stronę kości. W przypadku kości czworościennej zdarzyło się to tylko 
raz (po czwartym odbiciu), podczas gdy kość sześcienna zmieniła spodnią stronę 
cztery razy.

Dokonując analizy wyników symulacji, wygodnie jest używać pojęcia basenu 
przyciągania. W naszym przypadku oznacza ono zbiór warunków początkowych, 
które skutkują takim samym wynikiem rzutu, tzn. zatrzymaniem się kostki na tym 
samym boku. Jest to oczywiście pewien podzbiór zbioru wszystkich możliwych 
warunków początkowych. Kostka o n bokach może zatrzymać się na n różnych 
sposobów, istnieje zatem dla niej n basenów przyciągania. Granice pomiędzy base-
nami poszczególnych boków są wyznaczone przez warunki początkowe skutkujące 
zatrzymaniem się kostki na jednej z krawędzi, a taka konfiguracja jest niestabilna. 

Matematyczna przestrzeń wszystkich możliwych warunków początkowych 
jest dwunastowymiarowa (po trzy współrzędne określają położenie środka kost-
ki w zwykłej przestrzeni trójwymiarowej, jej orientację, prędkość środka jej masy 
oraz prędkości jej obrotu). Podzieliliśmy tę przestrzeń na małe komórki i użyli-
śmy współrzędnych środka każdej z nich jako warunku początkowego w jednej  
z symulacji. Daną komórkę malowaliśmy na kolor boku, na którym zatrzymała się 
startująca z niej kostka Taka procedura pozwala w prosty sposób zwizualizować 
basen przyciągania każdego boku.

Chcąc dokładnie wyznaczyć granice basenów, trzeba używać możliwie małych 
komórek. Ponieważ 12-wymiarowej przestrzeni warunków początkowych nie da 
się przedstawić na płaszczyźnie, musimy ograniczyć się do jej dwuwymiarowych 
przekrojów. Na przekrojach przedstawionych na rysunku na stronie xx ustalone są 
wszystkie warunki początkowe oprócz wysokości z0 oraz prędkości kątowej obrotu 
wokół osi Y. 

Ograniczmy się do kostki czworościennej i sprawdźmy, jak baseny przyciągania 
zmieniają się w zależności od współczynnika odbicia. Będziemy przy tym opero-
wać nie samym współczynnikiem, lecz zależną od niego liczbą odbić (im większy 
współczynnik, tym więcej odbić). Pierwszym zaskakującym wynikiem jest fakt, 
że przy małej liczbie odbić granice basenów przyciągania są gładkie – Rys. 5(a,b). 
Pozwala to łatwo określić warunki początkowe, które skutkują określonym wyni-
kiem rzutu. Co więcej, okazuje się, że aby ów wynik uzyskać, nie trzeba ich znać  
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z dużą dokładnością. Innymi słowy, gracz może przewidzieć wynik rzutu, nie na-
dając kostce ściśle określonej prędkości ani nie rzucając jej z precyzyjnie określonej 
wysokości. Gdy liczba odbić wzrasta, baseny przyciągania zaczynają się na siebie 
nakładać, a ich granice rozmywają się i zacierają – Rys. 5(c). Przewidzenie wyniku 
rzutu jest nadal możliwe, ale warunki początkowe muszą być znane bardzo do-
kładnie. Takie same właściwości mają baseny przyciągania kostek sześciennych, 
ośmiościennych, dwunastościennych i dwudziestościennych oraz „kostki dwu-
ściennej”, czyli monety. Jest więc wszystko jedno, czy rzucamy kością czy monetą: 
w obu przypadkach o wyniku może zadecydować… zręczna dłoń!

Nasze badania nie miały oczywiście na celu wygrania w kasynie, lecz znalezie-
nie odpowiedzi na pytanie, czy kości naprawdę są grą równoprawdopodobną. Na 
podstawie naszych symulacji oceniliśmy średnie prawdopodobieństwo p, że kost-
ka zatrzyma się na boku, którym była zwrócona do dołu w chwili rzutu. Dla każde-
go kształtu kości otrzymana przez nas wartość p jest wynikiem miliona symulacji 
równań ruchu z losowo wybranymi warunkami początkowymi. Porównujemy ją 
z wartością teoretyczną 1/n, gdzie n jest liczbą boków kostki. Dla współczynnika 
odbicia równego 0 (miękki stół, od którego kostka nie odbija się ani razu), wy-
nosi ono 0.643 dla czworościanu i 0.548 dla sześcianu. Obie wartości znacznie 
różnią się od oczekiwanych, równych odpowiednio 0.25 i 0.167. W przypadku 
bardziej realistycznym (współczynnik odbicia równy 0.5) kostki czworościenne  
i sześcienne odbijają się średnio cztery i pięć razy, a prawdopodobieństwo p wy-
nosi odpowiednio 0.331 i 0.199. W obu przypadkach zbliża się więc do wartości 
oczekiwanej, ale nadal znacząco się od niej różni, zaś o wyniku rozgrywki (na któ-
rą składa się bardzo wiele rzutów) wciąż decyduje zręczność gracza. Innymi słowy, 
w rzeczywistym doświadczeniu mechanicznym gra w kości nie jest sprawiedliwa 
(wszystkie możliwe wyniki nie są równoprawdopodobne).

Na koniec zajmiemy się przypadkiem, w którym współczynnik odbicia jest bli-
ski jedności, a liczba odbić wzrasta do kilkunastu. Przy 15 odbiciach p różni się od 
wartości oczekiwanej tylko o 0.005 dla czworościanu i 0.001 dla sześcianu. Podob-
ne zachowanie obserwuje się przy dużych wartościach początkowej energii rotacyj-
nej, ponieważ im szybciej obraca się kostka w chwili rzutu, tym więcej razy odbije 
się przed zatrzymaniem. W miarę jak współczynnik odbicia zbliża się do jedynki, 
liczba odbić rośnie do nieskończoności, zaś ciąg utworzony z liczb lub liter ozna-
czających rogi, którymi kostka kolejno uderza o stół, staje się całkowicie chaotycz-
ny. Baseny przyciągania przeplatają się w sposób fraktalny – Rys.5(d), co oznacza, 
że drobna zmiana warunków początkowych prowadzi do zupełnie innego wyniku. 
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Rys. 4.   Warunki początkowe prowadzące do takich samych wyników tworzą wyraźnie rozgraniczone 
baseny przyciągania tylko wtedy, gdy liczba odbić jest niewielka. Rysunek pokazuje baseny 
przyciągania kostki czworościennej otrzymane w naszych symulacjach przy założeniu, że 
ustalone są wszystkie parametry początkowe oprócz wysokości rzutu i prędkości kątowej 
kostki wokół osi Y. Każdy kolor odpowiada innemu bokowi kostki. Liczba odbić kostki od 
stołu wynosi 1 (a), 3 (b), 5 (c) i 15 (d). Im jest większa, tym bardziej zacierają się granice 
między basenami. Gdy straty energii przy odbiciach są bardzo małe, liczba odbić dąży do 
nieskończoności. Baseny przyciągania mają strukturę fraktalną, a ruch kostki jest całkowicie 
chaotyczny.
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Przy współczynniku odbicia równym 1 nawet najmniejsza niedokładność  
w wyznaczeniu warunków początkowych sprawia, że rzut kostką staje się nieprze-
widywalny. To samo odnosi się do monety: bardzo blisko warunku początkowego, 
przy którym wypada reszka, istnieją takie, przy których pojawia się orzeł. Uogól-
niając to stwierdzenie, możemy powiedzieć, że prawdopodobieństwo zatrzymania 
się kostki o n bokach na boku zwróconym początkowo w dół zbliża się do ocze-
kiwanej wartości 1/n przy dużej liczbie odbić (która zależy nie tylko od współ-
czynnika odbicia, lecz także od warunków początkowych – m.in. od prędkości 
rotacji). W granicy, gdy liczba ta dąży do nieskończoności, wynik rzutu kostką jest 
całkowicie losowy.

	 Miarę chaotyczności można określić za pomocą tzw. wykładników Lapu-
nowa. Maksymalny zaobserwowany w naszych symulacjach wykładnik Lapunowa 
wynosi 0.076 w przypadku czworościanu i 0.067 w przypadku sześcianu, co jedno-
znacznie sygnalizuje chaotyczność procesu.

	 Powszechnie uważa się, że wynik rzutu monetą, kostką czy miejsce zatrzy-
mania się kulki w ruletce jest całkowicie przypadkowy. Fizyka i nasze symulacje 
numeryczne dowodzą, iż rzeczywistość jest nieco inna. Wynik ten nie jest loso-
wy, gdyż istnieje ścisła korelacja pomiędzy warunkami początkowymi a wynikiem 
końcowym. To, że dany przedmiot jest równoprawdopodobny pod względem 
symetrii, nie wystarcza, by był równoprawdopodobny pod względem dynamiki. 
Mając odpowiednie urządzenie skanujące, które zarejestruje położenie i prędkość 
początkową kości lub kulki, model matematyczny i odpowiednio szybki komputer 
można przewidzieć wynik gry. Dalsza miniaturyzacja komputerów może na przy-
kład doprowadzić do wyeliminowania ruletki z kasyn. Nawiązując do słynnego 
pytania Alberta Einsteina Czy Bóg gra w kości, możemy z cała pewnością odpowie-
dzieć, że Bóg nie gra w kości w kasynach. 

Szczegółowe wyniki opisanych badań zostały przedstawione w następujących 
publikacjach:
•	 J. Strzałko, J. Grabski, P. Perlikowski, A. Stefański, T. Kapitaniak; Dynamics of 

Gambling: Origins of Randomness in Mechanical Systems. Springer, Berlin, 
2009,

•	 J. Strzałko, J. Grabski, P. Perlikowski, A. Stefański, T. Kapitaniak; Dynamics of 
coin tossing is predictable, Physics Reports, 469 (2), 59–92; 2008.
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