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Wstep

Niniejsze opracowanie pt. ,Zadania do ¢wiczen rachunkowych z fizyki. Czgs§¢
IT” zostalo pomyslane, jako pomoc dydaktyczna dla studentéw pierwszych lat stu-
diéw wszystkich kierunkéw. Ze wzgledu na stale zmniejszajaca sie liczbe godzin
przeznaczong na ¢wiczenia rachunkowe z fizyki, praca zawiera takze pewng ilos¢
zadan z rozwigzaniami, w tym rozwigzania w oparciu o rachunek rézniczkowy
i calkowy oraz réwnania rézniczkowe, co pozwoli studentowi na glebsze i samo-
dzielne przestudiowanie sposobu tych rozwigzan.

Autorzy majg nadzieje, ze praca ta, udostepniona dla studentéw w podrecznej
bibliotece uczelni, przyczyni si¢ do szybszego opanowania przez nich sztuki roz-
wigzywania zadan, tzw. ,obiegowych” z fizyki, jak tez zaciekawi niektorych proble-
matyka praw fizyki wystepujacych w przyrodzie i technice. Zadania uzupelniajace
(bez rozwigzan), zostaly dobrane w taki sposob, aby mozna je byto rozpracowac
W oparciu o te rozwigzane.

Ksiazka pt. ,Zadania do ¢wiczen rachunkowych z fizyki. Czg$¢ II” jest konty-
nuacjg wczeéniejszego opracowania I czesci, ktora zawiera takie dzialy, jak: Wek-
tory, pola skalarne i wektorowe, Kinematyke punktu materialnego oraz Dynamike.
Czes¢ I natomiast zawiera: Grawitacje, Ruch drgajacy i falowy, Fizyke czasteczko-
w3, przemiany gazowe i termodynamike.

Autorzy bedg wdzieczni za wszelkie krytyczne uwagi oraz dostrzezone bledy.

Autorzy






Rozdzial 1

Grawitacja

Zadania z rozwiazaniami

1.1. Obliczy¢, w jakiej odlegtoéci od $rodka Ziemi pojazd kosmiczny lecacy z Zie-
mi na Ksiezyc bedzie przyciagany z jednakowsq silg przez Ziemig i przez Ksie-
zyc. Masa Ksigzyca jest 81 razy mniejsza od masy Ziemi a odlegto$¢ Ksigzyca
od Ziemi wynosi d = 380 000 km.

Rozwigzanie
Przypus$¢my, ze szukane miejsce znajduje si¢ w odleglosci x od $rodka Zie-
mi, co jest pokazane na rys. 1.1.

Rys 1.1. W punkcie A pojazd kosmiczny jest jednakowo przyciggany zaréwno przez Zie-
mieg jak i przez Ksiezyc

Wtedy w oparciu o prawo powszechnego cigzenia mozemy napisa¢ naste-
pujace réwnanie:



M,m G MKm2 ,
X (d—x)

gdzie
G jest stalg grawitacji,
My, Mg masg Ziemi i Ksi¢zyca odpowiednio,
m masg pojazdu kosmicznego.

Po przeksztalceniach mamy:

M, X’
MK (d - X)z
stad
x M,
d-x \M;
ostatecznie
9
X =— d b
10
x = 342000 km.

1.2. Dwie gwiazdy o masach m; i m, znajdujg sie¢ w odlegtosci L od siebie. Znalez¢
natezenie pola grawitacyjnego w punkcie A znajdujacym si¢ w odlegloscir; ir,
odpowiednio od pierwszej i drugiej gwiazdy.

Rozwigzanie

—

Natezenie pola grawitacyjnego w punkcie A (}’w) jest sumg wektorowa
dwdch natezen: natezenia pochodzacego od gwiazdy o masie m; (771 ) oraz na-

tezenia od gwiazdy o masie m, (;72) . Pokazane jest to na rys. 1.2.

—

Yw=V1+7

Y =T A =2 117, cos @ (1L.1)
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Rys. 1.2. Natezenie pola grawitacyjnego pochodzgcego od dwich gwiazd w punkcie A jest
sumg wektorowq natezeri pol od poszczegolnych gwiazd

Kat a nalezy wyznaczy¢ w funkcji kata f3:

20+ 2B = 360°
stad
a=180°- B

Wzér (1.1) przyjmie teraz postac:

Y =\7E+7 4217, c0s B
gdzie

natomiast cosf znajdujemy z trojkata ABC:
2 2 2
L'=r +1, -21r,c08f3,
I’ +rl+1)

cosf} =
211,

Ostatecznie szukane natezenie pola grawitacyjnego wyrazi si¢ wzorem:

2 2
m’ m mm
yw=G\/—1+—2— L 2(Lz—rf—rzz)-

4 4 3.3
I'1 I'2 I'1 I'2
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1.3. Sztuczny satelita krazy wokdt Ziemi po orbicie eliptycznej takiej, ze wiel-
ka polos a; tej elipsy jest mniejsza o Aa = 1000 km od wielkiej poétosi
a; = 10 000 km drugiego satelity. Obliczy¢ okres obiegu drugiego satelity T,
jezeli okres pierwszego wynosi T = 96 min.

Rozwigzanie
W oparciu o trzecie prawo Keplera mozemy napisa¢:
2 3
I _a
2 3
T 2

ale wielka poto$ danego satelity jest mniejsza od wielkiej potosi drugiego sate-
lity o Aa, co mozemy zapisa¢: a; = a, - Aa.

Uwzgledniajac powyzsze, otrzymamy:

T, =112 min.

1.4. Obliczy¢ na jakiej wysokosci nad powierzchnig Ziemi, nat¢zenie pola grawi-
tacyjnego Ziemi jest k = 9 razy mniejsze niz na powierzchni. Promien Ziemi
R = 6400 km.

Rozwigzanie
Wychodzimy stad, ze warto$¢ liczbowa natezenie pola grawitacyjnego Zie-
mi wyraza si¢ wzorem:

M
y=G R (1.2)
gdzie M jest masa Ziemi,

R promien Ziemi.

Z tresci zadania wynika, ze
M

/4 G .
k  (R+h)

gdzie h jest szukang wysokoscig nad powierzchnia Ziemi.

12



Po podzieleniu stronami powyzszych réwnan oraz po przeksztalceniach otrzymamy:

h=R(Vk-1),
h=2R.
1.5. Okres wahan pewnego wahadta wynosi T. Obliczy¢ ile wynosilby okres wahan

tego wahadla na planecie o promieniu 4 razy mniejszym od promienia Ziemi.
Przyja¢, ze Ziemia i planeta sg jednorodnymi kulami o tej samej gestosci.

Rozwigzanie
Okres wahan wahadla na Ziemi i na planecie wyrazi si¢ odpowiednio:

TZ:27T >
g,
L

Tp=27r —.
8p

Przyjmujac przyblizenie, ze przyspieszenie ziemskie i danej planety sg odpo-
wiednio réwne natezeniu grawitacyjnemu Ziemi i tej planety (przy zaniedbaniu
ruchu wirowego obu cial), mozemy napisac:

M, M,
> gp = G >

=G
SRR,

oraz, ze

4 4
M, = nRip,MngnRip-

z

Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci i po przeksztalceniach otrzymamy:

13



1.6. Czas trwania doby na jednorodnej, kulistej planecie o gestosci p i promieniu R
wynosi T. Obliczy¢ na jakiej wysokosci nad biegunem tej planety ciezar danego
ciala bedzie taki sam jak na rowniku. Stala grawitacji G.

Rozwigzanie
Ciezar ciala nad biegunem na wysokosci x nad dang planetg wyrazi si¢ na-
stepujacym wzorem:
M m
(R+ X)2

Natomiast ciezar ciata na réwniku jest suma wektorowa sily grawitacji i sity
odsrodkowej bezwtadnosci

Qb:G

Q =FE+F.

Wartos$¢ Q, wynosi:
M m
Q. =G - —m o’R, (1.3)

gdzie mw?R jest sita odsrodkowg bezwladnosci.

4 2
Uwzgledniajac, ze M = 3 n R’p oraz, ze o = Tﬂ

i poréwnujac cigzar ciala nad biegunem na wysokosci x z cigzarem ciala na
réwniku danej planety, mozemy wyliczy¢ szukang wysokos¢:

Mm _Mm
(R+x)’ R?

Z powyzszego réwnania wyznaczamy szukang wysokos¢:
T2
cer | [ G2 )
GpT -3rx

1.7. Okresli¢ zalezno$¢ ciezaru ciala od szerokosci geograficznej Ziemi.

G -m »’R-

Rozwigzanie
Ciezar ciala, czyli sila z jaka cialo spada na Ziemie, na biegunie réwna sie¢
sile grawitacji:

14



M,m
Ry
Natomiast z powodu ruchu obrotowego Ziemi wokot swojej osi, ciezar
ten jest zmniejszony o sile odsrodkowa bezwtadnosci, ktéra wzrasta w miare
zblizania si¢ do rownika i na réwniku osiaga warto$¢ maksymalnag. Zaleznos¢
cigzaru od szerokosci geograficznej wyrazi si¢ wiec rownaniem wynikajacym
z twierdzenia cosinusow (rys. 1.3).

F=G

Zatem:
Q, =\/E: +E —2EF, cos¢ .
M m
E =G % >
E =m o’r,

gdzie R to promien Ziemi,

w predkos¢ katowa ruchu obrotowego Ziemi,

r odleglo$¢ danego ciata od osi obrotu Ziemi, ktéra zalezy od szerokosci
geograficznej (rys. 1.3) i wyraza si¢ nastepujacym wzorem:

r = Rcosg,

¢ jest szeroko$cig geograficzng.

® .
Fp
4R
F
@

Rys. 1.3. Cigzar ciala na danej szerokosci geograficznej réwny jest sumie wektorowej sity
grawitacji oraz sity bezwladnosci. Jego wartos¢ wynika z tzw. cosinusow. Wynika stqd,
ze wektor cigzaru nie jest skierowany do srodka Ziemi, z wyjgtkiem bieguna i rownika

15



1.8. Na réwniku planety-Ziemia ciata wazg o 1/290 mniej niz na biegunie. Srednia
N m’

2

g

Obliczy¢ okres obrotu Ziemi dookota wtasnej osi, zakladajac, ze Ziemia jest
jednorodng kula.

gesto$¢ Ziemi wynosi p = 5517 kg/m®, stata grawitacji G = 6,67-107"'

Rozwigzanie
Ciezar ciala na réwniku mozna wyliczy¢ z nastepujacego réwnania:
M m
F=G——-m o’R.
R

Na réwniku, ma dane cialo wazy¢ mniej o 1/290 niz na biegunie. Warunek
ten zapisujemy w postaci nastepujacego réwnania:

M Mm 1 M
G -m @'R=G—— - — G—"
R R* 290 R
lub
o'R=—G—
290 R

Wyrazajac mase Ziemi w zaleznosci od jej gestosci:

4
Mzg T R3p

orazwzgledniajac,ze @© = 7r >obliczymy szukany okres obrotu planety-Ziemia.

o [870 7
Gp

T =24 godz.

1.9. Sztuczny satelita ma krazy¢ dookota Ziemi po okregu na wysokosci H nad
powierzchnig Ziemi i nie spa$¢ na nig. Obliczy¢ z jakg powinien by¢ wyrzu-
cony predkoscia oraz jaki bedzie jego okres obiegu. Wykona¢ obliczenia przy
zalozeniu, ze H << Ry, gdzie Ry jest promieniem Ziemi. Przyja¢ g = 9,8 m/s?,
R, = 6400 km.

16



Rozwigzanie
W sytuacji, w ktorej satelita ma krazy¢ dookota Ziemi po orbicie kotowej
i nie spas¢ na nig, sita grawitacji musi stanowi¢ site dosrodkows :
Mm  m v:
(R,+H) R,+H
GM
R,+H

G

Sk%d V1 =

Uwzgledniajac, ze g, = GM

2
VI:RZ\/jo-H'
Z

z
GdyH<<Rzto v, =4/g,R, . (1.4)

otrzymujemy:

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

k
v, =79 .
S
Otrzymali$my pierwsza predko$¢ kosmiczna.
W celu obliczenia okresu obiegu sztucznego satelity wychodzimy ze wzoru
na okres ruchu po okregu:

T=-27%.
0]
Uwzgledniajac, ze @ = v
’ R, +H
2rn(R,+H
bedziemy mieli T = M .
v

Zakladajac, ze H << Ry i podstawiajac za v wyrazenie \ 8z R, otrzymamy:

T=2nrn /&
gz

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:
T =1 godz. 24 min.

17



1.10. Obliczy¢, w jakiej odleglosci h od powierzchni Ziemi nalezy umiescié
sztucznego satelite, aby nie zmienial swego potozenia wzgledem Ziemi (sate-
lita stacjonarny). Dany jest promien Ziemi R, = 6370 km, okres obrotu Ziemi
T =24 godz., g = 9,81 m/s?.

Rozwigzanie
Satelita stacjonarny to taki, ktory utrzymuje sie¢ nad Ziemig w plaszczyz-
nie réwnika. Oznacza to, ze jego predkos¢ katowa réwna si¢ predkosci katowej
Ziemi, a site dosrodkowq stanowi sita grawitacji na szukanej wysokosci. Zatem:

M m

2
r

m o’r=G

gdzie r jest promieniem orbity sztucznego satelity:

4 2
T’f r=GM
skad
/GMT2
r= ) P
4 1
albo
GMRZT?
r=3——
R4 rm
s R T

r=42,1-10km.

Ostatecznie szukana odlegtos¢ od powierzchni Ziemi bedzie:
h=r- Rz
h = 35730 km.

1.11. Obliczy¢ mase Ziemi wiedzac, ze Ksigzyc jest oddalony od Ziemi na
odleglos¢ r = 384 000 km, a jego okres obiegu dookota Ziemi wynosi T = 27,3
dni.

18



Rozwigzanie
Sila przyciggania grawitacyjnego Ksigzyca (m) przez Ziemi¢ (M) stanowi
site dosrodkowa utrzymujaca Ksiezyc na orbicie. Mozemy wigc napisac:
m mv

GM—2= >
r r

L 2r
uwzgledniajac, ze v = Tr ]

2
4,
™

otrzymamy GM =
r

2
47 ,

™

stad GM =

4777’

T G
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:
M=6-10*kg.

Ostatecznie M =

1.12. Obliczy¢, predkos¢ liniowa Ziemi w jej ruchu dookota Storica. Masa Stonca
jest Mg =2 - 10*° kg, a $rednia odleglos¢ Ziemi od Storica wynosir =15 - 10"km.

Rozwigzanie
Sila przyciaggania Ziemi przez Stonice stanowi site dosrodkowa w jej ruchu:

2
Mm mv

2
r r

G

>

gdzie r - odlegtos¢ Ziemi od Stonca.

Z powyzszego robwnania wyznaczamy szukang predkos¢ liniowa Ziemi:

G M,
V= >
r

v=20g KM gy km
S S

19



1.13. Obliczy¢, ile bedzie wazy¢ na Ksigzycu czlowiek, ktéry na Ziemi wazy
F =900 N. Masa Ksi¢zyca jest n = 81 razy mniejsza od masy Ziemi, a promien
Ksiezyca jest k = 3,7 razy mniejszy od promienia Ziemi.

Rozwigzanie
Ciezar ciala na Ksigzycu wyrazi sie¢ wzorem:
F=mgx

gdzie m jest masg danego czlowieka, gx - przy$pieszeniem grawitacyjnym
na powierzchni Ksiezyca, ktére wynosi:

gx =G 11\{4{ ‘
Uwzgledniajac dane w tresci zadania:
=
8k = 8z o

m
Po podstawieniu wartosci liczbowych, przyjeciu g, =10 — orazm =90 kg
otrzymamy: s

F=152N.

1.14. Obliczy¢ warto$¢ natezenia pola grawitacyjnego (przy$pieszenie grawitacyjne)
na powierzchni Storica. Promien Storica jest k = 108 razy wiekszy od promienia
Ziemi a $rednia gesto$¢ Stonca n = 4 razy mniejsza od $redniej gestosci Ziemi.

Rozwigzanie
Wartos$¢ natezenia pola grawitacyjnego na powierzchni Slonica wyraza sig
wzorem:

MS
}/S :G R2 >
gdzie
M =—7 R ps,
p, = Pz .

20



Rs = kRy.

3

. 4 R
Mamy wigc ;/S:Gg 7IR2 p,>
Y ZGéﬂkSR; Pz,
3 kKR, n
ale
4
EERZPZZ 7’
wiec
1 k
7, =GM, ——
z
k
Ve =82
n
7322732_

1.15. Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego pochodzacego od powloki kulistej

o promieniu a i gestosci powierzchniowej o, w punkcie P odleglym o r od $rod-

ka powloki. Rozpatrzy¢ dwa przypadki a) gdy r > a oraz b) r<a.

Rozwigzanie
a) Przypadek gdy r > a

Wychodzimy z twierdzenia Gaussa dla natezenia pola grawitacyjnego:

¥y =—-47GM, tzn. strumien natezenia pola grawitacyjnego przez zamknieta
powierzchnie S jest wprost proporcjonalny do sumarycznej masy cial wewnatrz
tej powierzchni (A. Januszajtis, Fizyka dla politechnik, Tom II).

Strumien elementarny:

d¥ = 7_/' . as (rys.1.4).

21
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Rys. 1.4. Strumien elementarny natezenia pola grawitacyjnego wyraza sig wzorem

d¥ = 77 .ds Natomiast strumiert catkowity bedzie: = C_£7/ ds
'Pyzc_f;-as=cfy-ds~c05180° (1.5)
s

Na mocy twierdzenia Gaussa mamy:

¥, =<§y-ds-c05180°=—4 T GM
S

zatem
—v-dnr’=-41GM,
stad

v = 2
Natezenie pola grawitacyjnego wytworzonego przez powloke kulisty, dla
r > a jest takie samo jakby cata masa powloki byla umieszczona w jej srodku.
G4raco

Jezeli M=4 1 2’0 o y = >

b) gdyr <a.
W tym przypadku powierzchnia o promieniu r nie obejmuje Zadnej masy,
wiec:

y-4mxri=0



Natezenie pola grawitacyjnego wewnatrz powloki kulistej jest rowne zeru.
Jest to pokazane na wykresie na rys. 1.5.

Rys. 1.5. Natezenie pola grawitacyjnego wewngtrz powloki kulistej jest rowne zeru

Mozemy wykaza¢ inng metoda, Ze natezenie pola grawitacyjnego wewnatrz
powloki kulistej jest rowne zeru. W tym celu rozpatrujemy punkt materialny
o masie m umieszczony w dowolnym miejscu wewnatrz powloki kulistej o pro-
mieniua i grubosci da. Nastepnie, wycinamy dwa stozki o jednakowych katach
brylowych i wierzchotkach, gdzie znajduje si¢ punkt materialny o masie m.

Stozki te wycinaja na powloce kulistej elementarne powierzchnie ds, = dQ r;

oraz ds, = dQ rzz . Widac¢ to na rys. 1.6.

Rys. 1.6. Dwa stozki o jednakowych kgtach brylowych wycinajg powierzchnie ds; i ds

23



Masy odpowiednich fragmentéw powloki ds; i ds, beda:
dm, =ds, dr o = dQr’dr o,

dm, =ds, dr o =

dQrjdr o.

Sity grawitacji dzialajace ze strony wyzej wymienionych mas na punkt ma-
terialny o masie m wyrazajg si¢ wzorami:

2
dF:Gerl drom

) 5 =GdQdr om,
I.1
2
szzGerzzerm:GderO'm.
r

2

Sily te sa jednakowe i przeciwnie skierowane, a wiec si¢ redukuja, tzn, ze
natezenie pola grawitacyjnego wewnatrz powtoki kulistej jest réwne zeru.

1.16. Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego wytworzonego przez jednorodna
kule o promieniu a i gestosci objetosciowej p w punkcie odleglym od srodka
kuli o odlegto$¢ r. Rozpatrzy¢ dwa przypadki, a) gdy r > a orazb) gdy r < a.

Rozwigzanie

a) Przypadek gdy r > a.

Podobnie jak w zadaniu poprzednim korzystamy z twierdzenia Gaussa: kule
pelng o promieniu a i ggstosci objetosciowej p otaczamy sferg kulista o promie-
niur (rys. 1.7). Mamy:

~4nr'y=—4nGM

Rys. 1.7. Kulg petng o promieniu a otaczamy sferg kulistg o promieniu r

24



M
stad v = Gr2

Natezenie pola grawitacyjnego pochodzace od kuli pelnej jest takie samo jak
od powloki kulistej. Natomiast wewnatrz pelnej kuli natezenie nie jest réwne zeru.

b) Gdyr<a.

Wewnatrz kuli pelnej sfera o promieniu r < a obejmuje pewna mase tym
mniejsza im jest mniejsze r.

Mamy wiec

~4nr'y=—4nGM,
jesli uwzgledni¢, ze
4
M=—rr1p,
3 P
otrzymamy
4
'y =G—rnrt'p,
3
ostatecznie

4
=—nrG
Y 3 P.

Natezenie pola grawitacyjnego wewnatrz pelnej kuli jest wprost proporcjo-
nalne do odlegtosci od $rodka kuli, co jest pokazane na wykresie na rys. 1.8.

Rys. 1.8. Natezenie pola grawitacyjnego od petnej kuli, wewngtrz i na zewngtrz tej kuli
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1.17. Jednorodna kula wytwarza pole grawitacyjne, ktérego natezenie na po-
wierzchni kuli wynosi g. Natezenie to zmienia sig, jezeli wydrazymy w niej
dwie kule styczne do siebie i do powierzchni danej kuli o $rednicach réwnych
promieniowi danej kuli i srodkach lezacych w plaszczyznie réwnika (rys. 1.9).
Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego w punkcie A na biegunie kuli oraz
w punkcie B, CiD na réwniku.

Rozwigzanie

— —

Oznaczymy przez Y, i 7, natezenia pol grawitacyjnych wytwarzanych

przez mate kule 11 2.

Rys. 1.9. Natezenie pola grawitacyjnego w punkcie A bedzie roznicg wektorowg pomie-

dzy natezeniem g, a wypadkowym wektorem z dwéch wektoréw Y, i Y,

y - natezenie wypadkowe wytwarzane przez te kule,

¥ a - szukane natgzenie pola grawitacyjnego w punkcie A wytworzone

przez cze$¢ kuli oznaczong ciemniejszym kolorem (rys. 1.9).

Natezenie to wyrazi si¢ wzorem:

;Azg_(;l”';z)' (1.6)

Wzdr ten jest stuszny dla dowolnego punktu na powierzchni duzej kuli.
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Obliczanie dla punktu A.
Warto$¢ natezenia pola grawitacyjnego wytworzonego przez malg kule
i w punkcie A wyrazi si¢ wzorem:

7/1 = G’ 3 > (17)
r
. 4 5 S Les . - .
gdzie m= 3 7 1, p jest masa malej kuli, ktéra nalezy wyrazi¢ w funkcji
promienia R duzej kuli, uwzgledniajac, ze r, = —:
3 8 8

r - jest odlegto$ciag punktu A od srodka matej kuli,
1o — jest promieniem matej kuli,

p — jest gestoscia duzej kuli,

M - jest masg duzej kuli.

Podstawiajgc do wzoru (1.7) warto$¢ na m oraz, ze g =G — otrzymamy:

g R’

7/1 = 8 r2 > (18)
2
ale dla punktu A jest r* = R* + R = ER2 )
4 4
gdy warto$¢ na r* wstawimy do (1.8) otrzymamy:
1
=—g. (1.9)
71 10 8

Natezenie wypadkowe ;7 pola grawitacyjnego w punkcie A pochodzace od
dwdch matych kul wyliczymy jako wektor wypadkowy dwoch natezen 371 i 372
(rys. 1.9).

Y=r. %7
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Z rys. 1.9. widag, ze:

/4
—=y,cosc>
5 71

bioragc pod uwage tréjkat APO otrzymamy:

R 2
[, R 5
R*+—
4
Uwzgledniajac wzér (1.9) dostaniemy:
_28
"5

Szukane nate¢zenie pola grawitacyjnego w punkcie A bedzie réznicg dwdch
wektorow (wzor 1.6):

cosa =

YAa=877"
Natomiast warto$¢ liczbowa szukanego natezenia pola grawitacyjnego
w punkcie A bedzie réwne:

Po wyliczeniu otrzymamy:

ya=0,82g.

b) Obliczanie dla punktu B.

Korzystajac ze wzoru (1.7) na natgzenie pola grawitacyjnego pochodzacego

od malej kuli 1 w punkcie A: y = GE2 dla punktu B przy uwzglednieniu, ze
r
R M

r=r,= 5 oraz m = E’ otrzymamy:

Y11= 8-

N | —



Natomiast w punkcie B natezenie pola grawitacyjnego od kuli 2, uwzgled-

niajac, ze r =§ R oraz,ze m = ? otrzymamy:

Warto$¢ wektora wypadkowego w punkcie B wyrazi sie wzorem:

IR U IO
Vs 2g 188 9g

Jest to natezenie pola grawitacyjnego pochodzace od dwoch matych kul.

Ostatecznie, warto$¢ liczbowa natezenie pola grawitacyjnego w punkcie B
bedzie wynosi¢:
5
e =8~ 9 &’

4
}/Bzg g’

yp= 0,44 g.
Natezenie pola grawitacyjnego w punkcie C 7 (na réwniku) jest takie
samo jak w punkcie D 771) i réwna si¢ (ze wzgledu na symetrie) natezeniu pola

w punkcie A }7 A-

1.18. Na pétkuli péinocnej na szerokosci geograficznej ¢ = 45° plynie rzeka z po-

m
tudnia na pétnoc z predkosciag v =1 — . Obliczy¢ ci$nienie wywierane przez
s

wode na brzeg rzeki, jezeli jej szerokos¢ wynosi b = 100 m. Gestos¢ wody moz-

. kg . e
na przyja¢ p =1000 — . Okredli¢, na ktory brzeg rzeki dziata sita Coriolisa.
m
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Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na site Coriolisa:

- — —

Fc=2mvxa)'

v - predkos¢ rzeki, a ) predkos¢ katowa ruchu obrotowego Ziemi.

W zapisie skalarnym:

EE=2mawv siné({;,a)

Kat miedzy wektorami viw wynosi ¢, co wida¢ na rys. 1.10.

—>

0}
: vH

Rys. 1.10. Predkos¢ danego ciata v rozklada sie na dwie sktadowe predkosci: prosto-
padlg do kierunku predkosci kgtowej ruchu obrotowego Ziemi: V| =V SinQ oraz

réwnoleglg do tego kierunku V = VCOSQ

Zatem
E=2mv o sing.

Sita Coriolisa dziata prostopadle do plaszczyzny wektorow V i ® zwrot
jej okresla regula $ruby prawoskretnej. Jak wida¢ z rys. 1.10, sita Coriolisa
skierowana jest za kartke, a wigc dziala na prawy brzeg rzeki.

Z drugiej strony, sita ta moze by¢ wyrazona za pomocg ci$nienia p i pola
powierzchni S brzegu rzeki, na ktérg okreslona ilo$¢ wody wywiera ci$nienie p:

F=pS.
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Mase wody natomiast mozemy obliczy¢ jako iloczyn gestosci i objetosci
wody:

m=Vp,
gdzie V.=Sb.

Wstawiajac powyzsze do wzoru na sile Coriolisa otrzymamy:

E=2Sbpvwsing,

E

C

p:§:2bpva) sing,

N
p:10,2 -
m

1.19. Obliczy¢ prace podczas przenoszenia ciala o masie my w pomyslanym tune-
lu ze $rodka Ziemi na jej powierzchnie oraz energie potencjalng w dowolnym
punkcie wewnatrz Ziemi.

Rozwigzanie
Sifa dziatajgca na cialo probne o masie my w tunelu wewnatrz Ziemi pocho-
dzi tylko od kuli o promieniu r (rys. 1.11), poniewaz jak wykazano w zadaniu
1.15 nie ma oddziatywania pomiedzy zewnetrzng powltoka a masg my. Warstwe
Ziemi o grubosci (R-r) mozna traktowa¢ jako sume powlok kulistych.

m,m

2
r

>

E = G
gdzie m jest masg kuli o promieniu r,

3
m=—7xrp,

p jest srednig gestoscig Ziemi, ktoéra wyznaczamy w funkcji masy calej
Ziemi M:
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Rys. 1.11. Na ciato o masie my w pomyslanym tunelu przez srodek Ziemi dziata sita gra-
witacji pochodzgca tylko od kuli o promieniu r

4
M=- R’
3 P,
skad
3 1
=—M >
PR
bedzie wiec
Mr’
m= R3 .

Sifa przyciggania grawitacyjnego przez kule o promieniu r wyrazi si¢ teraz
wzorem:

F Gm M3r
r'R
ostatecznie
mM
Fg =G T

Jest wiec ta sita wprost proporcjonalna do odlegtoséci od $rodka Ziemi, co
jest pokazane na rys. 1.12.

Praca natomiast, jaka trzeba wykonac azeby przenies¢ cialo o masie my
w fikcyjnym tunelu przechodzacym przez $rodek Ziemi, ze $rodka Ziemi na jej
powierzchnie réwna sie polu pod wykresem sity:



G M m,

W= R
2 R?
ostatecznie
~1GMm,
= ET .

y

GMm,

RZ
GMm,, B/

R3

r -
O TA
R

Rys. 1.12. Praca potrzebna do przeniesienia ciata o masie mg ze srodka Ziemi na jej po-
wierzchnig jest réwna polu pod wykresem sily

Praca ta jest jednoczesnie rowna przyrostowi energii potencjalnej a wiec
réznicy pomiedzy energia potencjalng na powierzchni Ziemi a energia poten-
cjalng w $rodku Ziemi.

W=A4E =E , -E_. (1.10)
Z powyzszego réwnania obliczamy energie potencjalng w srodku Ziemi:
E,=E, -W.

Uwzgledniajgc wzory na E,, i W, otrzymamy:
Mm, 1 _Mm
-—G 0 __G 0,
" R 2 R
3 Mm,
P 2 R
Wynik ten jest analogiczny ze wzorem na potencjal grawitacyjny w srodku

pelnej kuli o promieniu R, gdy przyjmiemy za m jeden kilogram, gdyz poten-
cjal jest rowny grawitacyjnej energii potencjalnej jednostki masy.

(1.11)
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W celu obliczenia energii potencjalnej w dowolnym punkcie wewnatrz Zie-
mi nalezy okresli¢ prace potrzebna na przeniesienie ciata o masie my ze $srodka
Ziemi do dowolnego punktu oddalonego od srodka Ziemi o odleglos¢ r.

Praca ta jest rowna polu tréjkata OAB co wida¢ na rys. 1.12.

1 M
W,==rG 1’1;101"

2

1 M z
w,=1g m30r

2 R

Energia potencjalna grawitacji w funkeji odleglosci od $rodka Ziemi bedzie
sumg energii potencjalnej w $rodku Ziemi plus praca okreslona powyzszym
wzorem:

Epr = EPO + W,
lub

2
r:_EGMmO_|_lGMn13Or ‘
¥ 2 R 2 R

Pierwszy czlon powyzszego rownania okresla energie potencjalna grawita-
cji w $rodku kuli ziemskiej, a drugi prace jaka trzeba wykonac aby przenies¢
cialo 0 masie m ze $rodka Ziemi do punktu r < R.

-

< g

_GMmy
R
_ GMm,g
_ 3GMm R
2 R
Aemmr?
2 RS

Rys. 1.13. Zalezno$¢ energii potencjalnej grawitacji od odleglosci od srodka kuli ziemskiej



1.20. Wzdr na prace sily zewnetrznej réwnowazacej site pola grawitacyjnego pod-
czas przeniesienia ciala o masie m z powierzchni Ziemi na wysokos¢ h wynosi:

W=GmM R
R, R,+h

Rz jest promieniem Ziemi,

M masg Ziemi,

G stalg grawitacji.

Czgsto jednak postugujemy sie wzorem przyblizonym: W =m g h.

Do jakiej wysokosci nad Ziemie mozna stosowac ten wzdr, aby btad wzgled-
ny popelniony przy obliczeniach pracy za pomoca wzoru przyblizonego byt
mniejszy od 0,1%?

>

Rozwigzanie
Dokladna warto$¢ pracy wyrazamy wzorem:

WdZGMmL— ! =GMm ——— (1.12)
R, R,+h R, (R, +h)
Dla h<<Rz wzor dokladny przechodzi we wzdr przyblizony:
W GMm 2L (1.13)
z
poniewaz
~GM
g R
wiec
Wp=mgh.

Szukany btad wyrazi si¢ wzorem:

A W —-W
5=W _ T g7
Wd Wd

lub
Y
—P_1<107.
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Korzystajac ze wzorow (1.12) i (1.13) otrzymamy:

GMmL

2

Z —-1<107>
h

R, (R, +h)

GMm

stad

RZ+h—1<10*3

Z

lub

h
1+—-1<10""-
Z

Ostatecznie, szukana wysoko$¢ wyrazi si¢ wzorem:

h<R,-107.

Przyjmujac, ze Rz = 6374 km, bedziemy mieli:
h < 6,37 km.

1.21. Obliczy¢ z jaka predkoscig poczatkowa nalezy wyrzuci¢ cialo azeby wyszto
poza obszar przyciggania ziemskiego (druga predkos¢ kosmiczna). Przyjac
g =10 m/s

Rozwigzanie
Korzystamy z zasady zachowania energii: Suma energii kinetycznej i poten-
cjalnej jest stata:

mvfI+ gMm)|_
2 Z

lub
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ale
GM
R}
Mamy wiec:

Vi=42gR, -

k
v, =113 —=.
S

:g.

Druga predkos$¢ kosmiczng mozna takze wyznaczy¢ w oparciu o to, ze ener-
gia kinetyczna jaka nadamy ciatu bedzie zuzyta na prace wykonang przeciwko
sile pola grawitacyjnego:

MYVE G L
2 R, r

gdy r dazy do nieskonczonosci, otrzymujemy druga predkos¢ kosmiczna:

vi=+28R,.

1.22. Obliczy¢ prace jaka nalezy wykonac¢, aby cialo o masie m = 100 kg przenies§¢
z powierzchni Ziemi na wysoko$¢ réwng promieniowi Ziemi Rz = 6400 km.
Przyja¢ g = 10 m/s

Rozwigzanie
Szukang prace wyliczymy ze wzoru:

W:GMmﬂL_g

R, r
lub
W:GMmB%g_g.
z\ Bz
Przyjmujac
GM _
RZ °
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oraz, ze r = 2Ry otrzymamy:

1
W:Engz’

W=32-10"7.

1.23. Obliczy¢ druga predkos¢ kosmiczng (predkos¢ ucieczki) z powierzchni pla-
nety Mars, jezeli srednica Marsa wynosi 2Ry= 700 km, stosunek masy Marsa
do masy Ziemi k = 0,11. Dany jest tez promien Ziemi R, = 6400 km oraz przy-
$pieszenie ziemskie gy = 10 m/s’.

Rozwigzanie
Energia kinetyczna z jaka wyrzucamy ciato do gory, bedzie zuzyta na prace
przeciwko sile pola grawitacyjnego na Marsie:

2
oM, m[ L
2 Ry r

gdy r — o, wowczas:

2GM
v 2O My
RM

Poniewaz w tresci zadania jest dany promien Ziemi i przyspieszenie ziem-
skie, to stalg grawitacji wyrazamy za pomoca tych wielkosci:

— G MZ
8o Ri ’
stad
G 8R.
M,
Mamy wiec

e,
Mz RM

M
Uwzgledniajac, ze —2 = k, ostatecznie otrzymamy:
z
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v=R, ’Zg0 ki-
I{M

Po podstawieniu warto$ci liczbowych:

km
v=515—-
s

1.24. Sztuczny satelita krazacy na wysokosci h; = Rz/8 nad Ziemia (R promien
Ziemi), na skutek tarcia o rozrzedzong atmosfere¢ stopniowo przechodzi na
orbite znajdujaca sie na wysokosci h = Rz/10 (rys. 1.14). Obliczy¢ przyrost
temperatury satelity, jezeli wykonany byt z miedzi i jezeli 50% wydzielonej
energii cieplnej zostalo oddane atmosferze. Do obliczen przyja¢ promien Ziemi
Rz = 6400 km, ciepto wlasciwe miedzi c,, = 400 J/kgK.

Rozwigzanie
Odleglos¢ satelity od srodka Ziemi na wysokosci h; mozna wyrazi¢ wzorem:

R
I‘lzRZ+?Z

Rys. 1.14. Sztuczny Ksiezyc na skutek tarcia o rozrzedzong atmosfere przechodzi z orbity
o promieniu r; na orbite o promieniu r,
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Natomiast na wysokosci h, bedzie: r, = % R,

Na sztucznego satelite dzialaja dwie sily: silta tarcia i sila grawitacji. Praca
sily wypadkowej dzialajacej na cialo réwna si¢ sumie prac poszczegdlnych sit
dziatajacych na to ciato.

Zatem: Wy = W + Wy .

Jednocze$nie praca sity wypadkowej dzialajacej na cialo réwna si¢ przyro-
stowi energii kinetycznej tego ciata:

WW = AEk >
mozemy wiec napisac:

AE, = Wr+ W,. (1.14)

Praca sily pola grawitacyjnego przy przesunieciu ciala z punktu 1 do punktu
2, (rys. 1.13) réwna si¢ ubytkowi energii potencjalnej :

M M 1 1
W, ,.=-G m—(—G m]z—GMm(———J
I‘l I'2 r1 r2
lub
(r2 —rl)
W, ,=-GMm—>—. (1.15)

rl r2
Przyrost energii kinetycznej AEy wyrazi si¢ wzorem:
2 2
_mv, mv, (1.16)
2 2
Korzystajac z warunku, ze sila grawitacji stanowi sile dosrodkowa
otrzymamy:

AE,

2
mv Mm




Wzér (1.16) przyjmie teraz postac:

GMm GMm GMm 1
AE, = ———
2r, 2r, 2 \r, 1
lub
A, = GMm (=5 (1.17)

2rr,

Znajac warto$¢ AEy i Wy obliczymy prace sily tarcia Wt korzystajac ze wzo-
ru (1.14):

Wr = AEy - W,.

Wartosci AExi Wy, przedstawione s3 wzorami (1.17) i (1.15), zatem:

)|

W, _oMm B T%) | gy (2 70)

211, I, I,

Po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika:

W, = GMm (t-n)

21r,

Po podstawieniu odpowiednio zar, ir, wartosci — R, i — R, , otrzymamy:

1
9 R,

W, =

M
Uwzgledniajac, ze g = (;—2 bedziemy mieli:
z

W. =——R m
T 59 &

Praca sil tarcia réwna si¢ ubytkowi energii wewnetrznej, ktora zamienia sie
na cieplo. Czgs¢ tej energii powoduje ogrzanie satelity, a czes¢ (n = 0,5) rozpra-
sza si¢ do atmosfery. Mozemy wigc napisac:

1 1
—R, mg-n—R mg=mc AT
99 g 7799 JALLS w
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albo

iRZ g(1-n)=c, AT

99 ,
1 ostatecznie
919 R, g(l -n )
AT =

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

AT =808 K.



Zadania uzupelniajace

1.25. Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego w $rodku kwadratu o boku a = 1 m,
jezeli w narozach tego kwadratu znajduja si¢ kule zZelazne o masach: m; = 20 kg,
m, = 10 kg, m3 = 20 kg, m4 = 5 kg (rys. 1.15).

Rys. 1.15. Natezenie pola grawitacyjnego w srodku kwadratu jest sumg wektorowg nate-
zen grawitacyjnych pochodzgcych od czterech kul

Odp.

2
=Ga—(m2—m4),

2

Vi

- N
‘yk‘:66,7-10‘” Rl
kg

1.26. Obliczy¢ okres T obiegu planetoidy krazacej wokét Stonca po orbicie
eliptycznej o wielkiej polosi a; wigkszej od wielkiej potosi orbity Ziemi
0 Aa =4,5-10° km. Wielka poto$ orbity eliptycznej Ziemi jest réwna a, = 1,5-10° km.

T = 8 lat, (bo T, = 1 rok).
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1.27. Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego na powierzchni Marsa, wiedzac, ze

M
stosunek masy Marsa do masy Ziemi — =(,11 a promien planety Marsa
z

N
Ry = 3350 km, Rz = 6400 km, 7, = 9,81 o
g

1.28. Przys$pieszenie grawitacyjne na powierzchni Marsa wynosi gy = 0,4 gz. Ob-
liczy¢ jaki jest cigzar czlowieka na powierzchni Marsa, jezeli na powierzchni
Ziemi wynosi P =900 N.

Odp. Py = 360 N.

1.29. Obliczy¢ mase planety Mars jezeli przyspieszenie grawitacyjne na Marsie wy-
nosi gy = 0,4 gz (gz jest przy$pieszeniem grawitacyjnym na powierzchni Ziemi
i wynosi 9,81 m/s*). Promient Marsa przyja¢ Ry = 3400 km.
Odp.
2
m,, = 048, Ry |
G
my = 6,8 - 10°kg.
1.30. Wokdt Marsa kraza dwa jego ksiezyce: Phobos, ktory krazy po orbicie o pro-

mieniu Rg = 9,4 - 10° km oraz Deimos z orbitg Rp = 2,35-10* km. Obliczy¢ okresy
obiegdw ksiezycéw dookola Marsa, jezeli masa Marsa wynosi M = 6,4-10* kg.

Odp.
T=2rnR, fi )
GM
Tr=7,7h,
TD = 30,4 h
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1.31. Obliczy¢ jakie przyspieszenie grawitacyjne wystepuje na powierzchni Ksie-
zyca obiegajacego Ziemig, jezeli jego masa jest n = 81 razy mniejsza od masy
Ziemi, a promien Ksiezyca wynosi Rg = 1700 km. Promien Ziemi R, = 6400 km.

Odp. gk =1/6g7.

1.32. Obliczy¢, na jakiej glebokosci h pod powierzchnig Ziemi przyspieszenie gra-
witacyjne ma warto$¢ rowng k = 0,25 wartosci przyspieszenia grawitacyjnego
na powierzchni Ziemi.

Odp. h = Ry(1-k).
1.33. Pierwszy sztuczny satelita Ziemi krazyt wokdét Ziemi na wysokosci

h = 947 km. Obliczy¢ jaka musial mie¢ predkos¢ liniowa, jezeli masa Ziemi
wynosi Mz = 5,9-10* kg. Promien Ziemi r = 6400 km.

Odp.
GM
V= ’
r+h
v=7300 2.

1.34. Okres drgan wahadla matematycznego na powierzchni Ziemi wynosi
Ty = 1,5 s. Obliczy¢, jaki bedzie okres drgan tego wahadla umieszczonego na
wysoko$ci h = 2 R/3 nad poziomem Ziemi (R - promien Ziemi).

Odp.
T-T, R+h’
R
T=25s.
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1.35. Masa planety Uran jest n = 14,5 razy wigksza od masy Ziemi, a promien
Urana jest k = 4 razy wigkszy od promienia Ziemi. Obliczy¢, jaki jest stosunek
wartosci natezenia pola grawitacyjnego przy powierzchni Urana do wartosci
natezenia pola grawitacyjnego przy powierzchni Ziemi.

Odp.

n
> §=0,9067.

S:k2

1.36. Na rowniku pewnej planety cialo wazy 2 razy mniej niz na biegunie. Gesto$¢

k
planety wynosi p =310 ;% Obliczy¢ okres obrotu tej planety dookota

wlasnej osi.

Odp.

1.37. Na réwniku pewnej planety cialo wazy o 1/10 mniej niz na biegunie. Ob-
liczy¢ okres obrotu tej planety dookota wlasnej osi, jezeli jej gesto$¢ wynosi p
i zakladamy, ze planeta jest jednorodna kula

Odp.

T= 297
Gp

1.38. Obliczy¢ s$rednig gestos¢ planety, na ktorej doba wynosi T = 6h, jezeli na
jej rowniku ciezar ciala jest mniejszy o 10% niz na biegunie. Dana jest stala
grawitacji G.

Odp.
kg

3
—GTz’ p=3,0310 F .
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1.39. Obliczy¢ okres obiegu sztucznego ksiezyca Ziemi, jezeli jego odleglos¢ od po-
wierzchni Ziemi jest réowna podwojnemu promieniowi Ziemi. Zaktadamy, ze
sputnik porusza si¢ po okregu. Dane jest przyspieszenie ziemskie g, = 10 m/s?
i promien Ziemi Ry = 6400 km.

Odp.
27 R,
8.

T

2r > T=725h.

1.40. Obliczy¢ predkos¢ liniowa z jaka porusza si¢ Ksiezyc wokdt Ziemi, jezeli jego
odleglos¢ od Ziemi wynosi r = 384 000 km. Masa Ziemi My = 5,96 - 10** kg.

Odp.

-
w»

1.41. Obliczy¢ ile razy szybciej niz obecnie powinna obraca¢ si¢ Ziemia dookota
swojej osi , azeby ciala na réwniku byly w stanie niewazkosci, jezeli dany jest
promien Ziemi Rz =6 400 km, okres obrotu Ziemi dookota osi T = 86 160 s
oraz przy$pieszenie ziemskie g = 10 m/s”.

Odp.

nzi 8 , n=17 razy szybciej.

1.42. Obliczy¢ ilo$¢ obiegow satelity dookola Ziemi w ciagu doby, jezeli porusza si¢
on po orbicie kotowej o promieniu r = 7340 km. Promien Ziemi Rz = 6400 km.

Odp.

n= R, /%, n =14 obiegdw.
2w \r
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1.43. Asteroida porusza si¢ wokot planety po orbicie kolowej z predkoscig liniowa
v =6 km/s. Promien planety wynosi R;, = 10* km, a nat¢Zenie pola grawitacyj-

nego przy jej powierzchni ma wartos$¢ y =14,4 22 Obliczy¢ promien orbity
s
tej asteroidy.
Odp.

, r =40 000 km.

1.44. Obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego od jednorodnego preta o dtugosci Li ge-
sto$ci liniowej A w odleglosci r od tego preta, w kierunku prostopadtym do niego.

1.45. Obliczy¢ stosunek cigzaru pewnego ciala na biegunie do ci¢zaru tego samego
ciala na réwniku planety w ksztalcie kuli o gestosci p i o okresie obiegu wokoét
wlasnej osi T. Dana jest stala grawitacji G.

Odp.
. GT%
GTp-3rx

1.46. Statek kosmiczny wznoszacy sie pionowo w gore ruchem jednostajnie przy-
$pieszonym osiggnat wysoko$¢ h = 3000 m w czasie t = 10 s. Obliczy¢ przecigzenie
kosmonauty w tym statku w stosunku do przyspieszenia ziemskiego g. (Przecia-
zenie przyjeto uwazac jako krotno$¢ standardowego przyspieszenia ziemskiego).

Odp.
a=6g.
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1.47. Przy$pieszenie grawitacyjne na powierzchni Ziemi wynosi gz. Jakie bedzie
przyspieszenie grawitacyjne na planecie o takiej samej masie co Ziemia, ale
o dwukrotnym promieniu ziemskim?

1
Odp gp :Z gZ.

1.48. Pewna planeta opisuje okrag dookota Stoncaz predkoscia v=35km/s. Obliczy¢

okres obiegu tej planety, jezeli dana jest stala grawitacji G = 6,67-107"' I\L;nz
i masa Stonca M = 1,97 - 10* kg.
Odp.
Tzzﬂvﬂ, T =223 dni.

1.49. W kuli jednorodnej o promieniu R wydrazono obszar o dwukrotnie mniej-
szym promieniu. Wydrazenie to jest styczne do danej kuli. Natezenie pola gra-
witacyjnego na powierzchni kuli w punkcie stycznosci kuli duzej i wydrazonej
w punkcie A wynosi g (po wydrazeniu malej kuli). Obliczy¢ warto$¢ natezenia
pola w punkcie O oraz prace przeniesienia ciata o masie m ze $rodka kuli O na
jej powierzchnig w punkcie A. (rys. 1.16).

Rys. 1.16. W duzej jednorodnej kuli o promieniu R wydrgzono kule o promieniu r = R/2
styczng w punkcie A.

Odp.yo=g, W=mgR.
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1.50. Obliczy¢ pierwsza predkos¢ kosmiczng dla Jowisza, jezeli wiadomo, ze
orbita kotowa ksiezyca Jowisza, Ganimedesa, ma promien Rg = 1,0 - 10° km
i obiega on planete w czasie T = 7,15 déb ziemskich. Promien Jowisza wynosi
R; =70000 km.

Odp.
v 27w R, [Rg
YT, R
v, =384 KD
S

1.51. Obliczy¢ mase Stonca jezeli znany jest okres obiegu Ziemi dookota Stonca
(T =365 dni) oraz promien orbity Ziemi (r = 1,5 -10" m).

Odp.

, m; = 1,97 - 10 kg.

1.52. Znalez¢ dla szerokosci geograficznej ¢ = 30° szybkos¢ wody w rzece plynacej
na poétnocnej pétkuli z potudnia na pdinoc, jezeli na tej szerokosci geograficz-
nej kazdy metr sze$cienny wody dziala na prawy brzeg rzeki sifa F = 0,1 N/m’.

Odp.
F

S — v=14m/s.
2p  sing

\'%

1.53. Lokomotywa o masie m = 500 ton rozwija predkos$¢ v =100 % . Obliczy¢

site Coriolisa dzialajagcag w kierunku poziomym na prawa szyne, na trasie
Poznan — Warszawa na szerokosci geograficznej ¢ = 53,3°.

Odp. F =2 mv w sin ¢, F = 1620 N.
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1.54. Jaka prace nalezy wykona¢ aby wystrzeli¢ sztucznego satelite o masie
m = 500 kg na orbite odlegla od powierzchni Ziemi o h = 1600 km. Mozna przy-
ja¢ promien Ziemi Rz = 6400 km, a przy$pieszenie grawitacyjne g = 10 m/s’.

Odp.
R,+2h

W = R, —2° 2~
me “ 2(R,+h)’

W=1,9-10"].

1.55. Obliczy¢ jaka minimalng prace nalezy wykonac, azeby sztuczny ksiezyc kra-
z3cy wokdt Ziemi po okregu o promieniu ry wynie$¢ poza pole przyciagania
grawitacyjnego Ziemi. Dana jest masa Ziemi My, masa sztucznego ksiezyca m
i stata grawitacji G.

Odp.
~GM, m
2r

0

W

min

1.56. Obliczy¢ druga predko$¢ kosmiczng dla Ksigzyca oraz okresli¢ ile razy rézni
sie ona od 2-giej predkosci kosmicznej Ziemi. Przyjmujemy, ze promien Ziemi
jest 4 razy wigkszy od promienia Ksiezyca, a masa Ziemi jest 80 razy wigksza
od masy Ksiezyca.

Masa Ziemi wynosi My, = 6x10** kg, a promien Ziemi Ry = 6400 km.

Odp.
ve |SM Yz _yps,
10R, Vi
v=2,5km/s.

1.57. Dana jest planeta, bedaca jednorodng kula o promieniu R Przy$pieszenie
grawitacyjne na powierzchni tej planety wynosi g. Obliczy¢ potencjal grawita-
cyjny na powierzchni tej planety.

Odp. V=-gR.
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1.58. Mata planeta w ksztalcie kuli ma promien R, =10 km i $rednig gestos¢
p = 5000 kg/m°.
a) Obliczy¢ predkos¢ ucieczki z powierzchni tej planety,
b) obliczy¢ natezenie pola grawitacyjnego w poblizu jej powierzchni,
c) obliczy¢ cigzar czlowieka na tej planecie, jezeli na Ziemi wazy on Q = 800 N.
Przyjaé przyspieszenie ziemskie gy = 9,81 m/s%

Odp.
a)
k
v=2R [2EPS o017,
P 3 s
b)
47 pGR
gp: 3 P, gp_ 0,014 S—Z’
c)
Q _28,, Q. =1LI2N.
p p
8o

1.59. Obliczy¢, ile razy wartos$¢ drugiej predkosci kosmicznej dla Ziemi jest wiek-
sza od wartosci predkosci liniowej sztucznego satelity poruszajacego si¢ po or-
bicie kolowej o0 promieniu r = 8 Ry.

Odp.n=4.

1.60. Obliczy¢ stalg grawitacji G, jezeli dany jest promien Ziemi R = 6370 km,
$rednia gesto$¢ Ziemi p = 5,5 - 10° kg/m’® i przyspieszenie grawitacyjne
gz =9,81 m/s%.

Odp.
__38
47 Rp
m3
G=6,67-10" ~.
kg-s
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Rozdzial 11

Ruch drgajacy i falowy

Zadania z rozwiazaniami

2.1. Cialo zostato wprawione w ruch harmoniczny z amplitudg A = 25 cm i okre-
sem drgan T =2 s. Obliczy¢ predkoé¢ i przyépieszenie w punkcie odlegtym od
polozenia rownowagi o odleglo$¢ x = 15 cm.

Rozwigzanie
Wychylenie z polozenia réwnowagi w ruchu harmonicznym wyraza sie wzorem:

X = Asinwt, (2.1)

gdzie A jest amplituda,
w predkoscig katowa, ktéra wyraza sie wzorem:
_2m

T

(0]

Predko$¢ w ruchu harmonicznym otrzymamy przez rézniczkowanie wy-
chylenia po czasie:
dx
V. =
X
dt

>

V= Awcoswt (2.2)

lub

v,= AoVl-sir"ot.
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Uwzgledniajac (2.1) otrzymamy:

2
Vx=a)A,/l-%,

vy = 207 = 62,8 cm/s.

Przys$pieszenie otrzymamy obliczajac pochodna predkosci po czasie:

aa=-wAsinwt, (2.3)
ale Asinwt=x,
wiec ax=-wx (2.4)

ay = - 15w cm/s? = -147,9 cm/s>.

2.2. Punkt materialny porusza si¢ ruchem harmonicznym, ktérego predkos¢ mak-
symalna jest Vi, = 20 m/s, a przyspieszenie maksymalne a,,, = 80 m/s* Obliczy¢
okres i czgsto$¢ drgan w tym ruchu.

Rozwigzanie
Predkos$¢ i przy$pieszenie beda miaty wartos$ci maksymalne, gdy coswt we
wzorze (2.2) i sinwt we wzorze (2.3) przyjma wartosci 1. Wtedy otrzymamy:

Vm = A w,

am=|-w*Al

Rugujac z powyzszych dwoch réwnan amplitude A, bedzie:

An =W Vpy
lub
2n
a, =—vV_
T bl
skad
T=2 nv—m
a

m

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

T=245=1,57s.
2
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Czesto$¢ drgan jest odwrotnoscig okresu:

v 22:0,64Hz.
T

2.3. Punkt materialny porusza si¢ ruchem harmonicznym. W odleglosci d od po-
tozenia rGwnowagi jego przyspieszenie wynosilo a. Obliczy¢ okres drgan w tym
ruchu.

Rozwigzanie
Przyspieszenie wyraza si¢ wzorem

aa=-wAsinwt

ale Asinwt=d,
wiec a=-wd
lub
2
-

Bierzemy warto$¢ bezwzgledng przys$pieszenia, gdyz chodzi nam o wartos¢
liczbowa przys$pieszenia a nie o jego zwrot.
Z przeksztalcenia powyzszego wzoru otrzymamy:

T=2 ﬂ\/g [s]-
a

2.4. Punkt materialny porusza si¢ ruchem harmonicznym. W odleglosciach x; i x,
od polozenia réwnowagi jego predkosci wynosza odpowiednio v; i v, . Obli-
czy¢ amplitude drgan i czesto$¢ kolowa.

Rozwigzanie
Wychylenia punktéw z polozenia rownowagi wyrazaja si¢ wzorami:
X1 = A sin w t,

X;=Asinwt,.
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Predkosci otrzymamy obliczajac pochodne z wychylen po czasie:

dx
v,=—=A® coso t,,
dt
dx
v,=—==A o cosa t,
dt
lub

T

v, =Aol-sin"ot,,

T

v, =Aw\l-sin’ot, .
Uwzgledniajac wzor (2.1) otrzymamy:

2
v, =Aw,/1- Xlz =\ A’ —x], (2.5)

A

o

2

v, =Aw 1—X—22 =\ JA’ —x3.

A
Po podzieleniu stronami powyzszych dwoéch réwnan i po podniesieniu do
kwadratu otrzymamy:
2 2 2
v, A"-x
2 : 2
v, A°-Xx

skad wyznaczamy szukang amplitude:

i

2.2 2.2

A= lez_vle'
2 2
V=V,

W celu wyznaczenia czgstosci kolowej w, korzystamy ze wzoru (2.5) wsta-
wiajac za A obliczong wartos¢, zatem:

ViX, —Vox;
2
vV, =0, ————— X,
Y1 2

Po przeksztalceniu otrzymamy:

2 2
vVi—Vv, .
2
1

= P
X, —X
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2.5. Wzér na wychylenie w ruchu harmonicznym znamy w postaci:
x = Csin (0 t + ¢g). Wielkosci C i ¢y sg amplitudg i faza poczatkowa odpo-
wiednio. Wz6r ten moze by¢ przedstawiony za pomocg innego, nastepujacego
wzoru:x=A coswt+Bsinwt.

Wykaza¢, ze wzory te sg rOwnowazne.

Rozwigzanie
Wzér

x = Csin(w t + @o)

rozwijamy zgodnie ze wzorem trygonometrycznym na sinus sumy katow:

x = Csin(w t) cosgg + C cos(w t) sing.

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia dla cos @ i sin @, ktére nie zalezg
od czasu t:

B .
cosQp, = —, sinp, = —,
®y C Dy C
gdzie C jest amplitudg drgan, A, B - stale.
Mamy wiec
B A
x = C(sinwt) — + C(coswt) —
C C

a ostatecznie:
x = A cos wt + B sin wt . (2.6)

2.6. Punkt materialny wykonuje drgania harmoniczne z okresem T = 2 s. W chwili
poczatkowej punkt znajdowal si¢ w polozeniu réwnowagi i mial predkoscé
vo = 20 m/s. Napisa¢ rdwnanie ruchu.

Rozwigzanie
Jesli wyjdziemy ze wzoru:

x = A coswt + B sinwt,

to w oparciu o tre$¢ zadania dla t = 0, mamy x = 0, gdy A = 0. Wtedy powyz-
sze rownanie dla dowolnego t przyjmie postac:

x =B sinw t.
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Wyliczajac predkos¢ jako pochodng x po czasie otrzymamy:
V= dx =Bwcoswt,
dt

ale dla t =0, v = vo. Zatem z przeksztalcenia wzoru mamy:

Ostatecznie rownanie ruchu bedzie miato posta¢:

vV, .
X=—sinowt.
w

Po podstawieniu liczb otrzymamy:

X =—sinmt-
T

2.7. Punkt materialny porusza si¢ ruchem harmonicznym o okresie drgan T=0,8s
iamplitudzie A = 5 cm. Obliczy¢ $rednig predko$¢ punktu na drodze S = 0,5 A,
liczac: a) od polozenia rownowagi, b) od polozenia skrajnego.

Rozwigzanie
Srednia predkos¢ wyraza si¢ wzorem:
0,5A
a) Vg - ;
tl

gdzie t; jest czasem liczonym od polozenia réwnowagi do potowy amplitu-
dy. Czas ten wyliczamy w sposéb nastepujacy:

1

stad
2r
_tl =,
T 6
wiec
T
tl = —>
12

i ostatecznie vg. 1 = 37,5 cm/s.

58



0,5A
b) Vgr2 =

>

2

gdzie t; jest czasem liczonym od skrajnego polozenia:
1 T
—A = Asin(ot, +—
2 2 %)
lub
1
EA = Acosmt, .

Czas t, wyliczamy analogicznie jak w przypadku a):

wiec

V2 = 18,7 cm/s.

2.8. Punkt materialny uczestniczy jednoczesnie w dwoch ruchach harmonicznych
skierowanych: x; = 8 sin (o t + 1/6), X, = 6 sin (® t + 1/2). Znalez¢ amplitude,
faze poczatkowa ruchu wypadkowego i napisa¢ jego réwnanie. (Patrz: ,,Kurs
fizyki” I, Jaworski i in. Rozdz. o skfadaniu drgan wzdluz prostej).

Rozwigzanie
Skladanie drgan o jednakowym kierunku znacznie si¢ upraszcza jesli drga-
nia przedstawi si¢ w postaci wektoréw amplitud na plaszczyznie (rys. 2.1). Tak
otrzymany schemat nosi nazwe diagramu wektorowego. Wskaz, jest wektorem
o dlugosci réwnej amplitudzie drgan, a jego kierunek tworzy z osig x kat réwny
fazie drgan.

Rys. 2.1. Amplituda A jest wypadkowg dwéch amplitud: amplitudy A; oraz amplitudy As.
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By zilustrowa¢ tre$¢ zadania wezmy ciezarek na sprezynie. Punkt zawiesze-
nia sprezyny jest poddany drganiom resoréw wagonu. Zatem cig¢zarek wyko-
nuje ruch drgajacy, ktdry sklada sie z dwdch drgan w jednym kierunku, drgan
wlasnych i drgan resoréow.

Wartos¢ dtugosci amplitudy wypadkowej A mozna wyliczy¢ z twierdzenia
cosinusow:

A=JA?+A2-2 A A, cos B

Zrys. 2.1 wynika, ze

A= \/Alz +A+2AA, cos(p,—p,) .

Po podstawieniu wartosci liczbowych z zadania otrzymamy:

A =+148 cm=12,2 cm.

Tangens kata ¢ wyliczamy ze wzoru:

tg o= Yit¥s (patrz rys. 2.1)

X -|-X2

gdzie yi, y2, X1, X, 53 okreslone przez funkcje sinus i cosinus.

A sing, + A, sing,

Zatem tgp = .
&¥ A cosp, +A,cosp,

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
tg ¢ = 1,445.

Réwnanie drgania wypadkowego bedzie miato postac:

x = /148 sin( ot +arctgl,445),

x =148 sin(w t+0,37).

2.9. Punkt materialny uczestniczy jednoczesnie w dwoch ruchach harmonicznych
wzajemnie prostopadlych o jednakowych amplitudach, okresach i tych samych
fazach poczatkowych réwnych zeru: x = Asinwt, y = Asinwt. Znalez¢ ruch

wypadkowy.
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Rozwigzanie

Met. I (wykreslna)

Rysujemy dwa okregi styczne do dwéch sasiednich bokéw kwadratu o boku
réwnym $rednicy okregéw. Nastepnie, rzutujemy ruch jednostajny punktu po
okregach na pole kwadratu. Punkty przecigcia si¢ prostych w kwadracie wy-
znaczajg tor punktu ( w tym przypadku bedzie to prosta).

Rys. 2.2. Dwa ruchy jednostajne po dwéch okregach stycznych do kwadratu rzutowane
na pole tego kwadratu dajg szukany tor ruchu wypadkowego (w tym przypadku -

prostg).

Met. II (rachunkowa)
Z powyzszych dwoch réwnan nalezy wyrugowac parametr t (czas). W tym
celu wystarczy podzieli¢ stronami obydwa réwnania:

Yy -1
X
lub

y=X.

Ruch wypadkowy bedzie odbywac si¢ po prostej y = x nachylonej do osi 0X
pod katem 45° z amplituda:

A, =AV2.
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Jezeli amplitudy ruchéw harmonicznych sktadowych sg rézne, np. A i B od-
powiednio, to wypadkowy ruch odbywac¢ sie bedzie po prostej nachylonej do
osi OX pod katem r6znym od 45° takim, ze

tgor ==
8 B

2.10. Punkt materialny uczestniczy jednocze$nie w dwdch ruchach harmonicz-
nych wzajemnie prostopadtych o jednakowych amplitudach, okresach ale roz-
nigce si¢ fazami poczatkowymi o 1t/2:

x=Asinwt,
y =Asin(ot+ %) .
Znalez¢ ruch wypadkowy.
Rozwigznie

Metoda I (graficzna). Post¢pujemy podobnie jak w zadaniu poprzednim.

Rys. 2.3. Punkty przecigcia prostych pochodzgcych od rzutowania punktéw z okregow,
uktadajg si¢ na torze ruchu wypadkowego. W tym przypadku na okregu o promieniu
A, co widaé na rysunku

Metoda II (rachunkowa)

Z powyzszych réwnan nalezy wyrugowaé parametr t (czas). W tym celu
drugie rownanie przeksztalcamy, korzystajac ze wzoru redukcyjnego, nastepnie
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podnosimy do kwadratu obie strony réwnan:
x2=A’sinwt,

y'=A’cos’wt
i dodajemy stronami:

x> +y =A%

Ruch wypadkowy odbywa si¢ wiec po okregu o promieniu A.

Jezeli amplitudy bylyby rozne, to wypadkowy ruch punktu odbywalby sie
po elipsie. Jezeli dwa ruchy harmoniczne rdznig si¢ okresami i fazami poczat-
kowymi, to torami ruchu wypadkowego sa krzywe réznego ksztaltu zwane
krzywymi Lissajous. Rys. 2.4 (zad. 2.11).

2.11. Punkt materialny uczestniczy jednoczesnie w dwoch ruchach harmonicz-
nych wzajemnie do siebie prostopadtych o jednakowych amplitudach i jedna-
kowych fazach poczatkowych ale o réznych okresach: T; = 1soraz T, = 2s:

x=Asin 27 t,

y=Asinmt.
Znalez¢ ruch wypadkowy.

Rozwigzanie
Wyrugowanie parametru t, z obydwoch powyzszych réwnan, w celu wy-
znaczenia rownania toru ruchu wypadkowego, prowadzi do skomplikowanej
zaleznosci y = f(x). Dlatego tez w takich przypadkach stosujemy metode wy-
kredlng. Zaznaczamy wychylenie punktu z potozenia réwnowagi co 1/8 s.

Rys. 2.4 Punkty przecigcia sig prostych w polu kwadratu wyznaczajg krzywq Lissajous
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2.12. Jezeli maksymalna energia kinetyczna punktu wykonujacego drgania har-
moniczne wynosi Eg , to jaka bedzie jej warto$¢ w odlegltosci % amplitudy od
polozenia réwnowagi?

Rozwigzanie
Warto$¢ energii kinetycznej w dowolnym punkcie amplitudy wyraza si¢
wzorem:

2
myv

2

gdziev=wAcoswt.

E, =

Mamy wiec
E, = % Ao’ cos’w t . (2.8)
Funkcje cos w t zamieniamy na sin w t:
cosswt=1-sin’wt.
Wzér (2.8) przyjmie teraz postac:

2A2
E, =%(1—sin2wt)

ale

x=Asinmt

lub
3
—A = Asinwt.
4
Stad
. 3
simmot=—
4

Energia kinetyczna rozpatrywanego punktu wyrazi si¢ teraz wzorem:

2A2
g -me@Af 9
2 16
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o omoAT . . .
Wyrazenie — =E, jest energia maksymalna, wiec ostatecznie

szukana energia kinetyczna bedzie:

7

E =
16

0

2.13. Probéwka o masie m; i polu przekroju S zawiera nieco rteci o masie m; i ply-
wa w wodzie w pozycji pionowej (rys. 2.5). Po wychyleniu z polozenia réw-
nowagi w kierunku pionowym, probéwka wykonuje drgania. Obliczy¢ okres
drgan, jezeli gesto$¢ wody przyjmiemy p, a wszelkie opory pominiemy.

Rozwigzanie

Rys. 2.5. Na probéwke zanurzong w wodzie na dodatkowq glebokos¢ x ( w stosunku do
potozenia réwnowagi) dziata dodatkowa sita wyporu skierowana do gory, ktora petni
rolg sity sprezystosci w ruchu harmonicznym

Probéwka w stanie réwnowagi:
mg = Fyyp = pVog.

gdzie V- objeto$¢ zanurzonej probowki w stanie rownowagi.

W przypadku dodatkowego zanurzenia probéwki w stosunku do polo-
zenia réwnowagi, pojawia si¢ dodatkowa sita wyporu, ktéra bedzie stanowi¢
sife sprezysto$ci, dzialajaca przeciwnie do wychylenia, zwang sila zwracajaca.
W przypadku w/w probowki sifa ta jest okreslona prawem Archimedesa:
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Fy=-Vpg,

gdzie p jest gestoscia cieczy,
V objetoscig dodatkowego zanurzenia probowki,

ale V = S x, mamy wiec:
Fx=-Sxpg.
I-szy sposob:
Korzystajac z 2-giej zasady dynamiki mozemy napisa¢ réwnanie rézniczko-

we ruchu harmonicznego:

2

X
mﬁ =-Spgx, (2.9)

gdzie

m=m;+m;.

Réwnanie (2.9) mozna zapisaé w postaci:
d’x S

. SPs

5 x=0-
dt® m, +m,

Jest to szukane réwnanie rézniczkowe ruchu ciata drgajacego. Wspolczyn-
nik przy x jest réwny wg?.

Mamy wiec
47> Spg
T m,+m,
skad

T=21 /w
Spg

I1-gi sposob:
Sile zwracajaca poréwnujemy z sit3 w ruchu harmonicznym okreslong
jako iloczyn masy danego ciala przez jego przy$pieszenie uzyskiwane w ruchu
harmonicznym:

F,=ma,,
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gdzie
FX: - SP gXJ

A =-wx,

4
—Spgx =-m

gdzie m = m; + m,.

Szukany okres drgan wyrazi si¢ wzorem:
Topp [Mutm,
Spg

2.14. W rurce zgietej w ksztalcie litery U znajduje si¢ nieco rteci o dlugosci L.
Obliczy¢ okres drgan rteci, gdy zostanie ona wytracona z polozenia réwnowagi
oraz napisa¢ kinematyczne réwnanie ruchu drgajacego rteci, jezeli najwigksza
réznica poziomow rteci wynosi h = 2 x (rys. 2.6).

Rozwigzanie

Rys. 2.6. Sitg kierujgcg w tym przypadku jest ciezar stupka rteci o wysokosci h = 2 x
Sifa kierujaca w tym zadaniu jest ciezar stupka rteci spowodowany réznicg
poziomdw tj. h = 2 x, gdzie x jest wychyleniem rteci z polozenia réownowagi

w gore i w dot odpowiednio w jednym i drugim ramieniu.

67



68

Zatem sita ta, skierowana zawsze przeciwnie do wychylenia wyrazi si¢
wzorem:

Fik=-S2xpg,

gdzie S - jest polem przekroju poprzecznego rurki,
p - jest gestoscia rteci,
x - wychyleniem z potozenia réwnowagi liczonym od $rodka drgan.
Zgodnie z drugg zasadg dynamiki, mozemy napisac:

2
m % =-S2pgx
t
lub
2
dx 285pg, g,
dt m

gdzie m jest masa calej rteci, ktorg nalezy wyrazi¢ w funkeji dtugosci stupa
tej rteci L:
m=LSp.
Mamy wiec
d’x 2
SXiZ8y—0, (2.10)
dt© L
skad
2g _4n
L T’

Szukany okres drgan wyrazi si¢ wzorem:
L
T=2m |—.
28

W celu uzyskania kinematycznego réwnania ruchu nalezy rozwigza¢ row-
nanie (2.10). Rozwigzaniem tego réwnania jest w ogélnym przypadku funkgja:
X =A cosw t+ B sinw t.

Tutaj otrzymamy:



X = Acos‘fz—gtﬁtBsin‘/z—gta
L L

dla t =0, otrzymamy x = A, ale x = h/2 (patrz rys. 2.6), wiec A = h/2.

W celu okreslenia drugiej stalej B nalezy wzia¢ pod uwage predkos¢

V=g=—E‘/z—gsin‘fz—gt+B‘/2—gcos‘/2—gt-
dt 2V L L L L

Z warunkow poczatkowych mamy dla t = 0, predkosé v = 0. Wtedy z powyz-
szego rownania B = 0.

Zatem szukane réwnanie kinematyczne ruchu bedzie miato posta¢:
h f2
X =—cCo0S —gt .
2 L

2.15. Na dwoch rolkach o jednakowych promieniach, odlegtych od siebie 0 2 L po-
fozono symetrycznie deske o masie m. Rolki obracajg si¢ do siebie w przeciw-
nych kierunkach jak pokazuje rys. 2.7. Obliczy¢ okres drgan deski po wychy-
leniu jej z potozenia rownowagi, jezeli wspdtczynnik tarcia pomigdzy rolkami
a deska jest jednakowy i wynosi p.

Rozwigzanie

Rys. 2.7. Silg zwracajgcg bedzie tutaj sita tarcia tym wigksza im bedzie wigkszy nacisk
deski na rolke, wynikajgcy z przesuniecia deski

Po wytraceniu deski z polozenia réwnowagi sita zwracajca bedzie tutaj wy-
padkowa sif tarcia ze strony obu rolek.
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Wspolrzedna wektora sity wypadkowej wynosi:

Fy=-(T,- Ty).
Poniewaz
Ti=uN;iT,=puNy to
Fy=-pu(N2-Ny), (2.11)

gdzie Ny, N, sg sitami nacisku rolki pierwszej i drugiej na deske.

Momenty sit dzialajace na deske wzgledem srodka jej masy S, s3 rowne sobie
w dowolnej chwili, czyli przy dowolnym wychyleniu deski, a wigc i w momen-
cie maksymalnego wychylenia deski z potozenia réwnowagi. Zatem mozemy
napisac:

Nl(L+X)=N2(L-X).

Po przeksztalceniu, otrzymamy:

L (N;-N;) =x(N;+Nj)
lub

X
N,-N,=— (N, +N,)

Wynik ten wstawiamy do réwnania ( 2.11). Jest to wspolrzedna x—owa sity
kierujacej:

E =—$ (N, +N,)

X

ale
N1 + Nz =mg
wiec
ux
F=-F"m
x L g
Wynik ten wstawiamy do wzoru:
ma=F;
czyli
d’x ux
m-—=-—mg,
dt? L 8



—+ g=0
a2 L

Stad
,u_:w2 :4 m
L T

ostatecznie wiec
/ L
T=21 |—-
Hg

2.16. W cylindrze zamknigtym na obu koncach i napetlnionym gazem dwuatomo-
wym, znajduje si¢ tlok, ktory rozdziela gaz na dwie polowy (rys. 2.8). Ci$nienie
gazu na obydwie strony ttoka wynosi p = 10° N/m® Ttok wytracony z polozenia
réwnowagi na niewielka odleglo$¢ zaczyna drga¢. Przemiane w gazie mozna
traktowac jako adiabatyczng. Obliczy¢ okres drgan, jezeli masa ttoka wynosi
m = 1,5 kg, odlegtos¢ ttoka od denka ( w przypadku réwnowagi) L = 0,2 m, pole
powierzchni tloka S = 102 m?, a wykladnik adiabatyczny k = 1,4. Tarcie tloka
o $cianki cylindra pomijamy.

Rozwigzanie

X

Rys. 2.8. Po wychyleniu tloka z potozenia rownowagi bedzie na niego dziata¢ sita wypad-
kowa, ktora bedzie sitg zwracajgcg

Po wychyleniu tloka z polozenia réwnowagi, wypadkowa sila dzialajaca na
ttok wyrazi si¢ wzorem:

Fy=F1 - B,
gdzie  F;=Fy+dF
F2 = F()— dF,
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a Fo = pS, gdzie F jest silg dzialajaca na tlok przed jego przesunigciem,
wiec

FW=F0+dF—F0+dF,

Fy, =2dE
ale
dF =Sdp
wiec
F,=2Sdp, (2.12)

gdzie: dp jest zmiang ci$nienia spowodowang zmiang objetosci, ktéra moz-
na wyliczy¢ z przemiany adiabatycznej:

pVk=_C.

Po zlogarytmowaniu bedziemy mieli:

Inp+KInV=InC.

Po zrézniczkowaniu otrzymamy:

4, kYo,
p A%
skad
dv
dp = —K p—r.
p p v
Réwnanie (2.12) przyjmie teraz postac:
dv
E,=-2SK >
\ p Ls
gdzie dV =Sx.

Sila Fy; jest sila kierujaca, wiec réwnanie rézniczkowe ruchu harmoniczne-
go tloka przyjmie postac:

d’x Sx
m—=-2SKp 2=
dt’ P LS

lub
2
dX+ZSKp

Y X:O’
dt mL




2.17. Punkt materialny porusza si¢ w pomys$lanym tunelu przechodzacym przez
srodek Ziemi. Obliczy¢ okres drgan oraz predkos¢, z jaka przechodzi ten punkt
materialny przez $rodek Ziemi, jezeli dany jest promien Ziemi R i przyspie-
szenie ziemskie na powierzchni Ziemi g,. Ziemie traktujemy jako kule o stalej

gestosci.

Rozwigzanie

Rys. 2.9. Przyspieszenie ziemskie wewngtrz Ziemi jest wprost proporcjonalne do odlegto-
sci od srodka Ziemi

Nalezy obliczy¢ przyépieszenie ziemskie w odleglosci r od $rodka Ziemi
(rys.2.9).

-

M - 4
=—G—R, M=p-V=p— 1R’
8, g P p3

natomiast

73



gdzie M jest masg calej kuli ziemskiej a M, masg kuli o promieniu r. War-
stwa zewnetrzna powloki kulistej poza kulg o promieniu r nie wptywa na przy-
$pieszenie g, (zad. 1.20).

Mamy wiec na powierzchni Ziemi:

4
- p, TR _ - 4 =
g, = _G3T R, a po uproszczeniu: g, = —Gpg T R,
natomiast wewnatrz Ziemi:
4
. pyrr | - 4 -
g =-G 1T, apo uproszczeniu: g, = —Gpg Tr.
r
Wartodci g i g wynosza:

4 4
g =G§n'pR oraz g, =G§rcpr.

Po podzieleniu stronami tych réwnan, otrzymamy:

8 _R
g I
skad
r
g :gOE. (2.13)

Jesli 0§ OX biegnie od srodka Ziemi ku powierzchni (z zerem w $rodku), to
sita zwracajaca wynosi:

F=-m &x-

Roéwnanie rézniczkowe ruchu punktu w fikcyjnym tunelu ziemskim bedzie
miato posta¢:

ndx_ X
dt? B0y
lub
2

dt* R



2 _ 8o

COO = R B
stad
T=2n R .
8o
Podczas ruchu ciata w strong $rodka Ziemi, predkosc jest:
dx
-V =—
dt
lub
__gd_V__gd_V (2 14)
dtdv  dv dt '
ale
d_V =a=
at g:
lub (na mocy 2.13):
dv_,
dt R

Zastepujac r przez x, rownanie (2.14) mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

X
vdv =-g, de :

Powyzsze réwnanie catkujemy stronami:

0

VTV dv=-%°'|.x dx>

_sz_g_o_xz i

2 R2 |;
__8o(_

AR

Ostatecznie, warto$¢ predkosci w $rodku Ziemi wyrazi si¢ wzorem:

Vmax = gOR .
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2.18. Obliczy¢ okres drgan wahadta matematycznego o dlugosci L, gdy dane jest
przyspieszenie grawitacyjne g.

Rozwigzanie
Warto$¢ sily zwracajacej F (rys. 2.10) w ruchu kulki wahadta wyraza sie wzorem:
F=m gsina. (2.15)

Rys. 2.10. Silg kierujgcg w ruchu kulki wahadta jest skfadowa sity ciezkosci kulki F)l
w kierunku stycznej do toru

Dla matych katéw a (a<7°) mozemy przyjaé, ze
) X
sina =— -

Wtedy tuk OA jest w przyblizeniu réwny wychyleniu x.
Wzbér (2.15) w zapisie wspotrzednych przyjmie postac:

X
F =—m —.
x g L
Zgodnie z drugg zasada dynamiki mozemy napisa¢ nastepujace rownanie:
REx_ X
dt’ ST
lub
d’*x
—+ & x=0,
dt© L
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Mamy wiec
47’ g

™ L

Skad ostatecznie otrzymamy szukany okres drgan:

T=27r\/£-
&

II-gi sposob oparty na zasadzie zachowania energii:

Suma energii potencjalnej i kinetycznej w dowolnym punkcie toru kulki
wahadla jest wielkoscig stala, (sity oporu pomijamy) i wynosi:

2
myv

mgh+ = const »
gdzie
h=L-L cosa.
Mamy wiec
1 ds Y’
mglL (1—cosa)+5 m (d—ij = const. (2.16)

Nalezy predko$¢ v = % wyrazi¢ w funkeji kata a:

s = La, (s jest dtugosci tuku).
ds_p do,
dt dt
Réwnanie (2.16) przyjmie teraz postac:
1 , (da ’
L (I-cos at)+— L | — | =const.
gL ( )+ ( dtj

Pochodna wzgledem czasu w powyzszym réwnaniu bedzie rownac sie zeru:

2
g L sina d—a+lL22d‘j‘d—a:0
dt 2 T de dt

Dla matych katéw sina = « (o wyrazamy w mierze fukowej) wiec:
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d’a

L 2 +ga=0
lub
d’a ¢ . - ot 2 wiec
—+2a=0> (wspolczynnik przy « jest réwny w?), wigc:
dt
4 ° _8
T L,
stad

2.19. Wagon z zawieszonym na suficie wahadlem matematycznym porusza si¢ po
torze poziomym z przyspieszeniem a. Obliczy¢ okres drgan tego wahadla jezeli
jego dlugos¢ wynosi L, a kat wychylenia z potozenia réwnowagi jest niewielki
(a<7°).

Rozwigzanie

Rys. 2.11. Na kulke wahadta dzialajg dwie sily: jej ciezar ng oraz sita bezwladnosci
Fy
W ukladzie zwigzanym z wagonem na kulke wahadla zawieszonego u sufitu

tego wagonu dzialajg dwie sity: cigzar kulki m;g, i sita bezwladnosci Fs . Nitka
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wahadta ustawi sie w kierunku sity wypadkowej (rys. 2.11), ktdrej warto$¢ bez-
wzgledna wyrazi si¢ wzorem:

F, = \/(m a) +(mg) . (2.17)
Wokot tego kierunku kulka wahadla wykonuje drgania.

Wprowadzamy uklad wspétrzednych w ten sposéb, ze 0§ OY pokrywa sig
z kierunkiem sity wypadkowej Fw (Rys. 2.11).

Sila kierujaca bedzie tutaj sktadowa styczna sity wypadkowe;j Fu wyrazona
przez wspolrzedna:

E =\/(m a)2 +(m g)2 -sina .

—

Dla matych katéw: sina = — i Fi mozemy wyrazi¢ przez jej wspdtrzedna:

X
L
X
Roéwnanie rézniczkowe ruchu kulki wahadla we wprowadzonym ukladzie
wspolrzednych bedzie mialo postac:

d’x m

m—=——,/a’+¢* -x
dt? L &

lub
d’x 1
—+—4a’+g’ x=0.
dt L

Ale
1 4
E a2+g2=a)§= TZ 5

wiec szukany okres drgan bedzie:

L

T=2nrn
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2.20. Wozek zaopatrzony w statyw, na ktérym zawieszono wahadlo matematyczne
stacza sie swobodnie po réowni pochylej nachylonej do poziomu pod katem a.
Obliczy¢ okres wahan tego wahadla, jezeli jego dlugo$¢ wynosi L, a tarcie i opo-
ry ruchu pomijamy.

Rozwigzanie
W uklfadzie zwigzanym z wézkiem na kulke wahadfa beda dziata¢ dwie sily: jej
ciezar Eg i sita bezwladnosci Fy, . Wartosc wypadkowej tych sit wyrazi sie wzorem:

Fw=m g cosa.

Rys. 2.12. Ciezar kulki m—g i sita bezwladnosci i:‘:b dajg site wypadkowg ]_F:W
Kulka wahadla bedzie sie¢ waha¢ wokot tej sity wypadkowej (Rys. 2.12), na-
tomiast sita kierujaca wyrazi si¢ wzorem:
Fx = - m g cosa sinf,

gdzie 0 jest katem wychylenia od kierunku sity wypadkowej (od kierunku
prostopadlego do réwni).
Dla matych wartosci kata 6 mozna przyjaé, ze

sin 0=E-
L

Réwnanie rézniczkowe ruchu kulki wahadta bedzie miato posta¢:
d’x
m 2

dt

X
=-mg coso I
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lub

&4_ cosat
a ° L ’
stad
2
475 =5 osar
T L

Ostatecznie bedziemy mieli:
T=2nrn L .
g cosa

2.21. Znalez¢ minimalng czgsto$¢ drgan réwni pochylej, w kierunku prostopadtym
do jej powierzchni, przy ktdrej znajdujace si¢ na niej cialo zacznie si¢ zsuwac,
jezeli dany jest kat nachylenia réwni a = 10°, amplituda drgan A = 10 cm, wspoél-
czynnik tarcia statycznego k = 0,4.

Rozwigzanie

Cialo nie zsuwa si¢ z drgajacej rowni pochylej, gdy sktadowa sity cigzkosci
réwnolegta do réwni (P = mg sina) jest mniejsza lub w granicznym przypadku
réwna maksymalnej wartosci sity tarcia statycznego (T = kRg), przy wychy-
leniu z potozenia réwnowagi réwnym amplitudzie w jego gérnym polozeniu,
czyli:

mgsina < kRg,
gdzie R, - sita nacisku réwni pochylej na ciato. Z II zasady dynamiki dla tego
polozenia mamy:

mgcosa — Ry = m4m*v’A,
skad

Rg = mgcosa — m4m’v?A.
Wyjsciowa nierowno$¢ przyjmuje postac,

mgsino <k(mgcosa -m 47’v’A).

Po rozwiazaniu tej nierdwnosci otrzymujemy:

VSL g(k cosa - sina)’ velst

27 k A

Cialo zacznie zsuwac si¢ z rowni, jesli v przekroczy wartos¢ 1 1/s.
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2.22. Wyprowadzi¢ wzor na okres drgan wahadta fizycznego. Dany jest moment
bezwladno$ci wahadla (wzgledem punktu zaczepienia) I, odlegto$¢ srodka
ciezkosci od osi obrotu ry, masa wahadla m oraz przyspieszenie ziemskie g.

Rozwigzanie
Wahadlo fizyczne - dowolna bryta zawieszona powyzej srodka ciezkosci
(Rys. 2.13).

Rys. 2.13. Dowolna bryla zawieszona powyzej jej Srodka cigzkosci stanowi wahadlo fi-
zyczne

Sife cigzkosci m—g) rozkladamy na dwie skladowe: radialng Fr oraz na

styczng F, do toru, zakreslonego przez srodek ciezkoéci bryly. Skladowa stycz-
na powoduje ruch harmoniczny wahadta i wyrazi si¢ wzorem:

Fs = - mg sing.
Znak minus, oznacza, ze sila styczna jest przeciwnie skierowana do
wychylenia.

Dla matych katéw sing = ¢ (w mierze fukowej) zatem:

Fs = - mg ¢.
Podobnie moment sity wzgledem osi obrotu jest przeciwnie skierowany do

wychylenia katowego Qi Wynosi:
M =-mgr¢.

Z drugiej zasady dynamiki dla ruchu obrotowego bryly, ten sam moment
sity rowna sie:
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dZ
M=-21,
dt
gdzie I jest momentem bezwladnosci bryly wzgledem osi obrotu O. Przez
poréwnanie powyzszych momentdw sit otrzymujemy réwnanie rézniczkowe
ruchu harmonicznego wahadta fizycznego:
d’p mgr

w T 27"

Wsp6tczynnik przy kacie ¢ réwny jest @ ;

47[2:mgr0

>

T? I
stad
T’ =47’ I
m g1,
albo
I
T=2nrn (2.18)
m g1,

2.23. Do koncéw preta o masie m; = 60 g i dlugosci L = 0,5 m przymocowano
dwie kulki o masach m, = 90 gi m3; = 70 g o znikomo matych rozmiarach. Pret
ten zawieszono tak, ze moze on wykonywac drgania wokét osi przechodzacej
przez jego $rodek (rys. 2.14). Obliczy¢ okres drgan tak utworzonego wahadta
fizycznego. Przyja¢ g = 10 m/s*.

Rozwigzanie
Nalezy wyznaczy¢ $rodek ciezko$ci utworzonego wahadla fizycznego i jego
odlegtos$¢ od osi obrotu. W tym celu korzystamy z réwnosci momentéw sit
wzgledem $rodka cigzkosci: (co najlatwiej uczyni¢ gdy pret utozymy w pozycji
poziome;j):
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Rys. 2.14. Kulki razem z pretem tworzg wahadlo fizyczne

E+E+E=O

L 1
F|—=+r, |[+Er,—E| =-1, |[=0
3(2 Oj 170 2(2 Oj

L L
m,g E+r0 +m,gr,=m, g E—ro ,

L

m, 5+m3r0 +m,r, =m, E—mzro’

skad

L
- (my—m,)
L_2 2 3

* m,+m,+m,
Nalezy jeszcze obliczy¢ catkowity moment bezwtadnosci wzgledem osi ob-

rotu: wiedzac, ze moment bezwladnosci samego preta wzgledem osi przecho-
dzacej przez jego srodek wynosi:

1
[=—m]I’.
12
Zatem calkowity moment bezwladno$ci bedzie réwny:

1 r r
[=—mI’+m,—+m, —
12 4 4



lub
1 o
I=E I'(m, +3 m,+3m,).

Otrzymane warto$ci na rg i na I wstawiamy do wzoru na okres wahan wa-
hadta fizycznego (2.18).

T:27T\/m1+3m2+3m3L’
6g(m2—m3)

T=295s.

2.24. Jednorodna kula o promieniu Ry moze wykonywa¢ drgania swobodne wo-
kot poziomej osi przechodzacej przez jeden z punktéw O na powierzchni kuli.
Obliczy¢ okres drgan.

.

Rys. 2.15. Kula o promieniu Ry zawieszona w punkcie stycznosci, wytrgcona z potozenia
réwnowagi wykonuje drgania harmoniczne

Rozwigzanie

Wychodzimy ze wzoru na okres drgan wahadta fizycznego:

I

mgr,

>

T=2n

gdzie I jest momentem bezwladnosci wzgledem punktu zaczepienia:

I=I,+m R}
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2

2
IZE m R} +m R,

7

I==mR;-
5
Mamy wiec:
T-27 DR
5mgR,

2.25. Arkusz blachy w ksztalcie kwadratu o boku a, waha si¢ wokot poziomej osi prze-
chodzacej wzdluz jednej z krawedzi kwadratu (rys. 2.16). Obliczy¢ okres drgan.

Rozwigzanie

Rys. 2.16. Momentem zwracajgcym jest moment sily ciezaru arkusza blachy wzgledem
osi obrotu

Korzystamy ze wzoru na okres drgan wahadta fizycznego

I
mgr,

T=2nrn

>
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gdzie I jest momentem bezwladnos$ci wzgledem osi obrotu, ktéry wyprowadza-
my w sposob nastepujacy:

Dzielimy arkusz blachy na paski réwnolegte do osi obrotu. Szeroko$¢ paska
wynosi dr, a jego odleglo$¢ od osi obrotu wynosi r (rys. 2.16). Moment bez-
wladnosci jednego paska wzgledem osi obrotu wyraza si¢ wzorem:

di=dmr?
gdzie
dm=adrbp,
b jest gruboscia blachy,
p — gestos¢ materiatu.
Mamy wiec
di=adrbpr?

I=abp Jrzdr,
0

1
I: b — 3)
abp 3 a
ale
a’bp=m,
stad
1
I=—ma’.

Szukany okres drgan wyrazi sie wiec wzorem:
T=2n za
38

2.26. Cylinder pelny i jednorodny o masie m wykonuje male drgania harmonicz-
ne pod dziataniem dwoch jednakowych sprezyn o wspétczynnikach sprezy-
stoéci kazdej sprezyny k (rys. 2.17). Obliczy¢ okres drgan, gdy wszelkie tarcia
pominiemy.

Rozwigzanie
Na cylinder w punkcie A dziatajg sily pochodzace od dwoch odksztatco-
nych sprezyn:
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Fy = -kxy, F, = -kx,,
ale

X1=X2=X%,
to sita dzialajaca na cylinder wynosi :

F=F1+F2=—2kX.

Rys. 2.17. Pod wplywem odksztatconych sprezyn, cylinder przetacza si¢ na odcinek x
z polozenia réwnowagi ruchem harmonicznym

Zgodnie z drugg zasada dynamiki dla ruchu obrotowego, moment wypad-
kowej sily sprezystosci wzgledem chwilowej osi obrotu O réwna si¢ iloczynowi
przyspieszenia katowego €, przez moment bezwladnosci Io.

2kx 2R = €0 IO
Uwzgledniajac, ze

a‘O
8 = —>
® 2R
oraz
I, zzm R’
2

(bo z tw. Steinera mamy: I = % mR? + mR?).
y

Otrzymamy: 16 k x = 3ay m, ale

a9 = w?2x,



8k
= _—
3m
skad
T:ﬂ 3_m.
2k

Mozna tez identyczny wynik uzyska¢ z zasady zachowania energii dla ukta-
du dwdch sprezyn i walca: suma wszystkich rodzajow energii jest stata:

mv§+Ia)2
2

gdzie I jest momentem bezwladnosci walca wzgledem jego osi obrotu.

=C>

1
Z2kxP+
2

Predkos$c¢ $rodka cylindra jest dwa razy mniejsza od predkosci punktu A na
obwodzie walca, wiec:

\
VO: 5
oraz
4
2R
Mamy zatem:
2 2
11
e+ =Y = —mR* ~=C-
2.4 22 4R

Nastepnie, nalezy zrézniczkowac obie strony rownania wzgledem czasu:

pke My v LAY
dt 8 dt 16 dt

Uwzgledniajac, ze

0.

dv dx
—=a> =V
dt dt
oraz
a=-w?2x,
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otrzymamy
2k = i0)21'1’1 >
4
skad bedzie:
/ 8 k
W= —_—
3m

Ostatecznie
T — 271- 3_m =7 3_m .
V 8k V 2k

2.27. Jednorodna kulka o promieniu r, toczac si¢ bez poslizgu po wewnetrznej
stronie cylindra o promieniu R wykonuje drgania harmoniczne (rys. 2.18).
Obliczy¢ okres tych drgan.

Rozwigzanie

Rys. 2.18. Jednorodna kulka o promieniu r, znajdujgca sie na wewnetrznej powierzchni
cylindra o promieniu R odchylona od pofozenia réwnowagi wykonuje drgania har-
moniczne

Zgodnie z IT zasadg dynamiki dla ruchu obrotowego mamy

M =1-& =mgx’ = mgrsina = mgr
R-r

gdzie:
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M jest momentem sity ciezkosci wzgledem chwilowej osi obrotu, € — warto-
$cig przyspieszenia katowego ruchu obrotowego kulki wzgledem chwilo-
wej osi obrotu. Wartos¢ przyspieszenia katowego ma nastepujacy zwia-
zek z wartoscig stycznego przyspieszenia liniowego $rodka kulki:

E=— .
r

I - jest momentem bezwladnosci kulki wzgledem chwilowej osi obrotu, kto-
ry zgodnie z twierdzeniem Steinera wynosi:
I=Ip+mr%

I jest momentem bezwladnosci kulki wzgledem jej §rodka ciezkosci, ktéry
przedstawia sie wzorem:

2
I[,==mr’.
5
Moment sily przedstawi sie teraz wzorem:

2
M:(—mr2+mr2)-i .
5 r

Mamy wiec:

7 5 ( a j X

—r'|—-m=mgr—-

5 \r R-r
Stad

- 5 X

7 8 R-r

Warto$¢ przyspieszenia liniowego w ruchu harmonicznym wyraza sie wzorem:

a=w'x
Bedzie wiec
2 _ § g

7 R-r

>

(0]

stad

g

5
o= |- —=—
7 R-r

1 ostatecznie
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2.28. Kula o promieniu r = 5 cm wisi na cienkim druciku o dlugosci L = 10
cm (rys. 2.19). Obliczy¢ blad wzgledny jaki popetniamy traktujac powyzsze
wahadlo jako wahadlo matematyczne o okresie T i dlugosci Ly =L + r . Mo-
ment bezwladnosci kuli wzgledem punktu zawieszenia obliczamy ze wzoru:

2
I= gmr2+ m (L +r)°.

Rozwigzanie

Rys. 2.19. Kula zawieszona na druciku stanowi wahadto fizyczne. Nalezy obliczy¢ jaki
bigd popetniamy, traktujgc takie wahadto jak wahadto matematyczne

Okres wahadfa matematycznego wyraza si¢ wzorem:

L+r
g

Natomiast okres wahadta fizycznego wyraza si¢ wzorem nastepujacym:

T=27 |—
mg (L +r1)

albo

T =2nxn
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lub

Po wstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
B =0,022,
B=2,2%.

2.29. Jednorodny krazek o promieniu R moze obraca¢ si¢ wokot poziomej
osi prostopadlej do tarczy przechodzacej przez punkt na obwodzie. Obliczy¢
okres drgan ttumionych krazka, jezeli logarytmiczny dekrement thumienia wy-
nosi d.

Rozwigzanie
Okres drgan ttumionych wylicza sie ze wzoru:

o=,a; - B° (2.19)

gdzie wy jest czgstoscia kotowa drgan niettumionych,
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B jest wspotczynnikiem ttumienia.
BT = 0§ jest logarytmicznym dekrementem ttumienia.
Wzér (2.19) przyjmie teraz postac:
2 2 2
4 _ 4 1) (220)

= —_——

T T T

gdzie T jest okresem drgan niettumionych, ktéry wyliczamy ze wzoru:

T, =2n L.
mgR

I - jest momentem bezwladnosci wzgledem punktu zawieszenia tarczy, kto-
ry wyraza sie wzorem:

I[=1y+ mR?

I=%mR2+mR2,

IzszZ.
2

Mamy wiec

T,=2n 3R
2g

Szukany okres drgan krazka wyliczymy ze wzoru (2.20):
T= EE(4712 +52) .
28

2.30. Zawieszone na sprezynie cialo wydluza ja o Ax = 9,8 cm. Obliczy¢ okres
drgan tlumionych, jezeli dane cialo przesunigto w dot w stosunku do poloze-
nia réwnowagi i puszczono swobodnie. Logarytmiczny dekrement tlumienia
drgan wynosi 6§ = 3,1.

Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na czesto$¢ drgan kotowych tlumionych, (2.20):
4n’ _4nm 5
T T T

T nalezy wyznaczy¢ w zaleznosci od Ax:
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k

o =

lub
4n’ k.
T, m

Sprezyna wydluza si¢ pod wplywem zawieszonego na niej ciala o Ax. Mo-
zemy wiec zapisac:
mg=kAx,
skad

k=128,
Ax
Mamy wiec

2 Ax
ar” _mg | stad T, =4m” —.

T, Axm 8

Réwnanie (2.20) przyjmie teraz postac:

4n’ _4mt g O L 4ri+8 g

T 47’ Ax T T2 Ax
skad

>

JAX.
g
Po podstawieniu danych wartosci liczbowych otrzymamy szukany okres
drgan:
T=0,7s.

T= (47cz+52

2.31. Amplituda drgan tlumionych wahadla matematycznego zmalata dwa razy
w czasie t; = 1 min. Obliczy¢ ile razy zmaleje w ciagu czasu t, = 3 min.

Rozwigzanie

Stad, ze amplituda zmalala 2 razy w ciaggu 1 min obliczymy wspotczynnik
ttumienia f:
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lub

2=ely
In2=pt,
skad

In2

t,

B=

Jezeli amplituda zmaleje n = 3 razy, to mozemy to zapisa¢ w postaci wzoru:

In2

A,

skad
(In 2)%2
n=e '

Po logarytmowaniu obu stron réwnania otrzymamy:

Inn = (ln2)t—2-

1

t
Poniewaz —= = 3, otrzymamy:
1
Inn=(n2)3=3In2=2,07,

stad n = 8.

2.32. Logarytmiczny dekrement tlumienia kamertonu o czgstosci v = 400 Hz wy-
nosi § = 0,002. Obliczy¢ po jakim czasie amplituda drgan kamertonu zmaleje
100 krotnie. Jak zmieni si¢ przy tym energia drgan.

Rozwigzanie
A
A=
KOO
100 = ef,
In 100 = ft,
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stad
In 100
t=
B

Wspotczynnik thumienia f wyznaczymy z definicji logarytmicznego dekre-
mentu ttumienia drgan:

0=pT
lub

s - B

v

stad

B =dv.
Mamy wiec

In 100
t= .
ov

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

t=>575s.
Zmiang energii obliczymy ze wzoru:
1
— kA2
E X 1
x =2 = =10" razy -

E- 1,2 100°

2.33. Po jakim czasie energia drgan kamertonu o cze¢sto$ci v =435 Hz zmniejszy si¢
n = 10° razy, jezeli logarytmiczny dekrement thumienia drgan wynosi 6=0,0001.

Rozwigzanie
Poniewaz energia drgan zalezy od amplitudy, wiec korzystamy ze wzoru na
amplitude drgan ttumionych:
Bt
A_ e e (2.21)

TRty
A, e

Ale
2E

1

1
EIZE k A] skad A, =
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2E

2

1
B, = k A2 skad A, =

E
Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci oraz to, ze E, ==L, réwnanie (2.21)
n
przyjmie teraz postac:

2E kn_e[,tx
Vk \2E,
Bt

Jn=e

>

stad
n=e’fh , Inn=2pt
wigc
In n
T, (&dyzp=0v).
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
ty,=132s.

2.34. Obliczy¢ logarytmiczny dekrement ttumienia drgan wahadla matematycz-
nego, jezeli w czasie t = 3 min amplituda drgan zmniejszyta si¢ z A; = 8 cm do
A, = 6 cm przy okresie drgan T = 2s.

Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na stosunek amplitud:
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o
1 =—,
ale B

wiec
InA -InA, _2 t>
T

skad
T (InA, -InA,)
t

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy szukany wynik

0 =0,0032.

o

2.35. Cialo o ciezarze Q = 40 N zawieszone na sprezynie wykonuje drgania pod
wplywem sity wymuszajacej wyrazonej wzorem: F = 10 sin 20t. Obliczy¢ am-
plitude drgan oraz maksymalng sile wywierana na punkt zaczepienia sprezyny,
jezeli ciezar Q wydtuza sprezyne o Ax = 0,02 m.

Rozwigzanie
Amplituda drgan wymuszonych, gdy opdr oé$rodka jest zaniedbany wyraza
si¢ wzorem:

A:Lz, (2.22)
Q)

K-

a)O

gdzie Fj jest amplituda drgan sily wymuszajacej,
w; czestoscig kotowy sity wymuszajacej (w naszym przypadku wynosi ona
w1 =20s71),

- . . o k
wo czestoscig drgan swobodnych, ktora wyraza si¢ wzorem @] = — .
m

Wspolcezynnik sprezystosci k wyliczamy z wydluzenia statycznego sprezyny:

Q=kAx,
stad
k= Q >
AX
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k =2000 E
m

Mamy wiec

. Q mg g

Wy =——=—""2"=—">
Axm Axm Ax
gdzie g = 9,8 m/s?,

stad

o, =490 1/5°
Szukana amplituda drgan wymuszonych bedzie réwna:

A:ﬁ.
2
Q

@,

2
0

1-

Z przeksztalcenia wzoru na amplitude w ruchu harmonicznym wymuszonym:

A= b

m\/(a)j -/ )2 +4 B o

gdzie = 0, otrzymujemy wzor (2.22).

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy

_ 0,01
|10
490
A=27cm.

Maksymalna sita wywierana na punkt zaczepienia sprezyny jest sumga sily
sprezystosci i cigzaru ciafa:

Fnax=kA+Q

E  =2000-0,027 m+40 N
m

Frax =94 N.
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2.36. Silnik elektryczny o masie M facznie z masg wirnika m zostal umocowany
na sprezystej belce (rys. 2.20). Strzalka ugiecia belki pod cigzarem silnika wy-
nosi S. Mimo$rod wirnika obracajacego si¢ z predkoscig katowa w wynosi e.
Obliczy¢ amplitude drgan wymuszonych silnika oraz warto$¢ predkosci kato-
wej wirnika, przy ktérej wystapi rezonans.

Rozwigzanie
Amplitude drgan wymuszonych, gdy sily oporu sa zaniedbane, oblicza si¢
ze wzoru (2.22).
W naszym zadaniu sila wymuszajaca F jest sifa odsrodkowa bezwladnosci
wyrazona wzorem:

Fo=m w?e. (2.23)
Rzut tej sily na kierunek pionowy bedzie réwny:
Fo=m w? e cosw t.
Wspolczynnik sprezystosci belki k wyrazamy za pomocy strzatki ugiecia
pod ciezarem silnika

Mg=kS§,
stad
K =M
S

3
i1 Py

Rys. 2.20. Sitg wymuszajgcg drgania jest tutaj sita odsrodkowa ruchu obrotowego wir-
nika F,

Natomiast czg¢stos¢ drgan swobodnych wyrazi si¢ wzorem:

:_k_Mg_g

M SM S
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Réwnanie ruchu drgajacego przy wystepujacej sile wymuszajacej drgania
bedzie:

M(iz =-ky +mw’ecosw t
lub
dzy k m ,
¥+Myzﬁa) ecosmt
lub
(:TZJr%Y:% w’e cosm t. (2.24)

Gdy nie ma rezonansu to amplituda drgan wymuszonych bedzie:

A moe
Mgl o
S g
S
lub
Ao M w’e '
M‘g—a)2
S

Rezonans wystapi wtedy, gdy czestoé¢ sily wymuszajacej zréwna sie z czg-
sto$cig drgan wlasnych silnika, ktéra wyraza sie wzorem:

a)o = g
S.
Nalezy rozwigza¢ otrzymane réwnanie rézniczkowe (2.24) ruchu drgajacego
zastepujac w wyrazeniem @, = % :

2
dt S MS S

102



W tym przypadku rozwigzaniem bedzie nastepujaca funkcja:

y=tB COS(\/g-t]+t Csin[\/g-t}
S S

gdzie B, C - stale, a t — czas.

Nalezy obliczy¢ druga pochodng powyzszej funkgji (y”) i wstawi¢ do row-
nania (2.24), jak réwniez za y wstawi¢ dang funkcje. Nastepnie poréwnaé

wspolczynniki przy funkcjach cos (\/% . t] isin [\/% . tJ . Otrzymamy:
S

stad B=0.

2M
Otrzymamy:

m myet

sinwyt .

Szukana amplituda drgann wymuszonych wyrazi si¢ wzorem (ro$nie propor-
cjonalnie do czasu):

m\/g et
—S .

2M
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2.37. Samocho6d o masie M jedzie ze stalg predkoscia v wzdluz poziomej drogi,
ktorej nieréwnosci majg ksztalt odpowiadajacej funkcji:
y =Agsinw t, gdzie A jest amplitudg nieréwnosci drogi.
Obliczy¢ amplitude drgan wymuszonych samochodu, jezeli odksztalcenie
statyczne kazdego z czterech resoréw pod wplywem cigzaru samochodu wy-

nosi 6. Natomiast polowa dilugosci fali wzdtuznego profilu drogi wynosi L
(rys. 2.21). Obliczy¢ tez przy jakiej predkoéci samochdd wpadnie w rezonans.

Rozwigzanie
W celu rozwigzania zadania nalezy wyrazi¢ czestoé¢ drgan wymuszonych
w zalezno$ci od viod L:

0= in ale T= 2L .
T v
Czestos¢ drgan wymuszonych wyrazi si¢ wiec wzorem:
v
L

Rys. 2.21. Na wzniesieniu drogi resory zostajq zgniecione sitq F = ky lub F = kA, (Ao jest
amplitudg sity wymuszajgcej)

Czestos¢ drgan wlasnych samochodu wyliczamy z odksztalcenia statyczne-
go jednego z czterech resordw:

M
—g=ko,
1 g
skad
-Mg.
46
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k M
Wstawiajac to do wzorw: @] =—, gdzie m = " otrzymamy:

m
4 k
a)(? = —= g .
M o
Szukang amplitude drgan wymuszonych otrzymamy ze wzoru (2.22):
R
2
k-2
a)()

gdzie Fy jest amplituda sily wymuszajacej. Fy rowna sie sile dajacej maksy-
malne $ci$niecie sprezyny na wzniesieniu drogi i wynosi: Fy = k A,.
Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci otrzymamy:

A:¢.
1_7T2V25

I? g

Warto$¢ liczbowa szukanej amplitudy wyliczymy dla nastepujacych wartosci:
A() =0.1 m,

v:159(54kmj,
S h

L=0,8m,
§=0,02.
Po podstawieniu do wzoru na A, otrzymamy:

A=1,7cm.

Rezonans wystapi wtedy gdy czestos¢ drgan wymuszonych o = TC—TV Zrow-

na sie z czestodcia drgan wlasnych @, = 5.

o
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2.38. Membrana glosnika drga z czgstoscig f = 450 Hz i z amplitudg A = 0,9 mm.
Napisa¢ rownanie fali akustycznej rozchodzacej si¢ od membrany, jezeli pred-

m
ko$¢ fali dzwigkowej w powietrzu wynosi v =340—

S .
Rozwigzanie
Szukane réwnanie ma postac:
x t
y=Asin 2n| ——— |, (2.25)
AT
gdzie
v 1
A=—> T=
f
Mamy wiec
y=Asin 2 n(x—f—f tj
v

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

y = 0,0009 sin27 (1,32x — 450t).

2.39. Drgajaca struna o diugoséci L = 12 cm ma wezly co 4cm. Predkos¢ fali w stru-
nie jest rowna u =30 m/s. Obliczy¢:
a) czestotliwo$¢ drgan,
b) wszystkie mozliwe nizsze czgstosci.

Rozwigzanie
a) Szukang czestotliwo$¢ drgan wyliczymy ze wzoru:

A=uT
lub
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W naszym zadaniu dlugos¢ fali A znajdziemy z odleglosci pomiedzy wezta-
mi (4 cm), co stanowi potowe dlugosci fali. Dtugos¢ fali A bedzie wigc wynosié

8 cm (rys. 2.22 ¢’). Mamy wigc:

1
:30m/s:375_‘

0,08 m S

f

b) Kolejne nizsze czgstosci drgan struny otrzymamy wtedy gdy wytworzy
sie inna ilo§¢ weztéw. Gdy bedzie trzy wezly, dwa w punktach zaczepienia stru-
ny i jeden w $rodku (dwie poléwki) (rys. 2.22 b’), wtedy bedziemy mieli

L=2. A ,
2

ale

Rys. 2.22. Odleglos¢ od wezta do wezta stanowi potowe dlugosci fali
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Mamy wiec

L, U
21,
skad
2.
f£=="",
2L
30
g =078 550y
0,12 m

Analogicznie obliczymy czestos¢ drgan struny, gdy beda tylko dwa wezly,
w punktach przymocowania struny (rys. 2.22 a’):

A u
L=-1, al —uT =—.
aled, =uT [

1

Mamy wiec

=132
2 f,

2L

- 30m/s

= =125Hz.
2:0,12m

Mozemy tez napisa¢ ogélny wzor na czesto$¢ drgan w zaleznosci od ilosci
potowek fal na danej diugosci struny:

A
L=2%,
2
gdzien=1,2,3...n,stad
2L
Anz >
oraz
f_u_nu
" A 2L
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2.40. Znalez¢ sile naciggu stalowej struny o dtugosci L = 0,5 m i §rednicy d = 0,2 mm,
jezeli wiadomo, Ze jest ona zestrojona z kamertonem o czestosci drgan f = 435 Hz.

Rozwigzanie
Wzér na okres drgan jednorodnej struny (w przypadku tylko dwoch we-
z16w, w punktach zaczepienia struny) jest nastepujacy:

T2,
F

gdzie L jest dlugoscig struny,
m - mas3g jednostki dlugosci struny,
F - sifa naciagu struny.

Wyprowadzenie wzoru patrz: Halliday "Podstawy Fizyki" t. 2 str. 132, PWN, 2006.

Po przeksztalceniu bedziemy mieli:

4 U'm
F= o
albo
F=41’m#,
gdzie
2
m=rx deL

p jest gestoscig materiatu struny, a L = 0,5 m.
Ostatecznie bedziemy mieli:

F=ndpL’f,
F = 46N.

2.41. Wychylenie z potozenia réwnowagi punktu znajdujacego si¢ w odleglosci
x =4 cm od zrodla dzwigku w chwili t = 1/6 T jest rowne potowie amplitudy.
Obliczy¢ dlugo$c¢ fali dzwigkowej.

Rozwigzanie
Wychodzimy z ogdlnego réwnania fali (2.25):

y =Asin2n(£—£j >
T 4
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ale
1
—_A-
Y 2
Mamy wiec

1
ZA=Asin2r 1—5)
2 T A

1
Sinus jest rowny 5 gdy kat wynosi % .

Mozemy wiec napisac:

Z powyzszego rownania otrzymamy szukang dtugos¢ fali
podstawiajac za t = < oraz zax =4 cm.

A =48 cm.

2.42. Okres drgan zrodla dzwigku wynosi T = %s. Predkos¢ fali glosowej 340 m/s.

Obliczy¢ réznice faz drgan dwoch punktéw odleglych od zrédia diwieku
ox;=10mix;=20m.

Rozwigzanie

110

Sposob I
Nalezy obliczy¢ dlugos¢ fali dzwigkowe;j:

A=v-T,

A=20m.
Réznice faz réwna 2m beda mialy punkty odlegte od siebie o diugos¢ fali
A=20 m.
Dlugosc¢ fali A = 20 m odpowiada réznicy faz 2m, wigc odleglos¢ Ax = 10 cm
bedzie odpowiada¢ réznicy faz m.

Ap =m.



Sposob 11
V1= A sin(w t- le),
y2 = Assin(w t - kxy),
(P2—§01=wt—kX2—wt+kX1,
A¢ =k(x1-x2),
o _ . 2n 2nm
gdzie k jest liczbg falowg i wynosi k = ——=——.
A v T
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

Ap =m.

2.43. Dwa samochody poruszajg si¢ po autostradzie naprzeciwko siebie z jedna-
kowymi predkosciami v = 108 km/h. Jeden z nich wysyla sygnal o czestosci
fo = 450 Hz. Jaka czestos¢ odbierze kierowca drugiego samochodu? Predkos¢
glosu wynosi v, = 340 m/s.

Rozwigzanie
Czesto$¢ drgan jaka odbiera nieruchomy obserwator gdy zrodlo dzwigku
przybliza si¢ do niego zgodnie ze wzorem Dopplera wynosi (wyprowadzenie

wzoru Dopplera mozna znalez¢é w podreczniku Cz. Bobrowskiego , Fizyka —
Krotki kurs”).

Vg—U

gdzie v, — jest predkoscig dzwigku,
U - predkoscig zrédla dzwieku,
fo — czestodcig drgan zrédla, gdy jest ono w spoczynku.
Mamy wiec

v, —U,
gdzie U, jest predkoscia jednego pojazdu.

Ale pojazd drugi tez jest w ruchu - przybliza sie do pojazdu pierwszego. Dla
obserwatora, ktory przybliza si¢ do zrodta dzwieku mamy wzor:
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B Vg+U2 ,

2 0

i

gdzie U, jest predkosciag drugiego pojazdu,
fo — czestoscig drgan zrédla, gdy obserwator jest w spoczynku.
W powyzszym wzorze czesto$¢ f, jest zastapiona sygnalem z pierwszego sa-
mochodu, tzn. czestoscig fi.

Mamy wiec
fof v, Vv,+U,
0
v,—U, v,
lub
v, +U
f=f _s 2.
v, —U,
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
f=450340+30 ,
340-30
f=536 Hz.

2.44. Zrédto dzwieku Z o czestosci f = 1000 Hz porusza sie w powietrzu w strone
$ciany w kierunku prostopadlym do niej (rys. 2.23) z predkosciag U = 0,17 m/s.
Wzdluz tego kierunku rozmieszczono dwa nieruchome odbiorniki O; i O,
w kolejnosci O - Z - O, - $ciana. Ktéry odbiornik bedzie rejestrowa¢ dudnienia
i o jakiej czestosci? Predko$¢ glosu vy = 343,9 m/s.

Rozwigzanie

Rys. 2.23. Do odbiornika O, dochodzqg dwie fale: 1) od zblizajgcego si¢ Zrédia dzwigku
Z o czestosci f5, 2) fala odbita od Sciany o tej samej czestosci f> i biegngca w przeciwng
strong. Do odbiornika Oy dochodzq tez dwie fale: 1) od oddalajgcego sig Zrodla dzwie-
ku Z o czestosci f i 2) fala odbita od Sciany o czestotliwosci f, biegngca w tg samg
strong co fala od Zrédia.
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W odbiorniku O, bedzie odbierany sygnat od przyblizajacego si¢ zrédla

v
dzwieku z czestoscig f, =1 gU (efekt Dopplera) oraz fala odbita od
v

8
$ciany o tej samej czestosci.

W odbiorniku O; bedzie odbierany sygnat od oddalajacego si¢ zrédla Z
o czestotliwosci f; (efekt Dopplera) oraz dzwiek odbity od $ciany o czestotliwo-
$ci f,. Sygnaly te biegna w te samg strone i w punkcie O; pojawig sie tzw. dud-
nienia o czestotliwoséci n = f, - fj, o ile réznica f; i f; nie bedzie duza (Jaworski
i wspotautorzy - Kurs Fizyki, t. I).

n=f —%——f —*—
v. —U Vg-‘rU

Vg+U—Vg+U’

n=fv
0
g V2 _ U2
g
¢ 2U0
n= Vv >
0 g VZ _U2
g
ale
U << vy
Ostatecznie otrzymamy:
2£U
n= ’
Ve
n=1Hz.

2.45. Obliczy¢ w jakim czasie dzwigk przebywa droge L = 1000 m, jezeli tempe-

ratura powietrza zmienia si¢ liniowo od T; = 280 K do T, = 300 K. Srednia
masa molowa powietrza wynosi u = 29 kg/kmol oraz y = 1,4. Okresli¢ réwniez
w jakim czasie przebedzie dzwigk te odleglos¢ bez uwzglednienia zmiany tem-
peratury na tym samym odcinku przyjmujac predkos¢ dzwigku vy = 332 m/s
w temperaturze 0° C.

Rozwigzanie

Predko$¢ rozchodzenia si¢ fali dzwiekowej w zaleznosdci od temperatury
wyraza nastepujacy wzor:
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gdzie R jest stalg gazows,

T jest srednig arytmetyczng dwdch danych temperatur:

T:ﬂ+L.
2
Mamy wiec

vo [XR(G+T)
2u

Szukany czas otrzymamy ze wzoru:

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

v =241 m/s oraz t; =4,15s.

(2.26)

Natomiast bez uwzglednienia zmiany temperatury osrodka (powietrza)

czas otrzymany wynosi:

t, =3,01s.

2.46. Do studni rzucono swobodnie kamien. Po uplywie czasu t = 3 s, ustyszano ude-
rzenie kamienia o wode. Jaka jest glebokos¢ h tej studni, jezeli przyjmiemy pred-
ko$¢ dzwigku w powietrzu v = 330 m/s, a przyspieszenie ziemskie g = 9,80 m/s* Nie

uwzgledniamy oporu powietrza.

Rozwigzanie

Mierzony czas t skfada si¢ z dwoch czasow: t; czasu potrzebnego na spad-
niecie kamienia do wody i czasut, potrzebnego na przebycie dzwigku od lustra

wody do ucha obserwatora.

Mamy wiec: t=1t; + t;.
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h
h=vt,stad t,=—.
v

Mamy wiec:

2h h
t= /—+—.
g \%

Z réwnania powyzszego mozemy wyznaczy¢ szukang glebokos¢ studni h.
W tym celu przeksztalcamy to réwnanie w sposob nastepujacy:

( hT 2h
t—— | =—.
v g

Nastepnie, otrzymujemy réwnanie kwadratowe z niewiadoma h:

gh’-2vh (tg+v) + *v?g=0.

Rozwigzaniem tego réwnania bedzie:
v(tg +v)tvyvi+2tgv
h1,2 = .
g
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

h =40,2 m.

Drugi wynik jest nierealny (ok. 24 km).

2.47. Obliczy¢ predkos¢ rozchodzenia sie fali dZzwigkowej (podluznej) w belce sta-
lowej, ktorej gestos¢ wynosi p = 7860 kg/m?, a modut Younga E = 21-10'° N/m>.

Rozwigzanie
Predkos¢ rozchodzenia si¢ fali dzwiekowej (podluznej) w ciatach stalych
w formie pretéow czy drutéw wyraza sie wzorem:

v = F , (2.27)
Io;

gdzie  E jest modutem Younga,
p - gestoscig danego materiatu.
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21-10"° N/m’
v [ALI0 N/ 560 m s,
7860 kg/m

Uwagal! jezeli pret czy drut jest rozciagniety sila E to w powyzszym wzorze mo-
dul Younga zastapiony jest sifa F, a gestos¢ p gestoscia liniowa p;:

. (2.28)
£

Gdy osrodkiem w ktérym rozchodzi si¢ fala dzwigkowa jest ciecz, to modut
Younga zastapiony jest modulem $cisliwosci cieczy k:

ve K (2.:29)

2.48. Plaska fala dzwigkowa rozchodzi si¢ wzdluz osi OX. Wspdtczynnik ttumie-
1
nia fali wynosi y =2,3-10™" — . W punkcie poczatkowym osi OX poziom
cm
glos$nosci wynosit i) = 60 fonow. Znalez¢ poziom glo$nosci w odleglosci rownej
r = 50 m liczac od poczatku osi OX oraz znalez¢ taka odlegloé¢ x, przy ktorej
nie bedzie stychac glosu.

Rozwigzanie
W fali plaskiej, straty energii s3 tylko z powodu pochtaniania przez o§rodek
energii. Wtedy amplituda drgan maleje wedtug wzoru:

A= Ao e
(patrz: Fizyka - Poradnik encyklopedyczny — Jaworski, Detlaf, PWN 1995)
lub

Po podniesieniu obu stron ostatniego réwnania do kwadratu otrzymamy :
2
(ij — e_z}, r X
Ay
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Energia fali jest wprost proporcjonalna do kwadratu amplitudy (E~A?).
Mozemy wiec wyrazenie (A/Ag)* zastagpi¢ stosunkiem natezen fali I,/I; (na-
tezeniem fali nazywamy stosunek ilosci energii przenikajacej przez dang po-
wierzchnie do wielkosci tej powierzchni i do czasu, w ciaggu ktorego energia ta
przeniknie przez dang powierzchnie).

Mamy wiec
2
I_z — E — & — e_z vr ,
Il El Al
skad
L=1¢e"". (2.30)

Poziom glos$nosci dzwieku (zgodnie z prawem Webera-Fechnera) jest pro-
porcjonalny do logarytmu stosunku jego natezenia I do nat¢Zenia tego samego
dzwieku na progu styszalnosci Iy i wyraza si¢ wzorem:

I
i, =10 logI—l)

0

I
i, =10 logI—2 .

0

Jezeli odejmiemy stronami powyzsze réwnania:

I I
i, —i, =10 logI—2—10 logI—l’

0 0

I
i,—i,=10 logI—z,
1

i uwzglednimy wzor (2.30), otrzymamy:

-2yr
Le ’

I

i, —i, =10 log

1

i,=i,+10 loge®”" (2.31)

Poniewaz we wzorze (2.30) wystepuje liczba e, bedaca podstawg logarytmu
naturalnego wigc logarytm dziesietny nalezy zamieni¢ na logarytm naturalny

(In), zgodnie ze wzorem: log x = ln—X .

2,3

117



. Ine’’"
1, =1 +10

>

10 (-2
» =1 +—( 7). (2.32)
2,3
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:
i, = 50 fondw.
Odleglos¢ x, przy ktérej nie stycha¢ dzwigku obliczymy podstawiajac do
réwnania (2.32) wartoS$ci: i, = 0 oraz r = x.
Mamy wiec

(2yx)
2,3
Wstawiajac wartoséci il = 60 fonéw oraz y = 2,3 - 102 m™! otrzymamy:

x =300 m.

0=1i,+10

W
2.49. Natezenie fali dzwigkowej wynosi I =1—. Ilu dB odpowiada to natezenie?
m

Rozwigzanie
Poziom natezenia dzwieku (glosnos¢) okresla sie logarytmem dziesietnym
ze stosunku nat ¢zenia danego dzwigku do natezenia progowego Iyi wyraza si¢
w belach (1 B) lub w decybelach (1B = 10 dB).
i=log e
IO

gdzie

W
I,=10" — jest natezeniem progowym ( prog styszalnosci).
m

i=log ——————— =]og10"
& 10" W/m® g

>

i =12 beli.
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Zadania uzupelniajace

2.50. Punkt materialny wykonujacy drgania harmoniczne o okresie drgan T jest w
chwili poczatkowej ty = 0 w maksymalnej odleglosci od polozenia réownowagi.
Obliczy¢ po uplywie jakiego czasu odleglo$¢ ta zmaleje do potowy.

6

2.51. Punkt materialny drga ruchem harmonicznym o okresie T. Obliczy¢ po
uplywie jakiego czasu predkos¢ bedzie réwna polowie predkosci maksymalnej
oraz po uplywie jakiego czasu przy$pieszenie bedzie réwne potowie przyspie-
szenia maksymalnego.

T
Odp tl:g’ t, =—.

2

2.52. Punkt materialny drga ruchem harmonicznym z okresem drgan T = 3 s,
Obliczy¢ faze poczatkowy tego ruchu, jezeli po czasie t = 0,5 s wychylenie byto
réwne potowie amplitudy.

Odp. @, =%:3o° .

2.53. Punkt materialny wykonuje drgania harmoniczne z amplituda A = 1,5 cm

i maksymalng predkoscig v = 94,22. Obliczy¢ okres drgan tego ruchu.
s

Odp. T=0,1s.

2.54. Punkt materialny drga ruchem harmonicznym z amplitudg A = 0,5 m.
W chwili poczatkowej to = 0 znajduje si¢ w polozeniu réwnowagi. Dla fazy
réwnej 60° ma predkos¢ v = 3,14 o Obliczy¢ okres drgan tego ruchu.

s

Odp. T=0,5s.
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2.55. Skok ttoka w cylindrze samochodowym wynosi h = 10 cm. Jaka jest jego
maksymalna predkos¢, gdy wykonuje on n = 3000 obrotéw na minute.

Odp. V, =162
S

2.56. Punkt materialny wykonuje drgania harmoniczne z czestoscig v = 10 s
iamplitudg A = 12 cm. Obliczy¢ jakie bedzie wychylenie z potozenia rownowa-
gi po czasie t = 21 s.
Odp. x =6 cm.

2.57. Punkt materialny porusza si¢ ruchem harmonicznym o amplitudzie A i okre-
sie T 1 ma w pewnej chwili predkos¢ v. Obliczy¢ dla tej chwili warto$¢ przyspie-
szenia tego punktu.

2
Odp. a=T—ZT\/4 A - VT

2.58. Znalez¢ okres i amplitude drgan ruchu punktu okre§lonego réwnaniem
X = 3sint 2t — cos2t.

Odp. A=310, T=n=314s.

2.59. Znalez¢ amplitude i faze poczatkowa ruchu harmonicznego w wyniku ztoze-
nia dwoch jednakowo skierowanych drgan danych réwnaniami:

T
X, =4 605(5 Q] t+—)>
2

X, =3 COS(S Q] t+£j-
4
Odp. A :\/E ,tgp =2,9.

2.60. Doda¢ graficznie dwa wzgledem siebie prostopadle ruchy harmoniczne
o jednakowych amplitudach i okresach, ale réznigcych sie fazg poczatkowa
o = 60°.

Odp. Ruch wypadkowy odbywa si¢ po elipsie.
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2.61. Cialo porusza si¢ ruchem harmonicznym. Obliczy¢ ile razy energia kinetycz-
na tego ciala jest wigksza od energii potencjalnej w potowie amplitudy.

Ek
Odp. — =3
PE

p

2.62. Obliczy¢ wspdlczynnik odksztalcenia sprezyny, wiedzac, ze maksymal-
na energia kinetyczna drgan ciata zawieszonego na tej sprezynie jest wynosi
E=1]J,aamplituda A =5 cm.

2E

A2

Odp. k = k = 800 N/m.

2.63. Punkt materialny wykonuje ruch harmoniczny zgodnie z réwnaniem:
x = A coswt. Obliczy¢ stosunek energii kinetycznej punktu do jego energii po-

T
tencjalnej po uptywie czasu t = o s od chwili rozpoczecia ruchu.

E 3

p

2.64. Ciato o masie m = 2 kg spadfo z wysokosci h = 0,5 m na szalke wagi sprezy-
nowej o wspofczynniku sprezystosci k = 1600 N/m i nie odrywajac si¢ od niej
wykonywalo drgania harmoniczne. Obliczy¢ najwigksze skrécenie sprezyny,
jezeli mase szalki i sprezyny pomijamy.

Odp. Ax=28 1+2kh’
h mg

Ax =0,12 m.

2.65. Kulka miedziana zawieszona na sprezynie wykonuje drgania. Obliczy¢, ile
razy zmieni sie okres drgan, jezeli w miejsce kulki miedzianej zawiesimy kulke

k
aluminiowa o takim samym promieniu. Gesto$¢ miedzi wynosi Pc, =890 m_%’
aluminium Pa = 270k—% .
m
Odp. Ta _ |Pu —0,55
Cu p Cu
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2.66. Skala wagi sprezynowej ma zakres od 0 do 320 N i przy maksymalnym ob-
cigzeniu rozciggnie sie o 20 cm. Obliczy¢ mase ciala, ktore zawieszone na tej

1
wadze wykonuje drgania o czestosci v =2 —.
s

Odp. m = 10,1 kg.

2.67. Cigzarek o masie M zawieszony na koncu sprezyny pionowej wykonuje drga-
nia o okresie Ty . Obliczy¢, jaki bedzie okres drgan cig¢zarka gdy dolozymy do
niego drugi ciezarek o masie m.

Odp. T:TO,/I—I—M .
m

2.68. Punkt materialny o masie m posiadajacy tadunek elektryczny q znajduje sie
na prostej poziomej pomiedzy dwoma jednoimiennymi tadunkami Q odlegty-
mi od siebie o odleglos¢ 2L. W chwili poczatkowej punkt materialny znajdowat
sie w $rodku odleglosci 2L. Po wychyleniu w ktérgkolwiek strone naladowany
punkt materialny bedzie drgal. Obliczy¢ okres tych drgan, przy zalozeniu, ze
wychylenie z polozenia rownowagi jest duzo mniejsze niz L.

3

Odp. T=7n

0 gdziek = .
qQ 4re,

2.69. Areometr o masie m = 0,14 kg wykonuje drgania pionowe w cieczy o okre-
sie T = 3 s. Obliczy¢ gesto$c tej cieczy jezeli $rednica rurki areometru wynosi
d=0,8cm.

16 7 m kg
> p=1230 —=-
TZng p m3

Odp. p=

2.70. W naczyniach potaczonych o réznych przekrojach poprzecznych S, i S, znaj-
duje si¢ rte¢ o masie m. Obliczy¢ okres drgan, gdy zostala ona wprowadzona
w ruch drgajacy. Gesto$¢ rteci wynosip .
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2.71. Walec o masie m i polu przekroju S ptywa w pozycji pionowej pomiedzy
dwiema cieczami o gestosciach p; i p,. W stanie rbwnowagi granica pomiedzy
gorng i dolng czescia przebiega przez srodek walca. Obliczy¢ okres drgan walca
po wytraceniu go z polozenia rownowagi.

m
Odp. T=2 7 /—
Sg(p—p,)

2.72. Punkt materialny porusza si¢ w fikcyjnym tunelu przechodzacym w odlegtosci
a od $rodka Ziemi, rozpoczynajac ruch z powierzchni Ziemi bez predkosci po-
czatkowej. Napisa¢ rownanie rézniczkowe ruchu punktu, obliczy¢ okres drgan.

dZ
odp. S X 4+ 8oy — 9, T=21 |}
R g,

2.73. Obliczy¢ okres drgan wahadla matematycznego o dlugoéci L = 20cm wa-
hajacego si¢ w polu elektrycznym skierowanym pionowo do géry o wartosci
E = 5N/C, jezeli masa kulki wynosi m = 0,01 kg, a fadunek elektryczny dodatni
q =50 uC. Przyspieszenie ziemskie mozna przyja¢ g = 10 m/s*.

Odp. T=2rn m—L, T=11s.
mg-Eq

2.74. Cienki zelazny drazek o dtugoéci L = 1 m waha si¢ dookota poziomej osi i
prostopadlej do drazka, przechodzacej przez punkt odlegly od jego konca o
odlegto$¢ d = 0,25 m. Obliczy¢ okres wahan tego drazka.

20}—3Ld+3dﬁ
Odp. T=2 7 ., T=15s.
3g(L-2d)

2.75. Pret o masie m = 200 g i dfugosci L = 1,5 m osadzono na poziomej osi prze-
chodzacej przez jego $rodek i prostopadlej do preta. Obliczy¢ o jakiej masie
cigzarek nalezy umocowa¢ na jednym z jego koncdéw, azeby okres drgan tego
wahadta fizycznego wynosit T =2 s.

Odp.m =——7——-—> my =190 g.
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2.76. Obliczy¢ zredukowang dlugos¢ wahadta fizycznego jako cienkiego preta
o dtugosci L = 90 cm, jezeli 0§ obrotu przechodzi przez jeden z jego koncow.

Odp. LX=§L, Ly=60cm

2.77. Po wewnetrznej gladkiej powierzchni kuli o promieniu R = 12 cm $lizga si¢
niewielki przedmiot wykonujac drgania harmoniczne. Obliczy¢ okres drgan
przedmiotu jezeli kula umieszczona jest w windzie poruszajacej si¢ w dot
z przy$pieszeniem a = % g. Promien wewnetrzny kuli R jest o wiele wigkszy
od rozmiaru przedmiotu. Przyspieszenie ziemskie mozna przyja¢ g = 10 m/s?

Odp. T=2n7m ﬁ, T=08s
\2g

2.78. Pelng kule o masie m = 2 kg przywigzano do poziomej niewazkiej sprezyny,
w ten sposob, ze moze sie ona toczy¢ bez poslizgu po poziomej powierzchni.
Wspotezynnik sprezystosci sprezyny mozna wyznaczy¢ stad, ze sifa F = 1,25 N
rozcigga sprezyne na odlegtos¢ x = 0,25 m. Napisa¢ rownanie rézniczkowe ru-
chu kuli i obliczy¢ okres drgan.

2.79. Obliczy¢ logarytmiczny dekrement ttumienia drgan wahadfa matematyczne-
go o dlugosci L = 1 m, jezeli w ciggu czasu t = 1min amplituda wahan zmalata

do potowy.

Odp. 512, ”\P ,  8=0,023.
t 8

2.80. Amplituda drgan kamertonu zmniejszyta si¢ n = 100 razy po uplywie czasu
t =15 s. Obliczy¢ wspoétczynnik ttumienia drgan.

Odp. B :lnTn’ B=03s"
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2.81. Obliczy¢ logarytmiczny dekrement ttumienia drgan wahadla matematycz-
nego o dtugosci L = 50 cm, jezeli po czasie t = 5 min jego energia calkowita
zmniejszyla sie n = 4 - 10* razy.

2

Odp. §=——= "=, §=0,025.
4t°g 1

L (In n)2

2.82. Obliczy¢ logarytmiczny dekrement tlumienia drgan ruchu harmonicznego
tlumionego, jezeli w ciggu czasu t = 10 s trwania ruchu energia zmalala do
polowy, a okres drgan ttumionych wynosit T =2 s.

In2

Odp. § =—=> §=10,069.
10

2.83. Logarytmiczny dekrement ttumienia drgan wahadla matematycznego jest
réwny 0 = 0,2. Obliczy¢ ile razy zmaleje amplituda tego wahadla w ciagu jedne-
go calkowitego okresu drgan.

Odp. n =1,23.

2.84. Cialo wykonuje drgania o okresie T = 0,1 s. Obliczy¢ wspotczynnik ttumienia
drgan (p) jezeli w ciagu czasu t = 10 s amplituda drgan zmalala do wartosci
0,9 amplitudy poczatkowej oraz znalez¢ logarytmiczny dekrement tlumienia
drgan.

Odp. ﬂ=%, B=0,01.

§=pT, &=0,001.
2.85. Cialo o masie m = 1 kg zaczepione do sprezyny o wspotczynniku sprezystosci
k= 200E , wykonuje drgania w cieczy. Obliczy¢ okres drgan w cieczy i wspot-
m

czynnik tlumienia, jezeli sila oporu jest wprost proporcjonalna do predkosci,
a amplituda drgan zmalata 12 krotnie po 6-ciu okresach.

1
Odp. T== \/(36-4 n2+ln212)9, T=045s.
6 k

In2
-2, B=092.
P 6T
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2.86. Amplituda drgan ttumionych zmalala w ciggu czasu t = 5 s od wartosci
A; =3 cm do wartosci A, = 1 cm. Obliczy¢ po uplywie jakiego czasu t; ampli-
tuda zmaleje do wartosci Az = 0,5 cm, liczac od amplitudy A,.

2
Odp. t, = 2—3-5, t;=3,1s.

2.87. Obliczy¢ amplitude drgan wymuszonych ciala o masie M = 1 kg zawieszone-
go na sprezynie o wspolczynniku sprezystosci k = 400 N/m, jezeli sinusoidalna
sifa wymuszajaca drgania ma amplitude Fy = 16 N i okres T = 0,5 s. Opory
ruchu pomijamy.

Odp. A = 6,5 cm.

2.88. Obliczy¢ predkos¢ wagonu kolejowego, przy ktorej wystapi rezonans na sku-
tek uderzen w miejscu faczenia si¢ szyn, jezeli ugiecie statyczne resoréw wynosi
AL =5 cm, a dlugos¢ szyn jest L = 12 m.

Ly g Xm.

/AL h
2 |—
g
2.89. Na cialo o masie m = 6 kg przyczepione do dolnego konca pionowej sprezyny
o wspolczynniku sprezystosci k = 150 N/m dziata sita wymuszajaca sinuso-

idalna. Obliczy¢ czgsto$¢ rezonansows, jezeli sita oporu jest proporcjonalna do
predkosci i wynosi Fr = 80 N, przy predkosci réwnej v =2 m/s.

Odp Vr =

Odp. f = in , f,=0,26 Hz.
6rn

2.90. Znalez¢ rezonansowa czestos¢ drgan jezeli przy czestosciach sity wymusza-
jacej f; = 300 Hz i f, = 400 Hz amplitudy drgan wymuszanych sg jednakowe.

2 2
odp. £ = | g _354m
2

2.91. W jakiej odlegtosci od zrédta drgan o okresie T = 107 s w chwili t = T/2,
przesuniecie czastki drgajacej od polozenia réwnowagi jest réowne polowie am-
plitudy, jezeli szybko$¢ rozchodzenia sig fali jest rowna 340 m/s.

Odp. x:SVT

,Xx=14 cm.
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2.92. Znalez¢ wychylenie z potozenia rownowagi (y) punktu w chwili t = T/6 jezeli
punkt ten znajduje sie w odleglo$ci X = T od zrédta drgan o amplitudzie
A=5cm.

Odp.y=2,5cm.
2.93. Wychylenie z polozenia réwnowagi punktu znajdujacego sie w odlegltosci

3
x = 100 cm od zrédta drgan jest rowna Y amplitudy. Odliczy¢ okres drgan

fali, jezeli dang odleglo$¢ fala przebywa w czasie t = 2 s a dlugos¢ fali A = 50 cm.

odp. T=24L 10
6x+A4

2.94. Wychylenie z polozenia réwnowagi punktu znajdujacego sie w odleglosci
2
x =100 cm od zrédta drgan jest réwne - amplitudy. Obliczy¢ w jakim czasie

przebiegnie te odlegtos¢ fala, ktorej okres drgan wynosi T = 2 s, a predkos¢ jej

rozchodzenia si¢ wynosi v=1,5— .
S

vT +8x
Odp. t= ,  t=091s.
8v

2.95. Jaka jest dlugosc¢ fali, jezeli roznica faz punktow odleglych o Ax = 0,025 m
wynosi Ag =% ?

Odp.A=0,3m.
2.96. Na jeziorze wzbudzono fale, ktora dobiegta do stromego brzegu po uptywie
czasu t = 1 min. Odleglo$¢ pomiedzy grzbietami fali wynosita A = 1,5 m, a czas
pomiedzy kolejnymi uderzeniami grzbietéw fal o brzeg wynosi T = 2 s. Obli-

czy¢ w jakiej odleglosci x od brzegu wzbudzono fale.

A
Odp. X=¥t, x=45m.
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2.97. Dwa kamertony o czestosciach fy = 680 Hz poruszajg sie¢ wzgledem nieru-
chomego obserwatora. Jeden kamerton oddala sig, a drugi przybliza si¢ do ob-
serwatora z takg samg predkoscig. Obserwator rejestruje dudnienia o czestosci
n = 3 Hz. Obliczy¢ predkos¢ kamertonow, jezeli predkos¢ dzwieku w powietrzu
wynosi v = 340 m/s.

nyv
Oodp. U=——, U=0,75 2.
2 f, s

2.98. Gwizdek wysylajacy fale o czestoséci fy = 540 drgan/s obraca si¢ po kole
o promieniu r = 70 cm z predkoscia katowa w = 15 rad/s. Jaka jest najnizsza
oraz najwyzsza czestos$¢ dzwigku styszanego przez stuchacza znajdujacego si¢
w znacznej odlegloécii bedacego w spoczynku?

Rozwazy¢ przypadek, gdy koto oraz stuchacz znajduja si¢ na tej samej plasz-
czyznie. Przyjac predkosc fali gtosowej w powietrzu v = 330 m/s.

v

Odp fl = fO , fl =557,8 s
V—or

t, =1, Y f=5233s",
V+or

2.99. Podczas powstawania fali stojacej w rurze Kundta obserwuje si¢ n = 6 strza-
tek. Stup powietrza ma wtedy diugos¢ L = 0,41 m, a stalowy pret o dtugosci
d =1 m jest umocowany w $rodku. Obliczy¢ predko$¢ rozchodzenia sie dzwie-
ku w stali, jezeli predkos¢ fali gtosowej w powietrzu wynosi 343 m/s.

dn
Odp. Vv, =V, B Vs = 5019 m/s.

2.100. Jaka jest predko$¢ rozchodzenia si¢ fali w linie kauczukowej o diugosci
L =2 m i masie m = 0,06 kg naprezonej sitg F = 500N.

FL
Odp. v=,|—, v=130m/s.
m

2.101. Ile dudnien na sekunde daje wraz z kamertonem naciagnieta stalowa struna,
jezeli czesto$¢ drgan kamertonu wynosi f = 430 Hz, sifa naciggu struny F = 100
N, dlugo$¢ struny L = 0,5 m, a $rednica struny d = 0,3 mm. Gesto$¢ materiatu
struny p = 7700 kg/m>.
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Odp.n:f—L i, n=5s"
Ld\zp

2.102. Glebokos¢ morza mierzona jest za pomoca echosondy. Jaka jest gtebokos¢

morza jezeli odstep czasu miedzy wyslaniem, a odbiorem sygnalu wynosi

N
At = 2,5 s. Modut écisliwosci adiabatycznej wynosi k =2,1-10 — , a gestos¢
m

k:
wody morskiej p =1,03-10° E%

[k
Odp.h=1 —, h=1778 m.
2\p

2.103. Ile wynosi modul Younga metalu, jezeli jego gestos¢ réwna jest

k m
p=8,6-10’ —g3, a predko$¢ dzwigku w tym metalu jest v =4700 —.
m s

Odp.E=vp, E=19-10"N/m?

2.104. Jakie jest natezenie fali dZwigkowej wyrazonej w W/m? hatasu o 70 dB prze-
jezdzajacej ciezarowki?
w
Odp. 1=10"—.
m

2.105. Ile razy dzwiek 50 dB ma wigksze natezenie od dzwigku 20 dB?

I
Odp.  -=1000.

2
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Rozdzial 111

Fizyka czasteczkowa, przemiany gazowe, termodynamika

Zadania z rozwiazaniami

3.1. Obliczy¢ ile czasteczek powietrza znajduje si¢ w 1 cm?® przy ciénieniu p = 10™*
mm Hg (p = 0,013 Pa) i w temperaturze t = 27°X. Dana jest liczba Avogadra
Na=6-10% cz/kmol (ilos¢ czasteczek gazu w jednym kmolu).

Rozwigzanie

Objetos¢ jednego kmola gazu w warunkach normalnych wynosi:
Vo =22,4m’.

Ilo$¢ czasteczek w 1 m* w warunkach normalnych wyliczamy dzielac liczbe
Avogadra przez objetos¢ jednego kilomola

B 6x10* cz/kmol
22,4 m’

n,

ng = 0,27-10% cz/m>?,

ng = 2,7-10" cz/cm?®.

Otrzymali$my liczbe Loschmidta (ilo$¢ czasteczek gazu w 1 cm’® w wa-
runkach normalnych). W celu obliczenia liczby czasteczek przy dowolnym

ci$nieniu, w dowolnej objetosci i temperaturze, nalezy skorzysta¢ z rdwnania
Clapeyrona dla jednego mola gazu:

pV=RT,

131



gdzie R jest stalg gazowa, ktdra moze by¢ wyrazona przez ci$nienie, objetos¢
i temperature w warunkach normalnych za pomocg wzoru:

R — pOVO .
To
Mamy wiec
yvoPVo T (3.1)
T p

Iloé¢ czasteczek w dowolnych warunkach w jednostce objetosci wyrazi sie
wzorem:

weNa
\%
Uwzgledniajac (3.1) mamy
T
n’ = M . (3.2)
VoT po

Wyrazenie (3.2) jest ogdlnym wzorem na ilo$¢ czasteczek w jednostce obje-
tosci w zaleznosci od ci$nienia i temperatury.

Ale
N
R
VO
wiec
n’=n, Lp (3.3)
T p,
Uwzgledniajac wartosci liczbowe podane w tresci zadania otrzymamy:
n’=32.10" — .
cm

Natomiast dla ci$nienia p = 10° Pa) i w temperaturze t = 20°C
bedziemy mieli:

n’:2,5-10 —
cm

Dla ci$nienia p = 100 Pa i temperatury t = 20°X mamy:

n’=251.10" —.
cm
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3.2. Ile czasteczek azotu znajduje si¢ w objetosci V = 50 cm® pod cisnieniem
p =107 mm Hg i w temperaturze t = 17°X. Znalez¢ tez gestos¢ tego gazu.

Rozwigzanie
Tlos¢ czasteczek azotu w 1 cm?® w podanych warunkach wyliczamy ze wzoru (3.3):

n’=n, Top ,  gdzie ng =2,7-10" cz/m’.
T p,
Natomiast w dowolnej objetosci V ilo$¢ czasteczek bedzie V razy wigksza:
n’=2,7-1019£ iv, gdzie pp = 760 mm Hg.
p, cm’
Uwzgledniajac wartosci liczbowe otrzymamy:
n’=16,7-10" —==16,7-10" ~—=-
cm m

W celu znalezienia gestosci azotu, nalezy obliczy¢ mase jednej czasteczki.
Jest ona réwna ilorazowi masy jednego kilomola przez ilos¢ czasteczek w jed-
nym kilomolu:

m =B
NA
23 K8
m, = kmol
6-10% @z
kmol

k
m, =4,66:10% ~2.
CzZ

Szukana gestos¢ réwna sie iloczynowi masy jednej czasteczki przez liczbe
czasteczek w 1 m>.

.
p=mpn,

o kg
9

Podczas, gdy w warunkach normalnych gesto$¢ azotu wynosi

p=125kg/m’.
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3.3. Obliczy¢ ile czasteczek znajduje si¢ w kropelce wody (H,O) o masiem=1g
oraz w 5-ciu gr siarkowodoru (H,S).

Rozwigzanie
Kmol wody ma mas¢ m = 18 kg, wiec
18kg - 6-10% czasteczek
0,001 kg - xcz.
Stad
6-10%°-0,001
x=——"—=3,310"cz

18

Analogicznie wyliczamy ilo$¢ czasteczek w 5-ciu gramach H,S:
Kmol siarkowodoru ma mase 34 kg, wiec

34kg - 6-10% czasteczek
0,005kg - xcz

Stad
x=28,8:10*cz.

3.4. Ile czasteczek rteci znajduje si¢ w 1 m® powietrza w pomieszczeniu skazonym
rtecia, az do stanu nasycenia w temperaturze T = 293 K, jezeli ci$nienie pary

nasyconej rteci w tej temperaturze jest réwne 10° mm Hg.

Rozwigzanie
Szukang liczbe czasteczek rteci wyliczymy z cisnienia pary rteci korzystajac
ze wzoru (3.3):

Tp
0
T p,

n=n

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

n=3,3-10"cz/m>.

3.5. Powietrze jest mieszaning azotu i tlenu. Obliczy¢ ilos¢ czasteczek azotu i tlenu
w 25 m® w warunkach normalnych, jezeli dana jest gestos¢ powietrza w warunkach
normalnych dy = 1,29 kg/m’. Masa czasteczkowa azotu py = 28,02 kg/kmol, a masa
czasteczkowa tlenu po = 31,98 kg/kmol. Cisnienie wynosi p = 10,13-10* Pa.
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Rozwigzanie
Wychodzimy z réwnania Clapeyrona dla mieszaniny gazow:

pv:(ﬁ+ﬁjRT, (3.4)
Hy o Hy
gdzie

m N .
—=X =n jestliczba kmoli azotu,

Hyx

L =n__Jjestliczbg kmoli tlenu.
Hox
Mamy wiec
p= Dy F 0o . (3.5)
\Y%
Potrzebne jest jeszcze jedno réwnanie. Bedzie nim réwnanie na okreslenie
gestosci:

_my+m,
\%

Masy azotu i tlenu mozemy wyrazi¢ za pomocg liczby kmoli:

d, (3.6)

my = Un- NN,

moex = Hox* Nox»

wiec réwnanie (3.6) przyjmie teraz postac:

do — :LtN .nN + lLtox .nox . (37)
\Y%
Réwnanie (3.5) i (3.7) stanowig uktad réwnan, z ktérych nalezy wyznaczy¢
ny i ney.
Z réwnania (3.7) wyznaczamy nox.

_ \ do — Hy "Dy
h Hox

i wstawiamy do réwnania (3.5):

p=|n +Vd0—,uN-nN RT
’ Hox v

(3.8)
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Z powyzszego rownania po odpowiednich przeksztalceniach otrzymamy
liczbe kmoli azotu (ny):

— V(pnuox _dORT) X
RT(NOX - luN)
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

ny = 0,87 kmoli.

N

Szukana liczbe czasteczek azotu w objetosci V otrzymamy z iloczynu liczby
kilomoli (ny) przez liczbe Avogadra:

n'y = 0,87 kmoli - 6 - 10% cz/kmol

n'y =5,2-10% cz.

Liczbe kilomoli tlenu (nyy) otrzymamy z réwnania (3.8):

Nyy = 0,213 kmoli.

Szukang liczbe czasteczek tlenu w objetosci V otrzymamy z iloczynu liczby
kilomoli nox przez liczbe Avogadra:

n'yx = 0,213 kmoli - 6 - 10% cz/kmol
n'ex = 1,23 - 10% cz.

Stosunek liczby czasteczek azotu do liczby czasteczek tlenu wynosi
w przyblizeniu

Dy _y .

ox

3.6. Naczynie zawiera mieszaning azotu m; = 7 g i tlenku wegla o masie m, = 11¢g
w temperaturze T = 290 K i pod ci$nieniem p = 10° Pa. Obliczy¢ gestos¢ tej
mieszaniny zakladajac, ze gazy te mozna uwazac za doskonale.

Rozwigzanie
Szukana gesto$¢ gazow wyraza si¢ wzorem:
m, +m,
A%

d
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Objetos¢ znajdziemy z réwnania Clapeyrona dla mieszaniny gazéw:
p V = (ﬁ + &J RT ,
HH

gdzie ;i p, to masy molowe tlenku wegla i azotu
lub

V=[ﬂ+&] RT

ISR 1) p

e (m, +m,)p .
(rmmszT
K

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

kg
m3

d=1,162

3.7. Balon o objetosci V = 0,25 m’® jest napelniony mieszaning dwutlenku we-
gla i pary wodnej w temperaturze t =327°C. Liczba czasteczek CO, wynosi
N; = 6,6 - 10%, a pary wodnej N, = 0,9 - 10*". Obliczy¢ ci$nienie p mieszaniny
gazow oraz jej mase czasteczkowa p. Dane masy molowe: y; = 44 kg/kmol dla
CO; oraz y, = 18 kg/kmol dla pary wodne;j.

Rozwigzanie
Wystarczy skorzysta¢ z réwnania Clapeyrona dla mieszaniny gazow:

pV =(n; + n) RT,
gdzie n; i n, sg liczbami kmoli.

Ale
Nl
nl = —>
NA
N
n2 = 2 5>
NA

gdzie N; i N, sg liczbami czasteczek.
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Mamy wiec

pvz(i+&jRT

A A

1 ostatecznie

b= (Nl +N2)VRNT

>

A

p =249 Pa.
Sumaryczng mase czasteczkowa mieszaniny gazéw wyliczy¢ mozna ze wzoru:

ca

n

>

u =
gdzie n jest calkowitg liczbg kmoli, a m, jest catkowita masg mieszaniny:
_m,+m, , (3.9)

n, +n,

gdzie m; m, s3 masami poszczegolnych gazéw, ktdre nalezy wyrazi¢ za po-
mocy ilosci czgsteczek:

b
m, _mo'Nl
m, =m -N,

gdzie m’, m’, s3 masami pojedynczych czasteczek gazow CO, i pary wod-
nej odpowiednio.

Masa jednej czasteczki wyrazi si¢ wzorem:

—1
NA
Otrzymamy wiec:

Hy 1
m, =-LN, m,="2N,.
1 NA 1 2 NA 2

Natomiast liczby kilomoli n; i n, moga by¢ wyrazone za pomoca wzordw:
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Podstawiajac do wzoru (3.9) otrzymane warto$ci na m;, m,, nj, n,
otrzymamy:

_ N, + 1, N, ,
N, +N,

kg
=41 :
H kmol

3.8. W zbiorniku o objetosci V = 40 dcm’ znajduje si¢ azot o masie m; = 50 g
i tlen o masie m, = 10 g. Obliczy¢, do jakiej temperatury mozna ogrza¢ mie-
szanine tych gazow, jezeli $cianki zbiornika wytrzymuja maksymalne ci$nienie

p = 2:10° Pa. Dane sa: stala gazowa R =8,31:10° J oraz masy molowe
mol-K
k k
tlenu i azotu u, =32 Kgol u, =28 _kmo?i.K )

Rozwigzanie
Szukang temperature wyliczymy z réwnania Clapeyrona:

pvz(&+&J RT

B
stad
T—__ PV
[mlgnzj R
H K
T=459K.

3.9. Suche powietrze skfada si¢ z 23,1% tlenu (w stosunku do calej masy), 75,6%
azotu i 1,3% argonu. Udzial pozostalych gazéw jest zaniedbywanie maty. Obli-
czy¢ $rednig mase czasteczkowq powietrza.

Rozwigzanie

Catkowita ilo$¢ kmoli mieszaniny réwna sie sumie kmoli poszczegoélnych
sktadnikow:
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M 231M 756M 13M
= + +

p, 1004, 100, 100y,

gdzie M jest masa calkowitg mieszaniny,
;= 32 kg/kmol,
t = 28 kg/kmol,
t3 = 40 kg/kmol.

(3.10)

Podstawiajac powyzsze liczby do réwnania (3.10) i odpowiednio przeksztal-
cajac otrzymamy:

Hx = 28,9 kg/kmol= 29 kg/kmol.

3.10. Gestos¢ gazu znajdujacego sie pod cisnieniem p = 2 - 10° Pa i w temperaturze
t =27°C wynosi d = 2,6 kg/m’. Obliczy¢ mase¢ jednego kmola tego gazu.

Rozwigzanie
Korzystamy z réwnania Clapeyrona:

pV ="2RT,
7
skad
_mRT
P V ’
lub
RT
p=d—-.
u
Otrzymamy wiec
RT
'L[ = d >
p

p = 32 kg/kmol.

3.11. W dwoch naczyniach o objetosciach Vi = 4 dem?® oraz V, = 5dem’ znajduja sie
dwa rézne gazy, pod cisnieniem p; = 0,2:10° Pa i pod ci$nieniem p, = 0,1-10° Pa
odpowiednio. Obliczy¢ ci$nienie mieszaniny gazéw powstalej przy polaczeniu
obu naczyn, rurka o znikomej objetosci, jezeli temperatura pozostanie stala.
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Rozwigzanie
Po polaczeniu obu naczyn kazdy z gazéw zajmie objetos¢ rowna sumie ob-
jetosci obu naczyn, a ich cisnienia beda odpowiednio p;' i p,'. Mozemy wiec
zastosowa¢ prawo Boylea - Mariotte’a:

PV, = pl)(Vl +V, ) >

p.V, = pz’(vl +V2) 5
gdzie p, ; P, s3 ci$nieniami parcjalnymi obu gazéw po rozprezeniu do

objetosci Vi + Vy:

, V
pl — pl 1 ,
V. +V,
D= PV,
vV, +V,
Po dodaniu stronami powyzszych dwoch réwnan bedziemy mieli:
S A A
+p, ="—1—2=
Pi P, Vv,

ale korzystajac z prawa Daltona mozemy napisa¢, ze

P P, =P.
Mamy wiec ostatecznie:
_ P,V +p,V,
Vi +V,
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

p = 1,44-10° Pa.

3.12. Do zbiornika o pojemnosci V = 5 m*® zawierajacego suche powietrze w tem-
peraturze t=25°C wprowadzono mas¢ m=50 g wody. Obliczy¢ wzgledng wil-
gotnos¢ w tym zbiorniku. Cisnienie pary nasyconej w temperaturze 25°C wy-
nosi p, = 3167 Pa.

Rozwigzanie
Wprowadzona masa wody, po pewnym czasie zamienia si¢ w pare. Dla pary
jako substancji lotnej mozna skorzysta¢ z rownania Clapeyrona, przyjmujac, ze
nie jest ona parg nasycong
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pv="RT,
u

skad ci$nienie pary bedzie
~ mRT
u v

Cisnienie to jest mniejsze od ci$nienia pary nasyconej p, w tej temperaturze
wigc mozemy napisa¢ wzor na wilgotnos¢ wzgledna:

(3.11)

w P
P
Uwzgledniajac rownanie (3.11) otrzymamy:
m RT
WW = b
KV P,
Wy, = 0,43,
Wy = 43%.

Jezeli p > pj, to tylko czes¢ wody wyparuje, a cisnienie bedzie réwne ci$nie-
niu pary wodnej w danej temperaturze.

3.13. Obliczy¢ wysoko$¢ gory, jezeli cisnienie atmosferyczne na jej szczycie wyno-
si % wartosci ci$nienia na poziomie morza. Zaktadamy, ze temperatura pozo-
staje stata i wynosi t = 0°C. Przyja¢ In 1,5 = 0,405.

Rozwigzanie
Ci$nienie atmosferyczne maleje z wysokosciag wedtug wzoru barometrycz-
nego (ktérego wyprowadzenie jest w Aneksie I):

P=p, exp(—ri—gThj, (3.12)
gdzie p jest cisnieniem atmosferycznym na wysokosci h,
Pojest ciSnieniem atmosferycznym na poziomie morza,
m jest masg jednej czasteczki powietrza, ktora wyraza si¢ wzorem: m = /N,
k jest stalag Boltzmanna dang wzorem: k = R/Nj.
Uwzgledniajac powyzsze oraz to, ze p = % pg, wzor (3.12) przyjmie postac:

2_ _u_ghj
2o L%
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lub

3 h
3 _op K80,
2 RT
W celu wyznaczenia z powyzszego réwnania szukanej wysokosci h, nalezy
zlogarytmowac obie strony powyzszego rownania:
In1,5= u—gh
R
(In - oznacza logarytm naturalny o podstawie ,,e”),
skad
B RT-Inl,5
Hg
h=32-10°m.

h

3.14. Obliczy¢ ci$nienie jakie panuje na wysokosci lotéw samolotéw odrzutowych,
tj. na wysokosci h = 10 000 m, jezeli przyjmiemy $rednia temperature t = -3°C.
Rozwigzanie
Korzystamy ze wzoru barometrycznego w postaci:

_ _guh
p-poen{-822)

gdzie py jest ci$nieniem powietrza na poziomie morza.

Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:

p =760 exp(-1,272)

lub
p=— 10 (3.13)
exp(1,272)
Wyrazenie x = exp(1,272) wyliczymy za pomoca logarytméw naturalnych:
Inx =1,272,
stad x = 3,57.

Uwzgledniajac powyzsze wyliczenia, otrzymamy szukang wartos¢ ci$nienia:
p =213 mm Hg.

Co stanowi okolo ¥% ci$nienia normalnego.
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3.15. Obliczy¢ predkos¢ najbardziej prawdopodobng molekut azotu i tlenu w tem-
peraturze t = 27°C.

Rozwigzanie
Znajdujemy te predkos¢ z wykresu rozkladu predkosci wedtug Maxwella,
w ktérym na osi poziomej jest predkos¢, a na osi pionowej — liczba czgsteczek,
ktorych predkosci znajduja sie w przedziale od v do v+dv, tzn. dN/N, (N jest
liczba wszystkich czasteczek). Wielko$¢ ta wyraza si¢ wzorem:

3
d_N:[ m }2e_2“47rv2dv. (3.14)

Wyprowadzenie tego wzoru jest w I.W. Sawieliew, Kurs Fizyki, Tom I, Me-
chanika i Fizyka Czgsteczkowa, PWN.

Wykres tej funkcji przedstawiony jest na rys. 3.1.

Rys. 3.1. Maxwelowski rozktad predkosci czgsteczek gazu, gdzie v, jest predkoscig naj-
bardziej prawdopodobng

W celu obliczenia predkosci najbardziej prawdopodobnej vy, nalezy wy-
znaczy¢ pochodng funkgji (3.14) wzgledem v i poréwnac ja do zera. (Tak si¢
wyznacza ekstremum funkgji ).

Otrzymamy wtedy
3 _ myv _ m v’
m_ )2 kT o™V ) g2y e 2kT 472y =0,
2 kT 2 kT
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IV 4y +472v=0,
KT

gdzie v jest tu szukana predkoscia najbardziej prawdopodobnag v, i wynosi:

/2kT
Vn: _
m

ale uwzgledniajac, ze y = mN,, masa jednej czasteczki wyniesie:

m=-".
N,
Biorac pod uwagg, ze
R
k=—
N,
otrzymamy:

v = |ART (3.15)
U

Podstawiajac za y mase czasteczkows azotu (28 kmoli) oraz mase czastecz-
kowa tlenu (32 kmoli) otrzymamy:

Vo =420,
S

v, =3962.
S

Zalezno$¢ pomiedzy predkoscig najbardziej prawdopodobng, a $rednig
kwadratowg otrzymamy w sposob nastepujacy:

Srednig kwadratowg (M. Skorko - Fizyka PWN) mnozymy i dzielimy przez
dwa:

- [3RT2
vV = .
no2
Otrzymamy:
- 3
V=V .=
2
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3.16. Obliczy¢ $rednig droge swobodng czasteczek powietrza w temperaturze
t = 20°C przy ci$nieniu p = 10° Pa, jezeli przyjmiemy Ze $rednia $rednica cza-
steczki powietrza wynosi d = 3-107° m.

Rozwigzanie
Srednig droga swobodng nazywamy odleglos¢ jaka przebiegnie czgsteczka
od jednego zderzenia do nast¢epnego. Wyraza si¢ ona wzorem (wyprowadzenie
w podreczniku: Podstawy Fizyki, PWN, t. II, D. Halliday i inni):

1
7 dnN2
gdzie ny jest liczba czasteczek w jednostce objetodci, ktérg wyznaczamy

w funkgji ci$nienia z podstawowego wzoru teorii kinetyczno molekularnej:

2 —
p=- nE,
3
poréwnujac powyzszy wzoOr ze wzorem na ci$nienie z réwnania Clapeyrona
mamy:

P (3.16)

E=2 kT
2
lub
- 3R
E= T
2N,
Wstawiajac powyzszy wzdr do wzoru na ci$nienie otrzymamy:
- RT
p=n, N,
skad
N
nO = p—A .
RT
Szukana droga swobodna wyrazi si¢ wiec wzorem:
RT
A=——"7—>
V2 7 d*pN,

A=9810%m.~10-10%= 10" m.
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3.17. Srednia droga swobodna czasteczek powietrza w warunkach normalnych
wynosi A = 107 m. Obliczy¢ jaka bedzie $rednia droga swobodna przy ci$nieniu
p2 = 10° mm Hg. Temperatura nie ulega zmianie.

Rozwigzanie
Srednia droga swobodna czasteczek gazu, jest odwrotnie proporcjonalna
do ci$nienia. Mozemy wiec skorzystac z ogélnego wzoru na wielkosci odwrot-
nie proporcjonalne:

X1Y1 = X2¥2.

Na wykresie powyzsza zalezno$¢ przedstawia si¢ w postaci hiperboli row-
nobocznej (rys. 3.2).

Rys. 3.2. Wielkosci odwrotnie proporcjonalne przedstawiajg si¢ na wykresie jako hiper-
bola réwnoboczna

Mozemy wiec napisac:

p1A =p2 iy
stad
=kt
P2
/‘,2 =7,6 m.

3.18. Obliczy¢ ile czasteczek powietrza znajduje si¢ w 1 m® komory aparatury
prozniowej, w ktorej $rednia droga swobodna czasteczek wynosi A = 7 m.
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Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na $rednig droge swobodna:

1

A=—r———>

V2 7 d*n,

skad

N

LYY N

7 CZ

n0:3,57-10 F .

3.19. W pewnym zbiorniku nalezy zmniejszy¢ ci$nienie powietrza za pomoca
pompy tlokowej tak aby wynosilo px = 10* Pa. Obliczy¢ ile suwéw musi wyko-
na¢ tlok pompy, jezeli objetos¢ zbiornika wynosi V; = 0,5 m’, pojemnos¢ sa-
mej pompy V, = 0,05 m? ci$nienie poczatkowe natomiast wynosilo p; = 10° Pa
(rys. 3.3).

Rozwigzanie
Mozemy stosowaé prawo Boylea Mariotte’a do kazdego suwu tloka z pozycji
1 do pozycji 2. Wtedy ma miejsce zwigkszenie objetosci przy stalej masie gazu.
Dla suwu pierwszego mozemy napisa¢ nastepujace rownanie:
Vip1=(Vi+ Vo) pa
stad
b, = A
V. +V,
Dla suwu drugiego:

Vip2=(Vi+ Vo) ps,

stad
v
p3 — 1p2 .
VvV, +V,
albo
Vl Vl
ps = 1
Vi,+V, V,+V,
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Rys. 3.3. Przesunigcie tloka z pozycji 1 do pozycji 2 powoduje zwigkszenie objetosci
powietrza, ale masa pozostaje bez zmiany.

Dla suwu trzeciego:

Vips = (Vi+Vo) pa»

stad
V.
p4 — lp3 R
V,+V,
albo
Vi Vi Vi
Py = : : Py
Vi+V, V,+V, V +V,
albo

— Vl ’
p4 Vl + Vo pl

Ogolnie dla suwu n-tego, ci$nienie koncowe px bedzie wynosic:
po=| | p
Clviey, )
Po zlogarytmowaniu powyzszego réwnania otrzymamy

Pe _p log—Vl >

log
P VitV
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log P
_ P
n= V.
log
V,+V,
n=74.

3.20. Na skutek chwilowego otwarcia kranu aparatury prézniowej, powietrze
wtargnelo do jej wnetrza, spowodowalo to wzrost ci$nienia o Ap = 0,5-10° Pa.
Obliczy¢ mase powietrza, ktore wtargneto do aparatury, jezeli jej objetos¢ wy-
nosila V =30 dem’, a temperatura t = 17°C caly czas pozostala stala.

Rozwigzanie
Wychodzimy z réwnania Clapeyrona dla dowolnej masy gazu:

u
W tym przypadku zmiana ci$nienia spowodowana zostala zmiang masy co
mozemy zapisa¢ w sposob nastepujacy:

(p+Ap) V= m+Am RT-
u
Po odjeciu stronami powyzszych dwoch réwnan otrzymamy:
A
Ap V=2RT,
u
skad
Am = Ap V u J
RT
Am = 0,018 kg.

150



3.21. Rurke cienkg w ksztalcie litery U zatopiong na jednym koncu i zawierajaca
rte¢ w obu ramionach na jednakowym poziomie ustawiono pionowo pod klo-
szem pompy prozniowej. Wysokos$¢ zamknigtego w tej rurce powietrza wyno-
sifa h; = 25 cm. Poczatkowe ci$nienie rowne ci$nieniu zewnetrznemu wynosito
p1 = 10° Pa. Obliczy¢ jakie bylo cisnienie pod kloszem, po wypompowaniu
przez pompe pewnej ilosci powietrza, jezeli réznica poziomoéw rteci w obu ra-
mionach ustalila si¢ na Ah = 0,04 m (rys. 3.4). Gestos¢ rteci mozna przyjac za
p = 1,4-10*kg/m’ przy stalej temperaturze.

Rozwigzanie

Rys. 3.4. Po zmniejszeniu cisnienia pod kloszem roznica pozioméw rteci w rurce wyniosta Ah.

Przed wypompowaniem powietrza spod klosza, iloczyn ci$nienia i objeto$ci
w rurce réowna si¢ iloczynowi ci$nienia i objetoéci tej samej masy powietrza
zamknigtej w rurce po zmniejszeniu ci$nienia do p, pod kloszem, przy stalej
temperaturze:

Ah
p, h, S:(p g Ah+p2)(h1+7j8.

Z powyzszego robwnania wyznaczamy szukane ci$nienie p,:

Ah
h,p, ~h,p g Ah-—=p g Ah

p2: >
h +A—h
2

1

p2 = 0,86-10° Pa.
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3.22. Balon o objetosci V=150 m’ wypelniony zostal ogrzanym powietrzem
o temperaturze T; = 350 K i pod ci$nieniem p; = 900 hPa. Obliczy¢ sile nosna
tego balonu, jezeli temperatura otoczenia wynosi T, = 280 K, a ci$nienie po-
wietrza otaczajgcego balon jest takie samo jak wewnatrz balonu (p, = 900 hPa).
Gestos¢ powietrza w warunkach normalnych wynosi py = 1,29 kg/m®. Masa
powtoki balonu z wyposazeniem wynosi m = 20 kg.

Rozwigzanie
Sifa nosna balonu (F) jest suma wektorowa sity wyporu (W) wynikajaca
z prawa Archimedesa i ciezaru balonu (Q) (rys. 3.5):
F=W+Q
W zapisie skalarnym bedziemy mieli:

F=W-Q (3.17)

Rys. 3.5. Wartos¢ sity nosnej balonu jest réznicg liczbowg pomiedzy wartoscig sity wypo-
ru balonu (W) a wartoscig jego catkowitego ciezaru (Q)

W oparciu o prawo Archimedesa warto$¢ sity wyporu wyrazi si¢ wzorem:

W=Vp,g,
gdzie

V - objetos¢ balonu,

Pz - gesto$¢ otaczajacego powietrza,
natomiast warto$¢ Q to catkowity ciezar balonu, ktdry jest sumg ciezaréw: kosza
z wyposazeniem, powloki balonu i ogrzanego powietrza wewnatrz tej powtoki.
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Réwnanie (3.17) przyjmie teraz postac:

F=Vp,g - (mg+Vpyg), (3.18)
gdzie p,, — gestos¢ ogrzanego powietrza znajdujacego si¢ wewnatrz balonu.

Nalezy teraz wyznaczy¢ gestosci p, i pw w funkcji po, temperatury i ci$nie-
nia. W tym celu korzystamy z réwnania Clapeyrona:

P V=""RT, (3.19)
u
gdzie
m,, — masa powietrza wewnatrz balonu,
p1 - jego ci$nienie,
T - temperatura ogrzanego powietrza wypelniajacego balon o objetosci V,
¢ — masa molowa powietrza.

Réwnanie (3.19) przeksztalcamy nastepujaco:
m W

=—*RT,.
Pl VILL 1

m
Wyrazenie 7W = p,, jest gestoscia powietrza wewnatrz balonu.

Podobnie réwnanie Clapeyrona mozemy napisa¢ dla warunkéw normal-
nych:

.V, :%RTO ,

gdzie my jest masa powietrza w warunkach normalnych.

Mamy wiec
mO
= RT
pO Vo‘u 0
m

— = p, - jest gestoscig powietrza w warunkach normalnych.

Bedziemy wigc mieli nastepujacy stosunek ci$nien:
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R N
skad
p, T
pw = pO _1_0 ’
P T,
Analogicznie otrzymamy gestos$¢ tej samej objetosci powietrza na zewnatrz
balonu:
p =p P2
z 0
T, p,

Réwnanie (3.18) przyjmie teraz posta¢

T T
F=Vp,—2Prg_vp 0 Prg g,
T, p, T p

1 0

lub
T, (p, P
Opo Tz Tl

Przyjmujac, ze p; = p, = p (ci$nienie wewnatrz balonu jest takie samo jak na
zewnatrz ) otrzymamy:

Ostatecznie
T 1 1
F=Vp, p—g (———j—mg,
’ pO TZ Tl
F=139N

3.23. W zamknietym zbiorniku o objetosci V=2 m’ znajduje si¢ m=32 kg po-
wietrza o temperaturze t; =17°C. Po ogrzaniu izochorycznym ci$nienie gazu
wzrosto do wartosci p,=15-10° N/m?. Obliczy¢ iloé¢ ciepta pobranego przez
powietrze, jezeli cieplo wlasciwe powietrza przy stalej objetosci wynosi

C
¢y =729 ]J/kg K oraz —=1,4.

C

\4
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Rozwigzanie
Szukang ilo$¢ ciepla wyliczymy ze wzoru:

Q=mc, (T,-Ty). (3.20)

Nieznang temperature T, otrzymamy z réwnania stanu gazu doskonalego:

PV, _p,V,
T T

1 2
skad, poniewaz V; =V,, otrzymamy:

T, =T,z
Py

Réwnanie (3.20) przyjmie teraz postac:

Q=mc, [TI&—TIJ.
P,

Nieznane ci$nienie p; wyliczymy z réwnania Clapeyrona:

p,V= ERTl
u
lub
m
=—RT-
pl V‘Ll 1
Mamy wiec
Qomer[BYE ),
m RT,
Po zlikwidowaniu nawiasu i po uwzglednieniu, ze
R
—=c, ¢, (3.21)
u

(Wyprowadzenie tego wzoru jest w Aneksie II ) otrzymamy:

Q:sz—v—m ¢, 1>

-® 1
CV
Q=734,9kJ.
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3.24. W zamknigtym zbiorniku o objetosci V = 35 dm’ znajduje si¢ dwuatomo-
wy gaz o gestosci p = 1,3 kg/m’. Gdy dostarczono pewng ilo$¢ ciepta w ilosci
Q =1662 ] do tego gazu, jego temperatura wzrosta o AT = 50 K. Obliczy¢ mase
czasteczkowy tego gazu, jesci cp/c,=1,4.

Rozwigzanie
Szukang mase czasteczkowa wyliczymy z réwnania zgodnie ze wzorem (3.21).

R = p(c, - ¢),
skad
R
‘Ll =
c,—C,
lub
R

H:C—'
CV

Nieznane cieplo wtasciwe gazu ¢, otrzymamy ze wzoru na ilo$¢ ciepla dos-
tarczonego do ukladu:

Q=mc,AT,
skad
_Q
c,=——>
m AT
gdzie
m=pV.
Szukana masa czasteczkowa gazu wyrazi si¢ wzorem:
_Rp VAT
C
CV
kg
=28
H kmol
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3.25. Jakiej grubosci powinna by¢ drewniana $ciana budynku, azeby dawata ona
taka samg strate ciepfa jak $ciana z cegly o grubosci d = 40 cm. Rdznica tem-
peratur jest taka sama na zewnatrz budynku i wewnatrz dla obu $cian. Wspot-
czynniki przewodnictwa cieplnego cegly i drewna wynosza odpowiednio:

W W
K, ,=0,70———> K;=0,175 —.
m K m K
Rozwigzanie
Ilo$¢ ciepta przenikajacego przez $ciang wyraza si¢ wzorem:
d dT
4Q_ pdl.
dt dx
Przez dwie §ciany ma przechodzi¢ ta sama ilo§¢ ciepta, wiec mozemy napisaé:
dT dT
-K,—S=-K,—S-
d X
Z powyzszego rdwnania wyznaczamy szukang grubo$¢ $ciany x:
K
x=—%d>
KC
x =10 cm.

3.26. Obliczy¢ wspolczynnik przewodnictwa cieplnego powietrza w temperaturze

N
t = 17°C i pod normalnym ci$nieniem p =10’ —» jezeli dane jest ciepto wtas-
m

ciwe powietrza w stalej objetosci ¢, = 729 J/kg K, $rednia $rednica czasteczki
powietrza d = 3-10"° m i masa czasteczkowa y = 29 kg/kmol.

Rozwigzanie
Wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego gazéw wyraza sie nastepujacym
wzorem, (M. Skorko, Fizyka: Rozdz. Fizyka molekularna):

1__
K=svipc, (3.22)

gdzie v jest predkoscia $rednig ruchu cieplnego czasteczek, ktora nalezy
przedstawi¢ za pomocg predkosci $redniej kwadratowej:
3RT

v=0,931 [>—~ (3.23)
u
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gdzie
3RT jest predkoscia srednig kwadratows.
\ u

Srednia droga swobodna czgsteczek danego gazu A wyraza sie wzorem:
1
2rd’n,

gdzie ny - ilo$¢ czasteczek w jednostce objetosci w warunkach normal-
nych, bedzie réwna:

7= (3.24)

N
IlO - _A >
\Y%
ale korzystajac ze wzoru Clapeyrona (pV = RT) bedziemy mieli:
N,p
ng=—r=". 3.25
"TRT (3.25)
Uwzgledniajac powyzsze zalezno$ci otrzymamy:
k=1 0021 [PRT ! pcy
3 g 2rd n,
lub
K:10,921 SRT R;f p Cy-
3 u 2xdN,p

Gesto$¢ gazu p okresla wzor:
m

sz‘

Gesto$¢ nalezy wyrazi¢ za pomocg temperatury, ci$nienia i masy czastecz-

kowej gazu, korzystajac z réwnania Clapeyrona dla dowolnej masy gazu:
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Ostatecznie szukany wspoétczynnik przewodnictwa cieplnego powietrza
bedzie:

K=0307 |PRL M
u N2rd N,
K = 1,3-10‘2£ :
mK

3.27. Obliczy¢ wspolczynnik dyfuzji czasteczek powietrza znajdujacego si¢ pod

N
ciénieniem p =10" — i temperaturze t = 17°C (290 K), jezeli przyjmiemy, ze
m

$rednica czgsteczki powietrza wynosi d = 3-10"° m.

Rozwigzanie
Ogolny wzor na transport masy jest nastepujacy:
M _ Hdp ¢,
dt dx

gdzie j—p jest zmiang gestoéci na drodze dx,
X

D - wspolczynnik dyfuzji, ktéry wyraza sie¢ wzorem:

1__
D=—v A.
3

Wyprowadzenie powyzszego wzoru znajduje sie w podreczniku B. Jaworskie-
go 1 wspotautoréw ,Kurs fizyki” t. 1 ,, Mechanika, podstawy fizyki czasteczkowej
i termodynamiki”

2 - érednia droga swobodna czasteczek powietrza, ktora wyraza sie wzo-
rem (3.24),

v - predkos¢ srednia ruchu cieplnego czasteczek, ktdrg wyznaczamy w za-
leznosci od predkosci sredniej kwadratowe;:

v=0931v,,

lub

v=0931 [2RT (3.26)
u
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Uwzgledniajac powyzsze, wspdlczynnik dyfuzji powietrza wyrazi si¢ wzorem:

D=10,93l SRT ! 5
3 u \/Eﬂ'dl‘lo

Nalezy jeszcze wyznaczy¢ ng w funkeji ci$nienia i temperatury. W tym celu
korzystamy ze wzoru (3.25) i ostatecznie otrzymujemy:

u ~2rd® N,p
2
D=16-10" 2.
S

3.28. Obliczy¢ ile razy zmieni sie wspolczynnik dyfuzji gazu dwuatomowego, jeze-
li w wyniku przemiany:
a) izotermicznej,
b) adiabatycznej,
gaz ten zwigkszy swoja objetos¢, a jego ci$nienie zmniejszy si¢ dwukrotnie.

Rozwigzanie
a) Nalezy skorzysta¢ ze wzoru (3.27) na dyfuzje gazéw w zaleznosci od
ci$nienia dwukrotnie, tj. dla dwoch ci$nien:

T T
p,=0307 PR __ RL |

u 2mdN,p,
b _osr PRL __RT

o 2ZadN,p

Po podzieleniu stronami powyzszych dwoch réwnan otrzymamy:

3
D, _ /(Ej b (3.28)
D, T ) p,

Uwzgledniajac, p, = % oraz, ze dla przemiany izotermicznej T, = T,

bedziemy ostatecznie mieli:
D,
D

1
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b) Dla przemiany adiabatycznej réwniez korzystamy z réwnania (3.27) pi-
szac je dwa razy i dzielgc stronami otrzymamy wzor identyczny jak (3.28).

Natomiast stosunek temperatur wyznaczamy z réwnania adiabaty i Cla-
peyrona:

1
L(&Jy |
L p

Réwnanie (3.28) przyjmie teraz posta¢

50D 2
D, _ (P_j / (P_j ,
D, P, P,

ale

p
p,="5 7 =14,

V)

3
A 17-
D, 2

D . . . . .
Robimy podstawienie: —= = x i logarytmujemy obie strony réwnania:
1

3 1
logx=log2+— log—>
g g . gz

log 2=0,301,

log ézlog 1-log 2,

3
log x =0,301—; 0,301,

log x=0,178

Ostatecznie bedziemy mieli:
x=1,51.
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3.29. Cienka plytka ptasko-réwnolegla o powierzchni S znajduje si¢ w strumieniu
cieczy plynacej wzdltuz jej powierzchni. Obliczy¢ wspotczynnik lepkosci cieczy,
jezeli na plyte dziala sila E a gradient predkosci w miejscu, w ktérym sie ona
znajduje wynosi K.

Rozwigzanie
Ogolny wzor na site wynikajacg za zmiany predkosci sasiednich warstw cie-
czy jest nastepujacy:
dv
E=—n—S
1= Ix
W naszym przypadku ciecz optywa dwie powierzchnie ptytki, co jest poka-
zane na rys. 3.6, wiec F; =F/2. Z tego wynika, ze:

Rys. 3.6. Ciecz oplywa plytke po obu powierzchniach

F=— % S-2

Znak (-) piszemy dlatego, ze im dalej od przylozonej sity, tym predkos¢ jest
mniejsza v, < v; (v jest predkoscig strumienia). W naszym przypadku mozemy
wiec poming¢ minus.

Uwzgledniajac, ze 3—‘, =K, wyliczymy szukany wspolczynnik lepkosci
X

cieczy ze wzoru:

_F
UZSK
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3.30. Obliczy¢ wspolczynnik lepkosci cieczy n wiedzac, ze okres drgan dowolnej
plytki o masie m i polu powierzchni S zawieszonej na sprezynie, ma okres
drgan w powietrzu Ty (zakladamy, ze wtedy drgania nie sg tlumione). Gdy
ta sama plytka bedzie wykonywac drgania w badanej cieczy (rys. 3.7), wtedy
okres drgan wyniesie T. Zakladamy, ze sifa tarcia plytki o ciecz jest wprost
proporcjonalna do predkosci i wyraza si¢ wzorem :

F=2Snv,
gdzie S jest polem powierzchni plytki,
n wspotczynnikiem lepkosci,
v predkoscig plytki.

Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na czgstos¢ kotowa drgan tlumionych:

=+l -p> (3.29)

gdzie B jest wspotczynnikiem ttumienia drgan i wyraza si¢ wzorem

pe

2m

k; jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci wystepujacym we wzorze:
F=-kv

ale
F=-28nw

Rys. 3.7. Cigzarek drgajgcy w cieczy natrafia na opor wprost proporcjonalny do predkosci
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Z poréwnania powyzszych réwnan otrzymamy k:

kz =28 n.
Wspdtczynnik ttumienia drgan wyrazi sie teraz wzorem:
2Sn

b=
Otrzymane wielkosci wstawiamy do wzoru na czesto$¢ kolowa drgan ttu-
mionych (3.29).
4’ 4’ 487
T’ TO2 4 m’

2 m

lub
S'n*  An® 4n’
m T T

Z powyzszego réwnania wyliczamy szukany wspétczynnik lepkosci cieczy:
27 m

- T -T2 -
Tt

0

3.31. W cylindrze o objetosci V znajduje si¢ gaz pod tlokiem o temperaturze T;.
Obliczy¢ prace rozprezenia gazu podczas ogrzewania go o AT przy stalym
ci$nieniu, jezeli ciezar ttoka wynosi Q, jego powierzchnia S, a ci$nienie atmos-
feryczne p.

Rozwigzanie
Praca w przemianie izobarycznej wykonana przez gaz wyraza si¢ wzorem:

W=p (V,-V)), (3.30)
gdzie
Q
P=Pot S
Nieznang objeto$¢ V, znajdujemy z przemiany izobarycznej:

PV _ PV,
T T

1 2

uwzgledniajac, ze p, = p; otrzymamy:
T

V,=V, ?2

1
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Szukana praca wyrazi sie wiec wzorem:

Q)., AT
W=|p, +=|v,==.
(Po Sj lT

1

3.32. Gaz o masie m ozigbiono od temperatury T; do temperatury T, przy sta-
tym ci$nieniu. Obliczy¢ prace wykonang przez ten gaz oraz zmiang energii we-
wnetrznej. Dane jest cieplo wlasciwe gazu przy statym ci$nieniu c; i jego masa
czasteczkowa y oraz stala gazowa R.

Rozwigzanie
Szukang prace znajdziemy z réwnania Clapeyrona:

pV=""RT .
u
Po zrézniczkowaniu obu stron powyzszego réwnania otrzymamy:
pdV="RdT,
u
ale
pdvV=W,

a wiec szukana praca wyrazi si¢ wzorem:
W="R(T,-T,).
U
Zmiane energii wewnetrznej obliczymy z pierwszej zasady termodynamiki:

AU=-Q-W,

gdzie Q jest cieplem odebranym od gazu i wyraza si¢ wzorem:
Q=-mc, (T, -Ty).

Ostatecznie wiec szukana zmiana energii wewnetrznej bedzie:
m
AU =-m ¢, (T, —Tl)—; R(T,-T,),

albo

AU =-m(T, —Tl)(cp +Bj
U
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3.33. Gaz rozprezajac si¢ izobarycznie wykonuje prace W = 600 J. Obliczy¢ ilos¢
ciepla, ktore pobiera gaz, jezeli stosunek ciepta wlasciwego pod stalym cisnie-
niem do ciepta wlasciwego w stalej objetosci wynosi y = 1,4.

Rozwigzanie
Piszemy réwnanie Clapeyrona dla stanu koncowego i wyj$ciowego:

PvzszTz’
u
pV1=ERT1-
u

Odejmujemy stronami:

p(V,-V,)== R AT
U

ale p (V.- V) = pracy wykonanej przez gaz.

Mamy wiec
m

W=— RAT. (3.31)
u

Z powyzszego réwnania wyznaczamy roznice temperatur AT i wstawiamy
ja do wzoru na ilo$¢ ciepta:
Q=mc, AT,
wiec
Wu
Q =m C _—
" mR
ale
R=(c,-¢cy)-p (Aneks II).
Mamy wiec
c,Wu

(cp—cv) u .

Po podzieleniu licznika i mianownika przez c, otrzymamy:

y W
Q:—)
(v-1)

gdzie y = ¢,/c,,

ostatecznie

Q=2100].
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3.34. Mas¢ m = 0,04 kg gazu ogrzano izobarycznie od temperatury Ty = 273 K
do temperatury T, = 373 K. Obliczy¢ jaki procent dostarczonego ciepta zos-
talo zuzyte na wykonanie pracy, a jaki na zmiane energii wewnetrznej, jeze-
li ciepto wlasciwe przy stalym ci$nieniu c, =840 J/kgK, a masa czasteczkowa
¢ = 44 kg/kmol dla danego gazu.

Rozwigzanie
Calkowite ciepto dostarczone uktadowi wyraza si¢ wzorem:

Qc = mcpAT.
Natomiast cieplo zuzyte na prace réwna si¢ liczbowo, zgodnie ze wzorem (3.31):

m
Q,=— RAT.
u
Cieplo, ktore idzie na zmianeg energii wewnetrznej zgodnie z pierwsza za-
sadg termodynamiki:

AU=Q-W
w warunkach tego zadania bedzie:
Q=AU=Q.- Qi

Szukany procent ciepla, ktdre idzie na prace wynosi:

K, =100 %, K, = 23%.

Procent ciepla, ktore idzie na zmiane energii wewnetrznej jest rowny

A
K, =29 100%, Ky =77 %.

C

3.35. Do m = 3 kg azotu dostarczono Q = 300-10° J ciepta, na skutek czego azot
rozprezyl si¢ izotermicznie w stalej temperaturze t = 7°C. Obliczy¢ ile razy
zmniejszylo sie cisnienie w stosunku do ci$nienia poczatkowego.

Rozwigzanie
W procesie izotermicznego rozprezania, dostarczone catkowite cieplo idzie
na prace (T=const, wiec AU=0), wiec mozemy skorzysta¢ z nastepujacego
WZOru:
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Cisnienie p w funkgji objetosci V wyznaczamy z réwnania Clapeyrona:

pV="CRT,
u
skad
- mRT
p v
Mamy wiec
mR T 'tdV
Q= [—
By
szRTlnE-
H Vi

R A y e .
Wyrazenie — mozemy zastapic przez stosunek ci$nien na podstawie pra-
1
wa Boyle'a Mariotte’a:
p1Vi=p2Va,
stad
Vi P
Vi P,

Otrzymamy zatem:
mRT 1y PL

H P

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy szukany stosunek ci$nien:

Pi_333.
P,
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3.36. Znalez¢ mas¢ molowg gazu, ktdry sprezony izotermicznie zwiekszyl swoje
ci$nienie dwa razy. Praca przy tym wyniosta W = 831-10° ], przy temperaturze
t = 27°C. Masa gazu bylta m = 13,5 kg.

Rozwigzanie
Korzystamy ze wzoru na prace w przemianie izotermicznej (patrz zad. 3.35):

V.
( mRT , V,
W= [pdV=——=In2
v ooV,
e Y : e S
Stosunek objetosci —= zastepujemy stosunkiem ci$nien z przemiany izo-
1

termicznej. Mamy wiec

A
Vi P
oraz
WszTm&”
H P
stad
u= mRT n2,
kg
=28 .
H kmol

3.37. Azot o0 masie m = 2 kg i temperaturze poczatkowej T; = 300 K posiada obje-
to$¢ Vi = 3 m’. Po sprezeniu adiabatycznym temperatura wzrosta do Ty = 400K,
a ci$nienie zwigkszylo sie do px = 1,61-10° Pa. Obliczy¢ wyktadnik adiabaty

K-S
CV
Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na przemiane adiabatyczng w postaci:
prlK = szzK
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lub

K
&zeq.
p, VY,

Wzér przeksztalcamy w ten sposéb azeby przemiang adiabatyczng wyrazié

w funkgji temperatury. W tym celu korzystamy z réwnania gazu doskonalego:

170

PV, _p,V,
T T

1 2
lub
p_LV,
p2 T2 Vl
Mamy wiec

LYV, (%Y
TZ Vl Vl
Po przeksztalceniach otrzymamy:
K-1
L_[VM) |
Tl VZ

W naszym zadaniu zastgpujemy V, objetoscia koncowa Vi:

T (vY)
k) L . (3.32)
T |V,

1
Nieznang objeto$¢ konicowa Vi wyznaczymy z réwnania Clapeyrona:

m
kak = R Tk >
u
skad
v, = m R T, .
H Py
Po podstawieniu warto$ci liczbowych otrzymamy:
Vi =0,67m>.
Po zlogarytmowaniu wzoru (3.32) bedziemy mieli:
\Y T
K-1) log—=log—
( ) g V2 g Tl



Kele log T, —logT,
log V, —log V,

K < logT, —log T, 1,
logV, —log V,

K=14.

3.38. Temperatura bezwzgledna zrédta ciepta w silniku Carnota jest trzy razy wyz-
sza od temperatury bezwzglednej chtodnicy. Obliczy¢ jaka cze$¢ pobranego

ciepta oddaje gaz do chlodnicy.

Rozwigzanie

Szukamy 5 .
1

Gdzie Q, oznacza cieplo oddane do chlodnicy, a Q; cieplo pobrane od zrédta.

Dla silnika Carnota wspétczynnik sprawnosci wyraza sie wzorem:

n:(gf_szﬁE_T;
Q T
lub
T’ = 1_ & 5
Q
& =1-n:
Q
ale
3T,-T, 2
n= 2 2 _ 2
3T,
Ostatecznie bedziemy mieli:
QQ_y 2,
Q 3
Q_1
Q 3
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3.39. Temperatura pary wodnej wchodzacej do cylindra maszyny parowej wynosi
T, =400 K. Para skrapla si¢ w temperaturze T, = 300 K. Obliczy¢ prace wyko-
nang przez pare, jezeli pobrana zostala ilos¢ ciepta Q; = 3000 J.

Rozwigzanie
Szukang prace wyliczymy przez poréwnanie do siebie dwdch wzoréw na
sprawnos¢ silnika cieplnego Carnota:

nzﬂ: QI_QZ :TI_TZ ,
Q Q T
gdzie Q; — Q, jest szukang praca.
Mamy wiec
T1 — Tz

W=Q, T :
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

W =7507.

3.40. Silnik cieplny o sprawnosci # = 40% oddat do chtodnicy Q, = 300 J. Obliczy¢
jaka wykonat prace.

Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na sprawnos¢ silnika cieplnego
A

Q

>

T’:

skad
W = 17 Ql.
Cieplo pobrane Q; wyliczymy ze wzoru:

_Q1_Q2_ Qz
n=—L—=1-=2,

Q] Ql
wiec
Q
Q, = =z .
1-n
Szukana praca wyrazi si¢ wzorem:

W:n&)
1-n

W =2007.
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3.41. Cykl pracy silnika cieplnego o sprawnosci # = 25% przedstawiony jest na
rys. 3.8. Obliczy¢ ciepto oddane do chlodnicy w czasie jednego cyklu.

P(kPa)
B
400 ——
100
A V (m3)
1 4
Rys. 3.8. Praca wykonana przez silnik w czasie jednego cyklu rowna jest polu prostokgta
ABCD
Rozwigzanie

Pole ABCD obliczamy jako iloczyn AD x AB, zatem praca bedzie wynosic:
W =3 m?’- 300 kPa = 900 kJ.

Z definicji sprawno$ci mamy:

W

= 3

gdzie Q, jest cieplem dostarczonym do silnika,
stad

n

Ale praca silnika réwna si¢ réznicy pomiedzy cieptem dostarczonym, a od-
danym do chlodnicy:

W=Q -Q
lub
w

W=—-Q,,
n
skad
W

Qz =—-W
n

Q, = 2700 kJ.
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3.42. Obliczy¢ sprawnosc¢ silnika Carnota jezeli przy kazdym sprezeniu adiabatycz-
nym dwoch kilomoli gazu dwuatomowego wykonana jest praca W = 4-10° J,
a temperatura zrodta ciepta wynosi T, = 400 K. Dla tego gazu K=c,/c,=1,4.

Rozwigzanie
Wychodzimy ze wzoru na sprawno$¢ silnika cieplnego idealnego (Carnota):
n= Tl — Tz .
T

1

Temperature T, obliczymy znajac prace w przemianie adiabatycznej:

v,
W= [pdv.

\

W przemianie adiabatycznej korzystamy z réwnania Poissona:

p1V1K = pVK >
gdzie
K=<
C

v

Z réwnania Poissona wyznaczamy ci$nienie p i wstawiamy pod catke:

V.

L dv
W= |p V) —-
Vv!‘ VK

Po wykonaniu catkowania otrzymamy:
VK
W= _11’1_ L (V™ =v,™)
lub
1-K
VIV LV,
w=Bhh 1 ) (3.33)
1-K A

Wyrazenie w nawiasie wyliczymy z réwnania adiabaty w postaci wyrazonej
wzorem (3.32):
K-1 K-1
LV =TV,
lub
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skad

1-K
Vol L
Vi T

Réwnanie (3.33) przyjmie teraz postac:

W(I_K):plvl[%_lj >

1

ale p;V, = 2 RT (dla dwoch kmoli gazu), wiec

W(K-1)=2 RT1[1_%)

1
Mamy wiec
VV(K—J)_I_T;

2RT, T
Czyli

_W(K-1)
=Rt

n =24%.

3.43. Na rys. 3.9 przedstawiony jest cykl Otta silnika spalinowego ze spalaniem
wewnetrznym. Odcinek (0—>1) przedstawia zassanie mieszanki paliwa, (1>2)
adiabatyczne sprezenie mieszanki. Na koncu tego procesu nastepuje zapalenie
mieszanki i jej wybuch, co powoduje gwaltowny wzrost ci$nienia i tempera-
tury - odcinek (2—>3). Krzywa (3—>4) przedstawia adiabatyczne rozprezenie
produktéw spalania. Przy koncu tego procesu otwiera si¢ zawor wyj$ciowy
i nastepuje gwaltowny spadek cisnienia (4—>1). Odcinek (1->0) przedstawia
usuniecie produktéw spalania.

Obliczy¢ sprawnos¢ tego cyklu, jezeli dany jest wykladnik adiabaty K=1,4
oraz stopien adiabatycznego sprezania € = V,/V, = 2. Przyjac, ze cieplo pobie-
rane jest w procesie (2—>3), a oddawane do chlodnicy (otoczenia) w procesie
(4—1).

Rozwigzanie
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Rys. 3.9. Cieplo pobierane jest w procesie (2> 3) a oddawane do chlodnicy w procesie
(4—1).

Szukana sprawnos¢ silnika wyraza si¢ wzorem:

Qodd X
onbr

Ciepto oddane w procesie (4—>1) wyrazi si¢ wzorem:

Qodd = mey (T4=Th).
Ciepto pobrane w procesie (2—>3) bedzie:
onbr =mcy (T3-Ty).
Wz6r na sprawnos¢ silnika przedstawi si¢ teraz nastepujaco :
mec, (T,-T)

:1——.
g mcv(Ts—Tz)

n=1-

Nalezy wyznaczy¢ temperatury T3 i T, w funkeji temperatur T, i T} z pro-
cesu adiabatycznego:

TV, =TV,
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wiec

T,=T,e"".
Analogicznie

T2V2K71 = T1V1K71 ,
skad

v K-1
T,=T — ’
Vv,

T, =Te"".
Mamy wiec

Ostatecznie

1
77:1_81(71 '

Wartos¢ liczbowa sprawnosci wyliczamy za pomoca logarytméw natural-
nych. W tym celu wprowadzamy nastepujace oznaczenie:

x =204
Inx=0,41n2,
Inx =0,4- 0,69,
Inx = 0,276,

x=1,32.
Mamy wiec
1
= 1—— >
1 1,32

n =25%.
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3.44. Przy ogrzewaniu izochorycznym masy m = 10 g azotu jego temperatura bez-
wzgledna wzrosta n = 3 razy. Obliczy¢ zmiane entropii w tym procesie, jezeli
cy =320 J/kg K.

Rozwigzanie
Zmiane entropii wyliczamy ze wzoru:

As= | df : (334)

gdzie dQ jest cieplem dostarczonym do ukfadu, ktére przy ogrzewaniu izo-
chorycznym wyraza si¢ wzorem:

Q=mc,dT.
Wzoér (3.34) przyjmie teraz postac:

LdT

AS=mc, |—.
T

Po scalkowaniu bedziemy mieli:

AS=m cvlnTz s

1
ale T, = 3T}, wiec
AS =m ¢, In3,
gdzie In 3 = 1,096,

AS=3,5 L
K

(Przy ozigbieniu zmiana entropii bedzie ujemna).

3.45. Wode o masie 2 kg i temperaturze t; = 90°C (363 K) zmieszano adiaba-
tycznie pod normalnym ci$nieniem z woda o masie 3 kg i temperaturze
t, = 10 °C (283 K). Obliczy¢ zmiang entropii, przyjmujac cieplo wlasciwe wody

c, =4184 1

kgK

Rozwigzanie
Przy mieszaniu si¢ wod o réznych temperaturach, woda o wyzszej tempe-
raturze przekazuje ciepto do wody o temperaturze nizszej az do wyréwnania
temperatur tj. do osiggniecia temperatury wspoélnej — koncowej (ty), ktora
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wyliczamy z bilansu cieplnego:
micy (t] = ti) = macy (tx - t2). (3.35)
Rozwiazujac powyzsze réwnanie ze wzgledu na ty otrzymamy:
t = 42°C (315K).

Zmiane entropii wyliczymy przy oddawaniu ciepta przez wode o wyzszej

temperaturze:
T
rd
AS, = | 2,
T
gdzie
dQ=mgc,dT,
wiec
T
£dT
AS =mc, |—.
T

Po scatkowaniu otrzymamy:

T
AS,=mc, In-X.
Tl

Po podstawieniu wartosci liczbowych bedziemy mieli:

AS, =2 kg 4184—_1p 312K
kg K 363K

AS, 11844
K

Podobnie obliczamy zmiang¢ entropii wody o nizszej temperaturze, ktéra
przyjmuje cieplo od wody o temperaturze wyzszej:

AS, =3 kg-4184 ) ln315K,
kg K 283K
AS, =1344,3l.
K

Calkowita zmiana entropii wyniesie:
ASC = A81 + ASZ,
AS.=1344,3 - 1184 /4,

AS, =159 1.
K
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I1-gi sposob (wykorzystujac temperatury $rednie arytmetyczne)

xs - Q_Q
TZs'r Tls’r
gdzie
Q=m; ¢y (t; - tw),
J
=2kg-4184—(363 K-315 K),
Q=2kg kgK( )
Q=401664].
Ty= 231315 o9k,
2
+31
Ty = 223305 339k,
2
AS, = 401664 B 401664 158 l
299 339 K

3.46. Dwa litry wody o temperaturze 100°C (373 K) dodano do m = 1 kg lodu
o temperaturze t; = -10°C (263 K). Obliczy¢ zmiane entropii, jezeli ciepto

wlasciwe lodu L, =2100 J , ciepto topnienia lodu L, =34-10* L, cieplo
kg K kg

wlasciwe wody C,, =4184 L

kgK

Rozwigzanie
Obliczamy temperature koricowa z bilansu cieplnego:

My, Cyy (t100 = tk) =mLy (tO - tl) + mL; + mcy (tk_tO)'
Po przeksztalceniu i wstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
tx = 38°C (311 K).
Zmiana entropii w tym przypadku jest spowodowana 4-ma procesami:
AS, - zwiazana z ozigbieniem wody, AS, - z ogrzaniem lodu do temperatury

topnienia, AS; - z procesem topnienia lodu oraz AS, - z ogrzewaniem wody
powstalej z lodu do temperatury koncowe;j.
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AS, =2 kg- 4184L SITK
kgK 373K’

AS, =-1531 L.
K

dQ
T b]

T

AS, =

Ty
AS,=m L, jd—T,
ST

AS, =1kg- 2100Ll K
kg K 263K’

AS, =78 L.
K

dQ

AS, =

113029
As3_Tde_T

L
AS, =2t
T

1kg-34-10* = )

AS3 = g >
273 K

AS, =1245 L.
K

s, 42,

Ty
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T
£dT
AS4:mCW d_)
T

To

T,
AS, =mc, In—=,
T

0

AS, =1kg-4184 FWELLES
kg K 273K
AS, =544 L.
K

Calkowita zmiana entropii wyrazi si¢ wzorem:
ASC = A81 + ASZ +AS3 + AS4,
AS. = (=1531 + 78 +1245 + 544) J/K,

AS, =336 L .
K

3.47. Kamien o masie m = 0,5 kg spada z wysokoséci h = 10 m na ziemieg. Obliczy¢
zmiang entropii ukladu kamien - ziemia, jezeli temperatura powietrza i ziemi
jest t =27°C (300K). Opory powietrza pomijamy. Przyja¢ g=10 m/s?

Rozwigzanie
Przy zalozeniu, ze energia potencjalna cigzkosci spadajacego kamienia za-
mienia sie calkowicie na cieplo, mozemy zapisac:

AQ=E,
bedzie wiec
AS = d_E >
T
gdzie dE jest zmiang energii kamien - ziemia.
dE = mgh,
as =80
T
0,5kg-102-10 m
AS = S >
300 K
ss=+ L.
6 K
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3.48. Podczas izotermicznego rozprezania powietrza w temperaturze T = 17°C
(290 K), jego entropia zmienila sie o AS = 470 J/K. Obliczy¢ koncowa obje-
to$¢ powietrza, jezeli poczatkowa objetos¢ wynosita V, = 0,4 m’ a poczatkowe

ey . . 5
ci$nienie p, = 10 —
m

Rozwigzanie
Przy izotermicznym rozprezaniu gazu wykonana praca réwna jest cieptu
straconemu przez uklad. Mozemy wigc napisac:

dv
AS = J' pPav.
T
Cis$nienie p wyznaczamy z réwnania Clapeyrona:
RT
pV = m— 5
7
skad
_mRT
p Y
Mamy wiec
Vi
as=2R 7V
By
Ale z réwnania Clapeyrona mamy:
mR = A
T
wiec
ps = Yot 1AV
Tu  V

P

Po scalkowaniu otrzymamy:

V.
AS th’lﬁ >

T VP
albo
e _AST
AV pV
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J
v 478E-290 K

In—k = =3,4.
Vo 100 N og4m®
m

2

Z tablic znajdujemy —= :
v

=3,

==

Vi =3-0,4 m?,
Vk = 1,2 m’.

3.49. Obliczy¢ przyrost entropii w wyniku zmieszania m; = 7 kg azotuim, = 1,5 kg
tlenu, przy zalozeniu, ze temperatury i ci$nienia przed zmieszaniem byty
jednakowe.

Rozwigzanie
Nalezy obliczy¢ objetosci zajmowane przez gazy przy tym samym ci$nieniu.
Jesli wezmiemy 28 kg azotu (czyli 1 kmol), to w warunkach normalnych
zajmuje on 22,4 litra (0,0224 m?). Zatem 7 kg azotu bedzie zajmowac 5,6 litra,
tj. 5,6 - 10° m’ (mozna policzy¢ szukang objetos¢ z reguly trzech):

28 kg - 22,4 litra
7kg-x
x=5,61(5,6-10° m?3).
Podobnie obliczamy objeto$¢ tlenu:

L
= 5-22,4 1,
2

X

x=1,051(1,1-10° m?).

Przy mieszaniu si¢ gazdw, kazdy gaz zwieksza swoja objetos¢ do objetosci
koncowej — wspodlnej, a wigc o objetos¢ poczatkowa drugiego gazu, zatem wy-
konuje ogdlnie prace W = p dV. Mozemy wigc napisac:

_(pdV
AS, = I—T ,
gdzie ASy jest zmiang entropii dla azotu.
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Cisnienie p wyliczymy z réwnania Clapeyrona:

pV=""RT,
7
stad
_mRT
p v
Zatem
Vk
AS =R | v
By vV
AS, =R i
K Ve
AS, =
|
AS, =373=.
K
Analogicznie wyliczamy zmiany entropii przy zwigkszeniu objetosci tlenu:
AS, = mR, Vi
Hoov
1,5 6,7
ASO = 5 N } n )
3 ,
|
AS, =698 ~.
K

Calkowita zmiana entropii wynosi:

ASC = ASN + ASQ,

AS, _1071L .
K
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3.50. Wykaza¢, ze w procesie odwracalnym przy stalym cisnieniu zmiana entalpii
jest rowna zmianie ciepla.

Rozwigzanie

Entalpig nazywamy funkcje stanu wyrazona wzorem:
H=U+pV

Dla stafego ci$nienia zmiana entalpii réwna sie:
dH=dU +pdV,

ale
pdV =dw,

oraz
dU=dQ - dw.

Mamy wiec:
dH =dQ - dW + dW.

Zatem
dH =dQ.
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Zadania uzupelniajace

3.51. Obliczy¢ ile czasteczek powietrza przypada na 1 cm® w aparaturze proz-
niowej, jezeli ci$nienie w tej aparaturze wynosi p = 10° mmHg a temperatura

cz
t = 27°C. Dana jest liczba Avogadra N, =6- 10% mol
Odp.
T,
n’=2,7-10" Lo P ,
T p,
n’=3,24.10 —
cm

3.52. W aparaturze prézniowej o objetosci V = 10 dem’ znajduje si¢ gaz pod ci-
$nieniem p = 10° mm Hg i temperaturze t = 27°C. Obliczy¢ ilo$¢ czasteczek
gazu w tej aparaturze.

Odp.
n'=3,24-10"cz.

3.53. Obliczy¢ gestos¢ powietrza znajdujacego sie w zbiorniku pod cisnieniem
kg

p =2 atmiw temperaturze t = 27°C. Masa czasteczkowa powietrza u =29 o—
mo

(1 atm = 1,013-10° Pa).

Odp.
p=236"8
m .

3.54. Obliczy¢ ile czasteczek znajduje si¢ w kropelce alkoholu etylowego (C,HsOH)
o masie m = 0,5 mg.

Odp.
n'=6,5-10" cz.
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3.55. Obliczy¢ ile atomo6w znajduje sie w 360 g aluminium, jezeli kilomol Al wy-
nosi 27 kg.

Odp.

n' = 8- 10** atomoéw.

3.56. Jaka jest srednica balonu w ksztalcie kuli zawierajacego n = 8,1 - 10> czaste-
czek gazu doskonatego w warunkach normalnych.

Odp.
d=179 cm.

3.57. Obliczy¢ ci$nienie p wywierane przez n = 10° czasteczek gazu o objetosci
V =1 mm?® i temperaturze T = 5000 K.

Odp.
~nRT
P N,V ’
p=69,3-107Pa.

3.58. W naczyniu o objetosci V = 3 m’® znajduje si¢ m; =1,4 kg azotu, m, = 1,6 kg
tlenu i m; = 0,88 kg dwutlenku wegla w temperaturze T = 300 K. Obliczy¢
sumaryczne ci$nienie jakie wywierajg te gazy na $cianki naczynia.

Odp.
p:(&+&+&}R_T,
By )V
p =10° Pa.

3.59. Znalez¢ mase czasteczkowa mieszaniny gazow skladajacej sie z 7 kg azotu
i 5,5 kg dwutlenku wegla.

Odp.
kg

=332 .
H kmol
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3.60. Mieszanine zlozong z jednej czesci wagowej wodoru i o$miu czesci tlenu
nazywamy mieszaning piorunujacg. Znalez¢ gesto$¢ tej mieszaniny w tempera-
turze t = 27°C i przy ci$nieniu p = 10° Pa.

Odp.
_ 9P m M
p= ,
RT (,uz"' 8:“1)
k
p=0,48 3 -
m

3.61. W zbiorniku o objetosci V = 60 m® znajduje sie powietrze, ktorego wilgotnos¢
wzgledna wynosi ¢ = 50% przy temperaturze t = 18°C. Obliczy¢ jak duzo wody
nalezy doprowadzi¢ do zbiornika azeby para wodna znajdujaca sie w zbiorniku
zamienila si¢ na nasycona.

Odp.

V-pu-p
A — nas 1_ ,
m=——=(1-9)

Am = 0,74 kg.

3.62. We wnetrzu zamknigtego cylindra znajduje sie ruchomy tlok, ktdry rozdziela
dwa gazy: wodor o masie m; = 4 g, a z drugiej strony azot o masie m, = 8 g.
Obliczy¢ jaka cze$¢ cylindra zajmuje wodor, jezeli dane sg masy czasteczkowe
wodoru i azotu odpowiednio: y; i po.

Odp.
k: mluZ
mluZ +m2ul
7
k=—.
8
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3.63. W naczyniu w temperaturze T, = 320 K zachodzi reakcja m; = 2 g wodo-
ruim, =1 g tlenu. Po zakonczeniu reakcji powstata mieszanina pary wodnej
i wodoru, ktéry nie wszedt w reakcje. Mieszanina ta ogrzata sie do temperatury
T, = 660 K. Obliczy¢ ile razy wzrosto w naczyniu cisnienie po reakcji.

Odp.

P_,
P:

3.64. Balon zalogowy wzniost sie¢ na pewna wysokos¢, na ktoérej manometr rte-
ciowy wskazal ci$nienie mniejsze od ci$nienia na ziemi o 76 mm Hg. Obliczy¢
te wysokos¢, jezeli na ziemi ci$nienie wynosito py = 756 mm Hg.Temperatura
powietrza wynosifa t = 17°C i nie zmieniata si¢ z wysokoscia.

Odp. h =885 m.

3.65. Ile razy zmniejszy si¢ ci$nienie atmosferyczne na wysokosci h =10000 m,
w stosunku do ci$nienia normalnego przy zalozeniu, ze temperatura nie zalezy
od wysokosci i wynosi t = 0°C.

Odp.

P _0286.
P,

3.66. Obliczy¢ mase stupa powietrza na poziomie morza i polu przekroju S = 1 m?,

kg
jezeli gesto$¢ powietrza na poziomie morza wynosi p, =1,3 F > a clSnienie

po = 1,013 - 10° Pa.

Odp.
m= S pO >
g
m = 10* kg.
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3.67. Obliczy¢ sife dzialajaca na szybe o powierzchni S = 6 dm? samolotu odrzu-
towego lecacego na wysokosci h = 10000 m. Temperature $rednig t = -3 °C
przyjmujemy za stala. Przyja¢, ze ci$nienie wewnatrz samolotu jest rowne
po = 1-10° Pa i zaniedba¢ site dzialajacg na szybe samolotu zwigzang z jego
predkoscia.

Odp. F = 4320 N.
3.68. W 1 cm’ i pod ci$nieniem p = 2 - 10* Pa znajduje si¢ n = 5 - 10" czasteczek

azotu. Obliczy¢ predkos¢ srednig kwadratowa oraz predkos$¢ najbardziej praw-
dopodobng czgsteczek azotu.

Odp.
\—/: 3pVNA ,
\j un
V=160 2,
S
V =130 2.
S

3.69. Ile razy predkos¢ $rednia kwadratowa czasteczek wodoru jest wigksza od
szybkosci $redniej kwadratowej czasteczek pary wodnej w tej samej temperatu-
rze i pod tym samym ci$nieniem?

Odp.
Vi _ [Huo
VHzO :uH
Vi =3.
V0
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3.70. Obliczy¢, w jakiej temperaturze predkos¢ $rednia kwadratowa czasteczek
azotu jest rowna predkosci $redniej kwadratowej czasteczek wodoru w tempe-
raturze T = 300 K.

Odp.
T, =T, 2
Hy
Ty = 4200 K.

3.71. W pewnym zbiorniku znajduje sie rozrzedzony tlen, ktérego gestos¢ wynosi
p=2-10"° k—% . Obliczy¢ $rednig droge swobodna czasteczek tego gazu,
m
przyjmujac $rednice czasteczkid =2 - 10" m.
Odp.
— u —
A=—7————, A=15cm.
V2 md’p N,

3.72. Jakie ci$nienie powinno by¢ w zbiorniku w ksztalcie kuli o $rednicy d =1 m
zawierajacym powietrze w temperaturze t = 20°C azeby $rednia droga swobod-
na byta rowna rednicy zbiornika. Srednica czasteczki powietrza d, = 3 -10°m.

Odp.
RT
e V2 7 A &N,
p=10,2-107 Pa. ’

3.73. Obliczy¢ przy jakim cisnieniu $rednia droga swobodna czasteczek danego
gazu bedzie n = 500 razy wieksza niz przy ci$nieniu p; = 10* Pa, jezeli tempera-
tura pozostaje stala.

Odp.

p, =2 p,=20Pa.
n
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3.74. Obliczy¢ w jakiej temperaturze $rednia droga swobodna czasteczek danego
gazu bedzie trzykrotnie wigksza niz w temperaturze T = 300 K, jezeli ci$nienie
pozostaje stale.

Odp. T = 900 K.
3.75. Srednia droga swobodna czasteczek powietrza w warunkach normalnych

wynosi A = 107 m. Obliczy¢ jaka bedzie srednia droga swobodna w temperatu-
rze t = 17°C1ipod ci$nieniem p = 10° mm Hg.

Odp.
T
A=2, B
pTy
A=8,1m.

3.76. Dwa zbiorniki o réznych objetosciach: jeden o objetosci V; = 0,004 m’,
a drugi o objetosci V, = 0,002 m’®, zawierajace powietrze w temperaturze to = 0 °C
s3 polaczone dluga pozioma rurka o $rednicy d = 0,01 m, w ktdrej znajduje si¢
kropla rteci. Obliczy¢ na jaka odleglos¢ przesunie si¢ kropla, jezeli jeden zbiornik
(V1) zostanie ogrzany do temperatury t; = 7°C a drugi (V) ozigbiony do tempe-
ratury t, = -3°C. Mozna przyjac, ze objetos¢ rurki jest mata w stosunku do obje-
to$ci zbiornikéw i mozna nie uwzgledniac rozszerzalnodci samych zbiornikéw.

Odp.

4 V,V,AT

= y =0,6 m.
x n d&*(VT,+V,T,) ¥ m

3.77. Naczynie w ksztalcie cylindra o dlugosci L = 0,8 m zostato rozdzielone na
dwie réwne czesci niewazkim tlokiem mogacym przesuwac si¢ bez tarcia, ale
poczatkowo zablokowanym. Obliczy¢ ile razy bylo wigksze cisnienie w jednej
cze$ci zbiornika w stosunku do drugiej, jezeli ttok po zwolnieniu, przesunal si¢
na odleglos¢ d = 20 cm.

Odp.
L+2d
n=
L-2d

> 1’123
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3.78. W cylindrze pod ttokiem znajduje sie powietrze o masie m; =29 g i tem-
peraturze T; = 273 K. Obliczy¢ o ile podniesie si¢ tlok, ktérego masa wyno-
si m; = 100 g jezeli cylinder zostanie wstawiony do wrzacej wody T, = 373K.
Cisnienie atmosferyczne wynosi py = 10° Pa, powierzchnia tloka S = 4 dem?

Odp.
b= mR(T,-T)) ’
H(Pos"'ng)
Ah =21 cm.

3.79. W dwoch naczyniach o jednakowych objetosciach znajduja si¢ rozne gazy:
argon o masie m; = 10 g w jednym naczyniu i azot o masie m, = 20 g w drugim
naczyniu. Obliczy¢ stosunek ci$nienia wywieranego na $cianki naczynia przez
argon do ci$nienia azotu, jezeli zalozymy, ze temperatura obu gazéw pozostata
bez zmiany.

Odp.
bhh_m i ,
P, M, 4
p_7,
p, 20

3.80. Rurka w ksztalcie litery U zatopiona na jednym koncu, zawierajaca rte¢ na
jednakowym poziomie w obu ramionach zostala ustawiona pionowo. Rte¢ za-
myka w zatopionej czeéci rurki stupek powietrza o wysokoéci h = 20 cm w tem-
peraturze t; = 17°C i przy ci$nieniu zewnetrznym p; = 10° Pa. Obliczy¢ réznice
poziomow rteci w rurce, jezeli zostala ona ogrzana (wraz z powietrzem w niej
zawartym) do temperatury t, = 27°C. Rozszerzalno$¢ samej rteci i rurki mozna
pomingc.

Odp. Ah =0,92 cm.
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3.81. Gaz zostal ogrzany przy stalym cisnieniu od temperatury t; = 27°C do tem-
peratury t, = 57°C. Obliczy¢, o ile procent zwiekszyla si¢ objetos¢ tego gazu,
jezeli ci$nienie pozostalo stale.

Odp. 0 10%.

3.82. W naczyniu o stalej objetosci V znajduje sie gaz doskonaty. Obliczy¢ ilos¢
ciepla, ktéra nalezy dostarczy¢ azeby cisnienie gazu wzrosto o Ap, jezeli dany

Sp
jest stosunek — =K.
c

Odp.
V Ap

o

3.83. W naczyniu o objetosci V = 0,8 m® znajduje si¢ azot w temperaturze t; =27 °C
i pod ci$nieniem p; = 2,3 - 10° Pa. Gaz ten otrzymal Q = 4,6 - 10° kJ ciepta. Ob-
liczy¢ koncowyq temperature ty i ci$nienie py, gdy cp/c, = K=1,4.

Odp.

Q Tl (K B 1)

pv

Tk =600 K, Pk = 4,6~106 Pa.

T =T+ pk:p1+%(K—l),

3.84. W cylindrze pod tlokiem znajduje si¢ m = 0,1 kg powietrza, ktdére zostalo
ogrzane izobarycznie o AT = 20 K. Obliczy¢ ciepto pobrane i prace wykonana
przez to powietrze oraz zmiane energii wewnetrznej, jezeli cieplo wlasciwe po-

wietrza przy statym ci$nieniu wynosi ¢, =1020 L
kgK
Odp.
Q=mc, AT, Q=120407,

m
W=—RAT, W=573],
u

AU=Q-W, AU = 1467 ].
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3.85. W palenisku kotla parowego spala sie m = 200 kg paliwa w ciggu jednej godz.
Cieplo spalania wynosi q = 41 MJ/kg. Obliczy¢ straty ciepta w procentach od
catkowitej ilosci wydzielonego ciepta. Pole powierzchni $cian paleniska wynosi
S = 60 m?, grubos¢ $cian d = 750 mm. Ich wspoétczynnik przewodnictwa ciepl-

w

nego K = 0,6 ——. Temperatury wewnetrznych i zewnetrznych $cian sg odpo-
m

wiednio réwne: t; = 750°C, i t, = 50°C.

Odp.

’ K(t,—-t,) S
n=Lio0s, goXltizt)Se
Q dmgq

n=1,47%.

3.86. W celu obliczenia parametréw systemu grzewczego, nalezy obliczy¢ jakie sa
straty ciepla przez 1 m? $ciany budynku w ciggu doby. Grubo$¢ $cian d = 50 cm,
temperatury wewnetrznej i zewnetrznej strony $ciany sa odpowiednio réwne:
t; =18°Ci t, =-30°C. Wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego wynosi K = 0,2
W/mK.

Odp.
dT
=-K — Sr,
Q dx
Q=1,66-10°].

3.87. Piec elektryczny o mocy M = 2 kW i powierzchni wewnetrznej S = 0,25 m?
pokryty jest ogniotrwalym materialem o grubosci d = 10 cm. Wspélczynnik

. , o W .
przewodnictwa cieplnego tego materiatu jest rowny K=0,8 oK Jaka jest

temperatura zewnetrznej powierzchni pieca, jezeli temperatura jego wewnetrz-
nej powierzchni jest réwna t = 1200°C.

Odp.
T - kST, —Md ’
b kS
Ty =473 K, czyli ty = 200°C.
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3.88. Wiedzac, ze przez kazdy cm? $ciany drewnianej o grubosci d = 10 cm ucho-
dzi na zewnatrz, przy obnizeniu temperatury o 1 stopien - 0,00126 J (0,0003
cal) ciepta na sekunde, obliczy¢ ile ciepta uchodzi w godzinie przez $ciang
drewniang o tej samej grubosci oraz o powierzchni S = 24 m?, gdy wewnatrz
temperatura tej $ciany wynosi t; = 15°C, a na zewnatrz t, = -5°C.

Odp. Q = 21,8 MJ/h.
3.89. Wspoélczynnik dyfuzji tlenu w warunkach normalnych jest réwny
Dy = 1,41 - 10° m?*/s. Obliczy¢ wspotczynnik dyfuzji tego gazu w temperaturze

t = 50°C jezeli ogrzano gaz w stalej objetosci.

Odp.

D, =D, /?1
0
2

D, =1,54-10° .
S

—

3.90. Srednia droga swobodna czasteczek helu w warunkach normalnych jest
réwna A =2,3-107 m. Obliczy¢ wspStczynnik dyfuzji helu w tych samych
warunkach.

Odp.
2
p=307 PRI 7. D=9,45-10'5mT.
u

3.91. Wspdlczynnik dyfuzji azotu jest rowny D = 1,34 - 10° m?/s w temperaturze
t; = 7°C i pod ci$nieniem p = 10°N/m?. Obliczy¢ srednice czasteczki azotu.

Odp.
0,307 /E RT
d= a
D2 N, p
d=3,1-10"m.
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3.92. Obliczy¢ wspoétczynnik lepkosci dynamicznej dwutlenku wegla w warun-
kach normalnych, jezeli wspdtczynnik dyfuzji tego gazu w tych samych warun-

2
kach jest rowny D, =10° . Dla CO, y = 44 kg/kmol.
S
Odp.
HP
= D —_
n 'R T
17:L2340%Ei5.
m

3.93. Znalez¢ wspoélczynnik lepkosci dynamicznej powietrza znajdujacego sig
pod ci$nieniem normalnym, ale w temperaturze t = 100°C, jezeli wiadomo, ze

s N-s
w warunkach normalnych wspétczynnik ten wynosi 17, =1,72-107° —--
m
Odp.
_n |L
T] rIO TO >
N
n=2-10°— .
m

3.94. Obliczy¢ promien kulki ofowianej, ktéra ma spada¢ ruchem jednostajnym ze

k
stalg predkoscia v = 0,2 m/s w cieczy o gestosci p, =1,2-10° —g3 i wspolczyn-
m

nik lepkosci 1 = 03% , jezeli gestoé¢ otowiu wynosi p =11,2-10° % .
Odp.
onv
r= /ﬁ,
r=1,62-10° m.
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3.95. Gaz znajdujacy si¢ pod cisnieniem p; = 10° Pa zajmowat poczatkowo obje-
to$¢ V; =22 dm’. W wyniku przemiany izobarycznej temperatura gazu wzrosta
od t; = 20°C do t, = 100°C. Obliczy¢ prace wykonang przez gaz.

Odp.
T, =T
szv( 2 1))
171 r:[‘1
W =601].

3.96. Gaz dwuatomowy znajdujacy sie pod ci$nieniem p; = 10° Pa rozszerza si¢
izobarycznie. Obliczy¢ przyrost objetosci gazu, jezeli w procesie tym zmienita
sie energia wewnetrzna gazu o AU = 6 kJ.

Odp.
qv = AU(K-1) ’
p
dV =24 dcm?.

3.97. W naczyniu znajduje si¢ V; = 1 dem® wrzacej wody pod statym cisnieniem
zewnetrznym p = 10° Pa. Woda wrzac zamienita si¢ calkowicie w pare o obje-
tosci V, = 1671 dm’ bez zmiany temperatury i przy stalym cisnieniu zewnetrz-
nym. Obliczy¢ jaki procent dostarczonego ciepla, stanowi przyrost energii
wewnetrznej zwigzanej ze zmiang stanu skupienia. Ciepto parowania wody

wynosi R =2,26-10° kl , a gesto$¢ wody p = 10° kg/m’.
g

Odp.
EZVIpR-p(VZ_VI)’
Q Vip R
A—U=92,1%.

Q
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3.98. Obliczy¢ prace w procesie izotermicznego rozprezania si¢ gazu, jezeli ci$nie-
nie zmniejszylo si¢ od p; = 9-10° Pa do p, = 3-10° Pa, a objetos¢ poczatkowa
gazu wynosita V; =1 m’.

Odp.
W=pV, P,
2
W =990-10°].

3.99. Obliczy¢ ciepta wlasciwe ¢, i ¢, dla powietrza. Dane c,/c, = 1,41 R/p = c,—c,.

Odp.
¢, =1003 1 ,
kg K
c, =716 L
kg K

3.100. Azot rozpreza sie adiabatycznie wykonujac prace wynoszaca W = 500 k.
Obliczy¢ temperature koncowas, jezeli jego temperatura poczatkowa wynosita
T, =400 K. Masa natomiast m = 14 kg. Przyja¢ cieplo wlasciwe azotu przy stalej
objetosci ¢, = 742 J/kg K.

Odp.
w
T.=T ,
mc,
Ty =352 K.

3.101. Do jakiej temperatury ozigbi sie powietrze majgce temperature poczatkowa
t; = 7°C, jezeli jego objetos¢ zwigkszyla sie 4 razy, a proces przebiega adiaba-
tycznie. Dla powietrza K=1,4.

k-1
Odp. Tk:”fl[%j . Ti=161K.

2
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3.102. Obliczy¢ o ile stopni wzro$nie temperatura m = 1,45 kg powietrza przy adia-
batycznym sprezaniu, jezeli praca przy tym procesie wynosi W = 16,62 - 10°].

Odp.
A BW (K-1) ’
m R
AT =16 K.

3.103. Silnik cieplny w ciggu jednego cyklu otrzymuje ciepto w iloéci Q; = 1,2 kJ.
Obliczy¢ prace wykonang w jednym cyklu oraz ilo$¢ ciepta przekazana do
chlodnicy, jezeli temperatura zrédla ciepta wynosi t; = 127°C, a chlodnicy
tz = 7°C.

Odp. W =360, Q, = 840 .

3.104. Silnik cieplny zasilany ze zrédla ciepta o temperaturze 3 razy wyzszej od
temperatury chlodnicy oddat do chtodnicy Q =400 J ciepta. Obliczy¢ jaka wy-
konat prace.

Odp. W =800].

3.105. Silnik cieplny o sprawnosci 7 = 40% wykonat prace W = 10 k]. Obliczy¢ jaka
ilo$¢ ciepta pobral.

Odp. Q; =25-10°].

3.106. Azot o objetosci V = 0,04 m® i masie m = 1 kg ogrzano izochorycznie, co
spowodowalo wzrost ci$nienia od p; = 2,4 - 10° Pa do p, = 2,8 - 10° Pa. Nastep-
nie ogrzano go dalej izobarycznie, potem ostudzono izochorycznie i izobarycz-
nie do stanu poczatkowego. Obliczy¢ sprawnos¢ tego cyklu, jezeli temperatura
przy koncu drugiego procesu wyniosta T3 = 500 K.

_Q*Q,

Odp. n=1
Q+Q,

7 = 3,4%.
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3.107. Gazem roboczym w silniku jest jeden kilomol gazu doskonalego, sklada-
jacego sie z czastek dwuatomowych, ktéry poddany jest przemianie wedtug
cyklu prostokatnego skladajacego si¢ z dwoch izochor i dwdch izobar tak, ze
ci$nienie i objeto$¢ wzroslo k razy, co jest przedstawione na rys. 3.10. Obliczy¢
sprawnos¢ tego silnika, gdy k=3. Dane s3: c,=%2Ric,=72R.

P4

kp

v kV

Rys. 3.10. Cykl sktada si¢ z dwdch izochor oraz z dwdch izobar
Odp.

2 (k-1)
n=———=, dlak=37x7=15%.
5+7 k

3.108. Znalez¢ sprawno$¢ silnika Carnota pracujacego z gazem dwuatomowym,
jezeli podczas rozprezania adiabatycznego objeto$¢ gazu zwigkszyla sie od
Vi = 8dm’do V, =10 dem’. Stosunek c,/c, = 1,4.

Odp.
V K-1
VZ
n = 8,5%.

3.109. Gaz dwuatomowy zostal poddany termodynamicznemu procesowi, ktore-
go jeden cykl pokazany jest na rys. 3.11. Krzywa 1-2 przedstawia sprezenie
adiabatyczne, odcinek prostej 2-3 odpowiada spalaniu paliwa przy statym cis-
nieniu p; (pobranie ciepta), 3-4 rozprezenie adiabatyczne i 4-1 odprowadzenie
ciepla przy stalym ci$nieniu p,.

Obliczy¢ sprawnos¢ tego cyklu, jezeli dany jest wykladnik adiabaty K = 1,4
oraz stosunek ci$nien € = p,/p; = 2,5 uwzgledniajac tylko cieplo doprowadzone
do ukladu i odprowadzone do chiodnicy.
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Vv

Rys. 3.11. Cykl przemiany termodynamicznej opisanej w tresci zadania

Odp. n=1-

. =23%.

K-1
& K

3.110. Wieloatomowy gaz doskonaly ogrzewany jest w stalej objetosci tak, ze jego
ci$nienie zwieksza si¢ dwa razy. Nastepnie gaz rozpreza si¢ adiabatycznie, osiaga-
jac ci$nienie poczatkowe i wreszcie w wyniku sprezenia izobarycznego uzyskuje
objeto$¢ poczatkows, co jest pokazane na rys. 3.12. Dla gazéw wieloatomowych
K= 1,3. Obliczy¢ sprawnos¢ tego cyklu.

pl
2
A
P [ p—
v;
v, v

Odp.
1
K
K [1’2] -1
P
n=l-————> =9%.
P
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3.111. Przy ogrzewaniu m = 20 g argonu, jego temperatura bezwzgledna wzrosta
n = 3 razy. Obliczy¢ zmiane entropii podczas ogrzewania izobarycznego, jesli
ciepto wtasciwe argonu przy stalym ci$nieniu ¢, = 532 J/kgK.

Odp.

AS=11,7 =.

3.112. Jeden kilomol helu ogrzany izochorycznie zwigkszyl swoje ci$nienie
n=>5 razy. Obliczy¢ zmiang entropii w czasie tej przemiany, jezeli cieplo wia-

$ciwe helu przy stalej objetosci wynosi ¢, = 3140L, a masa molowa helu

kgK
p = 4 kg/kmol.
Odp.
AS =20,2 Ky .
K
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Aneks I

Wyprowadzenie wzoru barometrycznego

Rozpatrujemy ciecz, a nad nig powietrze atmosferyczne. Poczatek uktadu
wspolrzednych obieramy na powierzchni cieczy (rys. 3.13).

Rys. 3.13. Na wybrany element cieczy dzialajq sity, ktére sie rownowazq

Rozpatrujemy element cieczy o powierzchni S i grubosci dh. Wybrany element
cieczy jest w rownowadze, wigc wypadkowa wszystkich sit dziatajacych na element
rowna sie zeru:

pS+pgS dh—S(p+dp)=0
po uproszczeniu

dp = pgdh. (3.36)
Wzér (3.36) catkujemy:

[dp=[pgdh,
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biorac granice calkowania odpowiednio: dla ci$nienia od pydo p, dla gleboko-
$ci od 0 do h otrzymamy:

P h
Jdp=pg|dy,
0

Po

P-p,=pgh,
skad

p=p,+tp gh.

Powyzszy wzér pokazuje, ze ci$nienie hydrostatyczne rosnie wprost proporcjo-
nalnie wraz z gtebokoscia.

Natomiast, jezeli bedziemy rozpatrywa¢ stup powietrza atmosferycznego nad
cieczg np. nad poziomem morza, to w miare wzrostu wysokosci (y) cisnienie be-
dzie male¢. Stad we wzorze (3.36) pojawi si¢ znak minus:

dp = - pg dy. (3.37)
Gestos¢ powietrza p nie jest stata jak w przypadku cieczy, lecz zalezy od wyso-

koéci (y).
Nalezy wiec wyrazi¢ gestos¢ p w funkeji y lub w funkcji ci$nienia p:

P_P
pO pO
stad
pzpoﬁ'
Po
Mamy wiec
d
Lo P pg
dy Po
d__p g dy,
p Po
P__ P |
oy oy
Po pO 0
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Przy calkowaniu nalezy uwzgledni¢, ze gdy y = 0 to p = po, na wysokosci h
ci$nienie bedzie p.

lnpg0=—& gh,

0

li’l £ = _& g h >
Po Po
_Pogyy

e Po & _p

Po

Ostatecznie bedziemy mieli:
_Pogh

p=ppe ™

(3.38)

W celu uzyskania drugiej formy wzoru barometrycznego korzystamy z podsta-
wowego wzoru teorii kinetyczno molekularnej tj. wzoru na ci$nienie gazu w zalez-
nosci od $redniej energii kinetycznej czasteczek:

2 n =
:—_E)
P 3V
gdzie
- 3
E=—kT.
2

Po uwzglednieniu powyzszego wzoru i po pomnozeniu licznika i mianownika
przez m ( mase pojedynczej czasteczki) otrzymamy:

n-m

= kT.
P V-m
Iloczyn n - m jest masg gazu w objetosci V, wigc
n-m
v P
a ci$nienie wyrazi si¢ wzorem:
kT
poPkT
m
lub
kT
Po=Po——— -
m
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Otrzymamy wiec:

_Pogh
P kT
P=ppe ™ ,
lub
_mgh
p=poe *T
gdzie m jest masa jednej czasteczki:
m=-+,
N,
R
k=—.
N,
Uwzgledniajac powyzsze, otrzymamy
_#gh
— RT
P=Po € ~ (3.39)

Poniewaz ilo$¢ czasteczek w jednostce objetosci jest wprost proporcjonalna do
ci$nienia, wiec wzdr (3.39) przyjmie postac:

_Hgh
_ RT
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Aneks II

. R
Wyprowadzenie wzoru c¢,—c, =—
1

Wychodzimy ze wzoru na I zasade termodynamiki:
AU=Q-W

Przyrost energii wewnetrznej rdwna sie cieptu dostarczonemu do ukfadu mi-
nus wykonana praca przez dany uktad.

m ¢, AT = m ¢, AT - pAV, (3.41)
Réwnanie stanu gazu doskonalego ma postac
PVi = P,Va dla m = const.
Tl TZ
Dla przemiany izobarycznej ( p - stale) bedziemy mieli:
A
Tl TZ
stad
T
V,=V,—=2
T,

1

Roéwnanie (3.41) mozna przedstawi¢ w sposob nastepujacy:
m ¢ AT=m ¢, AT-p (V,-V,)

i korzystajac ze wzoru na V,, otrzymamy:

T
m ¢, AT =m CPAT_pLVIFZ_Vlj ,

1
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T
m ¢, AT=m ¢ AT-p Vl(?z—lj ;

1

pVi

m ¢, AT=m c AT - (T,-T,) .

1

W oparciu o prawo Clapeyrona mozemy napisac:

pv, _m

R.
T u
Mamy wiec
m c,AT=m ¢ AT — =R AT
v P
u
lub
C, = Cp —; .
Ostatecznie otrzymujemy szukany wzor:
R
C,—C, =—. (3.42)
7

Jezeli zamiast ¢, i ¢, (ciepta wlasciwego przy stalym cidnieniu i przy stalej ob-
jetosci) bedziemy mieli ciepta molowe (c; i ¢y ), to wzdr (3.42) przyjmie postac:

C,-C, =R, (3.43)
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