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Przedmowa

Niniejszy podrecznik moze by¢é pomocny zardwno studentom wyzszych
uczelni technicznych w mechanice technicznej oraz wytrzymato$ci materiatéw
jak réwniez nauczycielom i uczniom szkét technicznych.

Przedstawia przyktady rozwiazywania zagadnien mechaniki technicznej oraz
wytrzymatosci materiatbw przy wykorzystaniu programu komputerowego
Mathcad. Sktada si¢ ze wstgpu, siedmiu rozdzialow i spisu najwazniejszych
pozycji literaturowych.

Pierwszy rozdzial ma charakter rozdzialu wprowadzajacego do programu
Mathcad gdzie przedstawiono budowe interfejsu, nazw palet, grup operacji
i symboli oraz podstawowe skroty klawiaturowe operatorow programu. Szcze-
g6towo opisuje mozliwosci obliczeniowe programu potwierdzone przyktadami
zadan tj. operacje na macierzach, tworzenie wykresow, rozwiazywanie réwnan,
uktadéw réwnan i nierdbwnosci, operacje na pochodnych, catkach i granicach.

Kazdy z pozostatych rozdziatow dzieli si¢ na dwie czgsci. W pierwszej czesci
omawiane sa podstawy teoretyczne natomiast w drugiej czeSci — zagadnienia
praktyczne, gdzie przedstawia si¢ przyklady rozwiazywania zadan z mechaniki
oraz wytrzymato$ci materiatow w programie Mathcad. W podreczniku zostaty
przedstawione nastgpujace zagadnienia: osiowe rozciaganie i $ciskanie pretow
prostych, $cinanie, skrecanie pretow, zginanie, konstrukcje kratowe oraz tarcie.

Przy pisaniu podrgcznika korzystano z dostgpnej literatury, ktorej spis zostat
podany na koncu pracy. Przez autoréw podrecznika zostaly opracowane, inne
niz konwencjonalne, metody rozwiazywania zadan, oparte na wspomaganiu
komputerowym o program Mathcad.

Sposrod wielu programéw komputerowych wspomagajacych rozwiazywanie
réznego rodzaju zagadnien Mathcad wyrdznia sie wzgledna prostota. Omowione
w podreczniku mozliwosci wykorzystania programu Mathcad moga w znacz-
nym stopniu ulatwi¢ i przys$pieszy¢ rozwiazywanie zagadnien inzynierskich.
Automatyzacja skomplikowanych obliczen, z jakimi spotykaja si¢ inzynierowie,
pomaga unikna¢ btedow przy jednoczesnym zmniejszeniu czasu obliczen, co
Z kolei przektada sig na jako$¢ i rentowno$¢ projektu. Mozliwosci obliczeniowe
programu Mathcad mozna rowniez wykorzysta¢ w codziennej pracy, ktora wy-
maga czestego i powtarzalnego stosowania mniej lub bardziej zaawansowanych
obliczen matematycznych.



Wstep

Rozwoj nauk technicznych, a w szczegolnos$ci branzy mechanicznej, budow-
lanej i elektronicznej spowodowat znaczacy rozwdj techniki komputerowej. Co
z pewnoscia pozytywnie wplywa na pracg inzynieréw, konstruktorow i projek-
tantow.

Obecnie gtdéwnym wymogiem pracy jest czas wykonania zleconego zadania,
a doktadniej minimalny czas jego wykonania przy maksymalnej doktadnosci
i precyzji. Niezbedne stalo si¢ wigc opracowanie nowoczesnych narzedzi
usprawniajacych pracg. Niezastapionym narzgdziem okazato si¢ oprogramowa-
nie typu CAD. Praca na tego typu programach w szczegdlnos$ci polega na opra-
cowaniu dokumentacji konstrukcyjnej, analizy kinematycznej, wytrzymatoscio-
wej oraz wielu innych zagadnien zwiazanych z powstawaniem projektu gotowe-
go wyrobu. Dla inzynier6w praca na tego typu programach ma niezwykle istotne
znaczenie, gdyz umozliwia ,,dialog” migdzy tworca konstrukcji technicznych,
a jej wykonawca.

Sposréd wielu programdw komputerowych wspomagajacych rozwiazywanie
roznego rodzaju zagadnien Mathcad wyrd6znia sie wzgledna prostota, wykazujac
przy tym pewna 0golnos¢. Umozliwia wykonywanie prostych oraz bardzo
skomplikowanych obliczen inzynierskich. Daje rowniez mozliwo$¢ tworzenia
dokumentacji technicznej w postaci dokumentu tekstowego wzbogaconego
0 wykresy i rysunki. Korzystaja z niego miliony uzytkownikéw w ponad pigc-
dziesieciu krajach. Srodowisko programu umozliwia inzynierom efektywne
wykorzystanie jego mozliwosci na kazdym etapie projektowania. Do jego zalet
mozemy zaliczy¢: tatwos¢ obstugi, naturalny zapis wszystkich wzoréw, mozli-
wo$¢ tworzenia wykresow 2D 1 3D oraz przejrzyste przedstawienie danych
(w postaci wzor6w i tekstu). Ponizej podano wybrane mozliwosci programu:

e rozwiazywanie rownan i nierdbwnosci liniowych i nieliniowych;
e rozwiazywanie uktadow rownan;
e operacje na wektorach i macierzach;

e obliczenia pochodnych i granic;

e rachunek catkowy i rézniczkowy;

e wykonywanie obliczen numerycznych;

e wykonywanie obliczen symbolicznych;

e obliczenia rozktadu prawdopodobienstwa i funkcji statystycznych;

o tworzenie wykresow funkcji jednej i dwu zmiennych;

e programowanie obliczen;

e korzystanie z jednostek i miar;

e tworzenie animaciji.

W procesie ksztalcenia jest wy§mienitym narzgdziem, ktore moze postuzy¢

migdzy innymi do rozwiazywania zadan prezentowanych w roznych zbiorach.



1. Wprowadzenie do obliczen w programie Mathcad

Niniejszy rozdzial ma charakter rozdziatu wprowadzajacego do programu
Mathcad. Przedstawiono w nim budowg interfejsu, nazw palet, grup operacji
i symboli oraz podstawowe skroty klawiaturowe operatoréw programu. Szcze-
g6towo opisuje mozliwosci obliczeniowe programu potwierdzone przyktadami
zadan tj. operacje na macierzach, tworzenie wykresow, rozwiazywanie réwnan,
uktadéw rownan i nierdéwnosci, operacje na pochodnych, catkach i granicach.

1.1. Okno programu Mathcad

Po uruchomieniu Mathcad’a na ekranie pojawia si¢ gtéwne okno programu
wraz z towarzyszacym mu oknem porady. Przystepujac do pracy zamykamy to
okno, a w razie potrzeby mozemy go otworzy¢ z menu Help. Gtéwne okno pro-
gramu zostato przedstawione na rys. 1.1. Jak wida¢ jego wyglad niczym si¢ nie
rozni od innych aplikacji pracujacych w srodowisku Windows. Mozemy w nim
wyrdzni¢ nastgpuUjace elementy:

e pasek tytulu;
pasek menu;
paski narzedziowe;
linijka;
pasek stanu;
arkusz roboczy.

" Mathcad - [Untitled:1]

@File Edit View Insert Format Tools Symbolics Window™ Help - 8 X

D-zEd SRV BB me = P01 0%

Hormal v | aria vlo v B 7 U [ElE2= =4
My Site v pPGo

\
— |+ N
pasek narzgdziowy Standard

A
B paseck narzgdziowy Formatting
™= | «———paseknarzedziowy Math
1% v
/ >
1rece W dow - Ui 1 -x
|Press i, for help. nyﬁ/o Page 1
pasek stanu obszar roboczy

Rys. 1.1 Gléwne okno programu Mathcad



W razie potrzeby paski narzedziowe mozemy wiaczy¢ lub wytaczy¢ wybiera-
jac z menu View—Toolbars a nastepnie odpowiedni pasek narzedziowy.

Paski narzedziowe takie jak Standard oraz Formatting nie wymagaja oma-
wiania bo sa niemal identyczne jak w innych programach uzytkowych np. Wor-
dzie, Excelu. Przyjrzyjmy si¢ jednak paskowi narzedziowemu pod nazwa Math.
Przy pomocy przyciskéw znajdujacych si¢ na tym pasku mozna wykonaé wigk-
szo$¢ operacji matematycznych. Kazdy z tych przyciskow pozwala wiaczy¢ lub
wytaczy¢ dodatkowy pasek narzedziowy (rys.1.2).

Evaluation ®

Calculator
gincostan In log nl @ |« [0
()} *x"m 7 8 89 /7
x + 1 2 3 += .10

= = e

- E
4 fx xf xfy xfy

I oo ®,

. Bonlean 3]

Matrix ¥,
= < > £ 2 & o AV S

(2] %, 5 Il i@ 6 M oma #3 Exd

Calculus Gree': ]
AL [ EO T ZTT lin, Tm_ @ §r & g8 F 0 8 vk A pE ¥ E oxm
p o7 v ¢ Xvy¥vwABTIAEZHS®
Progracning IKAMNEONPETY XY@
Add Line = i otherwise
for while break  continue
Symbolic
return on error =
- — Modifiers float rectangular
assume sohe simplify substitute factor
expand coeffs collect series parfrac
fourier laplace rans invfourier  invlaplace
imatrans n o= n' = In| = explicit

combing confrac rewrite

Rys. 1.2 Palety symboli matematycznych znajdujacych sig¢ na pasku Math

Najwazniejsze symbole zostana omowione przy realizacji poszczegdlnych
zagadnien. W tym miejscu objasnimy tylko nazwy palet oraz grup symboli
I operacji:

e Calculator — podstawowe operacje i funkcje matematyczne;
e Evaluation — m.in. symbole przypisywania zmiennym warto$ci (podsta-
wiania) oraz rozkazy wyswietlenia obliczonej wartosci;
Graph — wstawianie wykresow dwu i tréjwymiarowych;
Matrix — operatory wektorow i macierzy;
Boolean — operatory logiczne;
Calculus — operatory rachunkowe (catki, pochodne, sumy, iloczyny,
granice);
Greek — greckie litery;
e Symbolic — operatory do obliczen na symbolach (dziatania na wzorach
a nie liczbach);
e Programming — operatory stuzace do programowania.
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1.2. Tworzenie dokumentu

Dokument programu Mathcad moze sktadac¢ sig z jednej, kilku lub kilkunastu
stron przyjmujac posta¢ referatu, publikacji lub podrecznika. Koniec kazdej
strony oddzielony jest linia kreskowa co utatwia nam odpowiednie rozmieszcze-
nie wprowadzanych wzoréw, tekstu oraz wykresdw. Praca w dokumencie od-
bywa si¢ na obszarach tzw. regionach, w ktére wpisujemy odpowiednie obiekty.
Wyr6zniamy cztery obszary: obszar matematyczny (umozliwia definiowanie
zmiennych lub wyrazen algebraicznych i rownan), obszar wykresow, obszar
tekstu (umozliwia dodawanie komentarzy i opisdéw) oraz obszar rysunkow
(umozliwia wczytanie rysunkdw wykonanych w innych aplikacjach).

Po uruchomieniu programu na ekranie pojawia si¢ nowy pusty dokument
z kursorem roboczym (czerwony krzyzyk), ktory pokazuje miejsce wstawienia
nowego regionu (rys. 1.3 a). Kursor ten mozemy przenies¢ w dowolne miejsce
gdzie chcemy rozpocza¢ pisanie. Wystarczy wskaza¢ miejsce kursorem myszy
I klikna¢ lewy przycisk. Po rozpoczgciu wprowadzania obiektow kursor ten
zmienia posta¢ na niebieska pionowa kreske lub pot-ramke (rys. 1.3 b).

i
i

AEE

-8 &Q& Y
Mormal w | Arial

My Site L

"
0

- [olx]

-2l &LV

Iy Site ~

+

£ >
Press F1 for help.

Ly
Xi=j
b

< ?
| Press F1 for help.

Rys. 1.3 Kursor: roboczy (a); edycyjny (b)

Kazdy utworzony region w dokumencie mozna dowolnie przesuwac, kaso-
wac lub kopiowaé. Aby przeprowadzi¢ powyzsze czynnos$ci dany region nalezy
zaznaczy¢. W tym celu Klikamy mysza na obszar lub zaznaczamy go poprzez
okno (z wcisnigtym lewym przyciskiem myszy). Wokot takiego regionu pojawi
si¢ ramka o linii ciagtej lub przerywanej. | tak np. przesuwanie regionu moze
odbywac¢ sie za pomoca myszy. Po zaznaczeniu nalezy umiesci¢ kursor myszy
na granicy regionu. Wowczas kursor przybierze ksztatt reki i mozna przesuwaé
go z wcisnigtym lewym przyciskiem myszy.

Regiony mozna takze edytowac. Po kliknigciu na niego myszka spowoduje,
to ze w tym obszarze pojawi si¢ pionowa kreska bgdaca punktem wstawienia.
Nawigacja wewnatrz regionu odbywa si¢ za pomoca strzatek i klawiszy.
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1.3. Definiowanie zmiennych

Zmienna jest obiektem posiadajacym nazwe tzw. identyfikator, ktory odrdz-
nia go od innych zmiennych oraz przechowuje rézne wartosci. W programie
Mathcad wyr6zniamy nastgpujace typy zmiennych:

zmienna skalarna (np. a:=20);
zmienna zakresowa (np. b:=1,2..20);
zmienna znakowa (np. d:="tekst™);

[1 5 3]
Cc=
zmienna tablicowa (np. 072 ).

Powyzsze zmienne moga by¢:

o zasiggu lokalnym — to znaczy, ze jedna zmienna moze by¢ uzywana
w jednym lub kilku réznych wzorach, co eliminuje koniecznos¢ jej cia-
glego definiowania, uzywajaca znaku ,,:=", definicja zmiennej lokalnej
ma postac: "zmienna":="wyrazenie";

Warto$¢ kazdej zmiennej zdefiniowanej lokalnie jest odwotaniem dla
regioné6w umieszczonych tylko po prawej stronie lub ponizej zmienne;j.
Nie jest wigc obojetna kolejnos¢ definiowania danych.

0 charakterze globalnym — to znaczy, ze przypisana warto$¢ zmiennej
jest widoczna przez program w catym dokumencie, zawierajaca znak

»=, definicja zmiennej globalnej ma postaé: "zmienna"="wyrazenie".

Przyklad:
1. Aby zdefiniowa¢ zmienng lokalna skalarng m o wartosci 10 nalezy

z klawiatury wpisa¢: [m], [:], [10] oraz wcisna¢ [Enter]. Na ekranie po-
jawi si¢ zapis matematyczny zawierajacy definicj¢ zmiennej m:=10.
Aby zdefiniowa¢ zmienna lokalng zakresowa n z przedziatu od 0 do 20
z krokiem 2 nalezy z klawiatury wcisna¢ nastgpujace klawisze: [n], [1],
[01, [.1, [2], [;], [20] oraz wcisnaé [Enter]. Na ekranie pojawi si¢ zapis
matematyczny zawierajacy definicj¢ zmiennej n:=0,2..20.

Aby zdefiniowa¢ zmienng globalng skalarng p o wartosci 30 nalezy
wpisa¢ z klawiatury: [p], [~], [3], [0] oraz wcisna¢ [Enter]. Na ekranie
pojawi si¢ zapis matematyczny zawierajacy definicj¢ zmiennej p=30.

UWAGA'!
Zle zdefiniowane lub zdefiniowane w ztym miejscu zmienne wysSwietlane sa
w kolorze czerwonym.

12



1.4.Wprowadzanie operatoréw i stalych

W programie Mathcad operatory tj. pierwiastek, catka, pochodna, wektor, in-
deks, relacje oraz state mozemy wprowadzac¢ korzystajac z paskow narzedzio-
wych jak réwniez wprowadzajac je bezposrednio z klawiatury. Korzystanie
z paskow narzedziowych jest dosy¢ tatwe i wygodne jednak spowalnia prace
dlatego opanowanie skrotdw Kklawiaturowych operatorow znacznie utatwia
| przy$piesza prace obliczeniowe uzytkownika. W tabeli 1.1 przedstawiono pod-
stawowe skroty klawiaturowe operatorow. Operatory te zostaty podzielone na
trzy grupy: matematyczne i rachunkowe, logiczne, wektorowe i macierzowe.

Tabela 1.1 Podstawowe skroty klawiaturowe operatorow

OPERACJA

ZAPIS

KLAWISZE

Operatory matematyczne i rachunkowe

Dodawanie X+y [+] plus
Odejmowanie X-y [-] minus
Dzielenie 3 ] uk?ség 151?5) rawy
Mnozenie a*x [*] gwiazdka
Pierwiastek kwadratowy Jz [\] ukosnik lewy
(backslash)
Potegowanie x [*] daszek
Warto$¢ bezwzgledna |Z| []] kreska pionowa
Silnia n! ['] wykrzyknik
L. zespolona sprzg¢zona X [*] cudzystow

Suma wyrazen ze
zmienng zakresowa

[$] dolar

lloczyn wyrazen

[#] hash (krzyzyk)

Pochodna pierwszego df (t) 5 )

rzedu —dt [?] znak zapytania
1

Pochodna dowolnego A, [Ctrl+Shift+7]

rzedu "

13




cd. Tabeli 1.1

1
Calka oznaczona j N [&] ampersand
1
Catka nieoznaczona j 1 e [Ctri+]]
Granica dwustronna ]in ' [CtrI+L]
1 1
Granica lewostronna I]i“ - ' [CtrI+Shift+B]
Granica prawostronna I]i“ ot ! [CtrI+Shift+A]
Operatory logiczne
Wigkszy niz X>y [>]
Mniejszy niz X<y <]
Wieksze lub rowne X>y [Ctrl + 0]
Mniejsze lub réwne X <y [Ctrl + 9]
Nie réwne XAy [Ctrl + 3]
Twardy znak rownosci X=y [Ctrl + =]
Nawiasy (a+b)*c [ lub D]
Obydwa nawiasy (a+b)*c [1
Operatory wektorowe i macierzowe
Dodawanie 0+ [+] plus
Odejmowanie 0-0 [-] minus
. . [/] uko$nik prawy
Dzielenie /0 (slash)
Mnozenie 0*0 [*] gwiazdka
Suma elementéw wekto- '
a ZV [Ctrl + 4]
Transponowanie AT [Ctrl + 1] (jeden)
Stale
Stata 3,14 [Shift+Ctrl +p]
Stata e 2,718 [e]
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1.5. Przyklady zastosowania programu Mathcad

Ponizej zostaty przedstawione przyktady dziatan na macierzach, catkach, po-
chodnych jak réwniez sposoby rozwiazywania rownan i uktadéw rownan a takze
tworzenie wykreséw w programie Mathcad.

1.5.1. Dzialania na macierzach

Mathcad umozliwia wykonywanie réznych operacji na macierzach. Wigk-
szos¢ tych operacji zostato przedstawione w tabeli 1.1.

Aby zdefiniowa¢ macierz (wektor) nalezy wskaza¢ kursorem miejsce wsta-
wienia 1 nacisna¢ z klawiatury [Ctrl+M] lub skorzysta¢ z paska narzgdziowego
Matrix. W wywotanym oknie Insert Matrix podajemy wymiary macierzy — licz-
bg wierszy (rows) i kolumn (columns) a nastgpnie wypetniamy poszczegdlne
komorki (rys. 1.4).

ows: |8
S E — o
1 72 -1

Cancel
L 5409

Rys. 1.4 Okno Insert Matrix oraz zdefiniowana macierz

Przyklad 1
Na podanych ponizej macierzach przeprowadz nastgpujace operacje:
503 [? zn]
5 8 40 50
a) dodawanie macierzy,
b) odejmowanie macierzy,
C) mnozenie macierzy,
d) transpozycja macierzy,
e) odwracanie macierzy.

Aby przeprowadzi¢ powyzsze operacje na poczatku nalezy zdefiniowa¢ dwie

zmienne tablicowe (np. A i B), ktore zawieraja macierze o dwoch wierszach
i dwoch kolumnach. W tym celu w nowym regionie z klawiatury wpisujemy
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[Az], [Ctrl+M]. W wywotanym oknie Insert Matrix podajemy wymiary macierzy
—rows: 2 i columns: 2 a nastgpnie wypetlniamy poszczego6ine komorki:

()

Identycznie postepujemy przy definiowaniu macierzy B:

[ 7 zn]

E=

40 50

Ad a) Dodawanie macierzy A+B

W nowym regionie z klawiatury wpisujemy [A+B=]:

[12 23]
&H+B=

45 58
Ad b) Odejmowanie macierzy A-B

W nowym regionie wpisujemy [A-B=]:

[ -2 -1?]
A-B=

=35 -42
Ad c¢) Mnozenie macierzy A-B

W nowym regionie wpisujemy [A-B=]:

[155 zjn]

BE=

355 500

Ad d) Transpozycja macierzy A

W nowym regionie z klawiatury wpisujemy [A], [Ctrl+1], [=] oraz w drugim
regionie [B], [Ctrl+1], [=]:

55 740
ﬁT=( ] BT=
38 20 50

Ad e) Odwracanie macierzy A™
W nowym regionie wpisujemy [C], [:], [A"-1], oraz w drugim regionie [D], [:],
[B7-1]:

cma! D=B"

Nastepnie w kolejnych dwoch regionach wpisujemy [C=] oraz [D=]:
(0.32 -n.12] [—0.111 0.044 ]
= D=
-0Z 02 noEe  -001A
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1.5.2. Tworzenie wykreséw

Mathcad posiada szerokie mozliwosci wprowadzania roznego rodzaju wykre-
sOw dwu- i trojwymiarowych.
Wykresy dwuwymiarowe:

e X-Y Plot

e Polar Plot
Wykresy tréjwymiarowe:
Surface Plot
Contour Plot
3D Scatter Plot
3D Bar Plot

e Vector Field Plot

W niniejszym rozdziale zostanie oméwiony tylko wykres dwuwymiarowy:
X-Y Plot i tréjwymiarowy: Surface Plot.

Wykres dwuwymiarowy X-Y Plot mozna wstawi¢ wprowadzajac z klawiatu-
ry znak [@] lub wybierajac ikong z menu Graph—X-Y Plot. Po wywotaniu ope-
ratora pojawi si¢ pusty szablon wykresu z zaznaczonymi polami do wypetnienia
(rys. 1.5).

A 1 L

Rys. 1.5 Szablon wykresu X-Y Plot z zaznaczonymi polami do wypetnienia

Na s$rodku osi poziomej i pionowej nalezy wpisaé odpowiednie nazwy
zmiennych. Na krafncach osi mozna poda¢ zakres wys$wietlanych warto$ci
w przeciwnym wypadku zostanie on ustawiony automatycznie.

W jednym uktadzie wspoétrzednych mozemy przedstawi¢ kilka wykresow
funkcji. Wystarczy kolejne funkcje w polu opisu funkcji oddzieli¢ od siebie
przecinkiem (rys. 1.6), np. [x"2-1], [], [2x+50].
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Rys. 1.6 Wykres funkcji x*> —1oraz 2x + 50 w jednym uktadzie wspotrzednych

Wykresy formatujemy poprzez podwojne kliknigcie na wykresie i wybranie
odpowiedniej zaktadki w oknie dialogowym Formatting Currently Selected X-Y

Plot (rys. 1.7).

%V fxes | Traces

[CJEnable secandary v axis

H-bixis
[Log scale

Grid lines |
Mumbered

Auto scale

Show markers | rkers
Auko grid Auko grid
Number of grids: Number of grids:
Al Style

O Boxed [[JEqual scales

(® Crossed

O Mo

Mumber Farmal

t | Labels | Defaults

B

Pomoc

Rys. 1.7 Okno dialogowe Formatting Currently Selected X-Y Plot

Wykres trojwymiarowy: Surface Plot otrzymujemy poprzez wcisniecie
z klawiatury [Ctrl+2] lub wybierajac ikong Surface Plot z paska Graph. Po wy-
wotaniu operatora pojawi si¢ pusty szablon wykresu z zaznaczonym polem do

wypetnienia (rys. 1.8).
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0.5
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0.5
_1_1 50 05
0.5 u
0.5
I
h | |

Rys. 1.8 Szablon wykresu Surface Plot z zaznaczonym polem do wypetnienia

W miejscu braku wprowadzamy uprzednio zdefiniowana funkcje, np. powy-
zej szablonu wykresu definiujemy funkcje [f(x,y)], [:], [6x"2-5y"2] i w migjscu
braku wstawiamy [f] (rys. 1.9).

Rys. 1.9 Wykres funkcji f(x,y)=6x?-5y?

Wykresy formatujemy poprzez podwojne kliknigcie na wykresie i wybranie
odpowiedniej zaktadki w oknie dialogowym 3D Plot Format (rys. 1.10).
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Special Advanced QuickPlot Data
General Axes Appearance Lighting Title Backplanes
Wigiw Axes Skyle

Rotation: | 0.1 % | O Perimeter
Tik: | 3501 % Lol
! +| @ Corner Frames
Twist: | 350.1¢ % | () None Show Border |
Zoom: | 1 [JEqual Scales [] show Bosx —
Flat 1
() Surface Plat (O Data Foints () Bar Plat
() Conkour Plot (O Wector Field Plot () Patch Plat
o) (oo

Rys. 1.10 Okno dialogowe 3D Plot Format

1.5.3. Rozwigzywanie rownan

Rozwiazywanie rownan algebraicznych z jedna niewiadoma mozemy prze-
prowadzi¢ na dwa sposoby: symbolicznie lub numerycznie. Do rozwiazania
symbolicznego mozemy wykorzysta¢ funkcje solve natomiast do rozwiazania
numerycznego funkcje root lub polyroots:

f(x)solvex—»  pozwala na znalezienie pierwiastka rownania bez zadania
wartos$ci poczatkowej (nalezy tylko okresli¢, ktora z liter
W réwnaniu jest zmienna);

root(f(x),x) pozwala na znalezienie jednego pierwiastka rownania
f(x)=0 z zadana warto$cia poczatkowa;

root(f(x),x,a,b) poszukuje jednego pierwiastka rownania f(x)=0 w zadanym
przedziale wartosci od a do b (wartos¢ funkcji f(x) w punk-
tach a i b musza mie¢ rozne znaki);

polyroots(w) nie wymaga wartosci poczatkowej jak funkcja root, funkcje
ta stosujemy do obliczania pierwiastkéw wielomianu wyz-
szego stopnia, gdzie w jest wektorem rzeczywistym lub
zespolonym, ktory zawiera w kolumnie wspotczynniki
w kolejnosci od wyrazu wolnego w pierwszym wierszu do
wspotczynnika przy najwyzszej potedze w ostatnim wier-
szu, np. 2x°-x+3
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Przyklad 1
Rozwiaz rownanie x*-4=0.

Réwnanie zostanie rozwiazane z wykorzystaniem funkcji solve.

1. Na poczatku nalezy zdefiniowaé funkcje f(X) opisujaca prawa strong
rownania dlatego w tym celu wpisujemy z Klawiatury nastepujace znaki
[fCAl. ], [x"2-4]:

i) = :«:2 -4

2. Nastgpnie w nowym regionie wpisujemy [f(X)] i wybieramy funkcjg
solve z paska Symbolic. Pomigdzy solve a — z klawiatury wstawiamy [,]
i podajemy zmienna [x] oraz wciskamy [Enter]. Otrzymujemy zapis:

fix) solve x —

oraz rozwiazanie réwnania:

-2
fo8) solve,x — [ . ]

Sprawdzenie rozwigzania réwnania:

iz

- 1] 2
.

X

Rys. 1.11 Wykres funkcji f(x)=x*-4=0

Przyklad 2
Rozwiaz rownanie X-4=0, przyjmujac jako poczatkowa przyblizona wartos¢
rozwigzania 1.

Roéwnanie zostanie rozwiazane z wykorzystaniem funkcji root.
1. Na poczatku nalezy zdefiniowa¢ zmienna X i przypisac jej wartos¢ 1.
Z klawiatury wpisujemy w nowym regionie [x], [:], [1]:
=1
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2. Nastegpnie w nowym regionie nalezy zdefiniowa¢ funkcje f(X) opisujaca
prawa strong rownania. W tym celu wpisujemy nastepujace znaki [f(X)],
[:], [x"2-4]:
fix) = xg -4
3. W nowym regionie wpisujemy funkcj¢ rozwiazujaca rownanie i jako jej
argument wstawiamy funkcje definiujaca prawa strong réwnania oraz
zmienna X, wzgledem ktorej rownanie jest rozwiazywane. Z klawiatury
wpisujemy [root(f(x),x)] i wciskamy [Enter]. Otrzymujemy zapis:
root(fx) ¥ =
oraz jeden pierwiastek réwnania:
root(fi¥) 6 =2
4. Pamigtamy jednak z przyktadu 1, ze rOwnanie ma dwa pierwiastki. Aby
wyznaczy¢ drugi nalezy zmiennej X przypisa¢ inng warto$¢. Postepujac
zgodnie z punktem 1 zmiennej x przypisujemy wartos¢ -4. Powinni$my
otrzymac nastepujacy wynik:
root(fix) 6 = -2

Przyklad 3
Znajdz pierwiastki rownania x°>-4=0 znajdujace si¢ w przedziale [0,10].

Roéwnanie zostanie rozwiazane z wykorzystaniem funkcji root.

1. W nowym regionie nalezy zdefiniowa¢ funkcj¢ f(X) opisujaca prawa
strong rownania. W tym celu wpisujemy z klawiatury nastgpujace znaki
[fCAl, ], [x"2-4]:

fi) = xz -4

2. Nastepnie sprawdzamy czy wartosci funkcji f(x) na granicach zadanego
przedziatu maja rézne znaki. Z klawiatury wpisujemy w jednym regio-
nie [f(0)=] a w drugim [f(10)=]:

£l = -4 f(10) =96

3. Jak wida¢ znaki sa odmienne wigc mozna zastosowac drugi wariant
funkcji  root. W nowym regionie z Kklawiatury wpisujemy
[root(f(x),x,0,10)]. Otrzymujemy zapis:

root(fi) ,x.0,100 =
oraz jeden pierwiastek réwnania:
root(fi¥) =, 0,100 = 2
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Przyklad 4
Rozwiaz rownanie X>-4x%-5x+2=0.

Rownanie zostanie rozwiazane z wykorzystaniem funkcji polyroots.

1. W nowym regionie nalezy zdefiniowa¢ funkcj¢ f(X) opisujaca prawa
strong rownania. W tym celu z Klawiatury wpisujemy nastgpujace znaki
[, [:], [x"3-4x72-5x+2]:

fix) = x3 - 4x2 -Sx+2

2. Nastepnie definiujemy wektor o nazwie w, ktory zawiera w kolumnie
cztery wspotczynniki w kolejnosci od wyrazu wolnego w pierwszym
wierszu do wspoétczynnika przy najwyzszej potedze w ostatnim wierszu.
Ustawiamy kursor w nowym regionie i wybieramy z klawiatury [w:]
oraz [Ctrl+M]. W wywotanym oknie dialogowym Insert Matrix usta-
wiamy Rows: 4, Columns: 1 a nastgpnie wciskamy OK. W macierzy
wpisujemy kolejno od gory wspotezynniki [2], [-5], [-4], [1].

3. Po zdefiniowaniu wektora w wywotujemy funkcje polyroots. W nowym
regionie wpisujemy [polyroots(w)] oraz [=]. Otrzymujemy zapis:

polyroots(w) =
oraz wszystkie pierwiastki rownania:
—1255

polyroots(w) = | 0323
41932

Sprawdzenie rozwigzania réwnania:

S

fix) _ ot

-2

X

Rys. 1.12 Wykres funkcji f(x)=x>-4x*-5x+2
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UWAGA:

Dla sprawdzenia rozwiazania rownania lub w celu doktadniejszego okreslenia
zmiennej poczatkowej w funkcji root warto sporzadzi¢ wykres przebiegu funkcji
tak jak zostato przedstawione w powyzszych przyktadach.

1.5.4. Rozwigzywanie ukladéw réwnan i nieréwnosci

Uktady réwnan i nieréwnosci, podobnie jak rdwnania z jedna niewiadoma,
mozemy rozwiaza¢ na dwa sposoby: symbolicznie lub numerycznie. Dostepne
sa nastepujace funkcje: Isolve, procedura Given-Find.

Isolve funkcja ta stosowana jest do rozwiazywania uktadéw rownan
liniowych;

Given-Find  poszukuje rozwiazania $cistego (w granicach tolerancji),
mozna  stosowa¢ W  obliczeniach  symbolicznych
i numerycznych do rozwiazywania uktadow réwnan i nie-
rownos$ci zaréwno liniowych jak i nieliniowych (w oblicze-
niach numerycznych blok wymaga podania wartosci starto-
wych poszukiwanych zmiennych).

Przy rozwiazywaniu uktadow rownan nalezy doprowadzi¢ do takiej sytuacji
aby réwnanie wspotczynnikéw umiesci¢ po lewej stronie a wyrazy wolne po
prawej. W uktadach réwnan znak ,,="" wprowadza si¢ poprzez wcisnigcie kom-
binacji klawiszy [Ctrl=]. Na ekranie pojawi si¢ pogrubiony znak = .

Przyklad 1
Wyznacz pierwiastki uktadu rownan:

10x+2y+z=11
4x+5y+62=12
7x+8y+10z=13

Powyzszy uktad jest ukltadem rownan liniowych dlatego mozna go rozwiazac
wykorzystujac funkcjg Isolve.
1. Na poczatku nalezy zdefiniowa¢ powyzszy uktad rownan. W tym celu
z klawiatury wpisujemy w nowym regionie nastgpujace znaki
[10x+2y+z], [Ctrl=], [11], w drugim regionie [4x+5y+6z], [Ctrl=], [12]
oraz w trzecim regionie [7x+8y+10z], [Ctrl=], [13]:
1+ 2y+z=11

dr+ Sy + dz =12
Tr+ By + 10z= 13
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2. Nastegpnie definiujemy macierz A, ktéra zawiera wspotczynniki przy
zmiennych. Ustawiamy kursor w nowym regionie i wybieramy z kla-
wiatury [A:] oraz [Ctrl+M]. W wywotanym oknie dialogowym Insert
Matrix ustawiamy Rows: 3, Columns: 3 a nastgpnie wciskamy OK.
W wierszach macierzy wpisujemy odpowiednio wspotczynniki [10], [2],
[11, [4], [, [6], [7], [8], [10]:

m 2z 1

A=4 5 @A
T 810

3. Nalezy rowniez zdefiniowaé wektor B zawierajacy wyrazy wolne.
Ustawiamy kursor w nowym regionie i z klawiatury wpisujemy [B:]
oraz [Ctrl+M]. W wywotanym oknie dialogowym Insert Matrix usta-
wiamy Rows: 3, Columns: 1 a nastepnie wciskamy OK.

W kolumnie wektora B wpisujemy odpowiednio wyrazy wolne [11],
[12], [13]:

4. Po zdefiniowaniu macierzy A i wektora B wywotujemy funkcje Isolve.
Ponizej w howym regionie wpisujemy [lsolve(A,B)] oraz [=]. Otrzymu-

jemy zapis:
lzolvel & B =
oraz rozwigzanie uktadu réwnan liniowych:
-1.476
leobvel s B = | 19524
-13288

Dla sprawdzenia uklad réwnan zostanie rozwiazany innym sposobem wy-
korzystujac procedure Given-Find (numerycznie).
1. W obliczeniach numerycznych blok wymaga podania wartosci starto-
wych poszukiwanych zmiennych. Przyjmiemy dla x=1, y=2 i z=2.
W nowym regionie z klawiatury wpisujemy [x], [:], [1], w drugim [y],
[:], [2] i wtrzecim [Z], [:], [2]:

x=1 ¥o=2 =2

2. Ponizej w nowym regionie wpisujemy [Given] a nast¢pnie definiujemy
réwnania. W tym celu z klawiatury wpisujemy w nowym regionie na-
stgpujace znaki [10x+2y+z], [Ctrl=], [11], w drugim regionie
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[4x+5y+627], [Ctrl=], [12] oraz w trzecim regionie [7x+8y+10z], [Ctrl=],
[13]:
Given

0+ 2y +z=11
A+ Sy 4+ dz= 12

Tr+ 8y + 10z=13

3. Ponizej w nowym regionie wpisujemy [Find(x,y,z)] oraz [=]. Otrzymu-
jemy zapis:

Find(x,v. 21 =
oraz rozwigzanie uktadu rownan:

-1.476
Find(x,y,5) = | 19.524
~13.2%6

W pierwszym i drugim przypadku otrzymaliSmy te same wartosci szukanych
zmiennych. Swiadczy to o poprawnosci rozwiazania uktadu rownan.

Przyklad 2
Znajdz pierwiastki uktadu rownan znajdujace si¢ w pierwszej ¢wiartce ukladu

wspotrzednych.
{xz +y?=4

y-x2+x=2

Jak wida¢ z zapisu uktad jest uktadem rownan nieliniowych dlatego nie mozemy
go rozwiaza¢ przy uzyciu funkcji Isolve. Do rozwiazania tego zadania wykorzy-
stamy procedure Given-Find (humerycznie).
1. Na poczatku nalezy zdefiniowa¢ zmienne X i Y oraz przypisa¢ im dowol-
ne wartosci. Przyjmijmy dla x=0 i dla y=1. W nowym regionie
z klawiatury wpisujemy [x], [:], [0], a w drugim [y], [:], [1]. Otrzymu-
jemy zapis:
x=10 =1
2. Po deklaracji zmiennych ponizej w nowym regionie wpisujemy [Given]
a nastepnie definiujemy réwnania oraz nieréwno$ci poniewaz szukamy
pierwiastkow z pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzgdnych. W tym celu
w nowym regionie z Klawiatury wpisujemy [x"2+y~2], [Ctrl=], [4],
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w drugim regionie [y-x"2+x], [Ctrl=], [2], w trzecim [x>0], a w czwar-
tym [y>0]:

Civen

x2+5r2=4
2

y-% +x=2

x>0

v =0
Nastepnie wywolujemy procedure Find i podajemy wszystkie niewia-
dome. Ponizej w nowym regionie wpisujemy [Find(x,y)] oraz [=].
Otrzymujemy zapis:

finnd(x, ) =
oraz rozwigzanie uktadu rownan:

0
find(x.¥) = (2]

Dla sprawdzenia sporzadzimy wykres funkcji:

dr

Rys. 1.13 Wykres funkcji xX°+y*=4 i y-x*+x=2

Jak wida¢ z wykresu (rys. 1.13) uktad réwnan ma dwa rozwiazania
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych dlatego musimy znalezé
drugi punkt. W tym celu nalezy podstawi¢ inne wartosci dla zmiennych
X 1y. Postepujac identycznie jak w punkcie 1-3 rozwiazemy uktad row-
nan dla zmiennych x=1 i y=2. Otrzymujemy zapis z rozwiazaniem:
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Given
:»:2 + j,rz =4
V- :«:2 +x=2
xx0
w0
i) = [n.m]
1236

1.5.5. Operacje na pochodnych, calkach i granicach

Mathcad umozliwia obliczanie pochodnych pierwszego rzedu, wartosci po-
chodnych w punkcie i pochodnych rzgdu dowolnego. Skroty klawiaturowe do
wywotywania operatorow pochodnych pierwszego i dowolnego rzedu zostaty
przedstawione w tabeli 1.

Przyklad 1
Oblicz pochodna pierwszego rzedu z funkcji:

f(x)zln(xx)

Aby obliczy¢ pochodna pierwszego rzedu z powyzszej funkcji nalezy postepo-
wac wedlug ponizszych krokow:
1. Na poczatku definiujemy funkcjg f(x). W tym celu w nowym regionie
z klawiatury wpisujemy nastgpujace znaki [f(X)], [1], [In(X)], [1], [X].
Otrzymujemy zapis:

fi) =

2. Nastgpnie wywolujemy operator pochodnej pierwszego rzgdu. Wskazu-
jemy kursorem miejsce nowego regionu i weciskamy [?]. Pojawi si¢ ope-
rator pochodnej. W miejscu braku w mianowniku wpisujemy [x],
w liczniku [f(x)] a nastgpnie wciskamy kombinacje klawiszy [Ctrl .]. Na
ekranie pojawi si¢ wynik:

if[:xj — L - @
o 2 2
X X
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Przyklad 2
Oblicz wartos¢ pochodnej funkcji:

f(x) =M w punkcje x=2
X
Aby obliczy¢ pochodna pierwszego rzedu w punkcie z powyzszej funkcji nale-

Zy:
1. Zdefiniowa¢ funkcje f(x). W tym celu z klawiatury wpisujemy w nowym
regionie nastgpujace znaki [f(x)], [:], [In(X)], [/], [X]. Otrzymujemy za-
pis:
fi) = @
X
2. Poda¢ warto$¢ odcigtej, dla ktorej bedziemy liczy¢ pochodna. W nowym
regionie ponizej zdefiniowanej funkcji wpisujemy [x], [:], [2]:
¥=12
3. Wywotaé operator pochodnej pierwszego rzedu. Wskazujemy kursorem
miejsce nowego regionu i weiskamy [?]. Pojawi si¢ operator pochodne;j.
W miejscu braku w mianowniku wpisujemy [x], w liczniku [f(x)] a na-
stepnie [=]. Na ekranie pojawi si¢ wynik:

d
2 £ = 0077
dx

Podobnie liczymy pochodna wyzszego rzedu, np.
e druga pochodna z funkcji f (x) = x®

2
Ti"[::cjl — fx
to &
e trzecia pochodna z funkcji f (x) = x°
3 f(£) = 6
3
dx
to

Mathcad umozliwia réwniez obliczanie calek pojedynczych, podwdjnych,
oznaczonych i nicoznaczonych. Do wprowadzania symboli catek funkcji mozna
wykorzysta¢ palete Calculus lub uzy¢ skrotdw klawiszowych. Skroty do wywo-
tywania symboli calek oznaczonych i nieoznaczonych zostaly przedstawione
w tabeli 1.1.
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Przyklad 3
Oblicz catke oznaczona funkcji:
f(x)=Inx w przedziale <1,2>

Jak pamietamy ze szkoly Wb studiow obliczanie tego typu calek byto Zmudng
pracq. Dla przypomnienia przedstawimy przyklad rozwiqzania tej catki.

Aby rozwiqzaé catke oznaczonq z powyzszej funkcji nalezy wykorzysta¢ wzor na
catkowanie przez czesci:

2 Jlx)=Inx gz =1

2
_!-lnxdx:_ll-l-lnxdx: f'(?f)=% g(x)=I1c1’x=x

:[xlnx]f—

2
[1dx=
1

=2ln 2—11n1—[x]f =2ln2-(2-11=2ln2-1

Po co si¢ meczy¢ skoro takq catke mozemy rozwiqzaé przez Kilka Kliknie¢ myszaq.

W Mathcadzie catke oznaczona z funkcji f(x)=Inx obliczamy w nastepujacy
sposab:
1. Wywolujemy operator catki oznaczonej poprzez wcisnigcie z klawiatury
[&]. Nastepnie wprowadzamy granice [1], [2], funkcj¢ podcatkowa
[In(x)], zmienna catkowania [x] oraz wciskamy kombinacje klawiszy
[Ctrl .]. Otrzymujemy zapis i wynik:

2
J %) dx — () — 1
1

Przy obliczaniu calki nieoznaczonej postepujemy w podobny sposob z ta
roznica, ze wywolujemy operator calki nieoznaczonej [Ctrl+I] i nie wpro-
wadzamy granic calkowania, np. calka nieoznaczona z funkcji f(x)=Inx
WYynosi:

j In(x) dx = x(In(x) - 1)
W przypadku gdy chcemy obliczyé calke nieoznaczong podwdjna lub po-

trojna operator calkowania wywolujemy odpowiednio dwa [Ctrl+l],
[Ctri+1] lub trzy razy [Ctri+1], [Ctri+]], [Ctri+]], np.:

4 3 3 12 2
. . [
J- J x3y2+23r-x2+5-xdxdy—> x1§ p1F 2T

3 2

Analogicznie odbywa sig¢ obliczanie granic funkcji.
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Przyklad 4
Oblicz granice funkcji w punktach nicokres$lonosci tej funkcji.
X
10 X2 —4
Dziedzing powyzszej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych z wylaczeniem
punktéw -2 i 2. Naszym zadaniem jest obliczenie czterech granic jednostron-
nych: lewostronnej w punkcie -2 i 2 oraz prawostronnej w punkcie -2 i 2.

Przy obliczaniu granicy tej funkcji w Mathcadzie postepujemy w nastgpujacy
sposob:
1. Wywoluyjemy granice lewostronna poprzez nacis$nigcie klawiszy
[Ctrl+Shift+B]:
litn 1
=y

2. W miejsce braku wpisujemy zmienna [X], punkt [-2] oraz funkcje

T 4 Po uzupehieniu z klawiatury wciskamy [Ctrl .]. Otrzymujemy
X —
wynik:
fim X
= -2 xg -4

3. Identycznie postepujemy przy obliczaniu granicy lewostronnej dla punk-
tu 2. Otrzymujemy wynik:

X

lirm — -
=23 xz |
4. Nastgpnie wywolujemy granice prawostronng poprzez naci$nigcie kla-
wiszy [Ctrl+Shift+A]:
lim
11 +

5. W miejsce braku wpisujemy zmienna X, punkt -2 oraz funkcje¢ f(x). Po

uzupetnieniu z klawiatury weiskamy [Ctrl .]. Otrzymujemy wynik:
X

— OO
- -27 x2 -4
6. Identycznie postepujemy przy obliczaniu granicy prawostronnej dla
punktu 2. Otrzymujemy wynik:

X

— 0
x—=27 x2_4

7. Potwierdzmy rozwiazanie wykresem funkcji f(x).
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X

Rys. 1.14 Wykres funkcji f(x)=

x* -4

1.5.6. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Przeprowadz badanie przebiegu zmiennos$ci funkcji kwadratowej
f(x)=ax*+bx+c:

a)

zdefiniuj wspotczynniki a=3, b=4, c=-2,

b) zdefiniuj funkcje f(x)=ax’+bx-+c,

c)

utworz wykres funkcji f(x),

d) na krancach osi ogranicz zakres wyswietlanych wartosci -4 do 4 i ar-

e)

f)
9)

gumentow -2 do 2 oraz sformatuj wykres funkcji wybierajac nastgpu-
jace opcje:

—  (Axes style—crossed)

- (X-axis—Numbered)

—  (X-axis—»Number of Grids—4)

— (Y-axis - analogicznie),

oblicz zbior wartosci funkcji f(x) dla zdefiniowanego zbioru argumen-
tu x=1,1.5...4,

oblicz delte 4 oraz miejsca zerowe funkcji Xy, Xa,

oblicz pole powierzchni pod wykresem funkcji kwadratowej.

2. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

3 x2

27+ x¥

dla x=10, y=3, z=4.

3. Oblicz warto$¢ wyrazenia:

(= In(x?)+ 2+/x? + 2x

sin(2x)

dla x zmieniajacego si¢ od 1 do 9 z krokiem rownym 2.
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4. Wykonaj dziatania na macierzach:
a) dodaj macierze

-2 & E AT 2 a7 -5 B 35
g 3 -2 & 45 6 -3 f7 5 -
1 -2 & 3 34 |+(43 12 -10 3 3

3023 45 4 A o &2 7 945

-4 7 & -6 5 4 -24 21 4 3

b) transponuj macierz otrzymang w punkcje a)

C) pomnoz macierze
1 2
0 3|{1 23
11 '[—1 0 4]
2 4

5. Oblicz pochodng pierwszego rzgdu z funkcji:
f(x)=x%-e*sin(cos(x))

6. Oblicz pochodna drugiego rzedu z funkcji:
f(x)=sin(x)-In(x)

7. Wyznacz calkg nieoznaczong funkcji:
1

X)=—F5——
9(x) x2 +4x+10

8. Oblicz catke oznaczona funkcji w przedziale od 1 do 3:

h(x)=x3vx? -1

9. Oblicz catkg podwdjna nieoznaczona:
f(x,y)=x-y

10. Rozwiaz réwnanie:
f(x)=3"+3"1-36

11. Rozwiaz uktad réwnan:
2 2 2
(2x-1) (y+2)? _(2x=y)(2x+ y)+4x + 3y
3 2 6
X(X—=1)2 +2(y—-1)> = x(x=2)(x+2)-2(y-x)(y+Xx)=—4

=3




12. Korzystajac z polecenia Simplify upros¢ wyrazenie:
132 B 2 2
2) (2x-1) —(y+2)2—(2X y)(2x+y)+4x +3y°
3 2 6
b) x(x-=1)>+2(y—1)*> = x(x=2)(x+2)=2(y—x)(y+x)+4

3

ODPOWIEDZI:

1. 3.
c, d)

2.81

4 -35.585
\ 2 | -27.666
f(x) I 2 1 1 1 19.954

i y b2 -32.35

!
X 4.
e) a)
= 21 13 84 -5 37
1075 15 53 75 13 43
15 M 4 -4 & W
) = 2575 44 15 -3 -5 W
47 19 -17 29 -2 10
48,75 b)
o 15 44 44 19
13 -53 4 15 -17
f)

24 ¥5 -4 38 10

A=dn % =-1721 x=0387 50013 6 -5 -7

g) 30043 39 39 10
-4.685 c)

-1 2 1
2 -3 0 12
2.688-10% -2 -2 1

-2 4 i
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5.

2-x2-ezlx- st cos(x) + 2% ez‘x-si.n(cos(x)) - x}_EQ-x sin¥) - cos cos())

7.
&

43.746

11.
(-2-1)

12,
a)
AE .

3 3
b)

Sx-4dv+4a

Przydatne polecenia z paska narzedziowego Symbolic:
Simplify - upraszcza wyrazenia algebraiczne i trygonometryczne
Expand - wymnaza wyrazenia algebraiczne i trygonometryczne

Factor - rozktada wyrazenia na czynniki

Collect - wytacza wspodlny czynnik przed nawias
Coeffs - wyciaga wspotczynnik z wielomianu

Series - rozwija w szereg

Convert, Parfrac - dzielenie wielomianow/wyciaganie czynnika przed utamek.
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2. Osiowe rozciaganie i Sciskanie pretow prostych

2.1.Pojecia podstawowe

Osiowe rozciaganie lub $ciskanie prgtOw wystepuje W przypadku gdy uktad
sit wewnetrznych po jednej stronie przekroju poprzecznego preta daje si¢ spro-
wadzi¢ do wypadkowej N prostopadtej do przekroju, utwierdzonej w jego srod-
ku ciezkosci i skierowanej zgodnie z normalna zewngtrzna. Jezeli sity wypad-
kowe skierowane sa od siebie — prety sa rozciagane, jezeli sity wypadkowe skie-
rowane sg do siebie — prety sa $ciskane (rys. 2.1 i 2.2). Elementami rozciagany-
mi lub $ciskanymi sa prety kratownic, $ciagi, rozpory tukow i ram oraz shupy
i filary.

F l F
-’  — — — — ———
I
/
F = N
-—— —  — - — _._>

/

m
M

lﬁw
1
|
|
|
|
TTTH -
=

Rys. 2.2 Element prgta $ciskanego osiowo

Po przylozeniu obciazenia dziatajacego na element powoduje powstanie
W materiale tego elementu sit wewnetrznych. Silty te odniesione do powierzchni
przekroju elementu nazywamy naprezeniami. W pretach rozciaganych i $ciska-
nych osiowo wystgpuja naprezenia normalne.

o=—

S
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Poniewaz N=F zatem mozna zapisa¢, ze:

F
o=—

S
Jednostka naprezenia w uktadzie SI jest Pa (paskal), [Pa=N/m?], wielokrot-
nos$cia najczesciej uzywana jest MPa (megapaskal) [MPa=MN/m? lub N/mm?].
Na rysunku 2.3 przedstawiono rozktad naprezen normalnych w przekroju
preta rozciaganego i $ciskanego. Podczas rozciagania w precie wystepuja napre-
zenia o(+) natomiast przy $ciskaniu naprezenia o(-).

2) F %qﬂ } F
D g o L.

Rys. 2.3 Rozktad naprezen w precie rozcigganym (@) i Sciskanym (b)

Warunek wytrzymalos$ci dla materiatdéw sprgzysto-plastycznych $ciskanych
lub rozciaganych osiowo:

o=—=<k, =—"lub —=

F R

B

gdzie:

S — pole powierzchni przekroju,

F — osiowa sita $ciskajaca lub rozciagajaca,

kr — napr¢zenia dopuszczalne,

Rm — granica wytrzymatosci,

R, — granica plastycznosci,

X, — wspotczynnik bezpieczenstwa dla materialow kruchych (np. dla zeliwa
szarego X, =35),

X, — wspotczynnik bezpieczenstwa dla materialow plastycznych (np. dla stali,
staliwa i zeliwa ciagliwego x, =2-2.3, dla stopow miedzi x, =3 -4, dla
stopow aluminium x, =35-4).

Rysunek 2.4 przedstawia pret rozciagany sita F. Lewy koniec preta zostat
utwierdzony w $cianie. W dowolnym punkcie preta panuje sita normalna N.
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Z pret przed
odksztalceniem

Y pretpo

o / 0 odksztalcemu

.: 20 1/

/ 4

X
=B e "
de L1 / c——p|/ <
w L al
Ly

Rys. 2.4 Schemat deformacji preta po przytozeniu obciazenia

Analizujac powyzszy rysunek (rys. 2.4) mozna zauwazyé, ze odksztatcenia
wzgledne ¢ w poszczegdlnych kierunkach x, y, z zmieniaja si¢ w nastepujacy
sposab:

AL -

_Ab_b-b A _h-h
L b b

¢ " b % TTh T h

, €

Natomiast prawo Hooke’a wyraza si¢ wzorem:
o,=E-¢, 0,=0, 0,=0

Wydtuzenie preta A/ o dlugosci | mozna wiec wyznaczy¢ z prawa Hooke’a
Al

=
F Al F-Il

F g, n-FL
S I E-S

. F .
podstawiajac za o, = S iza ¢, =
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Poniewaz odksztalcenia liniowe zwiazane sa zaleznoscia: &, =&, = —v&,.

Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ zmiany wymiardw przekroju poprzecznego
preta:

Ab:—vF.b
E-S
Ah:—vF h
E-S

2.2.Przyklady do wykonania

Zadanie 1
Obliczy¢ napregzenie normalne w precie o przekroju kotowym d=0,020 m, roz-
ciaganym sita F=3200 N (rys. 2.5).

F F
‘__._ ________ __>

Rys. 2.5 Schemat preta rozciaganego (rysunek do zadania 1)

Rozwiqzanie
Przystegpujac do rozwiazania zadania nalezy:
Zdefiniowac site F rozciagajaca pret:

F = 32001

iaa

Zdefiniowa¢ $rednice d preta:

d = 0.020m
Zadeklarowac¢ pole przekroju S preta:

S:=£
4

= 3140 % 10t

Deklarujemy rozktad naprezen o :

Otrzymujemy wynik:
o=102x= ID?Pa
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Zadanie 2

Pret stalowy o przekroju kwadratowym o dhugosci 1=2,5 m zostat obciazony sita
F=30000 N. Wyznaczy¢ wymiary przekroju poprzecznego preta, wydtuzenie
bezwzgledne Al oraz odksztalcenie wzgledne & w Kierunku X, y, z jezeli napre-
zenie dopuszczalne wynosi k=150 MPa za§ modut Younga E=2,5-10° MPa
I wspotczynnik Poissona v=0,3.

Rozwiqzanie
Definiujemy sitg F, dtugos¢ preta I, naprezenie dopuszczalne k;, modut Younga
E oraz wspodtczynnik Poissona v:

H H
? _— =03
2

F = 30000H l:=25m k= 15I:I-—2 E=2510-
it it

Wymiary przekroju poprzecznego preta okreslamy z warunku wytrzymatoscei:

F
o=—=
5 &

Za pole przekroju poprzecznego S podstawiamy a® i z powyzszego wzoru wyli-

Czamy a:
F F
0.:=_2$kr » a4z |— —> a= E=U,Ul4m
. Ky ky

Przyjmujemy a=0,014 m
Definiujemy pole przekroju poprzecznego preta S:
S=a

Wydtuzenie bezwzgledne A/ obliczamy zgodnie z prawem Hooke’a. Definiuje-
my A4/ i obliczamy:
_FL 3

Al= o3 Al=15%10" "m

Odksztatcenie wzgledne ¢ w kierunku x, y, z obliczamy ze wzoru:

Al -4
Sy = T Sy =dx 10
-4
a2 =g, €y = -1.2=10
Ep = -1ME, Ep= -12% 10 4
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Zadanie 3

Dla preta stalowego o skokowo zmieniajacej sig¢ $rednicy obciazonego jak na
rys. 2.6 obliczy¢ wydtuzenie catkowite oraz sporzadzi¢ wykres sit normalnych,
naprgzen normalnych i zmiany pola przekroju poprzecznego. W zadaniu przyjaé
nastgpujace dane: d;=0,020 m, d,=0,010 m, 1,=0,5 m, 1,=0,5 m, F;=20000 N,
F,=10000 N, E;=2,1-10° MPa, E,=2,1-10°MPa.

Vs
/
3 Fi o Fa X
Ajf— | ——  -—p @ -
g 1
1
L1 [

Rys. 2.6 Schemat preta rozciaganego (rysunek do zadania 3)

Rozwiqzanie

Przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zdefiniowaé poszczegolne obciaze-
nia dzialajace na dany pret, punkty przytozenia tych obciazen, Srednice preta,
zmiang przekroju poprzecznego, moduly Younga oraz dtugo$¢ poszczegdlnych
odcinkéw preta. Dodatkowo nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok obli-
czen na dtugosci preta L.

Definiujemy poszczegolne odcinki preta i obliczamy jego dtugosé catkowita:

11 =0.5m ].2 = 0.5m

2
L=5%"1 L=1m
r—

Aby sporzadzi¢ podane wykresy oraz obliczy¢ pola przekroju poprzecznego dla
poszczegblnych odcinkdow preta nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok
obliczen na dhugosci preta L:

®x=0L,000-L. L

Definiujemy sity dziatajace na prgt oraz odleglosci ich przylozenia od punktu
utwierdzenia A. Sity dziatajace zgodnie z kierunkiem osi x oznaczamy z ,,+”
a przeciwnie z ,,-”.
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F1 = —20000H F2 = 10000H

g =05%m g =1m
Fy Fy

Definiujemy moduty Younga dla poszczegdlnych odcinkéw preta:

E1 = 2.1-1IJSI'U'IPa Ev2 = 2.1-1EISI'u'IPa
Definiujemy $rednice poszczegdlnych odcinkéw preta i obliczamy ich pole
przekroju poprzecznego:

dl = 0.020m d2 = 0.010m
2 2
T'-'ldll T'-'Id2l
Sl = p 32 = p

Definiujemy odlegto$ci zmiany przekrojow poprzecznych od punktu A:

=035m =1m
IS1 IS:!

Po zdefiniowaniu poszczegdlnych wielkosci wystepujacych w zadaniu mozemy
przej$¢ do obliczenia reakcji wystgpujacej w miejscu utwierdzenia preta
w punkcje A:

Ry =1 107}

R

[] e

1

Nastepnie obliczamy sity normalne pochodzace od zewngtrznych sit skupionych
dziatajacych na pret:

._..
I

2
NpGo =’ [Fi(x = 1Fi):|
i=1
Sity normalne N dla poszczegdlnych odcinkow preta wyznaczymy na podstawie
rownania:

Wiz =R, - Mg

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres sit normalnych:
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1x10*

5x10™
N
® 06 08 |1
NI seq0*
- 1x10*
x [m]

Rys. 2.7 Wykres rozktadu sit normalnych w precie

Aby obliczy¢ naprezenia normalne wystepujace w precie musimy dodatkowo
obliczy¢ pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:

1

2
0 2 )] S ooy

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres zmiany pola przekroju:

4

4x10-‘[
Ix10” -
S0 210
[0 g ®

0 02 04 06 08 1
x [m]

Rys. 2.8 Wykres zmiany pola przekroju preta

Majac obliczone pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ W zakresie funkcji
X mozemy obliczy¢ rozktad napr¢zen w zadeklarowanym obszarze funkcji x:

LiC)

7 5w
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Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres napr¢zen normalnych:

1 5x10%
1)-c1|:|3
o(®)  5x10”
[Pa] M
06 08 1
- sx10'L
x [m]

Rys. 2.9 Wykres zmiany napr¢zen normalnych przekroju preta

Aby obliczy¢ wydluzenie catkowite preta musimy obliczy¢ moduty Younga
zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:

1

EGh= ' [Ei(x : 151)} * i [Ei(lsl o 151)}

s
1=1 1=

Wydtuzenie catkowite obliczamy ze wzoru:

L
.-'llc = ﬂ dx
E(:)

1

Al =274 x 107 10

Zadanie 4

Dla preta stalowego o skokowo zmieniajacej si¢ $rednicy obciazonego jak na
rys. 2.10 obliczy¢ wydtuzenie catkowite oraz sporzadzi¢ wykres sit normalnych,
naprezen normalnych i zmiany pola przekroju poprzecznego. W zadaniu przyjaé
nastgpujace dane: d;=0,050 m, d,=2/3d;, 1=1 m, I,=1 m, F;=4200 N,
F,=4000 N, I;=0,5 m, E;=2,1:10° MPa, E,=2,1-10° MPa.
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Rys. 2.10 Schemat preta rozciaganego (rysunek do zadania 4)

Rozwiqzanie

Przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zdefiniowaé poszczegdlne obciaze-
nia dzialajace na dany pret, punkty przytozenia tych obciazen, Srednice preta,
zmiang przekroju poprzecznego, moduly Younga oraz dlugos¢ poszczegolnych
odcinkow preta. Dodatkowo nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok obli-
czen na dtugosci preta L.

Definiujemy poszczegdlne odcinki preta i obliczamy jego dtugosé catkowita:
L =1m L2 =1m

Aby sporzadzi¢ podane wykresy oraz obliczy¢ pola przekroju poprzecznego dla
poszczegbdlnych odcinkdow preta nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok
obliczen na dtugosci preta L:

®x=0L,0001L.L
Definiujemy sily dziatajace na pret oraz odlegtosci ich przylozenia od punktu

utwierdzenia A. Sity dziatajace zgodnie z kierunkiem osi x oznaczamy z ,,+”
a przeciwnie z ,,-”.

F1 = 4200H F2 = 4000W
I =035%m I. =L
Fy F
Definiujemy moduty Younga dla poszczegdlnych odcinkéw preta:
_ 5 _ 5
E1 =21-10"MFa Ev2 = 21107 MPa
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Definiujemy S$rednice poszczegdlnych odcinkéw preta i obliczamy ich pole
przekroju poprzecznego:

2
dl = 0.050m d2 = E dl
™| dl |2 | d2 |2
Sl = 2 52 = p
Definiujemy odlegtosci zmiany przekrojow poprzecznych od punktu A:
=1 =L
5 =Y 5

Po zdefiniowaniu poszczegdlnych wielkosci wystgpujacych w zadaniu mozemy
przejs¢ do obliczenia reakcji wystgpujacej w miejscu utwierdzenia preta
w punkcje A:

[]e
i

R = Ry =22x 10N
1
Nastegpnie obliczamy sity normalne pochodzace od zewngtrznych sit skupionych

dziatajacych na pret:

-
1]

2
NE() = [Fi(x = lFi:I]
1=1
Sity normalne N dla poszczegdlnych odcinkéw preta wyznaczymy na podstawie
rownania:

HiZ =Ra - Mgl

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres sit normalnych:

1x104‘[
8)-:103‘
6><1I33‘
N(x) 3
dx 107
[N] 3
2x107

o051 15 2
x [m]

Rys. 2.11 Wykres rozktadu sit normalnych w precie
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Aby obliczy¢ naprezenia normalne wystgpujace w precie musimy dodatkowo
obliczy¢ pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:
1 2
B9 = [Si(x < 131)} 5 [31(151 <z 151)}
i i=2

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres zmiany pola przekroju:

210 &
1.5%10
3(0)
. -3
[m?] 1x10 -
510”4 ~ ~ - .
0 05 1 15 2

x [m]

Rys. 2.12 Wykres zmiany pola przekroju preta

Majac obliczone pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji
X mozemy obliczy¢ rozktad naprezen w zadeklarowanym obszarze funkcji x:

N
X =
ax) 30
Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres naprezen normalnych:

5x106
4xlUQ
3xlﬂq
(%) 6
2x10™
Pal pao®

005 1 15 2
x [m]

Rys. 2.13 Wykres zmiany naprezen normalnych przekroju preta
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Aby obliczy¢ wydluzenie catkowite preta musimy obliczy¢ moduly Younga
zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:

i 2
- 3 (5=55)] 55, 555

i:]_ 1=2

Wydtuzenie catkowite obliczamy ze wzoru:

L
A= | T g
¢ E(x)
I}

Al =3624% 100 %

Zadanie 5

Dla preta stalowego o skokowo zmieniajacej si¢ $rednicy obciazonego jak na
rys. 2.14 obliczy¢ wydtuzenie catkowite oraz sporzadzi¢ wykres sit normalnych,
naprezen normalnych i zmiany pola przekroju poprzecznego. W zadaniu przyjaé
nastepujace dane: d;=0,030 m, d,=1/2d,, ;=1 m, I,=1 m, 1,=0,7 m F,=4200 N,
E;=2,1-10°MPa, E,=2,1-10° MPa, Ez=3/4E;.

-

11 12 13

Rys. 2.14 Schemat preta $ciskanego (rysunek do zadania 5)

Rozwiqzanie

Przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zdefiniowaé poszczegolne obciaze-
nia dzialajace na dany pret, punkty przylozenia tych obciazen, $rednice preta,
zmiang przekroju poprzecznego, moduty Younga oraz dlugo$¢ poszczegodlnych
odcinkéow preta. Dodatkowo nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok obli-
czen na dtugosci preta L.

48



Definiujemy poszczegdlne odcinki preta i obliczamy jego dtugosé catkowita:

11 = 1m 12 = 1m ]3 =0.7m
3
L=1%" L L=27m

1

Aby sporzadzi¢ podane wykresy oraz obliczy¢ pola przekroju poprzecznego dla
poszczegbdlnych odcinkow preta nalezy zdefiniowaé obszar funkcji x oraz krok
obliczen na dtugosci preta L:

z=0L,0001-L.L

-
I

Definiujemy sity dziatajace na pret oraz odleglosci ich przytozenia od punktu
utwierdzenia A. Sity dziatajace zgodnie z kierunkiem osi x oznaczamy z ,,+”
a przeciwnie z ,,-”.

F1 = —4200H
lF]_ =L
Definiujemy moduty Younga dla poszczegdlnych odcinkéw preta:
. 3 - 5 3
E1 =2.1- 107 MPa E2.— 2.1-107 MFa Eg.— EEI

Definiujemy $rednice poszczegdlnych odcinkéw preta i obliczamy ich pole
przekroju poprzecznego:
1

dy = 0.030m dy = 3 dq
. -Tr|:| dll2 - |d2|2:| . -Trlnj,ll2 . .
1= #1=— 3= 5z
Definiujemy odlegtosci zmiany przekrojow poprzecznych od punktu A:
2
=1 =N 1 =L
s, =y =3 Iy,

i=1

Po zdefiniowaniu poszczego6lnych wielkosci wystepujacych w zadaniu mozemy
przejs¢ do obliczenia reakcji wystgpujacej w miejscu utwierdzenia preta
w punkcje A:

1
=95N" F.

1

R R, =-42x I0°H

i=1
Nastepnie obliczamy sity normalne pochodzace od zewnetrznych sit skupionych
dziatajacych na pret:
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1
Np() = > [Fi(x = lFi):|
1=1
Sity normalne N dla poszczeg6élnych odcinkow preta wyznaczymy na podstawie
rownania:
M) =FRa - Mg

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres sit normalnych:

u 1 1 _|

3
- lxlUg'
- 2x103'
A 3 103
107~
[N] ;
- 4x10™
|

= 5x10
x [m]

Rys. 2.15 Wykres rozktadu sit normalnych w precie

Aby obliczy¢ napr¢zenia normalne wystepujace w precie musimy dodatkowo
obliczy¢ pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:

1 2 3
B0 = E [Si(x < 131)] + ;‘; [51(131 < 131)1 + 23 [51(132 <x s 131)]

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres zmiany pola przekroju:

7.5%10" 4

710”4

1 2 3
x [m]

Rys. 2.16 Wykres zmiany pola przekroju preta
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Majac obliczone pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji
X mozemy obliczy¢ rozktad naprezen w zadeklarowanym obszarze funkcji x:

Lle)
=)

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres napr¢zen normalnych:

arx) =

J ' : 1
3
- 2)(106'

o®) - dxio™

[Pa]  _ g10®
- 8:-:106'
x [m]

Rys. 2.17 Wykres zmiany naprezen normalnych przekroju preta

Aby obliczy¢ wydluzenie catkowite preta musimy obliczy¢é moduty Younga
zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:
1

2 3
B = [Ei(x < 131)] +> [Ei(lsl <% 131)] > [Ei(lsz <x% 151)]
' i=2 i=3

Dla sprawdzenia sporzadzimy wykres rozktadu modutu Younga:

2.2)-:1!]1 l'l'
leD]]‘
E(x) 1.8><1EI“-

[Pa] y guqpth

1.4x lEI] Y ' ' —
0 1 2 3
x [m]

Rys. 2.18 Wykres zmiany modutu Younga w przekroju preta
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Wydtuzenie catkowite obliczamy ze wzoru:
I
A= | I8 g
Elz)
1]
3

Al = -0.279% 107 'm

Zadanie 6

Dla preta stalowego o skokowo zmieniajacej sig¢ $rednicy obciazonego jak na
rys. 2.19 obliczy¢ wydhuzenie catkowite oraz sporzadzi¢ wykres sit normalnych,
naprgzen normalnych i zmiany pola przekroju poprzecznego. W zadaniu przyjaé
nastepujace dane: d;=0,040 m, d,=1/2d;, d3=2/3d;, ,=1,2 m, [,=1,2 m, 15=0,8 m
F,=42000 N, F,=40000 N, F;=8000 N, @,=10000 N/m, E;=2,1.10° MPa,
E,=2,1-10° MPa, E;=3/4E; oraz I;;=0,6 m i I-,=2,8 m.

- I2 -
y IF1
q1
’ /
Als F4 / 3| 3 F2 Fs -
’ - — — - - -—
é !
13
1" 12
Rys. 2.19 Schemat preta rozciaganego (rysunek do zadania 6)
Rozwiqzanie

Przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zdefiniowaé poszczegolne obciaze-
nia dzialajace na dany pret, punkty przylozenia tych obciazen, $rednice preta,
zmiang przekroju poprzecznego, moduty Younga oraz dlugo$¢ poszczegodlnych
odcinkéow preta. Dodatkowo nalezy zdefiniowaé zakres funkcji oraz krok obli-
czen na dtugosci preta L.

Definiujemy poszczegdlne odcinki preta i obliczamy jego dtugosé catkowita:

ll:lim b:lim E:DEm

L=32m

AEE

[y
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Aby sporzadzi¢ podane wykresy oraz obliczy¢ pola przekroju poprzecznego
i moduty Younga dla poszczegdlnych odcinkow preta nalezy zdefiniowaé zakres
funkcji x oraz krok obliczen na dlugosci preta L:

¥=0L,0001.L. L
Definiujemy sily dziatajace na pret oraz odlegtosci ich przylozenia od punktu
utwierdzenia A. Sity dziatajace zgodnie z kierunkiem osi x oznaczamy z ,,+”
a przeciwnie z ,,-™
e sity skupione:

F, = 42000 F, = 40000 F, = ~2000N
1 4 1

I ==1 e =N L+= e =L

Fi 71 Fp= 2, bt gk Fy

i=1
e ity roztozone:

¥
gpe=1on— 1, =k a, =1

m 4 4
Definiujemy moduty Younga dla poszczegdlnych odcinkéw preta:
_ 5 _ 5 _3
E1 =21-10"MPa Ev2 =21-100MPa E3 = :1E1

Definiujemy $rednice poszczegdlnych odcinkéw preta i obliczamy ich pole
przekroju poprzecznego:

1 2
dl = 0.040sm d2 = E dl d3 = E 1:11
.‘rltill2 .‘r|d2|2 .‘r|d3|2
a3, = g, = He =
! 4 2 4 3 4
Definiujemy odlegtosci zmiany przekrojow poprzecznych od punktu A:
2
=1 =571 =L
]'Sl 1 152 | 133

i=1

Po zdefiniowaniu poszczego6lnych wielkosci wystepujacych w zadaniu mozemy
przejs¢ do obliczenia reakcji wystgpujacej w miejscu utwierdzenia preta
w punkcje A:
3 1
Rg=35" Fi+ ' |qi-1qi|

i=1 i=1
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Ry =26x 107N

Nastepnie obliczamy sity normalne pochodzace od zewngtrznych sit skupionych
i roztozonych dziatajacych na pret:
3

Mp(x) = S [Fi(x 2 lFi):|

i=1

1
Nq[:xj = S [[q{x Z aqi)]ﬁ[x = (aqi + lqi) ,lqi,x - aqij”
i=1

Sity normalne N dla poszczeg6lnych odcinkow preta wyznaczymy na podstawie
rownania:

Mix) =R - Ng(a - Nq(xj

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres sit normalnych:

5
1x10 T
éx10*
N
[N] 2:-(104‘
) 2x10“10 2 5 4

x [m]

Rys. 2.20 Wykres rozktadu sit normalnych w precie

Aby obliczy¢ napr¢zenia normalne wystepujace w precie musimy dodatkowo
obliczy¢ pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:
1 2 3

=2 [BEs)) T 2 s )] 2 [y ey

= 1= 1=

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres zmiany pola przekroju:
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S0 1

[m?]

X [m]

Rys. 2.21 Wykres zmiany pola przekroju preta

Majac obliczone pole przekroju poprzecznego zmieniajace si¢ w zakresie funkcji
X mozemy obliczy¢ rozktad naprezen w zadeklarowanym obszarze funkcji x:

Lle)
=)

Dla sprawdzenia mozemy sporzadzi¢ wykres napr¢zen normalnych:

arx) =

1.5x10%
lxlﬂ%
o Sx10*

[Pa] _ , . ,
Jn 1 2 5 4
- 5x10"

x [m]

Rys. 2.22 Wykres zmiany napr¢zen normalnych przekroju preta

Aby obliczy¢ wydtuzenie catkowite preta musimy obliczy¢ moduly Younga
zmieniajace si¢ w zakresie funkcji x:
1 2 3
= Efxz= E. £ E. <
0 3 [5ei)] 3 [, )]+ X [ )]
1= 1= 1=
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Wydtuzenie catkowite obliczamy ze wzoru:

L
AL = | T 4
£ E(x)

1]
3

Al =1002x10° “m

Zadanie 7
Do samodzielnego rozwiazania
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Obliczy¢ sitg dziatajaca na ling odciagowa
masztu radiowego wiedzac, ze modul Youn-
ga wynosi 2,0-10° MPa, catkowita dtugos¢
liny jest rowna 100m a $rednica liny wynosi
0,012 m. Lina podczas dziatania sity wydtu-
zyta si¢ 0 0,005 m.



3. Scinanie

3.1.Pojecia podstawowe

W praktyce najczesciej spotykamy sig ze $cinaniem technologicznym. Scina-
nie elementu wystgpuje w wyniku dziatania dwu sit rownolegtych o przeciw-
nych zwrotach, tworzacych pare sit o bardzo malym ramieniu. Scinanie tech-
niczne wystepuje np. przy cigciu nozycami, wykrawaniu (rys. 3.1a, b), w pota-
czeniach nitowych, sworzniowych, klinowych, srubowych, spawanych itp.

a) b)

x T

S

|
; i
I | ' | | :
¥ |
L e B e Sl ! '
\\ |
)i F'_ ‘

i
I
i
R |

a

Rys. 3.1 Schemat $cinania cylindrycznego (a) i dzialanie ostrzy podczas cigcia (b)

3.1.1. Obliczenia wytrzymalo$ci na $cinanie

Rzeczywiste naprezenia styczne wystgpujace w materiale przy $cinaniu wy-
raza si¢ wzorem:

gdzie:
F — sita $cinajaca,
S — pole przekroju elementu $cinanego.

Naprezenia styczne muszg by¢ mniejsze lub co najwyzej rdwne naprezeniom
dopuszczalnym na $cinanie ki

rzgﬁkt
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3.2. Przyklady do wykonania
Zadanie 1
Obliczy¢ jaka najwigksza sita F mozna obciazy¢ potaczenie sworzniowe poka-
zane na rys. 3.2a. Nalezy przyja¢ naprgzenia dopuszczalne dla sworznia i pla-
skownikow k,=120 MPa, k=80 MPa, k=200 MPa oraz a=0,040 m, b=0,010 m,
¢=0,020 m, d=0,015 m.

a)

o U7 T T

F PR T \j\ ‘\&\*\\ F

"—?r;/f’;%v + /;, : &Q\\Q\_—p—
e N

n t\ a1

b)
2
JERN ER
F
e I
A -
i T
21 7
e [=]

Rys. 3.2 Schemat potaczenia sworzniowego (a), widok z gory sworznia
i ptaskownika (b, ), rozktad naprezen (d, €) i naciski dziatajace na sworzen (f)

Rozwiqzanie

Na poczatku nalezy zdefiniowa¢ niezbgdne zmienne potrzebne do rozwiazania
powyzszego zadania:
e naprezenia dopuszczalne dla sworznia i ptaskownikow:

k= 1200Pa k = B0MFPa ky= 20011Pa

e wymiary sworznia i ptaskownikoéw: a - szeroko$¢ ptaskownika, b - gru-
bos¢ plaskownika, ¢ - odlegto$¢ od srodka sworznia do konca ptasko-
whnika, d - srednica sworznia:

a= 0.040m b= 0.010m co=0.020m d=0.015m

Pole przekroju poprzecznego sworznia obliczamy ze wzoru:
2
d
3 o=23w [—j
1 2
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Na $cinanie pracuje zardbwno sworzen w przekroju 1-1 (rys. 3.2a) jak i ptasko-
wnik w przekroju 3-3 (rys. 3.2b). Site¢ w przekroju 1-1 obliczamy z warunku
wytrzymatosci na $cinanie. Naprezenia styczne w tym przekroju maja postac:

F
=—=
T ) k
Z czego sita wynosi:
4
F=38k=2817x10N

Naprezenia styczne w przekroju 3-3 maja postac:
F
£
deob &
wigc dopuszczalna sita w tym przekroju wynosi:

F:= E-n:-h-k.t= 3.2 1|:|4N

'T3=

Otwor na sworzen nie moze by¢ wykonany zbyt blisko konca ptaskownika gdyz
moze doj$¢ do Scigcia ptaskownika w dwoch przekrojach 3-3 (rys. 3.2 b, c).

Przy obciazeniu ptaskownika sita F powierzchnia sworznia A jest dociskana do
jego koncowej czgsei (rys. 3.2 b, ¢). Najwigksze obciazenia wystepuja w poto-
wie $rednicy sworznia (rys. 3.2 d). Dla uproszczenia przyjmujemy rownomierny
rozktad naciskow (rys. 3.2 e). Silg¢ w tym przekroju obliczamy korzystajac ze
wzoru na normalne naprezenia Sciskajace:

T, =— %k

wigc sila wynosi:

F=dbky=13x 1|:|41‘~T
W przekroju 2-2 wystepuja normalne naprezenia rozciagajace, ktore maja po-
stac:

F
T

Gz =
wigc sita wynosi:

F=(a-dibk=73x 1|:|4N

Z obliczen wynika, ze najwigcksza sila obciazajaca potaczenie sworzniowe wy-
nosi F=S,-k=2,827x10* N.
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Zadanie 2

Dwa ptaskowniki (rys. 3.3) potaczone nitami o $rednicy d=0,020 m rozciagane
sa sita F=100000 N. Grubo$¢ blach g=0,010 m, dopuszczalne naprgzenie na
$cinanie k=100 MPa, a na rozciaganie k,=160 MPa. Okre$li¢ liczbe nitéw po-
trzebnych do tego potaczenia oraz sprawdzi¢ plaskownik o szerokos$ci
b=0,160 m na rozciaganie.

I {I

- 1 ]

| o ] L

F T F
I : ; =
I -
i @

w 1l /i /s
NN

e NN ! Fr
\%s: A | VS, e

Rys. 3.3 Plaskowniki polaczone nitami obciazone sila F

Rozwiqzanie:
Jak juz wiemy przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania w programie
Mathcad nalezy zdefiniowac:

e gSrednicg nitow:

d = 0.020m

e grubos$¢ i szerokos¢ ptaskownika:
g = 0.010m b= 0.160m

e silg rozciagajaca:

F = 100000H
e dopuszczalne naprezenia na $cinanie i dopuszczalny nacisk powierzch-
niowy:
k= 100NPa k= la0hPa
Ze wzoru na naprezenia styczne przy Scinaniu:
F
T= 5 =g
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wyznaczamy pole przekroju poprzecznego nitow:
F
B=
ky

Pole przekroju poprzecznego jednego nitu wyznaczamy ze wzoru:

y
d
Ay =T =
1 “(2]

Laczna liczbg nitéw okreslamy na podstawie wzoru:

= i = 3183

51
przyjmujemy 4 nity.
Potaczenia nitowe sprawdzamy rowniez na naciski powierzchniowe:
F

n-gd

kd =

kq — dopuszczalny nacisk powierzchniowy, przyjmujemy w przedziale (2-2,5)k;.

kg =21k
7 powyzszego wzoru wyznaczamy oraz obliczamy n:
F
n=——=1458
g-d-kd

przyjmujemy 2 nity.
Otrzymalismy n=4 nity i n=2 nity. Oczywiscie przyjmujemy wigksza liczbe
nitdw czyli n=4.

Dla sprawdzenia obliczymy rzeczywiste naprezenia w przekroju niebezpiecz-
nym ptaskownikow. W tym celu definiujemy $rednicg otworu pod nit oraz pole
przekroju niebezpiecznego:

dl =d+ ltrm

S, = gh-2d;g=118x 107 m’

a wigc naprezenia rzeczywiste wynosza:
F

o=~ = 34746 % 10°Pa
Sﬂ

czyli sa mniejsze od naprezen dopuszczalnych:

o=8475x 10°Pa <k = 160MPa
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Zadanie 3

Ptaskownik o grubosci 0,010 m i szerokosci 0,040 m wykonany ze stali S235JR
przyspawano do ptyty stalowej za pomoca dwodch spoin (rys. 3.4). Obliczy¢
niezbedna dtugo$¢ | kazdej ze spoin oraz sile rozciagajaca F.

NI
1)

= A F

| = —

L
[ I

[ 11
Rys. 3.4 Plaskownik przyspawany do ptyty stalowej i rozciagany sita F

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania w programie Mathcad nalezy
zdefiniowac:

o szeroko$¢ b i grubosé g ptaskownika:
b= 0.040m g = 0.010m
e dopuszczalne naprgzenia na rozciaganie stali S235JR:
k= 125MPa
Pole przekroju poprzecznego ptaskownika wyznaczamy ze wzoru:
S=hg=4x 10” Hm?

Ze wzoru na naprezenia normalne przy rozcigganiu:

o= % <k,
wyznaczamy maksymalna sil¢ rozciagajaca ptaskownik:
Fo= 8k
F=35x10'N
Przy zbyt duzej sile rozciagajacej i niedostatecznych wymiarach spoiny potacze-
nie to ulegnie zniszczeniu w niebezpiecznych miejscach w przekroju I-1 i prze-
kroju Il-1l. Pole przekroju poprzecznego spoiny pachwinowej obliczamy ze
wzoru:
Ssp =al
gdzie:

| — dlugos¢ spoiny,

62



a — najmniejsza szerokos$¢ spoiny, ktéra w przypadku spoiny pachwinowej wy-
nosi:

2 _
a= %g= 7071 = 10 3m

Calkowita dlugo$¢ spoin obliczamy z warunku, ze $rednie naprgzenie styczne
powinno by¢ mniejsze od napr¢zenia dopuszczalnego:

r:iskt

sp
gdzie:
ki — dopuszczalne naprezenie na $cinanie dla spoiny pachwinowe;.

Iy = 0.65k,

stad:
F F F
T=—= =— =l
Ssp E-Ssp 2.al
F
1=
2alky
1=0.044m
Zadanie 4

Do samodzielnego rozwiazania

Dobra¢ wymiary b, h i e dla uktadu przedstawionego na rysunku 3.5 aby pota-
czenie moglo przenies¢ site F=35000 N, jezeli k,=150 MPa, k=100 MPa oraz
a=0,070 m, ¢=0,020 m.

@ c=7

) I_
W77 ‘

a=7 b

R

Rys. 3.5 llustracja do zadania 4
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4. SKkre¢canie pretow

4.1. Pojecia podstawowe

Skrecanie preta wystepuje w wyniku przylozenia pary sit lub momentu sity
(sit). Moment ten powoduje obrét wzglgdem siebie rownolegtych przekrojow
preta. Na ponizszym rysunku przedstawiono pret obciazony dwiema parami sit
(rys. 4.1a) oraz roézne sposoby przedstawiania momentow skr¢cajacych pret
(rys. 4.1b).

b)

T

Rys. 4.1 Pret obciazony dwiema parami sit (a) i rozne metody zaznaczania ob-
cigzenia (b)

4.1.1. Naprezenia przy skrecaniu
Przy obciazeniu momentem skrgcajacym w przekroju poprzecznym prosto-
padlym do osi preta wystepuja tylko naprezenia styczne (rys. 4.2). Dla dowolne-
g0 promienia naprgzenia styczne obliczamy:
. Mo
P J
0

gdzie:

7,— napre¢zenia styczne przy skrecaniu w punktach odlegtych o p od $rodka,
M — moment skrecajacy,

Jo— biegunowy moment bezwtadnosci pola przekroju.
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Naprezenia styczne w danym przekroju nie sa jednakowe. Zmieniaja si¢ pro-
porcjonalnie do odleglosci od srodka przekroju (naprezenia w §rodku sa réwne
zeru). Najwieksza warto$¢ osiagaja na zewnetrznej powierzchni preta (p=r):

gdzie:
W, — wskaznik wytrzymatosci przekroju na skrecanie.

r Iz

Rys. 4.2 Rozktady naprezen stycznych przy skrecaniu dla watu pelnego i drazo-
nego

Wskaznik wytrzymatosci przekroju na skrecanie Wy jest to iloraz biegunowe-
go momentu bezwladnos$ci i odlegloséci skrajnego widkna od $rodka cigzkosci
przekroju:

A :‘]_0:‘]_0
r

1

—d

2

Poniewaz dla walu pelnego biegunowy moment bezwtadno$ci pola przekroju
4

wynosi J, = ¥ to wskaznik wytrzymato$ci przekroju na skrecanie jest rowny:

d?
Ty
z(d, -d,)

Dla watu drazonego J, = to wskaznik wytrzymatosci przekroju

na skrecanie wynosi:
_7(d; -dy)
16d

z

WO
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4.1.2. Odksztalcenia preta skrecanego

Calkowity kat skrecania watu jest proporcjonalny do momentu skrecajacego
i dlugosci preta, a odwrotnie proporcjonalny do modutu sprezystosci postacio-
wej 1 biegunowego momentu bezwladnosci przekroju.

M.L
=—"[rad
@ GJO[ 1
., M.L180,
= ===
Gl, =

lloczyn GJ, nazywamy sztywno$cia przekroju na skrecanie (por. EA przy roz-
ciaganiu).

4.1.3. Obliczanie pretéw skrecanych

Obliczenia wytrzymatosciowe musza uwzglednia¢ dwa warunki — warunek
wytrzymatosci i sztywno$ci.
Warunek wytrzymato$ciowy na skrgcanie ma postac:

M
Tmax = : S kS
WO
Warunek sztywnosci walu skrecanego sprowadza si¢ do tego, ze kat skreca-
nia walu musi by¢ mniejszy od dopuszczalnego:

M, -1
G-J,

¢ = < (Ddop

4.2. Przyklady do wykonania

Zadanie 1

Na stalowym wale zamontowano cztery kota zgbate, jak pokazuje rys. 4.3 Koto
A odbiera moment skrecajacy M;=1100Nm, a pozostate kota przekazuja momen-
ty: M,=300 Nm, M;=500 Nm i M;=300 Nm. Wykona¢ wykresy przebiegu we-
wnetrznych momentdw skrecajacych dla watu oraz wyznaczy¢é wymagane sred-
nice w poszczegolnych czgsciach watu dla: 1,=0,110 m, 1,=0,190 m, 1,=0,090 m
oraz dopuszczalnych naprezen skrecajacych z.=k,=36 MPa, G=80000 MPa.
Obliczy¢ catkowity kata skrecenia ¢ dla watu.
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M4

M1
f\ \ /;Z\ L
-E e_Jﬁ IS 1 — === 5_
Y \e i \%

Rys. 4.3 Wal obciazony czterema momentami skrecajacymi

Rozwiqzanie:
Zadanie rozpoczynamy od zdefiniowania poszczegdlnych zmiennych niezbed-

nych do rozwiazania powyzszego zadania:
e momenty skrecajace dla watu:

Mp=1100N-m M =300Nm Mz=500N-m My = 300M-m

e odleglosci pomiedzy dziatajacymi momentami oraz cata dlugos¢ watu:
l} =0.110m L =0180m 13:= 0.090m
3
L= \T' L =0.3%m
i:1
e dopuszczalne napregzenia skrgcajace i modut sprezystosci poprzecznej:
T = 360Fa G = 80000NIFa

e zmienng zakresowa i, okreslajaca zakres obliczen:
i=1.3

e obszar funkcji oraz krok obliczen na dtugosci watu L:
x=0L,0001L. L
Po zdefiniowaniu powyzszych zmiennych mozemy przystapi¢ do wyznaczenia
wymaganych srednic w poszczegoélnych czesciach watu. W tym celu skorzysta-
my z warunku wytrzymato$ci na skrecanie, ktory ma postac:
M,
T=E— =T
Wiy
poniewaz wskaznik wytrzymato$ci przekroju na skrecanie ma postac:

5
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to otrzymujemy:

dodatkowo nalezy zdefiniowa¢ momenty skrecajace Ms W poszczegdlnych prze-
dziatach dziatajace na wat od punktu A:

I"..-'Isl =N I"..-'Is2 =Ny - N I"-.-'I53 =Ny — N - Mg
oraz odlegtosci zmiany tych momentow od punktu A:
lI'-JI.sl = 0.110m IM_S2 = 0.300im IM_53 = 0.380m

mozemy powroci¢ do wzoru na d i obliczy¢ $rednice poszczegdlnych przedzia-
16w watu:

= 0.054m

0.045 m

3
= 0.035m

Do sporzadzenia wykresu przebiegu kata skr¢cania ¢ watu nalezy okresli¢ bie-
gunowy moment bezwtadnos$ci przekroju w poszczegdlnych przedziatach. Obli-
Czamy go ze wzoru:
4
:H

Jp = m—
0; 32
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821,764 109
I 0,=| 537457108 |m
145,34 109

Kat skrecania watu w poszczegdlnych przedziatach obliczamy ze wzoru:
Msi'li

G-I,

1

iy =

1.84110°3
bi=| 3535103 | pag
2,322°10°3

Calkowity kat skrgcania watu obliczamy:
3

:I;E = T‘ i3
i

i=1
-3
o = 7008 10 rad
W celu sporzadzenia wykresu przebiegu wewnetrznych momentow skrecajacych

dla walu wyznaczamy momenty skrecajacy dla zdefiniowanego zakresu funkcji

xe<0;L>:
1 2

3
My() = " Mg (% <l |+ > I:M52|1M_Sl £x = 11.\41.52] 3 [1\,153|1M_Sz x5 L]
i=1 i=12 i=3
Rozktad funkcji momentéw skrgcajacych M(x) na dlugosci watu ma postaé
(rys. 4.4).

1.2><103T

1107

200

M (x) [Nm] o0
400

200+

-

4

0 01 02 03 04
x [m]

Rys. 4.4 Rozktad momentow skrecajacych My(X) na dtugosci preta
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Zadanie 2
Dla preta stalowego obciagzonego jak na rys. 4.5 obliczy¢ i sporzadzi¢ wykres:

e momentu skrecajacego

e maksymalnych naprezen
przyjmujac d=0,110 m, M;=7000 Nm, M,=16000 Nm, M3;=15000 Nm, 1,=0,3 m,

1,=0,4 m, 13=0,7 m, G=80000MPa.

[
i L
1 I
. |
3 !
.

Mz
“
—_—
1

2

Rys.4.5 Pret utwierdzony jednym koncem i obciazony momentami skrecajacymi

Rozwiqzanie:
Podobnie jak w zadaniu 1 przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zdefinio-

wac:
e momenty skrgcajace dla preta:
My = 7000M-m N = 16000M-m Mz = 15000 -m
e odleglosci pomiedzy dziatajacymi momentami oraz cata dtugos¢ preta:
l} = 0.3m ly = 0.4m Iz = 0.7m
3
L= "‘T’ i=14m
i:'I
e JSrednice preta i modut sprezystosci poprzeczne;j:
d=0110m G = 30000Pa

e zmienng zakresowa i, okre$lajaca zakres obliczen:
i=1.3
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e zakres funkcji oraz krok obliczen na dtugosci watu L:
x=0L,0001.L. L
dodatkowo nalezy zdefiniowa¢ momenty skrecajace My W poszczegolnych prze-
dziatach dziatajace na pret:
0<x <,

vl

= I
5 1

L <x, <1 +1,

I"JI52 =M - LIz
L+ <x, <l +1,+1,
I"-.-'I53 =Ny - N + Vg
oraz odlegto$ci zmiany tych momentow:
1I‘-JI.51 = 0.3m II"JI.SE = 0.7m IIUI_53 = 1.4m

W celu sporzadzenia wykresu przebiegu momentow skrecajacych dla preta wy-

znaczamy momenty skrecajace dla zdefiniowanego zakresu funkcji xe<0;L>:
1 2 3

Mg(x) = 5" Mg (% < Iy, | + > I:Msz|1M_sl <= 1M_sﬂ £y [1\»153|1M_s2 <R = L[I
i=1 i=2 i=

W oparciu o powyzsze réwnanie sporzadzamy rozktad funkcji momentéw skre-

cajacych Ms(X) na catej dtugosci preta (rys. 4.6).

4
1><lU'|'
5)4103'
Ilgy () [Nm]
5K 7 105 14
— 5x10°
- 1x10%
% [m]

Rys. 4.6 Rozktad momentow skrecajacych Mg (X) na catej dlugosci preta

Aby wyznaczy¢ naprezenia w precie nalezy zdefiniowaé wskaznik wytrzymato-
$ci przekroju na skrecanie:
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Maksymalne naprgzenia styczne wyznaczamy ze WZzoru:

Mg
T = —
Wy
W poszczegdlnych przedziatach wynosza one:
I
Ty =—— = 2678= 10" Pa
Wy
Mg
. E 7
T3 =—— =-3444 % 10 Pa
Wy
Mg

3
T3= — = 2296 % 10’ Pa
Wy
Do sporzadzenia wykresu maksymalnych napre¢zen stycznych z(x) na dtugosci
preta nalezy okreslic:
e biegunowy moment bezwtadnos$ci przekroju preta:
Jg =t Jp = 14.3738 x 107

w poszczegOlnych przedziatach J,,(X) ma postaé (na calej dtugosci preta biegu-
nowy moment bezwtadno$ci ma stata warto$¢):

1 2 3
Tl =" gz < Ings, | + 3 [Jmlm_sl x= 1M_Sﬂ + 57 [Jt,llm_s2 x= Lﬂ

i=1 1=12 i=

srednicg zewngtrzng preta d,(X) w poszczegolnych przedziatach dla zde-
finiowanego zakresu funkcji xe<0;L> (dla danego prgta $rednica w po-
szczegOlnych przedziatach ma stata wartosc):

1 2 3
dx{x) = E dx < ]'M.Sl| + E |:[3'III\\-'I.S1 TEE IM.52[| + E [dlllﬁ.ﬂ.s2 SES L[I
i=1 i=12 i=3
e wskaznik wytrzymatosci na skrgcanie Wo(X):
2.J. 03
W(x) = —r

i (%)
Ostatecznie naprgzenia styczne 7(x) maja postac:
Mgy (=)

TiH) =
W)
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Wykres maksymalnych naprezen stycznych 7(x) zostat przedstawiony na rys. 4.7

4><1l]?'[

210~

X) [P A 1 - \
T [Pa) 0 7 105 14

- 2:-:10?

- 4><1[|?

x [m]

Rys. 4.7 Rozktad maksymalnych naprezen stycznych z(x) na dtugosci preta

Zadanie 3

Pret utwierdzony jednym koncem jest obcigzany momentami M;=5000 Nm,
M,=10000 Nm, M;=15000 Nm, M;=11000 Nm w spos6b przedstawiony jak na
rysunku 4.8. Dhugo$¢ odcinkéw preta wynosi I1=1,=l3=1,=0,5 m. Srednice ze-
wnetrzne wynosza d,,=0,100 m, d,,=0,080 m, d,;=0,070 m, d,,=0,060 m. Sred-
nice wewnetrzne sa rowne d,,=0,050 m, d,,=0,040 m, d,;=0,035 m,
dws=0,030 m. Dla preta nalezy obliczy¢ wartosci naprezen stycznych, w kazdym
z przedzialdw oraz sporzadzi¢ wykres momentu skrecajacego i maksymalnych
naprezen, przyjmujac G=80000 MPa.

L N .
D Ké) o o
o o 3 3
0 My O M2 © M3 © M4
7 - v ~
7 N AE —T - _:1_ 4 —————1 ) -
/i — L T Pt —— )
7 N 4
78 1 N N P e R
L

Rys.4.8 Pret utwierdzony jednym konicem i obcigzony momentami skrecajacymi

Rozwiqzanie:
Podobnie jak w zadaniu 1 i 2 przystepujac do rozwigzania nalezy zdefiniowac:
e momenty skrecajace dla preta:

My = 5000M-m Nz = 10000N-m N = 15000N-m Iy = 11000M -m
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e odleglosci pomiedzy dziatajacymi momentami oraz cata dtugos¢ preta:
l} = 0.5 l = 0.5t Iz = 0.5t Ly = 0.5m

L= \T’ =2m
=1

[

e Srednice zewnetrzne i wewngetrzne preta:

= 0.100tm = 0.0&80tm = 0.070tm = [0.060m
% " " 7
dWl = 0.050m [lwz = 0.040m [lW3 = 0.035m tlw4 = 0.030mm

e modut sprezystosci poprzecznej:
& = 80000IvFa
e zmienng zakresowa i, okreslajaca zakres obliczen:
i=1.4
e zakres funkcji oraz krok obliczen na dtugosci preta L:
z=0L,0001L. L

Przystepujac do rozwigzania zadania nalezy obliczy¢ moment utwierdzenia pre-

ta:
I, = My = W + I3 - Iy

M, = ~1x 10°
dodatkowo nalezy zdefiniowa¢ momenty skrecajace Mg w poszczegolnych prze-

dziatach dziatajace na pret:
0<x <l

MSI =M,
L <x, <l +1,
I‘-JI52 = M, + Iy

L+ <x, <l +1,+1,

I".-'I53 =N, + IV} - I3

L+l +1,<x,<L

MS4:=I".-'I|J+M1—M3+M3
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oraz odlegtosci zmiany tych momentow:
2 3 4

1I'-JI.S1 =1 I, 59 7 E k Ing, 5q T S k s 4 E &
i=1 i=1 i=1
W celu sporzadzenia wykresu przebiegu momentow skrecajacych dla preta wy-
znaczamy momenty skrecajace dla zdefiniowanego zakresu funkcji xe<0;L>:

1 2 3 4
M) = 37 Mgz lyyg [+ 3 [MSE‘IMlslc:xSIMSzTT‘ |:M53|1Ml52<x51Ms_[|+T’ [MS4|1M53<§<5L1
i=1 i= i= i=

W oparciu o powyzsze réwnanie sporzadzamy rozktad funkcji momentéw skre-
cajacych Ms(X) na catej dtugosci preta (rys. 4.9).

1>-<1IJ4-
5x1lJ3-
ey (30
Sk( 1] 0.5 5 2
[Nm] 5407
- lxlﬂa‘

x [m]

Rys. 4.9 Rozktad momentow skrecajacych Mgy(X) na catej dlugosci preta

Aby wyznaczy¢ naprgzenia w preeie nalezy zdefiniowaé wskaznik wytrzymato-

$ci przekroju na skrecanie:
4 4
|:I LA |dwi|]
W, ="

% 16d,
1

W poszczegdlnych przedziatach wynosza one:

0.124

W= 0.094 <10
1 0.063

0.04

-3 _3
m

Maksymalne naprgzenia styczne wyznaczamy ze Wzoru:

5

Ti = o
.

1
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W poszczegdlnych przedziatach wynosza one:

-5.432°106
4,244 107
-9.503°107
2,264 108

Do sporzadzenia wykresu maksymalnych napr¢zen stycznych z(x) na dtugosci
preta nalezy okreslic:
e biegunowy moment bezwladnos$ci przekroju preta:

4 4

'd"i' _Idwil

Ip=MT—m7—mm
0; 32
9.2039-10-6
06

Iy - 3.7699-106| 4
i 2.2099-10-6
1.1928 106

w poszczegdlnych przedziatach J,,(X) ma posta¢ (dla danego zadania biegunowy
moment bezwtadnos$ci przekroju dla catego preta ma stata wartosc):
2 3 4

!
Ip(®= 3" Jo#hys |+ > P”i‘lM-% <x 1M_Sﬂ £y [JnillM'SE <z 1M.Sﬂ +y [JniﬂMSg <% Lq
i=1 i=2 i=3 i=4
e $rednice zewngtrzna d,(X) preta w poszezegodlnych przedziatach dla zde-
finiowanego zakresu funkcji xe<0;L>:

! 1 1 4
(%) = S dziIX £ 1I\;’I.sll + S [dzillM.s1 <RE 1M.siq * S [dzillM_s2 <xE 1M.siq + 2 [dzillI\fI.s3 <RS Lq
i=1 i= i= i=4
e wskaznik wytrzymatosci na skrecanie Wo(X):
2. 05
Wix) = —
i (=)
Ostatecznie naprgzenia styczne 7(x) maja postac:
Mgy (%)
T(E) =
W)

Wykres maksymalnych naprezen stycznych 7(X) zostal przedstawiony na
rys. 4.10.

76



3x10T
210
) 1x10%
[Pa]
0 0.5 5 2
~1x10

x [m]

Rys. 4.10 Rozktad maksymalnych naprezen stycznych 7(X) na dtugosci preta

Zadanie 4

Do samodzielnego rozwiazania

Stalowy pret o przekroju kotowym przedstawiony na rys. 4.11 jest obciazony
parami sit o momentach Mg=6000 Nm i Mc=1500 Nm. Srednica preta wynosi
d=0,060 m. Przyjmujac dtugos¢ jednostkowego odcinka preta 1=0,2 m, wykonaé
wykres momentow skrecajacych poszczegodlnych przekrojow oraz wyznaczyé
najwigksze naprezenia styczne yay, Przyjmujac G=80000 MPa.

MB MC
L |
ﬁﬁ_._?ﬁ% B—'—'—'—'—T( c b
|
- |
- L ol 21 ol | -

Rys. 4.11 Pret obcigzony momentami skrecajacymi
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5. Zginanie pretow prostych

5.1.Pojecia podstawowe

Prety zginane bedziemy nazywaé belkami. Belka jest to element konstruk-
cyjny, obciazony sitami lub momentami zewngtrznymi, ktorych wektory przeci-
naja o$ preta pod okreslonym katem lub katem prostym. Ze zjawiskiem zginania
spotykamy si¢ zarowno w zyciu codziennym jak i w technice.

Belka moze by¢ obciazona w postaci sit skupionych lub obciazenia ciaglego:

e sila skupiona (F [N]) jest to obciazenie przylozone w punkcie lub rozto-
zone na bardzo matym odcinku (rys. 5.1 a),

e obciazenie ciagle (q [N/m] roztozone w sposob ciagly na catej dlugosci
belki lub na danym odcinku belki (rys. 5.1 b). Przyktadem moze by¢
polka, na ktorej utozono réwnomiernie ksiazki.

a)

Rﬂy F RB
w ] l 1

Al LB

b)

RAY q RB
R T

A LN m& B

Rys. 5.1 Belka obcigzona sita skupiona (a) i roztozona (b)

Do wielkosci charakteryzujacych zginanie mozemy zaliczy¢é nastgpujace
czynniki wewngtrzne:

e Moment zginajacy (Mg).
Momentem zginajacym w dowolnym przekroju belki nazywamy sumg
algebraiczna momentéw wszystkich sit zewngtrznych (czynnych
i biernych) dziatajacych po jednej stronie rozwazanego przekroju i obli-
czonych wzgledem $rodka cigzkosci przekroju.

e Sila poprzeczna — tnaca (T).

Sita poprzeczna — tnaca w dowolnym przekroju belki nazywamy sume
algebraiczna wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych prostopadle do
osi belki potozonych po jednej stronie rozpatrywanego przekroju.
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Przy rozwiazywaniu zadan korzystajac z powyzszych definicji nalezy pamig-
ta¢, ze dowolno$¢ wyboru ,,jednej ze stron” przekroju pozwala wybrac lewa lub
prawa strong przekroju. Najczgéciej przyjmujemy, ze moment zginajacy ma
warto$¢ dodatnia jezeli usituje wygia¢ belkg wypuktoscia w dot a sita poprzecz-
na ma warto$¢ dodatnia jezeli usituje przesunaé lewa strong belki w gore a pra-
wa w dot. Oznaczenia dotyczace znakéw sit tnacych i momentow gnacych
podano na rysunku 5.2.

(- \"f€°/7 inll
SRS TR

Mg<0

Rys. 5.2 Okreslenie dodatnich i ujemnych warto$ci momentéw zginajacych Mgy
i sit tnacych T

5.1.1. Czyste zginanie

Czyste zginanie belki zachodzi, gdy na catej dtugosci lub na pewnym jej od-
cinku warto§¢ wektora momentu gnacego My(X)=const oraz wartos¢ sity tnacej
T(x)=0 (w belce nie dziataja sity poprzeczne) rys. 5.3.

F=F'= Fj:F;

Rys. 5.3 Obciazenie belki przy czystym zginaniu

W celu okre$lenia zaleznosci pomigdzy naprezeniami i odksztatceniami przy
czystym zginaniu przyjmuje sie nastgpujace zalozenia upraszczajace:
e obciazenia dziataja w plaszczyznie symetrii belki zwanej plaszczyzna
zginania,
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e plaskie przekroje poprzeczne prostopadte do osi belki przed odksztalce-
niem pozostaja ptaskimi i prostopadtymi do osi belki po jej odksztatce-
niu; jest to tzw. hipoteza ptaskich przekrojow,

o warstwy podtuzne belki nie naciskaja na siebie wzajemnie czyli wtdkna
po stronie wklgstej sa tylko $ciskane a widkna po stronie wypuklej sa
tylko rozciagane.

Przy czystym zginaniu w przekrojach poprzecznych belki nie ma naprezen
stycznych. Wystepuja jedynie napr¢zenia normalne (rys. 5.4).

yé Cmax Omax
i

el AN obpjetna

{—,

Il

Gmax

Gmax

Rys. 5.4 Rozktad naprezen normalnych w belce przy czystym zginaniu

Najwigksze napre¢zenie normalne wystgpuje we witoknach najdalej polozo-

nych od osi oboj¢tnej przekroju poprzecznego:
o Mg
I z

gdzie:
M — moment gnacy,
Ymax — odleglo$¢ najdalej potozonych widkien od osi obojetne;,
I, — moment bezwladnosci wzgledem osi obojetne;.

Wskaznikiem wytrzymatosci przekroju na zginanie wzgledem osi obojetne;j
nazywamy stosunek momentu bezwtadnosci tego przekroju wzgledem osi obo-
jetnej do odleglosci widkien skrajnych od tej osi:

gdzie:
I, — moment bezwtadnos$ci wzglgdem osi obojetnej,
y — odlegto$¢ wiokien skrajnych od tej osi.

Obliczenia wytrzymatos$ciowe belek zginanych sprowadzaja si¢ do okreslenia

najwigkszego napre¢zenia normalnego, wystepujacego W przekroju poprzecznym
belki. Warunek wytrzymato$ciowy przedstawia si¢ nastgpujaco
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M

— max <
O, =—r%< kg

gdzie:
ky — naprezenie dopuszczalne przy zginaniu.

5.1.2. Konstrukcje statycznie wyznaczalne

Konstrukcje statycznie wyznaczalne sa to belki, dla ktorych liczba niewia-
domych podporowych jest rowna liczbie réwnan rownowagi. Metodyka rozwia-
zywania belek statycznie wyznaczalnych przedstawia sig¢ nastgpujaco:

1. wyznaczenie wartosci reakcji podpér za pomoca roéwnan rownowagi;

2. wyznaczenie momentéw zginajacych w miejscach przytozenia sit sku-

pionych wzdtuz osi belki;

3. obliczenie sit tnacych w poszczegbdlnych przedziatach belki;
4. przyjecie podziatki dla momentoéw gnacych i sit tnacych;
5. sporzadzenie wykresow momentow gnacych i sit tnacych z zachowa-
niem znakow.
Rey F Re F| B ACIENT
= ] S G N ||
AZS. Dk AZS AN
F
N S A G I
R
A LN @NB

Rys. 5.5 Przyktady belek statycznie wyznaczalnych

5.1.3. Konstrukcje statycznie niewyznaczalne

Belki, w ktorych liczba niewiadomych jest wigksza od liczby rownan roéw-
nowagi nazywamy statycznie niewyznaczalnymi. Przyktady takich belek to:
belki wieloprzgstowe (o trzech lub wiecej podporach), belki dwustronnie
utwierdzone, belki jednym koncem utwierdzone, a na drugim podparte itp.

81



Ra, Fi Ry F> Re Fs Rs
S S A
AL AN AN DAL

Rys. 5.6 Przyktady belek statycznie niewyznaczalnych

W tych belkach okreslenie reakcji badz sit wewngtrznych tylko na podstawie
rownan rownowagi nie jest mozliwe. Do ich wyznaczenia nalezy uwzgledni¢
odksztatcenie tych konstrukcji. Do niektorych metod rozwiazywania uktadow
statycznie niewyznaczalnych mozna zaliczy¢:
metode sit,
metode przemieszczen,
metode superpozycji,
metode trzech momentéw,
metode Menabrei.

agblrwdE

5.1.4. Linia ugigcia i strzalka ugigcia belki

W rzeczywistych warunkach pracy konstrukcja belki ulega odksztatceniu.
Poczatkowa prostoliniowa o$ belki zmienia si¢ na krzywoliniowa. Krzywa ta
nazywamy linia ugigcia osi belki. Proces przemieszczenia $rodka cigzkosci
przekroju w kierunku prostopadtlym do osi belki nazywamy ugigciem belki,
a najwigksze ugigcie strzatka ugigcia belki.

Rys. 5.7 Linia i strzatka ugigcia

82



Strzatka ugigcia §wiadczy o sztywnosci belki dlatego w praktyce czgsto ja
obliczamy. Do niektorych metod wyznaczania ugig¢ belki mozna zaliczy¢:
metode analityczna,
metode Clebscha,
metode Maxwella-Mohra,
metode momentéw wtérnych,
metode wykreslno-analityczna.

arwdE

5.2. Przyklady do wykonania
Zadanie 1
Dla belki obciazonej sitami jak na rys. 5.8 obliczy¢ momenty zginajace i sity
tnace oraz sporzadzi¢ ich wykresy.

=, R=800N te
Y
A B

T
E=P00N F=400N

au=1m |, a=1m =1m L a=1m

Rys. 5.8 Belka obcigzona sitami skupionymi (rysunek do zadania 1)

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:

e sily skupione dziatajace na belke:

F1 = 2001 F2 = 2001 F3 = 4001

e odleglosci pomiedzy dziatajacymi sitami skupionymi i reakcjami:

a = Im 1= Im 1= Im 1= Im
oraz obliczamy jego dtugo$¢ catkowita:
4
L="3" 3 L=4m

i=1

e odleglosci przylozenia tych sit od punktu A:

= &1 E’I.F2 = &Fl + &2 &F3 = E!.F2 + 83 ap g = E'I.F3 + 33
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e obszar funkcji oraz krok obliczen na dtugosci belki L:
¥»:=0L,0001.L.L

Na poczatku nalezy wyznaczy¢ reakcje podpér Ra i Rg, ktore okreslimy z wa-
runkéw rownowagi. W tym celu budujemy uktad réwnan (suma rzutéw sit ze-
wnetrznych na o$ pionowa i suma momentow sit zewnetrznych wzgledem pod-
pory A) poprzedzajac napisem Given:

Civen
RH+F1—F2+F3+RE=D
2 3 4
al-Fl—z I:ai|F2|:|+z I:ai|F3|:|+z |ai-RB|=EI

i=1 i=1 i=1

Po utozeniu rownan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:

e 150-N
indiRa Frl —
&0 50-H

Tak wigc reakcja Ry wynosi 150 N natomiast reakcja Rg rowna jest 50 N.

Przystgpujemy do wyznaczenia momentu zginajacego na catej dtugosci belki.
Wtym celu na poczatku wyznaczamy momenty zginajace W przekrojach,
w ktorych zostaly przytozone sity zewngtrzne (rys. 5.9). Pomigdzy tymi przekro-
jami, w poszczegblnych przedziatach, wykres momentow bedzie utworzony
przez odcinki linii prostych. Przyjmujac za poczatek uktadu punkt A mozemy
wyznaczy¢ cztery przedziaty (0<x<l1); (1<x<2); (2<x<3); (3<x<4).

>4
%3
%2 i
R.\ %1 Fa Rg
i L
A LY Y B
Y % S
F ks
a=1m o~=1m o=1m o=1m
0=x<1 1=x<2 2<x<3 3<x<4

Rys. 5.9 Belka obciazona sitami skupionymi z zaznaczonymi przedziatami
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Moment zginajacy na podporze w punkcie A Wynosi:
M.ﬁ =10
W przekroju belki odlegtym o Xx; od punktu A moment zginajacy obliczamy

uwzgledniajac sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju czyli w przedzia-
le (0<x<1):

MF]. = R‘a"‘aF]_ =130

Aby sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych nalezy w oparciu o powyzsze
rownanie dla zadeklarowanego zakresu funkcji obliczy¢ rozktad momentu Mg;.

Mg () = (EI <xE aFlj'Rﬁ'x'

Pozostate momenty zginajace w miejscu przytozenia poszczegdlnych sit obli-
czamy w podobny sposob.

W przekroju belki odlegtym o X, od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sily zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (1<x<2):

MFE = R.-'...:.ELE!.].:;:'2 + Fl'&2 = A00
Mg 400 = (aFl <xE an)[Rﬁ-x + Fl(x - aFl)]

W przekroju belki odlegtlym o X; od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (2<x<3):

Mpo=FRsag +F - fag —a -F.fap -a =50
F3 & F3 1 ( F3 Fl) 2( F3 FE)

Mp 208 = (ELF2 <xs ang[Rﬁ-x + Fl(x - &Flj - Fz(x - anj]
Moment zginajacy w miejscu dzialania reakcji Rg obliczamy uwzgledniajac
wszystkie sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Rozpatrujemy prze-
dziat (3<x<4):

Mpp=Fpasppt F1'(ﬂRB - ﬂFl) - Fg(ﬁRB - ﬂsz + Fg(ﬁRB - ﬂF3) =4

Mp gl = (&F3 i 8 aR.B)[RHx + Fl(x - &Fl) - Fz(x - an) + FE(x - &Fg)]

Moment zginajacy na calej dtugosci belki jest rowny sumie momentow zginaja-
cych w poszczegolnych przedziatach belki:

M) = My + Mg (0 + Mg 500 + Mg 500 + Mp g
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Na podstawie powyzszego réwnania mozemy sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych na catej dtugosci belki.
500y
400t

300t
M(x)

[Nm}zm“
1007

x [m]

Rys. 5.10 Wykres rozkladu momentow zginajacych na dtugosci belki

W przekroju odleglym o x; od punktu A sita tnaca wynosi:
T (%) = (n <xE aFljRﬁ

W przedziale (1<x2) czyli w przekroju odleglym o X, od punktu A sita tnaca
Wynosi:

To(%) = (aFl <xs an).Rﬁ +Fy|
W pozostatych przedziatach sity tnace wynosza:

T(x) = (an <x% aF3)|RH +F, - Fo

T%) = (aFE <x% aRB).Rﬁ +F - F +F,|

Aby sporzadzi¢ wykres sil tnacych dla catej dtugosci belki sumujemy sily tnace
Z poszczegolnych przedziatow:
Tz = T (0 + T + Tq(d + Ty

Wykres sit tnacych na catuj dlugosci belki sporzadzamy na podstawie powyz-
szego réwnania.

86



400
2001

T(x) 0 1 E Iﬂ 4
- 2001
[N] 00
- 600

x [m]

Rys. 5.11 Wykres rozktadu sit tnacych na dtugosci belki

Zadanie 2

Dla belki przedstawionej jak na rysunku 5.12 obliczy¢ dopuszczalna warto$¢ sity
jaka mozna obciazy¢ belke. Przyjmujac prostokatny przekroj belki o wymiarach
b=0,06 m, h=0,04 m oraz 1,=0,5 m I,=1 m, 15=0,5 m i k,=120 MPa.

F Ry yF F
Y Ra. \
=
A . B
” T
L1 le !

Rys. 5.12 Obcigzenie belki sitami skupionymi (rysunek do zadania 2)

Rozwiazanie sprowadza si¢ do poczatkowego zdefiniowania:
o wymiaréw geometrycznych belki (grubos¢ h i szerokos¢ b):

b= 0.06m h = 0.04m
e odlegtosci migdzy podporami i przytozonymi sitami:
I} = 0.5m Lhb=1lm 13=05m
e dopuszczalne naprezenia zginajace:

kg = 1200Pa

Do obliczenia dopuszczalnej wartosci sity skorzystamy ze wzoru na naprgzenia
przy zginaniu:
I

o= — =k
W,

Jua]
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moment gnacy wynosi:

Fly
o= — = Lk

W, 2

Dla belki o przekroju prostokatnym wskaznik wytrzymatosci przekroju na zgi-
nanie ma postac:

2
bohy
W, = —
=4
Tak wigc dopuszczalna sita jaka mozemy obciazy¢ belke wynosi:
Wk
F=—=F_384xIIN

Iy

Zadanie 3

Dla belki obcigzonej jak na rysunku 5.13 obliczy¢ sity tnace i momenty zginaja-
ce. Wykona¢ réwniez wykres sil tnacych i momentéw zginajacych przyjmujac
F,=5000 N, F,=3000 N oraz a;=a,=az=1 m.

F AR. E
Y

B
ar=1m ar=1m as=1m

Rys. 5.13 Belka obciazona sitami skupionymi (rysunek do zadania 3)

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:
e ity skupione dziatajace na belke:

F1 = 5000H F2 = 30001

e odlegtosci pomiedzy dziatajacymi sitami skupionymi i reakcjami:
4y = Im iy = Im iy = Im

oraz obliczamy dtugo$¢ catkowita belki:

L= a.

i L=3m

1w

._.
]
—
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e odlegtosci przytozenia sit skupionych i reakcji Rg od punktu A:

aFl =1m aF2 = 3 app = 2m

e obszar funkcji oraz krok obliczen na dtugosci belki L:
x:=0L,0001-L.L

Na poczatku nalezy wyznaczy¢ reakcje podpor R i Rp, ktore okreslimy z wa-
runkoéw réwnowagi. W tym celu budujemy uktad réwnan (suma rzutdéw sit ze-
wngtrznych na o$ pionowa i suma momentow sit zewngtrznych wzgledem punk-
tu A) poprzedzajac napisem Given:

Given

Ry -F -F +Fg=0

[:—leﬂFl - FE&FE + RB&RB =0
Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:
1000-1 ]

FindiRs Bl —
A:H [?EIEIEI-N

Tak wigc reakcja R wynosi 1000 N natomiast reakcja Rg rowna jest 7000 N.

Przystepujemy do wyznaczenia momentu zginajacego na catej dlugosci belki.
W tym celu na poczatku wyznaczamy momenty zginajace w przekrojach,
w ktorych zostaty przytozone sity zewnetrzne (rys. 5.14). Pomigdzy tymi prze-
krojami, w poszczegdlnych przedziatach, wykres momentéw bedzie utworzony
przez odcinki linii prostych. Przyjmujac za poczatek uktadu punkt A mozemy
wyznaczy¢ trzy przedziaty (0<x<1); (1<x<2); (2<x<3).

<2
R;. e x1 - E .ﬂ R B E
 J
A
@ T
a;=1m a=1m | a=1m
0<x<1 1<x<2 2<x<3

Rys. 5.14 Belka obciazona sitami skupionymi z zaznaczonymi przedziatami
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Moment zginajacy na podporze w punkcie A Wynosi:
M_ﬁ =10
W przekroju belki odlegtym o x; od punktu A moment zginajacy obliczamy

uwzgledniajac sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju czyli w przedzia-
le (0<x<1):

I'I.I'Il = R"'éhaF]_ =1 103

Aby sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych nalezy w oparciu o powyzsze
rownanie dla zadeklarowanego obszaru funkcji obliczy¢ rozktad momentu M;:

Myix = (I:I < EE aFl)'RAx'

Pozostate momenty zginajace w miejscu przytozenia poszczegdlnych sit obli-
czamy w podobny sposob.

W przekroju belki odlegtym o X, od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sily zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (1<x<2):

3
I'I.I'IE = RﬁaRE - F18.2 =-3x 10

M40 = (ﬁpl TXE &R.B)[Rﬁ'x B Fl(x B ElFl):|

W przekroju belki odlegtym o X3 od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sity zewnetrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (2<x<3):

Mo=Rsag -F, fap - a +Bpnfagp —a =10
3 Y F2 1(F2 Fl) EI( FI! R.E)

L) = (aR.B <xE an)l:Rﬁ-x - Fl(x - aFl) + ERpli-app |:|
Moment zginajacy na calej dtugosci belki jest rowny sumie momentow zginaja-
cych w poszczegolnych przedziatach belki:
M) = My + My + Mo + Ma(s)

Na podstawie powyzszego réwnania mozemy sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych na catej dtugosci belki.
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Rys. 5.15 Wykres rozkladu momentow zginajacych na dtugosci belki

W przekroju odlegtym o x; od punktu A sita tnaca wynosi:
T () = (n <xs aalFl)R‘,!L
W przedziale (1<x2) czyli w przekroju odleglym o X, od punktu A sita tnaca
Wynosi:
To( = (aFl S aE'LR_H)RE_.,1 - F1|
W ostatnim przedziale sita tnaca wynosi:
Tz = (aR.EI xS '&Fz)IRﬁ - F1 + R

Aby sporzadzi¢ wykres sil tnacych dla catej dtugosci belki sumujemy sily tnace
z poszczegolnych przedziatow.

T = Ty + T + Ta(@
Wykres sit tnacych na catuj dtugosci belki sporzadzamy na podstawie powyz-
szego réwnania.

3

ax10%
210%
1% 0 2 3
NI _2a0%
- 4108
x [m]

Rys. 5.16 Wykres rozktadu sit thacych na dtugosci belki
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Zadanie 4

Wykona¢ wykresy momentdéw zginajacych i sit tnacych dla belki wspornikowe;j
podpartej przegubowo w punktach A i B obciazonej sita roztozona q=25000 N/m
oraz sita skupiona F=60000 N (rys. 5.17).

RAT F1 ‘ RB ,q

' [T
ALY B

SN

a=1m a, =1m . a&=1m

=

-—

Rys. 5.17 Belka obciazona sitami skupionymi i roztozonymi
(rysunek do zadania 4)

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:

e ity skupione dziatajace na belke:

F1 = A0000H

e ity roztozone dzialajace na belkg:
g = 23000 il
in

e odlegtosci pomiedzy dziatajacymi sitami skupionymi, roztozonymi
i reakcjami oraz obliczamy dtugos¢ catkowita belki:
a = lm 2y = lm iy = L

3

L= T‘ 3 L=3m
1=1

e odlegtosci przytozenia sit skupionych i reakcji Rg od punktu A:

aFl = 1m app = am

e dlugos¢ dziatania sity roztozonej oraz odlegtos¢ przytozenia tej sity od
punktu A:

lq = 1tn aq = 2m

e zakres funkcji oraz krok obliczen na dtugosci belki L:
z=0L,0001.L. L
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Na poczatku nalezy wyznaczy¢ reakcje podpér Ra i Rg, ktore okreslimy z wa-
runkoéw réwnowagi. W tym celu budujemy uktad réwnan (suma rzutdéw sit ze-
wngtrznych na o$ pionowa i suma momentow sit zewngtrznych wzgledem punk-
tu A) poprzedzajac napisem Given:

(iven
R-'-é'-l_F]. +RE— q1q=|:|

1
112
l:_FjlaFl + RB&RB - qlq(&q-l- 5] =0

Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:
23750-H ]

FindiE, ,BExl —
arB (51250-14

Tak wigc reakcja Ry wynosi 23750 N natomiast reakcja Rg rowna jest 61250 N.

Przystepujemy do wyznaczenia momentu zginajacego na catej dlugosci belki.
W tym celu na poczatku wyznaczamy momenty zginajace w przekrojach,
w ktorych zostaty przytozone sity zewngtrzne (rys. 5.18). Pomigdzy tymi prze-
krojami, w poszczegolnych przedziatach, wykres momentéw bedzie utworzony
przez odcinki linii prostych. Przyjmujac za poczatek uktadu punkt A mozemy
wyznaczy¢ trzy przedziaty (0<x<1); (1<x<2); (2<x<3).

o

A ! | A B

—
T

a=1im___|_ a=1m ____ a=1m
0<x=1 1=x<2 2<x<3

-

Rys. 5.18 Belka obciazona sitami skupionymi i roztozonymi z zaznaczonymi
przedziatami

Moment zginajacy na podporze w punkcie A Wynosi:
Mﬁ =10
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W przekroju belki odlegtym o X; od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac sily zewnetrzne po lewej stronie tego przekroju czyli w przedzia-
le (0<x<1):

M) = Ryap = 2375 10*
Aby sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych nalezy w oparciu o powyzsze
rownanie dla zadeklarowanej dziedziny argumentu funkcji obliczy¢ rozktad
momentu My:

M5 = (EI S . aFl)'Rﬁ'x'

Pozostate momenty zginajace w miejscu przytozenia poszczegdlnych sit obli-
czamy w podobny sposob.

W przekroju belki odlegtym o X, od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (1<x<2):

A
IIUIIE = R;&';aRE - FI&Z =-125» 10",

L.z = (aFl < rs aR_EI)[RAx - Fl(x - aFl):|

W przekroju belki odlegtym o X3 od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedzial (2<x<3):

L-app
M3 = R_,:':'iL_ FI(L— &Fl) + RBIL— &R.BI — q.IL— &R-BI- =

2

1

tTERE
My(x) = lagp<x® L||:Rﬁ-x— Fl(x— aFl) +RBglz-agppl-qix-ap gl 2 :|

Moment zginajacy na catej dtugosci belki jest rowny sumie momentow zginaja-
cych w poszczegolnych przedziatach belki:

MR = My + M0 + Ma(0) + Ma()

Na podstawie powyzszego réwnania mozemy sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych na catej dtugosci belki.
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Rys. 5.19 Wykres rozkladu momentow zginajacych na dtugosci belki

W przekroju odleglym o x; od punktu A sita tnaca wynosi:
T (%) = (n <x% aFllef_._l

W przedziale (1<x2) czyli w przekroju odleglym o X, od punktu A sita tnaca
WYnosi:

To(%) = (aFI <x% aaLR_B)Rél - F{|
W ostatnim przedziale sita tnaca wynosi:
TE[:X:I = IaR.B < x= &RE + quI:R;":'i - F]. + RE - q|: - I&R-EIJ:I

Aby sporzadzi¢ wykres sit tnacych dla catej dtugosci belki sumujemy sity tnace
z poszczegolnych przedziatow:
T = Ty + To) + Tl

Wykres sit tnacych na catuj dtugosci belki sporzadzamy na podstawie powyz-
szego réwnania.

4xl|34:'
210
T(x
® 0 2 3
N _2a0%
- 4>ch4"

% [m]

Rys. 5.20 Wykres rozktadu sit tnacych na dtugosci belki
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Zadanie 5

Wykona¢ wykresy momentdéw zginajacych 1 sit tnacych dla belki wspornikowe;j
podpartej przegubowo w punktach A i B obciazonej sitami F;=10000 N,
F,=15000 N oraz g;=20000 N/m, g,=5000 N/m jak na rys. 5.21.

g1
R.A F

IHHHI\FIIIHIII;IIII

A

3___8

a.=1.5m a.,=2.5m - 8:=2m

—

Rys. 5.21 Belka obcigzona sitami skupionymi i roztozonymi
(rysunek do zadania 5)

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:
e ity skupione dziatajace na belke:

F1 = 100004 F2 = 15000H

e ity roztozone dzialajace na belkg:

4, = 20000 E 4y = a0aa E
Im i
e odlegtosci pomiedzy dziatajacymi sitami skupionymi, roziozonymi
i reakcjami oraz obliczamy dtugos$¢ catkowita belki:

4 = 1.5m 2y = 2.5m 1= 2m

3
L= T‘ h L=6m
i=1
e odlegtosci przytozenia sit skupionych i reakcji Rg od punktu A:
aFl =3 an =L

e dlugosci dziatania sit roztozonych oraz odleglosci przytozenia tych sit
od punktu A:

2
o -
=2, 3 1|:12 =2

1EEll )
i=1
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e zakres funkcji oraz krok obliczen na dtugosci belki L:
¥=0L,0001L.L

Na poczatku nalezy wyznaczy¢ reakcje podpor Ra i Rg, ktore okreslimy z wa-
runkdéw réwnowagi. W tym celu budujemy uktad réwnan (suma rzutdéw sit ze-
wnetrznych na 0§ pionowa i suma momentow sit zewnetrznych wzgledem punk-
tu A) poprzedzajac napisem Given:

Civen

Ry ~Fj -ty +Rg-ayly -F;=0

ly

1 lqz
(—le-aFl - q1-1q1-? + RE-aqg - q2-1q2- 3, + - |- F,Ll=0

Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:
36250.0-H ]

7E7500-M
Tak wigc reakcja R wynosi 36250 N natomiast reakcja Rg rowna jest 78750 N.

Finleﬁ,RBI — (

Przystepujemy do wyznaczenia momentu zginajacego na catej dlugosci belki.
W tym celu na poczatku wyznaczamy momenty zginajace w przekrojach,
w ktorych zostaty przytozone sity zewngtrzne (rys. 5.22). Pomigdzy tymi prze-
krojami, w poszczegélnych przedziatach, wykres momentow bedzie utworzony
przez odcinki linii prostych. Przyjmujac za poczatek uktadu punkt A mozemy
wyznaczy¢ trzy przedziaty (0<x<1,5); (1,5<x<4); (4<x<6).

A D
p— < -—

R A L x1 F 1 i 12 ‘ R, /Qi F
U
A . __B
a=1.5ml|, a=2.5m N a=2m
0<x<1.5 1,5<x<4 4<x<6

Rys. 5.22 Belka obcigzona sitami skupionymi z zaznaczonymi przedziatami

Moment zginajacy na podporze w punkcie A Wynosi:
Mﬁ =10
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W przekroju belki odlegtym o x; od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac sity zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju czyli w przedzia-
le (0<x<1,5):

2
[ay]

1 4
M, :=Rﬂ.aF1—q1[ - j|=3.188>-<1[l

Aby sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych nalezy w oparciu o powyzsze
rownanie dla zadeklarowanego zakresu funkcji obliczy¢ rozktad momentu My:

2
ql'x
My = |0<xs 4 | |Fa-xf - 2

Pozostate momenty zginajace w miejscu przytozenia poszczegdlnych sit obli-
czamy w podobny sposéb.
W przekroju belki odlegtym o X, od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sily zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (1,5<x<4):

| 2

ql—ql 2 —F1|32|=—4xlﬂ

2
X
M) = (&1 S .o aq2)|:RAx - ql-E - Fl(:{— &Fl):|

W przekroju belki odlegtym o X3 od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie sily zewngtrzne po lewej stronie tego przekroju. Roz-
patrujemy przedziat (4<x<6):

(Iql) 1'112
M = RAL—FI-(L—aF1)+RB(L—1q1)—q1-1q1 L—T —q21q2L— ot =D
1 1,
() %
Mo = (aq2 <k L)|:RA-X— Fl(x - aFl) + RB(x - lql) - q1-1q1|:x - T:| - q21q2|:x - [aqz + ?:|:|

Moment zginajacy na catej dlugosci belki jest rowny sumie momentoéw zginaja-
cych w poszczegolnych przedziatach belki:
M%) = My + M5 + Mot + Ma(x)

I'I.I'IE = Rﬂl

Na podstawie powyzszego rownania mozemy sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych na catej dtugosci belki.
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4x ].Ud T T

210

M(x) 0

[Nm]  _ 510

- «3)(10'dl :
0 2 4 6

% [m]

Rys. 5.23 Wykres rozkladu momentow zginajacych na dtugosci belki

W przekroju odlegltym o x; od punktu A sita tnaca wynosi:
Ty = (EI <x=E aFl)IR‘% TR

W przedziale (1<x2) czyli w przekroju odlegtlym o X, od punktu A sita tnaca
Wynosi:

Toh) = (aFl < EE aq2)|Rﬁ R F1|

W ostatnim przedziale sita tnaca wynosi:

T5(x) = (aqz <x= L)[Rﬁ -F, +Fpg- ql-(lqu - qz(:c - 3‘11)}
Aby sporzadzi¢ wykres sil tnacych dla catej dtugosci belki sumujemy sily tnace
z poszczegOlnych przedziatow:
T =Ty + To(0 + T30

Wykres sit tnacych na calej dtugosci belki sporzadzamy na podstawie powyz-
szego roéwnania.

4:-:104"'
2x104‘
) i ! 4 6
- 2x10
N o
- 6x10™

x [m]

Rys. 5.24 Wykres rozkladu sit tnacych na dtugosci belki
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Zadanie 6

Dla belki obcigzonej jak na rysunku 5.25 obliczy¢ sily tnace i momenty zginaja-
ce. Wykona¢ réwniez wykres sit tnacych i momentow zginajacych przyjmujac
F,=200 N, M;=100 Nm, M,=100 Nm oraz a;=a;=1 m, a,=2 m.

Pz

My M2

TN
AT

a=1m a;=2m a=1m .

Rys. 5.25 Belka obciazona momentami zginajacymi oraz sila skupiona
(rysunek do zadania 6)

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwigzania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:

e sil¢ skupiona oraz momenty zginajace dzialajace na belke:

Fy = 200H Wy = 100N -tn Wl = 100N -t
e odlegtosci pomigdzy dzialajacymi momentami zginajacymi oraz sila
skupiona:
ap = lm ay = 2m az = lm

oraz obliczamy dtugo$¢ catkowita belki:
3
L=>" 5
=1

L=4m

[

e odlegtosci przytozenia momentéw zginajacych i sity skupionej od punk-
tu A:
2

apg = a apg = N g ap =L
My TH AT 2, 8 R
i=1
e obszar funkcji oraz krok obliczen na dtugosci belki L wynoszacy 0,001:
¥»:=0L,0001.L.L

Na poczatku nalezy wyznaczy¢ reakcje Ra i moment M, w miejscu utwierdzenia
belki, ktore okreslimy z warunkéw réwnowagi. W tym celu budujemy uktad
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rébwnan (suma rzutow sit zewnetrznych na o$§ pionowa i Ssuma momentow
wzgledem punktu A) poprzedzajac napisem Given:
Griven

Ry +F1=10

I'-.I'Iu+F1-aF1+M1—I'-JI2= 0

Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:

-200-M
Fmd|Rﬁ,I‘-.-'Iu| a( J

—300-M-m

Tak wigc reakcja R wynosi -200 N natomiast moment M, rowny jest -800 Nm.

Przystepujemy do wyznaczenia momentu zginajacego na catej dlugosci belki.
W tym celu na poczatku wyznaczamy momenty zginajace w przekrojach,
w ktorych zostaty przytozone momenty zginajace i sita zewngtrzna (rys. 5.26).
Pomigdzy tymi przekrojami, w poszczegodlnych przedziatach, wykres momentow
bedzie utworzony przez odcinki linii prostych. Przyjmujac za poczatek uktadu
punkt A mozemy wyznaczy¢ trzy przedziaty (0<x<l1); (1<x<3); (3<x<4).

| X2
My M2
M {k
SV R
a;=1m a,=2m - &=1m
(0<x<1) (1=x<3) (3<x=4)

Rys. 5.26 Belka obcigzona momentami zginajacymi i sita skupiong z zaznaczo-
nymi przedziatami

Moment zginajacy W miejscu utwierdzenia w punkcie A wynosi:
L, = -800-N-m
W przekroju belki odlegtym o x; od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac momenty zginajace po lewej stronie tego przekroju czyli w prze-
dziale (0<x<1):
M = M, - Rg-a = —600.
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Aby sporzadzi¢ wykres momentow zginajacych nalezy w oparciu o powyzsze
rownanie dla zadeklarowanego obszaru funkcji obliczy¢ rozktad momentu M;:

Myzy = Dzx= amllul‘-.%— B, x|

W przekroju belki odlegtym o X, od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie momenty zginajace po lewej stronie tego przekroju.
Rozpatrujemy przedziat (1<x<3):

2

My= My —Fa- S a+ M =-100
i=1
Wl = |aM1 <= aleul\.-'Ll— By x+ My

W przekroju belki odlegtym o X3 od punktu A moment zginajacy obliczamy
uwzgledniajac wszystkie momenty zginajace po lewej stronie tego przekroju.
Rozpatrujemy przedziat (3<x<4):

Il :=h"]11_Rﬁ'Z_ i+ My -y =10
i=1
Ma(xz) = |ELM2 CEX aF1||I‘-.-'Iu—Rﬁ-X+I'-JI1 — Nz

Moment zginajacy na calej dtugosci belki jest rowny sumie momentow zginaja-
cych w poszczegolnych przedziatach belki:

Mz = My () + Mo(=) + M=)

Na podstawie powyzszego rownania mozemy sporzadzi¢ wykres momentow
zginajacych na catej dtugosci belki.

- 200
M(x) - 400
[Nm]_ z0
- 200+

% [m]

Rys. 5.27 Wykres rozktadu momentéw zginajacych na dtugosci belki
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W kazdym przedziale belki czyli (0<x<1), (1<x<3), (3<x<4) sita tnaca ma ta
sama warto$¢ i Wynosi:

TI(X} = ||:| T HZ E.M1|I—R‘,-;-,1|

TE(X} = |ELM1 S HZ aI"."lZ“_R;":'L'
TB(X} = |-'El]:\.I.L2 CHEXE aF1|I_RJ':'L'
Aby sporzadzi¢ wykres sil tnacych dla catej dtugosci belki sumujemy sily tnace
Z poszczeg6lnych przedziatow.
Tz = Ty + To + Tl
Wykres sit tnacych na catuj dtugosci belki sporzadzamy na podstawie powyz-
szego réwnania.

200
150

T() 100+
[N] 5o

o1 2 3 4
x[m]

Rys. 5.28 Wykres rozktadu sit thacych na dtugosci belki

Zadanie 7

Do samodzielnego rozwigzania

Dla belki obcigzonej jak na rysunku 5.12 obliczy¢ sily tnace i momenty zginaja-
ce. Wykona¢ réwniez wykres sit tnacych i momentow zginajacych przyjmujac
F=1500 N oraz a;=a,=az=1 m.
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6. Kratownice plaskie

6.1. Pojecia podstawowe

Kratownica nazywamy uktad ztozony z pretow prostych potaczonych ze soba
w weztach (pozbawionymi tarcia) przegubami, na ktore dziataja wyltacznie sily
skupione. Z definicji tej wynika, ze konce pretéw moga si¢ wzgledem siebie
przemieszczaé. Jednak w rzeczywistych konstrukcjach budowlanych potaczenia
pretow kratownic sa realizowane w sposob odbiegajacy od tego zatozenia. Kra-
townice stanowia dzwigary kratowe o sztywnych weztach. Zatozenie to jednak
znacznie upraszcza teorie kratownic i sposoby ich rozwigzywania, nie wprowa-
dzajac wigkszych bledow.

Kratownice moga by¢ plaskie (wszystkie prety i obciazenia leza na jednej
plaszczyznie, rys. 6.1) lub przestrzenne.

o - 2

Rys. 6.1 Kratownice ptaskie

6.1.1. Geometryczna niezmiennos$¢ i statyczna wyznaczalno$¢
kratownic
Rozwiazanie kratownicy sprowadza si¢ do wyznaczenia reakcji powstajacych
w punktach podparcia oraz sit rozciagajacych i $ciskajacych poszczegodlne prety.
Przystepujac do rozwiazania kratownicy na poczatku nalezy sprawdzi¢ warunek
konieczny statycznej (wewngtrznej) wyznaczalnosci, ktory ma postac:

p=2w-3
Stopien statycznej niewyznaczalnosci kratownicy mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
p=2w-r

gdzie:

w — liczba weztdéw kratownicy,
p — liczba pretéw kratownicy,

r — liczba reakcji podporowych.
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Jezeli p>2w-r kratownica ma wigksza liczbg pretow niz to jest konieczne dla
jej geometrycznej niezmiennosci i liczba niewiadomych jest wigksza niz liczba
réwnan rownowagi. Kratownica taka jest przesztywniona i statycznie niewyzna-
czalna. Jezeli za$ p<2w-r, to uklad jest geometrycznie zmienny i nie moze by¢
stosowany w konstrukcjach budowlanych.

6.1.2. Analityczne metody wyznaczania sit w pretach kra-
townicy
W celu wyznaczenia sit w pretach kratownicy najczes$ciej wykorzystuje sig
dwie metody:
e metoda rownowazenia wezlow,
e metoda przekrojoéw (metoda Rittera).

Metoda rownowazenia wezlow polega na znalezieniu réwnan réwnowagi, dla
kazdego myslowo wycigtego wezta kratownicy. Przystepujac do rozwiazania:
e z rOwnan rownowagi wyznaczamy skladowe reakcji  podpor
2Ma=0, 2Mg=0, 2F;,=0, 2F;=0,
e w poszczegbdlnych wycigtych weztach kratownicy zapisujemy dwa row-
nania rownowagi 2Fi=0, 2F;,=0,
e 7 zapisanych rownan rownowagi wyznaczamy sity we wszystkich pre-
tach kratownicy (rozwiazanie zaczynany od wezta, w ktorym zbiegaja
si¢ dwa prety o nieznanych sitach).

Metoda Rittera polega na myslowym przecigciu kratownicy odpowiednim
przekrojem na dwie czg$ci 1 wykorzystaniu warunkdéw réwnowagi wszystkich sit
dziatajacych na jedna z nich. Przystepujac do wyznaczania sit w pretach kratow-
nicy metoda Rittera:

e 7z rownan réwnowagi wyznaczamy skladowe reakcji podpor
EMAZO, EMBZO, ZFiXZO, ZFiyZO,

e przecinamy kratownicg przez trzy prety, w ktorych chcemy okreslic sity
wewnetrzne (prety kratownicy nie moga zbiegaé sie w jednym punkcie),

e jedna czes¢ kratownicy odrzucamy (najczesciej ta, na ktora dziata wigcej
sit zewngtrznych,

e dla odcigtej czesci kratownicy zapisujemy rownania sumy momentow
wszystkich sil wzgledem trzech punktéw, w ktorych przecinaja sig pa-
rami kierunki poszukiwanych sit w pretach.
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6.2. Przyklady do wykonania

Zadanie 1
Dla kratownicy ptaskiej obciazonej jak na rysunku 6.2 obliczy¢ sktadowe reakcji

podpor przegubowej statej A i przesuwnej B oraz sity wewngtrzne rozciagajace
I Sciskajace poszczegolne prety. Zadanie nalezy rozwigzaé metoda rownowaze-
nia weztow.

F=400N l5—4oow lE—4DON

R

=M o=cm ot tadul =M

Rys. 6.2 Kratownica z zaznaczonymi obcigzeniami

Rozwiqzanie:

Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zacza¢ od ponumero-
wania wezlow 1 pretow kratownicy. Najczgsciej wezly numerujemy liczbami
rzymskimi a prety arabskimi.

F=400N l5:400N lE:4DDN

[ v 9 WL

£
5
7 13 QW
3 10 1 I
<
4 g 12 VIIT
11 v VI /_”“E B
) R

=M 0= M 07 0= M F

Rys. 6.3 Kratownica z zaznaczonymi obcigzeniami i ponumerowanymi weztami
1 pretami

Nastepnie definiujemy:
e sily dzialajace na poszczegdlne wezty kratownicy:

F., =400-H F,=400-H F3 =400-H

1 2
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e odlegtosci przytozenia tych sit od punktu A:

I =2Zm I =4m Iz =#fAm
Fy Fy Fs
e odlegtosci pomigdzy weztami w poziomie a i w pionie b:
1 = 2-m i = Z-m iy = 2-m 1, = 2t
ho=2m

e liczbe pretow p oraz liczbe weztdéw w w kratownicy:
p=13 w o= E
e kat pomiedzy pretami kratownicy:
o= 45

=
o

sitwov-deg) = 0707
cos(ov deg) = 0.707

=
o

Po zdefiniowaniu powyzszych wielkosci sprawdzamy warunek konieczny sta-
tycznej (wewngtrznej) wyznaczalnosci:

p=2dw -3
p=13
warunek jest spetniony wigc mozna przystapi¢ do rozwiazania.

Aby rozwiaza¢ podana kratownice metoda rownowazenia weziow musimy wy-
znaczy¢ reakcje podpér. W tym celu budujemy trzy uklady réwnan z trzema
niewiadomymi. Poprzedzajac je napisem Given:

Civen

Rﬁ.x= 0

Ry -F - Fy-F,+Rg=0

2 3 4
a B, + % I:ai|F2|:| + S I:&i|F3|:| - S |&i-RB| =1
i=1 i=1 i=1
Nastepnie przechodzimy do wycinania poszczegdlnych weztow. Zaczynamy od

wezta [ poniewaz w nim zbiegaja si¢ dwa prety. Dla kazdego preta definiujemy
dwa rownania.
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Przyjmujac:

Fl
Sa III Sé
3 S5
II Sa
SE 84
Fe
5 v Sy
D S 55
Sio 5 VI
S IV S, Sg Sie
F
: 33
S {11 WIII
T Sz
So 3
S Re

1

Rys. 6.4 Rozktad sit w poszczegdlnych weztach kratownicy

Wezel 1
Fp +3y+m3 =0
Fu +mia) =0
Wezel 111

Sﬁ + mﬂj - mSl =10

“F| - 83— m¥5 - m3; =0
Wezel V

Sg - Sﬁ = D

—].'-":,2 - S? = |:|
Wezel VII

—Sg - mSlD + m513 =0
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Wezel 11
—Bq +8y=0
Ay =0
Wezel IV
Ag = Hg+m3g-m3g =0
dr+m3ig+mis=0
Wezel VI
Byg-Bg=0
Sy =0



Po rozpatrzeniu wszystkich wezldéw mozemy wyznaczy¢é niewiadome z tych
rownan:
i
600 0-H
600 0.1
348 656
600.0-H
0
600.0-H
2828350
—80010-H
—400 04
6000-4
—2000-H
252885
i

600.0-1
-248 856-H

FindlRy Ry Rp.51.8y,89.8,,85.85, 87,85, 89,810,81 1,812,813 =

Pozostale trzy rownania zostaly niewykorzystane ale moga postuzy¢ jako
sprawdzenie. Jedno rownanie z wezta VII:

—F3 - S].]. - mSlE - mSlD =10

i dwa rownania z wezta VIII:
—312 - mSlE =0

Sprawdzenie:
_F3 - S].]. - mSlE - mSlD =0
F3 = _S].]. - mSlE - mSlD = 400H

—312 - mSlE =0
312 = —mSlE =all0H

RB + mSlE =0
RB = —mSlE = aldH
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Na podstawie otrzymanych wynikdw mozna zauwazy¢, ze cze$¢ pretow jest
rozciaganych a czg$¢ Sciskanych. Prety, ktore sa rozciagane (S;, S4, Ss, S, Sio,
Si2) maja wartosci dodatnie natomiast $ciskane (S;, Sg, Sz, Sg, Si3) wartosci
ujemne. Mozna réwniez zauwazy¢, ze niektore prety nie pracuja czyli ich sity sa
rowne zero, np. pret Sz i S

Przyklady pretow zerowych:
1) Jezeli w nieobciazonym wezle kratownicy schodza si¢ 2 prety pod pew-
nym katem, to sity wewngtrzne w obu pretach sa rowne zeru.

S1
e —
S S;ZO
2) Jezeli w wezle kratownicy schodza sig 2 prety i wezet jest obciazony sita

zewngtrzng rownolegla do jednego z nich, to sita wewngtrzne w drugim
precie jest rowna zeru.

T
e S,=0

3) Jezeli w wezle kratownicy schodza si¢ 3 prety, z ktorych dwa sa rowno-
legle i wezet jest nieobcigzony, to sita w trzecim precie jest rOwna zeru.
S3 S1

A

Se
/ S;ZO

S1

Dla potwierdzenia otrzymanych wynikéw rozwiazemy powyisze zadanie
metoda Rittera

Poniewaz powyzej zostaly zdefiniowane poszczegdlne wielkosci (tj. sity dziata-
jace na wezly kratownicy, odlegtosci przylozenia tych sit od punktu A, odlegto-
$ci pomiedzy weztami w poziomie i w pionie oraz liczba pretow i liczba we-
zkdw) mozemy przystapi¢ do wyznaczenia reakcji podpor. W celu wyznaczenia
sit reakcji w podporach mozna utozy¢ cztery réwnania rownowagi:

> F, =0
> F, =0
> M, =0
D> M =0
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Dla podanego przyktadu wystarczy dwa réwnania rownowagi: suma rzutow
wszystkich sit na 0§ x i suma momentow wzgledem punktu A. Poprzedzamy je
napisem Given:

Civet,
R4 -F -F,-F,+Rg=0
2 3 4
. 5 & -5 . =
al Fl + b I:&i| F2 |:| + b I:ai| F3 |:| b |E|.i RB' 1]

i=1 i=1 i=1

Poniewaz metoda Rittera pozwala na wyznaczenie sit w trzech pretach kratow-
nicy. To jako przyktad wyznaczymy je w pretach 4, 51 6. W tym celu przecina-
my kratownicg¢ wyobrazalna ptaszczyzna przechodzaca przez prety 4, 5, 6 i od-
rzucamy jej prawa czesé (rys. 6.5).

Sity Sy, Ss, S¢ dziatajace
w pretach 4, 51 6, ktore
utrzymuja kratownice

w stanie rownowagi

A
0 =M 0= 1M

Rys. 6.5 Przecieta kratownica z odrzucona prawa strona

Dla odcigtej czesci kratownicy zapisujemy réwnania sumy momentowW WSzyst-
kich sit wzglgdem dwoch punktow (wezet III i IV), w ktorych przecinaja si¢
parami kierunki poszukiwanych sit w pretach oraz sume sit na o$ y. Réwnania
definiujemy w rozpoczetej procedurze Given:

-F| - mB85+ Ry =0

R-'-él&]. - 541'3 =0

2
Sﬁ-h + S I:ailR‘éil:l - Fl-al =0

i=1
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Po rozpatrzeniu wszystkich rownan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:
a00.0-H
600.0-1
Find(Ry ,Rp.54.55,84 — | 6000H
JEDRES.W
—2000-1

Jak wida¢ w pierwszym i drugim przypadku otrzymali§my te same wartosSCi
szukanych zmiennych. Swiadczy to o poprawnosci rozwiazania zadania.

Zadanie 2

Dla kratownicy ptaskiej obciazonej sitami F;=12000 N i F,=8000 N jak na ry-
sunku 6.6 obliczy¢ sktadowe reakcji podpor przegubowej statej A i przesuwnej B
oraz sity wewngtrzne rozciagajace i $ciskajace poszczegoélne prety. Zadanie na-
lezy rozwiaza¢ metoda rownowazenia weztow.

Fi
I 4 {_‘V 7 Yv VIL 14 VI fe
£
o
I
Q]
©
1
£
- i
RS,
I RBX
A
N
Ra

o=4m | a=4m o=4m |, os4m

Rys. 6.6 Kratownica z zaznaczonymi obcigzeniami 0raz ponumerowanymi we-
ztami i prgtami

Rozwiqzanie:
Przystepujac do rozwiazania powyzszego zadania nalezy zdefiniowac:
e sily dzialajace na poszczegdlne wezty kratownicy:

F1 = 12000-H Fz = 2000-H
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e odleglosci pomigdzy weztami w poziomie a i w pionie b:
4 = 4-m 2y = 4-m 2 = 4-m 1= 4-m

e liczbe pretow p oraz liczbg weztow w w kratownicy:
p=17 w =10

e Kkat pomigdzy pretami kratownicy:
o= 45

sity ce deg) = 0.707
coslovdeg) = 0.707

Po zdefiniowaniu powyzszych wielkosci sprawdzamy warunek konieczny sta-
tycznej (wewngtrznej) wyznaczalnosci:
po=2w -3

p=17
warunek jest spelniony wigc mozna przystapi¢ do rozwigzania.

Aby rozwiaza¢ podana kratownicg metoda rownowazenia wezlow musimy wy-
znaczy¢ reakcje podpoér. W tym celu budujemy trzy uklady rownan z trzema
niewiadomymi. Poprzedzajac je napisem Given:

Civet
Rp , = 3000H
Ry - F1 +Rp=0
2 2 4

—E_ I:ﬂilFll:I - S I:bilel:I + S 'ai'REI' =0
i=1 i=1 i=1
Nastegpnie przechodzimy do wycinania poszczeg6lnych weztow. Zaczynamy od
wezta [ poniewaz w nim zbiegaja si¢ dwa prety. Dla kazdego preta definiujemy
dwa réwnania.
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Przyjmujac:

&)

Rys. 6.7 Rozktad sit w poszczegdlnych weztach kratownicy

Wezel 1
m-SE =1
31+Rﬁ+m32=n

Wezel IV
S?—34+mSE=D

—mSE - Sj =1

Wezel VII

—513 - mSll =0
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Wezel 11
34 + m53 =0
—m53 - 51 =10
Wezel V
S].D - S-F H |:|
_F]. - Sg - D
Wezel VIII
—mSlj - 314+ F2 =0

_Sl? - mSlj =0

Wezel 111
Sﬁ - mSE - mSE =1

Sj +m53 —mSE =10

Wezel VI
512 —Sﬁ—m58+m511 =0

m511+59+m58=ﬂ

Wezel IX
—mSlﬁ + 513 + mSlj =0



Po rozpatrzeniu wszystkich wezldéw mozemy wyznaczy¢é niewiadome z tych
rownan:

20000-H
300004
S0000-H
~3000.0-H

0

42432 N
-3000.0-H
~3000.0-H
20000-H
—6000.0-H0
Find| R 5. Ry Rp.5) .87.87.84,85.85. 57,9380 81081 1:912:813:914:815:816. 817 = | om0
~120000-H
—6000.0-H
127208 N
-3000.0-H
—9000.0-H
20000-H
0721 N
—365TT W
—3000.0-H

Pozostale trzy rownania zostaly niewykorzystane ale moga postuzy¢ jako
sprawdzenie. Jedno roéwnanie z wezta IX i dwa rownania z wezta X.

Na podstawie otrzymanych wynikdw mozna zauwazy¢, ze czg$¢ pretow jest
rozciaganych a cz¢$¢ Sciskanych. Prety, ktore sa rozciagane (S, Se, Sg, Si1, Si4,
Si5) maja wartosci dodatnie natomiast §ciskane (Sy, S4, Ss, S7, So, S10, S12, S13, S16,
S17) wartosci ujemne. Mozna réwniez zauwazy¢, ze niektore prety nie pracuja
czyli sity, ktore dziataja w nich sa réwne zero, np. pret S,.
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Zadanie 3

Do samodzielnego rozwiazania

Dla kratownicy ptaskiej obciazonej jak na rysunku 6.8 obliczy¢ sktadowe reakcji
podpér przegubowej stalej i przesuwnej oraz sily wewngtrzne rozciagajace
i Sciskajace poszczegdlne prety. Okresli¢ dziatanie sit na poszczegdlne wezty
i przyja¢ ich wartos¢ (przyjmujemy wage 1 wagonu ok. 0,6 MN). Zadanie nalezy
rozwigza¢ metoda rOwnowazenia weztow.

Rys. 6.8 Kratownica ptaska obciazona przez przejezdzajacy pociag
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7. Tarcie

7.1.Pojecia podstawowe

Tribologia jest nauka o procesach fizyko-chemiczno-mechanicznych zacho-
dzacych w ruchomym styku cial statych. Jednym z podstawowych zagadnien,
ktorymi zajmuje sig tribologia sg zjawiska tarcia. Rodzaje tarcia przedstawiono
narys. 7.1.

AR

NN

Rys. 7.1 Rodzaje tarcia

<ryterium |
podziatu: ‘
redzaj ruchu ‘
stan ruchu J
miejsce | zewnetrzne { !I wewnalrzne
| e em—— e 1 = = v e oy
materiat | ciat statych | |“‘II ciatach I | w ptynoch |
I e o e o o i L _Statych by = —
| | suche I { ptynne ] [ graniczne I
I i 1 N
i [ I I
|
styk . |

Tarcie jest zjawiskiem powszechnie wystepujacym w przyrodzie i technice;
zwiazane jest z praca maszyn i urzadzen. Pokonywanie oporéw tarcia wymaga
bardzo duzego zuzycia energii. Tribologia przewaznie zajmuje si¢ poszukiwa-
niem ograniczenia skutkdw dziatania tarcia, a co za tym idzie — ograniczenia
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zuzycia energii i wspolpracujacych ze soba elementéw. Czyli w tribologii po-
dobnie jak w medycynie najlepiej jest zapobiegac niz leczy¢.

Tarciem nazywamy zbior zjawisk wystepujacych w obszarze styku dwoch
przemieszczajacych si¢ wzgledem siebie cial, w wyniku ktorych powstaja opory
ruchu. Miara tarcia jest wypadkowa sit oporu ruchu wystgpujaca w ptaszczyznie
zetkniecia sig cial — nazywana silq tarcia poslizgowego.

Sita tarcia to sita przeciwdzialajaca wzajemnemu przemieszczaniu ciat beda-
cych w styku powierzchniowym, ktora utrzymuje cialo wstanie spoczynku.
Wspotczynnik tarcia u jest to wspotczynnik proporcjonalnosci pomigdzy sita
tarcia F, a sita normalng Fy:

Fo=wFy

Tarcie mozemy podzieli¢ ze wzgledu na:
rodzaj ruchu — §lizgowe i toczne;
stan ruchu — statyczne i kinetyczne;
miejsce — zewngetrzne i wewnetrzne;
materiat — ciat statych, w ciatach statych i w ptynach;
styk — suche, ptynne, graniczne i mieszane.

7.1.1. Tarcie Slizgowe

Z tarciem $lizgowym mamy do czynienia najczesciej. Rozpatrzmy przypadek
kiedy ciato znajduje si¢ na ptaszczyznie chropowatej (rys. 7.2).

Fy

\ 4

Rys. 7.2 Reakcje z uwzglednieniem tarcia

Na to ciato dziata sita cigzkosci Fq i sita F styczna do powierzchni styku. Je-
zeli sita F dziatajaca na cialo bedzie mniejsza od pewnej warto$ci granicznej F;
to ciato to pozostanie w spoczynku. W chwili rownowagi sita F=F; i Fy=Fy.
Wsrdd praw doswiadczalnych charakteryzujacych tarcie mozna wymieni¢:

1) sita tarcia §lizgowego migdzy dwoma ciatami jest wprost proporcjonalna
do sktadowej normalne;j sity utrzymujacej ciata w zetknigciu
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Fe=wFy
wspotczynnik proporcjonalnosci nazywa si¢ wspotczynnikiem tarcia sta-
tycznego i jest wielkoscia bezwymiarowa,
2) sita tarcia $lizgowego nie zalezy od wielko$ci powierzchni zetknigcia
cial;
3) wspdtczynnik tarcia zalezy od materiatu stykajacych sig ciat oraz od sta-
nu ich powierzchni.

7.1.2. Tarcie na rowni pochylej

Przeanalizujmy przypadek kiedy na chropowatej roéwni pochytej, ktorej kat
nachylenia o mozna zmienia¢, znajduje sig ciato o cigzarze Fq (rys. 7.3).

Rys. 7.3 Rozklad sit na réwni z uwzglednieniem sity tarcia

Na ciato dziataja sily: sita cigzkosSci F4 oraz reakcja rowni roztozona na skia-
dowa normalna N i sita tarcia Fy. Site cigzkosci mozemy roztozy¢ na dwie skia-
dowe Fg-sina roéwnolegta do rowni i sktadowa Fq-CoSa normalna.

Jezeli migdzy réwnia a znajdujacym sig¢ ciatem wystgpuje tarcie, relacje mig-
dzy sitami przybiora postac:

ZEI :F;—Fg-.sina:(}
> F,=Fy—F, cosa=0

Z powyzszych rdwnan otrzymujemy zalezno$ci:

F,  sina
=22 _tga
Fy Cosa
F=uFy
Ft
=—=1l0a
H = g

N
Widzimy wigc, ze wspolczynnik tarcia p jest rowny tangensowi kata nachy-
lenia rowni pochylej wzgledem poziomu. Jezeli przy kacie o<y pochylenia

119



rowni ciato bedzie w rownowadze bez zadnej dodatkowej sity utrzymujacej to
taka rownig nazywamy samohamowna.

7.1.3. Tarcie toczne

Tarcie toczne jest oporem toczenia wystepujacym przy toczeniu jednego ciata
po drugim. Najczesciej wystgpuje np. pomiedzy elementami tozyska tocznego,
migdzy opona a nawierzchnig drogi.

Jezeli do walca spoczywajacego na poziomej ptaszczyznie przylozymy silg
czynna F (rys. 7.4a) to reakcja normalna N zostanie przesunigta wzglgdem pio-
nowej osi walca o pewna odlegtos¢ f w kierunku dziatania sity (rys. 7.4 b).

Rys. 7.4 Tarcie toczne przed rozpoczeciem toczenia () i po rozpoczeciu toczenia(b)

Na rysunku 7.4 b wystepuja dwa momenty, ktore mozemy ze soba poréwnac:
F-h=F,-f
F=F i
h
wystepujacy w tym wzorze wspotczynnik proporcjonalnosci f nazywamy wspot-
czynnikiem tarcia tocznego.

Aby walec nie zaczat si¢ toczy¢, musi by¢ spetniony warunek:

FSFN%

W przypadku gdy f7h<u walec zacznie si¢ toczy¢, zanim nastapi poslizg. Zwy-
kle f/h jest znacznie mniejsze od wspdtczynnika tarcia u.
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7.2.Przyklady do wykonania

Zadanie 1

Wyznaczy¢ najmniejsza wartos¢ sity F potrzebnej do przesunigcia ciata o cigza-
rze Fg=1000 N w gore rowni o kacie pochylenia 30°. Sposob przytozenia sity
pokazano na rys. 7.5 Wspotczynnik tarcia miedzy cialem a réwnia wynosi
4=0,3. Tarcie na osi krazka pomijamy.

Py

Rys. 7.5 Rysunek do zadania 1

Rozwiqzanie:

Przystepujac do rozwiazania zadania z rownia pochyla nalezy narysowac roz-
ktad sit dziatajacych na dane cialo. Na oswobodzone z wigzow cialo dziataja
nastgpujace sily: sita cigzkosci Fg, sita reakcji linki F, reakcja normalna rowni
Fy oraz sita tarcia F; (rys. 7.6).

FN

Ft

oL Fa

Rys. 7.6 Reakcje z uwzglednieniem tarcia

Nastepnie definiujemy:
e Cie¢zar ciala:
Fg = 1000M

e  Wwspoélczynnik tarcia:

p=03
e  Kkat pochylenia rowni:

o= il

f
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Uktadamy dwa rownania rownowagi (suma sit na o$ X i y) poprzedzajac je napi-
sem Given. Przyjmujemy, ze o$ x jest réwnolegla do réwni a o$ y prostopadta.
Przyjmujemy rowniez, ze Fi= u-Fy,

e

F-pFy- Fg-sm(::{] =0
Fyy - Fg-cns(mj =0

Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome.
266 025 M ]

Fitudi FN,F| — [
TIRE0T H

Zadanie 2

Klocek o masie m=58,9 kg porusza si¢ ze stata predkoscia po poziomej po-

wierzchni pod wptywem sity F=900 N, dzialajacej pod katem a=7/6 do po-

wierzchni rys. 7.7. Wspotczynnik tarcia klocka o podtoze jest rowny u=0,3.

Oblicz warto$¢ sity tarcia F; dziatajacej na klocek.

F

e

Rys. 7.7 Rysunek do zadania 2

Rozwiqzanie:

Nalezy narysowa¢ rozktad sit dziatajacych na dane cialo przy czym site F roz-
ktadamy na dwie sktadowe: F, — dzialajaca rownolegle do podtoza i F, — prosto-
padla do podtoza.

Rys. 7.8 Rozktad sit dziatajacych na ciato
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Wszystkie sity, jakie dziataja na ciato, musza si¢ rownowazy¢, a zatem ich skia-
dowe wzdtuz osi prostopadtej i rownolegtej do podtoza réwniez musza si¢ row-
nowazyc¢, czyli:
F.-F=0
Fv+F, —-F =0
Z rysunku wynika, ze
F,=F-cosa
F,=F-sina
W programie Mathcad definiujemy:
® Ciczar ciala:

Fg = 550
e Wspotczynnik tarcia
po=03
e sile dziatajaca na ciato
F = 900
e kat pod jakim dziala sita F
™
o= —
f

e skltadowa rownolegla i prostopadta do podtoza
F.=F.cos{a)
F“_i,? = F-ainle)
Nastepnie uktadamy dwa rownania — suma sit na o§ y oraz F, = pF poprzedza-

jac je napisem Given.

(rivren

Fip+ F}.F—Fg= 0

Fi—-pFy=10
Po utozeniu rownan mozemy wyznaczy¢ niewiadome.
139.0-N ]

FﬁlleN,Ftl —3 ( 417N
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Zadanie 3

Uktad przedstawiony na rys. 7.9 sktada si¢ z belki AB, ktora jest utwierdzona
w punkcie A i podparta podpora przesuwna w punkcie C. Na koncu belki spo-
czywa klocek o cigzarze F;=3000 N. Do klocka jest przymocowana wiotka lin-
ka, przerzucona przez idealny krazek i obciazona cigzarem F. Linka tworzy
Z poziomem kat a=45°, a wspotczynnik tarcia migdzy klockiem i belka wynosi
1=0,2. Wyznaczy¢ minimalng warto$¢ cigzaru F, aby klocek nie zsunat si¢
z belki. Dodatkowo wyznaczy¢ reakcje w podporach A i C.

%‘3 A
o=1m i 0=2m

Rys. 7.9 Obciazenie belki

Rozwiqzanie:

Przystepujac do rozwiazania zadania nalezy zaznaczy¢ rozktad sit dziatajacych
na dany uktad. Na klocek dziataja nastgpujace sily: sity czynne F i Fg, sita reak-
cji belki, ktora roztozono na sitg tarcia F i site normalna Fy (rys. 7.10). Na bel-
ke AB w miejscu utwierdzenia dziata reakcja Ry, ktora roztozono na dwie skia-
dowe Rax i Ray, Oraz moment utwierdzenia Ma. W podporze C dziala na tg belke
reakcja Rc Dziatanie klocka na koficu belki zastapiono sita tarcia Fy i reakcja

normalng Fy.

a=cm

Rys. 7.10 Rozktad sit dziatajacych na uktad z uwzglednieniem tarcia

Nastepnie definiujemy:
e ciezar klocka:

Fg =3000 M
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e Wspotczynnik tarcia:
po= 0.1

e odleglos$¢ podpory i klocka od punktu A:

ag =2 m ag=1m
e kat pod jaka dziala linka na klocek:

o= 45

b= sin(o-degy = 0,707

¢o= cos{a-degy = 0707

Uktadamy dwa rownania rownowagi (suma sit na o$ x i y) dla klocka znajduja-
cego si¢ w koncowej czgsci belki poprzedzajac je napisem Given. Przyjmujemy
rowniez, ze Fy= p Fy:

Given
Fe-F=10
Fry+F-b- Fg =0
Fi = p-Fy
Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:
QSDn.nn-bJ]

FiIldIFN,Fl —= [?I:IT 10N

Minimalna warto$¢ ciezaru F jaki mozemy zaczepi¢ do linki przerzuconej przez
krazek wynosi 707,106 N.

Nastepnie uktadamy rownania rownowagi dla belki AB poprzedzajac je napisem
Given:

(riven
Fi+Ra—Feoc=l
Rﬁ.F+RC+FN+ F-b—Fg= 1]

2 2 2
a1 B+ \_’ (8 Frql - "‘T’ 3 Fgl + "T’ g Fhi=0

i=1 i=1 i=1
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Po utozeniu réwnan mozemy wyznaczy¢ niewiadome:

a
Fmleﬂ.X’Rﬁ.F’RC' —= 1]
a

Wartosci reakcji Ra obliczymy z ponizszego wzoru:

R;":"; = JIR;":";.X'E + IR;":";.E.F'E =10
Reakcja w punkcje utwierdzenia wynosi 0 N.

Zadanie 4

Do samodzielnego rozwiazania

Z jaka sita nalezy zaczac ciagna¢ samochod po asfalcie, jezeli cigzar samochodu
wynosi 15000 N a $rednica kot 0,634 m (przyja¢ wspoOtezynnik tarcia tocznego
dla kota gumowego po asfalcie — f=0,005 m).

Zadanie 5

Do samodzielnego rozwiazania

Pod jakim maksymalnym katem moze wjecha¢ samochod terenowy pod gore.
Przyja¢ wspolczynnik tarcia $lizgowego dla kota gumowego po piasku z kamie-
niem p=0,5.
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