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1. WSTEP
1.1. Problematyka analizy wytezenia belek zelbetowych

W ostatnich latach wraz z wigkszag wydajno$cia systemow obliczeniowych
oraz mozliwo$ciag ich zastosowania w procesie analizy i projektowania
konstrukcji inzynierskich nastgpit intensywny rozw¢j metod numerycznych
uzywanych w zakresie obliczen statycznych, wymiarowania 1 analizy
zachowania konstrukcji az do osiggniecia przez nig standw granicznych.
Metody numeryczne sg jedyng droga do uzyskania praktycznie przydatnych
rozwigzan w analizie zlozonych ustrojow przestrzennych wykonanych
z materialbw nie podlegajacych prawom liniowej sprezystosci. Metody
numeryczne prowadza zawsze do rozwigzan przyblizonych, gdyz uklad
rownan rozniczkowych jest zastgpiony uktadem réwnan algebraicznych,
a doktadne rozwigzanie w postaci zamknigtego wzoru analitycznego jest
zastepowane zbiorem liczb opisujagcym rozpatrywane zjawisko. Symulacje
komputerowe stworzyly mozliwo$¢ analizowania zagadnien trudnych
izlozonych, co w znacznym stopniu przyczynia si¢ do redukcji kosztow
zwiazanych z przeprowadzeniem badan doswiadczalnych.

Ze wszystkich metod numerycznych najczesciej stosowana jest Metoda
Elementow Skonczonych, ktora stala si¢ podstawowym narz¢dziem analizy
w bardzo wielu dziedzinach naukowych i praktyce inzynierskiej. Polega ona na
podziale kontinuum o nieskonczonej liczbie punktow na skonczong liczbe
elementow polaczonych ze sobg w weztach. Wszystkie zmienne w réwnaniu
zagadnienia wyraza si¢ przez przemieszczenia punktow weztowych wyznaczane
zuktadu réwnan algebraicznych. Wymaga to sformutowania zaleznosci
geometrycznych oraz przyjecia zwiazkéw konstytutywnych uzalezniajacych
sktadowe stanu naprezenia i odksztatlcenia. We wspotczesnym pismiennictwie
jest wiele monografii i artykutéw poswieconych tej metodzie. Do podstawowych
prac wtym zakresie naleza monografie Zienkiewicza [119], Zienkiewicza
i Taylora [120], Crisfielda [30], Bathe [12], Kleibera [58], Borkowskiego
iin. [17], Cooka [27], Boneta i Wooda [16], Moaveni [76].

Analiza wytezenia elementéw  konstrukcyjnych jest waznym
zagadnieniem mechaniki konstrukcji, szczegoélnie w odniesieniu do
materialéw kruchych, gdyz umozliwia ocene¢ jej bezpieczenstwa i optymalne
projektowanie.  Zwigkszenie no$nosci  elementdéw  konstrukcyjnych
wykonanych z materialow kruchych uzyskuje si¢ przez zastosowanie
zbrojenia w postaci wiotkich pretow stalowych roztozonych w materiale
matrycy elementu w tych strefach, w ktorych wystgpuja napregzenia
rozciggajace wywotujace zarysowanie materialu. Zasady takiego sposobu
wzmacniania konstrukcji wchodza w zakres metod wymiarowania
zelbetowych elementdéw konstrukcyjnych. W odniesieniu do konstrukcji
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zelbetowych, ktére sa kompozycja materiatowa ztozong z dwoch materiatow:
betonu 1 stali zbrojeniowej, teoretyczne zasady wymiarowania s3
przedstawione w pracach Suwalskiego [104], Kuczynskiego [61], Kobiaka
i Stachurskiego [60], Raya [89], Spiegela i Limbrunnera [98], Lapko [68],
Starosolskiego [99]. Rownie istotnym  zagadnieniem jest sposob
rozmieszczenia zbrojenia w objetosci elementu, gdyz decyduje on
orzeczywistym  wytezeniu 1 nos$nosci  konstrukcji.  Teoretyczne
i doswiadczalne problemy analizy wyt¢zenia elementow zelbetowych sa
przedmiotem rozwazan zawartych w monografii Godyckiego-Cwirko [46].

Dynamiczny rozwdj techniki komputerowej stworzyl rdwniez mozliwosci
wykonania analiz nieliniowych dotyczacych zelbetowych ukladow
konstrukcyjnych ze  szczegdlnym uwzglednieniem zrdznicowanych
sprezysto-plastycznych charakterystyk materialowych: betonu 1 stali,
rzeczywistego uktadu zbrojenia, wzajemnej wspélpracy obu materiatdw oraz
symulacji mechanizmu zniszczenia elementow konstrukcyjnych.
Oprogramowanie systemowe zastosowane do modelowania zachowania
konstrukcji szczegolnie w zakresie niesprezystym jest bardzo efektywne
zwlaszcza w odniesieniu do tak zwanych otwartych systemow, w ktorych mozna
zastosowa¢ wilasne modele konstytutywne. Jak dowiodta praktyka inzynierska,
zrealizowane dotychczas konstrukcje z betonu, zaprojektowane bez
wspomagania komputerowego, spekniaja najczesciej swoje zadania, niemniej
jednak rézne wptywy fizyczne, takie jak skurcz, oddzialywania termiczne,
napr¢zenia przyczepnosci i petzanie lub geometryczne, takie jak zlozony
uktad konstrukcyjny byly oceniane w duzym stopniu jedynie na podstawie
intuicji inzynierskiej. Prowadzito to czegsto do znacznego przewymiarowania
konstrukcji, w celu zapewnienia im wymaganego bezpieczenstwa oraz
odpowiednich waloréw uzytkowych.

Analiza pracy elementow zelbetowych byta przedmiotem rozwazan wielu
publikacji. W literaturze mozna spotka¢ wiele opracowan dotyczacych analizy
statycznej. Przyklady zastosowania metody elementéw skonczonych w analizie
niesprezystych elementéw zelbetowych prezentowane sg w pracach m.in.
McNeice [73], Faherty [37], Lina i Scordelisa [66], Suidana i Schnobricha [103],
Argyrisa 1 in. [5], Buyukozturka [19], Waszczyszyna i in. [111, 112], Hemmaty
iin. [48, 49], Barzegara i Maddipudi [10], Barbosa i Ribeiro [9], Fostera [40],
Cichorskiego [24], Pamina i Winnickiego [82, 83], Fanninga [38], Tavareza
[108], Kachlakeva [54], Wolanskiego [118], Smarzewskiego i Stolarskiego
[96,97] oraz monografiach Hofstettera 1 Manga [50], Wojewodzkiego
iin. [117], Stolarskiego i Cichorskiego [100], Willama i Tanabe [115],
Szarlinskiego i in. [105], Majewskiego [69].

Do znanych rozwigzan numerycznych statyki belek zelbetowych z betonu
zwyklego nalezy zaliczy¢ rozwigzania Ngo i Scordelisa [78], Nilsona [79],
Isenberga [52], Barzegara, Maddipudi i Srinivasa [11], Gomesa i Awrucha [47].
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Z kolei analiza zachowania belek zelbetowych wykonanych z betonu
o wysokiej wytrzymatosci byla przedmiotem kilkunastu prac doswiadczalnych
m.in. Tognona i in. [108], Uzumeri i Basseta [110], Olsena i in [80], Lambotte
i Taerwe [63], Taerwe [107], Larrarda iin. [64], Lina iin. [65], Pendyala i in.
[85], Mansura i in. [71], Sarkera i in. [91], Pecce i Fabbrocino [36, 84], Weissa
iin. [113], Rashida i Mansura [88]. W kraju podstawowga pracg w tym zakresie
jest praca Kaminskiej [55], bedaca zrédtem wzorcowych wynikow, do ktorych
odnoszone sg wlasne rozwigzania teoretyczne.

Beton wysokowartosciowy, czyli beton o wysokiej wytrzymatosci
1jednoczesnie wysokiej szczelnosci nie jest bynajmniej materialem nieznanym.
Zawiera on wszystkie sktadniki juz wczes$niej stosowane do betonow, lecz
dozowane w innych proporcjach. Szczegdétowe informacje dotyczace
klasyfikacji i wtasciwosci tych kompozytow materialowych na bazie cementow
zostaly  przedstawione w  pracach  Aitcina [2,3], Ajdukiewicza [4]
1 Kaszynskiej [57]. Niewatpliwie zastosowanie betonow wysokowartosciowych
w budownictwie bedzie stale wzrastato zar6wno ze wzgledu na jego wysoka
wytrzymato$¢, jak i na wysoki modut sprezystosci. Ponadto w bardzo wielu
praktycznych zastosowaniach olbrzymie znaczenie ma wysoka odpornosé
betonu wysokowarto$ciowego na wpltywy klimatyczne i oddziatywanie
agresywnego srodowiska zwigzana z jego bardzo wysoka szczelnoscia.

Oczywiscie najstarsze zastosowania betonu wysokowartosciowego datuja
si¢ na pozne lata osiemdziesigte, a to oznacza, ze czas eksploatacji tych
konstrukeji jest jeszcze zbyt krotki, aby wlasciwie oceni¢ rzeczywistg trwatos¢
uzytkowa budowli wykonanych z tego materiatu.

Specyficzne cechy betondw  wysokowarto§ciowych  sklaniajg  ku
koniecznosci podjecia nie tylko badan doswiadczalnych, ale rdéwniez rozwazan
teoretycznych  z zakresu  konstytutywnego  modelowania  wilasciwos$ci
materiatowych, aw szczegolnosci modelowania zachowania zbrojonych
elementow konstrukcyjnych oraz analizy mechanizmoéw wytezenia i zniszczenia
konstrukcji wykonanych z takiego materiatu. Przyktadowa praca z tego obszaru
badawczego autorstwa Majoramy 1 in. [70] dotyczy modelowania
konstytutywnego betonu wysokiej wytrzymatosci.

W ostatnich czterech dekadach w analizach numerycznych stosowano rézne
modele betonu i stali zbrojeniowej. W celu doktadniejszego opisu
pokrytycznego zachowania elementéw zelbetowych nadal doskonalone sa
konstytutywne modele materialowe oraz wykorzystywane coraz bardziej
efektywne algorytmy numerycznego rozwigzywania nieliniowych rownan
rownowagi.
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1.2. Cel, przedmiot i zakres pracy

Przedmiotem pracy sa belki zelbetowe z betonu wysokiej wytrzymatosci
traktowane jako kompozycja materialowa sktadajaca si¢ z matrycy
betonowej wzmocnionej wiotkimi pretami stalowymi roztozonymi dyskretnie
w materiale matrycy.

Glownym celem pracy jest modelowanie mechanizmoéw zniszczenia belek
zelbetowych obcigzonych statycznie, procesow statycznego odksztalcania belek
zelbetowych wykonanych z betonu wysokiej wytrzymatosci z uwzglednieniem
nieliniowo$ci fizycznych materialow konstrukcyjnych betonu 1 stali
zbrojeniowe;.

Osiggniccie tego celu wymaga zrealizowania celow szczegdtowych, do
ktorych naleza:

e opracowanie wlasnego modelu teoretycznego betonu dla materiatu
sprezysto-plastycznego z uwzglednieniem ostabienia materialowego przy
$ciskaniu i rozcigganiu,

e opracowanie oryginalnych analiz zachowania przestrzennych belek
zelbetowych z betonu wysokiej wytrzymatosci pod obcigzeniem
statycznym,

e opracowanie efektywnej metody obliczeniowej dlugosci tuku Crisfielda
w analizach niezwykle gwalttowanych procesow zniszczenia: zarysowania
imiazdzenia w celu doktadniejszego oszacowania pokrytycznego
zachowania elementdéw konstrukcyjnych.

Zakres pracy obejmuje rozwazania dotyczace modelowania niespr¢zystych
wlasciwos$ci materiatow, modelowania procesow odksztatcania przestrzennych
ustrojow konstrukcyjnych oraz opracowanie rozwigzan numerycznych.

Podstawowe zatozenia przyje¢te w pracy dotycza:

e rozwazan w  zakresie duzych odksztatlcen, gdyz zgodnie
z postanowieniami Eurocode 2 [35] i PN-B-03264 [86] metody analizy
nieliniowej zwigzane z nieliniowos$cia w sensie fizycznym powinny by¢
stosowane w potaczeniu w ramach teorii Il rzedu z nieliniowoscia
W sensie geometrycznym,

e idealnego wspotdziatania pretow zbrojeniowych i betonu w weztach
wspolnych obliczeniowego modelu konstrukeji, czyli zgodnosci
deformacji pomiedzy wszystkimi elementami konstrukcji.

Praca sktada si¢ ze wstepu, pieciu rozdzialow wypetniajacych zakres pracy,
zakonczenia zawierajacego wnioski i zestawienia bibliograficznego.

W  rozdziale drugim przedstawiono opis modeli materiatowych
wykorzystywanych w analizach numerycznych. W analizie wytgzenia
konstrukcji zelbetowych modelowanie wlasciwosci betonu jest odniesione do
poziomu makroskopowego. Beton jest traktowany w poczatkowej fazie
odksztalcenia jako materiat jednorodny i izotropowy. Przyjecie powyzszego
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zatozenia umozliwia zastosowanie fenomenologicznego opisu zachowania
betonu jako osrodka ciaglego. Model betonu opisuje trojparametrowa lub
pigcioparametrowa powierzchnia graniczna przy $ciskaniu i rozcigganiu zgodna
z teoria Willama-Warnke [116] oraz wlasna propozycja prawa ewolucji tej
powierzchni w funkcji odksztalcenia. Opracowano witasng propozycje modelu
sprezysto-plastycznego z ostabieniem w odniesieniu do betonu $ciskanego.
Z kolei dla betonu rozcigganego zatozono sprezysto-kruchy model z ostabieniem
uwzgledniajacym efekty zesztywnienia konstrukcji zelbetowej. Model betonu
opisuje efekty zarysowania i miazdzenia. Zatozono model rysy rozmyte;j.
Powstanie zarysowania w punkcie numerycznego calkowania modelu
obliczeniowego jest uwzglednione w zalezno$ci naprezenie-odksztatcenie
poprzez wprowadzenie plaszczyzny ostabienia zlokalizowanej w kierunku
prostopadtym do powierzchni rysy. Przyjety parametr §cinania przy rozwarciu

rysy (3, redukuje no$nos¢ na Scinanie w chwili powstania poslizgu

w plaszczyznie prostopadlej do powierzchni zarysowanej. Miazdzenie betonu
jest opisane zgodnie z zalozeniami teorii plastycznego ptynigcia jako wyrazne
pogorszenie strukturalnej niepodzielnosci w wyniku zniszczenia materialu przy
jednoosiowym, dwuosiowym lub trdjosiowym S$ciskaniu. Kolejny poziom
modyfikacji modelu zaproponowany w tym rozdziale dotyczy modelowania
zachowania betonéw o wysokiej wytrzymatosci. Istota tej propozycji jest
modyfikacja modelu Desayi-Krishnana [32] 1 uproszczonego modelu
Stolarskiego [100] poprzez taczne uwzglednienie fazy  sprezysto-
plastycznego wzmocnienia 1 fazy ostabienia materialowego oraz
wprowadzenie znacznie wigkszych warto$ci granicznych odksztalcen przy
sciskaniu w belkach zelbetowych zwigzanych ze zbrojeniem i efektem skali
belek potwierdzonych doswiadczalnie w pracach Pecce i Fabbrocino
[36, 84], Kaminskiej [55, 56], Larrarda i in. [64], Mansura i in. [71], Olsena
iin. [80], Pendyala i in. [85], Weissaiin.[113]. W odniesieniu do stali
zbrojeniowej zatozono model materialowy sprezysto-idealnie plastyczny
o identycznych charakterystykach przy rozcigganiu i S$ciskaniu lub model
materiatlowy z uwzglednieniem wzmocnienia po uplastycznieniu.

W  rozdziale trzecim przedstawiono opis analiz wytezenia uktadu
konstrukcyjnego przeprowadzonych w niniejszej pracy. Zaprezentowano
podstawowe sposoby modelowania zbrojenia oraz zaproponowano hipoteze
wspotpracy pretow zbrojenia i materiatu matrycy wyrazajaca w jawny sposob
zasad¢ rownowaznosci przemieszczen w weztach wspdlnych elementow
skonczonych modelu obliczeniowego. Opisano réwniez sposob modelowania
warunkow brzegowych w ptaszczyznach symetrii elementu i na podporach oraz
przedstawiono sposob modelowania rozktadu sit w strefie przylozenia
obcigzenia. Przedstawiono ponadto opis algorytmow rozwigzania uktadow
przyrostowych réwnan statycznej rownowagi metody elementéw skonczonych:
Newtona-Raphsona, Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym i dlugosci

17



tuku Crisfielda umozliwiajace okreslenie stanéw zarysowania, przemieszczenia,
odksztatcenia 1 naprezenia z uwzglednieniem efektéw nieliniowosci fizycznej
materialow 1 geometrycznej elementow konstrukcyjnych w zagadnieniach
statycznych w zakresie wymaganym do osiggnigcia celu niniejszej pracy.
W analizach przestrzegane sa zasady wynikajace z kompromisu pomigdzy
dazeniem do maksymalnej doktadnosci obliczen poprzez wprowadzenie gestego
podziatu i1 duzej liczby wezldw, a minimalizacja czasu obliczen poprzez
odpowiedni dobdr wielkosci kroku obcigzenia i zastosowanie szybko-zbieznej
metody obliczeniowe;.

W rozdziale czwartym, na przyktadach belek zelbetowych obcigzonych
statycznie, przedstawiono poroéwnania wilasnych wynikow doswiadczen
numerycznych otrzymanych dla réznych modeli betonu i stali zbrojeniowej
z wynikami badan doswiadczalnych Kaminskiej [55] dotyczacymi zachowania
belek zelbetowych z betonu wysokiej wytrzymatosci. Poréwnania otrzymanych
wynikow na poziomie zaleznosci obcigzenie-przemieszczenie, obcigzenie-
odksztatcenie skrajnych wlokien S$ciskanego betonu oraz obcigzenie-
odksztalcenie pretow rozcigganych stanowia podstawe do weryfikacji
przyjetych zalozen i modeli konstytutywnych betonu i stali. Podstawowa
cze$cia pracy sa analizy stanu zarysowania, napr¢zenia oraz odksztalcenia
belek zelbetowych ze zwyklego betonu konstrukcyjnego i z betonu wysokiej
wytrzymatosci o réznym stopniu zbrojenia podtuznego i poprzecznego przy
wykorzystaniu  systemu programow metody elementow skonczonych
z implementacjg wtasnego modelu betonu wysokiej wytrzymatosci i odpowiedni
dobdr parametréw metody ditugosci tuku Crisfielda w celu otrzymania
efektywnego rozwigzania w zakresie lokalnego i1 globalnego ostabienia
konstrukcji. Dopelnieniem rezultatow jest analiza nos$nosci 1 stanu
przemieszczenia belek zelbetowych. Stan naprezenia zilustrowano w postaci
rozkladow naprezen normalnych 1 stycznych w obszarze konstrukcji.
Poréwnanie uzyskanych wynikdw numerycznych z wynikami badan
doswiadczalnych wykazuje dobrg zgodno$¢ rozwigzan oraz poprawnosé
przyjetych zatozen i modeli konstytutywnych betonu i stali.

W rozdziale piatym przedstawiono rozwazania na temat wybranych
probleméw numerycznego modelowania zachowania belek zelbetowych
z uwzglednieniem oslabienia betonu przy Sciskaniu i rozcigganiu. Dokonano
poréwnania uzyskanych wynikow pod katem ustalenia efektywnosci
zastosowanych procedur obliczeniowych. Przeprowadzono analizy wplywu
zmiennos$ci: modulu sprezystosci betonu, modeli materiatowych, parametru
resztkowej sztywnosci elementow skonczonych materialu matrycy betonowe;j
W procesie zarysowania i zmiazdzenia, efektow zmiazdzenia betonu oraz
parametru §cinania przy rozcigganiu wzmacniajacego beton po zarysowaniu na
zachowanie modelowej belki zelbetowej z betonu wysokiej wytrzymatosci
w procesie statycznego odksztatcenia. Uzyskane wyniki numeryczne sg
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zestawione z wynikami do$wiadczalnymi Kaminskiej [55] w postaci krzywych
obcigzenie-przemieszczenie pionowe w $rodku belki.

W rozdziale széstym przedstawiono metod¢ rozwigzania numerycznego
belki zelbetowej polegajaca na doborze parametréw modelu betonu wysokiej
wytrzymalosci na podstawie tylko jednej wielkosci fizycznej tj. okreslonej
doswiadczalnie wytrzymato$ci na $ciskanie w jednoosiowym stanie napr¢zenia.
Wszystkie parametry modelu stali zbrojeniowej przyjeto na podstawie warto$ci
normowych dostosowanych do wymogow bezpieczenstwa konstrukeji.

W zakonczeniu przedstawiono podsumowanie rezultatow pracy i wnioski
wynikajace z przeprowadzonych doswiadczen numerycznych. Otrzymane
rozwigzania stanowig podstaw¢ do dalszego rozwijania metody numerycznej
symulacji zachowania zelbetowych elementéow konstrukcyjnych, przede
wszystkim w zakresie opisu mechanizmow zniszczenia betonu.
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2. MODELOWANIE WEASCIWOSCI MATERIALOW
KONSTRUKCYJNYCH

2.1. Przedmiot modelowania konstytutywnego

Modelowanie statycznych wlasciwosci materiatow  konstrukcyjnych
przeprowadzono z wykorzystaniem zalozen teorii plastycznego ptyniecia.

Opis stanu granicznego betonu obcigzonego statycznie jest przedmiotem
wielu prac. Réwnania powierzchni granicznych betonu zawierajag m.in. prace
Ottosena [81], Klisinskiego [59], Willama i Warnke [116], Stolarskiego
[100, 101]. Zaproponowane w tych pracach réwnania powierzchni granicznych
sg zalezne od pierwszego niezmiennika tensora napre¢zenia oraz drugiego
itrzeciego niezmiennika dewiatora napr¢zenia. Taki opis umozliwia
najwierniejsza aproksymacje wynikow doswiadczalnych betonu w ztozonych
stanach napre¢zenia. W niniejszej pracy zastosowano trojparametrowa oraz
pigcioparametrowg powierzchni¢ graniczng betonu przy $ciskaniu i rozcigganiu
zgodna z teoria Willama-Warnke [116] oraz wlasng propozycje prawa ewolucji
tej powierzchni w funkcji odksztatcenia. W odniesieniu do betonu przy
Sciskaniu przyjeto wlasng propozycje modelu sprezysto-plastycznego
z wytrzymatos$cig resztkowa rowna 80 % wytrzymalo$ci betonu, natomiast dla
betonu przy rozcigganiu zalozono sprezysto-kruchy model z ostabieniem
uwzgledniajgcym efekty zesztywnienia konstrukcji  zelbetowej. Model
pOWYyZszy opisuje procesy zarysowania i miazdzenia. Powstanie rysy rozmytej
w punkcie numerycznego catkowania opisuje zmodyfikowana relacja miedzy
napr¢zeniem a odksztalceniem z wprowadzong plaszczyzng ostabienia
usytuowang w kierunku prostopadtym do jej powierzchni. Zatozony parametr

Scinania (3, jest mnoznikiem redukujgcym no$nos¢ na Scinanie w tych procesach

odksztalcenia, w ktéorych powstaje poslizg w ptaszczyznie prostopadiej do
zarysowanej powierzchni. Miazdzenie betonu w punkcie numerycznego
catkowania jest uwzglednione jako proces zniszczenia przy jednoosiowym,
dwuosiowym lub troéjosiowym S$ciskaniu. Taki proces zniszczenia jest opisany
zgodnie z zalozeniami teorii plastycznego ptynigcia jako wynik ostabienia
materialowego w strefach $ciskanych. W obszarze zmiazdzonym przyrost
obcigzenia wywotuje przyrost odksztalcen przy statych naprezeniach.

Kolejny poziom modyfikacji modelu betonu proponowany w niniejsze;j
czgSci pracy dotyczy modelowania zachowania betonu o wysokiej
wytrzymatos$ci. Istota tej propozycji jest modyfikacja modelu Desayi-
Krishnana [32] i uproszczonego modelu Stolarskiego [101, 102] polegajaca
na:

S lacznym uwzglednieniu fazy sprezysto-plastycznego wzmocnienia

i fazy ostabienia materiatowego,
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S przyjeciu potwierdzonego doswiadczalnie zatozenia o znacznie
wickszych warto§ciach granicznych odksztalcen uzyskanych
w konstrukcjach  zbrojonych w porownaniu do odksztatcen
uzyskanych na probkach, zwigzanych ze zbrojeniem i efektem skali.
W  odniesieniu do stali zbrojeniowej zatozono model materiatlowy
sprezysto-idealnie  plastyczny o identycznych charakterystykach przy
rozciaganiu i $ciskaniu. Jedynie w analizach numerycznych belek zelbetowych
z betonu o wysokiej wytrzymatosci bez zbrojenia strefy $Sciskanej na odcinku
czystego zginania przy wykorzystaniu obliczeniowej metody Newtona-
Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym zastosowany jest model materialowy stali
z uwzglednieniem wzmocnienia pretow zbrojeniowych. Taki model lepiej
opisuje zachowanie ustrojow zelbetowych, w ktorych na odcinku czystego
zginania nie wystepuje zbrojenie strefy $ciskanej przekroju szczegélnie
w obszarze naprezen niesprezystych po uplastycznieniu stali zbrojeniowe;.

2.2. Modelowanie wlasciwoS$ci betonu
2.2.1. Trojosiowa powierzchnia graniczna betonu

W pracy Argyrisa, Fausta, Szimmata, Warnkego i Willama [5] rozwini¢to
opis powierzchni granicznej betonu w postaci trdjsymetrycznego stozka
przedstawiony przez Genijewa i Kissiuka w pracy [44] i zaproponowano
podobny model tréjparametrowej powierzchni granicznej betonu. Zniszczenie
poczatkowe wedtug propozycji [5] opisane jest przez skalarna funkcje naprezen:

flo)=0. 2.1

Geometryczng interpretacja tego warunku jest powierzchnia graniczna

W przestrzeni naprezen, oddzielajaca liniowo-sprezyste zachowanie si¢ materiatu

od nieliniowo-niesprezystego. Przy zatozeniu izotropii materialu opis

powierzchni granicznej betonu moze by¢ sprowadzony do sformutowania
roOwnania w przestrzeni naprezen gtdéwnych:

f(a)zf(al,02,03>:0. (2.2)

Na Rys. 2.1 przedstawiono poczatkowg powierzchni¢ graniczng betonu
jako nieobrotowego stozka z krzywoliniowymi tworzacymi. Jezeli sktadowe
naprezen glownych uszeregowane s w kolejnosci o, > o, > o,, to wystarczy
rozpatrzy¢ 1/6 przestrzeni naprezen gtdéwnych, poniewaz wzgledem osi naprezen
glownych wystepuje potrojna symetria powierzchni graniczne;.
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Rys. 2.1. Poczatkowa powierzchnia graniczna dla betonu w tréjosiowej przestrzeni naprezen.

Na Rys.2.2 zilustrowano powierzchni¢ graniczng roztozong na czgs¢
hydrostatyczna (opis zmiany objgtosci) i czes¢ dewiatorowa (opis zmiany
ksztattu). Przekroj hydrostatyczny tworzy powierzchnia potudnikowa, ktora
zawiera 0§ obrotu o = o0, =0, (Rys.2.1). Przekrdj dewiatorowy lezy na

powierzchni normalnej do osi obrotu.

T /f, - o/,

f
/OV lk

f,

) - o’/ - o/,

Przekroj hydrostatyczny (©=0°) Przekroj dewiatorowy (6,=- 0,5f)
Rys. 2.2. Model tréjosiowej powierzchni betonu.

Dewiator naprezenia jest opisany przez wspotrzedne biegunowe r 1 0, gdzie
rjest wektorem promieniem lokalizujacym potozenie powierzchni granicznej

dla dowolnego kata 6 z przedziatu 0 <60 < 60°. Kat #, zwany katem Lodego,
jest katem pomigdzy rzutem osi napre¢zenia glownego o, na plaszczyzng

dewiatorowg 1kierunkiem fikcyjnego wektora napr¢zenia dewiatorowego
o lezacego w tej plaszczyznie. Powierzchnia graniczna jest definiowana
W postaci rownania (2.3).
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gdzie:

o,,T, - Srednie wartosci naprgzen normalnych i stycznych,

z - wierzchotek powierzchni granicznej,

[, - wytrzymalo$¢ na $ciskanie w jednoosiowym stanie napr¢zenia.

Katy nachylenia prostoliniowych tworzacych stozka hydrostatycznego opisano
przez ¢, 1 ¢,. Parametry powierzchni zniszczenia z i r uzalezniono od
wytrzymatosci na $ciskanie f 1 rozcigganie f w jednoosiowym stanie
naprezenia i wytrzymato$ci w stanie dwuosiowego Sciskania f, . Matematyczny
model granicznej powierzchni betonu charakteryzuje proste wyznaczenie
warto$ci  parametréw modelu na  podstawie standardowej  proby
wytrzymatosciowej oraz wypukto$¢ (brak punktow przegiecia) i ciaglosc
powierzchni granicznej betonu. W poblizu potudnika $ciskania trojparametrowe
kryterium wykazuje odstepstwa od wynikow badan wytrzymatosciowych betonu
w trojosiowym stanie napr¢zenia w obszarze duzych ci$nien hydrostatycznych
dla o, < —4f, takze w strefie rozciggania dla o, > f /3. Przyczyng tych

odstepstw jest zalozenie prostoliniowego przebiegu potudnikéw powierzchni
graniczne;j.

2.2.2. Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna betonu

Willam i Warnke w pracy [116] przedstawili doktadniejszg aproksymacje
powierzchni granicznej betonu za pomocg modelu piecioparametrowego.
W celu opisania parabolicznego ksztattu potudnikéw powierzchni granicznej
model trojparametrowy uzupetniono o dodatkowe dwa parametry. Kryterium
zniszczenia betonu w ztozonym stanie naprezenia opisano wyrazeniem:

s>, (2.4)

w ktorym:

F - funkcja stanu naprezen o, 210,00, dziatajacych w  kierunkach
prostokatnego uktadu Wsp(')lrze;dnych Y, %,

S - powierzchnia graniczna zalezna od napre¢zen gtownych o ,0,,0,, gdzie:
0, = max <0’lp,0'yp,0' ), o, = min (azp,aﬂ),a ) i 0 >o0,>0, oraz pigciu
parametréw: f - wytrzymatosci na $ciskanie w jednoosiowym stanie napr¢zenia
(wywolujacej miazdzenie), f, - wytrzymatosci na rozcigganie w jednoosiowym

stanie naprgzenia (wywolujacej zarysowanie), f, - wytrzymalosci w stanie
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dwuosiowego Sciskania (wywotujgcej miazdzenie), f - wytrzymatosci w stanie

dwuosiowego $ciskania natozonej w stanie naprezenia hydrostatycznego

o, oraz f -wytrzymaloSci w stanie jednoosiowego Sciskania natozonej

w stanie naprezenia hydrostatycznego o, .

Powierzchnia graniczna betonu jest wykorzystywana jako kryterium zniszczenia
zgodnie z nastepujaca interpretacja. Material znajduje si¢ w stanie zniszczenia,
gdy nier6wnos¢ (2.4) jest spelniona. Jako stany zniszczenia rozroznia si¢ stan
zarysowania, jezeli dowolne napr¢zenie gltowne jest rozciagajace, oraz stan
zmiazdzenia, gdy wszystkie naprezenia gtowne sa Sciskajace.

Powierzchnia  graniczna jest definiowana przez pig¢ parametrow
wytrzymatosciowych f,f.f . f,f, 1 stan hydrostatycznego napr¢zenia o, .

Wytrzymato$ci na $ciskanie f i na rozcigganie f w jednoosiowym stanie

naprgzenia sa konieczne do definiowania powierzchni granicznej betonu,
natomiast pozostale trzy parametry mozna wyznaczy¢ na podstawie rownan

opisanych w pracy [115] zaleznych od f :

'f::b = 1’ 2f; >
f=145f, (2.5)
L, =1L725f .
Powyzsze zalezno$ci sg prawdziwe pod warunkiem, ze:
o] < J3f. (2.6)
_1 2.6
Uh—§<azp—|—oyp—|—azp), (2.6a)

gdzie:

o, - stan napre¢zenia hydrostatycznego opisujacy Srednie naprgzenia normalne
odpowiadajgce pierwszemu niezmiennikowi dewiatora napregzenia.

Warunek (2.6) ma zastosowanie, gdy rozwazamy stan napr¢zen dla niskich
warto§ci naprgzenia hydrostatycznego. W przypadkach, w ktorych nie
uwzgledniano stanu miazdzenia betonu (woéwczas jako parametr modelu

przyjmuje si¢ fikcyjng warto$¢ f = —1), rysa powstanie wtedy, gdy dowolna

skfadowa naprezenia gtownego jest wigksza od f, .
Opis zniszczenia betonu okresla si¢ w czterech zakresach stanu naprgzenia:
% 0>0, >0, >0, (Sciskanie - §ciskanie - §ciskanie),

% o, > 02> 0, > o, (rozciaganie - Sciskanie - $ciskanie),

24



L o

% 0, >0, >0, >0 (rozcigganie - rozcigganie - rozcigganie).

Y

, >0, > 02> o0, (rozcigganie - rozcigganie - Sciskanie),

W kazdym zakresie stanu naprezenia, niezalezne funkcje F,F),F,,F|

18,5,,5,,5, opisuja odpowiednio funkcj¢ stanu naprezen F i powierzchnig

graniczng S . Funkcje te szczegdtowo opisano w kazdym zakresie stanu
naprezenia.

Ztozony stan naprezenia Sciskanie - Sciskanie - Sciskanie, 0 > o, >0,>0,

W stanie $ciskanie - $ciskanie - $ciskanie funkcja F odpowiadajaca
srednim naprezeniom stycznym, ktora jest wprost proporcjonalna do drugiego
niezmiennika dewiatora ma postac:

1
2 2

+(Us _01)2

(O‘l -0, )2 + (02 — 03) , 2.7

a eliptyczng powierzchni¢ zniszczenia S opisano na podstawie rozwazah
geometrycznych we wspotrzednych biegunowych 7,0 wyrazeniem:

§—G — 2r, (7;2 —7;2)0050—#7;(27; _7;)[4(7,(2 _7}2>COS29+57;2 _47;7;]%

1

- , (2.8)
4(7"52 - 7;2)cos2 0+ (rE — 27;)

przy czym wartos¢ kata Lodego 6 odpowiada trzeciemu niezmiennikowi
dewiatora i zalezy od wzglednych wartosci naprezen gltéwnych:

200 —0, — 0O
cosf = L 2 3

—. 2.9)

212

o) +lo, o (o)

Rozktadajac funkcje r(ahﬁ) na dwie parabole drugiego stopnia, wzdhuz

potudnika rozciagania dla & = 0° i $ciskania dla § = 60° otrzymujemy:
r=a, +a+at,

r. =b,+b&+ b2§2, (2.10)
g
e=2n,
.

gdzie:
o. -obliczono na podstawie roéwnania (2.6a), a nieznane warto$ci parametrow

h

a,,a,,a,,b,,b,,b, okreslono rozwigzujac liniowe uktady rownaf.

25



Ztozony stan jednoosiowego S$ciskania z dwuosiowym rozcigganiem,
w ktorym o, =0, >0, jest opisany rownaniem (2.9), gdy wartos¢ kata
Lodego 6 =0°. Ztozony stan jednoosiowego rozciggania z dwuosiowym
Sciskaniem, w ktorym o, > o, = o, jest opisany rownaniem (2.9), gdy wartos¢
kata Lodego 6 = 60°. Wszystkie inne zlozone stany napr¢zenia powstajg dla
warto$ci  katow z przedzialu 0° <6 <60°. Powierzchnia graniczna

S, obliczona z réwnania (2.8) odpowiada promieniowi 7. i przebiega wzdiuz
potudnika rozciggania r, dla kata Lodego ¢ = 0°, natomiast dla kata Lodego

0 =60°, S odpowiada r i przebiega wzdluiz potudnika Sciskania 1 .
Powierzchni¢ graniczng 1 interpretacje graficzng promieni przekroju
dewiatorowego 7,7 w zalezno$ci od parametrow wytrzymatosciowych ¢ i kata

Lodego 6 przedstawiono na Rys. 2.3.

(@) (b)
—o,/f. T

—c,,/f.

Rys. 2.3. Konstrukcja piecioparametrowej powierzchni granicznej: (a) w obszarze naprezen
glownych i (b) w przekroju hydrostatycznym.

Promien przekroju dewiatorowego 7, jest okreslony przez parametry a,a,,a,
dobrane w taki sposob, aby f,f  f lezaly na powierzchni graniczne;.
Parametry znajdujemy na podstawie zwigzkow obowigzujacych wzdhuz

potudnika rozciagania dla 6 = 0°:

ﬂ(al— o, =0 :0)

L2 3
e L €[
Hoy=00,=0,=~1,) =L & &lia. @1
J 1 ¢ &a,




’ 3
a, = _§<zbal - gc2ba’2 - Egcb >

( 3 €+2§b £(£—£cb)+3€t§b

)& +&)(& &)
przy czym parametry wytrzyma}oscmwe maja warto$ci:

§=ﬁ' _ 2, 2h 9 2 (2.11b)

TR VA I VA M TR

Promien przekroju dewiatorowego r jest wyrazony przez parametry b,b,,b,
okreslone na podstawie zaleznosci zachodzacych wzdhuz potudnika $ciskania

przy 6 = 60°:
F
_1(0'120'2:0,0'3:—][;) , ) 71 l
P, 1K 39| 2.12
Ho=o= s =)=l g €= & gl G1D
g 1g &b 1 & &b
_1(0120220320)
£,
é'01 é'02’
+&)+1
b = 35“19 +\f& (2.12a)
5  3¢—1

5 35 +4)+¢& (3¢, +1) + 3¢,
(3¢, +1)(6+¢) (3¢ 1)

przy czym parametry wytrzymaloscwwe sa rowne:

L o b
£ =— 3 ,52 ;s

Z warunku wspolnego wierzchotka 7, (§0> =r ({0) = 0, znajdujemy parametr

(2.12b)

§, » ktory jest rowny dodatniemu pierwiastkowi rownania:

—a + 2_ 4
a, +Ja; a,a, 2.13)

Q<§0>:a0+a1§0+a2§§:Oé§0: % s

2
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w ktorym a,a ,a, sg obliczone wedlug zaleznosci (2.11a, 2.11b). Warto$ci

[, f, dobrano na poziomie stanu hydrostatycznego napre¢zenia dla konstrukcji

a

rzeczywistej o, . Powierzchnia graniczna jest wypukla, jesSli wartosci

parametrow spelniajg nastepujace silnie ograniczajgce nierownosci:
a, > 0,a, <0,a, <0,

b, > 0,b, < 0,b, <0, (2.14)

r
0,0 <-+<125.
T
Model powierzchni granicznej opisany powyzej tatwo redukuje si¢ do
prostszych modeli powierzchni granicznych. W szczegoélnych przypadkach
otrzymujemy:
S cylinder Misesa,
a,=0b,a =b =a,=0,=0,

0o Y0’ M 1
o stozek Druckera-Pragera,

@, :bo’ a :b1’ a, :bQ =0,

S stozek z nieobrotowg podstawa,

Przedstawiony model obrazuje gléwne cechy zniszczenia betonu i wyznacza
stozkowg powierzchni¢ graniczng o krzywoliniowych tworzacych i podstawie
ztozonej z trzech eliptycznych odcinkow. Wartosci  parametrow
charakteryzujacych ten model sa tatwe do wyznaczenia na podstawie
standardowych prob wytrzymatosciowych. Zawiera on wszystkie trzy
niezmienniki naprezen w rownowaznej formie napre¢zef srednich o, , F' ikat 0.
Ponadto zapewnia on gtadko$¢ powierzchni granicznej w szerokim zakresie
warto$ci parametréw 1 opisuje cztery inne modele powierzchni granicznej
majace zastosowanie w zagadnieniach dotyczacych zniszczenia betonu po
odpowiednim ustaleniu statych parametrow.

Ztozony stan naprezenia rozcigganie - sciskanie - Sciskanie, 0, > 0> 0, > 0,

W stanie rozciaganie - S$ciskanie - $ciskanie funkcje F  zapisujemy
W postaci:
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: (2.15)

a S jest definiowane rownaniem:

1

2pC (pf — pf)cos@ +p, (2pr — pa)[ll(pf — pf)coSQ 0+ 5])? - 4pfpnF ’ (216)

4(pf — pf)cos2 0+ (p(. — Zpt)2

2

5

szgzp

w ktorym kat 6 okreslamy z rownania (2.9), a p,, p_ obliczamy ze wzordéw:

p, =aq, —|—alx—|—a2x2, (2.17)

P = by +bx X"
Nieznane  wartoSci  parametrow  a,a,,a,,b,,b,b, okreslono  zgodnie
z rOwnaniami (2.11a-2.12b), dla:

1
x=j%+%% (2.18)
Zarysowanie powstanie w jednej plaszczyznie prostopadiej do kierunku

naprezenia gtownego o, gdy speinione jest kryterium zniszczenia (2.4).
Zniszczenie w pozostalym obszarze skutkuje powstaniem rysy poslizgowe;,

gdyz wszystkie napr¢zenia gldwne sa tu $ciskajace. Ten obraz zniszczenia ma
charakter plastyczny i jest okreslany jako miazdzenie przy $ciskaniu.

Ztozony stan naprezenia rozcigganie - rozcigganie - Sciskanie,
o >0,>202> g,

W stanie rozcigganie-rozcigganie-$ciskanie funkcja F' przyjmuje postac:

F=F=0,i=12, (2.19)
a S jest definiowane jako:
f o
S=8 =<L1+-2|. (2.20)
S U

Zarysowanie powstanie w dwoch ptaszczyznach prostopadtych do
kierunkow naprezefi gtownych o ,0,, gdy spetnione jest kryterium zniszczenia
(2.4) dla 7=1,2. Zarysowanie powstanie tylko w jednej plaszczyznie
prostopadtej do kierunku naprezenia glownego o, gdy spelnione jest kryterium

zniszczenia dla ¢ =1. W rzeczywistosci w réznych miejscach obcigzonego
osrodka powstang zarysowania we wzajemnie prostopadtych kierunkach. Ten
obraz zniszczenia bywa okreslany jako miazdzenie przy Sciskaniu, gdy
wystepuje wzdhuz potudnika $ciskania oraz w jego bezposrednim sasiedztwie.
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Ztozony stan naprezenia rozcigganie - rozcigganie - rozcigganie,
o >0,20,20

W stanie rozcigganie - rozcigganie - rozcigganie funkcja F' ma postac:
F=F =0,i=123, (2.21)
a S jest definiowane jako:

4

/
§=8 ==L, 2.22
7 (2.22)

Zarysowanie powstanie w plaszczyznach prostopadtych do kierunkow
naprezen gltownych o ,0,,0, , gdy kryterium zniszczenia (2.4) jest spetnione dla
1=123. Zarysowanie powstanic w plaszczyznach prostopadtych do
kierunkow naprezen glownych o ,0,, gdy kryterium zniszczenia (2.4) jest
spelnione dla ¢=1,2. Zarysowanie powstanie tylko w plaszczyznie
prostopadtej do kierunku naprezenia glownego o, gdy kryterium zniszczenia

(2.4) jest spelnione dla 7 = 1.
Na Rys. 2.4 przedstawiono powierzchni¢ graniczng w dwuosiowym stanie

napregzenia po zrzutowaniu na plaszczyzne 0,0, W obszarze najwigkszych

niezerowych naprezen normalnych o ,o . Stany bezpiecznej pracy materiatu

ap’ " yp

znajdujg si¢ wewnatrz tej powierzchni, ktorej ewolucja bedzie reprezentowac
wzmocnienie lub ostabienie materiatowe. Osiagniecie przez $ciezke naprezenia
powierzchni granicznej skutkuje wzrostem odksztatcen bez zmiany napr¢zenia
lub ostabieniem materiatowym opisujacym spadek naprgzen. Na powierzchni
granicznej natomiast sg potozone punkty odpowiadajgce zniszczeniu w funkcji

znaku naprezenia normalnego o w kierunku 2. Fizycznie niemozliwy jest
2p

stan, ktoremu odpowiada punkt polozony na zewnatrz ograniczonego obszaru.
Jezeli w kierunkach xz,y wystepuje Sciskanie (0,<0,0, <0),aw kierunku

z rozciaganie (azp >0), to rysa powstanie w plaszczyznie prostopadtej do
napregzenia rozciagajacego o, Material zostanie zmiazdzony, gdy warto$¢

naprezenia normalnego jest nieznacznie mniejsza lub rowna zero (o, <0).

Modut sprezysto$ci zmiazdzonego elementu materialu matrycy betonowej we
wszystkich kierunkach jest rowny zero.
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zarysowanie f zarysowanie

- G‘p

t

G, > () (zarysowanie lub miazdzenie)

C,= 0 (miazdzenie)

L zarysowanie

G, <0 (miazdzenie)

f,

Rys. 2.4. Powierzchnia graniczna w obszarze naprezen normalnych
w dwuosiowym stanie naprezenia.

2.2.3. Prawo ewolucji powierzchni granicznej w przestrzeni naprezen

Beton jest materiatem kruchym i charakteryzuje si¢ réznym zachowaniem
przy Sciskaniu i rozcigganiu. Wytrzymalos¢ betonu na rozcigganie wynosi od
8 do 15% wytrzymatosci na S$ciskanie [93]. Prawo ewolucji powierzchni
granicznej opisuje zalezno$¢ pomigdzy naprezeniami a odksztalceniami dla
betonu w jednoosiowym stanie naprezenia, Rys. 2.5 [8].

Opis zachowania betonu w jednoosiowym stanie napr¢zenia byt od dawna
tematem licznych prac. Sposrod nowszych nalezy wymieni¢ prace Buyukozturka
[19], Chena A.T.C. i Chena W.F. [22] oraz monografi¢ Godyckiego-Cwirko
[46]. Funkcja napre¢zenie - odksztatcenie przy Sciskaniu jest liniowa do ok. 30 %

wartoSci granicznej wytrzymatoSci na Sciskanie f. Powyzej tego punktu
napre¢zenia rosng stopniowo do osiggnigcia wytrzymatosci na $ciskanie. Po jej
osiggnigciu beton ulega ostabieniu, a galaz krzywej opada az do zmiazdzenia
przy granicznym odksztatceniu ¢ . Obserwowana opadajgca czgs¢ krzywej nie

jest obiektywng cecha materialowg [23], lecz uzalezniona jest warunkami
eksperymentu. Przede wszystkim zalezy od sztywno$ci maszyny
wytrzymalo$ciowej w odniesieniu do sztywnosci badanego elementu i predkosci
odksztatcen [21]. Jezeli krzywa naprezenie - odksztatcenie konczy si¢ raptownie
w wierzchotku wykresu, to materiat jest klasyfikowany jako kruchy lub tez
proces badania byt prowadzony ze zbyt duza predkoscig. Im mniej stroma jest
opadajaca czes¢ krzywej, tym bardziej materiat jest plastyczny, a gdy nachylenie
wykresu poza wartos$cig szczytowa jest zerowe to material jest oceniany jako
idealnie - plastyczny.

Krzywa naprezenie - odksztalcenie dla betonu przy rozcigganiu ma ksztalt
podobny jak przy S$ciskaniu ijest w przyblizeniu liniowa do granicznej
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wytrzymatosci na rozcigganie f. Po osiagnigciu tej wartosci rozwijaja sig

glowne rysy w betonie, a wytrzymatos$¢ spada do zera.

graniczne naprezenie
Sciskajgce

ostabiénie betonu

Sciskanie |
odksztalcenie prz
granicznym naprezepiu

€
tl
j "
v &
€ €a
. e ﬁ graniczna wytrzymato$¢
rozciaganie betonu na rozcigganie

G!

Rys. 2.5. Zalezno$¢ naprezenie - odksztalcenie dla betonu w stanie jednoosiowego
$ciskania i rozciagania [8].

Przy projektowaniu konstrukcji zelbetowych trzeba bra¢ pod uwage caly
wykres napre¢zenie - odksztalcenie, czgsto w formie wyidealizowanej. Z tego
wzgledu szczegdlnie interesujace jest zachowanie betonu o wysokiej
wytrzymatosci, gdyz na wszystkich etapach obcigzenia nastgpuje w nim
znacznie mniejszy rozwdj zarysowania niz w betonie o normalnej wytrzymatosci
[93]. W efekcie wigksza czg¢§¢ krzywej napr¢zenie - odksztalcenie ma przebieg
liniowy 1 jest bardziej stroma do znacznej cze$ci wytrzymatos$ci graniczne;j.
Roéwniez opadajaca cze$¢ krzywej jest mocno nachylona, co $§wiadczy o tym, ze
beton o wysokiej wytrzymatosci jest bardziej kruchy niz beton zwykty. Jednak
pozorna krucho$¢ betonu wysokiej wytrzymalosci nie zawsze znajduje
odzwierciedlenie w zachowaniu elementow zelbetowych z niego wykonanych.
Wielu badaczy, np. Pecce i Fabbrocino [36, 84], Kaminska [55, 56], Lambotte
i Taerwe [63], Larrard i in. [64], Lin 1 in. [65], Mansur i in. [71, 88], Olsen i in
[80], Pendyala i in. [85], Sarker i in. [91], Tognon 1 in. [108], Uzumeri I Basset
[110], Weiss i in. [113] stwierdzito, Zze wraz ze wzrostem wytrzymato$ci betonu
nastepuje wzrost ciagliwosci konstrukcji zelbetowej. Zachowanie betonu
o wysokiej wytrzymatosci zastuguje na uwage roéwniez z powodu zmian
wielkoséci odksztatcen na réznych poziomach naprezenia. Jednakze przy tym
samym naprezeniu, niezaleznie od wytrzymatosci, mocniejszy beton wykazuje
mniejsze odksztatcenie.

Réwnania  opisujace  krzywa zalezno$ci pomiedzy odksztalceniami
i napr¢zeniami sg bardzo uzyteczne w zastosowaniach do analizy konstrukcji.
Podejmowane byly liczne proby wyprowadzania takich réwnan, ale wedlug
Neville [77] prawdopodobnie najbardziej udang propozycje krzywej
napregzenie - odksztatcenie dla betonu zwyklego w stanie jednoosiowego
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$ciskania wyprowadzili Desayi i Krishnan w pracy [32]:

EI’E(’ 2‘][;
e o =

2 cl E

g = : (2.23)

Ecl

1+

gdzie:
g, - odksztalcenie odpowiadajace granicznej wytrzymatosci na $ciskanie f .

Warto$¢ odksztalcenia okreslajaca koniec zakresu poczatkowej sprezystosci
betonu niezarysowanego w punkcie @ na Rys. 2.6 obliczono dla napr¢zenia

0,33/ . Po punkcie @ zalozono idealnie - plastyczne zachowanie betonu.
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Rys. 2.6. Zalezno$¢ naprezenie - odksztalcenie dla betonu w stanie jednoosiowego $ciskania
wedlug Desayi i Krishnana [32].

Wedtug definicji Europejskiego Komitetu Betonu [25], beton wysokiej
wytrzymatosci jest to beton o charakterystycznej wytrzymatosci na $ciskanie

[, =55 MPa i niewielkich odksztatceniach granicznych przy Sciskaniu.

Probki poddawane $ciskaniu niszcza si¢ bowiem w sposob gwaltowny,
a opadajaca galaz krzywej jest tym bardziej stroma, im wyzsza jest
wytrzymato$¢ betonu.

Wedlug Model Code 90 [25] dla betonow o klasach wytrzymatosci < C80
dla odksztalcefi ¢ < e, przy oznaczeniach jak na Rys. 2.7, napr¢zenia opisane

sg rownaniem:
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w ktorym:
'f(:)’",

cl

a odksztafcenie ¢ odpowiada napr¢zeniu o, = 0,5f

cm °

) 1/3
Ertl = _07 0022 ’ Ecl = ’ E(: = 104 (fz‘zm) ? fcm = f;:k +8 ’ f(‘k[MPa}’

GL‘

CEB-FIP Model Code 90

Rys. 2.7. WyKkres zalezno$ci naprezenie-odksztalcenie przy jednoosiowym $ciskaniu
wedlug CEB [25].

W uaktualnionych zaleceniach do Model Code 90 [26] odksztatcenie
€,, przyjeto:

_O 7f0‘31
e, =——"— f [MPa 2.25
a opadajaca cz¢s$¢ krzywej opisana jest zaleznos$cia:
Jon
o, =—"—7, (2.26)

1 + L_l

n,—1
g, t+t

. €, . .
w ktorej: n=—"-, n, , a t jest parametrem charakteryzujagcym
€
cl cl

betony wysokiej wytrzymatosci w zaleznosci od f, (Tablica 2.1).

Tablica 2.1. Parametr 7 dla betonéw o wysokiej wytrzymalosci
f, [MPa] | 50 60 70 80 90 100
t [%0] 0,807 0,597 0,338 0,221 0,070 0,015

ZaleznoSci napre¢zenie - odksztalcenie wedtug propozycji Model Code 90 [26]
dla czterech klas betonu wysokiej wytrzymatosci przedstawiono na Rys. 2.8.
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Rys. 2.8. ZaleznoS$ci naprezenie-odksztalcenie wedlug propozycji Model Code 90 dla
beton6w wysokiej wytrzymalosci wedlug CEB [26].

Podobne zalezno$ci naprezenie - odksztatcenie zostaly zaproponowane
w normach DIN [33] i Eurocode 2 [35], w ktorych przyjeto zasadg redukeji
granicznych odksztatcen betonu wraz z przyrostem jego wytrzymatosci.

W Eurocode 2 zalezno$¢ o, -¢, przy jednoosiowym krotkotrwatym
obcigzeniu jest opisana jako:

a, kn—n

= (2.27)
fo 1+(k=2)n
. 9 IS 1/3
gdzie: n=—",¢ <0, k=-L1E -4 E = 9,5<f{,k + 8) .
8{:1 ’ 4 j::m ‘
Zalezno$¢ dla czterech klas betonu przedstawiono na Rys. 2.9.
140 4
C120
120
1007 C100
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2
o 60+
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Rys. 2.9. Zalezno$ci naprezenie-odksztalcenie zalecane do analizy konstrukeji
wedlug Eurocode 2 [35].
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Oryginalng propozycje ewolucji powierzchni granicznej w modelowaniu
dynamicznego odksztalcenia betonu z uwzglednieniem ostabienia
materialowego opisano w pracach Stolarskiego [101, 102]. W analizach
statycznego zachowania tarcz zelbetowych wykonanych z betonu zwyklego
iz betonu wysokiej wytrzymalo$ci opisanych w pracach Cichorskiego
i Stolarskiego [24, 100] zaproponowano modyfikacje tego modelu betonu
w odniesieniu do betonow wysokiej wytrzymatosci. Zgodnie z Rys. 2.10
polega ona na przyjeciu zalozenia, ze odksztalcenia graniczne, okreslajace
zakres idealnego ptynigcia plastycznego i oslabienia materiatlowego
w modelu betonu sg zalezne od klasy betonu wysokiej wytrzymatosci.

of,, &=fu/Ec &y

Rys. 2.10. Uproszczona zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla betonu wysokiej
wytrzymalosci w stanie jednoosiowego Sciskania i rozciagania
wedlug Stolarskiego [100].

W przedstawionych rownaniach opisujacych zaleznosci pomiedzy
odksztatceniami i naprezeniami przyjecie w analizach konstrukeji tak matych
odksztatcen betonu wysokiej wytrzymatoéci szczegdlnie przy Sciskaniu
skutkuje znacznym zmniejszeniem granicznych przemieszczen konstrukcji,
co zostalo potwierdzone w dos$wiadczeniach i obliczeniach numerycznych.
Mniejsze krzywizny graniczne oznaczajg zmniejszenie mozliwosci
redystrybucji sit wewngtrznych w  konstrukcji, niekorzystne z punktu
widzenia jej bezpieczenstwa. W modelu betonu zwyktego i betonu wysokiej
wytrzymatosci zastosowano rézne propozycje ewolucji powierzchni
granicznej w przestrzeni napr¢zen. Na podstawie przeprowadzonych
doswiadczen numerycznych belek zelbetowych zaproponowano wlasng
koncepcje zachowania betonu zwyktego i betonu o wysokiej wytrzymatosci
w stanie jednoosiowego Sciskania i rozciggania w oparciu o: niestandardowy
model statycznego odksztatcenia betonu opisany w pracy Stolarskiego [100],

36



model Desayi - Krishnana [32] i1wyniki badan doswiadczalnych belek
zelbetowych przedstawione w pracach Buckhouse [18] i Kaminskiej [55].

Istota wtasnej propozycji jest modyfikacja modelu Desayi - Krishnana
i uproszczonego modelu Stolarskiego z uwzglednieniem fazy sprezysto -
plastycznego wzmocnienia 1 fazy ostabienia materialowego oraz
potwierdzonej doswiadczalnie obserwacji o znacznie wickszych warto$ciach
granicznych odksztatcen uzyskanych w konstrukcjach niz na probkach
zwigzanych ze zbrojeniem konstrukeji 1 efektem skali.

c (@

a=1,dlap<0,5%
a=2,dlap>15%

e g
c
8c() cl Scu
. ()
t
ft ,,,,,,,,,,,,,
T4 f s
Rt

Et:Ec

€

= 10T ™

Rys. 2.11. Propozycja zaleznoSci naprezenie - odksztalcenie dla betonu: (a) w stanie
jednoosiowego Sciskania, (b) w stanie jednoosiowego rozciagania.

Na Rys. 2.11 zaproponowano wlasna koncepcje zalezno$ci naprezenie -
odksztatcenie dla betonu zwyktego i wysokiej wytrzymato$ci w stanie
jednoosiowego $ciskania.

Zakres fazy sprezystej w betonie przy $ciskaniu jest uzalezniony od stopnia
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zbrojenia konstrukcji 1 wytrzymatosci betonu. Dla betonu o wysokiej
wytrzymaloéci przy wysokim stopniu zbrojenia wickszym od 1,5 % zatozono
liniowy przebieg funkcji naprezenie - odksztalcenie przy $ciskaniu do ok. 70 %
warto$ci granicznej wytrzymalo$ci na Sciskanie f . Zwigzany jest on rOwniez

z bardziej sztywnym zachowaniem betonu wysokowartosciowego niz betonu
zwyklego z powodu mniejszej réznicy pomigdzy modutem sprezystosci bardzo
mocnego stwardnialego zaczynu cementowego i kruszywa, a w zwiazku z tym
wickszej wytrzymato$ci warstwy kontaktowej kruszywo-matryca. Dlatego tez
w betonie o wysokiej wytrzymato$ci wystepuje mniej mikrospekan w warstwie
kontaktowej i liniowa cze$¢ krzywej naprezenie - odksztalcenie wydtuza sie
dwukrotnie. Powyzej wystepuje faza sprezysto - plastycznego wzmocnienia
matrycy betonowej z liniowym przyrostem naprezenia do granicznej
wytrzymatosci na $ciskanie f. Po jej osiggnigciu beton ulega ostabieniu do
80 % wartosci granicznej wytrzymatosci na S$ciskanie przy granicznym
odksztalceniu ¢, agalaz krzywej opada fagodnie w obszarze ostabienia

materialowego. W modelach powstatych w oparciu o badania probek opadajaca
czg$¢ krzywej jest tym mocniej nachylona im wyzsza jest wytrzymato$¢ betonu,
co $wiadczy o wigkszej krucho$ci betonu wysokiej wytrzymatosci. Ta
prawidlowo$¢ nie zawsze jednak znajduje odzwierciedlenie w zachowaniu
betonu w zelbetowych elementach konstrukcyjnych. Ponadto wyniki badan
przedstawione we wczesniej cytowanych pracach wykazaty, ze obawy o niska
odksztatcalno$¢ betonu wysokiej wytrzymatosci w elementach konstrukcyjnych
sa nieuzasadnione. W badaniach Kaminskiej stwierdzono, ze w tych elementach,
ktore wulegly zniszczeniu przez zmiazdzenie betonu strefy $ciskane;,
odksztatcenia betonu osiggaty az 6 %o 1 byly dwukrotnie wyzsze niz
odksztalcenia niszczace rejestrowane na probkach, co jest korzystne z punktu
widzenia bezpieczenstwa konstrukcji. Przyjecie tak matych mozliwos$ci
odksztatcania si¢ betonu wysokiej wytrzymatosci przy $ciskaniu jak w Model
Code 90 [26] powoduje znaczne zmniejszenie granicznych krzywizn
elementow konstrukcyjnych. Wykorzystujac powyzsze whnioski
zaproponowano wigkszg mozliwo§¢ odksztalcania si¢ betonu przy Sciskaniu.

Zatozono odksztalcenia e, odpowiadajace granicznej wytrzymatosci na

Sciskanie f rowne 6 %o, a odksztalcenia graniczne przy Sciskaniu ¢ réwne
12 %0. Krzywa naprezenie - odksztatcenie dla betonu przy rozcigganiu ma
przebieg liniowy do granicznej wytrzymatosci na rozcigganie f . Zatozono, ze
modul sprezystosci przy rozcigganiu jest réwny modulowi przy Sciskaniu.
Uzasadnieniem takiego zalozenia sg wyniki badan betonu przy S$ciskaniu
irozcigganiu przeprowadzone przez Gallowaya i Hardinga [41] oraz Lydona

i Balendrana [67]. Po osiggnieciu tej wartosci powstaja rysy w betonie
i nastepuje kruchy spadek wytrzymatos$ci zwigzany z pgkaniem do wartosci
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wiekszej lub rownej 60 % granicznej wytrzymatosci na rozcigganie. Wartos¢
parametru T’ powinna by¢ dobrana z przedziatu zamknigtego T € <O, 6; 1>.

W wyniku przyczepno$ci na odcinku miedzy rysami beton przejmuje znaczace
wielko$ci naprezen rozciagajacych stal zbrojeniowa 1 w konsekwencji
konstrukcja zelbetowa zwigksza swoja sztywnos$¢. Taki efekt usztywnienia
uwzgledniono poprzez zatozenie stopniowego, tagodnego spadku wytrzymatosci
na rozcigganie do zera przy zniszczeniu betonu przy Srednich odksztatceniach

rownych: 0,8 %o, gdy T\ = 0,6 oraz 1,4 %o, gdy T, = 1.
2.2.4. Charakterystyka elementow skonczonych materiatu matrycy betonowe;j

Wszystkie opisane elementy skonczone zaprojektowano w oparciu o idee,
w myS$l ktorej geometryczne 1 mechaniczne wlasciwosci analizowanej
konstrukcji moga by¢ wyspecyfikowane w kazdym punkcie obliczeniowym
numerycznego catkowania elementu.

W analizie konstrukcji  betonowych  zastosowanie elementéw
szesciosciennych jest korzystne ze wzgledu na zazwyczaj ortogonalny przebieg
zbrojenia. Element skoniczony materialu matrycy betonowej jest definiowany
przez izotropowe wlasciwosci materiatu i osiem punktéw weztowych o trzech
stopniach swobody w kazdym z nich, to jest przemieszczeniach w punktach
weztowych w kierunkach z,y, z. Schemat elementu przedstawiono na Rys. 2.12.

Rys. 2.12. Element skonczony materialu matrycy betonowej.

W kazdym elemencie skonczonym we wszystkich punktach numerycznego
catlkowania w trzech plaszczyznach lokalnego ukladu wspdtrzednych
prostopadtych obliczane sg odksztalcenia i naprezenia. Stany przemieszczenia,
odksztalcenia 1inaprezenia powstajg zgodnie z zalozonym modelem oc—¢
uwzgledniajacym zarysowanie, odksztalcenia plastyczne, pelzanie i miazdzenie.
Obliczeniowe punkty numerycznego calkowania w elemencie skonczonym
przedstawiono na Rys. 2.13.
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Rys. 2.13. Punkty numerycznego calkowania w elemencie.

Zatozony model rysy rozmytej umozliwia opis zarysowania w kazdym
punkcie numerycznego calkowania na trzech kierunkach prostopadtych
W przestrzeni napr¢zen gtdwnych.

Rysa powstaje wtedy, gdy rozciggajace napr¢zenie gtowne jest wigksze od
wytrzymatosci betonu na rozcigganie. W graficznej reprezentacji wynikow
zarysowanie jest przedstawione w postaci okregu widocznego w kierunku
prostopadtym do glownego naprezenia, Rys. 2.14.

y

oznaczenie rysy

punkt numerycznego
catkowania

- X
kierunek naprezen
glownych

zZ
Rys. 2.14. Graficzna reprezentacja rysy.

Sita rysujaca beton odpowiada chwili powstania pierwszej rysy.
W nastegpnej kolejnosci naprezenia styczne do ptaszczyzny pierwszej rysy moga
wywota¢ drugg i trzecig ryse, ktora powstanie w punkcie numerycznego
catkowania w kierunku prostopadtym do wywotujacej ja odpowiedniej
sktadowej naprezenia gtéwnego. W przypadku, gdy dowolna rysa otworzy sie,
apo pewnym czasie zamknie, w graficznej reprezentacji wynikow rysa jest
przedstawiona w postaci okregu zwpisanym krzyzem. Pierwsza rysa
w dowolnym punkcie numerycznego catkowania jest oznaczona okrggiem
koloru czerwonego, druga zielonego, a trzecia niebieskiego. Zmiazdzenie
materiatu jest przedstawione w ksztalcie osmioscianu. Znak opisany w $rodku
elementu obrazuje faktyczny stan destrukcji materiatowej w danym elemencie
skonczonym. W stanie zarysowania lub zmiazdzenia betonu dla zachowania
rownowagi numerycznej modelu w elemencie skonczonym jest dodawana mata
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warto§¢ sztywnos$ci. Parametr sztywno$ci Cos jest uzyty dla elementu

zarysowanego w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny rysy i dla elementu
zmiazdzonego.

2.2.5. Zwiazki konstytutywne betonu

Rownania dla liniowo-sprezystego zachowania betonu

Macierz sprezystosci [D°] dla materiatu izotropowego jest przedstawiona

W postaci:
1— v, v, v, 0 0 0
. 1-— v, v, 0
g v, 1—-v, 0 0 0
E 1-2v ,  (2.28)
[ Dc} - |0 0 0 c 0 0
(14v,)(1-2v,) 2
. . 1_9y
0 0 0 <
2
1-2v
0 0 0 0 <
2
gdzie:

E - modut spre¢zystosci betonu,

v - wspdlczynnik Poissona.
c

Roéwnania dla niespreiystego zachowania betonu

Beton jest materialem podatnym na zarysowanie w trzech kierunkach
prostopadtych, miazdzenie, odksztalcenia plastyczne i pelzanie. W przypadku
powstania zarysowania i miazdzenia macierz sztywnosci jest odpowiednio
dostosowana do charakteru uszkodzenia.

Modelowanie rysy

W modelowaniu numerycznym, w ktorym postugujemy sie¢ rozmytym
obrazem rys, konieczne jest zastosowanie opisu uwzgledniajacego cechy betonu
po powstaniu rys. Dotyczy to zaréwno kierunku prostopadtego do plaszczyzny
rysy, jak i kierunkéw lezacych w tej ptaszczyznie. W betonie zarysowanym
uwzgledniono mozliwo$¢ jego wzmocnienia przy $cinaniu  poprzez
wprowadzenie parametrow $cinania dla rozwarcia (@) i zamknigcia si¢ rysy

(ﬁc). Wartosci tych parametrow sa zawarte w przedziale zamknietym <0, 1>,
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przy czym dolna granica opisuje gtadka powierzchni¢ rysy i informuje o utracie
zdolno$ci do przenoszenia $cinania, natomiast goérna granica reprezentuje
nier6wna powierzchni¢ i zdolno$¢ do przenoszenia $cinania.

Powstanie rysy w punkcie numerycznego calkowania opisuje
zmodyfikowana macierz sztywno$ci z wprowadzona plaszczyzng oslabienia
usytuowang w kierunku prostopadtym do powierzchni rysy. Parametr 3, jest
mnoznikiem redukujacym nos$no$¢ na S$cinanie po tych postgpujacych
obcigzeniach, po ktorych powstaje poslizg w plaszczyznie prostopadiej do
powierzchni rysy. Zalezno$¢ miedzy napr¢zeniem a odksztalceniem dla
materialu zarysowanego w jednej plaszczyznie jest zapisana w postaci
macierzowe;j:

R (1 + V\)
—_— 0 0 0 O
El‘,
1 v
0 £ 0 0 O
1-v, 1-v, (2‘29)
4 E 0 Ze L 900
[D{ ] =—"F l—-v 1-v
1+v, ¢ ¢ 3
0 0 0 5’ 0 0
0 0 0 0 é 0
0 0 0 0 O %

w ktorej indeks ck opisuje macierz sztywnos$ci w uktadzie wspodtrzednych z osia
% lezacg w linii prostopadtej do plaszczyzny rysy, analogicznym wzgledem
kierunkéw naprezen gléwnych. Interpretacje graficzng modulu ostabienia
R' imnoznika sztywno$ci strefy rozcigganej w fazie zarysowania T przy

uwzglednieniu naprezen relaksacyjnych po zarysowaniu przedstawiono na
Rys. 2.15.

R' =0, nie uwzgledniono
fe&————— naprezen relaksacyjnych
R
E,
1 R

1

. - €,

&* 10T, &"

Rys. 2.15. Wytrzymalo$¢ w warunkach zarysowania.
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Podczas zamykania si¢ rysy wszystkie $ciskajace naprezenia normalne do

plaszczyzny zarysowanej sa przenoszone w poprzek rysy. W macierzy [D:k} jest

wprowadzony parametr $cinania 3, dla zamykania si¢ rysy.

1-— v, v, v, 0 0
g 1-— v, v, 0 0

v v 1-v 0 0 0

5 1) (2.30)

D= ——r——[ 0 0 0 S——= 0 0
(Ltw,)(1-2v,) R

0 0 0 0 Y 0
2

0 0 0 0 A2 ; )

Macierz sztywnosci dla betonu zarysowanego w dwoch ptaszczyznach jest
postaci:

o0 o 0 0

E

o By 0 0

E(‘,

0 0 1 0 0 0 231

D=E|¢ o o _ L 0 0
2(1+v,)
0 0 0 0 b 0
2(1+1/E)
0 0 0 0 0 b,
2(1+V“)

a w przypadku, gdy rysy zamykane sa w dwoch plaszczyznach to zaleznos¢ jest
wyrazona w postaci macierzowej (2.30).

Zalezno$¢ miedzy naprezeniem a odksztalceniem dla betonu zarysowanego
w trzech plaszczyznach jest zapisana w postaci macierzowej (2.31),
a w przypadku, gdy trzy ptaszczyzny rysy sa zamkniete, macierz sztywnosci jest
opisana jako (2.30).

Transformacja macierzy [ka} elementu z lokalnego do globalnego uktadu

wspotrzednych jest postaci:
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[o]=[r*] (2] [r]: .32)

w ktorej [T”k} przybiera forme¢ identyczng z transformacjg opisana przez
Suidana i Schnobricha w pracy [103].

Rozwarcie lub zamknigcie rysy w punkcie numerycznego catkowania
zalezy od wartosci odksztalcenia przy zarysowaniu sjf . W przypadku
ewentualnego zarysowania w kierunku z odksztatcenie jest obliczane jako:

1%

ck __ _ck ck ck s e 12 . : :
=) e, =€, T g, + €, , jezeli zarysowanie nie wystapi,

—v
ck _ _ck ck i aoAls : : :
9 e =¢e7 +wvel, jezeli zarysowanie wystapi w kierunku y,

(2.33)

S & =&, jezeli zarysowanie wystapi w kierunku y i z,

gdzie: 5?;’“ , a;k, 52" - sktadowe odksztalcenia normalnego w rysie.

Wektor {8"]“} jest opisany réwnaniem:

)1 it

w ktérym zmodyfikowane odksztatcenie catkowite {8} jest definiowane jako:

{e.}={er}+{ae } - {aer}, (2.35)

gdzie:
n - numer kroku,
{Eff_l} - wektor odksztatcenia sprezystego w kroku poprzednim,

{Aen} - catkowity przyrost odksztalcenia zalezny od przyrostu przemieszczenia

{Aun} w danym kroku,
{Ass Z} - przyrost odksztatcenia plastycznego.

Zatozono, ze rysa jest zamknigta, jezeli 5(‘2‘ jest mniejsze od zera, a rozwarta,

jezeli € jest wigksze lub rowne zero.

Modelowanie miazdzenia
Miazdzenie betonu w punkcie numerycznego catkowania powstaje, gdy

ulega on zniszczeniu przy jednoosiowym, dwuosiowym lub troéjosiowym
$ciskaniu. Miazdzenie w elemencie skonczonym jest opisane zgodnie
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z zatozeniami teorii plastycznego plyni¢cia jako koncowy stan procesu
ostabienia materialowego przy $ciskaniu. W obszarze zmiazdzonym przyrost
obcigzenia wywotuje przyrost odksztalcen przy stalych naprezeniach
resztkowych.

2.3. Modelowanie wlasciwoSci stali zbrojeniowej
2.3.1. Model statycznego zachowania stali zbrojeniowe;j

W konstrukcjach betonowych stal jest uzywana w postaci pretow
zbrojeniowych. Upraszcza to znacznie problem modelu materialowego stali do
jednoosiowego stanu naprgzenia. W obliczeniach numerycznych zatozono
model materialowy stali zbrojeniowej spre¢zysto - plastyczny o identycznych
charakterystykach przy rozciaganiu i $ciskaniu. Na Rys. 2.16 przedstawiono
zastosowane modele materialowe stali w analizie konstrukcyjnej ustrojow
zelbetowych.

W rozwigzaniach numerycznych belek zelbetowych z betonu wysokiej
wytrzymatos$ci bez zbrojenia strefy $ciskanej na odcinku czystego zginania przy
uzyciu metody Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym zastosowany jest
model materiatlowy stali z uwzglednieniem wzmocnienia stali zbrojeniowej. Ten
model lepiej opisuje zachowanie ustrojow zelbetowych, w ktorych na odcinku
czystego zginania nie wystgpuje zbrojenie strefy $ciskanej przekroju szczegdlnie
w obszarze napr¢zen niesprezystych po uplastycznieniu stali zbrojeniowe;j.
Modut stali w zakresie plastycznosci E, wyznaczono na podstawie Rys. 2.16 ze

WZOoru:

(2.36)

Dla ptyt stalowych usytuowanych w miejscach podparcia i przytozenia sity
skupionej zalozono model materiatlowy liniowo-sprezysty.
Prosty model materialowy stali pozwala w tatwy sposob okresli¢ obszar

analizy. Gdy naprezenie stali nie przekracza granicy plastycznosci j; , wowczas

wystepuje liniowo-sprezysty stan napr¢zenia.
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Rys. 2.16. Wykresy naprezenie-odksztalcenie dla stali zbrojeniowej zastosowane w analizie
konstrukcyjnej belek zelbetowych: linia 1 — wykres z pozioma pétka plastyczna,
linia 2 — wykres z uwzglednieniem wzmocnienia stali.

2.3.2. Charakterystyka elementow skonczonych stali zbrojeniowe;j

W modelowaniu stali zbrojeniowej zastosowano przestrzenny element
pretowy zilustrowany na Rys. 2.17, posiadajacy dwa punkty weztowe o trzech
stopniach swobody, to jest przemieszczeniach w punktach wegztowych
w kierunkach z,y i z.

Element uwzglednia deformacje plastyczne, lecz nie ma mozliwosci
przenoszenia zginania.

Rys. 2.17. Element skonczony stali zbrojeniowej.

Szescioscienny element skonczony stali zastosowany do modelowania ptyt
na podporze belki i w strefie przylozenia sity skupionej odpowiada elementowi
przedstawionemu na Rys. 2.12 i charakteryzuje go osiem punktéw weztowych
o trzech stopniach swobody w kazdym wezZle.
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2.3.3. Zwiazki konstytutywne stali zbrojeniowe;j
Niesprezyste zachowanie zbrojenia

Macierz sztywnosci elementu prgtowego ma postaé:

0 0 -1 0 O
0 0 0 0 O
E 00 0 0 0
K| === , (2.37)
L, 1 00 1 0 O
0O 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O
w ktorej:
A, - przekrdj poprzeczny elementu pregtowego,
. E
= PR
E_ - modut odksztalcenia sprezystego,
E, - modut odksztatcenia plastycznego,
L, - dlugo$¢ elementu pretowego.
Macierz sztywnoS$ci naprezen elementu jest wyrazona jako:
0 0 0 0 0 O
0 1 0 0 -1 0
FIO0 1 0 0 -1
[SI]ZZ 00 00 0 Of (238
0 -1 0 0 1 O
0 0 -1 0 0 1
w ktorej:
F = AsEsa”" - sita osiowa w elemencie pretowym w pierwszym kroku
obciazenia.

Niezréwnowazony wektor obcigzenia zewnetrznego elementu ma postaé:

()= () (). e
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gdzie:

a 4 . o . .
{F; } - uogo6lniony wektor obcigzenia zewnetrznego,
{F;"T} - wektor przyrostu obcigzenia zewngtrznego.
Uogolniony wektor obcigzenia zewngtrznego ma postac:

T
{Frh=4Be -1 0 010 0f (2.40)

W analizie liniowo-sprezystej lub pierwszej iteracji analizy nieliniowej
odksztalcenie sf obliczamy wedtug wzoru:

el =el —e", (2.41)

h

e - odksztalcenie termiczne.

Wektor przyrostu obcigzenia zewngtrznego ma postac

{F;"”'}:A_E_a“l [—1 0010 o, (2.42)

s s n—1

gdzie:

el _

e’ | - odksztalcenie sprezyste w n — 1 iteracji.

W analizie liniowo-sprezystej lub pierwszej iteracji analizy nieliniowej
odksztalcenie sprezyste e;‘ obliczamy wedlug zaleznosci:

el =€, +e", (2.43)

gdzie:
e, = u / L, - odksztatcenie catkowite,

u - roznica pomiedzy przemieszczeniami w wezle.
W  kolejnych iteracjach analizy nieliniowej odksztalcenie sprezyste

ezl obliczamy na podstawie wzoru:

e =€ 4+ Ae— Ae”, (2.44)
gdzie:

Ae = Au / L, - przyrost odksztalcenia,

Aw -rdznica pomiedzy przyrostami przemieszczenia w wezle,

A" - przyrost odksztatcenia plastycznego.

Naprezenie o jest opisane rOwnaniem:
S

o, =Ece", (2.45)
a ostateczng warto$¢ sity F. obliczamy na podstawie zaleznosci:
F=Ao0,. (2.46)
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3. METODA ANALIZY
3.1. Przedmiot modelowania konstrukcyjnego

Opracowanie metody rozwigzania wymaga przeprowadzenia rozwazan
w zakresie modelowania procesow statycznego odksztalcania przestrzennych
belek zelbetowych. Element zelbetowy jest traktowany jako kompozycja
materiatowa sktadajaca si¢ z matrycy betonowej wzmocnionej wiotkimi pretami
stalowego zbrojenia roztozonymi dyskretnie w materiale matrycy.

Metoda analizy wytezenia ukladu konstrukcyjnego opracowana jest
z wykorzystaniem zasad metody elementéw skonczonych [30, 58, 119, 120].
W analizach przestrzegane sg reguly wynikajace z kompromisu pomigdzy
dazeniem do maksymalnej doktadnosci obliczen poprzez wprowadzenie gestego
podziatu iduzej liczby wezldéw, a minimalizacja czasu obliczen poprzez
odpowiedni dobdr wielkosci kroku obcigzenia i zastosowanie szybko-zbieznej
metody obliczeniowej. Zaproponowano hipotez¢ wspolpracy pr¢tow zbrojenia
i materialu matrycy wyrazajacych w jawny sposob zasade réwnowaznosSci
przemieszczen w weztach wspolnych elementéw skonczonych podziatu.
Rozwigzanie uktadéw przyrostowych réwnan statycznej rownowagi metody
elementow skonczonych przeprowadzono na podstawie metody Newtona-
Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym i metody ustalania dlugos$ci tuku Crisfielda
oraz programu numerycznej analizy przestrzennych standéw naprezenia
umozliwiajagcych okreslenie stanu przemieszczenia, odksztatcenia, napr¢zenia
izarysowania, z uwzglednieniem nieliniowosci fizycznych materiatow
1 geometrycznych nieliniowos$ci elementéw konstrukcyjnych.

3.2. Modele elementu zelbetowego

Znane sa trzy sposoby modelowania elementéow skonczonych stali
zbrojeniowej w materiale matrycy betonowej: model dyskretny, model
wbudowanego preta i model rozmyty, przedstawione m.in. w pracy
Tavareza [109].

W modelu dyskretnym zbrojenia przedstawionym na Rys. 3.1a trajektoria
pretow pokrywa sie z siatkg betonu. Siatka betonu i siatka zbrojenia maja
wspolne punkty wezlowe, wigc beton zajmuje te same obszary, co zbrojenie.
Pewna niedoktadno$¢ modelu wynika z faktu, ze siatk¢ betonu ogranicza
ulokowane zbrojenie a jego niewielka objetos¢ nie jest odejmowana od objetosci
betonu.

W modelu wbudowanego preta zilustrowanym na Rys. 3.1b zbrojenie
przecina siatke podzialu elementow betonowych, a sztywnos$¢ stali jest
obliczona oddzielnie w elemencie skonczonym materialu matrycy betonowe;.
Model jest skonstruowany w taki sposob, aby przemieszczenia analizowac
oddzielnie w precie stalowym i w otaczajacych go elementach betonowych.

49



Ta technika modelowania jest korzystna dla konstrukcji o ztozonym ukladzie
zbrojenia.

W modelu rozmytym przedstawionym na Rys.3.lc przyjmuje si¢
warstwowe zbrojenie, ktore jest rownomiernie roztozone w skonczonych
obszarach elementow matrycy betonowej. Technika ma zastosowanie
w wielkowymiarowych modelach konstrukcji ptytowych i powlokowych ze
znikomym wplywem zbrojenia na no$no$¢ konstrukcji.

(a) (b)
element betonu element betonu

wezel w betonie N\

przemieszczenia

wezel wspolny w betonie i zbrojeniu
w betonie i zbrojeniu

wezel w zbrojeniu

element zbrojenia

wezel w betonie
(c)
element betonu
wezel w betonie

zbrojenie rozmyte
w betonie

Rys. 3.1. Techniki modelowania elementow skonczonych stali zbrojeniowej
w betonie: (a) model dyskretny, (b) model
wbudowanego preta, (c) model rozmyty.

W niniejszej pracy zastosowano model zbrojenia dyskretnego w elemencie
betonowym, w ktorym prety stalowe modelowano przy wykorzystaniu
przestrzennego skonczonego elementu prgtowego.

Siatke elementow skonczonych zbrojenia powigzano z siatka elementow
skoficzonych  matrycy  betonowej poprzez —modelowanie  zgodnosci
przemieszczen wezlow wspolnych obydwu siatek, jak na Rys. 3.2.

element skonczony materiatu
matrycy betonowej

element skonczony
stali zbrojeniowej

S,
Rys. 3.2. Polaczenie elementu skonczonego z betonu z elementem stalowym.
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Dla ustroju dyskretyzowanego w taki spos6b macierz sztywnosci jest sumag
sztywnosci elementow skonczonych modelujagcych beton 1 sztywnosci
elementow modelujgcych stal. Technika ta jest bardzo wygodna w analizach
zarysowania. W elemencie skonczonym materiatu matrycy betonowej w punkcie
numerycznego catkowania powstanie rysa po osiagnigciu przez beton
granicznych napr¢zen rozciagajacych. Element zarysowany w trzech kierunkach
we wszystkich o$miu punktach numerycznego catkowania jest wylaczany
zuktadu i przyjmuje resztkowa warto§¢ modutlu odksztalcenia betonu.
Teoretycznie mogg zosta¢ zarysowane wszystkie skonczone elementy materiatu
matrycy betonowej.

3.3. Wspolpraca betonu ze stalg zbrojeniowg

Wspdlpraca betonu i stali zbrojeniowej jest szczegdlnie wazna z uwagi na
zachowanie si¢ konstrukcji zelbetowych. Prety zbrojeniowe przenosza gldwnie
sity rownolegle do swojej osi przekazywane z betonu dzigki jego przyczepnosci
do stali. Przyczepnos¢ powstaje przede wszystkim jako rezultat: tarcia
w plaszczyznie styku migdzy stalg i betonem, chemicznej adhezji, skurczu
betonu, a w przypadku pretow zebrowanych w wyniku mechanicznej interakcji
pomigdzy uzebrowaniem preta a betonem. Na odcinku miedzy rysami znaczna
cze$¢ naprezen rozciggajacych przejmuje beton, a powstate zjawisko okre$la si¢
jako zesztywnienie. W sytuacji, gdy prety zbrojenia przenoszg sity prostopadie
do ich osi w miegjscu pojawienia si¢ rysy w betonie wywotanej dziataniem sit
poprzecznych wystepuje efekt klockujacy. Wiecej informacji dotyczacych
przyczepnosci przedstawiono w przegladowych pracach Gambarova i in.
[42, 43] oraz Smarzewskiego i Stolarskiego [95].

Problem przekazywania na prety zbrojenia sit rownolegltych do ich osi jest
sci§le zwigzany ze sposobem reprezentacji zbrojenia przy dyskretyzacji ustroju
za pomocg elementdw skonczonych. Zbrojenie jest modelowane jako dyskretne
za pomocg pretowych elementow potaczonych w weztach z betonowa siatka
elementéw. Przemieszczenia towarzyszace zlozonemu stanowi naprezenia
w strefie przyczepnosci sg wtedy ujawnione jako deformacje elementow
betonowych sgsiadujacych z weztami zawierajacymi zbrojenie.

W wyniku przyczepnosci na odcinku miedzy rysami prety zbrojenia
przekazuja na beton znaczng czg$¢ naprgzen rozciggajacych. Skutkuje to
globalnym zwigkszeniem sztywnosci konstrukcji zelbetowej. Powszechnie
stosowanym sposobem uwzglednienia wplywu efektu usztywnienia jest
zatozenie stopniowego spadku wytrzymalo$ci na rozcigganie w wyniku
zniszczenia betonu [92]. Dotychczas nie rozstrzygnieto, jaki charakter powinna
mie¢ funkcja ostabienia betonu w strefie rozcigganej. Wydaje si¢ jednak, ze
rozwigzanie tego problemu wymaga kalibracji modelu przez porownanie
wynikow analiz numerycznych z wynikami badan dos$wiadczalnych.
W analizach  pominigto  modelowanie  efektu  poslizgu  zwigzanego
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z przekazywaniem sit przyczepnosci w strefie kontaktowej oraz efektu
klockujacego.

3.4. Warunki brzegowe i obciazenie zastepcze

Warunki brzegowe modelowano w taki sposob, aby mozliwie dokladnie
odwzorowaé rzeczywiste zachowanie belek doswiadczalnych. Na Rys. 3.3
przedstawiono warunki brzegowe w analizowanych modelach numerycznych.

W $rodku rozpigtosci, we wszystkich rozwazanych modelach belek,
utworzono plaszczyzng symetrii poprzez ograniczenie przemieszczen

w punktach weztowych u_ = 0 w kierunku prostopadiym z .

y
i

| (&) -

- N
5
¥ < foze X ’
ograniczenie

w kierunku x

_—

~_h .

AN
=

L |
7

Rys. 3.3. Warunki brzegowe w plaszczyZnie symetrii elementu.

-~

Warunki brzegowe na podporach modelowano jako poziome ptyty stalowe
przekazujace sity we¢zlowe z elementéw materiatu matrycy betonowej na watek

stalowy umozliwiajgcy obrot belki w plaszczyznie zginania (m,y). W osi
podpory ograniczono przemieszczenia w punktach weztowych w kierunkach
riz: u =01 u =0. Przykladowe warunki podparcia zilustrowano na
Rys. 3.4.

— T

walec na podporze z mozliwoscia
obrotu w ptaszczyznie (x,y)

Rys. 3.4. Warunki brzegowe na podporze.
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Obcigzenie sitg skupiong F jest przytozone za posrednictwem poziomej
plyty stalowej. Przyjeto rownomierny rozklad sity w weztach w kierunku
poprzecznej osi symetrii ptyty stalowej, Rys. 3.5. Obcigzenia z weztow plyty
stalowej przenoszone sa bezposrednio na wezly elementow materialu matrycy
betonowe;j.

B

obciazenie przytozon
w weztach plyty

< /

N /

- | ~

Rys. 3.5. Warunki brzegowe w strefie przylozenia obciazenia.
3.5. Metody numeryczne rozwigzania ukladu ro6wnan réwnowagi
3.5.1. Przyczyny wykorzystania roznych metod numerycznych

Metoda Newtona-Raphsona jest wykorzystywana w  wigkszosci
spotykanych w praktyce przypadkéw z zakresu mechaniki konstrukcji do
rozwigzywania uktadow rownan. Metoda ta pracuje bez zarzutu dla materiatow
o charakterystykach liniowo-sprezystych, nie jest natomiast tak skuteczna dla
materiatow niesprezystych po wprowadzeniu zarysowania i miazdzenia. Wada
jej jest konieczno$¢ odwracania nowej macierzy sztywnos$ci w trakcie kazdego
kroku iteracyjnego oraz przede wszystkim brak mozliwo$ci opisu mechanizmu
zniszczenia materiatu, gdyz rozwigzanie nie jest zbiezne z chwila zerowania
macierzy sztywnosci stycznej w punkcie. Odzwierciedlenie ewentualnego
ostabienia konstrukcji widocznego na krzywej obcigzenie-przemieszczenie
w postaci gwalttownych spadkdw obcigzenia jest mozliwe tylko przy
wykorzystaniu metod iteracyjnych znacznie bardziej ztozonych w poréwnaniu
do metody Newtona-Raphsona.

Rzeczywiste zachowanie konstrukcji przedstawione na Rys. 3.6a,b powinno
uwzgledniaé efekty lokalnych i globalnych spadkéw obciazenia. Na Rys. 3.6a
wzdhuz linii przerywanej zaprezentowano przeskok do stanu réwnowagi przy
sterowaniu obcigzeniem. Wzdhuz linii ciagtej A-C przedstawiono niestabilny
przebieg statycznego zachowania przy sterowaniu obcigzeniem, a stabilny przy
sterowaniu przemieszczeniem. Na Rys. 3.6b wzdhluz linii przerywanej A-C
opisano przeskok do stanu rownowagi przy sterowaniu przemieszczeniem,
awzdhiz linii cigglej A-C przeskok do stanu réwnowagi przy sterowaniu
obcigzeniem. Szczegdlowy przebieg niestabilnej Sciezki rozwigzania powinien
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zosta¢ ustalony, gdyz w punkcie A jest maksimum lokalne (Rys. 3.6a,b).
Ponadto w analizach konstrukcji bardzo wazna jest nie tylko znajomos¢ spadku

obcigzenia, lecz rowniez charakter ostabienia - kruchy (Rys. 3.6¢) lub ciagliwy
(Rys. 3.64d).

(@) (b)

B rzeskok do stanu B
1) P—\ g 5]

= A rownowagi 1\ g A
Lt~ 3

& = By

3} 3

2 2 |

° ° |

|
C
przemieszczenie, u przemieszczenie, u
(©) (d
A B
,,,,,,,,,,,,,,,,, Y

23 =3
g AR g

= =]

13 o
N N
& S

Q Q
B £

=] =)

przemieszczenie, u przemieszczenie, u

Rys. 3.6. Zalezno$ci obcigzZenie-przemieszczenie: (a) z przeskokiem w przod,
(b) z przeskokiem wstecz, (¢) ze zniszczeniem kruchym,
(d) ze zniszczeniem ciagliwym.

W celu uzyskania kompletnej $ciezki obcigzenie-przemieszczenie
wykazujacej lokalne i globalne ostabienie konstrukcji i opisu mechanizmu
zniszczenia zastosowano efektywne metody: Newtona-Raphsona ze spadkiem
adaptacyjnym i dlugosci luku Crisfielda. Metody dlugosci tuku nie
weryfikowano dla przestrzennych modeli elementow zelbetowych przy
uwzglednieniu ostabienia odksztalceniowego przy S$ciskaniu i rozcigganiu
w betonie wysokiej wytrzymatosci.

3.5.2. Metoda Newtona-Raphsona
Metoda Newtona-Raphsona jest szczegdétowo opisana w monografiach

Bathe [12], Kleibera [58] i pracy Zienkiewicza i Taylora [119]. W wyniku

podziatu na elementy skonczone powstaty nastgpujace uktady liniowych rownan
algebraicznych:
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k(o) = {7}, e

[K ] - macierz wspotczynnikow uktadu,

gdzie:

{u} - poszukiwany wektor uogolnionego przemieszczenia w trzech kierunkach
prostopadtych,

{F“} - znany wektor uogdlnionego obcigzenia.

Roéwnanie (3.1) jest nieliniowe, gdy macierz wspotczynnikéw uktadu [K ] jest

funkcjg lub pochodng poszukiwanych wartosci uogdlnionych przemieszczen
w trzech kierunkach prostopadtych.

Metoda Newtona-Raphsona przedstawiona graficznie na Rys. 3.7 jest procesem
iteracyjnego rozwigzywania réwnan nieliniowych postaci:

1] ) =)o), 62
{u,}={u}+{au}, (3.3)

T . ; . .
[K . ] - macierz sztywnosci stycznej,

gdzie:

1 - indeks odpowiadajgcy numerowi kroku przyrostowego,
{E”T} - wektor wewnetrznych sit weztowych odpowiadajacych stanowi

naprezenia panujagcemu w dyskretyzowanym uktadzie.

\
=3 | \
. | |
o
= F | ‘
R
3 L
5} ‘ \
Rl N o
=] sl =
o 3‘
I I
-~ —
| == ‘
or
FoL Au, ‘ |
—— =5
| Apﬁl | |
| | Al | | _
U; Ui Uy, Ui

przemieszczenie, u
Rys. 3.7. Metoda Newtona-Raphsona.
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Macierz sztywnosci [KT.T} i wektor wewnetrznych sit weztowych { EW}

obliczono na podstawie warto$ci wektora przemieszczenia {ul} Prawa strona

rownania (3.2) jest nazywana niezrownowazonym wektorem obcigzenia.
Rozwigzanie jest zbiezne w wyniku wykonania co najmniej jednej iteracji, gdy

wektor wewnetrznych sit weztowych {F:"r} odpowiadajacy aktualnemu stanowi
naprgzenia jest rowny lub zachowuje tolerancje wektorowi uogdlnionego
obcigzenia {F“}.
Ogolny algorytm metody mozna zapisa¢ w nastepujacych krokach:
O Zalozenie wektora przemieszczenia {uo} , ktory jest rozwigzaniem
w poprzednim kroku; w pierwszym kroku przyrostowym {uo} =0.
2 Obliczenie uaktualnionej macierzy sztywnoS$ci stycznej [KT.T} 1 wektora

wewngtrznych sit weztowych {FZ"’} odpowiadajacego wektorowi

przemieszczenia {u } .

2 Obliczenie poszukiwanego wektora przyrostu przemieszczenia {Aul}
na podstawie rownania (3.2).

< Obliczenie przyblizenia wektora przemieszczenia w kolejnym kroku
przyrostowym {ui +1} ze wzoru (3.3).

2 Poprawianie doktadnos$ci otrzymanego rozwigzania przez powtarzanie

czynno$ci opisanych w punktach 2-4 az do chwili otrzymania
wymaganej zbiezno$ci rozwigzania numerycznego.

3.5.3. Metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym

Metoda spadku adaptacyjnego przedstawiona w pracy Eggerta [34] polega
na zmianie $ciezki rozwigzania w poblizu punktu granicznego i poruszaniu si¢
wstecz wzdtuz siecznej az do szybkiego uzyskania zbiezno$ci rozwigzania
numerycznego.

Macierz sztywnosci w réwnaniu Newtona-Raphsona (3.2) jest opisana jako
suma dwoch macierzy:

- K=K+ (1-¢)| K], (3.4)

S . L, e . .
[K ] - macierz sztywnosci siecznej,
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[K T} - macierz sztywnosci stycznej,

& - parametr spadku adaptacyjnego.
Metoda polega na uzgodnieniu parametru spadku adaptacyjnego & podczas
iteracji rownowagi zgodnie z przedstawionym algorytmem:

S Na poczatku kazdego kroku posredniego obliczana jest macierz
sztywnos$ci stycznej na podstawie algorytmu metody Newtona-
Raphsona przedstawionego w poprzednim rozdziale pracy przy
zatozeniu w rownaniu (3.4) parametru spadku adaptacyjnego £ = 0.

S Podczas wykonywanych kolejnych iteracji rownowagi sprawdzana jest
zmienno$¢ normy rozwigzania dla niezrownowazonego wektora
obciazenia:

linl, = (o)
{R} = {F “} — {F ”T} (prawa strona rownania 3.2).

Gdy norma ros$nie to bardzo prawdopodobna jest rozbiezno$¢
rozwigzania numerycznego, natomiast w przeciwnym przypadku jest
mozliwa zbiezno$¢ rozwigzania. Parametr spadku adaptacyjnego
& jest wyrownywany podczas wykonywania iteracji az do chwili

otrzymania wymaganej zbieznos$ci rozwigzania numerycznego.
Macierz sztywnosci siecznej jest generowana w metodzie numerycznej
w wyniku rozwigzywania nieliniowych zagadnien dotyczacych uplastycznienia
materialu, sztywno$ci konstrukcji z duzymi odksztalceniami, zmiazdzenia
betonu z uwzglednieniem naprezen relaksacyjnych po zarysowaniu.

3.5.4. Metoda Crisfielda

Wempner [114], Bergan i in. [14] oraz Riks [90] byli prekursorami
zastosowania metody dlugosci tuku w analizie konstrukcji. Cenne modyfikacje
tej metody wprowadzili w poézniejszych latach Crisfield [28, 29, 31], Ramm
[87], Forde i Stiemer [39], Bellini i Chulya [13] oraz Lam i Morley [62].

Wiegcej informacji dotyczacych réznych metod dtugosci tuku przedstawiono
m.in. w przegladowej pracy Memona i Su [74] oraz w monografii Crisfielda
[30].

W przedstawionej na Rys.3.8 metodzie numerycznej dlugosci tuku
Crisfielda rownanie (3.2) uzalezniono od parametru obcigzenia A :

(K] {au}=a{F}-{F}. (3.5)
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W metodzie tej zmienny parametr obcigzenia A poszukiwany w rownaniach
rownowagi w procedurze elementow skonczonych jest wprowadzony

z przedziatu <— 1,1> .

Au," . . .
e iteracja 1 (u,, A,F
A ArAu, iteracja 2 (u,, A,F°)
T e ————— g L CEY ML)
| sciezkarownowagi /| , Do
Z nowy punkt zbiezio$ci
|
ALF . ! ! |
A)\,,_F A%FA\ KT‘ } | :
|
Al | } | tukowa powierzchnia
! | ! ograniczajaca
[ b
A A T A Dlw | e
I D IE ! P Fs
| poprzedni}p nkit |
o i zbieznodci (o, }xo‘i:()
g hoF* | inn
g | [ b
N ! oo
& | } .
2 | [ [
S [ .
| | | |
1 \ L -
1 = } Au, } rzemieszczenie, u
| Au, p .
‘ Au, |

Rys. 3.8. Metoda dlugosci tuku wedlug Crisfielda [29].

Roéwnanie w posrednim kroku obcigzenia jest postaci:

K| {au}—ax{F} =\ +a0) {Fr}-{E7}, G

w ktérym:
A\ - parametr przyrostu obciazenia.
Na podstawie rownania (3.6) poszukiwany wektor przyrostu przemieszczenia

{A ul} ztozony z dwoch sktadowych opisano jako:
{Au}=ar{ad}+{au"}, (3.7)

gdzie:

{Auf} - wektor przyrostu przemieszczenia wywolany jednostkowym

parametrem obciazenia,

{AuiH } - wektor przyrostu przemieszczenia w metodzie Newtona-Raphsona.
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Wektory przemieszczenia sg definiowane jako:

{au'} = x| {F). (3.8)
{aa} = [&7]7 [0+ ax){Ee} = {B}). (3.9)

Parametr przyrostu obcigzenia A\ okreslono wg réwnania dtugosci tuku:
P=ax+ 5 A} Al (3.10)

w ktérym:
0 - parametr skalowania,

Aw - suma przyrostow przemieszczenia Awu, w biezgcym kroku iteracyjnym.

Istnieja rozne sposoby przyblizonego obliczenia parametru przyrostu obcigzenia
AM\. Forde i Stiemer w pracy [39] przedstawili ogolng procedure obliczania
parametru A\ opartg na zasadach prostopadtosci:

T — {Aun }T {Aui"}

o+ {au ) {au)

(3.11)

gdzie:
7. - niezrOwnowazony parametr otrzymywany w wyniku skalarnego mnozenia

wektora normalnego i stycznego.
Uaktualniona metoda ma nastepujaca postac:

{um} - {uo} + {Aun} + {Aui}’ (3.12)
Aps1 = A9 +AA + AL (3.13)

Iteracje ustang w chwili otrzymania wymaganej zbieznosci rozwigzania
numerycznego.

3.6. Przyrost obciazenia i interpretacja zniszczenia

Przyrost obcigzenia w analizach numerycznych konstrukcji zelbetowych
jest ustalony zgodnie z przebiegiem do$wiadczalnej krzywej obcigzenie-
przemieszczenie.

Na Rys. 3.9 przedstawiono schemat przemieszczenia pionowego w punkcie
srodkowym na dolnej krawedzi belki od obciazenia sumarycznego
z wyszczegolnieniem charakterystycznych faz pracy konstrukcji zelbetowe;.
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B

A - pierwsza rysa
B - uplastycznienie stali zbrojeniowej
C - zniszczenie

obszar naprezen nieliniowych
A !

|

obszar naprezen liniowych

Rys. 3.9. Schemat przemieszczenia pionowego w punkcie sSrodkowym na dolnej krawedzi
belki od obcigzenia sumarycznego.
W zakresie liniowo-sprezystym konstrukcja zachowuje si¢ stabilnie i nie jest
konieczne stosowanie wielu krokow obcigzenia (AE) L= 1). W obszarze
powstania rys w betonie (A) obcigzenie jest przykladane stopniowo z malymi
przyrostami rownymi AF, = 0,001, gdyz na tym etapie analizy uzyskanie
zbieznego rozwigzania jest stosunkowo trudne. W obszarze napr¢zen
niesprezystych po pierwszym zarysowaniu analiza jest ponownie szybko-
zbiezna (AF Y = 0,01). W obszarze uplastycznienia stali zbrojeniowej (B)
metoda jest wolniej zbiezna, a zbiezno$¢ rozwigzania jest zapewniona przez
zastosowanie jak najmniejszego kroku obcigzenia, rownego AF, = 0,0005. Na

ostatnim etapie rozwigzania numerycznego po uplastycznieniu stali przyrost
obcigzenia powoduje powstanie bardzo duzej ilosci rys. W tym zakresie przyjgto

minimalny przyrost obcigzenia AF,, = 0,0005. W kazdym modelu zatozono,
ze zniszczenie (C) nastgpi w chwili rozbieznosci rozwigzania przy minimalnym
przyro$cie obciazenia AF, = 0,0005 .
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4. DOSWIADCZENIA NUMERYCZNE BELEK ZELBETOWYCH
4.1. Cel i zakres do§wiadczen numerycznych

Celem doswiadczen numerycznych jest weryfikacja poprawnosci metody
analizy niespr¢zystego zachowania belek zelbetowych przeprowadzona na
podstawie porownania uzyskanych wynikow numerycznych z wynikami badan
do$wiadczalnych Kaminskiej [55]. Zakres do§wiadczen numerycznych obejmuje
rozwazania zachowania czterech prostokatnych belek zelbetowych z betonu
wysokiej wytrzymato$ci, oznaczonych w pracy Kaminskiej jako BP-1a, BP-1b,
BP-2a, BP-2b, Rys. 4.3. Rozwigzanie uktadow przyrostowych réwnan statycznej
rownowagi metody elementéw skonczonych dla wszystkich rozwazanych belek
zelbetowych przeprowadzono wedtug dwoch metod numerycznych: Newtona-
Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym i ustalania dlugosci tuku Crisfielda.

4.2. Przedmiot doswiadczen numerycznych

W numerycznych modelach przestrzennych belek zelbetowych z betonu
wysokiej wytrzymato$ci zastosowano wymiary elementow oraz wilasciwosci
materiatow jak dla wolnopodpartych belek prostokatnych BP-1a, BP-1b, BP-2a,
BP-2b badanych i opisanych przez Kaminskg w pracy [55]. Wszystkie elementy

wykonano z betonu o wytrzymatosci f = 70 — 80 MPa . Belki byly obcigzane

dwiema sitami skupionymi. Zatozono wysokos¢ przekroju 300 mm
i odpowiednio do niej rozpietos¢ w osiach podpor 3000 mm. Dla belek typu 1
przyjeto stopien podtuznego zbrojenia rozcigganego réwny ok. 0,4 %, a dla
belek typu 2 ok. 1,5 %. Zbrojenie strefy Sciskanej byto state i wynosito 2 ¢ 10,
przy czym w $rodkowej czesci belek oznaczonych symbolem b na odcinku
czystego zginania o dlugosci przekraczajacej czterokrotng wysokos$¢ przekroju
nie wykonano zbrojenia S$ciskanej strefy przekroju. Rozstaw strzemion
w strefach przypodporowych ustalono z warunku niedopuszczenia do
zniszczenia belki na $cinanie, a w strefie pomiedzy sitami skupionymi
z warunkow konstrukcyjnych. Charakterystyki i oznaczenia belek zestawiono

w Tablicy 4.1.
Tablica 4.1. Charakterystyka i oznaczenia belek

Zbrojenie podtuzne w strefie
Belka czysltego zginania Rozstaw strzemion przy
0ne , podporze
BP-la 0.0038 2¢10 | 2¢ 10 100
BP-1b ’ 2¢ 10 -
BP-2a 0.0146 316 | 2¢ 10 %0
BP-2b ’ 3¢ 16 -
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Lacznie z badaniami elementéw wykonano badania stali zbrojeniowej i betonu
z rejestracja zaleznosci naprezenie-odksztalcenie. Zbrojenie podituzne belek
wykonano ze stali zebrowanej 34GS o $rednicy 10 mm i 16 mm, a strzemiona ze
stali gtadkiej o $rednicy 6 mm. Badano 8 pretow zbrojeniowych o $rednicy ¢ 10,
8 pretow zbrojeniowych o $rednicy ¢ 16 i 4 prety zbrojeniowe o $rednicy ¢ 6.
Do modelowania stali zbrojeniowej wykorzystano pomierzone doswiadczalnie
warto$ci $rednie.

Wytrzymato$ciowe cechy betonu byty okreslane w dniu badania belek na

probkach kostkowych o boku 150 mm ( Lo f(w> i walcowych o $rednicy

150 mm 1 wysoko$ci 300 mm ( fc,E(‘). Wyniki §rednie badan betonu podano
w Tablicy 4.2.

Tablica 4.2. Wytrzymalos$ciowe cechy betonu

Belka | Wiek betonu [dni] Focun 1. L & E, J
[MPa] | [MPa] | [MPa] | [MPa] | focu
BP-la 29 932 | 81,2 | 523 | 35300 | 0,87
BP-1b 29 84,6 | 72,8 | 4,73 | 34000 | 0,86
BP-2a 46 91,6 | 78,8 | 4,57 | 37000 | 0,86
BP-2b 32 89,5 | 733 | 5.06 | 35800 | 0,82

Wymiary i przekrdj poprzeczny belki wraz z ukladem zbrojenia
i schematem obcigzenia przedstawiono na Rys. 4.1.

Belki o wyzszym stopniu zbrojenia, BP-2 ulegly zniszczeniu przez
zmiazdzenie betonu w strefie $ciskanej. W belkach bez zbrojenia strefy Sciskanej
zniszczenie miato charakter eksplozyjny, natomiast obecnos$¢ zbrojenia wyraznie
lagodzita przebieg procesu zniszczenia. Nie udalo si¢ doprowadzi¢ do
zniszczenia belek o niskim stopniu zbrojenia BP-1, gdyz przy bardzo duzych
przemieszczeniach, siggajacych w polowie rozpigtosci belek 200 mm, zostaty
wyczerpane mozliwosci stanowiska badawczego i dalsze obcigzenie przerwano.
Pomimo tak duzych ugi¢e¢ zbrojenie w pelni wspotpracowato z betonem.
W Tablicy 4.3 zestawiono maksymalne obcigzenia i przemieszczenia. Podane
wyniki oznaczone gwiazdka okre$lono z warunku odksztalcen, gdyz belek
o niskim stopniu zbrojenia nie udato si¢ doprowadzi¢ do zniszczenia w sensie
materialowym [55].

Zarysowanie wszystkich belek przebiegalo podobnie. Rysy pojawialy sie
najpierw ponad zbrojeniem, na wysokosci przekroju. W miar¢e narastania
obcigzenia rysy stawaly si¢ widoczne w poziomie zbrojenia i bylo ich
kilkakrotnie wigcej niz rys wtdrnych. Utozenie ich w formie wachlarza
stanowito przeszkode w ustaleniu do$wiadczalnego rozstawu rys. W belkach
o niskim stopniu zbrojenia BP-1a na odcinku czystego zginania uktad gléwnych
rys pokrywa si¢ z uktadem strzemion. Natomiast w belce BP-1b bez zbrojenia
poprzecznego na odcinku czystego zginania uktad rys jest przypadkowy.
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Obrazy rys potwierdzajg znang prawidlowos¢ o wptywie stopnia zbrojenia na
ilo§¢ rys. Tendencj¢ do ksztattowania si¢ rys zbiorczych zaobserwowano
rowniez w badaniach Bernardi iin. [15], Lambotte i Taerwe [63] i Taerwe
[107].
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BP-2b

blacha stalowa
80 x 150 x 20

300

= blacha stalowa 3016  strzemiona ¢p6
80x 150 x 20
L 12x 80 12x 80
iy 800 4% 1400 H 800 ,
,200, 3000 200
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2610
~ 8
96
N Fls
3016
150
Rys. 4.1. Zbrojenie belek BP.
Tablica 4.3. Maksymalne obciazenia i przemieszczenia
Sita rysujaca | Sita niszczaca | Przemieszczenie pionowe . )
Belka F[kN] F[kN] w srodku belki 1, [mm] Charakter zniszczenia
BP-la 13 30° 189,57 W sensie materialowym
zniszczenia nie byto
BP-1b 11 28,5° 192,72 W sensie materiaiowym
zniszczenia nie byto
BP-2a 25 104 110,92 zmiazdzenie betonu
w strefie $ciskanej
BP-2b 22 105 117,13 zmiazdzenie betonu
w strefie $ciskane;j

Badania Kaminskiej [55] wykazaty, ze obawy o niska odksztalcalnos¢
elementéw z betonu wysokiej wytrzymatos$ci sg nieuzasadnione. Stwierdzono,
ze w tych elementach, ktore zniszczyly si¢ przez zmiazdzenie betonu strefy
sciskanej, nastgpowato to przy odksztalceniach znacznie wickszych niz
odksztatcenia niszczace rejestrowane na probkach, co jest korzystne z punktu
widzenia bezpieczenstwa konstrukcji. W belkach odksztatcenia betonu osiggatly
az 6 %o 1byly dwukrotnie wyzsze od otrzymanych na prébkach. Tak duza
odksztatcalno§¢ zginanych belek z betonu o wysokiej wytrzymatosci
zaobserwowano réwniez w innych pracach o charakterze badawczym [15, 63,
107]. Wspolpraca zbrojenia i betonu byta bardzo dobra, nawet przy znacznych
odksztatceniach w zbrojeniu rozcigganym rzedu kilkudziesigciu promili.
Ujawnita si¢ ponadto tendencja do powstawania rys zbiorczych w poziomie
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zbrojenia dzielacych si¢ na kilka o mniejszym rozwarciu.

Wiasciwosci materiatow konstrukcyjnych ustalone doswiadczalnie przez
Kaminska [55] okreslaja nastgpujace parametry modeli konstytutywnych podane
w kolejnosci dla belek BP-1a, BP-1b, BP-2a, BP-2b:

BETON WYSOKIE] WYTRZYMALOSCI

wytrzymalo$¢ na S$ciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia
f,= 81,2 MPa, 72,8 MPa, 78,8 MPa, 73,3 MPa,

modul  sprezystosci  E =35300 MPa, 34000 MPa, 37000 MPa,

35800 MPa,
wytrzymalo§¢ na rozciagganie w jednoosiowym stanie naprezenia
f,=5,23 MPa, 4,73 MPa, 4,57 MPa, 5,06 MPa,

wspotezynnik Poissona v = 0,15,
gestos¢ betonu p = 2600 kg/m’,

graniczne odksztalcenia w fazie wzmocnienia sprgzysto-plastycznego
S 6 %0,

graniczne odksztalcenia w fazie ostabienia £ = 12 %o,
parametr no$nosci na scinanie dla rozwarcia rys 3,=0,5,

parametr no$nosci na $cinanie dla zamknigcia sig¢ rys 8 = 0,99.

STAL ZBROJENIOWA

modut sprezystosci dla ¢ 16 ze stali A-IIl E =196 GPa, dla ¢ 10
ze stali A-III £ =194 GPa, dla ¢ 6 ze stali A-Il E =201 GPa,

granica plastycznosci dla ¢ 16 ze stali A-III ]i/ =437 MPa, dla ¢ 10
ze stali A-III ]; =420 MPa, dla ¢ 6 ze stali A-II ]‘; =353 MPa,
wytrzymato$¢ stali na rozciaganie i Sciskanie dla ¢ 16 ze stali A-III
f,=713 MPa, dla ¢ 10 ze stali A-IIl f, =624 MPa, dla ¢ 6 ze stali A-II
[, =466 MPa,

graniczne odksztalcenia w zakresie plastycznosci dla ¢ 16 ze stali A-III
g, =106 %o, dla ¢ 10 ze stali A-IIl e =116 %o, dla ¢ 6 ze stali A-II
g,, =15 %o,

modut odksztalcenia plastycznego dla ¢ 16 ze stali A-III
E,=2659,7MPa, dla ¢ 10 ze stali A-IIl E_ =1792,1 MPa, dla ¢ 6 ze
stali A-Il E_ = 1542,8 MPa,
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e wspolczynnik Poissona v = 0,3,

o gestos¢ stali p = 7800 kg/m’.
STAL PLYT PODPOROWYCH I PLYT PRZEKAZUJACYCH OBCIAZENIE

e modut sprezystosci £ =210 GPa,

* wspolczynnik Poissona v = 0,3,

e gestosc stali p = 7800 kg/m’.

Uwzgledniajac  podtuzng symetrie elementu, modelowano ‘%2 belki
o dlugosci 1700 mm, szerokosci 150 mm i wysokosci 300 mm. Na Rys. 4.2
przedstawiono podziat belek BP-la, BP-1b, BP-2a, BP-2b na elementy
skonczone z zaznaczonymi punktami obserwacji zmian przemieszczenia
i odksztatcenia. Na rysunku wymiary elementow skonczonych sa podane
w milimetrach w nastgpujacej kolejnosci: dlugosé, szeroko$¢ i wysokose,
usytuowanych odpowiednio w kierunku dhugosci, szerokosci i wysokosci belki.

clement plyty stalowej
element betonowy w miejscu przylozenia
20x25x25 obcigzenia: 20 x 25 x 20

—————"— BP-la W xxD
Y

&,
Ec
a=as] Yy o
BP-1b
N
T o &
uw
Ss
aﬁ

element plyty stalowej na
podporze: 20 x 25 x 20

BP-2a
mm q €
&
s &
s LS
BP-2b
&
&
/
5 U

Rys. 4.2. Podzial belek BP-1a, BP-1b, BP-2a, BP-2b na elementy skonczone z oznaczonymi
punktami obserwacji zmian przemieszczenia i odksztalcenia.
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W  dyskretyzowanym modelu konstrukcji zastosowano przestrzenne,
sze$cioscienne elementy o o$miu naroznych weztach i trzech stopniach swobody
w kazdym z nich: 6120 elementow dla matrycy betonowej i po 24 elementy dla
plyty stalowej przekazujacej obciazenie oraz plyty stalowej podporowe;.
W opisie stali zbrojeniowej w belkach oznaczonych symbolem a zastosowano
dwuweztowe elementy pretowe z trzema stopniami swobody w kazdym
zwezlow: po 84 elementy dla pojedynczego preta zbrojenia glownego
i montazowego oraz po 28 elementow dla pojedynczego strzemiona. Natomiast
w belkach oznaczonych symbolem b dla kazdego preta zbrojenia montazowego
zastosowano po 54 dwuweztowe elementy.

4.3. Wyniki do$wiadczen numerycznych belek Zelbetowych z betonu
o wysokiej wytrzymatosci

4.3.1. Cel doswiadczen numerycznych

Celem niniejszej czg$ci pracy jest analiza stanu nosnosci i wytezenia belek
zelbetowych z betonu o wysokiej wytrzymatosci w procesie statycznego
odksztatcenia. W numerycznych modelach przestrzennych zastosowano
wymiary elementow oraz wlasciwosci materiatow jak dla eksperymentalnych
wolnopodpartych belek prostokatnych BP-1a, BP-1b, BP-2a, BP-2b opisanych
w pracy Kaminskiej [55].

Wszystkie elementy wykonano z betonu o wytrzymatosci f = 70-80 MPa.

W tym rozdziale wtasne wyniki numeryczne sa weryfikowane poprzez ich
poréownanie z wynikami dos$wiadczalnymi [55]. Porownania otrzymanych
wynikow stanowig podstawe sprawdzenia poprawnosci przyjetych zatozen
i modeli odksztatcenia betonu i stali w rozwigzaniach numerycznych.

Obliczenia numeryczne belek prostokatnych 2z betonu wysokiej
wytrzymaloéci o niskim stopniu zbrojenia réwnym ok. 0,4 % (BP-1a, BP-1b)
i wysokim stopniu zbrojenia rownym ok. 1,5 % (BP-2a, BP-2b) wykonano przy
wykorzystaniu  quasi newtonowskich  przyrostowo-iteracyjnych  metod
rozwigzywania rownan nieliniowych: z ustalaniem spadku adaptacyjnego
i dlugosci tuku. Metody dlugosci tuku dotychczas nie byly weryfikowane dla
przestrzennych modeli elementéw zelbetowych przy uwzglednieniu ostabienia
odksztalceniowego betonu o wysokiej wytrzymatosci przy Sciskaniu
irozciaganiu. W wyniku zastosowania tej metody do teoretycznego
rozwigzywania nieliniowych zagadnien mozna uzyska¢ kompletne rozwiazanie
numeryczne w postaci §$ciezki obcigzenie-ugigcie z lokalnym ostabieniem
w chwili powstania pierwszych rys i globalnym zniszczeniem elementu
konstrukcyjnego.
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4.3.2. Rozwiazanie belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia metoda
Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym

4.3.2.1. Analiza stanu zarysowania

Na Rys. 4.3 prezentowane sa mapy rys rozmytych otrzymane dla réznych
poziomow obcigzenia. Prostopadle rysy od zginania propaguja si¢ w obszarze
dziatania stalego momentu do obcigzenia réownego 19 kN. W miarg jego
dalszego przyrostu obszar zarysowany zwigksza si¢ poziomo ku podporze.
Znaczny wzrost zarysowania belki obserwuje si¢ dla obcigzenia 25 kN po
uplastycznieniu stali zbrojeniowej. Pozniejszy rozwdj zarysowania belki
zelbetowej az do chwili zniszczenia jest widoczny w strefie oddziatywania

statego momentu i w strefie przypodporowe;j.
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Rys. 4.3. Mapy rys rozmytych dla réznych poziomoéw obciazenia.

W doswiadczeniu Kaminskiej [55] przy bardzo duzych ugigciach
w potowie rozpietosci belki BP-1a rownych ok. 200 mm zostaly wyczerpane
mozliwosci stanowiska badawczego. Natomiast w rozwiagzaniu numerycznym

zarejestrowano nieskonczenie duze przyrosty przemieszczen u, w $rodku belki

(Rys. 4.2), bedace objawem jej zniszczenia, dla obcigzenia F' = 30,8 kN.
Na Rys. 4.4 przedstawiono zestawienie obrazu rzeczywistego zarysowania
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dla catej belki BP-1a z numerycznym obrazem rys rozmytych dla lewej potowy
belki przy tym samym poziomie obcigzenia F =23 kN. Otrzymane wyniki
numeryczne obszarow zarysowanych sa jakoSciowo zgodne, co do
usytuowania, kierunku i koncentracji z wynikami doswiadczalnymi, przy czym
zaobserwowano nieznacznie wicksze obszary rys w kierunku podpory
w przypadku wynikow numerycznych. Zaréwno w belkach modelowych, jak
i dos$wiadczalnych o niskim stopniu zbrojenia BP-la na odcinku czystego
zginania uklad gtownych rys doktadnie pokrywa si¢ z ukladem strzemion.
Ponadto uzyskane numerycznie obrazy rys rozmytych potwierdzaja tendencje
o ksztaltowaniu si¢ rys zbiorczych w elementach z betonu o wysokiej
wytrzymatos$ci, zaobserwowang rowniez we wczesniej cytowanych pracach.
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Rys. 4.4. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-1a dla sily F =23 kN.

W poprzednim rozdziale wykazano, ze mikrorysy sa ogolng cecha betonu
iich obecnos¢ nie jest szkodliwa w obszarze naprezen sprezystych. Niemniej
jednak wystgpowanie mikrozarysowania w belkach eksperymentalnych moze
by¢ niewatpliwie gldéwng przyczyna wickszej sztywnosci belek numerycznych.
Z kolei na Rys. 4.5 zilustrowano rozne korzystne mechanizmy wzmocnienia
zarysowanej konstrukcji z betonu, blokujace i hamujace proces powstania rys,
doktadnie opisane przez Shaha i in. [93]. Na Rys. 4.5a przedstawiono procesy
blokujace rozwoj rysy w wyniku kontaktu z ziarnem kruszywa. Natomiast na
Rys. 4.5b pokazano wzajemnie styczne powierzchnie rysy, ktore mogg przenosic
obcigzenie w wyniku tarcia. Na Rys. 4.5¢ jest przedstawiona pustka powietrzna
usytuowana w wierzchotku rysy, ktéra stanowi naturalng przeszkode do
dalszego jej rozwoju. W koncu na Rys. 4.5d graficznie zilustrowano mechanizm
rozgalgziania si¢ rysy wywotany niejednorodng strukturg betonu, w ktorym
utworzenie drugiej galezi rysy pochiania pewna dodatkowg porcje energii.
Poglebione badanie takich efektow wymaga dalszego rozwinigcia poziomu
konstytutywnego modelowania zachowania materiatu matrycy betonowe;.
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Rys. 4.5. Mechanizmy wzmocnienia matrycy betonowej w rysie: (a) blokowanie ziaren
kruszywa, (b) tarcie na powierzchni rysy, (c) wierzcholek rysy wygladzony
przez pustke powietrzna, (d) rozgalezienie rysy, wedlug Shaha i in. [93].

4.3.2.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Do obserwacji zmian odksztalcenia betonu w zaleznosci od obcigzenia
przyjeto punkt na gérnej krawedzi w przekroju $rodkowym belki BP-1a,
natomiast do rejestracji zmian odksztatcenia stali w zaleznosci od obcigzenia
przyjeto punkt w poziomie preta podtuznego w strefie rozcigganej w przekroju
srodkowym belki, Rys. 4.2.

Na Rys. 4.6 przedstawiony jest rozwodj odksztalcen skrajnych wiokien
strefy $ciskanej betonu w $rodku doswiadczalnej belki BP-1a i w jej modelu
numerycznym.

Z kolei na Rys. 4.7 prezentowane sg wykresy zaleznosci odksztatcenia preta
podtuznego strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia F, w $rodku
eksperymentalnej belki BP-1a i w jej modelu numerycznym. W przypadku obu
krzywych do$wiadczalnych przedstawiono galaz odcigzenia elementu
zarejestrowang w chwili wyczerpania mozliwosci jego dalszego odksztatcania.

Wykres obcigzenie-odksztalcenie stali zbrojeniowej w $rodku belki
charakteryzuje si¢ zgodnym przebiegiem z krzywa eksperymentalng.
W obszarze zachowania liniowo-sprezystego odksztalcenia preta podluznego
okreslone numerycznie sg prawie identyczne z pomierzonymi do$wiadczalnie.
Niezgodnosci pomiedzy wynikami numerycznymi i dos§wiadczalnymi dla betonu
sciskanego i zbrojenia rozcigganego obserwuje si¢ w fazie sprezysto-plastyczne;j
pracy belki po zarysowaniu betonu.
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Rys. 4.6. Poréwnanie rozwoju odksztalcen skrajnych wlékien strefy Sciskanej betonu
w Srodku belki.
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Rys. 4.7. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Wyzsze wartosci odksztatcenia w modelu belki w skonczonym elemencie
pretowym po zarysowaniu betonu mozna wytlumaczy¢ na przykladzie typowego
rozkladu naprezen podczas czteropunktowego zginania belki zelbetowej
przedstawionego na Rys. 4.8. Wedlug Raya [89] dla pewnego poziomu
wytezenia w betonie powstang rysy, gdyZz nie przeniesie on napr¢zen
rozciagajacych, Rys. 4.8a. Na dlugosci pomiedzy rysami beton wilaczy si¢ do
wspotpracy ze stalg zbrojeniowg i czgsciowo przeniesie naprezenia rozciggajgce
dziatajace w styku na dtugosci potaczenia, Rys. 4.8b. Zredukowana tym samym
zostanie warto$¢ sily w precie, co przedstawiono w postaci rozktadu naprgzen na
dhugosci zbrojenia na Rys. 4.8d. Dlatego tez odksztalcenia uzyskane z analiz
metoda elementow skonczonych moga by¢é wyzsze od odksztalcen
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pomierzonych do$wiadczalnie. W analogiczny sposob mozna wyjasni¢ rdznice
pomigdzy obliczong 1 eksperymentalng warto$cia obcigzenia w chwili

uplastycznienia stali zbrojeniowe;.
@)

naprezenia przyczepnosci
w betonie

naprezenia przyczepnosci
w precie stalowym

rozktad naprezen w stali

naprezenia w, stali |
| | |
| | |

Rys. 4.8. Rozklad naprezen w belkach Zelbetowych: (a) typowy obraz rys,
(b) wycinek belki, (c) naprezenia przyczepnoSci w precie,
(d) rozklad naprezen w stali [89].

Na nastepnych rysunkach przedstawiono rozklady naprezen normalnych
0,,0,,0, Oraz naprezen stycznych 0,:0,,0, Z uwagi na symetrie elementu

i obciazenia tylko dla lewej potowy analizowanej belki przy r6znych poziomach
obcigzenia zewngtrznego F' w celu zobrazowania rozwoju stref niesprezystego
zachowania si¢ betonu w procesie obciazenia. Wszystkie belki modelowano
w jednostkach uktadu SI o wymiarach zgodnych z wymiarami belek
eksperymentalnych. Zilustrowane na rozktadach wartosci naprezen normalnych
i stycznych wyrazono w MPa.

Na Rys. 4.9 przedstawiono rozklady naprgzen normalnych o dla lewe;j
potowy belki. Ponizej obcigzenia F' = 16,4 kN obserwuje si¢ rozktad napr¢zen
charakterystyczny w zakresie sprezystej pracy belki. Dla poziomu obcigzenia

F =16,4 kN widoczne sg ponizej osi obojetnej i obszaru uplastycznienia betonu
w strefie oddzialywania stalego momentu trzy niewielkie obszary betonu
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zarysowanego. Ich lokalizacja odpowiada konstrukcyjnym rozstawom
strzemion. Po wzroscie obcigzenia do F =17 kN znaczaco zwigksza si¢
zarOwno obszar zarysowania jak i obszar uplastycznienia betonu rozcigganego.
Pomiedzy obszarami rys rozmytych wyraznie widoczne sa zaburzenia
w rozktadzie napr¢zen. Jednoczesnie ze wzrostem obcigzenia mozna zauwazy¢
zblizanie osi obojetnej do skrajnych wildkien S$ciskanych. Przy poziomie
obcigzenia F =19 kN obserwuje si¢ zmniejszenie obszaru uplastycznienia
betonu rozcigganego. Charakterystyczny dla wykresu jest pofalowany przebieg
osi obojetnej i1 nieregularne obszary uplastycznienia betonu rozcigganego.
Przemieszczanie si¢ osi obojetnej ku gorze w IIl fazie pracy belki o niskim
stopniu  zbrojenia rownym ok. 0,4 % znajduje pelne potwierdzenie
w doswiadczeniach. Do poziomu obcigzenia F' =25 kN widoczny jest rozwoj
zarysowania betonu w kierunku podpory. Z kolei dla obcigzenia F' =27 kN
obserwuje si¢ na odcinku czystego zginania stopniowy rozwoj obszaru
zarysowanego betonu ku gorze. Widoczny jest roéwniez dalszy rozwdj procesow
uplastycznienia betonu $ciskanego w strefie $ciskanej oddzialywania statego
momentu. Dla poziomu obciazenia F =30,8 kN nastepuje przekroczenie
poziomu nos$nosci belki i element ulega lokalnemu zniszczeniu poprzez
zmiazdzenie betonu w strefie §ciskanej przekroju.
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Rys. 4.9. Rozklad naprezen normalnych o, dla réznych pozioméw obciazenia.
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Na Rys. 4.10 i1 4.11 przedstawiono rozktady naprezen normalnych a, 1o,

dla potowy elementu. Nalezy zaznaczy¢, ze rozwdj naprezen w obu kierunkach
jest zgodny z obszarem zarysowanym i gwattownie wzrasta po uplastycznieniu
stali zbrojeniowej. Niewielkie wartosci naprezen $ciskajacych i rozciaggajacych
rzgdu kilku MPa decydujg o przestrzennym zorientowaniu rys w elemencie.
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Rys. 4.10. Rozklad napre¢zen normalnych o, dla réznych pozioméw obcigzenia.
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F=19kN
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Rys. 4.11. Rozklad naprezen normalnych o, dla ré6znych pozioméw obciazenia.

Rozktady naprezen stycznych o o o, dla polowy belki BP-1a w zaleznosci

od poziomu obcigzenia F przedstawiono na Rys. 4.12-4.14. Rozwo6] naprezen
stycznych w trzech ptaszczyznach prostopadtych jest zgodny z obszarem
zarysowanym.
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Rys. 4.12. Rozklad naprezen stycznych o,y dla réznych pozioméw obcigzenia.
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Rys. 4.13. Rozklad naprezen stycznych oy, dla réznych pozioméw obcigzenia.
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F=21kN F=30,8 kN
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Rys. 4.14. Rozklad naprezen stycznych oy, dla réznych poziomoéw obciazenia.
4.3.2.3. Analiza no$no$ci i stanu przemieszczenia

Na Rys. 4.15 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznos$ci obcigzenie-
przemieszczenie pionowe w srodku belki otrzymanych w analizie numerycznej
i dos$wiadczeniu.

W obszarze naprezen sprezystych i po zarysowaniu modelowa belka
charakteryzuje si¢ prawie taka sama sztywnos$cig jak belka eksperymentalna.
Drobne roznice dotycza wartosci obcigzenia rysujacego i fazy powstania
uplastycznienia w stali zbrojeniowej. Na wykresie obcigzenie-przemieszczenie
faza uplastycznienia zbrojenia opisana jest standardowo, poprzez nagle
zmnigjszenie sztywnosci belki. Otrzymane rezultaty sa jakosciowo zgodne
z wynikami eksperymentow przedstawionymi w pracach Kaminskiej [55, 56].
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Rys. 4.15. Poréwnanie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

4.3.3. Rozwigzanie belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia metoda
dtugosci tuku Crisfielda

4.3.3.1. Analiza stanu zarysowania

Obrazy rys rozmytych otrzymane dla roéznych poziomdéw obcigzenia
przedstawiono na Rys. 4.16. Pierwsze rysy powstaja na odcinku oddziatywania

77



stalego momentu dla obcigzenia rysujgcego F = 15,5 kN, a wigc nieco pdzniej
niz w przypadku zarejestrowanej doswiadczalnie warto$ci obcigzenia rysujgcego
rownej F = 15kN. Na poczatku rysy prostopadle od zginania propaguja sig
w §rodku belki w obszarze dziatania stalego momentu do obcigzenia réwnego
21 kN, tj. nieco wolniej niz w przypadku wynikow numerycznych
zaprezentowanych w rozdziale 4.3.2.1 i otrzymanych dla tej samej belki
rozwigzanej metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym. W miare
dalszego przyrostu obcigzenia obszar zarysowany zwigksza si¢ poziomo
w kierunku podpory. Znaczny wzrost zarysowania belki obserwuje si¢ dla
obcigzenia 25 kN po uplastycznieniu stali zbrojeniowej. W fazie uplastycznienia
stali zbrojeniowej obserwuje si¢ dalszy rozwdj rys prostopadtych i rys od
miazdzenia w strefie czystego zginania oraz rys ukosnych w strefie $cinania
belki zelbetowej. W koncowych etapach obciazenia poczawszy od 27 kN az do
chwili zniszczenia widoczne jest spotegowanie proceséw degradacji w strefie
czystego zginania, polegajace na pojawieniu si¢ nowych rys w plaszczyznach
prostopadtych dotychczas niezarysowanych, ktérym réwnoczesnie towarzyszy
w przyblizeniu staty obszar rys w strefie przypodporowe;.
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Rys. 4.16. Mapy rys rozmytych dla ré6znych pozioméw obciazenia.
W doswiadczeniu Kaminskiej [55] nie zaobserwowano zniszczenia belki,

gdyz uniemozliwity je zbyt duze ugiecia w stosunku do mozliwosci
technicznych stanowiska badawczego, osiagajace 200 mm w potowie elementu.
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W numerycznym rozwigzaniu rejestrowano nieskonczenie duze przyrosty
przemieszczefi u, wsSrodku belki BP-la (Rys.4.2), $wiadczace o jej

zniszczeniu, dla obcigzenia F' =29 kN.

Na Rys. 4.17 zaprezentowano zestawienie obrazu rzeczywistego
zarysowania dla catej belki BP-1a z numerycznym obrazem rys rozmytych dla
jej lewej potowy przy tym samym poziomie obcigzenia F =23 kN. Podobnie
jak w poprzednim rozwigzaniu widoczna jest bardzo dobra zgodno$¢ wynikow
do$wiadczalnych inumerycznych. Numerycznie obrazy rys rozmytych
uzyskane przy wykorzystaniu metody dlugosci tuku Crisfielda najlepiej
odzwierciedlaja rzeczywisty obraz zarysowania. Niedoktadnosci w obszarach
rys, zwiazane z ich znacznym zageszczeniem, mozna prawdopodobnie
wyeliminowaé poprzez redukcje minimalnego kroku przyrostu obcigzenia, co
rownocze$nie spowoduje znaczne wydluzenie czasu trwania obliczen
numerycznych.
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Rys. 4.17. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-1a dla sily F =23 kN.
4.3.3.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Ponizej przedstawiono analiz¢ stanu naprezenia prostokatnej belki
zelbetowej w przyrostowym procesie obcigzenia.

Obserwacje zmienno$ci odksztalcenia betonu i stali w zaleznosci od
obciazenia przeprowadzono w charakterystycznych punktach zaznaczonych na
Rys. 4.2.

Na Rys. 4.18 zaprezentowano wyznaczony doswiadczanie i numerycznie
rozw0j odksztalcen skrajnych wiokien strefy S$ciskanej betonu w $rodku
elementu. Na Rys. 4.19 przedstawiono wykresy zaleznosci odksztalcenia preta
podtuznego strefy rozciaganej w funkcji obcigzenia F  w $rodku
eksperymentalnej belki BP-1a i w jej modelu numerycznym.

Na obydwu wykresach otrzymanych w wyniku obliczen numerycznych
widoczny jest charakterystyczny nieznaczny spadek obciazenia w chwili
powstania pierwszych rys. Dla obydwu krzywych doswiadczalnych
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przedstawiono ponadto galaz odcigzenia elementu zarejestrowang w chwili
wyczerpania mozliwos$ci dalszego odksztatcania elementu.
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Rys. 4.18. Poréwnanie rozwoju odksztalcen skrajnych wilokien strefy sciskanej betonu

w $rodku belki.
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Rys. 4.19. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w srodku belki.

Wykres obcigzenie-odksztatcenie stali zbrojeniowej w $rodku belki
charakteryzuje si¢ zgodnym przebiegiem z krzywa eksperymentalng.
W obszarze zachowania liniowo-sprezystego odksztalcenia preta podituznego
okreslone numerycznie sa prawie identyczne z pomierzonymi doswiadczalnie.
Nieznaczne réznice pomiedzy wynikami numerycznymi i do§wiadczalnymi dla
betonu $ciskanego i zbrojenia rozcigganego obserwuje si¢ w fazie sprezysto-
plastycznej pracy belki po zarysowaniu betonu.

Nastepna grupa ilustracji dotyczy graficznego zobrazowania rozwoju stref
niesprezystego zachowania betonu w procesie statycznego obcigzenia. Na
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Rys. 4.20-4.23 zaprezentowano zmienno$¢ tych stref w zaleznosci od poziomu
obcigzenia zewngtrznego. Warto$ci naprezen normalnych i stycznych sa
wyrazone w MPa. Dla obcigzenia F =15,5kN obserwuje si¢ pojawienie
pierwszych proceséw plastycznych w betonie w strefie rozcigganej
oddzialywania stalego momentu. W tej strefie beton poczatkowo ulega
uplastycznieniu w procesie rozciggania w fazie poczatkowego zarysowania.
W pozostatej czesci belki beton pracuje w zakresie sprezystym zaréwno na
sciskanie jak 1 rozcigganie. Dalszy proces obcigzenia powoduje, iz beton
w strefie czystego zginania ulega gwaltownym procesom zarysowania, co
wywoluje chwilowy spadek sily do wartosci F =13,8 kN. Do poziomu
obcigzenia F =27 kN widoczny jest rownoczesny rozwoj w kierunku podpory
zardbwno obszaru zarysowanego betonu, jak i obszaru uplastycznienia betonu
rozcigganego. Ogoélnie wraz ze wzrostem obcigzenia mozna zaobserwowac
zblizanie osi obojetnej do skrajnych wiokien $ciskanych. Kolejnym obszarem,
w ktorym stan naprezenia w betonie wyszedt poza zakres sprezysty jest strefa
uplastycznienia betonu $ciskanego. Dla obcigzenia F' =27 kN obserwuje si¢ na
odcinku czystego zginania stopniowy rozwo6j obszaru zarysowanego betonu ku
gorze. Dalszy proces obcigzenia konstrukcji dla F =31,6 kN powoduje
przejscie  skrajnych wiokien betonu Sciskanego do fazy oslabienia
materialowego, przekroczenie poziomu nosnosci belki i lokalne zniszczenie
poprzez zmiazdzenie betonu w strefie Sciskanej przekroju na odcinku czystego
zginania. W momencie zniszczenia o$ oboj¢tna zajmuje potozenie bardzo bliskie
krawedzi $ciskanej. Rysy przecinajg tu niemal caty przekro;.

F=15,5kN F=21kN
L] L]
—— i}
= I3 — 5 - 5 — 7. ‘- ? -22.09% -12.738 -3.378 5.583
 F=13,8 kN (spadek sity) F=23kN ' '
N Ly
F -ll.882 -6.628 -l 2 51‘- -36.864 -25.933 -15.002 -4.071 13 EE-
F=16 kN ' F=31,6kN '
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Rys. 4.20. Rozklad naprezen normalnych o, dla réznych pozioméw obciazenia.
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Charakterystyczne rozktady naprezen normalnych a, i o przedstawiono

dla potowy elementu na Rys. 4.21 i 4.22. Mozna stwierdzi¢, ze rozw0j naprezen
w obu kierunkach jest zgodny =z obszarem zarysowanym. Natomiast
intensywno$¢ napre¢zen rosnie po uplastycznieniu stali zbrojeniowej. Nieznaczne
naprezenia w tych kierunkach decyduja o przestrzennym zarysowaniu belki

zelbetowe;j.
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Rys. 4.21. Rozklad naprezen normalnych o, dla réznych pozioméw obcigzenia.
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Rys. 4.22. Rozklad naprezen normalnych o, dla ré6znych pozioméw obciazenia.
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Rozklad naprgzen stycznych o, dla potowy belki BP-la dla réznych
poziomow obciagzenia F' przedstawiono na Rys. 4.23. Rozciaggajace naprezenia
normalne o, i Sciskajace naprgzenia styczne o, wyznaczajg uko$ny kierunek
naprezen gtownych i decyduja o powstaniu w plaszczyinie prostopadtej rys
ukosnych w strefach przypodporowych. Zas rozciagajace napr¢zenia styczne
o, 1 o, przyczyniajg si¢ do rozwoju zarysowania betonu w strefie
oddziatywania stalego momentu na odcinku czystego zginania i w poziomie
usytuowania zbrojenia podhuznego.

F=155kN

—:,__

—satmr 887
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I

&

Exr BRI ~asezen T B Ee0n ERT ECT ) E.£25
2748 BELH 40208 ERTH .62 EE ERTH 156 s 5.258

Rys. 4.23. Rozklad naprezen stycznych o,y dla réznych pozioméw obcigzenia.

4.3.3.3. Analiza no$noSci i stanu przemieszczenia

Przebieg zaleznosci obcigzenie-przemieszczenie punktu centralnego na
dolnej krawedzi belki (F—u,) zilustrowano na Rys. 4.24. Zmiennos¢ tej

zaleznoéci wynika z zalozonego modelu zachowania betonu opisujgcego
ostabienie materiatu w procesie deformacji i z zastosowania metody
numerycznej Crisfielda pozwalajacej na wuzyskanie kompletnej Sciezki
rozwigzania wykazujacej lokalne spadki sztywnosci i globalne ostabienie
konstrukcji. Ostatnio przeprowadzane badania belek zelbetowych przez m.in.
Ashoura [6], Fabbrocino i Pecce [36, 84], Rashida i Mansura [88] przy
wykorzystaniu precyzyjnych urzadzen pomiarowych dowodza, ze skutki pgknie¢
belki w strefie rozciagganej nie sg kompensowane przez sprezyste wlasciwosci
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stali i plastyczno$¢ betonu w strefie $ciskanej. W zwigzku z tym na krzywej
zalezno$ci obcigzenie-ugigcie rejestrowane sg efekty ostabienia w postaci
gwattownych spadkow obcigzenia.

W obszarze naprezen sprezystych i po zarysowaniu belka modelowa
charakteryzuje si¢ prawie taka samg sztywnos$cig jak belka eksperymentalna,
gdyz w betonie o wysokiej wytrzymato$ci tworzy si¢ mniej mikrorys, co
przejawia si¢ bardziej gwaltownym pekaniem. Przyrost wytrzymato$ci na
rozcigganie jest relatywnie mniejszy, co $wiadczy o wigkszej kruchosci betonu
o wysokiej wytrzymatosci. Jednak kruchos$¢ tych betondéw jest ograniczona
w konstrukcjach zelbetowych w wyniku bardzo dobrej wspolpracy betonu ze
stala zbrojeniowa. Drobne r6znice w wynikach eksperymentalnych
i numerycznych dotycza fazy uplastycznienia stali zbrojeniowe;.
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Rys. 4.24. Poréwnanie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

4.3.4. Rozwiazanie belki o niskim stopniu zbrojenia metoda Newtona-Raphsona
ze spadkiem adaptacyjnym

4.3.4.1. Analiza stanu zarysowania

Rys. 4.25 przedstawia mapy rys rozmytych otrzymane dla réznych
poziomow obcigzenia. Prostopadle rysy od zginania powstaja w obszarze
dziatania statego momentu do obcigzenia rownego 16 kN. W modelowej belce
BP-1b bez zbrojenia strefy Sciskanej proces pgkania jest szybszy i bardziej
gwaltowny niz w przypadku numerycznej belki BP-la. Zbrojenie w strefie
$ciskanej rozmieszczone na dlugosci odcinka czystego zginania nie tylko
znacznie spowalnia proces zarysowania, ale tez tagodzi procesy miazdzenia
betonu skrajnych wiokien $ciskanych na odcinku oddziatywania stalego
momentu. W miar¢ dalszego przyrostu obcigzenia do ok.25 kN obszar
zarysowany zwigksza si¢ poziomo ku podporze. Znaczny wzrost zarysowania
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belki obserwuje si¢ po uplastycznieniu stali zbrojeniowej dla obcigzenia 25 kN.
Pozniejszy rozwdj zarysowania az do chwili zniszczenia jest wyraznie widoczny
w strefach oddziatywania statego momentu i przypodporowe;.

F =14,6 kN
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Rys. 4.25. Mapy rys rozmytych dla réznych pozioméw obciazenia.

W do$wiadczeniu Kaminskiej [55] przy bardzo duzych ugigciach rownych
ok. 200 mm w potowie rozpigtosci belki BP-1b, podobnie jak w przypadku belki
BP-la, zostaly wyczerpane mozliwosci stanowiska badawczego i1 element
odcigzono. W doswiadczeniu numerycznym przyjeto zniszczenie dla obcigzenia
F =31kN, gdy w $rodku belki BP-1b powstaly nieskonczenie duze przyrosty
przemieszczefi u, (Rys. 4.2).

Na Rys. 4.26 przedstawiono zestawienie obrazu rzeczywistego
zarysowania dla calej belki BP-1b z numerycznym obrazem rys rozmytych dla
lewej potowy belki przy tym samym poziomie obcigzenia F' =23 kN.

Rys. 4.26. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-1b dla sily F =23 kN.
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Widoczna jest dobra zgodnos¢ wynikow, przy czym zaobserwowano
nieznacznie wicksze obszary rys w kierunku podpory w przypadku wynikow
numerycznych. W  wyniku braku strzemion w modelowych, jak
i doswiadczalnych belkach BP-1b o niskim stopniu zbrojenia na odcinku
czystego zginania uktad rys jest przypadkowy. Ponadto uzyskane numerycznie
obrazy rys rozmytych potwierdzaja tendencj¢ zaobserwowang rowniez
w badaniach m.in. Bernardi i in. [15] o ksztaltowaniu si¢ rys grupowych
w elementach z betonu o wysokiej wytrzymalo$ci, ktore praktycznie
uniemozliwiajg ustalenie sredniego rozstawu pomigdzy rysami.

4.3.4.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Obserwujac zmienno$¢ odksztalcenia betonu w zaleznosci od obcigzenia
przyjeto punkt na gornej krawedzi w przekroju $Srodkowym belki BP-1b,
natomiast do rejestracji zmian odksztalcenia stali w zalezno$ci od obcigzenia
przyjeto punkt w poziomie preta podiuznego w strefie rozcigganej w przekroju
srodkowym belki, Rys. 4.2.

Na Rys. 4.27 przedstawiony jest rozwdj odksztalcen skrajnych wiokien
strefy $ciskanej betonu w $rodku do§wiadczalnej belki BP-1b i w jej modelu
numerycznym. Z kolei Rys. 4.28 prezentuje wykresy zalezno$ci odksztalcenia
preta podhuznego strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia F w $rodku
eksperymentalnej belki BP-1a i w jej modelu numerycznym. W przypadku obu
krzywych doswiadczalnych przedstawiono galaz odcigzenia elementu.
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Rys. 4.27. Poréwnanie rozwoju odksztalcen w §rodku belki skrajnych wlokien strefy
Sciskanej betonu.

Wykres obciagzenie-odksztalcenie stali zbrojeniowej w §rodku belki BP-1b
charakteryzuje si¢ zgodnym przebiegiem z krzywa eksperymentalng.
W obszarze zachowania liniowo-sprezystego odksztatcenia preta podluznego
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ibetonu okreslone numerycznie sa prawie identyczne z pomierzonymi
doswiadczalnie. Niezgodno$ci pomigdzy wynikami odksztatcalnosci betonu
$ciskanego i1 zbrojenia rozcigganego obserwuje si¢ w fazie sprezysto-plastycznej
pracy belki po zarysowaniu betonu i uplastycznieniu stali zbrojeniowe;.
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Rys. 4.28. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Na podstawie analiz rozkladéw naprgzen normalnych dla lewej polowy
belki stwierdzono, ze ponizej obcigzenia F = 14,6 kN rozktad naprezen jest
charakterystyczny dla zakresu sprezystej pracy belki, a po wzroscie obcigzenia
do F =25kN zwieksza si¢ zardwno obszar zarysowania jak i obszar
uplastycznienia betonu rozcigganego. Pomiedzy obszarami rys rozmytych
zaobserwowano zaburzenia w rozkladzie napr¢zen. Jednocze$nie ze wzrostem
obcigzenia zauwazono zblizanie osi obojetnej do skrajnych widkien §ciskanych.
Charakterystyczny jest wtedy falisty przebieg osi obojetnej i nieregularne
obszary uplastycznienia betonu rozciaganego. Przemieszczenie ku gorze osi
obojetnej w fazie III w belce o niskim stopniu zbrojenia rownym ok. 0,4 %
znajduje petne potwierdzenie w do$wiadczeniach. Do poziomu obcigzenia
F =25kN rozwdj zarysowania betonu postgpuje w kierunku podpory. Przy
obcigzeniu F' =27 kN na odcinku czystego zginania obserwuje si¢ stopniowy
rozwoj obszaru zarysowanego betonu ku gorze. Dalszy rozwdj procesow
uplastycznienia betonu wystepuje w strefie $ciskanej oddziatywania stalego
momentu. Dla poziomu obcigzenia F' = 31 kN nastapito przekroczenie poziomu
no$nosci belki i element ulegl lokalnemu zniszczeniu poprzez zmiazdzenie
betonu w strefie $ciskanej przekroju.
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4.3.4.3. Analiza no$noSci i stanu przemieszczenia

Na Rys. 4.29 poréwnano nieliniowe zaleznosci obciazenie-przemieszczenie
pionowe w $rodku belki otrzymane w analizie numerycznej i do§wiadczeniu.
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Rys. 4.29. Poréwnanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obcigzenia.

Ugiecie belki eksperymentalnej BP-1b przy maksymalnym obcigzeniu
F =28,5 kN stanowito az okolo 1/15 cz¢$¢ rozpigtosci, a mimo tego zbrojenie
w pelni wspotpracowalo z betonem. Natomiast ugiecie belki modelowej BP-1b
uzyskane dla maksymalnego obcigzenia F =31 kN stanowi 1/14 czesé¢
rozpigtosci. Otrzymane rezultaty numeryczne sg jakosciowo zgodne z wynikami
eksperymentow przedstawionymi w pracach Kaminskiej [55, 56].

4.3.5. Rozwigzanie belki o niskim stopniu zbrojenia metoda dtugosci tuku
Crisfielda

4.3.5.1. Analiza stanu zarysowania

Pierwsze rysy w belce BP-1b powstaja na odcinku oddziatywania statego
momentu dla obcigzenia rysujacego F =14 kN, a wigc nieco pédzniej niz
w przypadku zarejestrowanej doswiadczalnie warto$ci obcigzenia rysujacego
rownej F = 11kN. Na poczatku rysy prostopadte od zginania propagujg si¢
w §rodku belki w obszarze dziatania stalego momentu do obcigzenia réwnego
21 kN, tj. nieco wolniej niz w przypadku wynikéw numerycznych uzyskanych
metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym dla tej samej belki.
Wmiarg dalszego przyrostu obcigzenia obszar zarysowany zwigksza si¢ poziomo
w kierunku podpory. Znaczny wzrost zarysowania belki obserwuje si¢ dla
obcigzenia 25 kN po uplastycznieniu stali zbrojeniowej. W fazie uplastycznienia
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stali zbrojeniowej obserwuje si¢ dalszy rozwdj rys prostopadtych i rys od
miazdzenia w strefie czystego zginania oraz rys ukosnych w strefie $cinania
belki zelbetowej. W koncowych etapach obcigzenia poczawszy od 27 kN az do
chwili zniszczenia przy 30,7 kN zaobserwowano spotegowanie procesOw
degradacji w strefie czystego zginania polegajace na pojawieniu si¢ nowych rys
w plaszczyznach prostopadtych dotychczas niezarysowanych, ktorym
roOwnoczes$nie towarzyszy w przyblizeniu staly obszar rys w strefie
przypodporowej. Zniszczenie objawilo si¢ poprzez nieskoficzenie duze przyrosty

przemieszezefi u, w srodku belki BP-1b (Rys. 4.2) dla obcigzenia F' = 30,7 kN.

W  doswiadczeniu Kaminskiej [55] belki BP-1b nie doprowadzono do
zniszczenia w sensie materiatowym, gdyz uniemozliwity je zbyt duze ugiecia
belki osiagajace 200 mm w polowie elementu.

Zestawienie rzeczywistego obrazu zarysowania z numerycznym obrazem
rys rozmytych dla belki BP-1b przedstawiono na Rys. 4.30. Widoczna jest
bardzo dobra zgodno$¢ wynikow. Obrazy rys rozmytych uzyskane przy
wykorzystaniu metody dtugosci tuku Crisfielda wiernie odzwierciedlajg
rzeczywisty obraz zarysowania. Pewne niedoktadnosci w obszarach rys mozna
wyeliminowa¢ w wyniku redukcji minimalnego kroku przyrostu obciazenia, co
z kolei wptywa na wydhuzenie czasu trwania obliczen numerycznych.

Rys. 4.30. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-1b dla sity F =23 kN.

4.3.5.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Do obserwacji zmian odksztalcenia betonu i stali w zaleznosci od
obciazenia przyjeto charakterystyczne punkty oznaczone na Rys. 4.2.

Na Rys. 4.31 poréwnano zmienno$¢ odksztatcen skrajnych wiokien strefy
sciskanej betonu w belce do§wiadczalnej i modelowej BP-1b.

Zas na Rys. 4.32 prezentowane sg wykresy zalezno$ci odksztalcenia preta
podtuznego strefy rozciaganej w funkcji obciazenia w §rodku eksperymentalne;j
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i modelowej belki BP-1b. Na obydwu wykresach otrzymanych w wyniku
obliczen numerycznych widoczny jest charakterystyczny nieznaczny spadek
obcigzenia w chwili powstania pierwszych rys.

324

284

244 MES

204 Kaminska

F [kN]

04
o
&

&, [%o]

Rys. 4.31. Poréwnanie rozwoju odksztalcen w Srodku belki skrajnych wlokien strefy
Sciskanej betonu.
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Rys. 4.32. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Przedstawione wykresy obcigzenie-odksztatcenie w s$rodku belki dla
materiatow  konstrukcyjnych charakteryzuja si¢ zgodnym przebiegiem.
W obszarze zachowania liniowo-sprezystego odksztatcenia preta podluznego
okreslone numerycznie sa prawie identyczne z pomierzonymi doswiadczalnie.
Nieznaczne réznice pomigdzy wynikami dla betonu $ciskanego i zbrojenia
rozciaganego obserwuje si¢ dopiero w fazie sprezysto-plastycznej pracy belki po
zarysowaniu betonu, a nastepnie po uplastycznieniu zbrojenia.
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4.3.5.3. Analiza no$no$ci i stanu przemieszczenia

Obserwowany na Rys. 4.33 przebieg zmian zalezno$ci obcigzenie-
przemieszczenie punktu centralnego na dolnej krawedzi belki (F—ud) ma

charakter niemonotoniczny wynikajacy z zatozonego modelu zachowania betonu
opisujacego oslabienie materiatu w procesie deformacji i z zastosowania metody
numerycznej Crisfielda pozwalajacej na uzyskanie kompletnej $ciezki
rozwigzania wykazujacej lokalne spadki sztywnosci i globalne oslabienie
konstrukgc;ji.
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Rys. 4.33. Poréwnanie zaleznoSci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

W obszarze naprezen spr¢zystych i po zarysowaniu modelowa belka
charakteryzuje si¢ prawie takg samg sztywnos$cia jak belka eksperymentalna.
Przyczyna jest najprawdopodobniej mniejsza ilo§¢ mikrorys w betonie
o wysokiej wytrzymatosci. Drobne roéznice w wynikach eksperymentalnych
i numerycznych dotycza fazy po uplastycznieniu stali zbrojeniowej. Na wykresie
obcigzenie-przemieszczenie faza uplastycznienia zbrojenia opisana jest przez
nagle zmniejszenie sztywnosci belki.

Na Rys. 4.34 zestawiono zaleznosci obcigzenie-przemieszczenie w $srodku
belki BP-1b otrzymane w wyniku eksperymentu i obliczen numerycznych
przeprowadzonych przy wykorzystaniu dwoch réznych metod rozwiazywania
rownan nieliniowych.

Zastosowane metody przyrostowo-iteracyjne: zarowno technika ustalania
spadku adaptacyjnego (N-R ad — adaptive descent), jak i dtugosci tuku Crisfielda
(A-L — arc-length) daja zadowalajace wyniki numeryczne. Przy czym tylko
metoda dlugosci tuku stwarza mozliwo$¢ uzyskania kompletnej $ciezki
obcigzenie-ugigcie z lokalnym i globalnym ostabieniem konstrukcji. Ponadto
algorytm ten charakteryzuje duza efektywno$¢, a zmienny krok przyrostu
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obcigzenia i prawidlowo dobrane parametry dhlugosci tuku gwarantujg znaczne
skrocenie czasu obliczen numerycznych i uzyskanie bardzo doktadnego
rozwigzania.
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Rys. 4.34. Zestawienie zaleznoSci przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1b od
obciazenia uzyskanych réznymi metodami numerycznymi.

4.3.6. Rozwigzanie belki wzmocnionej o wysokim stopniu zbrojenia metoda
Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym

4.3.6.1. Analiza stanu zarysowania

Rys. 4.35 prezentuje mapy rys rozmytych otrzymane dla réznych
poziomow obcigzenia. Obliczone obcigzenie rysujagce rowne 16,3 kKN jest
mniejsze od zarejestrowanego doswiadczalnie. Powstanie pierwszej rysy w belce
eksperymentalnej zauwazy¢ mozna nieco pozniej, bo dla obcigzenia 25 kN.
Roéznica pomigdzy obcigzeniem rysujacym obliczonym i do$wiadczalnym jest
znaczna i1 wynosi okoto 35 %. Lokalizacja pierwszych rys w rozwigzaniu
numerycznym pokrywa si¢ z polozeniem strzemion na odcinku czystego
zginania. Prostopadle rysy od zginania propaguja si¢ w obszarze dziatania
stalego momentu do obcigzenia rownego 20 kN. W miar¢ jego dalszego
przyrostu obszar zarysowany zwigksza si¢ poziomo ku podporze. Znaczny
wzrost zarysowania belki zaobserwowano w chwili powstania rys uko$nych w
strefie oddziatywania napre¢zen normalnych i stycznych dla obcigzenia 60 kN.
Uplastycznienie stali zbrojeniowej powstaje dla obcigzenia 80 kN, o czym
swiadczy gwaltowny przyrost przemieszczenia pionowego w Srodku belki.
Pozniejszy rozwdj zarysowania belki zelbetowej az do chwili zniszczenia przy
obcigzeniu réwnym 104 kN jest intensywny w strefie oddzialywania statego
momentu 1 w strefie przypodporowej. Zarejestrowano, ze poczawszy od
poziomu obcigzenia 90 kN powstaja rysy wywolane $ciskaniem w obszarach
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sasiadujagcych z punktami obcigzenia. W koncowych etapach obcigzenia
zaobserwowano spotegowanie proceséOw degradacji w strefie czystego zginania
polegajace na pojawieniu si¢ nowych rys w plaszczyznach prostopadtych
dotychczas niezarysowanych. W rozwigzaniu numerycznym stan graniczny
nosnosci  zarejestrowano dla obcigzenia F =104kN. W rozwigzaniu

numerycznym stan graniczny no$nosci zinterpretowano jako stan osiggany dla
takiego obciazenia, dla ktorego jest obserwowany gwaltowny przyrost
przemieszczenia przy bardzo matych przyrostach obcigzenia ok. 10 N w wyniku
czego rozwigzanie numeryczne jest rozbiezne.

Eksperymentalna belka BP-2a o wyzszym stopniu zbrojenia ulegla
zniszczeniu na skutek zmiazdzenia betonu w strefie Sciskanej. Obecnosé
zbrojenia w strefie $ciskanej wyraznie tagodzita przebieg procesu zniszczenia.
W belce BP-2a podtuzne zbrojenie strefy $ciskanej i strzemiona radykalnie
ograniczyly zasigg obszaru zniszczenia, zwlaszcza w odniesieniu do strefy
rozciagane;j.
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Rys. 4.35. Mapy rys rozmytych dla réznych pozioméw obciazenia.

Na Rys. 4.36 przedstawiono poréwnanie obrazu rzeczywistego zarysowania
dla catej belki BP-2a z obrazem numerycznym rys rozmytych dla lewej polowy
belki przy tym samym poziomie obcigzenia F =80 kN. Widoczna jest dobra
zgodno$¢ wynikow, szczegdlnie w obrebie prawej polowy eksperymentalnej
belki BP-2a. Zaobserwowano przy tym nieznacznie wigksze obszary rys
w strefie podporowej w przypadku wynikdw numerycznych. Zardéwno
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w belkach modelowych, jak i do§wiadczalnych o wyzszym stopniu zbrojenia
(BP-2a) na odcinku czystego zginania uktad gtownych rys doktadnie pokrywa
si¢ z ukladem strzemion. Schemat zarysowania jest jako$ciowo zgodny
z obrazem rys zarejestrowanym w badaniach doswiadczalnych Kaminskiej [55].

Zatozenie modelu rys rozmytych w elementach betonowych powoduje
powstanie wiekszych obszarow rys niz w przypadku modelu dyskretnego, gdyz
w momencie, w ktérym sztywno$¢ zarysowanych skonczonych elementow
matrycy betonowej jest w przyblizeniu rowna zero w skonczonych elementach
pretowych rozklad naprezen rozciagajacych jest rozny od rozktadu w belkach
rzeczywistych. Sila rozciggajaca pret stalowy jest stata na dlugosci elementu
i z tego powodu odksztatcenia okreslone numerycznie sg wyzsze od odksztatcen
eksperymentalnych.
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Rys. 4.36. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-2a dla sily F = 80 kN.
4.3.6.2. Analiza stanu odksztalcenia i naprezenia

Celem ponizszej czeéci pracy jest analiza stanu naprezenia prostokatnej
belki zelbetowej w przyrostowym procesie obcigzenia.

Do obserwacji zmian odksztalcenia betonu w zalezno$ci od obcigzenia
przyjeto punkt na gérnej krawedzi w przekroju $rodkowym belki BP-2a,
natomiast do rejestracji zmian odksztatcenia stali w zaleznosci od obcigzenia
przyjeto punkt w poziomie preta podiuznego w strefie rozcigganej w przekroju
srodkowym belki, Rys. 4.2.

Na Rys. 4.37 przedstawiony jest rozwoj odksztatcen skrajnych widkien
strefy $ciskanej betonu w srodku modelu numerycznego i do§wiadczalnej belki
BP-2a. Na Rys. 4.38 prezentowane s3 wykresy zalezno$ci odksztalcenia preta
podluznego strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia F w $rodku modelu
numerycznego i eksperymentalnej belki BP-2a. Chociaz wykresy obcigzenie-
odksztatcenie dla betonu i stali zbrojeniowej w srodku belki charakteryzujg si¢
ogolnie zgodnym przebiegiem z krzywymi eksperymentalnymi to obserwuje si¢
réznice pomigdzy wynikami numerycznymi i dos$wiadczalnymi dla betonu
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$ciskanego i1 zbrojenia rozcigganego w fazie sprezysto-plastycznej pracy belki po
zarysowaniu betonu. Wyraznie widoczne jest zalamanie wykreséw zwigzane
z uplastycznieniem zbrojenia rozcigganego. Natomiast wzmocnienie zbrojenia
rozcigganego sygnalizuje zmiana nachylenia krzywych do$wiadczalnych dla
koncowych etapow obcigzenia — w belce eksperymentalnej BP-2a ma to miejsce
przy srednim odksztatceniu skrajnego widkna ok. 3,2 %o. W modelu belki BP-2a
nie zaobserwowano wzmocnienia zbrojenia, glownie z powodu zatozenia
uproszczonego zachowania si¢ pretow zbrojeniowych po uplastycznieniu
(zalozono model materialowy sprgzysto-idealnie plastyczny), ale rowniez
w wyniku nieuwzglednienia innych efektow zwigzanych z pracg belki zginane;j,
tj. poslizgu zbrojenia, klockowania, ktorych brak jest szczegdlnie dostrzegalny
w przypadku modelowania elementéw zelbetowych o wyZzszym stopniu
zbrojenia.
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Rys. 4.37. Poréwnanie rozwoju odksztalcen skrajnych wlokien strefy sciskanej betonu
w Srodku belki.
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Rys. 4.38. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.
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Na wigksze niedoktadno$ci w porownaniach wynikéw numerycznych
i doswiadczalnych uzyskanych dla belek o wyzszym stopniu zbrojenia wptywa
rOwniez przyjecie w tych analizach w obszarze sprezysto-plastycznego
zachowania konstrukcji do chwili uplastycznienia zbrojenia dziesig¢ razy
wigkszego przyrostu kroku obcigzenia rownego ok. 100 N. Zalozenie
w doswiadczeniach numerycznych mniejszego przyrostu kroku obcigzenia
wpltywa na wydluzenie procesu trwania rozwigzania i znaczne zwickszenie
rozmiaru pliku wynikowego.

4.3.6.3. Analiza no$nosci i stanu przemieszczenia

Rys. 4.39 stanowi poréwnanie nieliniowych zalezno$ci obcigzenie-
przemieszczenie pionowe w $rodku belki BP-2a otrzymanych w analizie
numerycznej i1 doswiadczeniu. W obszarze naprezen sprezystych i po
zarysowaniu modelowa belka charakteryzuje si¢ prawie takg samg sztywnos$cia
jak belka eksperymentalna. Wystgpowanie mikrozarysowania w belkach
eksperymentalnych moze by¢ niewatpliwie gltowna przyczyna wigkszej
sztywnosci belek numerycznych. Roéznice dotycza tez warto$ci obcigzenia
rysujacego 1 warto$ci obcigzenia, przy ktorym uplastycznia si¢ zbrojenie.
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Rys. 4.39. Poréwnanie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

W analizie numerycznej sita rysujgca wynosi 16,3 kN 1 jest nizsza o ok.
35 % od warto$ci zarejestrowanej w doswiadczeniu rownej 25 kN. Na wykresie
obcigzenie-przemieszczenie faza uplastycznienia pretow stalowych opisana jest
przez nagle zmniejszenie sztywnos$ci belki. W numerycznym modelu belki
uplastycznienie zbrojenia rozcigganego zaobserwowano dla obcigzenia rownego
80 kN. Otrzymane rezultaty sa jako$ciowo zgodne z wynikami eksperymentow
przedstawionymi w pracach Kaminskiej. Obcigzenie graniczne wyznaczone
numerycznie wynosi 103,96 kN i jest prawie rowne obcigzeniu
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doswiadczalnemu rownemu 104 kN. Graniczne przemieszczenie pionowe, czyli
graniczne ugigcie w $Srodku rozpictosSci belki zarejestrowane w rozwigzaniu
numerycznym roéwne 119 mm jest o ok.7 % wigksze od wyniku ugiecia
zarejestrowanego w doswiadczeniu rownego 111 mm.

4.3.7. Rozwiazanie belki wzmocnionej o wysokim stopniu zbrojenia
metodg dhugosci tuku Crisfielda

4.3.7.1. Analiza stanu zarysowania

Pierwsze rysy w belce wzmocnionej BP-2a powstajg na odcinku
oddziatywania stalego momentu dla obcigzenia rysujacego F=15,7kN,
awiec wczesniej niz w przypadku zarejestrowanej do$wiadczalnie wartosci
obcigzenia rysujacego rownej F =25KkN. Roznica pomigdzy obcigzeniem
rysujagcym obliczonym i do§wiadczalnym wynosi ok. 37 %.

Prostopadie rysy od zginania powstaja poczatkowo w obszarze dziatania
statlego momentu do obciazenia rownego 20 kN. Dalszy rozwdj zarysowania
przebiega analogicznie, jak w rozwigzaniu belki BP-2a metoda Newtona-
Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym.

W rozwigzaniu numerycznym stan graniczny nosnosci zarejestrowano dla
obcigzenia F=114kN i zinterpretowano go analogicznie, jak w rozdziale

4.3.6.1, jako stan osiggany dla takiego obciazenia, dla ktorego jest obserwowany
gwaltowny przyrost przemieszczenia. Podczas rozwigzania zatozono wigksze
przyrosty obciazenia rowne ok. 100 N.

Rys. 4.40 przedstawia zestawienie obrazu rzeczywistego zarysowania dla
catej belki BP-2a z obrazem numerycznym rys rozmytych dla lewej polowy
belki przy tym samym poziomie obcigzenia F' = 80 kN. Schemat zarysowania
jest jakosciowo zgodny z obrazem rys zarejestrowanym w badaniach
doswiadczalnych Kaminskiej.

Numerycznie obrazy rys rozmytych uzyskane przy wykorzystaniu metody
dhugosci tuku Crisfielda dosy¢ dobrze odzwierciedlajg rzeczywiste obszary
zarysowania. Wskazane jest zwigkszenie doktadnosci wynikéw numerycznych
otrzymanych ta metoda poprzez zmniejszenie kroku przyrostu obcigzenia
kosztem wydtuzenia czasu rozwigzania nieliniowych réwnan rownowagi.
Niewatpliwie w taki sposdb przeprowadzonych obliczeniach nie zostang
pominigte niektore fazy pracy zginanych belek zelbetowych. Poprawiona bgdzie
rowniez lokalizacja rys pierwotnych z réwnoczesnym uzyskaniem mniejszych
obszardw rys rozmytych we wszystkich etapach obcigzenia.

97



BP-20

W bl g f
) \‘,;‘.'.\ wﬁ ut MO 0

B0 @m D ta )\ B Qf‘ m@@@
@O ﬂ@@@(ﬁ(@ B CRDE

Rys. 4.40. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-2a dla sily F = 80 kN.
4.3.7.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Na Rys. 4.41 przedstawiony jest rozwoj odksztatcen skrajnych wiokien
strefy Sciskanej betonu w $rodku do$wiadczalnej belki BP-2a i w jej modelu
numerycznym. Natomiast na Rys. 4.42 prezentowane sg wykresy zaleznosci
odksztatcenia preta podiuznego strefy rozcigganej w funkcji obciazenia
F w $rodku modelowej i eksperymentalnej belki BP-2a.
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Rys. 4.41. Porownanie rozwoju odksztalcen skrajnych wldkien strefy Sciskanej betonu

w srodku belki.

Wykresy obcigzenie-odksztatcenie dla betonu i stali zbrojeniowej w $rodku
belki charakteryzuja si¢ ogolnie zgodnym przebiegiem z krzywymi
eksperymentalnymi. Pomigedzy wynikami numerycznymi i do§wiadczalnymi dla
betonu $ciskanego i zbrojenia rozcigganego obserwuje si¢ nieznaczne rdznice

98



W obszarze naprezen niesprezystych. W chwili uplastycznienia zbrojenia
rozcigganego wyraznie widoczne jest zatamanie wykresow.
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Rys. 4.42. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Na krzywych do§wiadczalnych w koncowym etapie obcigzenia belki BP-2a
wystepuje wzmocnienie zbrojenia rozcigganego sygnalizowane zmiang
nachylenia wykresu. W wynikach numerycznych nie zaobserwowano
wzmocnienia zbrojenia z powodu zalozenia modelu sprezysto-idealnie
plastycznego dla stali, ale rowniez wskutek nieuwzglednienia innych efektow
tj. poslizgu, klockowania, zwigzanych z zachowaniem zbrojenia i betonu w
belce zginanej, ktorych brak jest szczegélnie dostrzegalny w przypadku
modelowania elementow zelbetowych o wyzszym stopniu zbrojenia. Na wigksze
niedoktadnosci w pordéwnaniach wynikéw numerycznych i doswiadczalnych
uzyskanych dla belek o wyzszym stopniu zbrojenia wptywa ponadto przyjecie
w tych analizach w obszarze sprezysto-plastycznego zachowania konstrukcji do
chwili uplastycznienia zbrojenia duzo wigkszego przyrostu kroku obcigzenia.

4.3.7.3. Analiza no$no$ci i stanu przemieszczenia

Przebieg zmian zaleznos$ci obcigzenie-przemieszczenie punktu centralnego
na dolnej krawedzi belki uzyskany przy zastosowaniu metody numerycznej
Crisfielda pozwalajacej na opis kompletnej $ciezki rozwigzania przedstawiono
na Rys. 4.43.

W analizie numerycznej sila rysujaca wynosi 15,7kN 1 jest nizsza
o ok. 37 % od wartosci zarejestrowanej w doswiadczeniu rownej 25 kN. W belce
doswiadczalnej BP-2a i jej numerycznym modelu uplastycznienie zbrojenia
rozcigganego zaobserwowano dla obcigzenia rownego 80 kN. Obcigzenie
graniczne wyznaczone numerycznie wynosi 109 kN 1 jest wicksze od obcigzenia
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doswiadczalnego réwnego 104 kN o ok. 5 %. Graniczne ugiecie w $rodku
rozpigtosci belki zarejestrowane w rozwiazaniu numerycznym réwne 111 mm
jest prawie roéwne wartosci ugiecia zarejestrowanej w doswiadczeniu réwnej
110,9 mm.
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Rys. 4.43. Poréwnanie zaleznoS$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

Uzyskane wyniki numeryczne poparte wynikami do$wiadczenia
potwierdzaja wilasciwosé, ze kruchos$¢ betondw o wysokiej wytrzymatosci
w belkach zginanych jest neutralizowana przez bardzo dobra wspodtprace
betonu i zbrojenia.

4.3.8. Rozwigzanie belki o wysokim stopniu zbrojenia metoda
Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym

4.3.8.1. Analiza stanu zarysowania

Mapy rys rozmytych otrzymane dla roéznych poziomdéw obcigzenia
przedstawiono na Rys. 4.44. Obliczone obcigzenie rysujace rowne 17,9 kN jest
mniejsze od zarejestrowanego doswiadczalnie. Powstanie pierwszej rysy w belce
eksperymentalnej BP-2b zaobserwowano nieco pozniej, bo dla obciagzenia
22 kN. Roéznica pomiedzy obliczonym a do$wiadczalnym obcigzeniem
rysujagcym wynosi ok. 19 %.

Prostopadle rysy od zginania propaguja si¢ w obszarze dzialania statego
momentu do obcigzenia roéwnego 20 kN. W miare jego dalszego przyrostu
obszar zarysowany zwicksza si¢ poziomo ku podporze. Znaczny wzrost
zarysowania belki BP-2b zaobserwowano w chwili powstania rys uko$nych
w strefie oddziatywania naprezen normalnych i stycznych dla obcigzenia 60 kN,
podobnie jak dla belki BP-2a. Uplastycznienie stali zbrojeniowej powstaje dla
obcigzenia 80 kN, o czym $wiadczy gwaltowny przyrost przemieszczenia
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pionowego w srodku belki. Pdzniejszy rozwoj zarysowania belki zelbetowej az
do chwili zniszczenia przy obcigzeniu rownym 105 kN jest intensywny w strefie
oddziatywania statego momentu i w strefie przypodporowej. Zarejestrowano, ze
poczawszy od poziomu obcigzenia 90 kN powstajg rysy wywolane $ciskaniem
w obszarach sasiadujacych zpunktami obcigzenia. W koncowych etapach
obcigzenia zaobserwowano spotggowanie procesOw degradacji w strefie
czystego zginania. W rozwigzaniu numerycznym stan graniczny no$no$ci

zarejestrowano dla obcigzenia F, =105 kN i zinterpretowano go jako stan

osiggany dla takiego obcigzenia, dla ktdrego jest obserwowany gwaltowny
przyrost przemieszczenia przy bardzo matych przyrostach obcigzenia ok. 10 N,
w wyniku ktérego rozwigzanie numeryczne jest rozbiezne. W modelowej belce
BP-2b bez zbrojenia strefy S$ciskanej na odcinku czystego zginania proces
pekania jest szybszy i bardziej gwattowny niz w przypadku numerycznej belki
BP-2a zbrojonej na tym odcinku.

Eksperymentalna belka BP-2b o wyzszym stopniu zbrojenia ulegla
zniszczeniu na skutek zmiazdzenia betonu w strefie §ciskanej. Zniszczenie belki
BP-2b ma charakter eksplozyjny z powodu braku podtuznego zbrojenia strefy
sciskanej i strzemion na dlugos$ci odcinka czystego zginania. Natomiast w strefie
rozcigganej wzdluz zbrojenia glownego w betonie powstaty rysy podluzne
charakterystyczne dla zerwania przyczepnosci betonu na dlugosci preta
stalowego i poslizgu zbrojenia w betonie.

F=179 kN F = 60 kN
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Rys. 4.44. Mapy rys rozmytych dla réznych pozioméw obciazenia.
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Na Rys. 4.45 zestawiono rzeczywisty obraz zarysowania dla calej belki
BP-2b z numerycznym obrazem rys rozmytych dla lewej potowy belki przy tym
samym poziomie obcigzenia F =80 kN. Widoczna jest dobra zgodnosé¢
wynikow, szczeg6lnie dla prawej potowy eksperymentalnej belki BP-2b, przy
czym zaobserwowano wigksze obszary rys w strefie podporowej w przypadku
wynikow numerycznych. Wskutek braku strzemion w belkach modelowych
i doswiadczalnych BP-2b o wyzszym stopniu zbrojenia na odcinku czystego

zginania uktad rys jest dosy¢ przypadkowy.
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Rys. 4.45. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-2b
dla sily F =80 kN.

4.3.8.2. Analiza stanu odksztalcenia i naprezenia

Zmienno$¢ odksztatcenia w belce BP-2b betonu i stali poréwnano
w punktach zilustrowanych na Rys. 4.4.

Na Rys. 4.46 przedstawiony jest rozwdj odksztalcen skrajnych wiokien
strefy $ciskanej betonu w §rodku do$wiadczalnej belki BP-2b i w jej modelu. Na
Rys. 4.47 prezentowane sa wykresy zaleznosci odksztalcenia preta podtuznego
strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia w srodku eksperymentalnej i modelowe;
belki BP-2b. Chociaz wykresy obciazenie-odksztatcenie dla betonu i stali
zbrojeniowej w $rodku belki charakteryzuja si¢ ogoélnie zgodnym przebiegiem
z krzywymi eksperymentalnymi to obserwuje si¢ znaczne roznice pomig¢dzy
wynikami numerycznymi i do§wiadczalnymi dla betonu $§ciskanego i zbrojenia
rozcigganego w fazie spr¢zysto-plastycznej pracy belki po uplastycznieniu
zbrojenia. Zalamanie wykresow jest zwigzane z uplastycznieniem zbrojenia
rozcigganego. Natomiast wzmocnienie zbrojenia na krzywych do$wiadczalnych
sygnalizuje zmiana nachylenia wykresu w koncowych etapach obcigzenia.

W analizach numerycznych belek zelbetowych z betonu o wysokiej
wytrzymalosci bez zbrojenia strefy §ciskanej na odcinku czystego zginania przy
uzyciu metody Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym zastosowany jest
model materiatowy stali z uwzglednieniem jej wzmocnienia. Chociaz model ten
lepiej opisuje zachowanie belki zelbetowej bez zbrojenia strefy Sciskanej
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przekroju na odcinku czystego zginania, szczegdlnie w obszarze naprezen
niesprezystych po uplastycznieniu stali zbrojeniowej, to i1 tak rzeczywiste
zachowanie pretow rozecigganych znacznie odbiega od zalozonego modelu
materialowego.
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Rys. 4.46. Poréwnanie rozwoju odksztalcen w srodku belki skrajnych wlékien strefy
Sciskanej betonu.
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Rys. 4.47. Porownanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Na uzyskane wyniki numeryczne odksztalcalnosci materiatow w zginanych
belkach zelbetowych o wysokim stopniu zbrojenia wyrazny wplyw maja
rowniez pomijane efekty poslizgu i klockowania pretéw stalowych oraz
dziesieciokrotnie wigksze przyrosty kroku obcigzenia réwne ok. 100 N.
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4.3.8.3. Analiza no$noSci i stanu przemieszczenia

Porownanie nieliniowych zalezno$ci obcigzenie-przemieszczenie pionowe
w $rodku belki BP-2b otrzymanych w analizie numerycznej i do$wiadczeniu
przedstawiono na Rys. 4.48.
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Rys. 4.48. Poréwnanie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.

W obszarze napr¢zen sprezystych belka modelowa ma prawie taka sama
sztywnos¢ jak belka eksperymentalna. Belka modelowa charakteryzuje si¢ nieco
wicksza sztywnoscig od belki dos§wiadczalnej po zarysowaniu. Wystgpowanie
mikrozarysowania w elementach rzeczywistych jest prawdopodobnie glownag
przyczyng wigkszej sztywno$ci modeli numerycznych. Roéznice wynikow
dotycza tez warto$ci obcigzenia rysujgcego i poziomu uplastycznienia zbrojenia.
W analizie numerycznej sila rysujaca wynosi 17,9 kN i jest nizsza o ok. 19 % od
wartosci zarejestrowanej w do$wiadczeniu rownej 22 kN. W numerycznym
modelu belki uplastycznienie zbrojenia rozciaganego zaobserwowano dla
obcigzenia rownego 80 kN. Obcigzenie graniczne wyznaczone numerycznie
wynosi 100 kN i jest nizsze od obcigzenia do§wiadczalnego roéwnego 105 kN
0 ok. 5 %. Graniczne przemieszczenie pionowe w Srodku rozpigtosci belki
zarejestrowane w rozwigzaniu numerycznym rowne 120 mm jest o ok. 3 %
wigksze od wyniku ugigcia zarejestrowanego w do$wiadczeniu réwnego
117 mm. Otrzymane rezultaty s3 jakosciowo zgodne =z wynikami
eksperymentow.
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4.3.9. Rozwigzanie belki o wysokim stopniu zbrojenia metoda dtugosci tuku
Crisfielda

4.3.9.1. Analiza stanu zarysowania

Pierwsze rysy powstajg na odcinku oddzialywania stalego momentu dla
obcigzenia rysujagcego F=17,6 kN, a wigc wczesniej niz w przypadku
zarejestrowanej doswiadczalnie wartoSci obcigzenia rysujagcego réwnej
F_=22kN. Roznica pomigdzy obcigzeniem rysujacym  obliczonym
1 do$wiadczalnym wynosi ok. 20 %.

Prostopadie rysy od zginania rozwijaja si¢ w obszarze dziatania statego
momentu do obcigzenia rownego 20 kN. W miar¢ jego dalszego przyrostu
obszar zarysowany zwicksza si¢ w kierunku podpory. Znaczny wzrost
zarysowania belki zaobserwowano w chwili powstania rys ukos$nych w strefie
oddzialywania naprgzen normalnych i stycznych dla obcigzenia 60 kN.
Uplastycznienie stali zbrojeniowej powstaje dla obcigzenia 80 kN i od tego
momentu powstaja rysy od $ciskania w strefie przylozonego obcigzenia.
W koncowych etapach obcigzenia nastgpuje dalsza propagacja rys prostopadtych
w plaszczyznach dotychczas niezarysowanych i rys od zmiazdzenia w strefie
czystego zginania oraz rys ukos$nych w strefie $cinania belki zelbetowe;.
W rozwigzaniu numerycznym stan graniczny nos$no$ci zarejestrowano dla

poziomu obcigzenia rownego F' =113 kN.

Na Rys. 4.49 przedstawiono zestawienie obrazu rzeczywistego zarysowania
dla catej belki BP-2b z obrazem numerycznym rys rozmytych dla lewej potowy
belki przy jednakowym poziomie obcigzenia F' = 80 kN. Schemat zarysowania
jest jakosciowo zgodny zrzeczywistym obrazem rys szczegdlnie dla prawej
polowy eksperymentalnej belki BP-2b.
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Rys. 4.49. Eksperymentalny i numeryczny obraz zarysowania belki BP-2b
dla sity F = 80 kN.
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Numerycznie obrazy rys rozmytych uzyskane przy wykorzystaniu metody
dlugosci tuku Crisfielda dosy¢ dobrze odzwierciedlajg rzeczywiste obszary
zarysowania, jednak wskazane jest zwigkszenie doktadnosci wynikow
numerycznych otrzymanych tag metoda poprzez zmniejszenie kroku przyrostu
obciazenia, nawet kosztem wydtuzenia czasu rozwigzywania nieliniowych
rownan rownowagi. Niewatpliwie tak uzyskane wyniki bedzie charakteryzowac
wicksza dokladno$¢, gdyz zostana uwzglednione wszystkie fazy pracy
zginanych belek zelbetowych, poprawiona bedzie lokalizacja rys pierwotnych
z rownoczesnym uzyskaniem zawe¢zonych obszarow rys rozmytych.

4.3.9.2. Analiza stanu odksztalcenia i napr¢zenia

Rozwdj odksztalcen skrajnych wildkien strefy §ciskanej betonu w $rodku
doswiadczalnej belki BP-2b i w jej modelu numerycznym przedstawiony jest na
Rys. 4.50. Wykresy zalezno$ci odksztalcenia preta podituznego strefy
rozciaganej w funkcji obcigzenia F' w $rodku modelu i eksperymentalnej belki
BP-2b prezentowane sa na Rys. 4.51.

Wykresy obcigzenie-odksztalcenie dla betonu i stali zbrojeniowej w $rodku
belki charakteryzujg si¢ ogolnie zgodnym przebiegiem =z krzywymi
eksperymentalnymi. Wigksze réznice pomigdzy wynikami numerycznymi
i doswiadczalnymi dla betonu $ciskanego obserwuje si¢ w obszarze naprgzen
niesprezystych. W chwili uplastycznienia zbrojenia rozcigganego wyraznie
widoczne jest zatamanie wykresow. Na krzywych doswiadczalnych
w koncowym etapie obcigzenia belki BP-2b wystepuje wzmocnienie zbrojenia
rozcigganego sygnalizowane zmiang nachylenia wykresu.
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Rys. 4.50. Poréwnanie rozwoju odksztalcen w Srodku belki skrajnych wlékien strefy
$ciskanej betonu.
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Rys. 4.51. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciaganej
w Srodku belki.

Na wieksze niedoktadno$ci w poréwnaniach wynikdbw numerycznych
i doswiadczalnych uzyskanych dla belek o wyzszym stopniu zbrojenia wptywa
roOwniez przyjecie wtych analizach w obszarze sprezysto-plastycznego
zachowania konstrukcji do chwili uplastycznienia zbrojenia wigkszego przyrostu
kroku obcigzenia.

4.3.9.3. Analiza no$nosci i stanu przemieszczenia
Na Rys. 4.52 obserwowany jest przebieg zmian zalezno$ci obcigzenie-

przemieszczenie punktu centralnego na dolnej krawedzi belki uzyskany przy
zastosowaniu metody numerycznej dhugosci tuku Crisfielda.
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Rys. 4.52. Poréwnanie zaleznoSci przemieszczenia pionowego w Srodku belki od obciazenia.
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W obszarze naprezen spr¢zystych i po zarysowaniu modelowa belka
charakteryzuje si¢ prawie identyczng sztywnoscig jak belka eksperymentalna.
Obecnos¢ mikrorys w belkach eksperymentalnych jest gtowng przyczyna
wiekszej sztywnosci belek numerycznych. Réznice dotycza przede wszystkim
warto$ci obcigzenia rysujacego. W analizie numerycznej sila rysujaca wynosi
17,6 kN 1 jest nizsza o ok. 20 % od wartosci zarejestrowanej w doswiadczeniu
rownej 22 kN. Na wykresie obcigzenie-przemieszczenie faza uplastycznienia
pretow stalowych opisana jest przez nagle zmniejszenie sztywnosci belki.
W belce doswiadczalnej BP-2b i numerycznym modelu uplastycznienie
zbrojenia rozcigganego zaobserwowano dla obcigzenia réownego 80 kN.
Obcigzenie graniczne wyznaczone numerycznie wynosi 105 kN i jest mniejsze
od obcigzenia doswiadczalnego réwnego 113 kN o ok. 7 % . Graniczne ugigcie
w $rodku rozpigtosci belki zarejestrowane w rozwigzaniu numerycznym rowne
117 mm jest prawie rowne ugieciu zarejestrowanemu w doswiadczeniu.
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5. DYSKUSJA PROBLEMOW NUMERYCZNEGO MODELOWANIA
ZACHOWANIA BELEK ZELBETOWYCH
Z. UWZGLEDNIENIEM OSLABIENIA MATERIALOWEGO

5.1. Analiza efektywnosci zastosowanych metod rozwigzania problemu

W celu ustalenia $ciezki rownowagi w wiekszosci nieliniowych analiz
konstrukcji zelbetowych do niedawna stosowano metod¢e Newtona-Raphsona
lub jej zmodyfikowang postaé. Obie techniki sg skuteczne dla materiatow
o charakterystykach liniowych i dwuliniowych. Natomiast nie sprawdzajg si¢
w przypadku materialow o wyzszym stopniu nieliniowosci przy uwzglednieniu
efektu ostabienia materiatlowego. Ponadto wada tych metod jest brak mozliwosci
uzyskania opisu opadajacej galezi krzywej obciazenie-przemieszczenie
znamionujacej globalne ostabienie konstrukcji. Baltoz i Dhatt [7] zaproponowali
sterowanie przemieszczeniami w bliskim otoczeniu punktéw granicznych.
Jednak metoda ta nie jest odpowiednia do rozwigzywania zagadnien o wielu
stopniach swobody w nieliniowych analizach konstrukcji zelbetowych
z uwzglednieniem ostabienia odksztatceniowego.

W wyniku zastosowania w analizie nieliniowej konstrukcji metody dlugosci
tuku w polaczeniu z metodag Newtona-Raphsona mozliwe jest odzwierciedlenie
zniszczenia materialu, przeskokdéw wstecz na krzywej opisujacej odpowiedz
konstrukcji oraz  wygenerowanie kompletnej zaleznosci  obcigzenie-
przemieszczenie. Powyzsza metoda znalazla szerokie zastosowanie rowniez
w analizach konstrukcji zelbetowych, a niektorzy autorzy uzyskali dobra
zgodnos$¢ wynikéw doswiadczalnych i numerycznych.

W Tablicy 5.1 zestawiono dziewie¢ przyktadow obliczeniowych. Przyklady
1-2 analizowal Foster [40], przyktady 3-4 analizowat Crisfield [28,29],
aprzyktady 5-9 sa przedmiotem analiz numerycznych niniejszej pracy.
Wszystkie przyklady obliczeniowe zestawiono dla poréwnania metody
Newtona-Raphsona z metoda dlugosci tuku w celu przedstawienia zalet
stosowania metody dtugosci tuku.

Metody dlugosci tuku powinny znalez¢ szerokie zastosowanie w analizach
nieliniowego zachowania elementow zelbetowych, gdyz tylko one daja
mozliwo$¢ uzyskania kompletnej $ciezki obcigzenie-ugigcie z zaré6wno
lokalnym, jak i globalnym ostabieniem konstrukcji. Ponadto ich algorytmy
charakteryzuje duza efektywnos$¢, a zmienny krok przyrostu obcigzenia
i prawidlowo dobrane parametry tuku gwarantuja znaczne skrocenie czasu
obliczen numerycznych, a przy tym uzyskanie bardzo doktadnego rozwigzania.
Wedlug wiedzy autora poprawno$¢ metody nie zostala dotychczas
zweryfikowana na modelach przestrzennych konstrukcji  zelbetowych
z uwzglednieniem ostabienia odksztatceniowego przy Sciskaniu i rozciaganiu.
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Tablica 5.1. Poréwnanie metody Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym
z metoda dlugosci luku Crisfielda

Liczba etapéw obcigzenia Liczba iteracji
Metoda Metoda
Zrodto Anahz;;ﬁ;i?g clement Newtona—de?p hsona dtugosci tuku Metoda Metoda
e 2¢ spaciiem Crisfielda | N-R-ad | A-L
adaptacyjnym (A-L)
(N-R-ad)
plyta . )
Crisfield Jain-Kennedy [53] 14 246
[28, 29]] plyta
McNeice [73] ) 14 ) 244
Foster tarcza Jetdnoprzc;siowa 13 13 682 341
[40] arcza 13 13 420 120
dwuprzgstowa
belka Buckhouse
C1[18] 6 2 1557 637
belka Kaminska
BP-1a [55] 5 2 1241 653
. belka Kaminska
Smarzewski BP-1b [55] 5 2 1001 655
belka Kaminska
BP-2a [55] 4 2 3241 650
belka Kaminska
BP-2b [55] 4 2 3157 650

5.2. Wplyw modulu sprezystosci betonu na zalezno$¢ sila-przemieszczenie
belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia

Mechaniczne wlasciwosci betondéw o wysokiej wytrzymatosci wynikaja
zich sktadu z charakterystycznym wspotczynnikiem W/(C+krzemionka) oraz
szczelnej 1 jednorodnej struktury uksztattowanej w wyniku zastosowania
superplastyfikatorow 1 mikrowypelniaczy. Beton  wysokowartosciowy
zachowuje si¢ jak material kompozytowy, w ktérym kruszywo grube decyduje
o0 jego wlasciwosciach mechanicznych.

Ogolnie mozna stwierdzié, ze gdy znana jest wartos¢ wytrzymatosci betonu
na Sciskanie f to zazwyczaj jest mozliwe ustalenie kompletu danych

materialowych niezbgdnych do przeprowadzenia obliczen w nieliniowym
modelu numerycznym. Badanie wytrzymatosci betonu na $ciskanie wykonane
na betonowych probkach rdzeniowych zazwyczaj wykorzystuje si¢ do
szacowania wlasciwosci betonu w istniejgcych konstrukcjach.

W analizowanym numerycznym modelu przestrzennym belki zelbetowe;j
BP-la z betonu wysokiej wytrzymatosci stalym parametrem jest jego

wytrzymato$¢ na Sciskanie okreSlona doswiadczalnie, rowna f = 81,2 MPa.
W Tablicy 5.2 przedstawiono propozycje zalezno$ci pomigdzy
wytrzymatoscig na rozcigganie f i modulem sprezystoSci £ a wytrzymatoscig

na $ciskanie f. Dla wszystkich zestawionych zaleznosci obliczono warto$ci

110



E i f dlabetonu o wytrzymato$ci na $ciskanie rownej f = 81,2 MPa. W celu

poréwnania podano rowniez doswiadczalne wartosci E_ 1 f ustalone

w badaniach Kaminskiej [55] na probkach wykonanych z tego samego betonu co
belka BP-1a.

Tablica 5.2. Cechy mechaniczne betonu o wysokiej wytrzymalosci belki BP-1a okreslone
doswiadczalnie i wedlug réznych wzorow dla _fc = 81,2 MPa [3,57, 77]

Zrédio Wzory f, [MPa] E [MPa]
Kaminska [55] - 5,23 35300
=03
Neville [77] 5,63 42649
E. = 57000,/f
f=0.273f"
CEB-FIB [25, 26] s 5,12 44681
E =10(f +8)
Ahmad, Shah [57] [ =0,462f"" 5,19 -
Burge, Ost [57] f,=0,61yf 5,5 -
CAN A23.3-M90 [3] B =5]f - 45056
| f,= 0541
Carasquillo, ACI 363 [3] 4,87 36817
E =332Jf +6,9
Kikizaki [77] B, =365 - 32890

W wyniku przeprowadzonych obliczen otrzymano duze rozrzuty wartosci
modutu sprezystosci betonu £ od ok. 33 GPa do ponad 45 GPa. Najmniejsza

roznica pomiedzy wartoscia modutu odksztalcenia betonu ustalona
eksperymentalnie i teoretycznie jest rowna ok. 4 % w przypadku, gdy
E obliczono wedtug propozycji Carasquillo [3].

Na Rys. 5.1 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zalezno$ci obciazenie-
przemieszczenie pionowe w Srodku belki BP-la otrzymanych w wyniku
przeprowadzonego doswiadczenia i kilku analiz numerycznych. Parametrem
zmiennym w przedstawionych analizach numerycznych jest modut spr¢zystosci
betonu. W obszarze naprezen sprezystych i po zarysowaniu belka modelowa
niezaleznie od wartosci modutu sprezystosci charakteryzuje si¢ prawie taka
samg sztywnoscig jak belka eksperymentalna. Wigksze réznice sg dostrzegalne
w chwili powstania rys i uplastycznienia stali zbrojeniowej. Obserwowany na
Rys. 5.1 przebieg zmian zaleznosci obcigzenie-przemieszczenie punktu

centralnego na dolnej krawedzi belki (F' —wu,) ma charakter niemonotoniczny
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w obszarze po uplastycznieniu zbrojenia wynikajacy z zalozonego modelu
zachowania betonu opisujacego oslabienie materialu w procesie deformacji
iz zastosowania metody numerycznej Newtona-Raphsona ze spadkiem
adaptacyjnym pozwalajacej w do$¢ precyzyjny sposob zlokalizowaé niektore
stany wytezenia belki zZelbetowej opisywane w pracach doswiadczalnych
w postaci gwattownych spadkow krzywej ugigcia w obszarze po uplastycznieniu
zbrojenia. W szczego6lnosci dotyczy to fazy obrazujacej poczatek zmiazdzenia
betonu i fazy koncowej zniszczenia betonu w strefie Sciskane;.

Zardwno w obszarze naprgzen sprezystych, jak i po zarysowaniu model
belki charakteryzuje si¢ nieznacznie wigksza sztywnoscia od belki
eksperymentalnej. Przyczyny zmian sztywnosci belki EI wynikajg ze

zmiennosci modutu sprezystosci betonu E , wywolanej rysami zmiennosci

momentu bezwladnos$ci przekroju I i przyczepnosci stali do betonu. Graniczne
ugiccia w $rodku rozpigtosci belki zarejestrowane W rozwigzaniach
numerycznych sg mniejsze od wartosci ugigcia eksperymentalnego, co jest
zwigzane z przyjeciem zbyt matych mozliwosci odksztalcania si¢ betonu
wysokiej wytrzymatosci przy Sciskaniu. Niewatpliwie w elementach zbrojonych
beton o wysokiej wytrzymato$ci zachowuje si¢ inaczej niz w probkach ze
wzgledu na zbrojenie 1 efekt skali i w zwigzku z tym zaproponowano
zwigkszenie granicznych warto$ci odksztatcen przy $ciskaniu w numerycznych
analizach konstrukcji zelbetowych.

324 E, = 35300 MPa, Kamifiska [55] E_ = 36817 MPa, Carasquillo [3]

E_ = 43785 MPa, Neville [77]

cksperyment Kaminska [55]
E_ = 32890 MPa, Kikizaki [77]

F [kN]

0 T T T T |
0 40 80 120 160 200

U,y [mm]
Rys. 5.1. Poréwnanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia

w zaleznosci od warto$ci modulu sprezystosci betonu.

Stwierdzono, Ze otrzymane rozwigzania numeryczne sg bardzo wrazliwe na
warto§¢ modutlu sprezystosci betonu i sa jakosciowo zgodne z wynikami
doswiadczalnymi przedstawionymi w pracach Kaminskiej [55, 56].
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5.3. Wplyw modeli materialowych na zalezno$¢ sila-przemieszczenie belek
o niskim stopniu zbrojenia

Celem niniejszego rozdziatu pracy jest analiza wptywu zalozonych modeli
materiatowych na zachowanie belek zelbetowych z betonu o wysokiej
wytrzymalo$ci w procesie statycznego odksztalcania. W numerycznych
modelach przestrzennych zastosowano wymiary elementéw oraz wilasciwos$ci
materiatow jak dla eksperymentalnych wolnopodpartych belek prostokatnych
BP-1a i BP-1b opisanych w pracy [55]. Uzyskane wlasne wyniki numeryczne
sg poréwnane z wynikami do§wiadczalnymi.

Obliczenia numeryczne belki prostokatnej BP-la z betonu o wysokiej
wytrzymatosci  wykonano przy wykorzystaniu quasi newtonowskiej
przyrostowo-iteracyjnej metody rozwigzywania rownan nieliniowych
z ustalaniem spadku adaptacyjnego. Z kolei obliczenia belki BP-1b z betonu
o wysokiej wytrzymaloSci wykonano przy uzyciu metody Crisfielda
z ustalaniem dlugosci tuku. Rzad wszystkich rozwigzan odpowiada analizie
duzych odksztatlcen. W wyniku uwzglednienia nieliniowych efektow
geometrycznych w belkach zelbetowych otrzymano lepsza zgodno$¢ wynikow
numerycznych z do$wiadczalnymi, wyraznie dostrzegalng w fazie po
uplastycznieniu stali zbrojeniowe;.

W analizowanym numerycznym modelu przestrzennym belki zelbetowe;j
BP-la z betonu wysokiej wytrzymalosci statymi parametrami sa okre$lone

doswiadczalnie wytrzymato$¢ na $ciskanie f = 81,2 MPa 1 modut sprezystosci

E =35300 MPa. Model belki BP-la analizowano wedhug siedmiu r6znych

modeli materialowych. We wszystkich modelach zalozono sprezysto-idealnie
plastyczne zachowanie stali zbrojeniowej 1 model sprezysto-kruchy
z ostabieniem (zesztywnieniem) betonu przy rozciaganiu. Model betonu przy
$ciskaniu jest parametrem zmiennym, lecz we wszystkich przyktadach zatozono
miazdzenie betonu w strefie Sciskanej. W pierwszej analizie [1a] przyjgto model
sprezysto-idealnie plastyczny w oparciu o kryterium Misesa. Z kolei
w przyktadach [1b], [1c] odpowiednio zalozono sprezysto-idealnie plastyczny
model: z wytrzymatoscig resztkowa 85 % przy odksztalceniu granicznym
opisany przez Hongnerstada oraz z wytrzymatoscia resztkowa 90 %.
Zachowanie $ciskanego betonu w nastepnych analizach opisuja wieloliniowe
jednoosiowe zalezno$ci naprezenie-odksztatcenie Desai-Krishnana [2a] i [2b]
oraz Model Code 90 [3a] symulujace paraboliczng krzywa. Dodatkowo w
zaleznosciach  naprezenie-odksztatlcenie w  przyktadach [2b] 1 [3a]
uwzgledniono galaz osltabieniowg opisujaca stopniowag degradacje betonu
sciskanego w procesie statycznego obcigzenia. W analizie [2c] zatozono
zmodyfikowany model sprezysto-plastyczny z ostabieniem bez wytrzymalos$ci
resztkowej Stolarskiego.
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W analizowanym numerycznym modelu przestrzennym belki zelbetowe;j
BP-1b z betonu wysokiej wytrzymatosci statymi parametrami sa okre$lone

doswiadczalnie wytrzymato$¢ na $ciskanie f = 72,8 MPa i modut sprezystosci
E =34000 MPa. Model belki BP-1b analizowano wedlug trzech r6znych

modeli materiatowych. We wszystkich modelach zalozono model sprezysto-
kruchy z ostabieniem dla betonu przy rozcigganiu i zmodyfikowany model
Stolarskiego sprezysto-plastyczny z ostabieniem bez wytrzymatosci resztkowe;j
dla betonu przy $ciskaniu. Model stali zbrojeniowej i resztkowa sztywno$é
betonu po zarysowaniu sg parametrami zmiennymi. W analizie [4a] przyjeto
model sprezysto-idealnie plastyczny dla stali zbrojeniowej, natomiast
w analizach [4b], [4c] zalozono zachowanie zbrojenia sprezysto-plastyczne ze
wzmocnieniem.

Wykonane analizy numeryczne i opisy analizowanych modeli zestawiono
w Tablicy 5.3.

Tablica 5.3. Zestawienie analizowanych modeli materialowych

Model betonu Model stali zbrojeniowej
Analizy rozcigganie Sciskanie rod;a]_ model materiatu
zbrojenia
belka sprezysto- sprezysto-idealnie
BP-1a kruchy sprezysto-idealnie plastyczny dyskretny prezy
. plastyczny
[1a] z ostabieniem
belka sprezysto- sprezysto-idealnie plastyczny . . .
BP-1a kruchy z wytrzymalo$cig resztkowa 85 % | dyskretny sp r¢zl§; sstto—clifalme
[1b] z ostabieniem (Hongnerstad) plastyczny
g;l_klz spkr;;jg;to— sprezysto-idealnie plastyczny dyskretn sprezysto-idealnie
[1c] 4 os%abier}l/iem z wytrzymatoscia resztkowa 90 % Y Y plastyczny
belka sprezysto- sprezysto-plastyczny . . .
BP-1a kruchy ze wzmocnieniem dyskretny SPH?ZI}; sstto-Cl;iEalme
[2a] z ostabieniem (Desai-Krishnan) plastyezny
belka sprezysto- sprezysto-plastyczny ze
BP-la kruch wzmocnieniem i oslabieniem dyskretn sprezysto-idealnie
[2b] , os’(abier}lliem bez wytrzymatosci resztkowe;j 4 Y plastyczny
(Desai-Krishnan)
belka sprezysto- sprezysto-plastyczny . . .
BP-1a kruchy z ostabieniem bez wytrzymatosci dyskretny sprqzl}; sstto-cl;lsalnle
[2¢] z ostabieniem resztkowej (Stolarski) plastyczny
N sprezysto-plastyczny
Ié;l_klz spkrsz/;;o z ostabieniem bez wytrzymatosci dyskretny sprezysto-idealnie
0. resztkowej plastyczny
[3a] z ostabieniem (Model Code 90)
belka sprezysto- sprezysto-plastyczny . . .
BP-1b kruchy z ostabieniem bez wytrzymatosci dyskretny SPH?ZI}; sstto-Cl;iEalme
[4a] z ostabieniem resztkowej (Stolarski) plastyczny
belka sprezysto- sprezysto-plastyczny .
BP-1b kruchy z ostabieniem bez wytrzymatosci dyskretny Sifajﬁg&gﬁiﬁzzly
[4b], [4c] | =z ostabieniem resztkowej (Stolarski)
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Na Rys. 5.2-5.4 przedstawiono pordwnanie wynikow uzyskanych dla
roznych modeli odksztalcenia matrycy betonowej. Przedstawione wyniki
wskazujg na wplyw poszczegolnych efektow nieliniowosci fizycznej w matrycy

betonu i elementach prgtowych na wielko$ci przemieszczefi pionowych u, na

dolnej krawedzi w przekroju srodkowym belki BP-1a w zaleznos$ci od poziomu
obcigzenia F'.

Z kolei na Rys. 5.5 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznos$ci
obcigzenie-przemieszczenie pionowe w Srodku belki BP-1b otrzymanych
w wyniku  przeprowadzonych analiz numerycznych 1 dos$wiadczenia.
Parametrami zmiennymi w przedstawionych analizach numerycznych sa model
materiatowy dla stali zbrojeniowej 1 resztkowa sztywno$¢ betonu po
zarysowaniu.

Analizowane modele sa podobne, a zatem zgodnie z oczekiwaniem wyniki
numeryczne na krzywej obcigzenie-przemieszczenie pionowe we wczesnych
etapach historii obcigzenia sg bardzo zblizone we wszystkich przeprowadzonych
analizach 1 do$wiadczeniu. W poczatkowych etapach obciazenia zaleznos¢ ta
jest liniowa. Natomiast w chwili zarysowania betonu wystepuje nieznaczny skok
obrazujacy nagly utrate sztywnosci. Wigksze rdznice sg dostrzegalne w fazie
uplastycznienia stali zbrojeniowej i na koncowych etapach obciazenia
opisujacych poczatek zmiazdzenia betonu i jego zniszczenie w strefie $ciskane;.

Na Rys.5.2 1 5.3 widoczne jest zrdznicowanie uzyskanych warto$ci
przemieszczen pionowych dla poszczegélnych modeli betonu, szczegodlnie dla
zakresu obcigzenia powyzej 27 kN, dla ktorego beton w strefie §ciskanej na
odcinku oddzialywania stalego momentu ulega zarysowaniu. Pomimo, ze
koncowe obcigzenie nie jest graniczne, to analizy [1a], [1b], [1c] sa przerwane
zpowodu braku zbiezno$ci. Przedstawione na Rys. 5.3 wyniki numeryczne
otrzymane dla r6znych modeli sprezysto-plastycznych ze wzmocnieniem przy
sciskaniu i zbrojenia dyskretnego [2a], [2b] i [2c] charakteryzuje dluga $ciezka
obciazenia. Z kolei na Rys.5.4 w modelu [3a] wystepuje przedwczesne
zniszczenie belki BP-la w wyniku zmiazdzenia betonu w strefie $ciskanej,
natomiast model [2¢] generuje kompletny wykres obcigzenie-przemieszczenie
pionowe. W analizie [3a] no$nos¢ modelowej belki jest duzo mniejsza niz belki
doswiadczalnej, chociaz zalezno$¢ obcigzenie-przemieszczenie pionowe az do
chwili utraty zbiezno$ci wykazuje bardzo dobra zgodnos¢. Uzyskanie znacznie
zmniejszonej granicznej krzywizny jest zwigzane z zalozeniem zbyt malych
mozliwosci odksztatcania si¢ betonu wysokiej wytrzymatosci przy Sciskaniu.
Mozna oczekiwac, ze w elementach zbrojonych beton o wysokiej wytrzymatosci
bedzie zachowywal si¢ inaczej niz w probkach ze wzgledu na zbrojenie i efekt
skali. Najlepsze wyniki dla belki BP-la uzyskano dla modelu [2b] betonu
sprezysto-plastycznego ze wzmocnieniem i ostabieniem bez wytrzymatosci
resztkowej Desai-Krishnana i modelu [2c] betonu sprezysto-plastycznego
z ostabieniem bez wytrzymalosci resztkowej Stolarskiego, natomiast
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w przypadku belki BP-1b dla modelu [4a] stali zbrojeniowej sprezysto-idealnie
plastycznego. Dla modelu [2¢] i [4a] uzyskano wyniki zblizone do warto$ci
oczekiwanych.

[1b] model betonu sprezysto-plastyczny
z wytrzymatoscig resztkowa 85%,

Hongnerstad

[1a] model betonu sprezysto-idealnie plastyczny

[1c] model betonu sprezysto-plastyczny
z wytrzymatoscig resztkowa 90%

F [kN]
>~ =
1 1

egip= 10°

0 T T T T 1
0 40 80 120 160 200

u, [mm]

Rys. 5.2. Poréwnanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia
w zaleznosci od zalozonego modelu betonu przy $ciskaniu.

[2b] model betonu Desai-Krishnana
prezyst ny ze ieni

P
32 - bez wytrzymatodci resztkowej
28
[2a] model betonu Desai-Krishnana
24 sprezysto-plas ze ieni
Kamiiska [2¢] uproszezony model betonu
20 4 Stolarskiego sprezysto-plastyczny
bez wytrzymatosci resztkowej
Z
= 16
£
124
8
44 4
Cotif — 10
0 T T T T T 1
0 40 80 120 160 200 240

u, [mm]

Rys. 5.3. Poréwnanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia
w zaleznosci od zalozonego modelu betonu przy $ciskaniu.
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F [kN]

Rys. 5.4. Porownanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia
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bez wytrzymatoci resztkowej bez wytrzymatosei resztkowej

T T T 1
0 40 80 120 160 200 240

o, [mm]

w zaleznosci od zalozonego modelu betonu przy $ciskaniu.

F [kN]

Rys. 5.5. Porownanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1b od obcigzenia
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24|
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[4b] model stali zbrojeniowej

sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem, ¢ 0,5

stif >

[4a] model stali zbrojeniowej

sprezysto-idealnie plastyczny, ¢ ;.= 0,5

Kaminska

[4c] model stali zbrojeniowej
sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem, ¢, = 0,1

T T 1
0 40 80 120 160 200

w zaleznos$ci od zalozonego modelu stali zbrojeniowej.

Otrzymane trajektorie zalezno$ci obcigzenia-przemieszczenia pionowe we
wszystkich wykonanych analizach numerycznych wykazuja dobra zgodnos¢
z wynikami do$wiadczalnymi dla calej historii obciazenia, tak wigc najwyzsze
obciagzenia uzyskane w wyniku analiz mogg by¢ brane pod uwage przy ustalaniu
granicznego obcigzenia belki modelowej 1 eksperymentalnej. Zaobserwowano,
ze przyjecie zbyt matych mozliwosci odksztalcania si¢ betonu wysokiej
wytrzymatosci przy S$ciskaniu skutkuje zmniejszeniem granicznych krzywizn.
Prezentowane wyniki potwierdzajg tak wazny aspekt modelowania zachowania
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konstrukcji  zelbetowych, jak dobor odpowiednich modeli opisujacych
wlasciwosci materiatow.

5.4. Wplyw sztywnosSci resztkowej zarysowanych i zmiazdzonych
skonczonych elementéw materialu matrycy betonowej na zaleznos$¢ sila-
przemieszczenie belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia

Celem niniejszej czg$ci pracy jest analiza wpltywu zmiennej resztkowej
sztywnosci zarysowanych i zmiazdzonych skonczonych elementéow materiatu
matrycy betonowej na zachowanie modelowej belki zelbetowej BP-1a z betonu
o wysokiej wytrzymato$ci w procesie statycznego odksztatcania. Uzyskane
wlasne wyniki numeryczne sg zestawione z wynikami doswiadczalnymi [55]
w postaci krzywych obcigzenie-przemieszczenie pionowe w $rodku belki

(F'—u,). Na Rys. 5.6-5.7 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznosci
(F —u,) dla belki BP-1a otrzymanych w wyniku przeprowadzonych analiz

numerycznych i dos§wiadczenia.

324
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Rys. 5.6. Poréwnanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia
w zaleznoSci od resztkowej sztywnos$ci elementéw materialu matrycy betonowe;j.

Przedstawione na Rys. 5.6 obliczenia numeryczne belki prostokatnej BP-1a
zbetonu o wysokiej wytrzymatosci wykonano przy wykorzystaniu quasi
newtonowskiej  przyrostowo-iteracyjnej metody rozwigzywania roéwnan
nieliniowych z ustalaniem spadku adaptacyjnego. Z kolei zilustrowane na
Rys. 5.7 obliczenia belki BP-1a przeprowadzono przy uzyciu metody Crisfielda
ustalania dtugosci tuku.

Rzad wszystkich rozwiagzan odpowiada analizie duzych odksztatcen.
W wyniku uwzglednienia nieliniowych efektéw geometrycznych w belce
zelbetowej otrzymano znacznie lepsza zgodno$¢ wynikéw numerycznych
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z doswiadczalnymi, szczegélnie wyraznie widoczng po uplastycznieniu
zbrojenia. W analizowanym numerycznym modelu przestrzennym belki
zelbetowej BP-la z betonu wysokiej wytrzymatosci statymi parametrami sg

okreSlony — doswiadczalnie modut  sprezystosci  E =35300 MPa  oraz

wytrzymatos¢ na Sciskanie f = 81,2 MPa.

Kaminska

T T T T T T T |
0 40 80 120 160 200

Rys. 5.7. Porownanie przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od obciazenia
w zaleznosci od resztkowej sztywnosci elementéw matrycy betonowej.

Przedstawione na Rys. 5.6 obliczenia numeryczne wykonano przy
zatozeniu modelu sprezysto-idealnie  plastycznego  zachowania  stali
zbrojeniowej, modelu sprezysto-kruchego z ostabieniem betonu przy
rozcigganiu oraz modelu sprezysto-idealnie plastycznego z wytrzymatoscig
resztkowa 85 % dla odksztalcenia granicznego przy Sciskaniu opisanego przez
Hongnerstada (1951). Natomiast zilustrowane na Rys. 5.7 obliczenia belki
BP-la przeprowadzono przy uzyciu modelu sprezysto- plastycznego ze
wzmocnieniem dla stali  zbrojeniowej, modelu  sprezysto-kruchego
z ostabieniem betonu przy rozcigganiu oraz zmodyfikowanego modelu
sprezysto-plastycznego z ostabieniem bez wytrzymatosci resztkowej przy
$ciskaniu Stolarskiego.

Parametrem zmiennym we wszystkich przedstawionych analizach jest
sztywnosc¢ resztkowa w zarysowanym lub zmiazdzonym skonczonym elemencie
z betonu. Stan zarysowania lub zmiazdzenia moze powsta¢ w o$§miu punktach
numerycznego calkowania w trzech kierunkach prostopadltych w kazdym
elemencie skonczonym. W tych przypadkach w elemencie zmiazdzonym Iub
zarysowanym w kierunku prostopadtym do plaszczyzny powstania rysy jest

wprowadzony parametr sztywno$ci c_. o matej wartosci w celu zachowania

stif
rownowagi numerycznej w elemencie skonczonym.
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5.5. Wplyw wytrzymaloSci resztkowej przy $ciskaniu betonu na zalezno$¢
sila-przemieszczenie belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia

Celem ponizszego rozdzialu pracy jest analiza wplywu zmiennej
resztkowej wytrzymaltosci odpowiadajacej granicznym odksztatlceniom betonu
przy $ciskaniu w jednoosiowym stanie napr¢zenia na zachowanie modelowe;j
belki zelbetowej BP-la z betonu o wysokiej wytrzymatosci w procesie
statycznego odksztatcania. Uzyskane wlasne wyniki numeryczne sg zestawione
z wynikami doswiadczalnymi [55] w postaci krzywych obciazenie-
przemieszczenie pionowe w Srodku belki (F —wu,).

Na Rys. 5.8 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznosci (F — u,) dla

belki BP-la otrzymanych w wyniku eksperymentu i analiz numerycznych
przeprowadzonych przy uzyciu metody Crisfielda ustalania dlugosci tuku.
Wszystkie rozwigzania uzyskano w wyniku analiz duzych odksztatcen.
Dzicki uwzglednieniu nieliniowych efektow geometrycznych otrzymano
znacznie lepsza zgodnos¢ wynikéw numerycznych i eksperymentalnych.
W analizowanych rozwigzaniach przestrzennego modelu belki zelbetowej BP-1a
z betonu wysokiej wytrzymato$ci stalymi parametrami sg okreslony

doswiadczalnie modut sprezystosci  E =35300 MPa, wytrzymato$¢ na

Sciskanie f = 81,2 MPa oraz sztywno$¢ resztkowa c, ;= 107,

i
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Rys. 5.8. Zestawienie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od
obciazenia uzyskanych r6znymi metodami numerycznymi.

Wszystkie wyniki numeryczne przedstawione na Rys. 5.8 w postaci
krzywych obcigzenie-przemieszczenie uzyskano dla zatozonego sprezysto-
idealnie plastycznego modelu stali zbrojeniowej oraz sprezysto-kruchego
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modelu betonu z ostabieniem przy rozcigganiu. Natomiast przy S$ciskaniu
zatozono sprgzysto-plastyczny model betonu Desai-Krishnana ze zmienng
wytrzymalosécig resztkowa rowng 10 %, 70 % 1 85 % oraz sprezysto-idealnie
plastyczny model betonu Druckera-Pragera. Dla modelu z najwigksza
wytrzymatoscig resztkowg uzyskano wyniki zblizone do wartosci oczekiwanych.

5.6. Wplyw zmiazdzenia betonu na zaleznos$¢ sila-przemieszczenie belki
wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia

Celem niniejszego rozdzialu pracy jest analiza wplywu zmiazdzenia betonu
na zachowanie modelowej belki zelbetowej BP-la z betonu o wysokiej
wytrzymatosci w procesie statycznego odksztatcania. Uzyskane wlasne wyniki
numeryczne zostaly zestawione z wynikami do§wiadczalnymi Kaminskiej [55]
w postaci krzywych obcigzenie-przemieszczenie pionowe w $rodku belki

(F —u,).
Na Rys. 5.9-5.10 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznosci
(F —u,) dla belki BP-la otrzymanych w wyniku eksperymentu i analiz

numerycznych przeprowadzonych przy uzyciu metody Crisfielda ustalania
dlugoséci tuku. Wszystkie rozwigzania uzyskano w wyniku analiz duzych
odksztalcen.

324 bez miazdzenia betonu
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Rys. 5.9. Zestawienie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od
obciazenia uzyskanych r6znymi metodami numerycznymi.

W analizowanych rozwigzaniach przestrzennego modelu belki zelbetowej
BP-la z betonu wysokiej wytrzymatosci stalymi parametrami sg okreslony

doswiadczalnie modut sprezystoSci £ =35300 MPa oraz wytrzymato$¢ na

Sciskanie f = 81,2 MPa.
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Wszystkie wyniki numeryczne przedstawione na Rys. 5.9 w postaci
krzywych obcigzenie-przemieszczenie uzyskano dla zatozonego spre¢zysto-
plastycznego modelu stali zbrojeniowej ze wzmocnieniem oraz sprezysto-
kruchego modelu betonu z oslabieniem przy rozcigganiu. Natomiast przy
$ciskaniu zalozono zmodyfikowany spr¢zysto-plastyczny model betonu
Stolarskiego z wytrzymatoscia resztkowa rowna 80 % 1 sztywno$¢ resztkowa
w zarysowanym lub zmiazdzonym skonczonym elemencie z betonu réwna

32+ bez miazdzenia betonu
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Rys. 5.10. Zestawienie zaleznoSci przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od
obciazenia uzyskanych r6znymi metodami numerycznymi.

Wyniki numeryczne zilustrowane na Rys.5.10 w postaci krzywych
obcigzenie-przemieszczenie uzyskano dla identycznych modeli materiatowych

P . , . . , . 2
oraz mniejszej sztywnosci resztkowej elementu betonowego rownej ¢, =107

Dzicki uwzglednieniu miazdzenia i nieliniowych efektow geometrycznych przy
uzyciu metody Crisfielda ustalania dhugosci tuku otrzymano znacznie lepsza
zgodnos¢ wynikéw numerycznych i eksperymentalnych.

W przypadku wlaczenia zdolnosci betonu do miazdzenia w obliczeniach
numerycznych belki prostokatnej BP-la z betonu o wysokiej wytrzymato$ci
wykonanych metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym
obserwowano zbyt wczesne zniszczenie belki. Natomiast w przypadku
nieuwzglgdnienia miazdzenia w powyzszych analizach otrzymano bardzo dobre
wyniki numeryczne. Zjawisko miazdzenia pominigto w zwigzku z postulatem
postawionym przez Mindessa, Younga [75] i Shaha [93], Ze zniszczenie betonu
w stanie czystego jednoosiowego Sciskania jest w rzeczywistosci niemozliwe,
gdyz w kierunku prostopadlym do naprezenia Sciskajacego wystapi wywolane
wtérnie odksztatcenie rozciggajace, a poniewaz beton ma stosunkowo niska
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wytrzymato$¢ na rozcigganie to wiasnie zarysowanie ostatecznie zadecyduje
o zniszczeniu betonu. Podobnie zachowuje si¢ $ciskany beton o wysokiej
wytrzymaloéci bez mozliwosci zmiazdzenia w numerycznych analizach belek
zelbetowych  wykonanych metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem
adaptacyjnym. W  powyzszych analizach w elementach betonowych
zlokalizowanych w poblizu miejsca przytozenia obcigzenia powstaty rysy od
$ciskania w kierunku y prostopadtym do gléwnych naprezen rozciggajacych.
Bardzo prawdopodobna jest hipoteza, ze proces zniszczenia w skrajnych
$ciskanych wtoknach betonu zalezy od wzrostu odksztalcen poprzecznych
zwigzanych ze wspotczynnikiem Poissona v [20]. Jednakze charakter

mechanizmu zmiazdzenia nie zostat dotychczas §cisle opisany.

5.7. Wplyw parametru Scinania przy rozciaganiu f; na zaleznos¢ sita-
przemieszczenie belki wzmocnionej o niskim stopniu zbrojenia

Celem niniejszej czg$ci pracy jest analiza wptywu zmienno$ci parametru
Scinania (3, dla rozwarcia rys w modelowej belce zelbetowej BP-la z betonu
o wysokiej  wytrzymatosci w  procesie  statycznego  odksztatcania.
W modelowaniu numerycznym rozmytych rys, konieczne jest zastosowanie
opisu uwzgledniajacego zachowanie betonu po ich powstaniu. W zarysowanym
betonie zalozono jego wzmocnienia przy $cinaniu poprzez wprowadzenie

parametrow $cinania dla rozwarcia (3, 1 zamknigcia rys 3 dobranych
z przedziatu wartos$ci <O, 1>. Dolna warto$¢ opisuje gladka powierzchni¢ rysy

iinformuje o utracie zdolnosci do przenoszenia S$cinania, natomiast gorna
warto$¢ reprezentuje nierowng powierzchnie rysy i jej zdolno$¢ do przenoszenia
$cinania. Uzyskane wlasne wyniki numeryczne zestawiono z wynikami
doswiadczalnymi [55] w postaci krzywych obcigzenie-przemieszczenie pionowe

w Srodku belki (F' —u,). Wstepnie przeprowadzone analizy obejmowaly rézne

warianty warto$ci parametru nos$nosci na $cinanie (3, .

W pracach Bangasha [8], Hemmaty i in. [48, 49], Kachlakeva i in. [54],
Waszczyszyna [111] i Wolanskiego [118] wartos¢ parametru no$nosci na
Scinanie dla rozwarcia rys 3, przyjmowano z przedziatu od 0,05 do 0,25.

Na Rys. 5.11 zilustrowano poréwnanie nieliniowych zaleznosci (F' —u,)

dla belki BP-la otrzymanych w wyniku przeprowadzonych analiz
numerycznych i doswiadczenia. Obliczenia numeryczne belki prostokatnej
BP-1a z betonu o wysokiej wytrzymatosci wykonano przy wykorzystaniu quasi
newtonowskiej przyrostowo-iteracyjnej metody rozwigzywania roéwnan
nieliniowych z ustalaniem spadku adaptacyjnego.
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Wszystkie rozwigzania uzyskano w wyniku analiz duzych odksztatcen.
Dzicki uwzglednieniu nieliniowych efektow geometrycznych otrzymano
znacznie lepsza zgodnos¢ wynikow numerycznych i eksperymentalnych.
W analizowanych rozwigzaniach przestrzennego modelu belki zelbetowej BP-1a
z betonu wysokiej wytrzymato$ci stalymi parametrami sg okreslony

doswiadczalnie modut sprezystosci B =35300 MPa 1 wytrzymalos¢ na
Sciskanie f = 81,2 MPa, parametr $cinania dla zamknigcia si¢ rys 3 = 0,99
oraz sztywno$¢ resztkowa Coip = 10%.  Wszystkie wyniki numeryczne

przedstawione na Rys. 5.11 w postaci krzywych obcigzenie-przemieszczenie
uzyskano dla zalozonego sprezysto-idealnie plastycznego modelu stali
zbrojeniowej oraz sprezysto-kruchego modelu betonu z oslabieniem przy
rozcigganiu. Natomiast przy S$ciskaniu zatozono zmodyfikowany sprezysto-
plastyczny model betonu Stolarskiego bez wytrzymatosci resztkowe;.
Parametrem zmiennym we wszystkich przedstawionych analizach jest parametr

Scinania dla rozwarcia rys 3,. Dla parametru $cinania 3, = 0,5 uzyskano wyniki

zblizone do wartosci oczekiwanych.
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Rys. 5.11. Zestawienie zaleznosci przemieszczenia pionowego w srodku belki BP-1a od
obciazenia uzyskanych r6znymi metodami numerycznymi.

124



6. ROZWIAZANIE BELKI WZMOCNIONEJ O NISKIM STOPNIU
ZBROJENIA WEDLUG PROPONOWANEJ METODYKI USTALANIA
PARAMETROW MODELU KONSTYTUTYWNEGO BETONU

6.1. Metodyka doboru parametréw modelu betonu

Celem niniejszej czeSci pracy jest analiza zachowania modelowej belki
zelbetowej z betonu o wysokiej wytrzymatosci w procesie statycznego
odksztatcania. W numerycznym modelu przestrzennej belki zelbetowej z betonu
wysokiej  wytrzymalosci  zastosowano wymiary elementu jak dla
wolnopodpartej belki prostokatnej BP-1a badanej i opisanej przez Kaminska
w pracy [55]. Wyniki obliczen numerycznych otrzymane przy uzyciu metod
Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym 1 ustalania dlugosci tuku
Crisfielda poréwnano z wynikami do§wiadczalnymi [55].

Mather [72] wykazal, ze teoretycznie powinno by¢ mozliwe wyrazenie
kryteriow zniszczenia betonu we wszystkich mozliwych kombinacjach naprezen
przez jeden parametr tzn. wytrzymatos¢ betonu na S$ciskanie w stanie
jednoosiowym. Jednak takie uniwersalne rozwigzanie nie zostalo dotad
znalezione. W celu oszacowania wytrzymatosci betonu na S$ciskanie
w istniejacych konstrukcjach najczesciej wykonuje si¢ badania rdzeni
betonowych. Ogélnie, gdy znana jest warto$¢ wytrzymatosci betonu na $ciskanie
to mozliwe jest ustalenie kompletu danych materialowych niezbednych do
przeprowadzenia obliczen w nieliniowym modelu numerycznym.

W trzech przedstawionych propozycjach rozwigzania numerycznego belki
BP-1a wszystkie parametry modelu betonu wysokiej wytrzymatosci ustalono na
podstawie jednego parametru — okre$lonej do$wiadczalnie wytrzymatosci na
$ciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia. Natomiast wszystkie parametry
stali zbrojeniowe] przyjeto na podstawie wartoSci podanych w normie
projektowania dostosowanych do wymogow bezpieczenstwa konstrukcji [86].

W pierwsze] wersji rozwigzania numerycznego model betonu opisuje
trojparametrowa powierzchnia graniczna interpretowana jako trojosiowa
powierzchnia zniszczenia betonu wysokiej wytrzymatosci przy $ciskaniu
irozcigganiu zgodna z teoriag Willama-Warnke oraz wilasna propozycja prawa
ewolucji tej powierzchni w funkcji odksztatcenia.

Wiasciwosci  materiatow  konstrukcyjnych  belki BP-la  okreslaja
nastepujace parametry modeli konstytutywnych:

BETON WYSOKIE] WYTRZYMALOSCI

e wytrzymalo$¢ na Sciskanie w jednoosiowym stanie naprezenia ustalona
doswiadczalnie przez Kaminska [55] f = 81,2 MPa,

e modul sprezystosci obliczony zgodnie ze wzorem Carasquillo oraz
normg ACI 363 [3] E = 3,32/f +6,9, E =36817 MPa,
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e wytrzymalo$¢ na rozciagganie w jednoosiowym stanie napre¢zenia
obliczona zgodnie ze wzorem Carasquillo oraz normg ACI 363 [3]

f = 0,54/f , f=4.87 MPa,
e wspdtezynnik Poissona v = 0,15 [77],
e gestos¢ betonu p = 2600 kg/m’,
e graniczne odksztalcenia w fazie wzmocnienia sprezysto-plastycznego
€,,= 6 %o,
e graniczne odksztalcenia w fazie ostabienia ¢ = 12 %o,
e parametr no$nosci na $cinanie dla rozwarcia rys 3,=0,5, zalozony na
podstawie wlasnych analiz numerycznych,
e parametr nos$nosci na Scinanie dla zamknigcia si¢ rys 3 = 0,99,
STAL ZBROJENIOWA
e modul sprezystosci dla pretow ¢ 6 ze stali A-II, ¢ 10 ze stali A-III
E =200 GPa,
e granica plastyczno$ci dla pretow ¢ 10 ze stali A-III ]; =410 MPa, dla
¢ 6 ze stali A-I1 fy =355 MPa,
* wspolczynnik Poissona v = 0,3,
e gestos¢ stali p = 7800 kg/m’,
STAL PLYT PODPOROWYCH I PRZEKAZUJACYCH OBCIAZENIE
e modut sprezystosci E =210 GPa,

e wspotezynnik Poissona v = 0,3,
e gestos¢ stali p = 7800 kg/m’.

W drugiej wersji rozwigzania numerycznego model betonu opisuje
pigcioparametrowa powierzchnia graniczna betonu wysokiej wytrzymatosci przy
$ciskaniu i rozcigganiu zgodna z teorig Willama-Warnke oraz wlasna propozycja
prawa ewolucji tej powierzchni w funkcji odksztatcenia. Wtasciwosci
materialow konstrukcyjnych belki BP-la okre§laja oprocz wszystkich
przedstawionych powyzej parametrow modeli konstytutywnych dodatkowe
parametry opisujace powierzchni¢ graniczng betonu wysokiej wytrzymatosci
obliczone na podstawie wzorow przedstawionych w pracy Willama i Warnke
[116]:

DODATKOWE PARAMETRY DLA BETONU WYSOKIEJ
WYTRZYMALOSCI

e wytrzymalo$¢ w stanie dwuosiowego Sciskania f, = 1,2f,
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[,= 97,4 MPa,
o wytrzymato§¢ w stanie dwuosiowego S$ciskania natozona dodatkowo
w stanie naprezenia hydrostatycznego o), f = 1,45f , f,=117,7 MPa,
e wytrzymalo$¢ w stanie jednoosiowego $ciskania natozona dodatkowo
w stanie naprezenia hydrostatycznego o), f, = 1,725f ,
f,= 140,1 MPa,
e stan napre¢zenia hydrostatycznego opisujacy sredni rozktad naprezen
normalnycho, = 1,73f, o, = 140,5 MPa,
e mnoznik sztywnoSci strefy rozcigganej w fazie zarysowania T = 1.

Natomiast modele materialowe w  wersji trzeciej rozwigzania
numerycznego s identyczne z przedstawionga powyzej pierwsza propozycja
rozwigzania numerycznego. Przy czym w pierwszych dwoch wariantach
rozwigzania zastosowano metode ustalania dtugosci tuku Crisfielda. Natomiast
w trzeciej propozycji rozwigzania wykorzystano metode Newtona-Raphsona ze
spadkiem adaptacyjnym.

Wszystkie obliczenia numeryczne wykonano dla sprezysto-idealnie
plastycznego modelu stali zbrojeniowej oraz sprezysto-kruchego modelu betonu
z ostabieniem przy rozcigganiu. Natomiast przy S$ciskaniu zalozono wtasna
propozycje sprezysto-plastycznego modelu betonu z wytrzymatoscia resztkowa
rowng 80 % 1 sztywnos$¢ resztkowa w zarysowanym lub zmiazdZzonym

skoficzonym elemencie materiatu matrycy betonowej réwng c . =0,5. Dzigki

uwzglednieniu zmiazdzenia betonu i nieliniowych efektoéw geometrycznych
zaré6wno przy uzyciu metody Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym,
jak 1 metody Crisfielda ustalania dlugos$ci tuku otrzymano znacznie lepsza
zgodno$¢ wynikow numerycznych i eksperymentalnych.

6.2. Analiza stanu zarysowania

Na Rys. 6.1 prezentowane sg mapy rys rozmytych dla réoznych poziomow
obcigzenia otrzymane dla trzech propozycji rozwigzania numerycznego
modelowej belki BP-1la. W pierwszym i trzecim rozwigzaniu numerycznym
powierzchnia graniczna betonu wysokiej wytrzymatosci przy $ciskaniu
irozcigganiu jest opisana za pomocg trzech parametréw materialowych. Za$
w drugim rozwigzaniu powierzchni¢ graniczng betonu charakteryzuje pigc
parametrow. W obydwu rozwiagzaniach metoda Crisfielda pierwsze rysy
powstaja na odcinku oddziatywania stalego momentu dla obcigzenia rysujacego

F =149kN, a wigc prawie w tej samej chwili co w przypadku

zarejestrowanej doswiadczalnie wartoSci obcigzenia rysujagcego roéwnej
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F_=15kN. Roznica pomigdzy obcigzeniem rysujacym obliczonym
i doswiadczalnym wynosi ok. 0,7 %. Natomiast w rozwigzaniu numerycznym
metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym pierwsza rysa powstaje
rowniez na odcinku czystego zginania dla obcigzenia F = 15,2 kN, co stanowi

ok. 2 % roznicy w poréwnaniu z rozwigzaniami numerycznymi metoda dtugosci
huku.

W pierwszych dwdch rozwigzaniach numerycznych rysy prostopadle od
zginania propaguja si¢ w obszarze dzialania stalego momentu do obciazenia
rownego 20 kN. W miar¢ jego dalszego przyrostu obszar zarysowany zwicksza
si¢ poziomo ku podporze. W trzecim rozwigzaniu procesy zarysowania
przebiegaja szybciej do chwili uplastycznienia zbrojenia. We wszystkich
prezentowanych rozwigzaniach obserwuje si¢ znaczny wzrost zarysowania belki
dla obcigzenia 25 kN po uplastycznieniu stali zbrojeniowej. Wyraznie widoczne
sa rysy wywolane S$ciskaniem w strefie przylozonego obcigzenia i rysy od
zmiazdzenia w strefie czystego zginania. W obydwu rozwigzaniach metoda
Crisfielda otrzymano identyczne obrazy rys rozmytych az do obcigzenia 25 kN.
W koncowych etapach obcigzenia poczawszy od 27 kN az do chwili zniszczenia
we wszystkich przypadkach zaobserwowano spotegowanie proceséw degradacji
w strefie czystego zginania polegajace na pojawieniu si¢ nowych rys
w plaszczyznach  prostopadtych  dotychczas niezarysowanych, ktéorym
roOwnocze$nie towarzyszy w przyblizeniu staly obszar rys w strefie
przypodporowej.

W rozwigzaniach numerycznych stan graniczny no$no$ci zarejestrowano
kolejno dla warto$ci obcigzen F =31,3kN, F =29,7kN i F =318kN

i zinterpretowano jako stan osiggany dla takiej wartosci obciazenia, dla ktorej
jest obserwowany gwattowny przyrost przemieszczenia przy matych przyrostach
obcigzenia w wyniku ktoérego rozwigzania numeryczne nie sa zbiezne. Chociaz
w doswiadczeniu Kaminskiej [55] nie zaobserwowano zniszczenia belki, to
wyznaczona z warunku odksztalcen warto$¢ obcigzenia maksymalnego

F =30kN jest zblizona do wartoSci obcigzen niszczacych otrzymanych w

trzech rozwigzaniach numerycznych.
Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25kN
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Rys. 6.1. Mapy rys rozmytych dla ré6znych poziomoéw obciazenia.

Na Rys. 6.2 porownano obraz rzeczywistego zarysowania catej belki BP-1a

z obrazami numerycznymi rys rozmytych dla lewej potowy belki przy tym
samym poziomie obcigzenia F =23 kN. Wszystkie otrzymane wyniki
sa jakosciowo zgodne, co do

numeryczne obszardw zarysowanych
doswiadczalnymi.

usytuowania, kierunku ikoncentracji z wynikami
W przypadku rozwigzania numerycznego metoda Newtona-Raphsona ze
spadkiem adaptacyjnym zaobserwowano nieznacznie wigksze obszary rys

rozmytych. -
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Rys. 6.2. Eksperymentalny i numeryczne obrazy zarysowania belki BP-1a dla sily F =23 kN.

Na Rys. 6.3 przedstawiono porOwnanie map rys rozmytych w trzech
ptaszczyznach prostopadtych belki BP-la z rozktadami naprezen normalnych
i stycznych przy tym samym poziomie obcigzenia F' =23 kN.
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Trojparametrowa i pigcioparametrowa powierzchnia graniczna
(metoda dlugosci tuku Crisfielda [A-L])
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rzes =T Cisses e e e —
-31.833 -z0.967 -10.102 764012 11.63 -4.158 -L.997 FE9ssg 2.02F 5482
naprezenie normalne o, naprezenie styczne oy,
B EX EE ot gEn ———cee —
naprezenie normalne o, naprezenie styczne Oy,

ENTH T ST 1054 6.458
-6.158 2558 15z 656

.28

Trojparametrowa powierzchnia graniczna
(metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym [N-R ad])

zarysowanie sumaryczne zarysowanie w plaszczyznie yz

ot SN e nRRmAn|
1B 38 4RI S SRAEAETE R ﬁm

S SR RNEAASNSEEL LA ENREESARRRRSEAEREEISHAD
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zarysowanie w plaszczyznie xy zarysowanie w plaszczyznie xz
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naprezenie normalne oy naprezenie styczne Oy,

L] e
—
35374 25057 STICT Taszs 574z T T R YT
-30.1%1 =15 _324 -5 858 _B08457 10_ 878 -4.F2 -1.964 L7047 2,269 E.02E
naprezenie normalne o, naprezenie styczne o,
] L]
- S s I
naprezenie normalne o, naprezenie styczne Oy,
oL =)
-7.851 -EHEE - 405711 ENE Bodd - —

ET ERIL] 1308 478 .151

Rys. 6.3. Zestawienie map rys rozmytych w trzech plaszczyznach prostopadlych belki BP-1a
i rozkladéw naprezen normalnych i stycznych dla sity F =23 kN.

Numeryczne obrazy rys rozmytych uzyskane w rozwigzaniach metoda
dlugosci tuku Crisfielda najlepiej odzwierciedlaja pod wzgledem iloS§ciowym
rzeczywiste obszary zarysowania. Natomiast obrazy rys otrzymane
w rozwigzaniu metoda Newtona-Raphsona charakteryzuja si¢ lepszym
usytuowaniem i koncentracjg. Doskonalsze obrazy rys w rozwigzaniach metoda
Crisfielda mozna uzyska¢ poprzez redukcj¢ minimalnego kroku przyrostu
obcigzenia, co réwnocze$nie wiaze si¢ ze znacznie wydluzonym czasem
trwania obliczen numerycznych. Niewatpliwie w tak przeprowadzonych
obliczeniach nie zostang pomini¢te niektore fazy pracy zginanych belek
zelbetowych, poprawiona bedzie lokalizacja rys pierwotnych i powstang
mniejsze obszary rys rozmytych w poszczeg6lnych etapach obciazenia.

6.3. Analiza stanu odksztalcenia i naprezenia

Do obserwacji zmian odksztalcenia betonu w zalezno$ci od obcigzenia
przyjeto punkt na goérnej krawedzi w przekroju srodkowym belki BP-1a,
natomiast do rejestracji zmian odksztatcenia stali w zaleznosci od obcigzenia
przyjeto punkt w miejscu usytuowania preta podtuznego w strefie rozcigganej
w przekroju srodkowym belki, zgodnie z Rys. 4.2.

Na Rys. 6.4 przedstawiony jest rozwoj odksztatcen skrajnych wiokien
strefy $ciskanej betonu, a na Rys. 6.5 prezentowane sg zalezno$ci odksztatcenia
preta podtuznego strefy rozcigganej w funkcji obcigzenia F w $rodku modelu
numerycznego i eksperymentalnej belki BP-1a. Wszystkie wykresy obcigzenie-

132



odksztatcenie dla betonu i stali zbrojeniowej w $rodku belki charakteryzujg sie
zgodnym przebiegiem z krzywymi eksperymentalnymi. Pomigdzy wynikami
numerycznymi otrzymanymi metodg Crisfielda a wynikami do$wiadczalnymi
odksztatcalnosci materialow konstrukcyjnych zaobserwowano nieznaczne
roéznice w obszarze naprezen niesprezystych. W chwili uplastycznienia zbrojenia
rozcigganego wyraznie widoczne jest zalamanie wykresow. Na trzech
wykresach otrzymanych w wyniku obliczen numerycznych metoda Crisfielda
widoczny jest charakterystyczny nieznaczny spadek obcigzenia w chwili
powstania pierwszych rys. Szczegdélowe wyniki pierwszego rozwigzania metoda
dlugosci tuku Crisfielda (MES 1) dla parametrow powierzchni granicznej betonu
wyznaczonych doswiadczalnie przez Kaminska [55] zaprezentowano
w rozdziale 4.3.3.

W przypadku krzywych do$wiadczalnych, oznaczonych na Rys. 6.4-6.5
kolorem czarnym, przedstawiono gal¢zie odciazenia elementu zarejestrowane po
wyczerpaniu mozliwosci technicznych stanowiska badawczego.

MES II - 3-parametrowa PG
324 propozycja wlasna
MES I - 3-parametrowa PG
28 -  parametry do$wiadczalne

MES III - 5-parametrowa PG
propozycja wlasna

F [kN]
?

0 t T T T
0 -1 2 3 4

&, [%o]

Rys. 6.4. Porownanie rozwoju odksztalcen w Srodku belki skrajnych wlokien
strefy Sciskanej betonu.

MES II - 3-parametrowa PG
propozycja wlasna

MES III - a PG
propozycja wlasna

Kaminska

F [kN]
?

& [%o]

Rys. 6.5. Poréwnanie rozwoju odksztalcen preta podluznego strefy rozciagane;j
w Srodku belki.
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Na Rys. 6.6-6.11 zaprezentowano zmienno$¢ stref niesprezystego
zachowania betonu w zaleznosci od poziomu obcigzenia zewnetrznego.

W kolejnosci przedstawiono rozktady naprgzen normalnych o ,0 ,0 oraz
T y z

naprezen stycznych 0,0,.:0,, Z uwagi na symetri¢ elementu dla lewej potowy

yz?
analizowanej belki BP-1a ilustrujagce zmiany jej stanu wytezenia przy
kolejnych poziomach obcigzenia zewngtrznego F. Otrzymane wartosci
napregzen normalnych i stycznych przedstawione na rysunkach w postaci legendy
sa wyrazone w MPa. Na wszystkich rysunkach wyeksponowano roznice
wystepujace w rozkladach naprezen na koncowych etapach obciazenia
w obydwu rozwigzaniach numerycznych metoda Crisfielda wynikajace z liczby
parametrow opisujacych powierzchnie graniczng betonu.

Na Rys. 6.6 przedstawiono rozklady naprgzen normalnych o dla lewe;j

potowy belki. Ponizej obcigzenia F' = 14,9 kN obserwuje si¢ rozktad napr¢zen
charakterystyczny dla zakresu sprezystej pracy belki. Z kolei na poziomie
powyzszego obcigzenia powstaly pierwsze procesy plastyczne w betonie
i wzdluz zbrojenia gléwnego waski obszar betonu zarysowanego na odcinku
oddzialywania stalego momentu. W pozostalej czesci belki beton pracuje
w zakresie sprezystym zarOwno na §ciskanie jak i rozcigganie.

Dalszy proces obcigzenia powoduje, iz beton w strefie czystego zginania
ulega gwaltownym procesom zarysowania, co wywoluje chwilowy spadek sity
do wartosci F =13,3 kN. Obszary naprezen odpowiadajace obszarom rys
rozmytych sg regularne. Jednocze$nie wraz ze wzrostem obcigzenia mozna
obserwowac zblizanie si¢ osi obojetnej do skrajnych widkien $ciskanych. Przy
poziomie obcigzenia F =21 kN obszar uplastycznienia betonu rozciaganego
jest mniejszy. Charakterystyczny dla rozktadu jest falisty przebieg osi obojetnej
i stopniowo malejace obszary uplastycznienia betonu rozcigganego. Z kolei dla
obcigzenia F' =25 kN w fazie uplastycznienia zbrojenia obserwuje si¢ rozwoj
proceséw miazdzenia w strefie uplastycznienia betonu $ciskanego. Dla warto$ci

obcigzenia F, =31,3 kN w przypadku trojparametrowej powierzchni granicznej

nastgpito przekroczenie poziomu nosnosci belki i1 konstrukcja ulega lokalnemu
zniszczeniu poprzez zmiazdzenie betonu w strefie Sciskanej przekroju.
Natomiast w przypadku pigcioparametrowej powierzchni — granicznej
przekroczenie poziomu nosnosci belki i lokalne zmiazdzenie betonu nastgpito
nieco wczesniej, bo dla poziomu obcigzenia F, =29,7kN. W momencie
zniszczenia 0§ obojetna w obydwu rozwigzaniach zajmuje potozenie bardzo
bliskie krawedzi $ciskanej. Rysy przecinaja tu niemal caly przekroj. Szczeg6lnie
gwaltowny rozwoj procesoOw miazdzenia betonu $ciskanego jest widoczny
w rozwigzaniu otrzymanym dla przypadku pigcioparametrowej powierzchni
graniczne;j.
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Tréjparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25kN
LI A
— ry—
— —
“1i63 ERT g T s 45626 EmT] ETHITY E¥ITS ERTT)
10,725 -6.555 -z.05 R 607 NI -&4.915 11 L0 I 15500
F=13,3 kN F=27kN
L LY
-16.191 -11.448 -6.704 -1.36 z.784 -55.9%% STNT) -it.180 -5 11619
-13.819 -3.078 -4.332 -411728 5.158 -47 46 30841 -12.677 2287 0,111
F=21kN F=313kN
2 L]
-31. 553 -zz.243 -1z.934 -3.62z4 5686 -86.819 -61.028 -35.233 -5, 441 16,352
-z6.898 -17.589 -8.279 1081 10.34 -78.922 -48.13 -zz.337 3458 z9.z49

Piecioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=25kN F=27kN
— i}
L O =
= —
- —
-45.059 il -7 78 Se1sT 9,451 -6l.643 -43.183 -24.722 -6. 261 lz.z
-34.25 i1 -52.413 -32.952 -15.451 z.97 z1.43
F =29,7 kN
—
-
-7E. 448 -5Z.541 -253.637 -6.732 18.172
-63.934 -41.08% -1l8.18¢% 4.72 27.628

Rys. 6.6. Rozklad naprezen normalnych o, dla réznych pozioméw obciazenia.

Na Rys. 6.7 1 6.8 przedstawiono rozklady napr¢zen normalnych o, io dla
potowy elementu. Na Rys. 6.7 zaobserwowano rozwoj obszaréw normalnych
naprgzen $ciskajacych o, nad podpora i w strefie przylozonego obcigzenia,
anaprezen rozciggajagcych o w Srodku belki w zakresie obcigzenia od

F =149 kN az do F =25 kN. Uplastycznienie stali zbrojeniowej w obydwu
rozwigzaniach wywotuje wigksze naprezenia w skrajnych widknach $ciskanych
wosi belki. W koficowych etapach obcigzenia po uplastycznieniu stali
zbrojeniowej zaobserwowano dalszy wzrost warto$ci naprezen Sciskajacych
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o, w obszarach nad podpora, w strefie przylozonego obciazenia oraz
w $ciskanej czesci belki na dlugosci odcinka czystego zginania. Z kolei
w obydwu rozwigzaniach numerycznych naprezenia $ciskajace o rozwijaja sie
w skrajnych wtoknach betonu S$ciskanego pomigdzy sitami skupionymi
w koncowych etapach obcigzenia.

Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dlugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25kN
[ [
— — |
-11.181 -3.171 -5.1F -E.15 LEENS -lE.E2% -8.ELE -3, 0% -.1940g
-4 676 -6 B65 -3.655 - G44667 ES117 B UR313 -6.215 -2l 1.312
F=13,3 kN F=27kN
— | -
-LL.09E R -.99 -L.ax e -14.694 EN] -4. 966 -.L0alls 4768
-9.57 -6.517 -3 46% R LEEES £o648 RENITa T NI i
F=21kN F=31,3kN
[ [0
-10 . E09 7. 896 2952 E70225 1642
) -t 953 ENT ) e ) a66L0E 4191 - 1484 - s e 45l
Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])
F=25kN F=27kN
= —
—— ] .
-11.94% ErTY -3.78 204618 2350 -13.932 -9.415 -4.838 -.33073 4. 136
-9.908 -5.828 =1.72% . B.g2l -11.873 -7.158 Z.633 1.878
F=29,7kN
[
—
——
=15 G626 -10.514 -5.201 - EF2OL 4. 554
-12.07% -7.95¢8 -3.83 L.893 T.416

Rys. 6.7. Rozklad napr¢zen normalnych o, dla réznych pozioméw obcigzenia.
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25kN

I
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Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=25KkN F=27kN

-10.06 534 BNTITE 4.031 4.619 -1
- RN 1m 6.450 u.am - £

F =29,7kN

-13.832 -11.0¢ -Z.188 6664 15,518
-15.466 -6.614 Z2.z38 11.09

T o408 1
H

15.942

Rys. 6.8. Rozklad naprezen normalnych 6, dla r6znych pozioméw obciazenia.

Rozktady naprezen stycznych 0,0,50,. dla % belki BP-1a, w zaleznosci

od poziomu obcigzenia zewngtrznego F dla rozwiazan numerycznych metoda
Crisfielda przedstawiono na Rys. 6.9-6.11. Rozw0j naprezen stycznych w trzech
ptaszczyznach prostopadtych jest zgodny z obszarem rys rozmytych.

Rozciagajace naprezenia normalne o i S$ciskajace naprgzenia styczne
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o,, Wyznaczajg ukosny kierunek naprezen gtownych i decydujg o powstaniu
w plaszczyznie prostopadtej rys uko$nych w strefach przypodporowych. Z kolei
rozciggajace naprezenia styczne g, i o przyczyniaja si¢ do rozwoju

zarysowania betonu w strefie oddzialywania stalego momentu na odcinku
czystego zginania i w poziomie zbrojenia gtéwnego na dhugoscei belki.

Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25KkN

-1.556 - 300651 954 .
-t.1i% - A6 L3ETHES 1582 .63

| e S—— |
-1.6: 11318 1.06% L =571 -L.90% - 036101 L.td 5.695
-3 -1l LAT495E 1750 .17 -4.3% -l 1.395 &.268
F=21kN F=31,3 kN

H

10,208
5.4

-3.50% T - 467971 1552 7578 N EXT L.t 56l
-3.49% -1.473 5a197% .56 4.558 PR Fi313] 2,565 5056 1t.547

Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L])
F=25kN F=27kN

-5.48% -1.916 - 478558 7 4.579 -5.997 ENT
2177 1675 R .36 5.6 -2.538 -1.609

F =29,7 kN

- L4570z IR 5.5
Lt

-6.525 -£.915 638639 @205 7.915
BN - .5 6.1 LR

Rys. 6.9. Rozklad naprezen stycznych o,y dla réznych pozioméw obcigzenia.
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=14,9 kN F=25kN

5
[

-1.183 7 2 2a771 4
BT 39775 128582 662917 1192

F=13,3 kN F =27 kN

NI i) 5,631

w I
=!

-L.1i# BT -.13E018 2AE05T KTTEn T

- ApdL -.396057 138018 E50095 1.1 562 8413 LE04517 ENTE)

F=21KkN F=31kN

-1.345
-3.944 1.254
Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=25kN F=27kN

10087

-5.831 -
-1.95

1575 Il 6.92%
-3.703 B1tiits 4,409 9.066

Rys. 6.10. Rozklad naprezen stycznych oy, dla réznych pozioméw obcigzenia.
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])
F=25kN F=27kN

-3.435 SNTY - 4G 1165 BT - 654 -2.319 - 991365 . 6.9
LAl -L.165 Boazed L34t 3.495 -6 -t.95 Ju56LT 4918 [T

ETTT] -£.131 ERETTY 2264 7961
ERY BRI 914973 5.61E JURS

Rys. 6.11. Rozklad naprezen stycznych o, dla réznych pozioméw obciazenia.

Na Rys. 6.12 przedstawiono usytuowanie przekrojow, w ktorych
zobrazowano rozktady naprezen normalnych o w materiale matrycy betonowej

i stali zbrojeniowej. Z uwagi na symetri¢ konstrukcji prezentowane wyniki
dotycza lewej potowy analizowanej belki BP-1a.

140



b b
a a

= e
Rys. 6.12. Schemat usytuowania przekrojéw obserwacji stanu naprezenia.

W  pierwsze] grupie rysunkdéw przedstawiono rozklady naprezen
normalnych o w materiale matrycy betonowej na dtugosci elementu.

Na Rys. 6.13 zilustrowano rozktady naprezen normalnych o, w przekroju
a-a. Natomiast na Rys. 6.14 przedstawiono zmienno$¢ naprezen o, w przekroju
c-c.

Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dtugosci tuku Crisfielda [A-L])

F=133kN

. [MPa]

2 T T T T T T T T T 1
0,00 0,05 0,10 0115 020 025 030 035 040 045 0,50

x/L

Piecioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])

5

o, [MPa]

0,00 005 0,110 0115 020 025 030 035 040 045 0,50
x/L
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym
[N-R ad])

F=31,8kN

F=152kN

s, [MPa]

0,00 0,05 0,10 015 020 025 030 035 040 045 050
x/L

Rys. 6.13. Rozklad naprezen normalnych o, w materiale matrycy betonowej w przekroju a-a
dla réznych pozioméw obciazenia.

Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda dlugosci tuku Crisfielda [A-L])
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Pigcioparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])
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Tréjparametrowa powierzchnia graniczna
(metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym [N-R ad])

270 4
.60,
F=318kN
-50 4

40

304

o, [MPa]

| F=25kN
F=27kN
209 F=23kN
F=18kN

F=152kN

04—

T T T T T T T T T T T 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 045 0,50 0,55 0,60
x/L

Rys. 6.14. Rozklad naprezen normalnych o, w materiale matrycy betonowej w przekroju c-c
dla réznych pozioméw obciazenia.

Nastepna grupa ilustracji dotyczy graficznego zobrazowania zmienno$ci
naprezenia w zbrojeniu glownym w przekroju b-b w zalezno$ci od obcigzenia
zewnetrznego F' . Na Rys. 6.15 przedstawiono rozktady naprezen normalnych
o, w precie podtuznym.

Tréjparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna
(metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym [N-R ad])

x/L
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450 -

Rys. 6.15. Rozklad naprezen normalnych o; w zbrojeniu gléwnym w przekroju b-b dla
réznych poziomoéw obciazenia.

Z uwagi na fakt, ze rozklady napr¢zefi normalnych o ~w zbrojeniu

glownym w przekroju b-b otrzymane w obydwu rozwigzaniach metoda dlugosci
luku Crisfielda byly do siebie bardzo zblizone, na Rys. 6.15 zaprezentowano
zmienno$¢ naprezen w precie podtuznym dla pierwszego wariantu rozwigzania
numerycznego.

W podsumowaniu przedstawionych wynikow mozna stwierdzi¢, ze
najbardziej prawdopodobny obraz rzeczywistej pracy zelbetowych elementow
zginanych, jako$ciowo zgodny z obrazem proceséOw zachodzacych podczas
pracy belki zelbetowej przedstawionym m.in. w pracy Szechinskiego [106],
uzyskano metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym, co jest $cisle
zwigzane z lepszym zlokalizowaniem i skoncentrowaniem rozmytych obszaréw
zarysowanych w tym rozwigzaniu. Zatozenie bardzo matego, statego przyrostu
obcigzenia w fazie nieliniowego zachowania elementu decyduje o zawezeniu
obszaru zarysowanego. Najbardziej istotny w uzyskanych wynikach
numerycznych (N-R ad) jest fakt, ze rozktady naprezen w betonie i zbrojeniu
glownym nie sa regularne i charakteryzujg si¢ skokowymi zmianami
w miejscach powstania rys. W okolicach rys naprezenia wzrastaja, a pomiedzy
rysami malejg. Zgodnie ze zmianami naprezen zmienia si¢ rdwniez polozenie osi
obojetnej w przekroju wzdtuz osi belki, co z kolei powoduje gwattowne zmiany
w rozkltadzie sztywnos$ci na dlugosci elementu w miejscach powstania rys.
Stwierdzenia te mogg by¢ podstawa do tworzenia teoretycznych opisow
deformac;ji belek zelbetowych.
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6.4. Analiza nos$nosci i stanu przemieszczenia

Obserwowany mna Rys.6.16 przebieg zmian zalezno$ci obcigzenie-
przemieszczenie punktu centralnego na dolnej krawedzi belki (F —u,) ma

charakter niemonotoniczny wynikajacy z zatozonego modelu zachowania betonu
opisujacego ostabienie materialu w procesie deformacji i z zastosowania metod
numerycznych pozwalajacych na uzyskanie kompletnej $ciezki rozwigzania
wykazujacej lokalne spadki sztywno$ci i1 globalne ostabienie konstrukciji.
Badania belek zelbetowych wykonanych z betonu o wysokiej wytrzymatosci
przeprowadzone w ostatnich latach m.in. przez Rashida i Mansura [88]
dowodza, ze skutki peknie¢ belki w strefie rozciaganej nie s3 kompensowane
przez sprezyste wlasciwosci stali 1 plastyczno$¢ betonu w strefie $ciskane;.
W zwiazku z powyzszym powstaja efekty oslabienia, ktore sa obserwowane na
krzywej zalezno$ci ugigcia od obcigzenia w postaci gwattownych spadkow
obcigzenia.

W obszarze naprezen sprezystych i po zarysowaniu nieco wigksza
sztywnoscig charakteryzuje si¢ belka modelowa, gdyz w modelu materialowym
matrycy betonowej pominieto istnienie mikrorys, jak rowniez réznice pomiedzy
warto$cia modutu betonu przy rozciagganiu i $ciskaniu. Faza uplastycznienia
pretow zbrojeniowych opisana jest na wykresie obcigzenie-przemieszczenie
przez nagte zmniejszenie sztywnos$ci belki. W rozwigzaniach numerycznych stan
graniczny no$nosci zarejestrowano odpowiednio dla wartosci obcigzen

F =313kN, F =29,7kN i F =31,8kN. Chociaz w do$wiadczeniu
Kaminskiej [55] nie zaobserwowano zniszczenia belki, gdyz uniemozliwily je
zbyt duze ugigcia belki osiggajace 200 mm w potowie elementu wyczerpujace
mozliwosci techniczne stanowiska badawczego, to wyznaczona z warunku
odksztalcen warto$¢ obcigzenia maksymalnego F=30kN jest zgodna

z wartoSciami  obcigzenia  niszczacego  otrzymanymi we  wszystkich
rozwigzaniach numerycznych. Graniczne ugigcia w srodku belki o rozpigtosci
w $wietle podpor 3 m zarejestrowane w rozwigzaniach numerycznych sa
odpowiednio réwne 189,6 mm, 189,6 mm i1 199,9 mm. Natomiast warto$¢
ugigcia zarejestrowana w doswiadczeniu jest rowna 180,9 mm.

Wyniki numeryczne uzyskane dla belek zelbetowych sa zgodne z wynikami
otrzymanymi dla belek doswiadczalnych. Uzyskane wyniki numeryczne poparte
wynikami eksperymentalnymi potwierdzaja fakt, ze krucho$¢ betonow
0 wysokiej wytrzymalosci w belkach zginanych jest mocno ograniczona przez
bardzo dobra wspoéiprace betonu i zbrojenia. Wyrazna korelacja wynikow
doswiadczalnych i numerycznych zalezy od odpowiedniego zadania doktadnych
liniowych 1 nieliniowych wlasciwos$ci materiatowych.

Poréwnanie zalezno$ci przemieszczen pionowych punktow w przekroju

srodkowym na gornej u, i dolnej krawedzi belki u, w zaleznosci od obcigzenia
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F wskazuje na znang wspotzalezno$¢, ze przemieszczenia pionowe na gornej
krawedzi belki sg w przyblizeniu rowne przemieszczeniom pionowym na dolnej
krawedzi elementu.

F [kN]

324

28

244

20

MES I - 3-parametrowa PG
parametry doswiadczalne

MES II - 3-parametrowa PG
propozycja wiasna, metoda A-L

ES III - 5-parametrowa PG
propozycja whasna, metoda A-L|

MES 1V - 3-parametrowa PG
propozycja wiasna, metoda N-R ad

Kaminska

T T T T 1
40 80 120 160 200

u, [mm]

Rys. 6.16. Zestawienie zalezno$ci przemieszczenia pionowego w Srodku belki BP-1a od
obciazenia uzyskanych réznymi metodami numerycznymi.

Na Rys. 6.17 przedstawiono rozklady przemieszczen pionowych u, dolnej

krawedzi belki dla réznych poziomdéw obcigzenia elementu. W obydwu
rozwigzaniach numerycznych metoda dtugosci tuku Crisfielda uzyskano bardzo

zblizone wartoSci przemieszczen pionowych wu, . Dlatego tez na Rys. 6.17

zaprezentowano zmienno$¢ przemieszczen dolnej krawedzi belki tylko dla
pierwszego wariantu rozwigzania numerycznego.

Trojparametrowa powierzchnia graniczna (metoda diugosci tuku Crisfielda [A-L])
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Trojparametrowa powierzchnia graniczna
(metoda Newtona-Raphsona ze spadkiem adaptacyjnym [N-R ad])

x/L
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5: 50 -
75
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Rys. 6.17. Rozklady przemieszczen pionowych dolnej krawedzi belki.

Poréwnano réwniez rozktady przemieszczen pionowych gornej i dolnej
krawedzi belki w potowie jej dlugosci dla poziomu obcigzenia zewnetrznego
F odpowiadajgcego statycznej nosnosci belki w rozwigzaniu numerycznym.
W wyniku  wykonanych  analiz  stwierdzono  prawie  réwnomierne
przemieszczenia gornych i dolnych krawedzi elementu.

W podsumowaniu mozna stwierdzi¢, ze zastosowanie metody przyrostowo-
iteracyjnej ditugosci tuku Crisfielda daje mozliwo$¢ uzyskania kompletne;
$ciezki obciazenie-ugiecie z zarowno lokalnym, jak i globalnym ostabieniem
konstrukcji. Ponadto algorytm charakteryzuje duza efektywno$¢, a zmienny krok
przyrostu obciagzenia i prawidlowo dobrane parametry dtugosci tuku gwarantuja
znaczne skrocenie czasu obliczen numerycznych, a przy tym uzyskanie bardzo
doktadnego rozwigzania. Przydatno$¢ stosowania metody dlugosci tuku
zweryfikowano na przestrzennym modelu belki zelbetowej przy uwzglednieniu
ostabienia odksztatceniowego betonu przy Sciskaniu i rozcigganiu. Metoda ta
moze by¢ szczegoélnie atrakcyjna dla projektantow w sytuacjach, gdy wymagane
jest doktadne ustalenie ugigcia elementu dla zadanego obciazenia. Z drugiej
strony lepsze wyniki numeryczne w zakresie lokalizacji i koncentracji rys

otrzymujemy przy zastosowaniu metody Newtona-Raphsona ze spadkiem
adaptacyjnym.
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7. WNIOSKI Z DOSWIADCZEN NUMERYCZNYCH
7.1. Whnioski dotyczace analizy zachowania belek zelbetowych

Obliczenia numeryczne wykonano dla sprezysto-idealnie plastycznego
modelu stali zbrojeniowej oraz spregzysto-kruchego modelu betonu
z ostabieniem przy rozcigganiu. Natomiast przy $ciskaniu wykorzystano
autorska propozycje sprezysto-plastycznego modelu betonu
z wytrzymato$cig resztkowa.

W analizach belek Zelbetowych zarejestrowane do§wiadczalnie poczatkowe
zarysowanie betonu, uplastycznienie stali i no§no$¢ graniczng poréwnano
z wlasnymi  wynikami obliczen numerycznych. Uzyskane wyniki
numeryczne s3 bardzo wrazliwe na warto$ci modutu sprezystosci betonu
i granicy plastycznosci stali zbrojeniowe;.

Zachowanie numerycznych modeli belek zelbetowych opisywane
zaleznos$cia obcigzenie-ugiecie w s$rodku rozpigtosci wskazuje na dobra
zgodno$¢ z wynikami do$wiadczalnymi w calym zakresie obcigzenia.
Lepsza zgodno$¢ wynikdéw uzyskano dla belek o niskim stopniu zbrojenia.
Z eksperymentow numerycznych przeprowadzonych dla belek zelbetowych
wynika zalezno$¢ wytezenia konstrukcji od stopnia zbrojenia i sposobu jego
rozkladu w materiale matrycy betonowej w calym zakresie pracy
konstrukcji.

Modele materialowe opisane zaleznosciami obcigzenie-odksztatcenie
betonu w strefie $ciskanej w $rodku rozpietosci oraz obciagzenie-
odksztalcenie stali zbrojeniowej w $rodku rozpigtosci charakteryzuja si¢
bardzo dobrg zgodnos$cig z wynikami do§wiadczalnymi.

We wszystkich przypadkach réznice pomigdzy obcigzeniami granicznymi
uzyskanymi obliczeniach numerycznych a wynikami do$wiadczalnymi nie
przekraczaja 5%. Mniejszy rozrzut wynikéw jest charakterystyczny dla
belek o niskim stopniu zbrojenia rozwigzywanych metoda dtugosci tuku
Crisfielda.

Numeryczne modele belek charakteryzuja si¢ nieznacznie wigksza
sztywnoscig od belek doswiadczalnych. Wigksza sztywno$¢ numerycznego
modelu belki jest najprawdopodobniej wywotana przez kilka czynnikow,
m.in.: (1) homogeniczno$¢  modelu  konstytutywnego  betonu nie
uwzgledniajacego wszystkich efektow fizycznych zwigzanych z procesami
mikrozarysowania irozwoju dyslokacji w plaszczyznach styku ziaren
kruszywa 1 stwardniatego zaczynu cementowego, (2) zatozenie idealnej
przyczepnos$ci pomiedzy betonem 1 stalg zbrojeniowa w modelu
numerycznym belki w wezlach wspolnych siatki podziatu elementow
materialu matrycy betonowej i stali zbrojeniowej, nie uwzglednienie efektu
klockujacego w pretach stalowych, przyczepnosci w styku, poslizgu
zbrojenia.
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W przedstawionych zestawieniach rzeczywistych obrazéw zarysowania
belek zelbetowych z numerycznymi obrazami rys rozmytych przy tych
samych poziomach obcigzenia obserwowana jest bardzo dobra zgodno$é
wynikéw. Schematy zarysowania uzyskane w rozwigzaniu numerycznym
jako$ciowo dobrze odpowiadajag opisom mechanizmu zniszczenia
w belkach doswiadczalnych.

Model rysy rozmytej jest odpowiednim modelem numerycznym dla
obrazowania mechanizmu zniszczenia zginanych belek zelbetowych
w strefach zarysowania i miazdzenia. Ponadto jest szczegolnie atrakcyjny
dla projektantow w sytuacji, gdy wymagane jest doktadne ustalenie ugigcia
elementu konstrukcyjnego dla zadanego obcigzenia.

7.2. Whnioski dotyczgce modelowania belek zelbetowych

W modelowaniu belek zelbetowych powinny by¢ stosowane uproszczenia
zapewniajgce efektywno$¢ uzyskania rozwigzania: (1) wykorzystanie
symetrii elementow konstrukcyjnych, (2) lokalizowanie elementow
skonczonych stali zbrojeniowej zgodnie z siatka podziatu elementow
skonczonych materiatu matrycy betonowe;j.

Modelowanie ptyt stalowych w miejscach podparcia i przytozenia obcigzen
skupionych odzwierciedla warunki rzeczywiste 1 jest podstawowym
czynnikiem zapewniajagcym zgodnosci wynikéw numerycznych z wynikami
doswiadczalnymi.

Modele numeryczne elementow zelbetowych uwzgledniajace fizyczne
nieliniowo$ci materialdw s3 podatne na numeryczne niestabilnosci
rozwigzania. W kazdym elemencie skonczonym moze powsta¢ stan
zarysowania lub zmiazdzenia w o$miu punktach numerycznego catkowania
na trzech kierunkach prostopadlych. W tych przypadkach w elemencie
zmiazdzonym lub zarysowanym w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny

powstania rysy jest wprowadzony parametr sztywnosci ¢, . o0 malej

stif
warto§ci w celu zachowania réwnowagi numerycznej w elemencie
skonczonym.

Rzad rozwigzania odpowiada analizie duzych odksztalcen. W wyniku
uwzglednienia nieliniowych efektow geometrycznych w  belkach
zelbetowych otrzymano lepsza zgodno$¢ wynikow numerycznych
z doswiadczalnymi, wyraznie dostrzegalng w fazie po uplastycznieniu stali
zbrojeniowe;j.

W poczatkowym etapie modelowania nalezy ustali¢ sposéb podzialu na
elementy skonczone i zbada¢ zbiezno$¢ rozwigzania. W analizach
nieliniowego zachowania numerycznych modeli konstrukcji zelbetowych
zbyt drobna siatka moze powodowa¢ numeryczne niestabilnosci. Z drugiej
jednak strony przyjecie zbyt duzej siatki moze skutkowaé uzyskaniem
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niedoktadnych wynikéw. W betonie, w chwili powstania rysy lub grupy rys
ich dtugo$¢ w wielu przypadkach jest wigksza od maksymalnego wymiaru
kruszywa, na co zwrécono uwage w pracy Shaha i in. [93]. W zwiazku
zZpowyzszym, wymiary elementu skonczonego materialu matrycy
betonowej powinny by¢ co najmniej dwa, trzy razy wicksze od
maksymalnego wymiaru ziarna kruszywa w celu uzyskania poprawnego
i realnego modelu zarysowania rozmytego. Fakt ten zostal potwierdzony
w pracach Barzegara i in. [10, 11], Isenberga [52] oraz Shaha i in. [93].
W belce eksperymentalnej z betonu zwyktego Buckhouse [18] maksymalny
wymiar ziarna kruszywa wynosit 24 mm, a wymiary elementu skonczonego
materialu matrycy betonowej w numerycznym modelu belki przyjeto jako
rowne 38 mm x 32 mm X 30 mm. Z kolei w belkach eksperymentalnych
z betonu o wysokiej wytrzymatosci Kaminskiej [55] maksymalny wymiar
kruszywa wynosit 8 mm, natomiast wymiary skonczonych elementéw
z betonu przyjeto rowne 20 mm x 25 mm x 25 mm.

6. W analizie nieliniowego zachowania belek zelbetowych nalezy przyjaé
parametr wzmacniajacy zarysowany element betonowy po zarysowaniu.
Dla rys zamknigtych warto§¢ przyjetego parametru powinna by¢
nieznacznie mniejsza lub réwna 1, a dla rys otwartych wg Barzegara i in.
[10, 11], Isenberga [52], Kachlakeva i in. [54] powinna by¢ dobrana
z przedziatu od 0,05 do 0,25. W wyniku wielu analiz numerycznych
zastosowano wigksza wartos¢ rowng 0,5, dla ktorej uzyskano wyniki
zbiezne z wynikami do$wiadczalnymi.

7. W obliczeniach do rozwigzywania zagadnien niesprgzystych wykorzystano
rozne metody numeryczne. Trudno$ci w otrzymaniu rozwigzania zbieznego
obserwowano przy sterowaniu obcigzeniem i zalozeniu zbyt duzych
przyrostow  obciazenia. Pozytywnie zweryfikowano przydatnos¢
zastosowania metody dlugosci tluku w analizach przestrzennych modeli
belek zelbetowych przy uwzglednieniu ostabienia odksztatlceniowego
konstrukcji przy S$ciskaniu izesztywnienia przy rozcigganiu. Uzyskano
kompletne $ciezki obcigzenie-przemieszczenie wykazujace potwierdzone
doswiadczalnie lokalne ostabienie konstrukcji zelbetowej. Otrzymany
ciggliwy opis zniszczenia belek Zelbetowych jest charakterystyczny przy
stopniu zbrojenia nie przekraczajacym 1,5 %. Kruchy charakter zniszczenia
obserwowany jest dla belek zelbetowych z betonéw o wysokiej
wytrzymatosci o wysokim stopniu zbrojenia [88].

8. W analizie nieliniowego zachowania modelu konstrukcji zelbetowej
tolerancje w kryterium zbieznosci powinny by¢ okreslane z nalezyta uwaga.
Wartosci tolerancji w kryterium obcigzenia i przemieszczenia powinny by¢
zwigkszane w zaleznosci od zakresu fazy niesprezystego odksztatcenia
w celu uzyskania zbieznos$ci rozwigzania.
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W analizie nieliniowego zachowania belki zelbetowej, obcigzenie catkowite
przytozone w modelu powinno by¢ podzielone na okreslong liczb¢ matych
przyrostow obcigzenia, szczegdlnie w najbardziej krytycznych fazach pracy
belki zelbetowej, np. takich jak powstawanie zarysowania betonu,
pojawienie si¢ uplastycznienia stali zbrojeniowej, osigganie granicznej
nosnosci belki zelbetowej. Zastosowanie odpowiedniej, zmiennej wartosci
przyrostu obciazenia w poszczegbdlnych fazach pracy belki zapewnia
zbiezno$§¢ rozwigzania 1 umozliwia skrocenie czasu obliczen
numerycznych.
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8. ZAKONCZENIE

W pracy dokonano oceny efektywnosci metody elementow skonczonych
w analizach nieliniowego zachowania belek zelbetowych modelowanych jako
przestrzenne elementy konstrukcyjne bez wprowadzania uproszczen
wynikajacych z zatozen technicznej teorii konstrukcji belkowych.

Podstawowym celem pracy bylo modelowanie proceséw statycznego
odksztatcania prostokatnych belek zelbetowych z uwzglednieniem nieliniowosci
fizycznych betonu i stali zbrojeniowej oraz nieliniowos$ci geometrycznych.
Uzyskanie rozwigzan wymagalo przeprowadzenia rozwazan w zakresie
modelowania niesprezystych ~ wlasciwosci  materialdbw 1 modelowania
odksztalcania przestrzennego ustroju belek zelbetowych.

Metoda analizy wytezenia uktadu konstrukcyjnego zostala opracowana
z wykorzystaniem zasad metody elementéow skonczonych. Zaproponowano
sposob uwzglednienia wspolpracy pretdéw zbrojenia i matrycy betonowej.
W elementach zastosowano model rysy rozmytej i rownoczes$nie uwzgledniono
zarysowanie betonu oraz modelowanie zbrojenia w sposob dyskretny.
Rozwigzanie statycznych uktadéw réwnan podstawowych metody elementéw
skoniczonych przeprowadzono na podstawie quasi-newtonowskich metod
numerycznych. Metody te byly juz stosowane w numerycznych analizach
konstrukcji  zelbetowych, lecz nie zostaly efektywnie zweryfikowane
i ugruntowane dla przestrzennych modeli elementéw zelbetowych, w ktorych
dominujacym efektem wplywajacym na zniszczenie jest efekt zmiazdzenia
betonu przy $ciskaniu oraz zesztywnienia przy rozcigganiu. Przydatnos¢
stosowania metody dtugos$ci tuku Crisfielda zweryfikowano na przestrzennych
modelach belek zelbetowych o zréznicowanym stopniu zbrojenia przy
uwzglednieniu  ostabienia  odksztalceniowego betonu przy $ciskaniu
irozcigganiu. Zastosowanie metody dlugosci tuku umozliwia ponadto
wygenerowanie kompletnej zalezno$ci obcigzenie-przemieszczenie elementu
zelbetowego, w pelnym zakresie do fazy zniszczenia wlacznie.

Praca =zawiera szczegdblowe wyniki rozwigzan numerycznych. Na
przyktadach belek zelbetowych z betonu zwyklego i z betonu o wysokiej
wytrzymaloéci obcigzonych statycznie przedstawiono poréwnania wynikow
teoretycznych z wynikami do$wiadczalnymi. Porownania uzyskanych wynikow
wskazujg na poprawno$¢ przyjetych zatozen odnos$nie modeli odksztatcania
betonu i stali oraz metody numerycznej do rozwigzywania nieliniowych réwnan
rownowagi. Modelowe belki zelbetowe doktadnie odzwierciedlajg nieliniowa
odpowiedz zginanych elementdow w catym zakresie obcigzenia az do ich
zniszczenia.

W  pracy przeprowadzono dyskusje probleméw numerycznego
modelowania zachowania konstrukcji zelbetowych z uwzglednieniem ostabienia
materiatowego. Udowodniono, ze znajomos¢ warto$ci wytrzymatosci betonu na
$ciskanie wystarcza do ustalenia kompletu danych materialowych niezbgdnych
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do przeprowadzenia obliczen w nieliniowym modelu numerycznym i podano
propozycje takiego rozwigzania dla belki zelbetowej o niskim stopniu zbrojenia
zbetonu o wysokiej wytrzymatosci. Korelacja wynikow doswiadczalnych
inumerycznych wyraznie zalezy od odpowiedniego zadania doktadnych
liniowych 1 nieliniowych wlasciwos$ci materiatowych.

Przyjecie do rozwazan spregzysto-plastycznego modelu odksztatcenia
betonu z uwzglednieniem oslabienia materiatowego 1 wspotpracy betonu
z pretami zbrojenia oraz doktadny opis oddziatywania podpdér umozliwia
precyzyjne modelowanie zachowania belek zelbetowych w procesie
przyrostowego obcigzenia. Bardzo dobra zgodnos¢ wynikéw uzyskanych
rozwigzan z wynikami badan doswiadczalnych $wiadczy o poprawnosci
zbudowanego modelu obliczeniowego. Tego typu symulacje przyczyniajg si¢ do
redukcji kosztow zwigzanych z przeprowadzeniem badan doswiadczalnych
poprzez efektywniejsze planowanie eksperymentdw i mozliwo$¢ ograniczenia
liczby elementéw konstrukcyjnych. Umozliwiajg analize¢ ztozonych zagadnien
zachowania konstrukcji zelbetowych w calym zakresie odksztalcenia od zakresu
liniowo-sprezystego, przez fazy niesprezystego odksztalcenia w obszarach
naprezen rozciagajacych powodujacych stany poczatkowego i zaawansowanego
zarysowania, a w obszarach napr¢zen $ciskajacych powodujacych zmiazdzenie
betonu, prowadzace do zniszczenia elementow konstrukcyjnych.

Uzyskane wyniki i wnioski z przeprowadzonych analiz mogg by¢ podstawa
do dalszych badan teoretycznych szczegolnie w zakresie modelowania procesow
niszczenia matrycy betonowej w elementach zelbetowych.
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SUMMARY

MODELLING OF STATIC BEHAVIOUR OF INELASTIC
REINFORCED HIGH-STRENGTH CONCRETE BEAMS

In recent years, progressing knowledge and capabilities of computer
software and hardware has increased possibilities of using nonlinear analyses of
reinforced concrete structures with regard to different the elastic-plastic
materials properties: concrete and reinforcement steel, real reinforcement
configuration, the joint-action of both materials and the simulation of the
mechanism of failure structural members. Specific properties of high-strength
concrete are inducing to the need of realizing not only experimental tests but
also theoretical analyses from the range of the constitutive models of the
materials properties, in the peculiarity modelling of behaviour of reinforced
high-strength concrete members as well as mechanisms effort and failure
analyses of the reinforced high-strength concrete structures.

Reinforced high-strength concrete beams treated as the material
composing concrete strengthened with the discrete model of steel bars at the
concrete matrix material are an object of the thesis.

The basic purpose of the paper is the modelling mechanism of failure
reinforced concrete beams under static load, static deformation processes of the
reinforced high-strength concrete beams with regard to the physical
nonlinearities of the structural materials (i.e. concrete and reinforcement steel).

The outline of the thesis is including dissertations concerning modelling
inelastic properties of materials, modelling of deformation processes of the
spatial structural members — reinforced high-strength concrete beams, and
preparing the numerical solutions.

Analysis of the high rate deformation processes requires taking into
consideration the static material properties. The criterion Willam and Warnke
was applied for failure of concrete. Simplified own proposal uniaxial stress-
strain relationship for normal and high-strength concrete was applied in the
numerical solutions. In compression, the range of linear-elastic for concrete was
enabled the determination of the reinforcement ratio of the structure and the
strength of concrete. Above linear-elastic region the stress increases linearly up
to the maximum compressive strength. After it reaches the maximum
compressive strength, the curve linearly descends into a softening region to 80 %
of the maximum compressive strength at an ultimate strain. Strain at the ultimate
compressive strength equals 6 %o, and ultimate strain equals 12 %o. In tension,
the stress-strain curve for concrete is approximately linearly elastic up to the
maximum tensile strength. After this point, the concrete cracks and the strength
decreases because of brittle cracking. The effect of the stiffening was taken into
consideration through establishing the linear descent the maximum tensile
strength to zero. The steel for the finite element models was assumed in most
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cases to be an elastic-perfectly plastic material and identical in tension and
compression.

The method of the structure system effort analysis was developed using
the finite element method. The hypothesis of reinforcement steel bars and the
concrete matrix material joint-action was proposed. The arc-length method is
used in combination with Newton-Raphson method to trace the complete
response in load-deformation space. The Crisfield method has been successfully
applied for the analysis of reinforced concrete beams. The method can be
effectively applied to the static deformation mechanism analysis of the various
reinforced concrete members under complex stress states.

The paper contains the detailed results of the numerical solutions. The
comparative analysis of the own results with experimental results was presented
for the examples of the reinforced high-strength concrete beams under static
load. The comparison of the obtained results indicates on the correctness of the
assumptions and constitutive models of the high-strength concrete and
reinforcement steel, and also on the effectiveness of the method of solution.
Numerical results of smeared crack patterns are qualitatively agreeable, as for
the localization, the direction and the concentration with experimental results.
The development of strain for extreme concrete fibers of the compression zone
and the development of strain for longitudinal reinforcement have excellent
agreement in the most presented cases. The full nonlinear load-deformation at
midspan response of the model produced compares well with the experimental
response. To sum up Crisfield arc-length solution should be particularly
attractive to designers when they are required to accurately predict the deflection
of a reinforced concrete system, for a given load, in addition to its ultimate
strength. On the other hand better numerical results in the range of the
localization and the concentration cracks are received at applying Newton-
Raphson iterative solution with adaptive descent. The load-deflection
relationships for the flexure beams from the experimental dates and the finite
element analyses are in good agreement up to failure. In all cases differences
between the final loads for the models and the ultimate loads for the
experimental results are less than 5%. The dedicated smeared crack model is an
appropriate numerical model for capturing the flexural modes of failure of
reinforced concrete systems. The good agreement between experimental and
analyzed results are reported for three-dimensional modelling of reinforced
concrete beams for strain softening in compression and the effect of the
stiffening in tension.
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