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Symbole i oznaczenia
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Pozostate, nie ujete w spisie symbole i indeksy dodawane do zestawionych
w liscie oznaczen zostaty opisane w odpowiednich miejscach w pracy.
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1. Wstep

W ostatnich latach wielokrotne, strojone tflumiki masowe WSTM (ang.
multiple tuned mass dampers MTMD) znajduja coraz szersze zastosowanie
w konstrukcjach budowlanych wypierajac rozwiazania oparte na pojedynczych,
strojonych tflumikach masowych STM (ang. tuned mass damper TMD).
W zwiazku z tym, istotne staje sie poszukiwanie optymalnych parametrow
takiego typu ttumikéw. Z praktyki inzynierskiej wiadomo, ze obliczone
czestosci drgan wiasnych ustrojow budowlanych rdznia sie nieznacznie od
rzeczywiscie pomierzonych czestosci na zrealizowanych obiektach. Poza tym,
w wyniku starzenia sie konstrukcji, np. pod wptywem Kkorozji, nastepuje zmiana
czestosci drgan wiasnych obiektu (rozstrojenie konstrukcji). Dlatego tez,
stosowanie WSTM nastrojonych na czestosci bliskie czestosci rezonansowej,
moze przynies¢ lepsze efekty w postaci redukcji drgan, niz pojedynczy STM
nastrojony doktadnie na czestos¢ rezonansowa.

Niestety, w Polsce, a takze na s$wiecie, nie istnieja w petni opracowane
procedury okreslania parametrow tego typu ttumikow, zatem celowe jest
podjecie tego zagadnienia wraz z préba peinego opisu zjawiska. Wynikiem
koncowym beda zalecenia inzynierskie, a takze autorski program komputerowy,
stuzacy ocenie skutecznosci dziatania STM oraz WSTM. Oprocz zagadnien
zwigzanych bezposrednio z optymalizacja parametrow WSTM, opracowano
nowe modele budowy macierzy ttumienia ustroju gtéwnego, bez dotaczonych
WSTM, a takze opracowano nowe elementy tZumikowe, ktére moga by¢
wykorzystane w profesjonalnych programach MES.

Celem pracy jest okreslenie metod wspomagajacych dobér odpowiednich
parametrow WSTM. Okreslenie parametréw ttumikdéw wielokrotnych jest
powiazane scisle z rozpatrywana konstrukcja, dlatego tez, poczatkowa faza
pracy bedzie skupiona na identyfikacji ttumienia drgan konstrukcji gtéwnej jako
ustroju ztozonego z réznych materiatdw.

W pracy zostana okreslone modele stuzace budowie macierzy ttumienia
drgan oraz przeanalizowane modele budowy macierzy tlumienia
proporcjonalnego (oparte na metodach energetycznych, uogdlnionego modelu
Caugeyha). Zaproponowane zostana wiasne procedury obliczeniowe, stuzace
budowie macierzy ttumienia, opartych na budowie macierzy ttumienia
proporcjonalnego oraz nieproporcjonalnego.

Zostana takze przedstawione modele elementdw MES, stuzacych do opisu
STM oraz tlumikdw wiskotycznych i lepkosprezystych oraz model
matematyczny analizy budowli z dotaczonymi ttumikami drgan pod katem ich
skutecznosci dziatania przy réznych rodzajach oddziatywan. Szczegoélny nacisk
zostanie potozony na opracowany model dla konstrukcji z dotaczonymi WSTM
oraz procedury obliczeniowe wykorzystujace funkcje  przenoszenia
(transmitancje);
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P.Wielgos: Ocena skutecznosci dziafania wielokrotnych, strojonych...

Ustalone zostana takze metody obliczeniowe umozliwiajacej efektywne
badanie zachowania konstrukcji pod zmiennymi parametrami ttumikow
wielokrotnych. Wykorzystane zostana standardowe metody optymalizacji, tj.:
metody gradientowe i bezgradientowe, oraz stosunkowo nowe metody
optymalizacji globalnej, tj.: algorytmy genetyczne oraz metoda symulowanego
wyzarzania. Przedstawione zostana odpowiednie przy tego typu zadaniach
(uktady ztozone: konstrukcja wraz z WSTM) tzw. funkcji celu.

Koncowym efektem pracy bedzie przedstawienie stworzonego programu
komputerowego bazujacego na modutach oprogramowania ALGOR, stuzacego
wyznaczaniu optymalnych parametrow WSTM dla réznego typu konstrukcji
(konstrukcje pretowe, ciegnowo—pretowe). Program umozliwia przeprowadzenie
analizy dynamicznej ustrojow z dotaczonymi ttumikami masowymi (catkowanie
rownan ruchu, wyznaczanie gestosci widmowych odpowiedzi ustroju przy
oddziatywaniach dynamicznych).

Na koniec pracy przedstawione zostana przyktady obliczeniowe podatnych
konstrukcji budowlanych z dotaczonymi wielokrotnymi ttumikami masowymi.
Beda to konstrukcje pretowe (belki, kominy) oraz konstrukcje ztozone
(przekrycia, ktadki,).

Whioski i oceny przydatnosci analiz przedstawionych w pracy dla praktyki
inzynierskiej zostaty przedstawione w ostatnim rozdziale pracy

W pracy postawiono szereg tez, z ktérych najwazniejsze to:

e Proponowana, autorska posta¢ macierzy ttumienia proporcjonalnego oraz
nieproporcjonalnego, moze by¢ z powodzeniem uzywana w przypadku
ustrojow ztozonych z réznych podstruktur materiatowych;

e Wyprowadzony autorski model elementu MES, stuzacy do opisu STM
(element STM—-2(3)D) zapobiega analizowaniu postaci macierzy M, K,
C, dla analizowanych ustrojow. Nie jest konieczna kazdorazowa analiza
postaci rownan ruchu, gdyz wyprowadzone modele elementéw STM
moga by¢ traktowane jak standardowe elementy analizy MES;

e Wyprowadzony autorski model elementu MES, stuzacych do opisu
tlumikdéw  wiskotycznych i lepkosprezystych  (TD-SMR-2(3)D)
upraszcza analize dynamiczna ustroju z dotaczonymi ttumikami drgan
omawianego typu;

e Proponowany model matematyczny dla konstrukcji z dotaczonymi
WSTM (autorski model zredukowanego uktadu poprzez metode modalna
z dotaczynymi  WSTM) i jego implementacja numeryczna
z powodzeniem moga by¢ uzywane do okreslania optymalnych
parametrow wielokrotnych strojonych ttumikéw masowych jak réwniez
do oceny odpowiedzi ,,nastrojonej konstrukcji” wyrazonej za pomoca
przemieszczen;

e Zaproponowane postacie funkcji celu, przy zagadnieniach optymalizacji,
prowadza do optymalnego zaprojektowania parametréow WSTM,;
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RozdziaZ 1.Wstep

e Parametry WSTM uzyskane przy pomocy metod optymalizacji globalnej
(metody genetyczne oraz symulowanego wyzarzania) sa porownywalne;

o Wielokrotne strojone ttumiki masowe (WSTM) skuteczniej ttumia
drgania spowodowane réznymi rodzajami obciazen dynamicznych od
pojedynczych strojonych ttumikéw masowych (STM);

e WSTM w przypadku zmian czgstosci drgan wiasnych konstrukcji,
spowodowanych np. zwigkszeniem lub zmniejszeniem masy ustroju,
zmiana sztywnosci ustroju, skuteczniej ttumia drgania w poréwnaniu do
pojedynczego STM,;

e Stworzony program komputerowy DAMP—SYM moze stanowi¢ narzedzie
przydatne w obliczeniach wszelkiego typu konstrukcji z dotaczonymi
WSTM.

Praca powstata dzigki badaniom zrealizowanym w ramach grantu
promotorskiego nr N 506 3122 33 pt. ,,Ocena skutecznosci dziatania
wielokrotnych strojonych ttumikdw masowych” oraz pracy doktorskiej autora
Wielgos (2010).
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2. Dynamika ukladu o jednym stopniu swobody

W rozdziale tym, w zwiezly sposob, podano podstawowe informacje
o dynamice uktadu o jednym stopniu swobody uktadu 1SSU (ang. one—degree—
of-freedom 1DOF). Podano takze podstawowe wielkosci, ktore beda czesto
wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy. Wiekszos¢ wzordw i rozwiazan
zaczerpnigto z prac Den Hartog (1971), Osinski (1980), Chmielewski (1996),
Lewandowski (2006). Ujednolicono oznaczenia podstawowych wielkosci w celu
unikniecia niejednoznacznosci w dalszej czesci rozprawy.

2.1. Sily dzialajace na uklad

A. Sily zewnetrzne

Sity zewngtrzne mozemy podzieli¢ na dwie grupy:

e (Oddziatywania dynamiczne — sa rezultatem oddziatywania sit przyrody,
np. wiatru, trzesien ziemi, lub powstaja w wyniku dziatan cztowieka, np.
ruch pojazdéw, praca maszyn. Cecha charakterystyczna tych sit jest ich
szybka zmiennos¢ w czasie

P{t)=p(1), (2.1)

e (Oddziatywania o charakterze statycznym — nie zmieniajace sie¢ w czasie
lub zmieniajace sig na tyle wolno, ze nie wywotuja sit bezwtadnosci

Pit)=p. (2.2)

Dynamiczne sity wymuszajace mozemy dodatkowo podzieli¢ na sity

deterministyczne i nie deterministyczne (losowe). Przyktadem pierwszych moga

by¢ sity pochodzace od niewywazonych czesci maszyn, za$ drugich sity
pochodzace od oddziatywania wiatru czy ruchu pojazdéw.

B. Sily sprezystego oddzialywania
Pod wptywem obciazen w konstrukcji pojawiaja sie sity wewnetrzne, ktore
w ogolnosci moga mie¢ charakter sprezysty, reologiczny lub wynikajacy
z odksztatcen plastycznych. W przypadku gdy sity maja charakter liniowy
mozemy zapisaé
K(t) =—kq(t), (2.3)

gdzie: k — wspotczynnik sztywnosci, q(t) — przemieszczenie.
C. Sily bezwladnosci

W przypadku zagadnien dynamicznych powstaja sity bezwiadnosci (sity
d’Alemberta) ktére mozemy przedstawi¢ w postaci:

B(t) =-—md(t), (2.4)
gdzie: m — masa, ((t) — przyspieszenie.
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P.Wielgos: Ocena skutecznosci dziafania wielokrotnych, strojonych...

D. Sily ttumienia

Zjawisko ttumienia zachodzi podczas drgan budowli, tj. przy cyklicznie
zmieniajacych sie odksztatceniach i naprezeniach. Ttumieniem nazywamy
zdolno$¢ pochtaniania czgsci pracy sit zewnetrznych, ktéra zmienia sig
w energie cieplna i ulega rozproszeniu. W ustrojach budowlanych sity ttumienia
Sa zazwyczaj duzo mniejsze od innych sit dziatajacych na konstrukcjg. Niestety
opis tych sit jest bardzo ztozony i przy projektowaniu konstrukcji czesto pomija
sie wptyw tych sit.

Najbardziej rozpowszechniona jest koncepcja ttumienia wiskotycznego, ktdra
bedzie wykorzystana takze w tej rozprawie. W mysl tej koncepcji sity ttumienia
sa proporcjonalne do predkosci ¢(t)i maja zwrot przeciwny do zwrotu
predkosci:

T(G(1) =—cq(t), (2.5)

gdzie: ¢ — wspotczynnik ttumienia; ¢(t) — predkos¢.
W praktyce, jak juz wspomniano, procesy ttumienia drgan sa bardzo ztozone
i nie w pelni wyjasnione. Wedtug literatury ttumienie mozemy podzieli¢ na kilka
rodzajow:
e Tlumienie materialowe spowodowane zjawiskami zachodzacymi
w materiale na skutek dziatania sit wymuszajacych (rozproszenie energii
uwarunkowane lokalnymi odksztatceniami plastycznymi mikro objetosci
materiatu, termosprezyste rozproszenie energii, rozproszenie energii
w metalach wywotane dyfuzja itp.);
e Tlumienie konstrukcyjne spowodowane tarciem na styku elementéw
potaczonych na sztywno oraz tarciem w potaczeniach ruchomych, tarcie
w luzach oraz rysach oraz dyssypacja energii w elementach
niekonstrukcyjnych a deformujacymi sie z konstrukcja podczas jej drgan

e Tlumienie zewnetrzne zwiazane =z oporami aerodynamicznymi
konstrukcji lub wynikajace z przekazywania czesci energii drgajacego
uktadu na podtoze gruntowe, ktére ma charakter tarcia suchego oraz
propagacji fal w gruncie. Do tlumienia zewnetrznego mozemy takze
zaliczy¢ tlumienie zwiazane z wszelkiego rodzaju mechanicznymi
tfumikami drgas (MTD).

Matematyczne modele ttumienia zostana opisane w dalszej czgsci rozprawy.

2.2. Rownanie ruchu

Suma sit dziatajacych na uktad wynosi:
B(t)+T(t)+ K(t)+P(t)=0, (2.6)
md(t) +cq(t) + ka(t) = p(t) . 2.7)
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Jest to niejednorodne réwnanie rozniczkowe drugiego rzedu. Musi ono
spetnia¢ dwa warunki poczatkowe dla t, :

Rys. 2.1. Schemat ustroju 1SSU
q(to):qov q(to):qo- (28)

2.3. Drgania swobodne niettumione

W przypadku, gdy p(t)=0, c¢=0 oraz drgania wywotane sa tylko
przemieszeniem lub predkoscia w chwili czasu t,, mamy do czynienia
z drganiami swobodnymi niettumionymi opisanymi réwnaniem:

m¢j(t) + kq(t) =0. (2.9

Rozwiazanie przewidujemy w postaciq(t) = acos(at) +bsin(at) i po
podstawieniu do réwnania (2.9) otrzymujemy:

(—@’m+k)[acos(at) + bsin(at)|=0. (2.10)
Réwnanie charakterystyczne i jego rozwiazanie ma postac:
—o’'m+k=0—-w=+k/m, (2.12)

w ktéorym @ - czestos¢ kofowa drgas wiasnych. State a i b wyznaczamy dla
t,=0, q(t,)=q,, q(t,) =, i wynosza one:
a=(q,/w, b=q,. (2.12)

2.4. Drgania swobodne ttumione

2.4.1. Rozwiazanie ogolne

W przypadku, gdy uwzglednimy sity ttumienia otrzymamy réwnanie:
md(t) +cq(t) +ka(t) =0. (2.13)
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Rozwiazanie przewidujemy w postaci q(t) = C exp(st) i po podstawieniu do
rownania (2.13) otrzymujemy:
(s’m +sc +k)Cexp(st)=0. (2.14)

Rozwiazaniem rownania charakterystycznego (s’m+sc+k) jest para
rozwiazan:

c c )V Kk c c )Y k
sS4 [_] Ko [_] . (2.15)
2m 2m m 2m 2m m

za$ rozwiazaniem ogélnym jest:
q(t) =C,exp(s;t) + C, exp(s,t) , (2.16)

gdzie: Cjoraz C, sa statymi catkowania wyznaczonymi z warunkow
poczatkowych.

2.4.2. Thumienie krytyczne, wspdtczynniki ttumienia

W zaleznosci od znaku wyrazenia pod pierwiastkiem we wzorze (2.15)
rozwiazanie opisuje ruch oscylujacy lub nieoscylujacy. Graniczny przypadek
nalezy rozpatrzy¢, gdy wartos¢ tego wyrazenia bedzie rowna zero. Otrzymany
wspoétczynnik  ttumienia, nazywany jest: tZumieniem krytycznym lub
wspoZczynnikiem tZumienia krytycznego.

2
C
[Zm
Jezeli wprowadzimy oznaczenie z rozwiazania uktadu réwnan ruchu drgan

swobodnych niettumionych na czgstos¢ drgan wilasnych @=+k/m
otrzymamy:

“K o, o —2dkm. (2.17)
m

c, =20m=2k/w (2.18)
W literaturze wystepuja rézne wielkosci opisujace ttumienie. Mozemy
Wyroznic:
e Utamek ttumienia krytycznego zwany tez liczba ttumienia lub stopniem
tlumienia:

y=clc, (2.19)

e Bezwymiarowy wspoétczynnik ttumienia:
E=2y (2.20)

e Wspotczynnik ttumienia drgan:

h = (2.21)

Réwnanie ruchu ukladu czesto jest wyrazane za pomoca czestosci drgan
wiasnych i wspétczynnika y . Otrzymuje sie wtedy réwnanie:
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G(t) + 2p@q(t) + @’q(t) = p(t) / m. (2.22)
Pierwiastki réwnania charakterystycznego (s°m+ sc+ k) beda miaty postaé:

S, =—yw+o\y —1, s,=—yw—wJy —1. (2.23)

2.4.3. Uklad krytycznie ttumiony

Dla uktadu krytycznie ttumionego s, =S, =—yw, rozwiazanie réwnania
(2.16) przyjmie postac:

q(t) = (C, + C,t)exp(—yut) . (2.24)
Schemat przebiegu drgan krytycznie ttumionych przedstawiono na rys. 2.2.

Rys. 2.2. Przebieg ruchu uktadu krytycznie ttumionego

2.4.4. Uklad nadkrytycznie ttumiony

Dla uktadu nadkrytycznie ttumionego pierwiastkis,,s, réwnania
charakterystycznego sa liczbami rzeczywistymi. Rozwiazanie réwnania
przybiera posta¢ (2.16). Po wykorzystaniu warunkow poczatkowych: t, =0,
a(t,) =gy, 4(t,) = g, otrzymujemy:

q(t) = —Mexp(slt) + %exp(szt) . (2.25)

2 1 2 1

Drgania sa nieoscylacyjne. W zaleznosci od warunkéw poczatkowych uktad
dazy asymptotycznie do potozenia réwnowagi, lub przechodzi jednokrotnie
przez to potozenie (por. rys. 2.3).
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Rys. 2.3. Przebieg ruchu uktadu nadkrytycznie ttumionego

2.4.5. Uklad podkrytycznie ttumiony

Jest to najczesciej wystepujacy rodzaj ruchu w ustrojach budowlanych, dla
ktérych utamek ttumienia krytycznego zwykle jest duzo mniejszy od jednosci
(y<<lc<<c, ). Ten rodzaj ruchu bedzie podstawa w dalszych rozwazaniach
zamieszczonych w rozprawie.

Dla uktadu podkrytycznie ttumionego pierwiastki s;,s, rownania
charakterystycznego sa liczbami zespolonymi sprzezonymi. Podstawiajac
zaleznosci (2.18) oraz (2.19) do réwnan (2.15) otrzymujemy:

s, =—yo+io1—y, s, =—yo—ioJ1-y" . (2.26)

Korzystajac ze wzoréw Eulera mozemy zapisac:
q(t) = (A cos(ayt) + A, sin(ayt) )exp(—yat) (2.27)

gdzie: A, A, sa nowymi statymi catkowania za§ @, = w\/1— »* jest czestoscia
drgan wiasnych ttumionych.

Po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych, réwnanie (2.27) mozna
przedstawi¢ w postaci:

q(t) = [q0 cos(w,t) + qOJrMsin(a)dt)]exp(—ya)t) (2.28)
d

lub w nastepujacej postaci:

q(t) = Aexp(—ywt)cos(a,t — @), (2.29)
gdzie:
. 2 .
AZ _ qOZ + (qO + q(;}/a)> , tan((ﬂ) —_ qo + qo}/a) ) (230)
! @,
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Na rys. 2.4 przedstawiono przyktadowy przebieg drgan podkrytycznie
ttumionych. Okres drgan ttumionych wynosi:
2r

. (2.31)
Wy

T, =

Rys. 2.4. Przebieg ruchu uktadu podkrytycznie ttumionego

2.4.6. Dekrement ttumienia drgan, logarytmiczny dekrement ttumienia
drgan
Dekrement ttumienia drgan oraz logarytmiczny dekrement ttumienia drgan sa
najczesciej wystepujacymi w literaturze wielkosciami okreslajacymi ttumienie
ustroju. Pierwszy z nich definiujemy jako (por. rys. 2.4):

s=N (2.32)
A1+l
gdzie: A, =q(t,), A,.. =4q(t,,,) oznaczaja dwie kolejne amplitudy drgan.
Logarytmiczny dekrement ttumienia okresla zalezno$¢:

A=inD (2.33)

Punkty A,, A,., leza na krzywej ograniczajacej Aexp(—pat), wieC mozna
zapisac:

:|nwz = 2y (2.34)
Aexp(—pat, ;) 1— 9
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2.5. Drgania wymuszone harmonicznie

2.5.1. Rozwigzanie ogolne i szczeg6lne
Réwnanie ruchu uktadu w przypadku wymuszenia harmonicznego mozemy
zapisa¢ w formie:
ma(t) + cq(t) + ka(t) = P, cos(At) 4 P, sin(At). (2.35)
Rozwiazanie sktada sie: z rozwiazania ogélnego réwnania rézniczkowego

jednorodnego, oraz rozwiazania szczegdlnego réwnania (2.35). Rozwiazanie
0gdblne ma postac:

q, (t) = (A cos(ayt) + A, sin(aw,t))exp(—ywt) , (2.36)
zas rozwiazanie szczego6lne:
q, (t) = a, cos(At) + a, sin(At) . (2.37)

Podstawiajac rozwiazanie szczeg6lne (2.37) do réwnania (2.35) oraz
przyréwnaniu do zera wspoétczynnikow przy funkcjach sinus i kosinus
otrzymamy uktad rownan na wyznaczenie a,, a;:

(k—A’m)a, +cla, =P,

, (2.38)
—cAa, + (k — A’m)a, =P,
z ktérych mozemy otrzymaé wzory:

P.(k — A’m) —cAP, P.(k — A’m) +CcAP,

c = 2,2 2,2 ' % 2,2 2,2 ° (2.39)
(k—A"m) +cA (k—=A"m)*+c°A
Rozwiazanie petne bedzie miato postaé

q(t) = a; (t) + q, (t) = (A cos(ayt) + A, sin(a,t) jexp(—yat) + (2.40)

+a, cos(At) + a sin(At)

Po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych: t, =0, q(t,) =q,, d(t,) =d,,
wyznaczamy state catkowania A, A, ze wzorow:

Aizqo_acv A2:q0+7/w(qoa)_ac)_las' (241)
d

Przyktadowy przebieg drgan przedstawiono na rys. 2.5. Zaznaczono na nim
zakres drgan nieustalonych, w ktorym wptyw warunkéw poczatkowych jest
istotny, oraz zakres drgan ustalonych, ktére w przyblizeniu moga by¢ opisane
funkcja (2.37).
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Rys. 2.5. Przebieg drgan ttumionych wymuszonych harmonicznie

2.5.2. Rozwigzanie réwnan drgan ustalonych za pomoca zmiennych
zespolonych
Obciazenie harmonicznie zmienne mozna opisa¢ W nastepujacy sposob:

P(t) = P, cos(At) + P, sin(At) = P, sin(At — 6) , (2.42)
gdzie: amplituda P’ =P?+P?, 1 — czestos¢ wymuszenia harmonicznego, Kat
przesunigcia fazowego tg(6) = —P, / P,, ktory nie ma znaczenia w analizie drgan
ustalonych

Korzystajac z rozwiazania zespolonego mozna zapisa¢ dwa réwnania
opisujace ruch uktadu, wykorzystujac funkcje sinusowe i kosinusowe:
ch (t) + ch (t) + ch (t) = PO COS(/lt)
md, (t) + cd, (t) + ka, (t) = Pysin(4t)
Mnozac drugie réwnanie przez jednostke urojona i =+/—1, dodajac do siebie
oraz wykorzystujac wzér Eulera otrzymujemy:
md, (t) + cq, (t) + kaq, (t) = B, exp(idt), (2.44)

gdzie q,(t) =q.(t) +iq,(t) jest zespolona funkcja opisujaca ruch uktadu.
Rozwiazaniem szczego6lnym jest nastepujaca funkcja:

(2.43)

q,(t) =a, exp(iAt) . (2.45)
Podstawiajac to rozwiazanie do réwnania ruchu (2.44) otrzymujemy:
(k—A’m+icl)a, =P, (2.46)
a nastgpnie uzyskujemy réwnanie:
a, =H(1)PR,, (2.47)

gdzie H(A) jest nazywana funkcjg przenoszenia (transmitancjq). Opisuje ona
odpowiedz dynamiczna uktadu w dziedzinie czestosci, ktéry poddany jest
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dziataniu obciazenia harmonicznie zmiennego o amplitudzie jednostkowej.
Otrzymujemy wiec wzor:

1
HA)=——+——. 2.48
@ k—A°m+icA (2.48)
Po rozbiciu na cze$¢ rzeczywista i urojona otrzymujemy:
_ 72
H()——F—Am ci , (2.49)
(k=2m) +c*2*  (k=A°m) +c*A’
lub po wykorzystaniu zaleznosci (2.18) oraz (2.19):
2 2
H(4) = @ j’l i 2“;7/1 . (250)
m(w2 —/12) +A4w* P A® m(a)2 —/12) +4a* Y A?
Ostatecznie otrzymujemy wzor na amplitude drgan:
k —A’m
222 2192
N p—S— @51)
k—A"m—+icd . cA

- (k — A°m)® 4+c?A?
Pelne rozwiazanie réwnania ruchu drgan ustalonych mozna przedstawic:
k—A’m
(k — A*m)? 4-¢*A?
A

q,(t)="P, (cos(At) +isin(At)). (2.52)

—i
(k —A*m)* 4+ ¢c?A?
W przypadku wymuszenia opisanego funkcja sinusowa, rozwiazaniem jest
CzgS$¢ urojona rozwiazania (2.52):
_ 92
kz lz n 292 Sin(ﬂ’t) B 2 Cﬂz 2
(k—A"m)" +c°A (k—A4A"m)* 4+c°4
Rozwiazanie mozna takze przedstawi¢ w formie:
q(t) =a,sin(it—0—¢), (2.54)
w ktorym: a, — amplituda drgan rowna modutowi liczby zespolonej, ¢ — Kkat

fazowy roéwny argumentowi liczby zespolonej, kat fazowy obciazenia
tg(6) =P,/ P.:

q) ="k

>Cos(At)|.  (2.53)

a, =R [H (), (2.55)
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a, = \/(reaz)z +(ima,)* =P, /\/(k —A’'m)* +¢’A%, (2.56)

ima Ac
t =— L= . 2.57
9(#) rea, k—A’m (257)

Wykorzystujac zaleznosci (2.17), (2.19) otrzymujemy:

2
a, =0 @ , (2.58)
k \/(wz _12)2 +47/20)2/12
2ywA
tg(g) = wzy_ Fik (2.59)

2.5.3. Wspolczynnik dynamiczny

Bardzo istotna role w zagadnieniach dynamiki spetnia wspdtczynnik
dynamiczny definiowany jako stosunek amplitudy drgan ustalonych a, do
przemieszczenia statycznego a, =P, /k:

2

a [0
n="2—k|H()= .
a, M) (@ = A2V + 4P P A2

Pojecie wspoiczynnika wzmocnienia oraz modutu transmitancji |H(/1)|
bedzie czesto wykorzystywane w dalszej czesci rozprawy do oceny skutecznosci
dziatania zamontowanych na ustroju WSTM. Ponizej przedstawiono wykres
zaleznosci wspoétczynnika 7 od czestosci A drgan wymuszonych i réznych
parametrow ttumienia y (krzywe przedstawione na rysunku nazywane Ssa
krzywymi rezonansowymi).

(2.60)

Rys. 2.6. Krzywe rezonansowe dla réznego y
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3. Dynamika ukladu o dwu stopniach swobody

Uktad o dwu stopniach swobody ustroju— 2SSU (ang. two—-degrees—of-
freedom 2DOF) w ogolnosci potraktowano jako uktad ztozony z konstrukcji
gtéwnej sprowadzonej do jednego dynamicznego stopnia swobody oraz
dodatkowo  zainstalowanego tlumika drgan. Wyznaczono analitycznie
rozwiazanie drgan wilasnych tlumionych tego uktadu, oraz algorytm
zoptymalizowania  parametrow  STM, z  uwzglednieniem  tlumienia
konstrukcyjnego uktadu gtéwnego. Jest to nowe podejscie do zagadnienia
wyznaczania optymalnych parametrow STM, ktorego jednak, w sposob
analityczny, autorowi nie udato sie rozwiazaé. Przytoczono rozwiazanie
optymalnego doboru parametréw ttumika (,,nastrojenia” ttumika) wyznaczone
w pracy Den Hartoga (1971), dla uktadu 2SSU, bez ttumienia konstrukcyjnego.

3.1. Rownanie ruchu

Rys. 3.1. Schemat ustroju 2SSU
Suma sit dziatajacych na uktad wynosi:
my G (t) + €0, (1) +C, (€, (1) — 6, (1)) + Ky (1) + K, (6, (1) — 0, (1)) = p(t)
m,d, (t) +¢, (0, (t) — 4,()) + K, (0, (t) — (1)) =0 '

Powyzszy uktad réwnan zapisany w postaci macierzowej bedzie miat
nastepujaca postac:

(3.1)

Ma(t) +Cq(t) + Ka(t) = p(®); (3.2)
gdzie:
M:ml 0 K:k1+k2 —k, c:cl+cz —C, (3.3)
0 m,| -k, kK, | -, G| '
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G (t)
G, ()

G (t)
Gy (1)

q,(t)

9= 0,()

, 40 = , q) = , ()= (3.4)

p(t)
ol

3.2. Drgania swobodne niettumione

W przypadku, gdy p(t)=0 oraz c,c, =0 zas drgania wywotane sa tylko
warunkami poczatkowymi mamy do czynienia z drganiami swobodnymi
niettumionymi opisanymi réwnaniem:

M(t) + Kq(t) =0. (3.5)

Rozwiazanie przewidujemy w postaci q(t) = acos(at + @) i po podstawieniu
do réwnania (3.5) otrzymujemy:

(K—a’M)a=0. (3.6)
Nietrywialnie rozwiazania otrzymujemy gdy:
det(K —&’M) =0, (3.7)
Dla tego przypadku otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:
mm,e* — (km, +k,m, +k,m,)@* +kk, =0. (3.8)

Jest to réwnanie kwadratowe ze wzgledu na @°, a rozwiazanie mozna
przedstawi¢ w postaci:

‘klmZ + k2ml + k2m2
2m,m,

@2 L1 \/klzmzz —2kk,mm, + 2k k,m,? +k,’m? + 2k,’mm, +k,’m,
) 2.2
ml m2

—,(3.9)

2

lub po wprowadzeniu oznaczen @ =k /m , @ =k, /m,, o6=a, /@,
H=m,/m:

_ 1 1
W, = @\/5(52(;1 +1)+1)i§J54(ﬂ2 +2u+1)+8°u—-1)+1. (3.10)
Wielkosci @, @, sa nazywane czgstosciami drgan wiasnych niettumionych.
Kazdej @ odpowiadaja wektory wiasne a, spetniajace rownosc¢:
(K—aw’M)a, =0. (3.11)

3.3. Drgania swobodne ttumione

W przypadku, gdy p(t)=0 oraz drgania wywotane sa tylko warunkami
poczatkowymi mamy do czynienia z drganiami swobodnymi ttumionymi
opisanymi réwnaniem:
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M(t) + Cq(t) + Kq(t) =0. (3.12)
Rozwiazaniem przewidujemy w postaci q(t) =aexp(st) i po podstawieniu
do réwnania (3.12) otrzymujemy:
(K+sC+s’M)a=0. (3.13)
Nietrywialnie rozwiazania otrzymujemy, gdy:
det(K +sC+5°M)=0. (3.14)

Dla tego przypadku otrzymujemy réwnanie charakterystyczne:
m,m,s* + (c,m, +c,m, +c,m,)s® + (c,c, +km, +k,m, +k,m,)s*...
+(ck, +Ck)s +kk, =0

Jest to réwnanie wielomianowe stopnia 4 ze wzgledu na s, a rozwiazanie
moze by¢ policzone za pomoca rozwiazania Ferrariego lub w sposob
numeryczny. Wspotczynniki tego réwnania wynosza odpowiednio:

8, = k1k2’ a = ClkZ +Czk1’ a, =CC, + klmZ +k2m1 + k2m2'
a; =¢m, +¢,m +c¢,m,, a, =mm, ,

lub po wykorzystaniu zaleznosci ¢, =27ma,, ¢, =27,m,@,, @& =k /Im,,
@, =k, Im,, §=a, @, u=m,/m:

., (3.15)

(3.16)

3, =0a", a, =&’ (270" +27,9),
a, = @° (16" + 6% +4upy, +1), (3.17)
&= 2(7)1(771 +5772 +ﬂ5772)v a, = 'umlz.
Prz_y matych wartosciach ttumienia c;,c, otrzymujemy cztery rozwiazania,
parami sprzgzone.
Sis =M £ 7 S0 =M, £ i77, . (3.18)
Ponizej przedstawiono rozwiazania réwnania (3.15). Jest ono bardzo

skomplikowane, dlatego tez wprowadzono dodatkowe oznaczenia na sktadniki
wystepujace we wzorach. Dla rozwiazania s, , = 4, £ir, otrzymujemy:
a, <3

_ 1 1
n=—=__""_1IC 4B(2/E)s +2(4E)3 |, 3.19
- 12a4j +a,48(2/ ) + 2046 (319)

—C +a4[28(2/ E)s +(4E)§]+

6

"= 10a,

33D . (3.20)

\/C + a4[4B(2/ E)s + 2(4E)§]
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Dla rozwiazania s, , = u, in, otrzymujemy:

_ —a, 3 1 l]
T8 V3 oy a,|4B(2/E)s +2(4E ) |, 3.21
= 4a4+12a4\/ +a4[ (2B +2(4E) (320
1 1
_C+a,[28(2/E) +(45)s]+
N5
_ , 3.22
= Toa |+ 33D (3.22)

\/C —|—a4[4B(2/ E)% +2(4E)§]

gdzie:
A=2a’—9a,(aa, +8a,a,) +27(a,a,> +a,a,), (3.23)
B=a,° —3aa, +12a,a,, (3.24)
C=3a’—-8a,a,, (3.25)
D=a,’ —4a,a,a, +8aa,’, (3.26)

E=A+—4B°+ A%, (3.27)
Uogdlniajac rozwiazanie (3.18) na uktad o N stopniach swobody mozemy
zapisac:
S = M; TI77;. (3.28)
Wektory wiasne a; sa rowniez liczbami zespolonymi i parami sprzgzonymi
spetniajacymi rownos¢:
(K+sC+s’M)a, =0, (3.29)

a =Uu; v, (3.30)

j.j+n
Jezeli uktad jest podkrytycznie ttumiony i otrzymujemy parami sprzgzone
rozwiazania zespolone s, ,,s;,. Przedstawiajac te rozwiazania analogicznie do
(2.26) mozemy zapisa¢ uktad dwaéch réwnan (por. Lewandowski, 2006, Garvey
iin.,1998):
S, =M. +ii], = —yw, +iw |1- 7>
J J J J ] ] , (331)
o i >
Sjn = M; —1i]; = —yw; =10\ [1-,

z ktérego wynikaja nastepujace zaleznosci na czestos¢ kotowa drgan ttumionych
oraz liczbe ttumienia:

o’ =42 +n7, v, =—m,17;. (3.32)
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W przypadku gdy s;,s;

jin Sa liczbami rzeczywistymi otrzymujemy
nastepujacy uktad rownan:

s; = —10; + w;,7," —1
i i iN7i , (3.33)
Sjon = —10; — @7 1
z ktérego wynikaja nastepujace zaleznosci na czestos¢ kotowa drgan ttumionych
oraz liczbe ttumienia:
a)'z = S'S'+n ' 7] = Sj +Sj+n = _Sj +S;+n
2,055 2w,

(3.34)

3.4. Drgania wymuszone harmonicznie

3.4.1. Rozwigzanie szczegoblne réwnan rozniczkowych

W przypadku wymuszenia harmonicznego réwnanie ruchu (3.1) mozna
przedstawi¢

m, g, (t) + €., (t) +C, (€, (t) — 6, (1)) + K,y (1) +
+k, (g, (t) — g, (t)) = P, cos(At) + P, sin(At) . (3.35)
mzqz (t) +¢, (qz (t) - ql(t)) + kz (qz (t) - ql(t)> =0

Rozwiazanie sktada si¢: z rozwiazania ogdlnego réwnan rézniczkowych, oraz
rozwiazania szczegblnego. Zajmiemy sie tylko rozwiazaniem szczeg6lnym, co
jest przypadkiem drgan ustalonych. Korzystajac z rozwiazania zespolonego
mozna zapisa¢ dwa uklady réwnan opisujace ruch ukladu. Wykorzystujac
funkcje sinusowe i kosinusowe mozemy zapisac:

My G (1) + €6y, (£) 4, (Gye (1) — G (1)) + Ky (1) +

+K, (0 (t) — 0, (t)) = P, cos(At) , (3.36)
M, iy, (1) + €, (Chae () — Gy (1)) + K, (0 (1) — G (1)) =0

My G (£) 4 €6 (1) -+ €, (€ () — Gy, (1)) + Ky, (8) +

+k, (qlS (t) —a,, (t)) = P, sin(At) . (3.37)
M, iy, (1) + €, (g (1) — e (1)) + K, (0 () — G (1)) =0

Mnozac drugi uktad réwnan przez jednostke urojona i=+/—1, dodajac do
siebie oraz wykorzystujac wzor Eulera otrzymujemy:
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mlqlz (t) + Clqlz (t) + CZ (qlz (t) - qZZ (t)) + qulz (t) +
+k, (0, (1) —a,, (1)) = P, exp(it) , (3.38)
m2q21 (t) + C, (Q2z (t) - qlz (t)> + kz (qzz (t) — 0, (t)> =0

gdzie @y, (t) =0y (t) + 10y (1), 0, () =0, (t) +i0,,(t) sa zespolonymi funkcjami
opisujacymi ruch uktadu.
Rozwiazaniami szczeg6lnymi sa nastepujace funkcje:
qlz (t) = alz exp(lﬂ’t) ’ qzz (t) = aZZ eXp(Iﬂt) . (339)
Podstawiajac to rozwiazanie do réwnania ruchu (2.44) otrzymujemy
réwnanie amplitudowe:

(-2 +k, +k, +ic,d)a, —(k, +ic,A)a,, =P,

. i : (3.40)
—(k, +ic,2)a, +(—m,A* +k, +ic,A)a,, =0
a nastepnie uzyskujemy réwnania na amplitudy w postaci:
a, =PR(C,+iD,), a, =PR(C,+ID,), (3.41)
gdzie:
2 2
C,— Ak, — n212/1 )2+ Bc,4 D - —B(k, — an/i )2+ Ac,A , (3.42)
A" +B A +B
Ak, + Bc,4 —Bk, + Ac,4
A o 449
A=k, +k, —m2%)(k, —m, 2% ) —k,” —c,c, A%, (3.44)
B=2C, (k —mA* —m,A%) + ¢ (k, —m,2°)|. (3.45)

Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie uktadu réwnan zespolonych:
0, (t) =P, (C, +iD, )exp(it) , a,,(t) =P, (C, +iD,)exp(iit). (3.46)

Jezeli na uktad dziata sita w postaci P,sin(At)to rozwiazaniami sa czgsci
urojone rozwiazan zespolonych:

g, (t) = P, (C,sin(At) + D, cos(At)) = a,sin(At + ¢,) , (3.47)
g, (t) = R, (C, sin(At) + D, cos(At)) = a, sin(At + @,) . (3.48)

Amplitudy drgan przedstawiaja zaleznosci:

a, =+C’+D’, a,=+C>+D}. (3.49)

Ostatecznie otrzymuje sie¢ wzory na amplitudy
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(k, ~m,2%) +¢,22°

2_p2 , (3.50)
i OKM+@—mﬁx&—m%ym;_me“

¢, (K~ mA% —m,A2) 4 Ac, (k, —m,22)|
a’ =P’ k' 6 A (3.51)

[(k, +k, —m22)(k, —m,A%) —k,? —ce 22 ...
¢, (k, —m,2% —m,A%) + g, (k, — m,22)|

3.4.2. Wspolkczynnik dynamiczny

Po wprowadzeniu oznaczen ¢, =2yma@, ¢c,=27,m@,, @& =k Im,,
@, =K, Im,, pw=m,/m: wzoér na wspotczynnik dynamiczny przyjmie

postac:
212 2
2 2
,722212 _ : : : — (3.52)

st A A A __ A

1_ [N] 1_ [N] - ILI[N] 47/17/2 oxo

@, 2] @ )

Al (2) 2l (Y]]

+ 2772~1—[~ A+ )| +27— 1—[~]

@, @ @ @,

Po dodatkowych podstawieniach 0 = &, / @ oraz a = A/ @ otrzymamy:

(67 —a2)2 +(27,0a)
772 - 2 2 2\ 2.2 g~ o 2 2 ' (353)
[(l o )(6 o ) uoa” — Ay y,oa }

+[277250((1— o —u-0 )+ 27,0(8° - az)r

Na rys. 3.2 przedstawiono przyktadowy przebieg wspbtczynnika
wzmocnienia 77 dla réznych wartosci , przy statej wartosci 7, =0,02, @& =1,
o=1, wu=1. Jak wida¢ na rysunku, kazdemu poziomowi tlumienia 7,
odpowiada catkowicie inna krzywa rezonansowa. Jedyna wartoscia stata
n niezalezna od ttumienia, jest wartos¢ (4 =0).

Dla mniejszych wartosci ttumienia 7, uwidocznione sa po dwa maksima
lokalne funkcji 77. Odpowiadaja one czestosciom drgan wiasnych ttumionych
@,, w, ktdrych wartosci zestawione sa ponizej.
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Tabela 3.1. Wartosci czestosci drgan wiasnych ttumionych o, @, oraz liczby ttumienia

dla tych czestosci

7, 7, =07 = 0,01 0,025 0,05 0,1

a9 0,95125 0,95149 | 0,95131 | 0,95343 | 0,96981
@, 1,05125 1,05099 | 1,05118 | 1,04884 | 1,03113
4 - 0,0145 0,0213 0,0325 0,0521
7, - 0,0155 0,0238 0,0377 0,0685

Przy optymalizacji parametréw ttumikow mozna postulowaé, aby obie
rzedne n(A=a,), n(4=a,) byty sobie rowne. Uzyskamy wtedy rownanie na
optymalne nastrojenie tlumika o, ktore bedzie funkcja O(7, 7%, 4) .
W przypadku kiedy ttumienie konstrukcji gtéwnej 7 jest znane oraz zostata
przyjeta masa ttumika m, , a co za tym idzie wspotczynnik u, nastrojenie & jest
funkcja o(7,). Niestety, otrzymane w ten sposob roéwnanie jest bardzo

skomplikowane i nie bedzie ono tutaj przytaczane (rozwiazanie uzyskano za
pomoca programu MATHEMATICA 7). Nastgpnie nalezatoby podstawi¢ do
wzoru (3.53) wyliczona wartos¢ & oraz czestosci drgan ttumionych A= @ oraz

2
A=w,, oraz policzy¢ pochodne

2
9 ()=0 lub ‘2’7 (@,)=0 i okreslic

do a
optymalna wartos¢ 7, .

Rys. 3.2. Krzywe rezonansowe dla roznego y, oraz 7, =0,02,® =1,6=1, u=0,01

Bardzo ciekawym przypadkiem, jest, jezeli chodzi o wyznaczenie
optymalnych parametréw ttumika, rozwiazanie podane przez Den Hartoga
(1971). Rozwiazanie optymalne uzyskat przy przyjeciu braku ttumienia
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konstrukcyjnego ¢, =0. Wzdr (3.52) na wspotczynnik wzmocnienia upraszcza
sie¢ do postaci:

—, (354)

lub:

, (52 — a2)2 +(2;725a)2 (355)
[(1—0{2)@‘2 —az)—ﬂézazr +[2}725a(1—052 —,Ll-0(2>r . .

Wszystkie krzywe harmoniczne przechodza przez dwa punkty S oraz Q. Przy
poszukiwaniu punktéw S i Q oraz odpowiadajacych im rzednych 7, ktére nie
zaleza od poziomu tlumienia, nalezy wykorzysta¢ warto$¢ wspotczynnika
wzmocnienia w postaci:

»_ B+AY
D+Cy?
Ponizej przedstawiono wykres dla takiego przypadku:

(3.56)

Rys. 3.3. Krzywe rezonansowe dla rdznego 7, oraz 7, =0, =1,56=1,4=0,01

Jezeli wartos¢ 7> ma nie zaleze¢ od poziomu ttumienia, wiec B/D=A/C.
Otrzymujemy wtedy rownanie na wyznaczenie o :
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5 — o)
( ) = ! - (3.57)
[(1—052)(62—0(2)—/152052} (-’ —p-o?)
ktdrego pierwiastkami sa
=0, (3.58)
2 _ [sag, 2 Yy
Szi\/ﬁ (D) +1- 8" W +2u+ - 25" +1 @59
2+ u
2 4, 2 Yy
0!4,5=i\/5 (u+1)+1+\/52(i +2utl) -2 1 (3.60)
U

Pierwsze rozwiazanie jest oczywiste, zas z pozostatych czterech nalezy
odrzuci¢ dwa rozwiazania ujemne. Podstawiajac otrzymane wartosci do
rownania (3.55) i przyrownujac do siebie wartosci 77(ex,) =n(er,) otrzymujemy
rownanie, z ktdrego mozemy wyznaczyé optymalne nastrojenie ttumika o.
Otrzymujemy jedenascie rozwiazan, z ktérych osiem parami stanowia liczby
zespolone sprzgzone, jedno rozwiazanie jest trywialne i wynosi 6 =0 zas$

rozwiazanie rzeczywiste wynosi:
=1 (3.61)
1+u

Rozwiazanie dodatnie jest rozwiazaniem fizycznym, wiec ostatecznie
optymalne nastrojenie ttumika wynosi:

1
1+u
Minimalna wartos¢ wspotczynnika wzmocnienia osiagnieta bedzie kiedy

(3.62)

opt

2 2
pochodna (;77 (,)=0 lub Zﬂ (or,) =0 co odpowiada stycznej w punkcie
o o

S oraz Q. Podstawiajac do rdwnania pochodnej rozwiazanie ze wzoru (3.62) oraz
dodatniego rozwiazania ze wzoru (3.59) otrzymujemy rozwiazanie dla punktu
S, za§ po podstawieniu dodatniego rozwiazania ze wzoru (3.60) otrzymujemy
rozwiazanie dla punktu Q na optymalna liczbe ttumienia:

(3.63)

W literaturze, przyjeto sig przyjmowac srednia z tych dwu wielkosci jako
optymalne ttumienie ttumika:
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- / 3u
= |[——. 3.64
7/20pt 8(1+ﬂ)3 ( )

Na rys. 3.4 przedstawiono krzywe rezonansowe dla optymalnego nastrojenia
tlumika ze wzoru (3.62).

Rys. 3.4. Krzywe rezonansowe dla rznego j, oraz
7,=0,00,& =1,6 =1/ (1+ u), u=0,01

Ponizej za$ przedstawiono wykres dla optymalnej liczby ttumienia ttumika ze
wzoru (3.64).

Rys. 3.5. Krzywe rezonansowe dla rznego y, oraz
7,=0,00,& =1,6 =1/ (1+ u), u=0,01

3.5. Podsumowanie

W poprzednim podrozdziale, analiza dotyczyta wymuszenia harmonicznego.
W przypadku wymuszen innego typu, np. wymuszenia szerokopasmowego
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(,biaty szum”) lub wymuszenia losowego, opisanego funkcja gestosci
widmowej procesu (np. obciazenie wiatrem, obciazenia sejsmiczne), powyzsze
wzory moga jedynie stanowié przyblizenie do okreslenia optymalnych
parametrow ttumika. Trudnos¢ analityczna zagadnienia dla dwoch stopni
dynamicznej swobody, odzwierciedla tylko potwierdzenie tezy, jak trudne jest to
zagadnienie. Wzory $ciste udato sie wyprowadzi¢ tylko dla ustroju bez ttumienia
konstrukcji gtéwnej (c, =0) i zrobiono to w latach czterdziestych ubiegtego
stulecia. Autor niniejszej rozprawy wyprowadzit tylko wzor funkcji opisujacej
zaleznos¢  o(y,), lecz przytoczenie go wymagatoby parostronicowego
opracowania. Nie podjeto préby okreslenia optymalnego ttumienia ttumika
7, przy znanym j ze wzgledu na ogromna pracochtonnos¢ przeksztatcen,
a jedynie podano algorytm postepowania. Wydaje sie, ze jedyna droga do
okreslania optymalnych parametrow STM oraz WSTM jest podejscie
numeryczne, zwiazane z zagadnieniami optymalizacji, ktore omowione zostana
w rozdziatach nastepnych.
Na podstawie przeprowadzonej analizy uktadu o 2SSU, przy doborze
parametréw STM, dla takiego uktadu, mozna kierowac si¢ dwoma zasadami:
e przy sile wymuszajacej o statej nie ulegajacej zmianom w czasie pracy
czestosci stosuje sie mate ttumienie i zmierza sie do wyeliminowania
rezonansu gtownego. Uzyskujemy to poprzez dobor masy ttumika

i sprezyny by speni¢ 7, ;

o jezeli czgstos¢ sity wymuszajacej zmienia si¢ w pewnym zakresie lub
istnieje mozliwos¢ wystapienia sit 0 réznych czestosciach, nalezy przyjac¢
wieksze ttumienie i parametry uktadu dobra¢ tak, aby uzyskaé¢ obnizenie
amplitud w szerszym zakresie czestosci.
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W rozdziale tym podane zostana podstawowe zatozenia, wykorzystywane
przy budowie uktadu réwnan ruchu uktadéw dyskretnych, traktowanych jako
konstrukcja gtéwna (bez dotaczonych ttumikéw drgan). Pominiete zostana
ogblne zatozenia MES (metody elementéw skonczonych), czyli budowa
macierzy sztywnosci elementéw konstrukcji gtéwnej w uktadach lokalnym
i globalnym, agregacja macierzy sztywnosci itp.. Kompleksowe omowienie
problematyki zwiazanej z MES mozna znalez¢é w pracach: Bathe (1996),
Zienkiewicz i Taylor (1991). Szczegolny nacisk potozono na budowg macierzy
tlumienia konstrukcji gtéwnej. Podane zostana procedury umozliwiajace
budowe macierzy ttumienia proporcjonalnego i nieproporcjonalnego oraz
procedura wykorzystujaca metody energetyczne do okreslania poziomu
tlumienia drgan dla poszczegdlnych postaci drgan.

4.1. Ogolna posta¢ rownan ruchu konstrukcji gtéwnej

Ponizszy uktad rownan stanowi macierzowy zapis réwnan rownowagi
w przypadku dynamiki, uwzgledniajacy model ttumienia wiskotycznego.
Macierzowe réwnanie ruchu mozna zapisa¢ w nastepujacej formie:

Mé(t) +Ca(t) + Ka(t) = p(t), (4.1)

gdzie: M, C, K — odpowiednio macierz mas, macierz ttumienia, macierz
sztywnosci; q(t) — wektor przemieszczen; p(t) — wektor oddziatywan.

W przypadku konstrukcji wielomateriatowych, sktadajacych si¢ z materiatow
0 roznych wiasciwosciach sprezystych, czy tez o rdznych wiasciwosciach
ttumiacych, mozna wydzieli¢ macierze M,, C,, K, odpowiadajace tym
materiatom. Jezeli przez m oznaczymy liczbg réznych materiatow
konstrukcyjnych wystepujacych w modelu, to powyzszy uktad réwnan, moze
by¢ zapisany w postaci:

SOML) + A0+ DK, a() =), @2)

Jezeli numeracja stopni swobody uktadu dynamicznego zostanie
przeprowadzona tak, by numery stopni swobody czesci konstrukcji, wykonanej
z poszczeg6lnych materiatéw, utozone byty kolejno, to otrzymuje si¢ macierze
M,, C,, K, ztozone z blokow macierzy, ktore mozemy oznaczy¢ M,,, C,,
K, - Ponizej przedstawiono przyktadowe postacie tych macierzy dla modelu
konstrukcji ztozonego z dwoch réznych materiatow:

Mll 0 _ \Kll 0
’ 1

(4.3)

0 O 0 O

M. =
1\ 0 o

) Cl - lCll 0] ’
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0 0 0 0 0 O
0 M, 0 K, 0 C,

Po utworzeniu globalnych macierzy M, C, K, mozna zauwazy¢, ze
poszczegdlne bloki macierzy dla materiatu pierwszego i drugiego ,,zachodza na
siebie”. Wystepowanie sktadnikbw z obu macierzy wystepuje w stopniach
swobody, odpowiadajacych weztom, w ktérych zbiegaja si¢ elementy modelu
wykonane z roznych materiatow.

, K, = , C, = . (4.4)

-

4.2. Macierz ttumienia konstrukcji gtdwnej

4.2.1. Model Rayleigha

Jak wspomniano w rozdziale 2 istnieje wiele modeli tlumienia
wiskotycznego. Ponizej przestawiono te, ktdre sa najczesciej stosowane do
budowy macierzy ttumienia.

Tlumienie masowe
Ttumienie jest proporcjonalne do pedu masy. Dla uktadu o jednym stopniu
swobody przedstawia nastepujaca zaleznos¢:
c=am, (4.5)
gdzie: o — jest wymiarowym wspoétczynnikiem proporcjonalnosci (jednostka
[1/s]). Dla tak przyjetego modelu utamek ttumienia krytycznego, Ilub
bezwymiarowy wspétczynnik ttumienia przedstawia zalezno$¢:
E=2y=clw, (4.6)

gdzie o=~k /m

Thumienie sztywnosciowe
Ttumienie jest proporcjonalne do predkosci reakcji sprezystej:
gdzie: F - jest wymiarowym wspotczynnikiem proporcjonalnosci (jednostka
[s]). Bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia przedstawia nastepujaca zalezno$é:
E=2y=fow. (4.8)

Thumienie masowo-sztywnosciowe (zwane tez modelem ttumienia Rayleigha)

c=am+ gk, 4.9
E=2y=alw+ fo. (4.10)

Thumienie stale
& =const. (4.11)
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Na rysunku ponizej przedstawiono zaleznos¢ utamka ttumienia krytycznego
dla tych czterech modeli ttumienia. Niestety badania doswiadczalne nie w petni
potwierdzaja wyzej przedstawione zaleznosci utamka ttumienia od czestosci
drgan, takze hipoteza o statej wartosci tlumienia dla konstrukcji
wielomateriatowych jest niepotwierdzona doswiadczalnie.

Rys. 4.1. Zaleznos¢ bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia & od czestosci drgan

Powyzsze modele ttumienia mozna uogdllni¢ na konstrukcje o wielu
stopniach dynamicznej swobody. Ttumienie konstrukcji definiowane jest wtedy
za pomoca tzw. modalnego wspoétczynnika ttumienia ¢, lub modalnego utamka
ttumienia krytycznego ¥, zwiazanego z i-ta postacia drgan wiasnych. Rdwnanie
(4.9) mozna wiec przedstawic¢ w formie:

¢ =am, + Bk, (4.12)
gdzie: m,, lZi — sg to masa i sztywnos¢ modalna zwiazana z postacia drgan

wiasnych o numerze i.
Jezeli wektory wiasne unormujemy w nastepujacy sposob:

a,=3a /m, (4.13)

gdzie m, =a'Ma, jest masa modalna przed unormowaniem wektora wiasnego
a,, zas sam wektor wiasny 3, spetnia rownanie(K —’M)a =0, to mozemy
zapisa¢ réwnania na mase modalna po unormowaniu wektora wiasnego:

m =a/Ma, =1, (4.14)
oraz sztywno$¢ modalna:
k,=a Ka, = a’, (4.15)

Podany sposdb unormowania wektorow @ bedzie bardzo czgsto

wykorzystywany w dalszej czesci rozprawy, dlatego tez oznaczenie a,, przyjgto
dla unormowanego wektora witasnego w postaci (4.13).
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Macierz ttumienia C budowana na podstawie wyzej przytoczonych wielkosci
nosi nazwe macierzy tfumienia proporcjonalnego. Zachodzi to wtedy, kiedy
postacie drgan wilasnych a, sa ortogonalne z waga macierzy C. Warunek
ortogonalnosci mozna wtedy przedstawi¢ w nastgpujacej formie:

0 =]

., 4.16
C=2ym 1=} (4.18)

a, Ca, :{
gdzie ¢, = 2y,@ jest ttumieniem modalnym.
Warunek powyzszy bedzie spetniony dla nastepujacej postaci macierzy
ttumienia C:

C=aM+ K. (4.17)

W praktyce wyglada tak, ze wybierany jest przedziat interesujacych nas
czestosci drgan wiasnych (@, ;) i zgadzamy sig na fakt zanizenia wartosci
liczby ttumienia pomigdzy tymi czgstosciami i zawyzenia dla wartosci wyzszych
od @; oraz mniejszych od @, .

Po podstawieniu zaleznosci (4.16) do réwnania (4.12), otrzymujemy uktad
rownan:

2y, =alw + po,

: 4.18
2y, =al o, + po, (4.18)
z ktérego wyznaczamy szukane wspotczynniki:
200 (Y0, — V.0 2.0, — v @
_20 ,(? =7 ) f— (7; T 2 (4.19)
o — W, — o

j 1

W praktyce czesto przyjmuje sig, ze dla wybranych @, @; modalna liczba
tiumienia jest taka sama y = y; = y i otrzymujemy wtedy wyrazenia:
2o, o2y

= ) .
o, + o, +

(4.20)

4.2.2. Model Caugheya

Dla analizowanych konstrukcji czgsto dysponuje sig¢ kilkoma wartosciami
utamka ttumienia krytycznego odpowiadajacymi kilku postaciom drgan
wiasnych. Punktem wyjscia dla uog6lnionego modelu ttumienia Rayleigha
zwanego tez modelem Caugheya (por. Caughey i O'Kelly, 1965), sa dodatkowe
warunki  ortogonalnosci  drgan. Podstawowe warunki  ortogonalnosci
w przypadku, oméwionego wczesniej, unormowania wektorow wiasnych, maja
postac:

0 i=j

1oiej’ (4.21)

a,' Ma, :{
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"Ka, =] 4.22

ai aj— Izi:a)lz i:.y (' )
T 0 i= ]

a; Ca; =1 _ . (4.23)
¢ =27a 1=1]

Przytoczmy jeszcze raz rownanie (3.6)
(K—@’M)a, =0. (4.24)
Po przepisaniu go do postaci:
Ka, = ®*Ma,, (4.25)

oraz przemnozeniu lewostronnie przez ajTKM*1 i wykorzystaniu warunkow
ortogonalnosci (4.21) otrzymujemy:

a/KM7'Ka, =w’a;'Ka; =0 =]
aKM7'Ka, =0/a'Ka, =@ =]
Mnozac dalej lewostronnie réwnanie (4.25) przez a;' KM'KM™ i znowu

wykorzystujac  warunki  ortogonalnosci oraz  poprzednie  rozwiazanie
otrzymujemy:

a KM'KM'Ka, = @’a, KM 'Ka; =0 i= j
a-T KMilKMilKaﬁ = a)lza“TKMilKa_ — a)ﬁ |: J '

Jezeli W|elokrotn|e powtdrzymy operacje mnozenia Iewostronnego przez
(KM l) otrzymamy zbidr nastepujacych zaleznosci dla: r=0,1,..

(4.26)

(4.27)

0 =]

a (KM) "Ka, = { (4.28)

er |:J

Natomiast jezeli pomnozymy rownanie (4.25) przez <';1jTM(M*1K)r M dla

r=0,1...,00 to otrzymamy:
. Y 0 i=j
a,'M(M'K) a‘_{wf' i (4.29)

Dla r=0, ze wzoru (4.28) oraz (4.29) otrzymu emy warunek ortogonalnosci
(4.21) ((KM l) K=MK'K=M, M(M" 1K5 =MI=M), za§ dla r=1
otrzymujemy warunek (4.22).

Jezeli oznaczymy przez | liczbe znanych wartosci utamka ttumienia
%, 7., % » Oraz zwiazane z nimi wartosci czestosci drgan wiasnych @, ,, @, to
po uwzglednieniu powyzszych wzoréw to macierz ttumienia moze by¢
przedstawiona w postaci :
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-1 . 1-1 .
c=Y MM K) .Cc=> o, (KM?) K (4.30)
r=0 r=0
Dla I=2 macierz przedstawiona powyzszym wzorem redukuje sie zwyktego
modelu Rayleigha:
C=gM+aK. (4.31)

Jezeli uwzglednimy podstawowe warunki ortogonalnosci dla i=j oraz
powyzsze rdwnania otrzymujemy:

a'Ca, =2yam, (4.32)
a’Ca, — aiTliarM (MK)a" = oo (4.33)
r=0 r=0
| ostatecznie:
27,0 = 3 o’ . (4.34)

Il
o

r

Jest to uktad | rownan liniowych ze wzgledu na « . Jezeli, na przyktad znamy
cztery utamki ttumienia krytycznego, to réwnanie (4.30) przyjmie postac:

C=a,M + oK +a,KM 'K + o, (KM K, (4.35)

za$ uktad réwnan na wyznaczenie wspoétczynnikow o przyjmuje posta¢ dla
i=1,2,3,4:

27,0 = o, + 0" + 0,0 + o0 . (4.36)

Model budowy macierzy ttumienia jest obecnie czesto stosowany w analizie

dynamicznej. Mozna przytoczy¢ tu kilka prac omawiajacych i wykorzystujacych

ten model ttumienia, np.: Bilbao i in. (2006), Adhikari (2000) oraz prace

modyfikujace omdwione zagadnienie np.: Adhikari (2006), Liu i Gorman
(1995).

4.2.3. Modele inne

Macierz ttumienia proporcjonalnego moze by¢ wyznaczona bezposrednio
z podstawowych warunkéw ortogonalnosci (4.21) (por. Chmielewski, 1996,
Lewandowski ,2006). Jezeli przez W =|a,,a,,..,a,| 0znaczymy macierz wiasna,
sktadajaca sie z unormowanych wektoréw wiasnych, to warunek ortogonalnosci
dla macierzy ttumienia C mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

W'CW=C=2rQ, (4.37)

gdzie C=2I'Q jest diagonalna, modalna macierza tlumienia. Jest ona
iloczynem  diagonalnej  macierzy  utamkéw  ttumienia  krytycznego
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I =diag[y,.,7,....7,] oraz diagonalnej macierzy czestosci drgan wiasnych
Q=diag[a, @,,.. @,]. _ 3 _ _

Po przemnozeniu lewostronnie przez (WT) a nastepnie prawostronnie przez
W ! otrzymamy zaleznoéé na macierz tlumienia C:

c=(W') 2row, (4.38)

. -1 _ . , . .
Macierze (W') oraz W' mozna wyznaczyé Kkorzystajac z dwoch
pozostatych warunkéw ortogonalnosci. Biorac warunek ortogonalnosci dla
macierzy mas M:

WIMW =1, (4.39)
i przemnazajac go lewostronnie przez (WT )_1 otrzymuje sig:
(W) =Mw, (4.40)
Mnozac prawostronnie przez W™ otrzymamy:
W'=W'M, (4.41)
i podstawieniu do wzoru (4.38), ostatecznie otrzymujemy zaleznos¢:
C=2MWIQW'M . (4.42)

Jezeli pod uwage nie bierzemy petnej macierzy wiasnej W tylko kilka
istotnych czestosci drgan wiasnych (N; ), to wzor powyzszy mozna przeksztalci¢
do postaci:

NI
C=2M> ywa'aM. (4.43)
i=1
Podobnie postepujac mozna uwzgledni¢ drugi warunek ortogonalnosci:
WKW =Q?. (4.44)
Mnozac lewostronnie przez (WT )_1 i prawostronnie przez Q2 uzyskujemy:
(W) " =kwa?, (4.45)
nastepnie mnozac prawostronnie (4.44) przez W Q2 otrzymuije sig zaleznosé:
Wi=W'KQ?, (4.46)
i ostatecznie zaleznos¢ na macierz ttumienia przyjmie postac:
C=2KWIrQ*w'K, (4.47)
N;
C=2K> 7o ‘a’aK. (4.48)

i=1
Otrzymane w ten sposéb macierze ttumienia sa macierzami petnymi
i proporcjonalnymi, spetniajacymi warunki ortogonalnosci.
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4.2.4. Metody energetyczne

Wszystkie metody energetyczne, stuzace do okreslania ttumienia w uktadach
liniowych oparte sa na bilansie energii uktadu drgajacego przy zatozeniu
rozpraszania energii w jednym cyklu drgan dla uktadu sprowadzonego do
jednego stopnia swobody.

Dla uktadéw liniowych, przy zatozeniu proporcjonalnej macierzy ttumienia,
spetniajacej warunek ortogonalnosci (4.23), oraz wykorzystujac zasade
superpozycji modalnej, otrzymamy rozprzegniety uktad rownan zwany uktadem
rownan modalnych. Rozwiazanie réwnania ruchu (4.1) rozwija si¢ w szereg
wektorow wiasnych:

) = >oaw ) = W (), (4.49)

gdzie w(t) jest wektorem wspotrzednych gtdwnych (czesto okreslanym takze
jako przemieszeniem uogdlnionym lub normalnym).

Jezeli wektory wiasne unormujemy w sposéb omdwiony w podrozdziale
4.2.1 otrzymamy nastepujace réwnania ruchu:

my7; (1) + Gy (1) + ki () = B (1), (4.50)
gdzie i =1,2,..,n, P,(t)=a/P(t) jest oddziatywaniem modalnym.

Jezeli przyjmiemy uktad sit w postaci przedstawionej na rysunku rys. 2.1., to
réwnanie ruchu uktadu 1SSU wyrazone za pomoca sit przedstawia wzor (2.6).
Poniewaz elementarna prace wykonana przez te sity na przyroscie
przemieszczen dy;(t) przedstawia wzor:

dW, = (B, (t) + K, () + T, (t) + P.(t))dw; () , (4.51)

mozna zapisa¢ WzOr na prace wykonana przez te sity od chwili poczatkowej t, do
chwili koncowej t:

W= [ (B,(®)+ K ©)+T, () + R1)dy; () =0, (4.52)
Vio
gdzie y,, oraz y, Sa przemieszczeniami uogdlnionymi w chwili poczatkowej
i koncowej. Elementarny przyrost przemieszczen wynosi dy;, (t) =y (t)dt , wigc
réwnanie (4.52) mozna przepisa¢ w formie:
ty .
W= [ (B, +K, 0 +T,0)+ ROy Ot =0, (4.53)
Wi :WBi +WKi +WTi +WPi =0, (4-54)
gdzie:

Wy, = [ —mp (O 0dt =~ My ()

:S =—Ey (tk) +Eg (to) ' (4.55)
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o~ 1~
Wy = . _kil//i(t)dt:_zkil//iz(t) :;:_EKi (t)+Ex (), (4.56)
w, = [ ey (bt (4.57)
.
Wy, :j: py; (Ddt. (4.58)

Praca sit bezwtadnosci i sprezystych, rowna jest odpowiednio zmianie energii
kinetycznej i spregzystej uktadu. Prace te nie zaleza od przebiegu drgan, lecz
tylko o stanu dynamicznego uktadu w chwili poczatkowej i koncowej. Prace sit
tlumienia oraz sit wymuszajacych zaleza od przebiegu drgan. Praca sit ttumienia
jest dodatnia, poniewaz funkcja podcatkowa jest zawsze dodatnia (wzor (4.57)).

Ostatecznie mozemy zapisa¢ wzor na prace sit ttumienia:

Wy =Wg; + W +Wy;, (4.59)
—Wy, = Eg (to) —Eg (tk) +Ey (to) —Ey (tk) +Wp, . (4.60)

Jezeli uktad wykonuje drgania swobodne ttumione, czyli W,, =0, rbwnanie
(4.60) przyjmie postac:

Wy, =E (to) —Ex (tk) +Ey (to) — Eg (tk) . (4.61)

Wida¢, ze praca sit ttumienia jest suma strat energii potencjalnej i kinetycznej
w czasie od t,—t, . Jezeli uktad wykonuje drgania swobodne niettumione
(W, =0 orz W,; =0), otrzymujemy rownanie opisujace zasadg zachowania
energii.

Podejsciem czesto stosowanym w literaturze (por. Adhikari, 2000, Gupta
i Gupta, 1999, Yamaguchi i Ito, 1997), jest przypadek drgan ttumionych
ustalonych, wywotany sita harmonicznie zmienna P, sin(At) (por. rozdz. 2.5).
Energia rozpraszana w trakcie jednego cyklu drgan réwna jest co do modutu
sumie elementarnych prac wykonanych przez sity tlumienia na przyrostach
przemieszczen ciagu jednego cykludrgan T =27/ A:

M= [ eyt (4.62)

Jezeli  przytoczymy jeszcze raz wzér na ruch ukladu 1SSU
v, (t) =a, sin(Ait—6—¢) oraz przyjmiemy 6=0, to otrzymamy wzér na
predkosé tego uktadu:
y, (t) = Aa,; sin(At — @), (4.63)
w ktorym: a,;, ¢ —amplituda drgan i kat fazowy wg wzordéw (2.58), (2.59). Po
scatkowaniu otrzymujemy nastepujaca zaleznos¢:

Wy,| = 76 Aa,”, (4.64)
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Jezeli podstawimy zaleznosci € = y.C,;, C.; = 2@m, = 2k, / @ , otrzymamy
wzor:

W,| = 27, %ﬂaof. (4.65)

Przeksztatcajac rownanie, tak aby wyznaczy¢ y otrzymujemy:
|WT|| | |WTi|
2rk Aa,?  AmAE,

Zazwyczaj ustala si¢ @ = A, aby uzyska¢ jak najwigkszy efekt ttumienia
drgan (E,; — jest catkowita energia sprezysta zgromadzona w uktadzie ktorego
przemieszczenie jest réwne a,.). Metoda ta, czgsto jest wykorzystywana
w badaniach modelowych w celu okreslenia poziomu ttumienia dla kazdej
postaci na podstawie wyznaczonej petli histerezy, z ktorej wyznacza si¢ W, .

Woracajac do okreslenia poziomu ttumienia dla nowo budowanych macierzy
ttumienia, przy przyjeciu zatozenia @ =A, amplituda drgan wyniesie
a,, = P, / 2k, . Podstawiajac do wzoru (4.65) otrzymujemy:

¥ = (4.66)

7P}
W, | = 2o (4.67)
2kiy,
z ktérego mozemy wyznaczy¢ y,:
7P}
— "o 4.68
T (9

Przy ustroju ztozonym z podstruktur o roznych parametrach ttumienia,
mozna postulowac aby:

2

w,|=—Z (4.69)

ZZ kkl 7/k|

Podstawiajac do wzoru (4.68) powyzsze rozwiazanie otrzymujemy:
Z Vi lzki
= 4.70
% < (4.70)
gdzie:

k. =a'K,a, k =a"Ka,. (4.71)

Formuta ta, jest czesto stosowana takze w programach obliczeniowych, gdzie
rozwiazywany jest problem drgan wiasnych niettumionych, wyznaczane sa
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wspotczynniki %, a nastgpnie budowana jest macierz tlumienia
proporcjonalnego C ze wzorow (4.42) lub (4.47) (por. Hibbitt i in 2002)

4.2.5. Zmodyfikowany model Rayleigha — model 1

Wezmy pod uwagg jeszcze raz rownania (4.2). Mozna postulowac, aby kazda
z podmacierzy C, z macierzy C odpowiadajaca danemu materiatowi
w konstrukcji miata posta¢ macierzy z modelu Rayleigha. Nastgpnie zsumujmy
te macierze. Otrzymana w ten sposdb macierz jest macierza petna, symetryczna
i nieproporcjonalna tzn. nie spetniajaca warunku ortogonalnosci (4.21).

Ponizej przedstawiono wzOr opisujacy posta¢ macierzy ttumienia dla
wydzielonych materiatow konstrukcji gtownej:

m

C=>C =) (M +K,), (4.72)
k=1 k=1
gdzie m jest liczba wydzielonych materiatéw.

W podejsciu tym mozemy zatozy¢ stale wartosci %, 7. % =% dla
poszczegblnych materiatow dla dwu wybranych czestosci drgan wiasnych
@, w;. Ttumienie, dla kazdej z tych postaci drgan, bedzie przybierato rozne
wartosci, ze wzgledu na fakt réznego ttumienia poszczegdlnych materiatow.
Zaleta tej metody jest fakt, ze nie musimy zna¢, z badan doswiadczalnych,
wartosci utamka ttumienia krytycznego dla kazdej postaci drgan wiasnych, a co
za tym idzie, metoda ta moze by¢ stosowana do budowy macierzy ttumienia
konstrukcji nowoprojektowanych.

C, =M, +,K, (4.73)

Procedura budowy macierzy tlumienia C dla modelu wiasnego jest

nastepujaca:
e wybieramy interesujace nasz czestosci drgan wiasnych, ktére beda brane
pod uwage w analizie dynamicznej (a@,w®;). Dla tych

czestosci uzyskamy doktadne tlumienie catej konstrukcji, zas dla
wielkosci  pomiedzy @, @; otrzymujemy tlumienie zanizone. Dla

I
mniejszych od @ oraz wigkszych @; otrzymamy zawyzong wartos¢

ttumienia;
e rozkladamy macierze mas, sztywnosci na podmacierze odpowiadajace
poszczeg6lnym materiatom (liczba macierzy sktadowych — m);
e tworzymy m ukiladéw rownan (dla kazdego materiatu). Kazdy uktad
rownan sktada si¢ z dwdch liniowych réwnan ze wzglgdu na o :
2y, = o, +051kw|22. (4.74)
2y,0; = 0y + 4,
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e wyznaczamy wspotczynniki o, + ¢, dla  wszystkich materiatow
i budujemy macierze C, dla poszczeg6lnych materiatow;
e budujemy globalna macierz ttumienia C:

C=>C,. (4.75)
k=1

Zastosowanie petnego modelu Caugheya (dla r>2) dla konstrukcji
wielomateriatowej nie jest mozliwe ze wzgledu na fakt, iz w macierzach
M, wystepuja zerowe wartosci na przekatnej gtéwnej i nie mozliwe jest
wyznaczenie macierzy odwrotnej.

4.3. Modele wlasne budowy macierzy ttumienia konstrukcji
glownej

Dla modeli ustrojow wielomateriatowych istotnym problemem staje sie
budowa macierzy ttumienia C. Jezeli zbudujemy ja wykorzystujac oméwione
modele ttumienia proporcjonalnego Rayleigha czy tez Caugheya, wykorzystujac
globalng macierz mas M oraz sztywnosci K, nie uwzglednimy zmiennych
wartosci parametrow ttumienia dla poszczeg6lnych materiatow, to mozemy
spotka¢ sig z duzymi bigdami w obliczeniach przemieszczen dynamicznych
konstrukcji. Poza tym, przy projektowaniu konstrukcji, nie znamy z badan
wartosci  utamkéw tlumienia  krytycznego odpowiadajacych wyliczonym
czestosciom drgan wiasnych.

4.3.1. Tlumienie nieproporcjonalne — model 2

Jest to catkowicie nowy model budowy macierzy ttumienia dla ustrojow
wielomateriatowych.  Uzyskana  macierz  tlumienia  jest  macierza
nieproporcjonalna. W literaturze mozna znalez¢ kilka przyktadéw budowy tego
typu macierzy, lecz w zadnej ze znanych autorowi prac nie udato si¢ uzyskac¢ tak
kompleksowego rozwiazania wykorzystujacego rzeczywiste macierze wiasne.
Cze$¢  autorow  skupia sie  na budowaniu  macierzy tlumienia
nieproporcjonalnego wykorzystujac rozwiazanie drgan wtasnych niettumionych.
Do tego nurtu mozemy zaliczy¢ prace: Hurty (1964), Gupta i Gupta (1999), Xu
iin.(1999). Nastepna grupa prac oparta jest na budowie peinej macierzy
ttumienia dla okreslonych uktadéw, oraz budowa od podstaw macierzy
tlumienia poprzez zespolone wartosci wiasne otrzymane z rozwiazania $cistego
drgan wiasnych ttumionych. Mozemy wymieni¢ tu prace: Liu i in. (2000,2001),
Hwang i in. (1997), Kasai i Link (2002).

Model zostanie zweryfikowany w dalszych podrozdziatach, poprzez przyktad
oraz poréwnanie wynikow z wynikami otrzymanymi z obliczen opartych na
metodach energetycznych.
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Wezmy pod uwagge jeszcze raz model opisany w pkt. 4.2.3. Przy zatozeniu,
7e macierze mas M, sztywnosci K oraz ttumienia C catej konstrukcji sktadaja
sie z podmacierzy

YoM, > KL YOG, (4.76)
k=1 k=1 k=1

Zapiszmy warunek ortogonalnosci dla macierzy mas:

WS MW=I. (4.77)
k=1
Po pomnozeniu lewostronnie przez 2I'Q, otrzymamy:
2rQOW™S "MW =2rQ. (4.78)
k=1

Mozna postulowaé aby rozbi¢ diagonalna macierz utamkéw ttumienia na
sume macierzy dla poszczegélnych materiatow (co fizycznie oznacza rozbicie sit
tlumienia na poszczeg6lne materiaty) w postaci:

r=>r, (4.79)
k=1
gdzie T, =diag[yy. 7. 7| iest macierza diagonalna utamkéw tlumienia
krytycznego dla materiatu k.
Wykorzystujac warunek ortogonalnosci dla macierzy C w postaci:
2 TQ=W'Y"CW, (4.80)
k=1 k=1
otrzymamy nastepujaca formute:

Wszjcsz 2irkfszzijkw. (4.81)
k=1 k=1 k=1

. . -1 .
Po przemnozeniu lewostronnie przez (WT) , Oraz prawostronnie przez
W ! otrzymamy:

3°C, =(W) 25 T eW S M, . (4.82)
k=1 k=1 k=1

Podstawiajac  rozwiazanie na (WT)_l ze wzoru (4.40) otrzymamy
ostatecznie:

ick = szirkfsz iMk : (4.83)
k=1 k=1 k=1

Ostatecznie, dla pojedynczego materiatu, mozna postulowaé¢ aby podmacierz
zZwiazana z k—tym materiatem miata nastepujaca postac:
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C, =MW2r,QW'™m, . (4.84)

Punktem wyjscia moze by¢ takze warunek ortogonalnosci dla macierzy K:
W'Y KW =07 (4.85)

k=1
Po pomnozeniu lewostronnie przez 2rQ™ i podstawieniu (4.79),
otrzymamy:
WY CW=2>"TQ'W > KW. (4.86)
k=1 k=1 k=1

. . -1 .
Po przemnozeniu lewostronnie przez (WT) , oraz prawostronnie przez
W' otrzymamy:

30, = (W) 23 e WY K, . (4.87)
k=1 k=1 k=1

Podstawiajac rozwiazanie na (WT) ' ze wzoru (4.45) otrzymamy
ostatecznie:
m m - m
> C=KW2> T Q°W'> K, . (4.88)
k=1 k=1 k=1
Macierz ttumienia dla podstruktury wykonanej z jednego materiatu bedzie
miata nastepujaca postac:

C, = KW2r Q*w'K, . (4.89)

Otrzymana ze wzoréw (4.83) oraz (4.88) macierz tlumienia jest macierza
petna i nieproporcjonalna, nie spetniajaca juz warunkéw ortogonalnosci.

Poniewaz poszczeg6lne podmacierze sa budowane dla kazdego materiatu
zosobna mozna przyja¢ zatozenie, ze dla wszystkich @, ®,,..,@, mamy
jednakowa wartos¢ utamka ttumienia krytycznego dla danego materiatu
Ve = Y = Yok = Y - Otrzymujemy wtedy zaleznosci:

C, =2y,MWOQW'M, . (4.90)
C, =27, KWQ*W'K, . (4.91)

Dla duzych uktadéw (N — stopni swobody) nie wyznacza sie wszystkich
wartosci wiasnych. Zazwyczaj wyznacza si¢ kilka lub kilkadziesiat pierwszych
czestosci drgan wiasnych i odpowiadajacych im wartosci wiasnych. Oznaczmy
liczbg wyznaczonych czestosci drgan wiasnych przez N,. W przypadku, kiedy
nie dysponujemy petna macierza wiasna W wzory powyzsze pozostaja aktualne,
lecz macierz W nie jest macierza kwadratowa i jest rozmiaru (N xN;) za$
macierz czestosci drgan wiasnych Q jest rozmiaru (N, xN,). W wyniku
przemnozenia WQW'" uzyskujemy petna macierz o rozmiarach (N x N).
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Otrzymane petne macierze ttumienia z obu wzoréw nie sa sobie rowne, ze
wzgledu na budowe macierzy podstruktur dla poszczegolnych materiatow
(podmacierzy). Mozliwe jest budowanie macierzy ttumienia z obu powyzszych
wzoréw w zaleznosci od charakteru sit ttumiacych. Jezeli ttumienie uktadu ma
charakter konstrukcyjny, wtasciwszym bedzie wzér z wykorzystaniem macierzy
sztywnosci (4.91). Niestety, w przypadku wystepowania w ukladzie elementow
posiadajacych mase i ttumienie, a ktérych macierze sztywnosci elementow K*
nie sa agregowane do petnej macierzy sztywnosci K, przyjecie wzoru (4.91)
moze prowadzi¢ do niedoszacowania ttumienia catej konstrukcji. Mozna wtedy
przyja¢, ze wiasciwszym bedzie wzor wykorzystujacy do budowy macierzy
ttumienia C, macierze mas M, .

Jeszcze innym podejsciem, ktére mozna zaproponowaé, jest przyjecie
wariantu ztozonego wykorzystujacego oba wzory. Jezeli oznaczymy:

Cy =Y C,=MW2> T QW' > "M, (4.92)
k=1 k=1 k=1
Cy=» C,=KW2) T Q*W' > K,, (4.93)
k=1 k=1 k=1
to mozna postulowa¢, aby macierz ttumienia C miata nastgpujaca postac:
C=oC, +¢,C,, (4.94)

gdzie o, , e, Sa wspotczynnikami proporcjonalnosci.
W zaleznosci od sytuacji, wspotczynniki e, ,c,, moga przyjmowaé wartosci
Z przedziatu (0;1} oraz musza spetnia¢ warunek:

o +oy =1. (4.95)

4.3.2. Zmodyfikowana metoda energetyczna — model 3

Rozpatrzmy jeszcze raz wzory z rozdz. 4.2.4. Tym razem wezmy pod uwage
przypadek drgan swobodnych ttumionych. Rozwiazanie kazdego z rownan jest
w postaci analogicznej do réwnania (2.28):

Vo +Va Vo

wdl

i (t) =| vy cos(wyt) + sin(w,t) [exp(—xat) (4.96)

Zatozmy, ze y,, =0, otrzymujemy wtedy:

v, (t) = exp(—7at) L sin(a,t), (4.97)
di
v, () =~y eXp(—%w.t)ﬁsin(wdit) + Wy eXp(—%w.t)ﬁwS(wdit) . (4.98)
wdi wdi
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Jezeli wyznaczymy teraz sume energii kinetycznej i potencjalnej dla
dowolnej chwili czasu t, otrzymamy:

cos® (a,t) — sm(Za)d.t) +
a) 1
, (4.99)
)
+[_'
Wy
Ostatecznie podstawiajac do wzoru (4.61) formuty na energie w chwili czasu

(14 77 )sin® (@yt)
E (t,) oraz E(t), gdzie t, =t,+T, =t,+ 27/ @, otrzymamy nastgpujacy
wz0r na pracg sit ttumienia:

E (1) == mvfo.exp( 27,a1)

27T
WTi (tk) = 4

1- exp[—Zw E (t,). (4.100)

di

Jezeli wprowadzimy pojecie wspotczynnika pochtaniania wiasciwego oraz
wykorzystamy  zaleznos¢ @, = @+1—y> oraz A, =2y /\1-%, to
otrzymamy nastepujacy wzor:

: (4.101)

gdzie:
W, =1—exp(—24;). (4.102)

Jak mozemy zaobserwowaé na rys. 4.2. wartos¢ wspotczynnika w; dazy
asymptotycznie do wartosci granicznej rownej 1. Dla y =1, A, — oo, zas
|Iml//| =1. Niestety, w literaturze, czgsto mozna spotka¢ wartos¢ uproszczona
ﬁ/ =~ 2A,, ktéra mozna stosowac dla bardzo matych ..

Rozwazmy teraz uktad ztozony z podstruktur zbudowanych z materiatéw
0 roznych parametrach ttumienia. Mozna wtedy postulowa¢, aby wspotczynnik
pochtaniania dla i—tej postaci drgan y; miat nastgpujaca forme:

W)
V= W , (4.103)

gdzie:
ZWTk. t)= Z(l eXp( 24 )) Eq(t) = Zl//kl Eyi (t,) - (4.104)

54



RozdziaZ 4.Réwnania ruchu ukfadéw dyskretnych

0o 1| T
08
0.7 1 S D
0.6 ]
W, 05
04
03 1
02 1 /
01 - /
0 | |
0 e 05 07 1 125 15 1% 2

Rys. 4.2. Zaleznos¢ wspétczynnika pochtaniania /;, od logarytmicznego dekrementu A,

Ostatecznie otrzymamy zaleznos¢:

zl/?ki Eki (to)
" k=1
TR
gdzie: m — oznacza liczbe podstruktur uktadu gtéwnego odpowiadajaca danemu
materiatowi, . — jest wspotczynnikiem pochtaniania dla materiatu k, E(t,) —
jest energia odpowiadajaca k — temu materiatowi w chwili poczatkowej t, zas
E; (t,) — jest catkowita energia uktadu w chwili poczatkowej t, .

Jezeli wybierzemy czas poczatkowy w momencie najwigkszego wychylenia
uktadu, to bedziemy rozpatrywac energig sprezysta E,(t,). jezeli za$
wybierzemy czas poczatkowy w momencie przejscia przez stan réwnowagi,
bedziemy rozpatrywac¢ energie kinetyczna uktadu Eg(t,). Ostatecznie
poszczegblne energie uktadu mozna policzy¢ w nastepujacy sposob dla energii
sprezystej:

: (4.105)

Ekl(t)_ ~a'K,a,, E(t)_ a,' Ka,, (4.106)
zas dla energii klnetycznej'
Ek,(t)_ ~a'M, a@’ E(t)_—a Ma,w’. (4.107)

Podobnie jak w przypadku innych metod energetycznych, mozemy

wyznaczy¢ y dla kazdej postaci drgan, korzystajac z przeksztatcen
A;=—In(1—y,)/2 oraz y, =A; //47* + A , a nastgpnie zbudowa¢ macierz
ttumienia proporcjonalnego C ze wzoréw (4.42) lub (4.47).
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4.4. Ocena przyjetych postaci macierzy ttumienia

W celu oceny ttumienia dla poszczegélnych postaci nalezy rozwiazaé
problem drgan wiasnych swobodnych ttumionych. Dla uktadu o dwu stopniach
swobody problem ten zostat przedstawiony w rozdz. 3.3. Dla uktadow
dyskretnych o wielu stopniach swobody wygodnie jest wykorzysta¢ rdwnania
stanu. Wektor zmiennych stanu definiuje sie w sposob nastepujacy:

awm| a()
0= {q(o}’z(t) - {d(t)} | (109
a réwnania ruchu mozna przepisa¢ w postaci:
q(t) =0q(t) + 19(t)
G(t)=—M'Ka(t) - M ‘Cq(t)

Wykorzystujac definicje zmiennych stanu mozna powyzsze rownania zapisa¢
nastepujaco:

(4.109)

z(t) = Az(t), (4.110)
gdzie:
0 |
A= . 4,111
MK -MC (4.111)

Réwnaniom ruchu zapisanym za pomoca zmiennych stanu mozna nadaé
kilka r6znych postaci. Najbardziej popularna jest posta¢ przedstawiona powyzej.
Kolejne postacie otrzymuje sie definiujac nieco inaczej réwnania (4.109).
Szczeg6towe omowienie innych postaci réwnan mozna znalezé w pracy
Lewandowski (2006). Rozwiazanie macierzowego, liniowego i jednorodnego
rownania rozniczkowego o statych wspoétczynnikéw ma postac:

z(t) =ae™, z(t) = sae™. (4.112)

Podstawiajac proponowana posta¢ rozwiazania do réwnania stanu otrzymuje
sie liniowy problem witasny o postaci:

(A—sla=0. (4.113)

Teraz do rozwigzania mamy liniowy problem wiasny dla niesymetrycznej
macierzy A. Rozwiazaniem sa wartosci wiasne s; i wektory wiasne a;,
j=12,..,2n. W o0g6lnosci sa to liczby i wektory zespolone, parami sprzezone
lub liczby i wektory rzeczywiste. Zaleznosci te opisane byly juz w rozdz. 3.3.
Przytoczmy tu jeszcze raz wzory na czgstosci drgan wiasnych ttumionych
i utamki tlumienia krytycznego zwiazane z tymi czestosciami drgan wiasnych
ttumionych:

e przypadek, gdy s;,s;., sa liczbami zespolonymi:
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o =07 +07, v, =—H;17;; (4.114)

e przypadek, gdy s;,s;,, sa liczbami rzeczywistymi:
S5 S S S (4.115)
2,055 20

2 _ _
W =3iSiy Vi =

Podejscie to, jest bardzo wazne z punktu widzenia dynamiki budowli, gdyz
pozwala oceni¢, czy globalna macierz ttumienia zostata zbudowana prawidtowo,
z jak najwierniejszym oddaniem trudnego zjawiska ttumienia w przypadku
konstrukcji ztozonych z wielu réznych materiatw.

4.5. Przyklady obliczeniowe

4.5.1. Przyktad 1 — system 2SSU

m; .
|61_,(t)
k, d.c
P(t)
m,
|q,(t)
k] |==|CJ

Rys. 4.3. Schemat ustroju — przyktad nr 1

Réwnania ruchu dla ustroju gtéwnego miaty posta¢ rownan (4.1). Gtdwne
macierze M, K, C beda mialy nastepujaca posta¢:

_m 0 K= k,+k, —k, o c,+¢, —C, | (4.116)
0 m, —k, K, —C, C,
za$ macierze sktadowe poszczegdlnych podstruktur:
m O k, O c, O
M= * | K=l1 |,C,=|" |, 4.117
1o oot o 0] Lo o} (4.117)
0 0 k, —k c, —C
M, = K,=| 7 2 C,=| ? 2 (4.118)
0 m, -k, k, —C, G,

Wspotczynniki macierzy tlumienia wyznaczano ze wzoru ¢, =2y@ .
Wyrdzniono trzy przypadki powyzszego ustroju:
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, k, =100, k, =1, o, w, =1, ,=0,02, y,=0,2;

, =100, k, =1, @,w, =1, ,=0,02, 3, =0,05;
m, =100, m,=1, k, =100, k,=0,5, @ =1, o, =21/2, 7, =0,02,
7, =0,05.

Pierwsze dwa przypadki odpowiadaja ustrojowi, dla ktdrego czestos¢ drgan
wilasnych @ jest bliska @,. Wyr6zniono ttumienie silne y,=0,2 oraz
ttumienie stabe y, =0,05. Trzeci przypadek stanowi ustrdj ,rozstrojony”, dla
ktorego czestosci drgan wiasnych nie sa bliskie przy y, =0,05.

Rozwiazano zagadnienie drgan swobodnych ttumionych, wykorzystujac
rownania stanu, z ktérych otrzymano czgstosci drgan wiasnych ttumionych oraz
utamki ttumienia krytycznego zwiazanymi z tymi czgstosciami.

Wyznaczono takze czestosci drgan wiasnych niettumionych i odpowiadajace
im postacie drgan wtasnych. W tabeli 4.1. zestawiono otrzymane czgstosci drgan
wiasnych niettumionych i tlumionych, rzeczywiste utamki tlumienia
krytycznego dla wszystkich trzech przypadkow.

Tabela 4.1. Wartosci czestosci wiasnych oraz utamka ttumienia krytycznego

czestosé drgan czestosé drgan
wlasnych wlasnych ulamek ttumienia
niettumionych tlumionych krytycznego
@, @y Vi
przypadek 1
1,05125 1,00661 0,18635
0,95125 0,99343 0,03465
przypadek 2
1,05125 1,04884 0,03771
0,95125 0,95343 0,03246
przypadek 3
1,00494 1,00485 0,02064
0,70363 0,70370 0,01217

Nastepnie zbudowano macierze ttumienia konstrukcji gtéwnej wykorzystujac
nastepujace modele:
e MW?1 - Model 1 -zmodyfikowany model Rayleigha;
e  MW?2 - Model wiasny 2 — ttumienie nieproporcjonalne;
e MW3 - Model wiasny 3 — zmodyfikowana metoda energetyczna
wykorzystujacy wzor na y; (4.105);
e ME - Model energetyczny wykorzystujacy wzor na ¥ (4.70).
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W modelach MW1 oraz ME wykorzystano dodatkowo wzoér (4.47) do
budowy globalnej macierzy ttumienia. W modelach MW1 oraz MW2 macierz
tlumienia uzyskiwana jest w sposéb bezposredni.

Nastepnie, rozwiazano zagadnienie drgan wiasnych ttumionych dla kazdego
przypadku. Oczywiscie, w przypadku modeli MW3 oraz ME czgstosci drgan
wiasnych tlumionych beda jednakowe z otrzymanymi z rozwiazania drgan
wiasnych niettumionych, a utamki ttumienia beda réwne . otrzymanym
z zatozen modelu.

Otrzymano czestosci drgan wiasnych ttumionych oraz utamki ttumienia dla
kazdego z modeli. Zestawienie porOéwnawcze rozwiazan $cistych oraz
otrzymanych dla powyzszych modeli zestawiono w ponizszej tabeli:

Tabela 4.2. Wartosci czestosci wiasnych oraz utamka ttumienia krytycznego dla
przyktadu 1

czestosé¢ drgan wlasnych ttumionych ulamek ttlumienia krytycznego
postaé| rozw. rozw.
drgan| ¢ciste | MW1 | MW2 | MW3 | ME sciste | MW1 | MW2 | MW3 | ME
przypadek 1

1,006611,00000{1,003001,05125|1,05125|0,18635|0,18513|0,18523|0,06433|0,11449
0,99343/1,00000)0,99701]0,95125|0,95125]0,03465|0,035600,03504|0,07081 |0,10551
przypadek 2
1,04884|1,04884|1,04884|1,05125|1,05125|0,03771|0,03504|0,03579|0,03287|0,03575
0,95343/0,95343]0,95344|0,95125|0,95125|0,03246 |0,035040,03422|0,03287|0,03425
przypadek 3
1 ]1,00485|1,00491|1,00489|1,00494|1,00485|0,02064|0,02045|0,02057|0,02024|0,02107
0,70370/0,70365]0,70366|0,70363|0,70370{0,04908|0,04959]0,04943|0,04965|0,04908

4.5.2. Przyktad 2 — ustrdj wspornikowy zlozony z trzech materiatéw

W rozwazaniach przyjeto wspornik skladajacy sie z trzech réznych
materiatow o wysokosci 80m, ktérego schemat przedstawiono na rys. 4.4. Model
ten wykorzystany byt w pracy Flaga, Szulej i Wielgos (2008). Wartosci
logarytmicznego dekrementu ttumienia przyjeto na podstawie literatury:
Bachmann (1991), Orto$ i in. (1997). Dla czgsci zelbetowej przyjgto A, =0,15,
stalowej A; =0,05 za$ drewnianej A, =0,10.

Model ustroju zbudowano wykorzystujac elementy dwuwymiarowe ramowe.
Model sktadat sie z o$miu weztébw (kazdy trzy stopnie swobody).
Przeprowadzono kondensacje statyczna, redukujac obrotowe stopnie swobody.
Uzyskano uktad, ktérego macierze M, K miaty wymiar (16 x 16).
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Rys. 4.4. Schemat ustroju — przyktad nr 2

Tabela 4.3. Wartosci czestosci wiasnych dla przyktadu 2

posta¢é czestosé drgan wlasnych ttumionych

drgan MW1 MW2 MW3 ME
1 1,046744 1,046765 1,046741 1,046741
2 1,790027 1,78999 1,790028 1,790028
3 5,460255 5,460443 5,46026 5,46026
4 10,18728 10,187152 10,187272 10,187272
5 14,365972 14,366074 14,36594 14,36594
6 27,768926 27,769062 27,768679 27,768679
7 34,424249 34,423743 34,42424 34,42424
8 48,38694 48,386972 48,38423 48,38423
9 66,218446 66,214511 66,216883 66,216883
10 95,38566 95,381718 95,37952 95,37952
11 106,143686 | 106,138879 | 106,14126 106,14126
12 146,911977 | 146,829333 | 146,817541 | 146,817541
13 185,570158 | 185,530748 | 185,53800 185,53800
14 252,943826 | 252,868118 | 252,87240 252,87240
15 322,203795 | 321,621852 | 321,612911 | 321,612911
16 424,162286 | 425,440543 | 425,485489 | 425,485489

Dla ustroju przeprowadzono analize drgan wiasnych niettumionych.
Podobnie, jak w poprzednim przypadku, sprawdzono model MW1, MW2,
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MW3, ME. Dla metody MW1 przyjeto jednakowa wartos¢ ttumienia
krytycznego dla pierwszej oraz dziewiatej postaci drgan. Ponizej zestawiono
uzyskane wyniki czestosci drgan wiasnych i utamki ttumienia krytycznego dla
wszystkich postaci drgan wtasnych ustroju..

Tabela 4.4. Wartosci utamka ttumienia krytycznego dla przyktadu 2

posta¢é ulamek tlumienia krytycznego

drgan MW1 MW?2 MW3 ME
1 0,016795 0,020603 0,020435 0,020603
2 0,010704 0,017965 0,017846 0,017965
3 0,004708 0,018525 0,018236 0,018524
4 0,004402 0,017629 0,017499 0,017629
5 0,005043 0,01735 0,017073 0,01735
6 0,008733 0,019425 0,019158 0,019425
7 0,00907 0,01674 0,016645 0,01675
8 0,01357 0,01835 0,018027 0,01835
9 0,017789 0,017765 0,017403 0,017765
10 0,02330 0,01631 0,016254 0,01631
11 0,03211 0,02022 0,019976 0,02022
12 0,039191 0,017901 0,017533 0,017899
13 0,04729 0,01713 0,016742 0,01713
14 0,07493 0,01991 0,019606 0,01991
15 0,089427 0,018622 0,018262 0,018618
16 0,070925 0,011231 0,010986 0,011234

4.5.3. Analiza wynikéw

Po przeanalizowaniu danych z obu przyktadéw obliczeniowych nasuwa sie
wniosek, ze modele MW3 oraz ME moga by¢ uzyte do budowy macierzy
tlumienia, tylko dla matych wartosci utamka ttumienia krytycznego (zazwyczaj
spotykanych w ustrojach budowlanych). Dla tych modeli, czestosci drgan
wiasnych ttumionych sa réwne czestosciom drgan wiasnych niettumionych, co
wynika z zatozen budowy macierzy ttumienia proporcjonalnego. Jezeli wiec
wystapi w ustroju jakakolwiek podstruktura odpowiadajaca materiatowi
0 duzych wartosciach utamka ttumienia, nie nalezy uzywaé¢ tych modeli do
budowy macierzy ttumienia. Jezeli uzyjemy jakiegokolwiek modelu opartego na
metodach energetycznych do budowy macierzy ttumienia konstrukcji
z dotaczonymi WSTM (dla ttumikéw wartosci utamka ttumienia krytycznego sa
wieksze od 0,10), otrzymamy niewlasciwe czestosci drgan wiasnych
ttumionych, a takze ufamki tlumienia krytycznego (odpowiadajace tym
czestosciom).
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Model MW1, moze by¢ uzywany do budowy macierzy ttumienia dla duzych
wartosci y, > 0,10 (gdzie k — oznacza k — ty materiat w konstrukcji ) lecz nalezy
pamigta¢, ze spetnia on warunki ttumienia tylko dla dwoch przyjetych @ oraz
o;. Dla pozostatych czestosci drgan wiasnych uzyskujemy zanizone lub
zawyzone wartosci tlumienia postaci drgan wiasnych ttumionych, co
uwidocznione jest w przyktadzie drugim, gdzie tylko dla pierwszej oraz
dziewiatej postaci uzyskano, zgodne z innymi modelami, wartosci utamka
ttumienia krytycznego.

Natomiast autorski model MW?2, budowy macierzy ttumienia
nieproporcjonalnego, z bardzo dobrym przyblizeniem okresla ttumienie
odpowiadajace poszczegélnym czestosciom drgan wiasnych ttumionych.
Mozemy przyja¢, ze nawet dla duzych wartosci utamka ttumienia krytycznego
7. > 0,10 model MW?2, staje si¢ niezbedny do okreslenia macierzy ttumienia
ustroju.
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5. Metody pasywnej redukcji drgan

Obecnie wyrézniamy kilka metod i technologii umozliwiajacych redukcje
drgan spowodowanych réznorakimi oddziatywaniami. W zaleznosci od rodzaju
tych oddziatywan niektdre z metod sa skuteczniejsze od innych, niekiedy jedyne
jakie mozna zastosowaé. W zaleznosci od sposobu i podejscia do problemu
redukcji drgan mozemy wyr6zni¢ nastgpujace grupy metod redukcji
niepozadanych drgan:

e metody pasywnej redukcji drgan;

e metody aktywnej redukcji drgan;

e metody potaktywnej redukcji drgan;

e metody mieszane.

W niniejszej rozprawie skupiono sie na pasywnej metodzie redukcji drgan,
i jest ona najczesciej stosowana w konstrukcjach rzeczywistych. Pasywna
redukcja drgan mozliwa jest dzieki, wprowadzeniu dodatkowych elementow
zwanych dalej tZJumikami drgasi (TD). Gtéwnym ich zadaniem jest zwiekszenie
mozliwosci rozpraszania energii w trakcie drgan ustroju, lecz mozliwa jest takze
zmiana charakterystyk czestotliwosciowych ustroju. W zasadzie we wszystkich
przypadkach, jakakolwiek zmiana parametrow tlumienia  zmienia
charakterystyki czestotliwosciowe ustroju (por. rozwiazanie drgan wilasnych
tlumionych omoéwione w rozdziale poprzednim). Cecha wyrdzniajaca thumiki
pasywne jest to, ze nie dostarczaja one energii do ukladu gtéwnego,
a wykorzystuja drgania konstrukcji do wywotania dodatkowych sit ttumiacych.
Inna cecha tych ttumikdw jest to, ze ich parametry nie zmieniaja Sie w czasie.

Metody aktywnej redukcji drgan nie beda omawiane w rozprawie. Mozna
tylko stwierdzi¢, ze w wigkszosci przypadkdw sa one skuteczniejsze od metod
pasywnej redukcji drgan, ale wymagaja zainstalowania dodatkowych urzadzen
na konstrukcji (czujniki, komputery, wzbudniki). Cecha charakterystyczna tego
rodzaju ttumikdw jest dostarczanie energii (wprowadzenie dodatkowych sit
aktywnej regulacji) do uktadu poprzez wzbudniki.

Metoda potaktywnej redukcji drgan wykorzystuje zmiane w czasie
parametrow zainstalowanych pasywnych ttumkow drgan.

Szeroko omdwione metody aktywnej i potaktywnej redukcji drgan mozna
znalez¢ w pracy Lewandowskiego (2006).

5.1. Wiskotyczne ttumiki drgan

Ttumiki wiskotyczne zazwyczaj sktadaja sie z cylindra wypetnionego ciecza
0 duzej lepkosci, w ktérym porusza sie ttok z otworami. Podczas ruchu ttoka
wymuszany jest ruch cieczy, ktorej przeptyw w zaleznosci od czgstosci
wymuszenia i predkosci cieczy w cylindrze moze mie¢ rézny charakter. Energia
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rozpraszana jest na skutek tarcia pomigdzy czasteczkami ptynu a ttokiem.
Ponizej przedstawiono schematyczny rysunek takiego ttumika.

Rys. 5.1. Schemat ttumika wiskotycznego

Ze wzgledu na rozne charakterystyki lepkosciowe cieczy oraz zmiany
cisnienia w cylindrze w zaleznosci od temperatury, czesto dodatkowym
elementem jest akumulator cieczy kompensujacy zmiany cisnienia w cylindrze.

Sita wywotywana przez tego rodzaju ttumik, w ogélnosci ma postaé:

(x®))"  x@®)>0

Ft (t) =C . )
—(—)'((t))a X(t) <0

(5.1)

gdzie: c jest wspoétczynnikiem ttumienia, Xx(t) predkoscia wzgledna ttoka
wzgledem cylindra a o wspotczynnikiem.

W ogolnosci wspotczynnik o, zawiera si¢ 0,3<a <2 w zaleznosci od
rodzaju ttumika, charakteru wymuszenia itd. Sity ttumienia sa proporcjonalne do
wzglednej predkosci ttoka w przypadku, gdy przeptyw cieczy jest laminarny,
czyli dla matych predkosci ttoka. W sytuacji gdy dany ustréj poddany jest
dynamicznemu oddziatywaniu wiatru, ktorego spektrum czgstotliwosciowe nie
przekracza 2Hz, mamy do czynienia z przeptywem laminarnym w ttumiku
o = 0. Dobrym przyblizeniem jest wtedy zaleznos¢:

F(t) =cx(t) . (5.2)

5.2. Lepkosprezyste ttumiki drgan

Przyktadem ttumika lepkosprezystego moze by¢ takze ttumik omoéwiony
w poprzednim rozdziale, w ktérym ciecz wykazuje wiasnosci lepkosprezyste.

Do opisu tego typu ttumika moze stuzy¢ model Maxwella, schematycznie
przedstawionym na rys. 5.2.
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Rys. 5.2. Model reologiczny Maxwella

W elementach modelu Maxwella panuja jednakowe sity, ktdre sa opisane
zaleznosciami:

T.(t) =F;(t) = cx(1), (5.3)

T.(t) =—F ) = yk =k (a,(t) —a (1)), (5.4)

gdzie x(t)=q;(t) —q,(t), y(t)=q,(t) —q;(t) . Réznica przemieszczen punktu j
oraz i Aq(t)=q;(t)—q;(t) jest rowna sumie réznic Aq(t) = x(t) + y(t), wigc
mozemy zapisac:
1
Aq(t) :k—Tt (t) +x(t) . (5.5)

t

Po zro6zniczkowaniu réwnania wzglgdem czasu otrzymujemy:

AG(t) = kiT; 0+ CiTt (t). (5.6)

t

Ostatecznie wzOr mozna przedstawié¢ w postaci:
CAG(t) =7.T, (1) +T,(t), (5.7)

gdzie 7, =c, /k, jest czasem relaksacji.

Opisane wyzej rdwnanie jest bardzo niewygodne do stosowania w analizie
MES. Jego posta¢ wynika z usuniecia stopnia swobody zwiazanego
z przemieszczeniem g, (t) , co w efekcie wprowadza wielkos¢ rt'l;l (t) . Z tego tez
wzgledu warto$¢ sity ttumiacej zalezy od czestosci wymuszenia A. Jezeli
przemieszczenie oraz sita w ttumiku zmieniaja sie harmonicznie w czasie
Z czestoscia kotowa wymuszenia przy drganiach ustalonych A4, wedtug
wzorow T, (t) =T, exp(idt), Aq(t) = Ag,exp(idt) otrzymujemy nastgpujaca
zaleznos¢ w dziedzinie czestosci:

iACAQ, =iA7, T, +T,, (5.8)

iAc . _
To= T i/{rt Aq, = (k, +idc,)Aq, =k, (1+i7,)Ag,, (5.9)

gdzie:
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s_S% At} 6o 1 n_/ice
ok IR T AT Tk

Na rys. 5.3 przedstawiono wykres c,(4) oraz k. (1), przy danych ¢, =1, ,
k =1.

(5.10)

e

Rys. 5.3. Wykres ¢,(A4) oraz k,(A4) dla modelu Maxwella

Sztywnos¢ k, ttumika dla modelu Maxwella, wyznacza si¢ dla nieskonczenie
duzej czgstosci wymuszenia A = oo, za§ wspotczynnik ttumienia c, dla zerowej
czestosci wymuszenia A = 0. Otrzymujemy wtedy odpowiednio:

k. =k,, ¢, =c,. (5.11)
Jezeli stopien swobody zwiazany z @, (t) nie zostanie usunigty, zniknie

sktadnik 7,F, (t) . Jezeli napiszemy réwnania ruchu da kazdego stopnia swobody
otrzymamy uktad trzech réwnan:

F )=k (a®—a®), (5.12)
F.(®) =k (a,(t) - (1) +c (6, () —d; (1)), (5.13)
F ) =c(d;®) —q.), (5.14)

ktory w petni opisuje model reologiczny Maxwella.

Niestety w literaturze np. w pracy Lewandowskiego (2006), czesto stosuje sie
podejscie, w ktérym usuwany jest ten stopien swobody i doktadane sa do
rownan ruchu sity pochodzace od ttumikow, w ktorym wystepuje pierwsza
pochodna tej sity T,(t). Powstaty uktad rownan nie moze by¢ wtedy obliczony
klasycznymi metodami MES i czesto wprowadza sig uproszczenie, iz parametry
tlumika sa state, niezalezne od czestosci wymuszenia, lub sa okreslone dla
pierwszej, dominujacej w odpowiedzi ustroju czgstosci drgan wiasnych.
Upraszcza to model obliczeniowy ttumika, ktory w zasadzie sprowadza sig
innych modeli reologicznych Kelvina-Voigta, w ktérym dodatkowa sita
tlumienia jest postaci:
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T, (t) = k.Aq(t) + c,Aq(t) . (5.15)

Innym typem ttumikow lepkosprezystych sa ttumiki w ktorych element
tlumiacy wykonany jest z substancji szklistych lub kopolimeréw. Rozpraszanie
energii w takich materiatach odbywa sie w trakcie zmian postaciowych.
Zazwyczaj taki tlumik sktada sie z dwu ptyt przymocowanych do piyt
stalowych. Schematyczny rysunek takiego ttumika przedstawiono ponizej.

Rys. 5.4. Schemat ttumika lepkosprezystego

Do opisu tego typu ttumikéw najczesciej stosowany jest standardowy model
reologiczny (SMR). Jest on kombinacja omdwionego wczesniej modelu
Maxwella oraz Kelvina-Voigta. Schemat do okreslenia sit w tym modelu
przedstawiono na rys. 5.5.

Rys. 5.5. Standardowy model reologiczny
Zaleznosci podstawowe przedstawione sa ponizej:
FO)=F@0)+F, 0, F;()=F.(t)+F,1, FO)=-F(@), (5.16)

a; (1) — 0, (1) = (. () — 0, (1)) +(a; () — . (1)) (5.17)

Wielkosci opisujace poszczegolne sity dla czesci drugiej (modelu Maxwella_
beda miaty nastepujaca postac:

Fa () =k, (a,() —a, (1), (5.18)
F () =k, (0,() — g, (1) + ¢, (6. () — ;1)) (5.19)
Fi. () =c,(d,()—d,)), (5.20)
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za$ dla czesci pierwszej:
Fa(t) =k (g,()—a; ), (5.21)
Fa(t) =k (a,()—q,(1)). (5.22)

Jezeli do réwnania (5.17) podstawimy zaleznosci wynikajace z rownan (5.18)
oraz (5.21) otrzymamy:

—Fy(t) 1k = —F, (t) 7k, +(a;®) — . (1)) (5.23)
Sprowadzajac do wspolnego mianownika, podstawiajac
F,(t) = F (t) — F,(t) oraz rdzniczkujac wzgledem czasu t, otrzymujemy:
—F.)(k +k,) F@®) . ,
Ol rk) , BO_ (g, 0-4.0) (5.24)
172 2

Zalezno$¢ po prawej stronie rownania mozemy wyznaczy¢ z rdwnania(5.20).
Uwzgledniajac F;,(t) = —F,(t) oraz F,(t) = F (t) — F,(t), otrzymujemy:
ROK+k) RO RO RO

klkZ k2 CZ CZ .

(5.25)

Po uwzglednieniu  zaleznosci  F,(t) =k, (¢, (1) —d;(t)) oraz (5.21),
ostatecznie otrzymujemy znany wzér dla modelu standardowego:

. K, .
AN = (7R @) + R () — kAq()), (5.26)
lub, po przeksztatceniach:
7(k, +k, ) Ad(t) + k,Aq(t) =7F () + F (1), (5.27)

gdzie: 7=c, /k,, Aq(t)=;(t) —q;(t), Aq(t)=d;(t)—q;(t).

Ze wzorow powyzszych wynika, iz jezeli zredukujemy wartos¢ k, =0, to
otrzymamy model reologiczny Maxwella. Jezeli natomiast wartos¢ k, — oo to
model standardowy upraszcza sie do modelu Kelvina-Voigta.

Podobnie, jak dla modelu Maxwella, jezeli przyjmiemy opis sit ttumienia
oraz  przemieszczenia  wzglednego w  postaci F. (t) = F, exp(iit),
Aq(t) = Aq, exp(iAt) to otrzymamy:

E_ k, +idz(k, +k,)

Ag, = (k, +iAc, )Ag, =k, (1+i77.)Aq,, 5.28
0 1+|ﬂf qO ( e e) qO e( ne) qo ( )
gdzie:
c, k, 4+ A7 (k, +k,) c, Ac
=, k = y Ce = y e :_e. 5-29
’ k, ° 1+ A%7? 1+ A°? g k, (.29)
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Wielkos¢ Kk, +idc, nazywana jest sztywnoscia zespolona. Na rys. 5.6
przedstawiono wykres c, (A1) oraz k. (A1), przy danych ¢, =2, k, =1, k, =2

Rys. 5.6. Wykres ¢,(A4) oraz k,(A)

Wspotczynnik ttumienia ¢, oraz sztywnos¢ k;, wyznacza dla zerowej
czestosci wymuszenia A = 0. Otrzymujemy wtedy:

k,=k,, c,=¢C,. (5.30)

Dla nieskonczenie duzej czestosci wymuszenia A=oc, otrzymujemy
odpowiednio:

k,=k +k,, ¢c,=0. (5.31)

Oczywiscie, podobnie jak to miato miejsce w modelu reologicznym
Maxwella, korzystniej jest wprowadzi¢ element MES z dodatkowym stopniem
swobody. Podejscie takie, eliminuje pojawienie sie w réwnaniach ruchu
sktadnika z pierwsza pochodng sity ttumienia Fi(t). W nastepnym rozdziale
zostanie  wyprowadzony autorski element MES modelujacy ttumik
lepkosprezysty.

5.3. Strojone ttumiki masowe (STM)

Strojony tlumik masowy (czasem nazywany dynamicznym ttumikiem drgan)
sktada sie z dodatkowo dotaczonej masy do konstrukcji gtéwnej, za pomoca
wiezdw 0 wilasciwosciach sprezystych oraz ttumiacych. Redukcje drgan
uzyskuje si¢ poprzez przeptyw i rozpraszanie energii pomigdzy konstrukcja
glébwna a STM. Strojony tlumik masowy, jak sama nazwa mowi, jest
»hastrojony” na konkretna wartos¢ @, =@ (lub na wartos¢ bliska tej czgstosci
, =~ @) wybranej czestosci drgan witasnych konstrukcji gtownej. Zastosowany
STM wyttumia w zasadzie ta czestos¢ na ktora zostat nastrojony, w ogdlnosci
jednak w przypadku wystepowania Kilku bliskich sobie czestosci drgan
wiasnych i umiejscowieniu tlumika w miejscu, gdzie rzedne postaci drgan
wiasnych sa znaczace, bedzie on takze tlumit te czestosci drgan wiasnych.
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Zazwyczaj bliskie sobie czestosci drgan wiasnych wystepuja dla ustrojow
bardzo ztozonych, takich jak przekrycia wielkopotaciowe, mosty czy ktadki
podwieszane lub wiszace.

Schematyczny rysunek takiego ttumika, dziatajacego na kierunku pionowym,
przedstawiono ponizej.

Rys. 5.7. Schemat ttumika dynamicznego — STM

Zagadnienia dotyczace okreslenia optymalnych parametréw tego typu
ttumikéw w sposob szczeg6towy dla uktadu 2SSU, zostalo omdwione
w rozdziale 3.

W nastepnych rozdziale oméwione zostana takze autorskie modele MES
modelujace STM.

5.4. Sposoby wbudowania ttumikow drgan w konstrukcje
glowna

Thumiki  wiskotyczne jak i lepkosprezyste moga by¢ wbudowywane
w konstrukcje w  roznorodny sposob. Najczesciej spotykane ukiady
przedstawione sa na rys. 5.8.

Na schemacie A oraz B, przedstawione jest typowe rozwiazanie
umieszczenia TD na konstrukcji gtéwnej. Rozwiazanie przedstawione na
schemacie C, jest korzystniejsze od tych przedstawionych na schemacie A oraz
B. Zwigkszenie sity ttumienia wynika z zastosowania dzwigni i zwigkszenia
przemieszczen, i predkosci punktu do ktérego przymocowany jest ttumik.
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Rys. 5.8. Schemat wbudowania tltumikéw wiskotycznych i lepkosprezystych w
konstrukcje gtéwna

We wszystkich wypadkach najkorzystniej jest wymodelowaé przy analizie
MES zastrzaty. Unika si¢ w ten sposob traktowania zastrzatéw jako elementu
»nowego tlumika” ztozonego z zastrzatu oraz wiasciwego ttumika. Model
matematyczny opisujacy taki uklad jest jeszcze bardziej ztozony od wczesnigj
opisanego modelu Maxwella. W ogélnosci mamy wtedy do czynienia z uktadem
szeregowym dwach sprezyn i ttumika wiskotycznego. Nie nalezy wigc usuwaé
stopni swobody zwiazanych z punktami zamocowania tlumika, gdyz
W znacznym stopniu utrudnia to analize drgan takiego ustroju. Dla przypadku
modelu tlumika opisanego modelem Kelvina-Voigta nie jest konieczne
wprowadzanie dodatkowego stopnia swobody uktadu, zas dla modeli Maxwella
oraz standardowego modelu reologicznego nalezy wprowadzi¢ dodatkowy
stopien swobody (jest to stopien swobody zwiazany z wewnetrznym ruchem
materiatu lepkosprezystego), ktory pozwoli unikna¢ oméwionych w poprzednich
podrozdziatach trudnosci obliczeniowych.

Rys. 5.9. Schemat wprowadzenia dodatkowego stopnia swobody dla modelu

W przypadku strojonych ttumikéw masowych istnieje wiele réznorakich
wariantéw ich wbudowania. Podstawowym kryterium umieszczenia STM na
konstrukcji jest ich usytuowanie. STM lokuje si¢ w miejscach najwigkszych
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rzednych postaci drgan dla czestosci na ktéra STM zostat ,,nastrojony”.
Przyktadowe rozmieszczenie ttumikéw pokazano na rys. 5.10.

Rys. 5.10. Schemat strojonych ttumikéw masowych STM w konstrukcje gtéwna

Na schemacie A przedstawiono dwa ttumiki STM dziatajace na kierunku X,
ktére moga by¢ nastrojone na pierwsza czestosé¢ drgan wiasnych ustroju. Mozna
takze nastroi¢ jeden z nich na druga czestos¢ drgan wiasnych. W przypadku
schematu B mamy do czynienia z ustrojem belkowym, mozliwe jest nastrojenie
na pierwsza gietna czestos¢ drgan wiasnych, lub tylko druga. Moze takze
wystapi¢ przypadek, kiedy srodkowy ttumik nastrojony jest na pierwsza czgstosé
drgan wiasnych, za$ dwa pozostate na druga czestos¢ drgan wihasnych ustroju.
W przypadku zastosowania kilku STM na konstrukcji mozna wprowadzi¢
nazwe wielokrotne, strojone tZumiki drgasz (WSTM).

Kazdy dodatkowo zamontowany STM, wiaze sie z wprowadzeniem do
ustroju nowego stopnia swobody, ktory zwiazany jest z ruchem masy ttumika na
kierunku jego dziatania.

72



6. Rownania ruchu z dotagczonymi ttumikami drgan

6.1. Uklad gtowny z dotaczonymi WSTM

Podobnie jak w przypadku ustroju sktadajacego sie¢ z podstruktur
wykonanych z r6znych materiatow, tak i w przypadku dotaczenia WSTM do
uktadu gtéwnego, poszczeg6lne macierze modelu mozna rozbi¢ na dwie
podmacierze:

e Kkonstrukcja gtéwna (przez N — oznaczymy stopnie swobody ukladu

gtéwnego);

e dotaczone WSTM (przez N, — oznaczmy liczbg dotaczonych ttumikow).

Réwnania ruchu moga by¢ wtedy zapisane w postaci:

(Mye + Mg )d() +(Cye +Cr )a(0) + (K + Ky )at) =P(1). (6.1)

Globalna liczba stopni swobody uktadu bedzie wynosi¢ N + N, (kazdy
WSTM powoduje zwigkszenie globalnej liczby stopni swobody o jeden).
Ponizej przedstawiono postacie macierzy C,, K,;, M;, przy zatozeniu, ze
dodatkowe stopnie swobody wynikajace z zastosowania WSTM wystepuja
z ostatnimi numerami:

MK;N,N ON,Nt
ON[,N ONI,N[

CK;N,N ON,N[

ONl,N ON[,N[

KK;N,N ON,N[

MKG = 0 0
N, N NN,

, K = y Cre = . (6.2)

W przypadku konstrukcji wielomateriatowych, sktadajacych si¢ z materiatow
0 roznych wiasciwosciach sprezystych czy tez o rdznych wiasciwosciach
ttumiacych, macierze M,, K,, C, nalezy budowa¢ wediug schematu
opisanego w rozdz. 4.

Przejdzmy teraz do macierzy zwiazanych z wydzielong podstruktura WSTM.
Kazdy ze strojonych ttumikéw masowych (STM) wprowadza dodatkowo jeden
stopien swobody uktadu. Ponizej zostanie przedstawiony sposob budowy
poszczegblnych macierzy w przypadku ustroju dwuwymiarowego, a hastepnie
jego uogdlnienie na uktad przestrzenny. Wprowadzone zostana pojecia elementu
STM-2D oraz elementu STM-3D. Sa to catkowicie nowe elementy MES, ktore
moga by¢ zastosowane w programach obliczeniowych MES.

6.1.1. Element STM-2D

Na ponizszym rysunku przedstawiono schemat dotaczenia STM do ustroju
gtéwnego. Dotaczenie STM do ustroju gtéwnego, powoduje wprowadzenie
dodatkowego stopnia swobody, na kierunku dziatania STM. Dlatego tez
wprowadzono wezet j, w ktérym uwzgledniono dodatkowy stopien swobody
uktadu STM. Wezet i odpowiada weztowi do ktérego dotaczany jest ttumik zas
wezet j jest weztem swobodnym (rys. 6.1).
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Rys. 6.1. Schemat dotaczenie STM-2D do ustroju gtéwnego

Masa k-tego STM — m, , sktada si¢ z masy zwiazanej z konstrukcja STM —
m,, Oraz z masy wiasnej (drgajacej) — m,,,:

My, = My, + My, - (6.3)

W celu unikniecia skomplikowanego opisu sit dziatajacych na ustréj gtéwny
na kierunku prostopadtym do kierunku dziatania STM (sity bezwtadnosci od
masy m,, W ogolnosci moga oddziatywa¢ na rézne wezty ustroju gtownego),
przyjeto zatozenie upraszczajace w postaci skupienia tych sit w wezle i, do
ktérego dotaczany jest k-ty STM. W wezle i do ktorego dotaczany jest STM,
skupiona jest wigc: masa konstrukcji STM (m,,) na obu kierunkach X, Y oraz
masa drgajaca (m,,, ) na kierunku prostopadtym do kierunku dziatania STM (Y).
W wezle j, tj. na dodatkowym stopniu swobody, skupiona jest cata masa witasna
(m,,, ) na kierunku dziatania STM (X).

W ogo6lInosci wezet j ma te same wspOtrzedne co wezet i, i jak stwierdzono
wczesniej, stuzy on tylko do ujednolicenia opisu sit na dodatkowym stopniu
swobody (dodatkowy stopien swobody w wezle i).

Kierunek dziatania element STM-2D, w og6Inosci, nie musi sie pokrywaé
z globalnym uktadem wspotrzednych. Na rys. 6.2 oraz rys. 6.3 przedstawiono
schemat elementu ttumika STM-2D oraz sit dziatajacych na element w uktadzie
lokalnym i globalnym.
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Rys. 6.2. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-2D) w uktadzie
lokalnym

Rys. 6.3. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-2D) w uktadzie
globalnym

Kierunek dziatania STM okresla wektor kierunkowy w globalnym uktadzie
wspotrzednych XY w postaci w, = [LX : LY] . Pojedynczy STM moze wykonywaé
drgania tylko po kierunku x lokalnego uktadu wspétrzednych, a wiec z zatozenia
d, =0y, oraz F; =0. Transformacji do ukfadu globalnego podlegaja
wielkosci sit i przemieszczen wezta poczatkowego i, zas w wezle j pozostawiany
jest uktad lokalny (jest to zagadnienie znane w MES przy uwzglednianiu
podpory ukosnej przy budowie globalnej macierzy K).

Element k—ty (k—ty WSTM) ma nastgpujace dane m, =m,, +m,,, K,
C, - Wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit weztowych
w uktadzie lokalnym beda miaty nastepujaca postac:

qix Fix
qIE = qiy ! fli = I:iy ! (64)
qjx ij
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za$ w uktadzie globalnym:

Qix Fx
d =0 [ fc=|Fy|- (6.5)
qjx ij

Macierze M', K%, C% dla k-tego WSTM w lokalnym uktadzie
wspbtrzednych maja nastepujace postaci:

mtkO 0 0 ktk 0 _ktk
Me=| 0 mg,+m, O | Ke=0 0 0|
0 0 My, —k, 0 Kk,
Coc 0 —Cy
Ct=0 0 0| (6.6)
_Ctk 0 Ctk

Jak wida¢ z powyzszych postaci macierzy K';, macierz elementu STM jest
bardzo podobna do macierzy sztywnosci ptaskiego elementu kratownicowego.
Natomiast w macierzy mas M', wystepuje roznica w postaci skupienia catej
masy wiasnej na kierunku x w wezle j, zas na Kierunku y w wezle i
(w przypadku ptaskiego elementu kratowego macierz jest diagonalna).

Zazwyczaj masa konstrukcji STM — m,,, moze zosta¢ zaniedbana, jako
o rzad wielkosci mniejsza od masy wiasnej STM — m,,. Macierz mas elementu
STM-2D, w uktadzie lokalnym, moze wtedy zosta¢ zapisana w formie:

0 O 0
MY=0 m, O [ (6.7)
0 0 my,

W dalszych rozwazaniach przyjeto wigc uproszczenie:
My, = My, - (6.8)

Dla pojedynczego elementu k mozemy zapisa¢ nastepujace rownanie
réwnowagi dynamicznej:

M5E" (0 +CEa* O+ K1a O =", 69)

Transformacja poszczegblnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa si¢ za pomoca znanych z MES wzoréw (por. Rakowski i in.,
1992):

a*()=Rq*(t), 9°1)=(R") a*(), (6.10)

fe(t)=Rf(t), f'e(t):(Re)Tfe(t), (6.11)
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gdzie macierz obrotu elementu jest dana wzorem:
R, 0
0 1|
Macierz R; jest macierza obrotu wezta poczatkowego, zas R;wezet

koncowy nie podlega obrotowi. Macierze obrotu wezta poczatkowego dana jest
wzorem:

R® :\ (6.12)

, (6.13)

gdzie: c=cosa, s=sinc .
Mnozac lewostronnie rownanie (6.9) przez R® oraz uwzgledniajac zwiazek
(6.10) otrzymujemy réwnanie rownowagi dynamicznej w uktadzie globalnym:

RM(RY) &°(®) +R°CE(RY) @°(®) + R°K % (R°) " =R*F*(t). (6.14)

Poszczegblne macierze w uktadzie globalnym beda miaty nastepujaca postac:

Mg =R*M* (R®)', (6.15)
K =R°K%(R), (6.16)
c: =R°C(R°) . (6.17)

Jezeli uktad lokalny k — tego WSTM jest zgodny z uktadem globalnym (c=1,
s=0) to macierze M;, K}, C; sa odpowiednio réwne M* , K, C*%.

Jezeli uktad lokalny jest obrocony o #/2 (c=0, s=1, por. rys. 6.4), to po
wymnozeniu przez macierze obrotow elementu macierzy w lokalnym uktadzie
wspotrzednych, uzyskujemy nastgpujace wzory na macierze My, Ki, Ci:

m, 0 0 0 0 0 0 0 0
Mi=0 0 0| K =0 k, —k.| C=|0 ¢, —c.| (6.18)
0 0 My 0 - ktk ktk 0 - Cc C
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Rys. 6.4. Schemat STM-2D obrdconego o 77/ 2, w ukladzie globalnym

Jezeli przepiszemy réwnanie macierzowe (6.14) dla tego przypadku do
standardowej postaci otrzymamy:

Foc = My iy (1), (6.19)
F = Gy (G (© — &3, (©) + ky (a1 © — a5, (1), (6.20)
Fp = My 0, (6) + Gy (1 (1) — iy (1)) + Ky (@, () — 0, (©)). (6.21)

Zazwyczaj w wezle j nie dziata zadne obciazenie zewnetrzne, gdyz
wiazatoby sie to z przyktadaniem obciazania bezposrednio do ttumika. Jezeli
teraz poréwnamy réwnanie (6.21) z drugim réwnaniem danym wzorem (3.1) dla
uktadu 2SSU, to nalezy stwierdzi¢, iz otrzymalismy identyczna formutg.
Wartosci sit F,,F, nalezy przytozy¢ do warunkow rownowagi wezta i. Jak
wida¢ ze wzoru (6.19), na wezet poczatkowy przytozona jest sita bezwladnosci
F, prostopadta do kierunku dziatania STM oraz sita F, dana wzorem (6.20).

Podamy jeszcze postacie macierzy M,, K;, C; dla uktadu obréconego
oxl4 (c=s=+212):

My My 0 k_"‘ k;k —_\/Ek‘k
2 2 2 2 2
Me — —My % 0 K¢ — ktk k;k _\/Ektk (6.22)
X 2 2 LK 2 2 2 |
0 0 My _\/Ektk _\/Ektk k
2 2 tk
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G G V2
2 2 2
coo| & & V% (6.23)
2 2 2
_\/Ectk _\/Ectk
2 2 tk

6.1.2. Element STM-3D

Uog6lnimy nasze rozwazania dla uktaddéw przestrzennych. Na rys. 6.5 oraz
rys. 6.6 przedstawiono sity dziatajace na element w uktadzie lokalnym
i globalnym.

Rys. 6.5. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie
lokalnym

Rys. 6.6. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie
globalnym
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Podobnie jak w poprzednim przypadku, dla elementu ptaskiego, do uktadu
globalnego transformujemy tylko wezet poczatkowy i STM. Wezet koncowy
pozostaje w ukiadzie lokalnym (zwiazanym z Kkierunkiem dziatania ttumika).
Ponizej przedstawiono wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit
weztowych w uktadzie lokalnym:

qix I:ix
e |G . |F
“ilu) e 020
qjx ij
za$ w uktadzie globalnym:
in Fi)(
qu I:iY
D= , fo= : 6.25
o] a, <TlF, (6.25)
qjx ij

Macierze M', K%, CY dla k—-tego WSTM w lokalnym uktadzie
wspOtrzednych maja nastepujace postaci:

0 0 0 0 k, 0 0 —k,
. om0 0 . |0 00 O
Mi=lo 0 m o " Flo 00 o (6.26)
tk
00 0 m —k, 0 0 Kk,
¢, 0 0 —c,
Cce = 0 000 (6.27)
“10 00 O
—, 0 0 ¢

Podobnie jak dla elementu STM-2D w macierzy mas M, masa na kierunku y
oraz z zostata skupiona w wezle poczatkowym i, zas na kierunku x w wezle
koncowym.

Transformacja poszczegdlnych macierzy elementu z uktadu lokalnego do
globalnego obywa sie za pomoca wzordéw (6.14). Na rys. 6.7 przedstawiono
podstawowe oznaczenia, stuzace do uzyskania macierzy obrotu wezta (por.
Btazik-Borowa i Podgorski, 2001).

80



RozdziaZ 6.Réwnania ruchu z do/gczonymi tZJumikami drgasi

Rys. 6.7. Schemat elementu strojonego ttumika masowego (STM-3D) w uktadzie
globalnym

Tak jak juz wspomniano, wezet koncowy j pokrywa si¢ z weztem i, wtedy
linia pomiedzy tymi weztami, jest interpretowana jako wektor kierunkowy
dziatania STM w, =[L,,L,,L,|. Kierunek lokalnej osi x, jest zawsze wybierany
wzdtuz wektora kierunkowego w, , kierunek y, tak aby o$ y byta rownolegta do
ptaszczyzny XY uktadu globalnego. Obrét z uktadu lokalnego do globalnego
ztozony jest z dwdch obrotow posrednich. Najpierw obracamy uktad xyz o kat
S do posredniego uktadu x’y’z’, dobranego tak aby o$ x’ byta réwnolegta do
ptaszczyzny XY, a nastepnie obracamy uktad x’y’z’ o kat ¥, tak, aby osie x’ oraz
X byly roéwnolegte. Macierze obrotu o kat Soraz o kat y beda miaty
nastepujace postaci:

Cs 0 —Sg c, -s, 0
Rﬁ: 0 1 0], Ry: s, C, 0 (6.28)
Sg 0 Cs 0 0 1

gdzie: sﬂ:sinﬁ:LZ/L, cﬂ:cosﬁ:L'/L, sy:siny:LY/L‘,
c,=cosy=L, /L, L'=JL’+L%, L=yJL +L7+L,?.

Ztozenie dwoéch obrotow dla wezta poczatkowego i , daje poszukiwana
macierz obrotu:
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CCs —S, —GSs
Ri=R,Ri;=|s,c; ¢, S5, (6.29)
Sg 0 Cs

Pelna macierz obrotu, dla elementu STM-3D bedzie miata nastepujaca
postac:

cCs —S, —CSg 0

R, 0 S C C -ss, O
Re:l L= T (6.30)

0 1 Sg 0 Cs 0

0 0 0 1

Podane wzory na macierze MY, K%, C"% maja zastosowanie dla
dowolnego kierunku dziatania STM podanego wektorem kierunkowym
w, = [LX, L, LZ]. Posta¢ macierzy obrotu wezta poczatkowego, jest identyczna
jak dla kratownicy przestrzennej. Nalezy pamictac, ze zastosowanie elementow
STM-2D czy STM-3D powoduje kazdorazowo zwigkszenie o jeden stopien
swobody catkowitej liczby stopni swobody uktadu. Przemieszczenia, predkosci
| przyspieszenia zwiazane z tym stopniem swobody sa zawsze zgodne
z lokalnym uktadem wspbtrzednych, okreslonym przez wektor Kierunkowy

w, =[L,L,,L,].
6.1.3. Agregacja macierzy dla ukladu dynamicznego

Agregacja macierzy poszczegélnych elementéw STM-2D oraz STM-3D
odbywa si¢ w sposob analogiczny jak dla innych elementéw znanych z MES.
Moze by¢ przeprowadzona w sposob bezposredni, gdzie dla kazdego elementu
tworzona jest macierz potaczen (przylegania) zawierajaca relacje pomiedzy
lokalnymi stopniami swobody a uporzadkowanymi i przenumerowanymi
globalnymi stopniami swobody. Macierz potaczen elementu A° jest
prostokatna. Liczba wierszy tej macierzy jest rowna ilosci globalnych stopni
swobody (w rozpatrywanym przypadku N + N,), zas liczba kolumn réwna jest
liczbie stopni elementu (3-dla STM-2D; 4-dla STM-3D). Globalne
macierze: mas, sztywnosci oraz ttumienia beda opisane wzorami:

u, =SS an (A K =SSk (A 6 =St aci A (63
k=1 k=1 k=L

W komputerowej implementacji czesto stosuje sie podejscie wykorzystujace
wektory alokacji. Sa to wektory, ktére zawieraja odniesienie lokalnych stopni
swobody do przenumerowanych globalnych stopni swobody. Przy tym
podejsciu, budowa globalnych macierzy M,, K., C, odbywa si¢ poprzez
wstawianie odpowiednich blokéw z macierzy M;, K, C; (blokéw
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zwiazanych ze stopniami  swobody wezta poczatkowego i oraz wezla
koncowego j) do globalnych macierzy na podstawie wektoréw alokacji.

Nalezy jeszcze wspomnie¢, iz macierze M;, K., C; nie skladaja sig
z wydzielonych blokéw o rozmiarze N, x N, . Poszczegdlne podbloki macierzy
M;, K;, C; wystepuja zaréwno dla numerdéw stopni swobody n, <N, jak
I N<n, <N+N,.

6.1.4. Przyklad obliczeniowy

Rozpatrzony zostanie model ptaskiego ustroju ramowego ztozonego z dwu
elementdw, w postaci pokazanej na rys. 6.8. Do ustroju zostana dotaczone dwa
ttumiki: w wezle nr 1 ttumik usytuowany pod katem 3/47z, w wezle nr 2 pod
katem 1/ 27z w stosunku do uktadu globalnego. Globalna liczba stopni swobody
uktadu z dotaczonymi WSTM, wynosi N + N, =8.

Rys. 6.8. Schemat ustroju ramowego z WSTM

Masy skupione w konstrukcji gtownej skupiono w obu weztach.
W przyktadzie pominiete zostana postacie poszczeg6lnych macierzy dla
konstrukcji gtéwnej, jako znane z ogdlnego zagadnienia MES. Jak widzimy
z rysunku do globalnej macierzy mas musza zosta¢ dotaczone masy ttumikdw na
kierunkach gtéwnych X, Y. Do budowy poszczeg6lnych macierzy zastosowano
elementy STM-2D. Postacie macierzy w ukladzie globalnym M;, K{, C; dla
poszczegblnych elementéw omoéwione byty poprzednich rozdziatach. Ponizej
przedstawiono postacie macierzy M;, K;, C,, jako sumy podmacierzy dla
poszczegblnych STM:

M; =M + M, Ki =Ky +Kq, G =G 4G, (6.32)
Dla pierwszego STM macierze bgda miaty postac:
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0 i

—Cy

0
—Cy

Ct 1

0

Y

T1

T1

za$ dla drugiego dotaczonego w wezle nr 1:
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6.2. Uklad gtowny z dotaczonymi ttumikami lepkosprezystymi

Podobnie jak w przypadku WSTM, tak i w przypadku zastosowania
thumikdw o wiasciwosciach lepkosprezystych, budowa réwnan ruchu moze by¢
opisana wzorem (6.1) Globalna liczba stopni swobody uktadu bedzie wynosi¢
N + N, (kazdy ttumik opisany standardowym modelem reologicznym SMR
powoduje zwiekszenie globalnej liczby stopni swobody o jeden). Ponizej,
zostanie przedstawiony sposéb budowy poszczeg6lnych macierzy sztywnosci
elementéw opisanych modelem SMR w przypadku ustroju dwuwymiarowego,
a nastepnie jego uogoblnienie na ukiad przestrzenny. Wprowadzone zostana
pojecia elementu TD-SMR-2D (ttumik drgan - standardowy model
reologiczny) oraz elementu TD-SMR-3D. Sa to catkowicie nowe elementy
MES, ktdre moga by¢ zastosowane w programach obliczeniowych MES.

6.2.1. Element TD-SMR-2D

Na rys. 6.9 przedstawiono schemat elementu ttumika o charakterystyce
lepkosprezystej TD-SMR-2D w uktadzie lokalnym.

Rys. 6.9. Schemat elementu TD-SMR-2D w uktadzie lokalnym

Wezty i oraz j odpowiadaja weztom do ktorego dotaczany jest ttumik, zas
wezel t jest wezlem dodatkowym w ktorym skupiona jest masa wiasha
drgajacego materiatu lepkosprezystego. Przemieszczenie @, zwiazane jest
z ruchem wewnetrznym materiatu lepkosprezystego. Skupienie masy w wezle t,
umozliwia  uwzglednienie w  modelu drgan  wilasnych  materiatu
lepkosprgzystego, co nie jest mozliwe w modelach reologicznych. Masg catego
tlumika mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

m,=m, +Mmy, (6.39)

gdzie m,, jest masa materiatu lepkosprezystego zas m,, jest masa konstrukcji
thumika.
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W rozwazaniach mozna w uproszczeniu przyja¢, ze potowa masy wilasnej
materiatu lepkosprezystego m,, skupiona jest wezle t na kierunku lokalnej osi x.
W weztach i oraz j na kierunku osi x skupiona czwarta czes¢ masy materiatu
lepkosprezystego, oraz po potowie masy wynikajacej z konstrukcji ttumika m, .
Na kierunku y w wezle i oraz j skupiona jest masa 0,5m,. W rzeczywistosci
masy dodane do wezta i oraz j sa pomijalnie mate w stosunku do masy
konstrukcji i mogtyby by¢ nie uwzgledniane.

Kierunek dziatania STM okresla wektor kierunkowy wynikajacy ze
wspoétrzednych weztdéw i oraz j w globalnym ukiadzie wspétrzednych XY
w postaci w, =|L,,L,|. Pojedynczy TD moze wykonywa¢ drgania tylko po
kierunku x lokalnego uktadu wspotrzednych, a wiec z zatozenia g, =0, oraz
F,=0. Transformacji do ukiadu globalnego podlegaja wielkosci sit
I przemieszczen wezta poczatkowego i oraz koncowego j, zas w wezle t
pozostawiany jest uktad lokalny.

Wektory przemieszczen weztowych elementu oraz sit weztowych w uktadzie
lokalnym dla k—tego ttumika beda miaty nastepujaca postac:

Qi Fu
Qy Fy

a'% = F%=|Fyxl (6.40)
Qjy Fyy
O Fy

za$ w uktadzie globalnym:

Cix Fx
Oy Fy

q% = Qjx |+ fi= Fix |- (6.41)
qu I:jY
th th

Macierze M', K%, Ct w lokalnym ukladzie wspotrzednych maja
nastepujace postaci:

0,5m,+0,25m, 0 0 0 0
0 0,5m, 0 0 0

M* = 0 0 05m,+0,25m, O 0|, (642
0 0 0 0,5m, O
0 0 0 0 m,
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k+k, 0 —k 0 —k, 00 0 0 0
O 0 0 0 0 00 0 0 0

Ke=| —k, 0 k 0 0/[,C°=/0 0 ¢, 0 —c, (6.43)
0O 0 0 0 0 00 0 0 0
k, 0 0 0 k, 00 —, 0 ¢

Jezeli nie uwzglednimy mas pochodzacych od ttumika w wezle i oraz j (jako
pomijalnie mate w stosunku do mas konstrukcji skupionych w wezle i oraz j),
otrzymamy:

00O0O0 O
0000 O
M3=/0 0 0 0 O (6.44)
0000 O
0000 m,
Dla pojedynczego elementu k mozemy zapisa¢ nastepujace rownanie

réwnowagi dynamicznej:
MG () +CLq* ) +Kiag®t)=Ff"(). (6.45)

Jezeli napiszemy powyzsze réwnania w standardowej formie otrzymamy
nastepujacy uktad rownan:

Fy = (K, + K, )G, (1) — k@, (6) — Ky, (8) (6.46)

R, =0, (6.47)

Fy =, (d,,(0) — 6, (1) + k, (0, () — 0, (1)), (6.48)
F,=0, (6.49)

Foe = My, G, (8) + €, (G (1) — 6, (8)) + K, (0 () — 0, (1)) - (6.50)

Transformacja poszczegdlnych macierzy elementu z uktadu lokalnego
odbywa si¢ w sposob analogiczny jak dla WSTM wedtug wzordw (6.15)—(6.17).
Macierz obrotu elementu jest dana wzorem:

R, 0 0
R°=[0 R, 0. (6.51)
0 0

Macierz R; jest macierza obrotu wezta poczatkowego, zas R;wezla
koncowego. Sity i przemieszczenia w wezle t nie podlegaja obrotowi. Macierze
obrotu wezta poczatkowego i koncowego dana jest wzorem (6.13).
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6.2.2. Element TD-SMR-3D

Dla elementu TD-SMR-3D pominiete zostana szczeg6towe analizy. Podane
zostana jedynie postaci poszczeg6lnych macierzy:

000O0O0OO0O
000O0O0O0 O
000O0OO0 O
My=/0 0 0 000 O0f, (6.52)
000O0O0OO0 O
000O0OO0 O
000O0OO0 m,
k+k, 0 0 =k, 0 0 —k,
0 00 0O 0O O
0 00 0 0O O
K'=| -k, 00 k 00 0| (6.53)
0 00 0 0O O
0 00 0O 0O O
-k, 00 0 0 0 Kk
000 O OO O
000 O OO O
000 O OO O
Ct=|0 00 ¢c, 00 —c (6.54)
000 O OO O
000 O OO O
0 00 —, 00 uc

Macierz obrotu elementu jest analogiczna do postaci (6.51), z tym ze
macierze obrotu wezta poczatkowego i koncowego dana jest wzorem (6.29).

6.3. Uklad gtowny z dotaczonymi ttumikami opisanymi modelem
Kelvina-Voigta

W przypadku zastosowania ttumikéw wiskotycznych lub opisanych modelem
reologicznym Kelvina-Voigta (TD-KV), zamontowanych na konstrukcji
gtdéwnej, przy pominieciu masy ttumikow, modyfikacji podlega jedynie macierz
sztywnosci i ttumienia konstrukcji gtéwnej. Zastosowanie tego typu ttumikow
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nie zwigksza globalnej liczby stopni swobody. Schemat elementu ttumika TD-
KV-2D przedstawia rys. 6.10.

Rys. 6.10. Schemat elementu TD-KV-2D w uktadzie lokalnym

Element takiego ttumika jest catkowicie tozsamy z elementem kratownicy
ptaskiej, i nie bedzie tutaj szerzej opisywany. Podana jedynie posta¢ macierzy
sztywnosci i macierzy ttumienia.

k 0 —k O ¢ 0 — O

. 0 0 0 O . 0 0 0 O
K% = , Ch = . (6.55)

-k 0 k O -, 0 ¢ O

0 0 0 O 0 0 0 O

W przypadku ttumika wiskotycznego modyfikacji podlega jedynie globalna
macierz ttumienia C. Dla tlumika zamocowanego w konstrukcji przestrzennej
poszczego6lne macierze sa identyczne jak dla kratownicy przestrzenne;j.

6.4. Uklad glowny zredukowany poprzez metode modalna
z dotgczonymi WSTM

Redukcja uktadu gtownego odbywa si¢ poprzez oméwione wczesniej
podejscie modalne. GtIéwnym zatozeniem jest ortogonalnos¢ macierzy ttumienia
C konstrukcji gtéwnej (zagadnienie omdwione byto w poprzednich rozdziatach).
W og6lnosci dla N stopni uktadu gtéwnego rozwigzanie rdwnania ruchu (4.1)
rozwija sie w szereg wektoréw wiasnych:

N
q(t) = Zail//i (t) =Wwy(t), (6.56)
i=1
gdzie y(t) jest wektorem wspotrzednych gtéwnych, zas W jest macierza wiasna.

Jezeli w rozwazaniach uwzglednimy N; postaci drgan, ktére maja najwiekszy
udziat w drganiach uktadu, to powyzsze réwnanie mozna zapisa¢ w formie:
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a0 = aw ). 657)

Jezeli wektory wiasne unormujemy we wspomniany w poprzednich
rozdziatach sposéb, otrzymamy nastepujace rownania ruchu:

My, (t) + Cy; () + ki () = pi (1), (6.58)
gdzie:i=1,2,..N, m =a'Ma, =1, ¢ =a Ca =2ym, k=a Ka =a",
pi(t)=a/p(t).

Jezeli do powstatego uktadu dotaczymy Ny strojonych ttumikdéw masowych,
to nowy uktad bedzie miat N, + N, stopni swobody (kazdy STM to dodatkowy
stopien swobody). Zazwyczaj uktad o rozmiarach N kilku czy kilkudziesieciu
tysiecy stopni swobody redukowany jest do kilku czy kilkunastu stopni swobody
poprzez podejscie modalne. Powstaty nowy uktad o rozmiarze N, + N,
W znacznym stopniu ogranicza czasochtonnos¢ obliczen, a takze umozliwia
omawiana w nastepnych rozdziatach optymalizacj¢ parametrow WSTM. Dla
uktadéw bardzo duzych operowanie, na kazdym iteracyjnym kroku
w zagadnieniach optymalizacji, ogromnymi macierzami (kilkadziesiat tysigcy
stopni swobody) bytoby w zasadzie niemozliwe lub ogromnie czasochtonne.

Przyjety sposob postepowania jest autorskim podejsciem prof. A. Flagi (por.
Flaga, 2010) oraz autora niniejszej rozprawy. W podejsciu tym, kierunki
dziatania WSTM moga by¢ realizowane wzdtuz jednej z osi globalnego uktadu
wspoétrzednych XYZ. Osobnego podejscia wymaga zastosowanie WSTM
dziatajacych na dowolnym kierunku, jak to miato miejsce dla omoéwionych
elementdbw STM-2D(3D). Zdecydowano sie uwzgledni¢ dziatanie WSTM
wzdtuz gtéwnych kierunkow X, Y, Z ze wzgledu na fakt, iz prawie zawsze
mozna tak dobra¢ globalny uktad wspotrzednych, by osie X, Y, Z byly zgodne
z kierunkami dziatania WSTM.

Dla analizowanej sytuacji przyjeto oznaczenia jak na rys. 6.11. Schemat
przedstawia ustroj belkowy, z ktérego wyeliminowano rotacyjne stopnie oraz
stopnie swobody wzdtuz kierunku osi X globalnego uktadu wspotrzednych.
Podany spos6b budowy réwnan jest wazny w przypadku ukladéw
przestrzennych, jednak dla czytelnosci oznaczen zdecydowano si¢ na
przedstawienie takiego schematu.
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schemat kontrukeji

przemieszezenia

1 posta¢ drgan

2 posta¢ drgan

i- ta posta¢ drgan

Rys. 6.11. Schemat redukcji uktadu przy metodzie modalnej

Przyjeto nastepujace oznaczenia dla powyzszego schematu:

j=12,..N —stopnie swobody uktadu;

k=12,..N, —stopnie swobody WSTM;

i=12..N, — liczba wzigtych pod uwage postaci drgan (niekoniecznie
musza by¢ uwzglednione w analizie kolejne postacie drgan
wiasnych) — indeks i oznacza kolejny wziety pod uwage numer
postaci;

m;, ¢, , k, —masa, ttumienie i sztywnos¢ k—tego ttumika;

g; (t) — przemieszczenie j—tego stopnia swobody;

qi (t) — przemieszczenie bezwzgledne k—-tego WSTM

Przemieszczenie j—tego stopnia swobody mozna przedstawi¢ w postaci:
N;
qj(t)zzajil//i ®). (6.59)
i=1
Jezeli wprowadzimy wektory lokalizacji dla kazdego z WSTM, w ktdérym

warto$¢ 1 wystepuje na stopniu swobody do ktérego dotaczony jest strojony
tlumik masowy, mozemy zapisa¢ nastepujace rdwnanie na wartosé
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przemieszczenia konstrukcji dla stopnia swobody do ktérego dotaczony jest k-ty
STM:

. =¢e q(), (6.60)

gdzie e," =[0,0,1,...,0] jest wektorem lokalizacji k-tego tlumika. Wartos¢ jeden
wystepuje na stopniu swobody do ktérego dotaczany jest k—ty STM.
Jezeli podstawimy do powyzszego réwnania wielkos¢ (6.57) otrzymamy:

G0=e> aw =Y aw0, (65

gdzie &, =e,'a, jest rzedna i-tego wektora wiasnego w miejscu zamontowania
STM.

W dalszych oznaczeniach pominieto oznaczenie (t) dla wielkosci
przemieszczen, predkosci, przyspieszen rzeczywistych i wspdtrzednych
gtéwnych. Uogolnione przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia wzgledne
dla ttumikéw mozna wyrazi¢ za pomoca Wzorow:

N;

=0 —Gi=0—> aV, (6.62)
i=1

. . Ni

So=0G—Ge=0—> av,, (6.63)
i=1

.o .o Ni

S =0 — G =0 —> aw, . (6.64)
i=1

Uktad roéwnan ruchu uktadu o skonczonej liczbie stopni swobody
dynamicznych N; oraz Ny w postaci przedstawiono ponizej:

My + G, + ki, = b, +T,
MG, +c; (A — G )+ ke (a —ai ) =0
Site od kazdego ttumika, ktéra nalezy dotaczy¢ do stopnia swobody

zwigzanego z k—-tym STM przy uwzglednieniu wielkosci bezwzglednych, mozna
wyrazi¢ za pomoca Wzoréw:

(6.65)

T, =-m, (6.66)

+k;

N; N;
T, = C; (Qi _d;)"‘ k; <q1t< - qi): Clt< [qi _Zaki‘/fi q; _zakil//i] , (6.67)
i=1 i=1

za$ przy wykorzystaniu wielkosci wzglednych:
NI

é,k + Z akil/'/'i
i=1

T, =-m, : (6.68)
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T =cd + ki (6.69)

W podejsciu tym pominigto sity bezwladnosci pochodzace od masy m,,
ktore nalezatoby uwzgledni¢ na kierunkach prostopadtych do kierunku dziatania
STM (por. podrozdziat 6.1.1). Ze wzgledu na fakt, iz masa tlumika m;, jest
nieporéwnywalnie mniejsza od masy ustroju gtéwnego (okoto 1%),
zdecydowano sie na pominiecie tych sit. Oczywiscie, sita bezwtadnosci od STM
na kierunku jego dziatania, jest uwzglgdniona we wzorze (6.66) oraz (6.68).

Przechodzac na site uogdlniona otrzymamy dla wielkosci bezwzglednych:

N, Ny
T.= ZékiTk = _Z a,;m G, , (6.70)
k=1 k=1
Nk Nk NI Nk Ni
1=3aT =4 [q; S|+ Sakfe -Sam| 6
k=1 k=1 i=1 k=1 i=1
oraz dla wielkosci wzglednych:
Ny Ny . N; .
Ti :Zg-kiTk :_Zakimlt( é/k +Zakil//i]' (6'72)
k=1 k=1 i=1

NZ Zakuckgk +Zak.k - (6.73)

k=1

Wstawiajac wielkosci na dodatkowa site ttumienia do réwnan ruchu oraz
wykorzystujac zaleznosci dla wielkosci bezwzglednych otrzymamy:

mWI +Cl//| +kl//| +Zaklck [Zakll/ll qk

i=1

N, N;
+> ak Z A, — (6.74)
k=1 i=1
m.bi +¢ |4 Zakll//l + ki [Qk Zaklyjl
Przy wykorzystaniu wielkosci Wzglqdnych otrzmeJemy'
m, l/ll +Cl//| + k l/ll +Zakl kzakll/ll +Zak|mké,k - pl
= (6.75)

t
mk

3 +zakiwi]+c;:k K¢~ 0
i=1

94



RozdziaZ 6.Réwnania ruchu z do/gczonymi tZJumikami drgasi

Réwnania ruchu w postaci macierzowej w najogolniejszym przypadku, gdy
uwzglednionych w analizie jest N; postaci drgan oraz przy Ny STM, przy
wielkosciach bezwzglednych przedstawia ponizsza zaleznos¢:

M3 +Cd +Ko=p. (6.76)

Wydzielmy z uogdlnionego wektora przemieszczen oraz obciazen bloki
wektorow zwiazane ze wspOtrzednymi gtdbwnymi oraz rzeczywistymi
przemieszczeniami STM:

= ol = |a| - [ D
5%, 5=, 5= ,ﬁ:\f’l}, 6.77)
3, 3, 3, P,
gdzie:
1/71 l//l l//l pl
V}Z l/‘/2 WZ ~2
5=l 5= 5= |p=| 1| 6.78
7 i P e P R (©.78)
l/}NI l/‘/N, l//N, r‘jN,
d; G, h 0
A d; a; 0
5= . Lo,=| . 8= |p=|] (6.79)
ol fat fa| e |0
Gy, Ay, Oy, 0

Podobnie, nalezy wyrozni¢ bloki zwiazane z omowionymi stopniami
swobody z macierzy M, C, K:

M= '\_7'“ '\_7'12 , C= 91 92 : R:\E“ }:(12]. (6.80)
MZl MZZ C21 CZZ KZl K22
Bloki M,,, C,, K, sarozmiaru N;xN;, M,,, C,, K,, sa rozmiaru

N, xN,, M, , C,, K, sarozmiaru N, xN; za§ M,,, C,,, K,, rozmiaru
N, x N, . Ponizej przedstawiono postacie poszczegélnych blokow macierzy
M, C, K.
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m 0 0 - 0 m 0
0 m, 0 0 0 m
11 0 0 mi 0 22 O O
0 0 0 - M, 0 0
00 -0
00 -0
V=ML =|
21 12 0 0 . 0
00 -0
N, Ny Ny
¢ + Zaklclt(akl Zaklclt(akz Z 8,,C 8
k=1 k=1 k=1
Ny Ny Ny
Zakzciam C,+ Zékzciékz Zakzctkaki
k=1 k=1 k=1
éll = Ny Ny Ny
Zakictkakl Zakiciakz G+ Zaklcliéki
k=1 k=1 k=1
Ny Ny Nic
ékNiciakl ékNictkakz Zém C
k=1 k=1 k=1
¢ 0 0 0
0 c 0 0
210 0 - ¢ 0
t
0 0 « 0 - c
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0 0
: 6.81
m, 0 (6.81)
0 my,
|, (6.82)
Zaklclt(akN
k=1
ZakzctkakN
k=1
- , (6.83)
kzakicliakN
Cn +ZkékN‘Clt<ékN‘
k=1
, (6.84)
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t 5 tx
—Ca, —Ca,
tx tx
—Cay, —C,a,,
_CT
C21 - C12 - t t ~
—C Sy —C &,
t & t &
_CNk aNkl _CNk aNk 2
- Nic Ny
kl + Zéklk;akl Zaklk;akz
k=1 k=1
Ny - Ny
~ Lta 5 ta
Zakzkkakl kz + Zakzkkakz
k=1 k=1
Rll = ' '
Ny s s Ny s s
Zaki k% Zaki k%2
k=1 k=1
N t o t
Z akN‘ kkakl Z akN‘ kkakz
k=1 k=1
k' 0
t
0 k!
Kzz - 0 0
0 0
tx tx
_kl ) _kl a,
ta tax
_k23-21 _kzazz
= DT : :
K21 - K12 - K'a k'a
—Ki 8y —K 3y,
t & t &
_ka aNkl _ka aNkZ

ta ta
—C&; _ClaiNi
ts ta
—C,a, _CZaZNi
cla cla, |
B(Sa kN,
t 5 t &
_CNkaNki _CNkaNkNi
Ny Ny
~ Ltx 5 Lta
Z aklkk A Z aklkk akN‘
k=1 k=1
i t M t
Zakzkkaki akzkkakN‘
k=1 k=1
~ Ny Ny
5 Lta 5 Lt
ki + Z g kk g Z A kkakN
k=1 k=1

0O --- 0
O --- 0
k! 0l
o -- kﬁ‘k
—k/a —k/a
18 1""1Ni
_k;ézi _k;éZNi
_kliéki _k;ékNi
_krtxlk élNki _krtxlk aNkNi

(6.85)

, (6.86)

(6.87)

(6.88)

Przy ujeciu, gdzie wielkosci przemieszczen, predkosci i przyspieszen dla
STM sa wielkosciami wzglednymi mozemy zapisac:

M5 +Co+Ké=p.

(6.89)
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Wydzielmy z uogdlnionego wektora przemieszczen oraz obciazen bloki

wektorow zwiazane ze wspOtrzednymi  gtdbwnymi oraz  wzglednymi
przemieszczeniami STM:

pos S 2 S ~ 5 D
5=, 5=|™| 5= ,ﬁzm, (6.90)
3, 3, 3 P,
gdzie:
1/71 l/'/l l/jl pl
v, v, v, P,
5= ld =15 = Lp=| | 6.91
e T e T e P T e (9D
Wy, Wy, W, Py,
ql (4] (4] |
§2 §2 4/2 O
5,=| . La, = s, = |p=|] 6.92
? é,k ’ é,k ’ ;k b2 0 ( )
é;Nk é;Nk é/Nk 0

Podobnie, jak poprzednio, nalezy wyrdzni¢ bloki zwiazane z omowionymi
stopniami swobody z macierzy M, C, K:

- M, M,| ~ [|C, C.,|l ~ [K. K
M=|_ 1 T2 g|n T2 g_|u (6.93)
M 21 M 22 C21 CZZ KZl K22
gdzie:
Nk Nk Nk Nk
m1 + ak1m|l< am Z aaMa,, Z a|<1m|l<ak| Z M Ay
k=1 k=1 k=1 k=1
N, Ny Ny Ny
~ tx = A ta 5 ta t
akzmkakl mZ + akkaakZ akzmkakl ZakkaakN
k=1 k=1 k=1 k=1
My=| N . N , (6.94)
= t & ~ t 5 = ts 1 ts
Z azm.a, ama,, ©omp+ Z a;m,a, M, Ay
k=1 k=1 k=1 k=1
Ny Ny Ny N
~ t 5 t 5 t
B, Mg > M, B, M My, + D 8, My
k=1 k=1 k=1 k=1
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(@l

o N

i

migil migiz m;éii migmi
m;an m;azz o m;aﬁ o m;ézNi
21— MIZ = t.~ [.,.. . [.,.. ‘ t ~ ' (695)
m,a, ma, -~ ma; - May,
l.~ l‘~ t &5 t &5
meaNkl meaNkZ meaNki meaNkNi
m 0 0 0
0 m 0 0
M. — : : Lo . . 6.96
210 0 - m - 0 (6.96)
0 0 0 mj,
0 0 0 ¢ 0 0 0
g, 0 0 0 c 0 0
: .o .o & :: : .o o, 6.97
0 - ¢ -~ 0} 210 0 --- C;i .. 0 ( )
0 0 Sy, 00 0 Ch
o0 - 0 -0
00 -0 0
Ca=C=ly 0 i 0 o ol (6.98)
00 -0 0
0 0 0 k' 0 0 0
K, 0 0 0 k! 0 0
i ,K _ : : .o .  (6.99
0 K, 0 2010 0 - ki - 0 (6.99)
0 0 Ky, 0 0 - 0 - ky
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w=KL= T (6.100)

A

00 -0 -0

Powstaty, catkowicie nowy, uktad rownan nie jest juz uktadem rdwnan
niezaleznych. Nalezy go traktowaé jako peiny uktad réwnan na wyznaczenie
nieznanych wielkosci uogolnionych przemieszczen (wspétrzednych gtéwnych),
predkosci i przyspieszen konstrukcji gtownej w(t), w;(t), ¥, (t) oraz
rzeczywistych wielkosci g, (t), q.(t), ¢ (t) lub &, (t), . (), {, () dla
kazdego zamontowanego STM. Mozliwe jest policzenie nieznanych wielkosci
na drodze bezposredniego catkowania réwnan ruchu (np. metoda Newmarka,
Wilsona) lub metodami opartymi na funkcji przenoszenia (transmitancji), ktéra
dla uktadéw liniowych omdwiona bedzie w nastepnych rozdziatach.

Rzeczywiste wielkosci przemieszczen, predkosci i przyspieszen dla
konstrukcji gtéwnej wyznaczane sa ze Wzorow:
NI
qj(t):Zaji‘//i (t), (6.101)
i=1
NI
a; ) =>ayt), (6.102)
i=1
NI
6,0 =>ay ), (6.103)
i=1

za$ dla STM otrzymujemy bezposrednio z rozwiagzania powyzszych rownan
ruchu. W przypadku wielkosci wzglednych, wielkosci rzeczywistych
przemieszczen, predkosci i przyspieszen dla STM uzyskujemy ze wzorow (6.62)
—(6.64).

6.5. Uklad gtowny sprowadzony do systemu 1SSU
z dotgczonymi WSTM

Jest to uktad zastgpczy dla uktadu o wielu stopniach swobody dynamicznej.
Aby mozliwe bylo takie zamodelowanie ukladu, musza by¢ spetnione
nastepujace warunki:

e przestrzenny rozktad obciazenia jest w miare jednorodny, a jesli jest to

obciazenie skupione, to powinno by¢ ono usytuowane w poblizu
najwiekszej rzednej pierwszej postaci drgan;
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e charakterystyka amplitudowo—czestotliwosciowa obciazenia jest taka, ze
niezaniedbywalne wartosci rzednych tego spektrum sa, cO najwyzej
ponizej czestosci @, , nieznacznie przewyzszajacej @,

e czestosci wiasne wyzsze od @ nie sa bliskie tej czgstosci.
Wykorzystujac te zalezno$¢ mozna otrzymaé roéwnanie opisujace ruch
zastepczy uktadu o jednym stopniu swobody, ktéry odpowiada uktadowi o N
stopniach swobody.
Zakladajac, ze czestosci wiasne odpowiadajace postaciom, ktére maja
decydujace znaczenie w drganiach konstrukcji sa od siebie odseparowane,
odpowiedz dynamiczna przy wymuszeniach z wybrana forma drgan, moze by¢

wyznaczona Za pomoca WZzOoru:
NI
q;()=> a,p; (), (6.104)
i=1

gdzie: q;(t) — przemieszczenia wybranego j-tego stopnia swobody, ¥, (t) -
wspobtrzedna gtdwna zwiazana z i-ta postacia drgan wiasnych, a;— wspotrzedna
i—tej postaci drgan j-tego stopnia swobody, N, — liczba wzigtych pod uwage
postaci drgan wiasnych.

uklad zastepezy

my. l m

uklad wyjsciowy My N b
przemieszezenia %
=2 J T : T
punkt sprowadzema uﬁadu
N
r I . 3
1 posta¢ drgafi A\\\ N N-1 \\\ J 3 2 Ji/
\ajp\\b@ \ G Jflil JQZT/ a,
P
W N
i- ta posta¢ drgan N N1 J 3 2 1
A i -1 / *da. a, Ja RTAN
™~ / i i /
\\\\\ 7///,/ \\ - -

Rys. 6.12 Uktad wyjsciowy, przyjeta pierwsza oraz i-ta posta¢ drgan wraz z uktadem
zastepczym o jednym stopniu swobody

Punkt S, do ktdrego sprowadzamy uktad, nazywamy punktem sprowadzenia
masy uktadu zastepczego. Jest on przyjmowany w miejscu albo najwiekszej
rzednej postaci drgan a; lub tez w miejscu przytozenia do uktadu obciazenia
skupionego, w tym np. sity pochodzacej od mechanicznego ttumika drgan (por.
rys. 6.12).

Po obustronnym podzieleniu modalnego réwnania ruchu (4.50) przez
wspOtrzedna i—tej postaci drgan punktu sprowadzenia masy uktadu zastepczego
=a'Ma, =1 otrzymamy

a; i unormowaniu wektorow wiasnych w postaci m

rownanie ruchu uktadu ekwiwalentnego:
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a0+ 2, 0+~ w0 = — B, (6.105)
a. a. a.

ji ji ji ji

lub:
mjiﬁji (t) +Ejiq_'ji (t) + Ejiqji (t) = ﬁji (t) ) (6'106)

gdzie: i=1, 2, N, qé,(t) a;y, (t) — przemieszczenie uktadu ekwiwalentnego,
m;=m/a;,”=1/a;° — masa ekwiwalentna, c = /a12 =2y la;’ -
tiumienie ekW|WaIentne uktadu, kj._k /a —a) /a sztywnosé
ekwiwalentna uktadu, p;(t)= p;(t)/a; —sifa equlwaIentna ukiadu.

Po sprowadzeniu uktadu do jednego stopnia swobody, uzyskujemy uktad
ekwiwalentny. Do nowego uktadu moze zosta¢ dotaczony strojony ttumik
masowy STM lub kilka STM (WSTM). W og6lnosci dotaczone STM, nie musza
by¢ zlokalizowane w punkcie sprowadzenia uktadu S.

Jezeli punkt sprowadzenia ukladu S, jest punktem w ktérym dotaczono
pojedynczy STM uzyskujemy uktad 2SSU, ktdry szczeg6towo byt omawiany
w rozdziale 3. Strojony ttumik masowy oczywiscie jest nastrojony na czestos¢
bliska czgstosci dla ktorej okreslilismy uktad ekwiwalentny @ .

Osobnego  omowienia wymaga przypadek zastosowania WSTM
zlokalizowanych w r6znych stopniach swobody uktadu gtéwnego. Schemat
rozmieszczenia WSTM jest identyczny jak w przypadku redukcji metoda
modalna (por. rys. 6.11). Oczywiscie kazdy z WSTM powinien by¢ nastrojony
na czgstos¢ bliska @ .

Przemieszczenia konstrukcji dla stopnia swobody, do ktérego dotaczony jest
z k—ty WSTM przedstawia nastepujaca zaleznos¢:

G, =e ay ) =aw ), (6.107)
gdzie &, =e,'a, jest rzedna i—tego wektora wiasnego w miejscu zamontowania
STM.

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale musimy wprowadzi¢ wielkosci
przemieszczen, predkosci i przyspieszen wzglednych opisujace ruch
dodatkowych WSTM. Tym razem uogdlnione przemieszczenia, predkosci
i przyspieszenia wzgledne dla ttumikéw mozna wyrazi¢ za pomoca Wzorow:

i i a
{ =0 — G, =0 —a¥ =q, —a—kqji, (6.108)
ji
2 o ~ o ~ . . éi =~
{ =0 — G, =0 —ay, =G, —a—kqji, (6.109)
ji
P> .o Pt oo ~ e .. éi KX
¢ =G — G, =G —a, =G, _a_kqji' (6.110)

ji
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Uktad réwnan ruchu uktadu dla takiego przypadku, o liczbie stopni swobody
Ny+1 przedstawia ponizsza formuta:

mjiﬁji (t) +Ejiq_.ji (t) + Ejiq_ji (t) = 5ji (t) +Tji
e + i (e —di )+ ki (o —ar )=
Site od kazdego ttumika, ktéra nalezy dotaczy¢ do stopnia swobody

Zwiazanego z k—tym STM przy uwzglednieniu wielkosci bezwzglednych mozna
wyrazi¢ za pomoca Wzorow:

(6.111)

T = —m i, (6.112)
T ) k(e )~ -, |k qa—%aﬁ], 6113
i i
zas przy wykorzystaniu wielkosci wzglednych:
T, =—m |, +%é‘iji], (6.114)
i
T =66 + K&, - (6.115)

Przechodzac na sitg uogélnionq otrzymamy dla wielkosci bezwzglednych:

Zakl = Z % mk Gt (6.116)

J|k1

1 Qs S i ot Q= S i pt] 0 A~
:_Zaka:Z_Ck O —— ;i +z_kk Oc——4;i |» (6-117)
ji k=1 k=1 aji ji k=1 aji aji
oraz dla wielkosci wzglednych:
a . a; -
Zale __zimk & +iqji ) (6.118)
]| k=1 k=1 a aJ|

ji :_Zakl k _Z_Cké/k +z at Ky é/k (6.119)

J|kl li J

Wstawiajac wielkosci na dodatkowa site ttumienia do réwnan ruchu oraz
wykorzystujac zaleznosci dla wielkosci bezwzglednych otrzymamy:
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Ny 5

a ..
M, (1) +C, T, (1) + K, a ,.(t)+Zickq" Za—k'cmH
k=1 @ ji k=1 Sji
N g 2
+z kl kkqp zakl kqu p . (6120)
k=1 ji
} - a,
W%+¢i%——ﬁmi+ﬁqbﬂLmJ=0
aji a;

Przy wykorzystaniu wielkosci Wzglqdnych otrzymujemy:

m]lqjl(t)+Ej|_1| (t) + k]l ji (t)+za_mkqjl +Z_mqu = ﬁ]l
(6.121)

mk +Ck§k+k§k_0

;k akl _jl

ji

Réwnania ruchu w postaci macierzowej w najogolniejszym przypadku przy
wielkosciach bezwzglednych przedstawia ponizsza zaleznos¢:

Mq+Cq+Kg=p. (6.122)
gdzie:
ﬁji CTji qJ'i ﬁJ'i
i d % 0
d; d; % 0
g=|: g=|:|g=|: |p=|: (6.123)
G, d N 0
N I [ B 0
m, 0 0 0 0
0 m 0 0 0
0 0 m 0 0
V-l : : : (6.124)
0 0 O m; 0
0 0 0 0 my,
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@]
I

P
I

aN‘Nki kt
——k,
a

ji

a,.
ki At
__Ck

a;;

0

Cy

&

kt
a. k

ki

v

a;

0

t
Ky,

c

t
N

, (6.125)

.(6.126)

Przy ujeciu, gdzie wielkosci przemieszczen, predkosci i przyspieszen dla
STM sa wielkosciami wzglednymi mozemy zapisac:

MG+Cq+Kg=p,

(6.127)
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gdzie:

O
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ki 0 0 = 0 = 0
0O kk 0 -~ 0 - O
0 0 ky - 0 -~ O

K=|: & & " T (6.131)
O 0 o0 .. kﬁ .0
O 0O 0 - 0 - krtvk

W ogolnosci mozna utworzy¢ N, uktadow ekwiwalentnych (czyli tyle ile
bierzemy pod uwage czestosci drgan wiasnych). Kazdy z tych uktadow
o numerze i, jest ukladem o Ny+1 stopniach swobody. Aby uzyskaé¢ peine
przemieszczenie w punkcie S sprowadzenia ukladu, nalezy wyznaczyé
odpowiedz dla kazdego z powstatych uktadow, a nastepnie zastosowaé wzor:

q (t)=Za,-i ®). (6.132)

Podejscie to, oczywiscie nie jest wygodne. Prosciej jest wykorzysta¢ metode
redukcji uktadu gtéwnego poprzez metode modalna, oméwiona w poprzednim
podrozdziale. Metoda sprowadzenia ukladu do 1SSU jest jednak bardzo
przydatna dla ustrojow o prostych schematach statycznych (belki, ustroje
wspornikowe takie jak kominy, maszty), kiedy bierzemy pod uwagg najnizsza
czgstos¢ drgan  wiasnych.  Wyznaczamy nastgpnie parametry  uktadu
ekwiwalentnego o 1SSU. Dla takiego ukiadu, za pomoca podanych wyzej
rownan, mozemy utworzy¢ nowe rownania ruchu z dotaczonym pojedynczym
STM lub wielokrotnymi ttumikami drgan WSTM nastrojonymi na wyrdzniona
czestos¢ drgan wiasnych.

6.6. Podsumowanie

W literaturze bardzo czesto buduje si¢ od podstaw réwnania ruchu uktadu
z dotaczonymi WSTM. Dla kazdego przyktadu obliczeniowego prowadzona jest
cata analiza postaci macierzy globalnych M, K, C. Takie podejscie mozemy
znalez¢ w pracach: Xuiin. (1999), Lewandowski i Grzymistawska (2009).
Zastosowanie elementdbw STM-2D oraz STM-3D (por podrozdziat 6.1),
umozliwia potraktowanie problemu jako standardowego problemu MES
w ktorym sa wykorzystywane nowe elementy STM-2D oraz STM-3D.
Woprowadzenie tych elementéw umozliwia analizowanie uktadéw do ktérych
dotaczono WSTM o kierunkach dziatania niekoniecznie zgodnych z globalnymi
kierunkami X, Y, Z. Ma to bardzo duze znaczenie praktyczne dla uktadow
0 bardzo skomplikowanej geometrii oraz skomplikowanych formach drgan,
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gdzie moze zajs¢ koniecznos¢ zastosowania STM na kierunku nie zgodnym
z osiami globalnego uktadu wspoétrzgdnych XYZ.

Przedstawiony w podrozdziale 6.4 uktad réwnan, bedzie uwzgledniony przy
zagadnieniach optymalizacji zamontowanych WSTM. Jest to uklad réwnan,
ktory znaczenie redukuje czasochtonnos¢ obliczen dla bardzo duzych uktadéw
imoze by¢ stosowany dla réznorakich konstrukcji, poczynajac od
wielkopotaciowych przekry¢, mostow, kitadek a skonczywszy na budynkach
wysokich.
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7.1. Wstep

W rozprawie analizowane beda przyktady ustrojow z dotaczonymi WSTM
poddane obciazeniom dynamicznym, w szczegolnosci zas obciazeniu wiatrem.
W dalszych rozdziatach, przy omawianiu funkcji celu przy zagadnieniach
optymalizacji zostana wykorzystane gestosci widmowe estymatoréw procesow
losowych (oddziatywania wiatru).

Dlatego tez celowym jest przedstawienie podstawowych poje¢ z zakresu
obciazenia wiatrem jak i podstawowych poje¢ z teorii proceséw losowych.

7.2. Predkos¢ srednia wiatru i fluktuacja

Predkos¢ wiatru jest losowa funkcja czasu i przestrzeni. Dla danego Kierunku
W przestrzeni moze by¢ traktowana jako suma wartosci sredniej V
charakteryzujacej dziatanie statyczne oraz fluktuacji wokdt predkosci sredniej
v' — charakteryzujacych dziatanie dynamiczne wiatru:

Vi(X%,Y,2,t) =V (X, Y, 2)+ V5 (XY, 2,t), iI=X,y,Z. (7.1)

7.3. Profil wiatru

Profilem wiatru nazywamy wykresy sredniej predkosci wiatru w zaleznosci
od wysokosci nad terenem z. We wszelkiego rodzaju opracowaniach na plan
pierwszy wysuwaja sie dwie grupy wzorow opisujacych profile wiatru:

Profil potegowy (empiryczny)

13

gdzie: «— wyktadnik zalezny od rodzaju terenu.
Profil logarytmiczny (teoretyczny)

V(z,) Inz,—Inz,
V(z) Inz—Inz,’

(7.3)

gdzie: z,,z,, — wysokosci ponad terenem, z, — parametr szorstkosci terenu.
Ponizej przedstawiono przyktady profili modyfikujacych wzory (7.2) oraz

(7.3):

Profil potegowy Davenport (1960, 1961):

V(z):V(lOm)[ﬁ]aU dla z<z,, (7.4)
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v(z)=v(10m) 1;

gm] dla 2>z, (7.5)

gdzie: V(z) - $rednia predkos¢ wiatru na wysokosci z, V(10m) — srednia
predkos¢ wiatru na wysokosci 10 m n.p.t., o — wykladnik zalezny od
chropowatosci terenu, z, —wysokos¢ wiatru gradientowego.

Dla srednich predkosci wiatru usrednianych w dtugim okresie czasu (od 10
minut do 60 minut) Davenport podat trzy wartosci wyktadnika « i wysokosci
wiatru gradientowego z, odpowiadajace trzem kategoriom chropowatosci
terenu:

Tabela 7.1. Parametry profilu potegowego Davenporta

Teren a | 1z v (10m)
Ptaski, rolniczy 0.16 | 270 | 20,000 m/s
Nierowny, zadrzewiony 0.28 | 390 | 12,149 m/s
Gesto zabudowany, srodmiejski | 0.40 | 510 7,031 m/s

Na rys. 7.1 zostaty przedstawione profile potegowe wiatru przy réznych
parametrach szorstkosci i zatozeniu, ze V(10m) w terenie bardzo gtadkim
otwartym ma wartos¢ 20 m/s.

Logarytmiczny:

\7(2):2.5V*In[i], (7.6)
ZO

gdzie: v.=V(10)vK - predkos¢ tarciowa wiatru; K wg Davenporta (1963)
nalezy przyjmowac nastepujaco:

Tabela 7.2. Parametr chropowatosci terenu wedtug Davenporta

Teren K
Ptaski, rolniczy 0.005
Nieréwny, zadrzewiony 0.015
Gesto zabudowany, §rodmiejski 0.05

Profil wg wzoru (7.3)

Zakres stosowalnosci tego wzoru ograniczony jest od okoto
dwudziestokrotnosci parametru z, do wysokosci 100 m (lub 200 m wg innych
autoréw). Parametr z, wystepujacy we wzorze (7.6) jest nazywany parametrem
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szorstkosci i zalezny jest on od chropowatosci terenu. W pracy Sfintesco i Wyatt
(1975) podano nastepujace wartosci tego parametru:

Tabela 7.3. Parametr szorstkosci terenu w profilu logarytmicznym

Teren Zo

Ptaski, rolniczy 0.01lm
Nieréwny, zadrzewiony 0.10m
Gesto zabudowany, srédmiejski 1,00 m

Na rys. 7.2 zostaty przedstawione profile logarytmiczne wiatru przy réznych
parametrach szorstkosci i zatozeniu, ze V(10m) w terenie bardzo gtadkim
otwartym ma wartos¢ 20 m/s.

600 i T T T
g = teren ptaski, rolniczy ‘

] v(10m)=20 m's |

550 — - - - T

9 = teren nieréwny, zadrzewiony

v(10m)=12,149m/s

500 E** —teren gesto zabudowany, srédmiejski -
450 F———d———F———+ —— | —— d4———+f

|
|
¥(10m)y=7,031m/s }
|
|

400 1
350

300 1

wyskosé n.p.t. [m]

250 —
200 —
150 —
100 —

50 1

srednia predkos$é wiatru [m/s]

Rys. 7.1. Profile potegowe wiatru w trzech kategoriach terenu
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Rys. 7.2. Profile logarytmiczne wiatru w trzech kategoriach terenu
7.4. Parametry fluktuacji predkosci wiatru

7.4.1. Intensywnos¢ turbulencji

Podstawowa wielkoscia opisujaca fluktuacje predkosci wokdt predkosci
sredniej jest intensywnos¢ turbulencji. Jest okreslana za pomoca stosunku
odchylenia  standardowego predkosci chwilowej o, (lub odchylen
standardowych sktadowych predkosci o, ,0, ,0, ) do predkosci sredniej V(z):
_ 1 O-Vx +O-Vv +O-Vz

L) =2® up 1 =

V(2) 3 v (7.7)

Odchylenie standardowe predkosci wiatru zalezy od chropowatosci terenu
i wysokosci nad terenem. Poniewaz fluktuacje predkosci przy wzroscie
wysokosci na ogét maleja, to i odchylenie standardowe bedzie réwniez malejaca
funkcja wysokosci z.

Zaproponowane w literaturze wzory opisujace intensywnos¢ turbulencji
zestawiono ponizej.
Sfintesco i Wyatt (1975) zaproponowali przyjecie nastepujacego wzoru:
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—0,03

z
o,(2)=0,(20m)— , 7.8
,(2)=0,(20m) 2om (7.8)
czyli intensywnos¢ turbulencji mozna opisa¢ wzorem:
20m 0o
(@)= 22om) 2 (7.9)
v(z) (20m

Zakres stosowania tych wzor6w jest ograniczony do wysokosci powyzej
20 m.

Zuranski (1978) po scatkowaniu widma gestosci mocy podanego przez
Davenporta (1961), podaje wzor opisujacy srednie odchylenie standardowe o, :

0, = 2,45JK v(10m). (7.10)

Poniewaz gesto$¢ widmowa mocy Davenporta nie zalezy od wysokosci, wiec
takze odchylenie standardowe o, nie jest funkcja wysokosci. Intensywnosé¢
turbulencji, zapisana przy zatozeniu, ze $rednia predkos¢ wiatru zmienia sie po
wysokosci zgodnie z profilem potegowym (7.4), a o, opisane jest za pomoca
wzoru (7.10), przyjmuje forme:

I, = 2,45VK V(z)[loim]_a . (7.11)

Davenport (1960) zaproponowat w pracy bardziej skomplikowany zapis obu
omawianych wielkosci, tzn.:

IV(Z)ZGV(Z) > (7.12)
V., V(2)
o-v(z):7,577(0,538+0,09-In(z/zo)) | (713)
V. 140,156-In(v. /( fz,))
V@) _ 2,5[|ni+34,5fc i], (7.14)
A z, V.

gdzie: v. =V (10)VK - predkos¢ tarciowa wiatru, 7=1-6fz/v.; p=7",
f.=20sin® — parametr Coriolissa. W ostatnim wzorze 0=72,9-10"° rad/s jest
predkoscia katowa kuli ziemskiej, zas @, wyrazone w stopniach, jest szerokoscia
geograficzna punktu pomiarowego.

7.4.2. Odchylenie standardowe predkosci wiatru

Fluktuacje (v, i v;) sktadowych predkosci prostopadtych do sredniego
kierunku wiatru (v, i v,) sa znacznie mniejsze od fluktuacji (v ) predkosci
wzdtuz tego kierunku (v, ), w zwiazku z tym réwniez odchylenia standardowe
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w kierunkach Y i Z sa mniejsze od odchylenia w kierunku X. Czesto przyjmuje
sig, z¢ o0, ~0, , a pozostale dwa odchylenia sa uzaleznione od odchylenia
standardowego fluktuacji wzdtuz sredniego kierunku wiatru. W pracy Harris
(1971) zaproponowano nastepujace proporcje pomiedzy odchyleniami
standardowymi:

o, 30, 30, (7.15)

Powyzej wysokosci gradientowej odchylenia standardowe sa w przyblizeniu
sobie rowne.

7.5. Funkcje korelacji i gestosci widmowej mocy

W ustalonych punktach przestrzeni predkos¢ wiatru, bedaca wynikiem
losowego natozenia sie na siebie réznych cyrkulacji atmosfery, jest procesem
stochastycznym. Jest to proces o dos¢ skomplikowanej strukturze amplitudowo—
czestotliwosciowej. Petny opis struktury wiatru daja funkcje korelacyjne
i funkcje gestosci widmowej mocy. Rozwazajac predkos¢ wiatru jako
przestrzenno—czasowy proces stochastyczny mozna wyr6zni¢ nastepujace
funkcje korelacji (por. Ozimek E., 1985):

Czasowa funkcja korelacji wihasnej (autokorelacji) przedstawia korelacjg
miedzy wielkosciami losowymi wyznaczonymi w tym samym punkcie, ale
z wydarzen odsunietych od siebie o czas 7;:
1 T/2
Ri(r,r):R“(r,z-):TlLrg? T/zvi (rt)y (rt+7)dt. (7.16)
Przestrzenna funkcja korelacji wzajemnej przedstawia korelacje miedzy
wielkosciami  losowymi wyznaczonymi w dwodch réznych punktach, ale
Z wydarzen w tym samym czasie:
1 T/2
Rij(r):TILrgc?fvi(rl,t)vj(rlJrr,t)dt. (7.17)
-T/2
Przestrzenno—czasowa funkcje korelacji wzajemnej:
1 T/2
Ry (r,7) = Jim = [ty (4t o)t (7.18)
-T/2
Znajac funkcje korelacji wiasnej mozemy okresli¢ funkcje dwustronnej
gestosci widmowej mocy Si(f) procesu. Zaleznos¢ ta wyrazona jest wzorem:
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Si(f):Sii(f):TRi(r)e2”“’ :TRi(T)COS(ZﬂfT)dT:

oo (7.19)
= Zf R (r)cos(2zfr)dr
0
Zwiazek odwrotny ma postac:
400 +00
R(D)=R,(2)= ['S,(f)e*""df = ['s,(f)cos(2xfr)df =
- = (7.20)

=2 ['s,(f)cos(27 f7)df
0

Powyzsze formuty stanowia pare transformat Fouriera. Jednostronna gestosé
widmowa mocy G, () okreslona jest wzorem:

25,(f) dla fe(0,+c0)
G,(f)=1S,(f) dla f=0 . (7.21)
0 dla fe(—00,0)

Para transformat Fouriera przyjmie wéwczas postac:

Gi(f):ZT R (r)cos(2z fr)dz, (7.22)
R, (T):TGi(f)cos(Zﬂfr)df : (7.23)

skad:
R (0)=0? :TGi(f)df . (7.24)

Gestosci widmowe mocy pojedynczych realizacji predkosci wiatru zaleza
przede wszystkim od: uksztattowania terenu i jego chropowatosci, rodzaju
cyrkulacji atmosfery ziemskiej, wysokosci nad terenem i $redniej predkosci
wiatru. W literaturze mozna spotka¢ wiele r6znych wzoréw empirycznych,
okreslajacych gestos¢ widmowa mocy. R6znice we wzorach wynikaja nie tylko
z powodu metod interpolacji wynikéw pomiaréw, ale gtdéwnie sa efektem
roznych struktur wiatru w réznych rejonach swiata. Wzory opisujace gestosé
widmowa mocy mozna podzieli¢ na dwie grupy:

e spektra niezalezne od wysokosci;

e spektra zalezne od wysokosci.
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Przyktadem pierwszej grupy jest spektrum Davenporta (1961):

fG(f 2
(), X _ox =" L=1200m. (7.25)

V2 <1+ Xlz)g _<10)
Przyktadami spektréw zaleznych od wysokosci sa:
e  Spektrum Simiu (1974):

<

fG(z,f 200 f
(2 >: X o7 x:_Z ; (7.26)
Vi (1+50x) v(z)
e Spektrum Kaimala (1972):
fG(z,f 105x zf
'(2 )_ o7 X=——, (7.27)
5 (1+33x) v(z)
e Uogdlnione spektrum Kaimala dla 3 kierunkéw (por. Kaimal i in.
(1972)):
X
, 0.164 ~
2 - 5/3 7 " V(Z) ! ’
" 1+ 0.164[)(]
aI

gdzie I1=X, Y, Z; ax=0.0144; ay = 0.0265; a; = 0.0962;
e Uogolnione spektrum von Karmana:
— Dla sktadowej wzdtuz sredniego Kierunku wiatru:

FG>(z,f) 4X, X =L f
ol (1+70.7% )5’6 COT ()
L, —300[ : ]k-1—0437+0153|ogz ; (7.29)
KT ss0m) Tk ' o '
— Dla sktadowej poziomej prostopadtej do sredniego kierunku wiatru:
fG"(z, f 2
#:Zx\(%; Xy :2LVYX—L’ (730)
o; (L+70.75¢) v(z)
— Dla sktadowej pionowej prostopadtej do sredniego kierunku wiatru:
vy 2
f G Ez, f) o, 1+188le1/6 % =2, _f . (7.31)
o, (1+70.7%) v(z)
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We wzorach na gegstosci widmowe mocy pojawity si¢ skale turbulencji
wkierunku X: L, ,, L, x i L, y, odnoszace si¢ odpowiednio do sktadowych vy,
Vy, V7 predkosci wiatru. Sa one miarami wielkosci porywow predkosci wiatru w
przestrzeni i interpretowane sa jako odlegtosci w przestrzeni, w obrgbie ktorych
proces stochastyczny jest skorelowany.

Funkcje wzajemnej gestosci widmowej mocy predkosci wiatru odniesione do
dwach réznych punktow i, j sa wielkosciami zespolonymi. Spektrum wzajemne
okreslone jest jako suma czesci rzeczywistej (kospectrum) i urojonej (sktadowej
kwadraturowej):

Gij(f>:Cij(f)_jQij(f>- (7.32)

Funkcja koherencji i kat przesuniecia fazowego (por. Borii i in., 1995)
definiowanego sa jako:

Coh(f):\/<cij(f)) +(Qy (D) | (7:33)
G.()G,(N)
) Q,(f)

Q( f ) = arctan [—m] . (734)

W zwiazku z tym spektrum wzajemne mozna zapisa¢ w formie:

G, (f)=4/G,(F)G, (f)Conh(f)e". (7.35)

W odniesieniu do wiekszosci przeptywow kat przesuniecia fazowego jest
nieznany, ale mozna zatozy¢, ze jest on w przyblizeniu réwny zero, czyli ze
wzajemna gestos¢ widmowa mocy roéwna jest w przyblizeniu czesci
rzeczywistej:

G, (f)=C,(f), (7.36)

G, (f)=1/G,(F)G,(f) Coh(f) . (7.37)

Obecnie najczesciej przyjmuje sie przyblizenie funkcji  koherencji
zaproponowane przez Davenporta i uogolnione przez Vickery’ego (por.
Vickery, 1970), z koherencja okreslona dla punktow lezacych na ptaszczyznie
prostopadtej do $redniego kierunku wiatru:

2JC2(y, v} +Ci(z — 7,)?
V(z)+V(z;) '

oraz:

Coh; (f)=exp|— (7.38)

W pracach: Borii (1998) oraz Borii i in. (1995) zaproponowane zostato
uwzglednienie takze trzeciego kierunku w przestrzeni:
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X C)2<(Xi_xj)2+c‘{2(yi_yj)2+
+C;(z,—z;)’
Coh; (f)=exp|— ) @) : (7.39)

czyli ostatecznie otrzymujemy:

2§ C)2<(Xi _Xj)2+c‘{2(yi _yj)2+
+C7(z,—1;)’

G, (f)=/G,(1)G,(f)exp|— CESpTen . (7.40)

gdzie wspdtczynniki przyjmuja wartosci: Cx=6, Cy=16, C,=10.

7.6. Symulacja pola predkosci wiatru — metoda WAWS

Metoda WAWS (Weighted Amplitude Wave Superposition) zostata
przedstawiona m.in. w pracach: Shinozuka i Jan (1972) oraz Shinozuka (1987).
Pierwsza wersja tej metody pozwalata na symulacje przeptywu tylko w jednym
punkcie w jednym kierunku. Kolejna wersja znana jako algorytm Shinozuka—Jan
umozliwia symulacje pola przeptywu w kilku punktach w przestrzeni
wielowymiarowej.

Rodzine m proceséw losowych w m dowolnych punktach mozna otrzymaé
przy korzystajac z nastepujacego wzoru:

v, (1) :v(zi)+§Nj§ij\F|ij(fk)\cos(zzz( f+81f)t+8)+a +Fi(f)); (7.41)

k=1 j=1

gdzie: t — czas; tIJ — czas przeptywu powietrza (wiatru) z punktu i do punktu j;
f, =k-Af — czgstotliwos¢ srodkowa pasma o szerokosci Af; N — liczba
przedziatébw (pasm) widma o szerokosci Af, uwzglgdnianych w obliczeniach;
&f, — N liczb losowych spetniajacych warunek:|5f |<<Af/2; ¢ - N
wartosci  przesunie¢ fazowych, otrzymanych losowo i zawierajacych sie
w przedziale od 0 do 2.

Przed generacja pola predkosci wiatru nalezy wyznaczy¢:

e wartosci gestosci widmowej mocy G, (f,) dla poszczegolnych punktow

jako funkcje czestotliwosci srodkowej pasma;

 koherencje Coh; (f,) pomiedzy poszczeg6lnymi punktami;
e macierze wzajemnych gestosci mocy G;(f,) (wzor (7.40)).
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Macierze H(fk) powstaja W wyniku roztozenia zespolonych macierzy
wzajemnych gestosci widmowych mocy 2Af-G(f,), na dwie macierze
trojkatne dla poszczegdlnych czestotliwosci f,. Pomiedzy macierzami H(fk)
i G(f,) zachodzi wiec nastepujaca relacja:

H(f,)H(f,)" = 2Af G(f,) (7.42)
Wyrazy macierzy H( f,) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
H’ij(fk) :‘H’ij(fk)‘eiﬁj(fk) (7.43)

Wzo6r (7.41) przedstawia proces losowy w punkcie i jako sume N przebiegow
czasowych, ktorych okres wynosi 2z(f +0f,). Przesunigcia fazowe
pomigdzy tymi procesami falowymi sa suma fazy liczby zespolonej F;(f,)
i wielkosci losowej ¢k . Amplitudy poszczegélnych proceséw zaleza od
czestotliwosci f, i sa rowne wartosciom modutéw liczb zespolonych ‘H”(f )‘
ktére znajduja sie¢ w i-tym wierszu macierzy H(f,), przemnozona przez
\2Af .

Narys. 7.3 + rys. 7.5 zostaty zamieszczone przyktadowe symulacje predkosci
wiatru w trzech kierunkach wykonane na potrzeby obliczen masztu w Piaskach.
Wykorzystany zostat tu program komputerowy WIND. Powstat on w Katedrze
Mechaniki Budowli Politechniki Lubelskiej. Przyjeto, ze maszt jest
zlokalizowany w terenie ptaskim, rolniczym, a v (10m)=20m/s, predkosci na
wys. 6.9m

28— - - ————— e — o — e —— o

[ | [ [ | [ [ |
i [ [ [ [ [ [ [ [

o ‘ [ [ [ [ [ [ [ [
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£ B [ [ [ ! [ [ |
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2 i [ | \ ‘ [ [ \ [
® | \ | | | |
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Rys. 7.3. Sktadowa vy (wzdtuz sredniego Kierunku wiatru)
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Rys. 7.4. sktadowa vy (pozioma prostopadta do sredniego Kierunku wiatru)
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Rys. 7.5. Sktadowa v (pionowa prostopadta do $redniego kierunku wiatru)

7.7. Oddzialywanie na konstrukcje

Przytoczmy jeszcze raz podstawowe réwnanie ruchu dla uktadow
dyskretnych:

M@ (t) + Cq(t) + Ka(t) = p(t). (7.44)

Wektor obciazen weztowych w przypadku dziatania pola predkosci wiatru
okresla si¢ na podstawie rozktadu cisnienia wiatru na budowli. Jak juz
wspomniano wczesniej, predkos¢ wiatru jest losowa funkcja czasu i przestrzeni.
Dla danego kierunku w przestrzeni moze by¢ traktowana jako suma wartosci
sredniej vV charakteryzujacej dziatanie statyczne, oraz fluktuacji wokot
predkosci sredniej v'  charakteryzujacych dziatanie dynamiczne wiatru.
Szczeg6towe omdwienie wyznaczania oddziatywania wiatru na ustréj mozna
znalez¢ w pracy Flaga (2008).

W kazdym j-tym stopniu swobody oddziatywanie wiatru moze zosta¢
przedstawione jako suma oddziatywania statycznego i dynamicznego:
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pj(t):ﬁj + p‘j(t)’ (7-45)
gdzie p; jest oddziatywaniem statycznym w stopniu swobody j, zas p';(t) jest
oddziatywaniem dynamicznym w tym stopniu swobody. Otrzymujemy w ten
sposob dwa wektory obciazen p oraz p'(t) wynikajace ze statycznego
i dynamicznego dziatania wiatru:

p(t)=p+p'(t), (7.46)
Wektor przemieszczen weztowych q(t) , takze moze by¢ roztozony na czesé
statyczna q oraz dynamiczna q'(t) :
qt)=a+a’'t), (7.47)
Czes¢ statyczna wektora przemieszczen wyznaczamy, rozwiazujac
zagadnienie rbwnowagi statycznej:

Kg=p, (7.48)
za$ przemieszczenia dynamiczne otrzymujemy rozwiazujac réwnania ruchu
W postaci:

MG'(t) +Cq'(t) + Kq'(t) =p'(t) . (7.49)
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8. Rozwiazanie réwnan ruchu

8.1. Wstep

W przypadku bardzo skomplikowanych konstrukcji, o wielu dynamicznych
stopniach swobody, rozwiazania analityczne, ktore przedstawiono w rozdziale 2
oraz 3 sa w zasadzie niemozliwe do zastosowania. W takich sytuacjach
zazwyczaj stosuje si¢ metody catkowania numerycznego réwnan ruchu. Sa to
oczywiscie metody przyblizone, poniewaz kazda metoda catkowania
numerycznego wprowadza zatozenia utatwiajace rozwiazanie réwnan ruchu.

We wszystkich metodach numerycznego catkowania, zastosowane jest
zatozenie o spetnieniu réwnan ruchu w wybranych chwilach czasu, oddalonych
od siebie o przedziat czasowy At, zwany krokiem catkowania. Poza tym
zatozeniem, w kazdej metodzie stosuje si¢ dodatkowe zatozenia dotyczace
zmiany przemieszczen, predkosci i przyspieszen w przedziale czasu At.
Doktadnos¢ obliczen oraz ich stabilnos¢ numeryczna zalezy niestety od
wprowadzonych przez dana metode zatozen.

Wsrdd metod bezposredniego catkowania réwnan ruchu mozemy wyroznic:

e Metode réznic skonczonych;

Metode Newmarka (srednie przyspieszenie);
Metode Newmarka (liniowe przyspieszenie);
Metode Wilsona;

Metode Houlbolta.

Szczegbty dotyczace wyzej wymienionych metod, ich zatozen sa oméwione
w pracach: Bathe (1996), Zienkiewicz i Taylor (1991), Fortuna i in. (2001) czy
w pracy Lewandowskiego (2006) i nie beda one tutaj szeroko omawiane.

Metoda Newmarka, w wersji sredniego przyspieszenia oraz metoda Wilsona
zostaty zastosowane w autorskim programie, stuzacym analizie ustrojow
z dotaczonymi WSTM.

Oprécz metod wymienionych powyzej, dla uktadéw o stosunkowo matej
liczbie stopni swobody mozna zastosowa¢ metode rozwiazania réwnan ruchu
w dziedzinie czestosci, ktéra wykorzystuje wspomniana w poprzednich
rozdziatach funkcje przenoszenia (transmitancji).

8.2. Wyznaczanie macierzy przenoszenia (transmitancji)

8.2.1. Uklady dyskretne

Dla modelu opisanego ogélnym réwnaniem ruchu:
Md(t) +Cq(t) + Ka(t) =p(t), (8.1)

ktory jest uktadem o N stopniach swobody, macierz transmitancji widmowej jest
macierza H(A), ktorej element H, (1) jest transformata Fouriera odpowiedzi
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impulsowej h, (t) . Ponizsze rownania przedstawiajace parg transformat Fouriera
mozna odszuka¢ w pracach: Bendat i Piersol (1976), Newland (1975) czy tez
Flagaiin. (1979):

Ho() = [ h, @ dt, (8.2)

h, (t) = % [ Huerda. 83)

Odpowiedz impulsowa h, (t) jest i-ta odpowiedzia uktadu na k-te
wymuszenie w postaci jednostkowej funkcji impulsowej &, (delta Diraca)
przytozonej w chwili poczatkowej t=0. Zatem, by wyznaczy¢ odpowiedzi
impulsowe w i-tych punktach uktadu nalezy przyja¢ wymuszenie w postaci:

p(t)=[0,0,...,0,6,(1),0,...,0] . (8.4)

Podstawiajac do réwnania (8.1) powyzsza posta¢ wektora obciazenia i po
wykonaniu na nim transformacji Fouriera otrzymuje sie réwnanie:
(K—=A*M +iAC)H(A) =1. (8.5)
W ogolnosci H, (4) jest wielkoscia zespolona i moze by¢ przedstawiona
W postaci:

|Hik|:\/(ReHik)2+(|mHik)2 ' (8.6)
ReH,
@)

ik

H, =|H,|e’** =ReH, + jImH,, argH, =0, =arctg

gdzie: |Hik|,®ik — odpowiednio modut transmitancji, argument transmitancji.
Jezeli przyjmiemy oznaczenie macierzy sztywnosci dynamicznej w postaci:

G(A)=K—-A’M +ilC=ReG +ilmG, (8.8)
uzyskamy réwnanie zespolone:
ReGReH—ImGImH +i[ImGReH +ReGImH|=1, (8.9)
a po rozbiciu, dwa réwnania rzeczywiste:
ReGReH—-ImGImH=1, (8.10)
IMGReH +ReGImH=0. (8.11)

Ostatecznie otrzymujemy macierz czesci rzeczywistej oraz urojonej petnej
macierzy transmitancji widmowej H(A):

ReH ={ReG + ImG[ReG] ' ImG} "1, (8.12)

ImH=[ReG| " ImGReH . (8.13)
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Oczywiscie, dysponujac odpowiednia procedura obliczeniowa mozemy
bezposrednio wyznaczy¢ zespolona macierz transmitancji ze wzoru:

H(A) =(G(4)) . (8.14)
Znajac macierz przenoszenia mozliwe jest okreslenie odpowiedzi budowli w
dziedzinie czestotliwosci w postaci:
q(4) =H(A)p(1), (8.15)
gdzie q(A) oraz p(A)sa transformatami Fouriera wektora przemieszczen i
obciazen.
Transformata Fouriera obciazenia ustroju dana jest wzorem:

p(1) = f ~p(t)e . (8.16)

Jezeli wyznaczymy retransformate Fouriera wektora odpowiedzi ustroju
otrzymamy nastepujaca zaleznos¢:

q(t) = % f Z H(/i)[ f Zp(t)e-”‘dt]e”fd/i. (8.17)

Podane réwnanie dla jednego stopnia swobody jest bardzo trudne do
wyznaczenia w sposéb analityczny, nie moéwiac juz o kilku czy kilkuset
stopniach swobody. Réwnanie to jest bardzo rzadko stosowane gdyz nawet dla
systemu 1SSU z pojedynczym wymuszeniem trudno uzyska¢ w formie zwartej
formute na wartosci pojedynczego przemieszczenia q(t) .

8.2.2. Uklad zredukowany poprzez metode modalna

Uktad réwnan ustroju gtéwnego przy metodzie omoéwiony jest
w rozdziale 6.4. Zat6zmy, ze do analizy wzigto N, =N czgstosci drgan
wiasnych uktadu, czyli tyle ile mamy dynamicznych stopni swobody.
Przemieszczenia tego uktadu rozwija sie w szereg wektoréw wiasnych:

a0 = aw; () =Ww(. (8.18)

Réwnania ruchu beda miaty nastepujaca postac:

M (t) + Cr(t) + Ky (t) = p(t) , (8.19)
gdzie macierze M, C, K sa diagonalnymi macierzami o wspotczynnikach:
m =a/Ma, =1, ¢ =a/Ca, =2y w, k,=a]Ka, =a’, p,(t)=a/p(t).

Jezeli przyjmiemy wymuszenie w postaci:

p(t) = p, exp(idt) = Lexp(iit), (8.20)
gdzie 1 jest wektorem jednostkowym oraz uwzglednimy zaleznos¢ :
d, = H(A)p,, (8.21)
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wektor przemieszczen mozna przedstawi¢ w formie:
q(t) =g, exp(iAt) = H(A)Llexp(iit) . (8.22)

Jezeli uwzglednimy zalezno$¢ (8.18) i wyznaczymy wektor (t),
w rezultacie otrzymamy:

y(t) =W 'q(t) = W 'H(A)lexp(iit) . (8.23)
Warto$¢ wektora obciazen przy metodzie modalnej bedzie miata postac:
p(t) = W'p(t) = W Lexp(iAt) (8.24)

Jezeli podstawimy powyzsze wielkosci do modalnego réwnania ruchu (8.19)
otrzymamy:
(K= A’M +iAC)W H(2) =W, (8.25)
lub
GAWH) =W", (8.26)

gdzie G(1)=K—-A*M+iAC jest macierza sztywnosci dynamicznej dla
wspo6trzednych gtéwnych. B

Po wykonaniu przemnozen lewostronnych przez G oraz W otrzymamy
nastepujaca zaleznosc:

H(A) = WG ()W'. (8.27)
Jezeli rozpiszemy réwnanie macierzowe dla N, czestosci drgan wiasnych

otrzymamy réwnanie:
N, N, T

;G" (1) ; /12 —|— i2ywA’

(8.28)

Nie jest wigc, w tym przypadku, niezbedne odwracanie macierzy sztywnosci
dynamicznej G(A).

8.2.3. Uklad zredukowany poprzez metode modalna z dolaczonymi WSTM

Uktad réwnan dla konstrukcji gtéwnej z dotaczonymi WSTM jest oméwiony
w rozdziale 6.4. Zatozenia sa bardzo podobne jak w poprzednim podrozdziale,
nalezy jedynie je uscislic. Poniewaz, do uktadu gtéwnego dotaczone zostaty
WSTM, czes¢ przemieszczen jest wspotrzednymi gtownymi (przemieszczeniami
uogolnionymi) a czg¢é¢ przemieszczeniami fizycznymi, to nalezy wprowadzi¢
dodatkowe oznaczenia. Podobnie jak poprzednio przyjmujemy, ze do analizy
wzigto N, =N czgstosci drgan wiasnych uktadu. Jeszcze raz przytoczmy
rownanie ruchu takiego uktadu:

M3 (t) + Co(t) + Ka(t) = p(t). (8.29)
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Wektor przemieszczen bedzie miat posta¢ (6.77). Wydzielmy z uogdlnionego
wektora przemieszczen oraz obciazen bloki wektordbw zwiazane ze
wspotrzednymi gtéwnymi oraz rzeczywistymi przemieszczeniami STM:

.0 8.0| 5 _[3.0 ﬁl(t)] |
3, (t) 3, (t) 8,(t) P, (1)

Podobnie nalezy wyrdzni¢ bloki zwiazane z omowionymi stopniami
swobody z macierzy M, C, K:

— I\__/Ill '\_/Ilzl 6_\611 ?12

at)=|. L s =| ], sy =", By = (8.30)

11 KlZ
21 K22

(8.31)

Al Al

M 21 I\_/I 22 , (_:21 C22 ,

Bloki M,, sa rozmiaru Nx N (lub przy wzieciu do analizy N, czestosci
drgan wiasnych N, xN;), M,, sa rozmiaru NxN,, gdzie N, jest liczba
dotaczonych STM zas M,, N, xN, .

Jezeli przyjmiemy wymuszenie w postaci:

p(t) = p, exp(idt) = lexp(iit), (8.32)

to poszczeg6lne bloki wektora obciazen beda miaty postac:
P, () =W'p,(t) = W' Lexp(it), (8.33)
P, (t) =p,(t) =1exp(it). (8.34)

i dalej, po przyjeciu obciazenia w formie (8.32) rozwiazanie mozna przedstawic¢
w formie:

q(t) =q, exp(idt) = H(A)lexp(iit) . (8.35)

Macierz przenoszenia i wektor przemieszczen rzeczywistych sa takze
roztozone na bloki, wiec mozemy zapisac¢ nastepujaca zaleznos¢:

t H H, |1
q) = [%( )P Helb o nian. (8.36)
q2 (t) H21 H22 1
Jezeli uwzglednimy zaleznos¢ (8.18) i wyznaczymy poszczeg6lne
podwektory, w rezultacie otrzymamy:
3, (1) =W q,(t) =W *(H,1+H,1)exp(it), (8.37)
3,(t) =0, (t) =(H,1+H,,1)exp(ilt) . (8.38)

Jezeli podstawimy powyzsze wielkosci do modalnego réwnania ruchu (8.19)
oraz przyjmiemy macierze sztywnosci dynamicznej w postaci:

(_;ll c_;12

G=|_" 7|, (8.39)
GZl GZZ
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gdzie:
G, =K, —A*M, +iiC,,, (8.40)
G, =K, —A*M,, +iiC,,, (8.41)
G, =K, —4’M,, +iiC,,, (8.42)
G, =K,, —4*M,, +iiC,,, (8.43)
otrzymamy blokowe macierzowe réwnanie:
Gy Gy |WHy, WIH, 1w 0|1 (6.44)
GZl GZZ HZl H22 1 0 I 1

Z powyzszego réwnania mozna opusci¢ wektor jednostkowy, dodatkowo
nalezy przemnozy¢ prawostronnie réwnanie blokowe przez macierz odwrotna:

T -1 T -1
WO <W ) 0 : (8.45)
0 1 0 I
W rezultacie otrzymamy:
GH=1, (8.46)

gdzie H jest macierza transmitancji dla uktadu zredukowanego i mozemy ja
Wyznaczy¢ ze wWzoru:

A= Ha) [W2H, WlHﬂ‘ (wr)”™ o . (8.47)
H, H, H,, H,, 0 I
Wykonujac mnozenia poszczegdlnych blokéw otrzymamy cztery réwnania:
oy =W H, (W) (8.48)
H,=W"H,, (8.49)
Hay = Ha (W) (8:50)
H,=H,,. (8.51)

Zaleznosci odwrotne, czyli macierze transmitancji dla uktadu pierwotnego,
mozemy wyznaczy¢ ze Wzorow:

H,, = WH, W', (8.52)
H,=WH,,, (8.53)
H, =H,W', (8.54)

H,, =H,,. (8.55)

128



RozdziaZ 8.Rozwigzanie rownasi ruchu

Widzimy wigc, rozpatrujac powyzsze rownania, ze wielkosci macierzy
transmitancji H,,, H, oraz H, dla ustroju pierwotnego, przed redukcja za
pomoca metody modalnej (odpowiedzi uktadu na wymuszenie w stopniach
swobody tegoz uktadu), musza by¢é przemnozone przez macierze wiasne.
Natomiast macierze transmitancji H,, (odpowiedzi STM na wymuszenia
w stopniach  swobody zwiazanych z STM) sa wielkosciami danymi
bezposrednio.

8.3. Wykorzystanie funkcji przenoszenia (transmitancji)

8.3.1. Uklady dyskretne

W literaturze czesto stosuje sie podejscie wykorzystujace catke Duhamela.
Rozwiazanie macierzowego réwnania ruchu dla uktadéw liniowych mozna
przedstawi¢ w postaci sumy splotow:

0= 0= [ n-apexr. (8.56)

gdzie g, (t) jest uogdlniona odpowiedzia uktadu , h, (t—7) jest impulsowa
funkcja przejscia (tym razem funkcje przejscia nalezy rozumieé¢ jako reakcje
uktadu na kierunku stopnia swobody i w chwili t na impulsy jednostkowe
przytozone w chwili z na kierunku przemieszczenia zwiazanego ze stopniem
swobody k), p,(z) jest uogoélnionym wymuszeniem na Kierunku stopnia
swobody k. Dla fizycznej realizowalnosci procesu dolna granica catkowania
musi by¢ réwna zeru.
W zapisie macierzowym otrzymamy

an = ‘hit—2)p(e)dz, (8.57)

gdzie: q(t) jest wektorem odpowiedzi; h(t—7) jest macierzowa funkcja
przejscia zas p(z) wektorem obciazen.

Poniewaz zatozylismy, ze losowe oddzialywanie wiatru jest procesem
stacjonarnym, to i odpowiedz dynamiczna bedzie procesem stacjonarnym.
Z tego tez powodu macierz korelacji odpowiedzi dynamicznej konstrukcji moze
by¢ zapisana jako:

R, (t.t,) = E[at)a’ (t,)]. (8.58)
Podstawiajac rownanie (8.57) do réwnania (8.58) otrzymujemy:
Ry(t.t)= [ ["ht,~2)Ep®P )N ~7)drdr, . (8.59)

Jezeli wezmiemy pod uwage, ze korelacja obciazenia dana jest wzorem:
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E[p(p’ (t—7)|=R, (1) = f_‘isp(ﬂ)ei”dz, (8.60)
mozemy zapisa¢ réwnanie (8.59) w postaci:
Rq(r):f:m‘H(/l)Sp(/l)HT (A)e*dA, (8.61)

gdzie I:|(/1) jest macierza sprzezona do macierzy przenoszenia (transmitancji)
H_(/1), S,(4) Jjest petna macierza gestosci widmowych losowego obciazenia
wiatrem.

Jezeli wyznaczymy wartosci macierzy korelacji w chwili czasu 7=0, to
otrzymamy zaleznos¢ na macierz kwadratdbw odchylen standardowych
odpowiedzi dynamicznej ustroju. Mozemy wiec przedstawi¢ zaleznos¢:

62 =R,(0)= f THAS, (AT (Ad A, (8.62)
lub
6! =R,(0)= [ s,(A)2, (8.63)

gdzie S,(4) jest macierza gestosci widmowych odpowiedzi i dana jest wzorem:
Sq(D)= H(/1)Sp(/1)HT (1) . (8.64)

Jest to podstawowy zwiazek pomigdzy macierzami gestosci widmowych
odpowiedzi, a obciazenia losowego o charakterze stacjonarnym dla ustrojow
o0 charakterystyce liniowej.

8.3.2. Uklad zredukowany poprzez metode modalna z dolaczonymi WSTM

W rozdziale 8.2.3 omOwione zostaty problemy z wyznaczeniem macierzy
przenoszenia dla ustroju przed redukcja modalna (ustroju pierwotnego).
Podobne rozwazania nalezy przeprowadzi¢ przy wyznaczeniu macierzy
kwadratéw odchylen standardowych odpowiedzi qu oraz macierzy gestosci
widmowych odpowiedzi S (1) dla uktadu zredukowanego.

Przyjmujemy, ze do analizy wzigto N, =N czgstosci drgan wiasnych
uktadu. Macierz korelacji obciazenia dynamicznego mozemy przedstawié
w formie:

R,(®=E[p®Pp' (1)]. (8.65)
Poniewaz wektor obciazen, dla uktadu zredukowanego, dany jest wzorem:
~ P, (t)
p(t)= [_ : (8.66)
P (t)

to poszczegodlne bloki wektora, po uwzglednieniu faktu, ze na stopnie swobody
zwiazane z WSTM nie dziataja obciazenia zewnetrzne, beda miaty postac:
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P.(t) =W'p(1), (8.67)
p,(t)=0. (8.68)

W rezultacie otrzymamy macierz korelacji obciazenia w postaci:
R 0 \Wpm(W'p®) 0
0 0 0 0

Uwzgledniajac wzdr na transpozycje iloczynu macierzy (BTA)T =A'B
mozemy zapisac:

Rou(0)=WpHp" ()W =W'R,, ()W . (8.70)

R,(t)= = (8.69)

Z powodu braku obciazen w stopniach swobody zwiazanych z WSTM,
macierz gestosci widmowych obciazenia bedzie miata posta¢ analogiczna jak
macierz korelacji obciazenia:

- S .(A) 0
S (A)=""™ . 8.71
»(4) l o o (8.71)
Podmacierz §p11 (1) bedzie miata nastepujaca postac:
_ 1 poo— : 1 po :
Sl =" f% R (e dt=w' o f% R . (e dtW (8.72)
S,u(A)=W'S_,(HW. (8.73)

Jezeli wezmiemy teraz pod uwage wzdr na macierz gestosci widmowych
odpowiedzi (8.64), to otrzymamy, dla uktadu zredukowanego, nastepujaca
zaleznos¢:

§q 1) = I:I(/1)§p (/1)If|T (1), (8.74)
gdzie If|(/1) jest macierza sprzezona do macierzy przenoszenia H(A) dla uktadu
zredukowanego.

Przedstawiajac powyzsze réwnanie macierzowe w formie blokowej
i pomijajac (A1) otrzymamy:

Fq“ §q12 = ﬁ“ E|12 §p“ 0 F'Il F';l . (8.75)
Squ SqZZ H21 H22 0 O |:|I2 F'ZZ
W rezultacie otrzymujemy cztery blokowe réwnania:
§q11 = F'llgplll:ql' (8-76)
§qlz = |:|11§p11|:|;1 , (8-77)

131



P.Wielgos: Ocena skutecznosci dziafania wielokrotnych, strojonych...

S 1= I:|21§pll|:|11 , (8-78)

q2
§qzz = |:|21§p11|:|.£l' (8-79)

Jezeli do powyzszych réwnan podstawimy wielkosci (8.48) oraz (8.50), to
w rezultacie otrzymamy zaleznosci:

_ B -1 N —1\T
S =W H, (W) WTSpMW(W Hy, (W) ) , (8.80)
S -1 T\ I\AfT 1)
Spa = W H, (W) "W SPMW(H21<W ) ) , (8.81)
< T\ I\A/T 10 -\
Sy = Ha (W) "W spnw(w A, (W) ) , (8.82)
_ -1 1\T
Sy = Hay (W) WTSPMW(H21<WT) ) , (8.83)
to po uproszczeniach otrzymujemy:
- a ~ —1 N —1
S =W H, S, H, (W) =wWs (W) 7, (8.84)
§q12 = W_lHns pll|:|21’ (8-85)
— ~ -1
Sq21 = HZlSpllHll (WT> ' (8.86)
§q22 = H21S pll|:|21' (8-87)

Latwo zauwazy¢, ze macierz kwadratbw odchylen standardowych
przemieszczen konstrukcji gtéwnej oraz przemieszczen STM, dla uktadu
zredukowanego moze by¢ policzona ze wzoréw:

G =R = [ Su(d4, (8.88)
Eézz = ﬁq22 (0) = ﬁzngz (ﬂ)dl ) (8-89)
Podstawiajac do réwnania (8.88) wartos¢ (8.84), otrzymamy rownanie:
— = _ oo -1
60 =R =W " [ S, (dA(WT) ", (8.90)

i po podstawieniach, otrzymujemy wartos¢ na macierz kwadratow odchylen
standardowych uktadu przed redukcja:

62, = We2, W' (8.91)

Macierz kwadratdbw odchylen standardowych przemieszczeh WSTM, jak
wynika z réwnania (8.87) nie wymaga przemnozen przez macierz wtasna.
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8.4. Wyznaczanie dyskretnych wartosci gestosci widmowych
procesow

Zazwyczaj nie uzywa Sie ciagtych widm wartosci gestosci widmowych, lecz
ze wzgledu na posta¢ pomierzonego, czy tez wygenerowanego procesu
losowego, dysponujemy N wartosciami w odstepach czasu At.

Aby moéc wyznaczy¢ dyskretne gestosci widmowe (wlasne S, (f)
i wzajemne S, (f)) nalezy wyznaczy¢ najpierw dyskretna transformate
Fouriera. Obecnie, najczesciej stosowanym algorytmem do wyznaczania
dyskretnej transformaty Fourierowskiej jest algorytm Fast Fourier Transform
(FFT). Nie bedzie on tu szerzej omawiany. Liczba prébek w tym algorytmie
musi spetnia¢ zaleznosé N =2, gdzie k jest liczba catkowita. Zakres
czestotliwosci jest okreslony poprzez zalezno$¢ 1/ At, jest to tak zwana czestos¢
probkowania. Najwyzsza czestotliwosé, ktéra moze byé uwidoczniona, nosi
nazwe czestosci Nyquista:

1
fy 2At

Warunek powoduje, ze przy maksymalnej czestosci wystepujacej w sygnale,
przypadaja dwie prébki na okres. Jezeli prébkowanie odbywa sie ze zbyt niska
czestotliwoscia, to sktadowe o czestotliwosciach wysokich zostaja przeniesione
ponizej f, ., takze wyzsze sktadowe szumowe zostaja przeniesione ponizej

f.a - W celu wyeliminowania tych efektow nalezy dobra¢ dos¢ duzy przedziat
czestosci probkowania i przeprowadzi¢ na sygnale operacje filtrowania za
pomoca filtru dolnoprzepustowego o czgstosci Nyquista f .

Przejdzmy teraz do wyznaczania dyskretnych gestosci widmowych wiasnych
S,(f) i wzajemnych S, (f)). Jezeli dane sa dwa procesy losowe (np.
obciazenie w punkcie i oraz k ustroju p; (t), p,(t)) to gestos¢ widmowa wiasna
przedstawia zaleznos¢:

N
zas gestos¢ widmowa wzajemna przedstawia zaleznos¢:
FFT (p. (1)) FFT (p. (t
s, ()= T (LOFFT (b, )
N
Gestos¢ widmowa wiasna S, (f) jest zawsze rzeczywista, natomiast
w 0golnosci gestos¢ widmowa wzajemna S, (f) jest w postaci zespolonej.

Mozna tez wprowadzi¢ pojecie jednostronnej gestos¢ widmowej mocy
G; () oraz G (). Okreslone sa one wzorami:

(8.92)

(8.94)
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|28;(f) dla je(LN/2-1)
Gi(f)= S;(f) dla j=0 ' (899

[2sy(f) dla je(@N/2-1)
G, (f)= (1) da j=0 . (8.96)

8.5. Przyklad obliczeniowy

W rozwazaniach przyjeto ustréj wspornikowy o wysokosci 60m,
analizowany w pracy Wielgos (2005). Analizie podlegata posta¢ macierzy
przenoszenia (transmitancji) ustroju z dotaczonymi tlumikami WSTM.
Wyrézniono trzy przypadki budowy réwnan ruchu:

o UG - ustréj bez modyfikacji réwnan ruchu z dotaczonymi WSTM,;

e RM_UG - redukcja ukiladu gtéwnego poprzez metode modalna

(ombéwiona w rozdziale 6.4) z dotaczonymi WSTM;

e 1D UG - redukcja ukiladu gtébwnego do uktadu ekwiwalentnego
0 jednym stopniu swobody (sprowadzenie uktadu w najwyzszym punkcie
ustroju  h=60m). Analizowano kilka uktadéw ekwiwalentnych
z dotaczonymi WSTM odpowiadajacych poszczegdlnym czestosciom
drgan wiasnych @ . Metoda ta byta omoéwiona w rozdziale 6.5.

Dla kazdego z przypadkéw badany byt modut transmitancji (odpowiedzi
ustroju) w stopniu swobody odpowiadajacym punktowi h=60m ustroju na
wymuszenia w tym samym stopniu swobody.

Oprocz sprawdzenia modeli stuzacych do redukcji bazy ustroju gtéwnego,
wyznaczono odpowiedzi ustroju z dotaczonymi WSTM na obciazenie
impulsowe o wartosci 1kN, przytozone na wysokosci 60m w chwili czasu t=0.
Odpowiedz dynamiczna ustroju wyznaczono na podstawie wzoru (8.17).
Poréwnano otrzymana odpowiedz z rozwigzaniem otrzymanym w wyniku
bezposredniego  catkowania réwnan ruchu ustroju, zamodelowanego
w programie ABAQUS v.6.3.

Schemat ustroju przedstawiono narys. 8.1.
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Rys. 8.1. Schemat geometryczny ustroju: a) rys. ogolny; b) pojedynczy STM na wys.
60m; c) dwa STM na wysokosci 60m

Rozwazono dwa modele ustroju z dotaczonymi do ustroju gtéwnego STM,
nastrojonych na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych:

e pojedynczy STM (m=300kg, k=4454N/m) umieszczony na wysokosci

60m;

e dwa STM (my= myp=150kg, ky=2773N/m, ky=2270N/m) umieszczone na

wysokosci 60m.

Pierwszy z modeli wykorzystany byt przy poréwnaniu odpowiedzi uktadu na
wymuszenie impulsowe. OdpowiedZ otrzymywano z dwdch metod: z programu
MES oraz na podstawie transmitancji. W modelu podlegat zmianie
wspotczynnik ttumienia krytycznego y, zamontowanego STM od wartosci
0,01-0,1.

Drugi z modeli, stuzyt weryfikacji modeli redukcji uktadu gtéwnego
oznaczonych jako przypadki RM_UG oraz 1D_UG.

Macierz sztywnosci K, ustroju gtéwnego zbudowano na podstawie
macierzy podatnosci D, ustroju gtdwnego o 6 stopniach swobody.
Zastosowano diagonalna posta¢ macierzy mas M, ustroju gtdwnego. Ponizej
zestawiono wartosci czestosci drgan wiasnych niettumionych uktadu gtéwnego.

Tabela 8.1. Wartosci czestosci drgan wiasnych uktadu gtéwnego

posta¢ drgan 1 2 3 4 5 6
afrad/s] 4,095 | 21,528 | 56,991 | 109,225 | 173,494 | 233,699
f[Hz] 0,652 | 3,426 | 9,070 17,384 27,612 37,194

Macierz ttumienia uktadu gtéwnego C, zbudowano w sposéb posredni,
wykorzystujac model Rayleigha omoéwiony w rozdziale 4.2.1. Przyjeto
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jednakowa wartos¢ logarytmicznego dekrementu ttumienia A, =0,063 dla
dwach pierwszych czgstosci drgan @, oraz @, .

Do budowy uktadu réwnan z dotaczonymi STM zastosowano elementy
STM-2D omowione w rozdziale 6.1.1. Przyjeto jednakowe wartosci utamkow
ttumienia krytycznego dla obu ttumikéw y, =y, =0,05. Wyznaczono petne
macierze transmitancji dla przypadku UG. Jak wspomniano wczesniej, analizie
podlegaty uktady o zredukowanej liczbie stopni swobody poprzez metode
modalna (RM_UG) oraz poprzez sprowadzenie uktadu do systemu 1SSU
(przypadek 1D_UG).

Dla przypadku RM_UG wzigto pod uwage dwie pierwsze postaci @,
w,drgan wiasnych, utworzono uktad zredukowany wedtug wzoréw (6.76),
wyznaczono pelna macierz przenoszenia (transmitancji) dla wspotrzednych
gtéwnych H, (), z ktorej wyznaczono rzeczywiste H,,(f) transmitancje wg
wzoréw (8.52).

Dla przypadku 1D_UG wyznaczono dwa uktady ekwiwalentne dla @ oraz
@, , Wyznaczono macierze transmitancji H,(f) oraz H,(f) dla obu uktadéw
transmitancji i zsumowano wedtug wzoru:

H(f):ijﬁi(f). (8.97)

Na rys. 8.2 oraz rys. 8.3 przedstawiono wartosci modutéw transmitancji dla
analizowanych przypadkow |Hye|, [Hew s |Hipus| Oraz wartosci katow
przesunigcia fazowego © ., Ogy us» ©ip us » dla transmitancji odpowiadajacej
stopniowi swobody wezta 0 h=60m, na wymuszenie jednostkowym impulsem
w tym samym stopniu swobody.

Przeprowadzono takze analize btedéw dla przypadku RM_UG oraz 1D_UG
traktujac rozwiazanie z przypadku UG jako rozwiazanie doktadne. Wyznaczono
wzgledne btedy dla modutéw transmitancji wedtug wzoréw.

_‘HRM_UG‘_|HUG| _‘HlD_UG‘_|HUG|

Hrm_ue | H | ! PHip u | H |
UG UG

, (8.98)

oraz wzgledne bledy katéw przesunie¢ fazowych wyznaczonych z funkcji
transmitancji:

_ ‘GRM_UG - eue‘ S _ ‘®1D_UG - eue‘ ' (8.99)

0,
Orm_uG ' YO ue
|Oue] el

Na rys. 8.4 przestawiono wykresy btedow wzglednych w funkgcji
czestotliwosci.
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Rys. 8.21 Moduty transmitancji dla trzech modeli UG, RM_UG, 1D_UG

Rys. 8.31 Argumenty transmitancji (katy przesunig¢ fazowych) dla trzech modeli UG,
RM_UG, 1D_UG ( f,, f,)

Rys. 8.4l Biedy wzgledne modutdw i argumentow transmitancji dla modeli RM_UG,
1D_UG

Analizujac powyzsze wykresy, nalezy stwierdzi¢, ze modele oparte na
redukcji uktadu gtébwnego poprzez wykorzystanie metody modalnej, oraz
sprowadzenia uktadu do systemu 1SSU do ktérych dotaczono WSTM, bardzo
dobrze odwzorowuja wielkosci rzeczywistej transmitancji uktadu. Oczywiscie
transmitancje sa dobrze odwzorowane dla przyjetego w obliczeniach zakresu
czestotliwosci drgan wiasnych (uwzglednionych w analizie czestosci drgan
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wiasnych), w tym przypadku @, @,. Czgstotliwosci powyzej wartosci f,
w widmie transmitancji nie sa uwidocznione, gdyz nie byty uwzglednione przy
budowie rownan ruchu ustroju z dotaczonymi WSTM. Bledy wzgledne 6, dla
czestotliwosci, w poblizu tej na ktdra nastrojono dwa STM nie przekraczaja 1%,
za$ biedy wzgledne kata przesunigcia fazowego o, nie przekraczaja 22%.
Wigksze wartosci btedow wzglednych pomigdzy czgstosciami f,, f,, wynikaja
Z przesuniecia widma, oraz bardzo matych wartosci transmitancji w tym
obszarze.

Poza tym, na wykresach modutdéw transmitancji oraz katow przesuniecia
fazowego, mozemy zauwazy¢ wptyw zamontowanych dwdch STM.

Wykonano takze obliczenia, w przypadku wziecia pod uwage wszystkich
czgstosci drgan wilasnych f, —f, dla przypadku RM_UG. Wyniki
przedstawiono narys. 8.5 oraz rys. 8.6.

Rys. 8.5 Moduty i argumenty transmitancji dla modeli UG, RM_UG (przyjete do
analizy f, — f;)

Rys. 8.61 Btad wzgledny modutu transmitancji dla modelu RM_UG (przyjete do analizy
f1 - fe)

Tym razem, w widmie transmitancji uwidocznione sa wszystkie
czestotliwosci  drgan  wiasnych  oraz  czestotliwosci  zwiazanych
z zamontowanymi STM, oraz uzyskuje sie bardzo dobra zgodnos¢é wartosci
transmitancji. Btedy wzgledne o,, w calym obszarze czgstotliwosci, nie
przekraczaja 13%.
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Jak juz wspomniano wczesniej, wyznaczono takze odpowiedzi uktadu
z dotaczonymi WSTM na obciazenie impulsowe. Otrzymane wykresy
przemieszczen ze wzoru (8.17) natozono na przebiegi czasowe przemieszczen
otrzymane w wyniku bezposredniego catkowania réwnan ruchu (ABAQUS).

Model MES skitadat si¢ z 25 elementow belkowych typu B21. Ponizej
przedstawiono wykresy przemieszczen po kierunku Y, dla wezta h=60m.

1=0,01 %=0,02

ABAQUS il
ROZW. Z TRANSMITANCII

ABAQUS
ROZW. Z TRANSMITANCII

przemieszczenie [m]
przemieszczenie [m]

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
czas[s] czas[s]

Rys. 8.7. Przebiegi czasowe przemieszczen przy ¥,=0,01 oraz »,=0,02 dla 1STM
wyznaczonych na podstawie transmitancji oraz z obliczen MES

1t=0,035 1=0,05

ABAQUS
ROZW. Z TRANSMITANCII

ABAQUS
ROZW. Z TRANSMITANCII

przemieszczenie [m]
przemieszczenie [m]

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
czas[s] czas[s]

Rys. 8.8. Przebiegi czasowe przemieszczen przy ¥, =0,035 oraz 7,=0,05 dla 1STM
wyznaczonych na podstawie transmitancji oraz z obliczen MES

%=0,075 1=0,1

ABAQUS
ROZW. Z TRANSMITANCII

ABAQUS
ROZW. Z TRANSMITANCII

przemieszczenie [m]
przemieszczenie [m]

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
czas[s] czas[s]

Rys. 8.9. Przebiegi czasowe przemieszczen przy y,=0,075 oraz 7,=0,1 dla 1STM
wyznaczonych na podstawie transmitancji oraz z obliczen MES
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Powyzsze wyznaczenie odpowiedzi dwoma metodami miatlo na celu
sprawdzenie poprawnosci dziatania wiasnego algorytmu  wyznaczania
odpowiedzi ustroju na podstawie macierzy przenoszenia, ktérego uzyto
w gtéwnym module, autorskiego programu obliczeniowego DAMP—SYM.
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9. Zagadnienia optymalizacji parametrow STM oraz
WSTM

9.1. Wstep

W ostatnich latach obserwuje si¢ systematyczny wzrost zainteresowania
ztozonymi zagadnieniami optymalizacji ustrojow z dotaczonymi WSTM.
Zagadnienia optymalizacyjne, przeprowadzane sa dla ustrojow poddanych
réznym rodzajom oddziatywan losowych, takich jak oddziatywanie dynamiczne
wiatru czy oddziatywania sejsmiczne. Najczesciej przyjmuje si¢ wymuszenie
losowe, o charakterystyce biatego szumu, w celu okreslenia optymalnych
parametrow STM lub WSTM. Zazwyczaj, brane sa pod uwage jako funkcja
minimalizacyjna wartosci maksymalnych przemieszczen lub odpowiedz
w dziedzinie czestosci konstrukcji jaka jest kwadrat odchylenia standardowego
odpowiedzi (RMS root mean squeare). Dla uktadéw z dotaczonymi WSTM
czesto wiasciwsza funkcja minimalizacyjna (funkcja celu), ze wzgledu na
otrzymane parametry WSTM, sa wartosci maksymalnych przemieszczen.

W pracy Warburtona (1982) przedstawiono metodg optymalizacji parametru
STM przy réznych rodzajach oddziatywan losowych. Wyprowadzone przez
autora algorytmy, sa obecnie czesto wykorzystywane do optymalizacji
parametrow STM, kiedy zachodzi potrzeba redukcji przemieszczen czy tez
przyspieszen ustroju gtdwnego. Obecnie, problem pojedynczego STM jest ciagle
rozwijany. W pracy Krenka (2005) otrzymano nowe réwnanie na wartosé
optymalnej wartosci utamka ttumienia krytycznego dla pojedynczego STM.

Poza zagadnieniami optymalizacji parametrow pojedynczego STM, istnieje
szereg prac analizujacych optymalizacje parametrow WSTM. W pracy lgusa
i Xu (1994) analizowany byt uktad o jednym stopniu swobody ustroju (1SSU)
z zainstalowanymi  WSTM, rozstrojonymi wokot czestosci drgan wiasnych
uktadu 1SSU, poddany obciazeniu losowemu o charakterystyce biatego szumu.
Optymalne parametry WSTM  wyznaczono na podstawie odchylen
standardowych przemieszczen. Udowodniono takze, ze WSTM skuteczniej
tlumia drgania od pojedynczego STM, przy réwnej catkowitej masie dla obu
przypadkow. W pracy Zhang i Soong (1992) badano rozktad WSTM o danych
parametrach. Jako funkcje celu uzyto odchylenia standardowego odpowiedzi
(minimalizacja wartosci  funkcji  celu), zas do rozwiazania zadania
optymalizacyjnego uzyto metody tzw. optymalizacji sekwencyjnej. Jest to
procedura heurystyczna polegajaca na umieszczaniu w optymalnym miejscu
jednego ttumika drgan za pomoca postepowania rekurencyjnego przy zatozeniu,
ze nie zmienia si¢ ustawienia ttumikdw uprzednio juz zamontowanych.

W ostatnich latach, coraz wicksza role¢ odgrywaja zaawansowane metody
optymalizacyjne. Czesto stosowane sa metody gradientowe przy optymalizacji
zamontowanych WSTM, przedstawione migdzy innymi w pracach Li i Ni
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(2007), Zuo i Nayfeh (2004). W pierwszej pracy wykorzystano metode
gradientowa z przeszukiwaniem liniowym, w ktorej kierunek przeszukiwan
ustalany byt na podstawie gradientu funkcji celu wzgledem poszukiwanych
parametrow ttumikéw. W drugiej pracy zastosowano metode wykorzystujaca
subgradienty niegtadkiej funkcji celu. Oprécz metod gradientowych uzywane sa
takze, w zagadnieniach optymalizacji WSTM, algorytmy genetyczne np. OK,
Song i Park. (2008) oraz metody roju czastek (particle swarm optimization
PSO). Metode PSO do wyznaczania optymanych parametrow WSTM
zastosowano miedzy innymi w pracach: Ciurej, Kawecki i Mastowski (2008),
Leung i Zhang (2009).

9.2. Parametry strojonych ttumikéw masowych

Niech i oznacza kolejny numer dotaczonego STM do konstrukcji. Przy
doborze parametrow WSTM musimy wziaé¢ pod uwage nastepujace parametry
bezwymiarowe okreslajace zastosowany pojedynczy STM:

e masa STM my, lub masa wzglgdna STM g, =m, /m, gdzie m, jest

masa modalna 2zwiazana z czestoscia drgan wiasnych ustroju
gtéwnego @, , na ktora zostat nastrojony k-ty STM;
e sztywnos¢ Kk, , lub nastrojenie tlumika: o, =@, /@, gdzie
@, =+Jk, /' m, jest czestotliwoscia drgan wiasnych k-tego STM;
e utamek ttumienia krytycznego (stopien ttumienia) y, =c, /C,, gdzie:
Cy Jest tumieniem , ¢, = 2m, @, jest ttumieniem krytycznym, m, jest
masa zas @, jest czgstotliwoscia drgan wasnych k-tego STM.
Wyzej wymienione wielkosci sa naszymi zmiennymi decyzyjnymi
w zagadnieniu optymalizacji. Sa to nieznane co do wartosci parametry, ktore
moga si¢ zmienia¢ w okreslonych granicach. Liczba nieznanych parametréw

charakteryzuje ztozonos¢ problemu optymalizaciji.
Mozemy wprowadzi¢ wektor zmiennych decyzyjnych w postaci:

X = [ Mgy My My Ko Ky K Zogroos Zaroms Za, |- (9.1)

Oczywiscie, czes¢ z tych zmiennych, moze zosta¢ przyjeta jako wartosci
state w modelu. Zazwyczaj przyjmuje si¢ okreslona sztywnos¢ k, (Sztywnosé
sprezyny STM) oraz przedziat czestotliwosci dziatania poszczegdlnych STM
AA w poblizu @, , z ktérego to warunku wyznacza si¢ ograniczenia dla mas
poszczegolnych ttumikow m, . Natomiast wartos¢ zmiennosci utamka ttumienia
krytycznego nalezy ustali¢ w granicach ¥, 6(0;0,10). Powyzej wielkosci
7. =0,10, zazwyczaj obserwuje si¢ ,zesztywnienie” uktadu STM-uktad
gtéwny oraz spadek ttumienia catego uktadu. Na podstawie utamka ttumienia
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krytycznego okresla sig¢ wartosci poszczegélnych wartosci ttumienia c;. Mozna
wiec przyja¢ nastepujaca posta¢ wektora zmiennych decyzyjnych:

X:[mtl""mtk""thk’%l""ytk""ytNk]' (9-2)

z dodatkowymi wektorami ograniczen:
Xmin = [mtlmin 1t mtkmin 1t thk min s Yetmin s Yikmin 1+ 7/tNk min] ' (93)
Xmax - [mtlmax"" mtkmax"" thk max ! j/tlmax"" ytkmax LA j/tNk max] ' (94)

Przy zastosowaniu WSTM czesto dysponuje si¢ elementami ttumikdw
wiskotycznych o skonczonej liczbie parametrow. Dobiera si¢ wigc si¢ kilka
parametrow c, , dla okreslonych grup ttumikow (nastrojonych na kilka czgstosci
drgan wiasnych) i traktuje si¢ je jako wartosci state, nie podlegajace
optymalizacji. Wigc wektor zmiennych decyzyjnych bedzie miat postac:

X=[m,,..,m,,..,m (9.5)

it

Na kazdym kroku optymalizacyjnym, przy tak okreslonych parametrach
WSTM, nalezy budowaé uktad réwnan ruchu wedtug jednej z metod
oméwionych w rozdziale 6. W zaleznosci od stopnia skomplikowania
konstrukcji, moze wigc to by¢ ukitad:

e zredukowany przez metode modalna z WSTM, w przypadku duzych
uktadéw powyzej Kilkudziesieciu stopni swobody oraz bliskimi sobie
podstawowymi czestosciami drgan wihasnych uktadu gtéwnego (mosty
i ktadki  podwieszone i wiszace, przekrycia wielkopotaciowe
o skomplikowanej strukturze itp.). Uktad réwnan budowany wedtug
procedury z rozdziatu 6.4;

e zredukowany do systemu 1SSU z WSTM, podobanie jak poprzedni, lecz
dla rozseparowanych podstawowych czgstosci drgan wiasnych uktadu
gléwnego (sa to zazwyczaj konstrukcje o prostych schematach
statycznych, takie jak kominy wieloprzewodowe, budynki wysokie itp.).
Uktad réwnan budowany wedtug procedury z rozdziatu 6.5;

e oryginalny uktad z dotaczonymi WSTM, zazwyczaj do kilkudziesieciu
stopni swobody. Uktad réwnan MES budowany z wykorzystaniem
omdéwionych w rozdziale 6.1 elementami STM-2D lub STM-3D.

Powyzsze rozwazania maja na celu prawidtowe przyjecie uktadu gtéwnego
z dotaczonymi WSTM, na ktérym to ukladzie bedzie przeprowadzana
optymalizacja przyjetych funkcji celu. Przyjecie zbyt duzego zadania, powyzej
kilkudziesieciu stopni dynamicznej swobody uktadu gtéwnego, do ktorych
nalezy jeszcze doliczy¢ stopnie swobody WSTM (kilka lub kilkadziesiat),
skutkuje ogromna czasochtonnoscia obliczen optymalizacyjnych. Wybranie
nawet najprostszej (wydawa¢ by sig mogto) funkcji celu w postaci
maksymalnego przemieszczenia powoduje, w zaleznosci od wybrania metody

EE LTS
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optymalizacji, wielokrotne (nawet do kilkuset tysiecy razy) budowanie rownan
ruchu i wyznaczenie tego przemieszczenia. Aby wyznaczy¢ to przemieszczenie
w ogélnosci, na kazdym kroku optymalizacyjnym, nalezy rozwiaza¢ zagadnienie
drgan wymuszonych ttumionych ze zmiennymi na kazdym macierzami M, C, K.
Oczywiscie funkcja celu w postaci maksymalnego, wybranego przemieszenia
nie bedzie najefektywniejsza jej postacia.

9.3. Przyjecie funkcji celu

W ogolnosci, funkcja celu jest to wyrazenie, ktérego wartos¢ stuzy jako
ocena rozwiazania. Funkcja celu podlega minimalizacji lub maksymalizacji
w procesie optymalizacji w zaleznosci od jej postaci. W przypadku ustroju
z dotaczonymi WSTM, wspomniana funkcja celu w postaci maksymalnego
przemieszczenia dynamicznego bedzie podlega¢ minimalizacji, lecz np. funkcja
celu w postaci straconej energii w jednym cyklu drgan, maksymalizacji.
W rozwazanym przypadku, mozna zapisa¢ zaleznos¢ ogolna na funkcje celu:

F=F (Mg My Moy Koo Koo Ky, o %0 Yoo Yo, ) - (9.6)

Dla ustrojow ztozonych zazwyczaj nie udaje sie sprecyzowa¢é jednej funkcji
celu. Zastosowanie maja wtedy zagadnienia polioptymalizacji (optymalizacja
wielokryterialna), ktora nie bedzie szerzej omawiana, lub budowa ztozonej
funkcji celu w postaci:

F ZW (mtl’ 1 tk’ ’thk ktl’ ’ktk’ ’ktNk’%l’ ’%k’ ’%Nk) (97)

gdzie symbolem w; oznaczono wspotczynniki wagowe. W ogolnosci,
wspotczynniki wagowe moga by¢ przyjete w sposéb arbitralny. Funkcja celu
moze mie¢ wiele lokalnych (w pewnym obszarze dziedziny) punktéw
optymalnych, ale tylko jedno ekstremum globalne (w catej dziedzinie).

9.3.1. Maksymalne przemieszczenie

Dla postawionego problemu optymalizacji, w og6lnosci o 3N, zmiennych
decyzyjnych nalezy dobra¢ funkcje celu. Jak podano w poprzednim
podrozdziale, przyjecie funkcji celu w postaci maksymalnego przemieszczenia
dynamicznego wybranego punktu konstrukcji, wiaze si¢ z wielokrotnym
rozwiazywaniem uktadu réwnan ruchu z dotaczonymi WSTM, na kazdym kroku
optymalizacyjnym. Nie bez znaczenia pozostaje fakt, ktéry punkt ustroju nalezy
przyja¢ jako miarodajny. W przypadku ustrojéow o prostych schematach
statycznych (belki wolnopodparte, wsporniki) nie mamy problemoéw z wyborem
stopnia swobody, dla ktérego przyjeta zostanie funkcja celu. Ponizej
przedstawiono posta¢ funkcji celu dla prostego modelu (np. wspornika
z dotaczonymi WSTM):
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F = max (q,(t)), (9.8)

gdzie q,(t) jest przemieszczeniem w czasie punktu na koncu wspornika. Dla
konstrukcji bardziej ztozonych, moze by¢ przyjeta ztozona posta¢ funkcji celu:

F= fjwj max q; (t)), (9.9)

gdzie n oznacza liczbe wzietych pod uwage stopni swobody uktadu
z dotaczonymi STM, za$ q;(t) jest przemieszczeniem dynamicznym j-tego
stopnia swobody, w; jest wspotczynnikiem wagowym.

Wspotczynniki wagowe w; mozna przyja¢ rowne jednosci. Otrzymujemy
wtedy jednakowy udziat przemieszczen kazdego, analizowanego, stopnia
swobody w funkcji celu. Zazwyczaj, STM umieszczane sa w stopniach swobody
0 najwiekszych rzednych postaci drgan, na ktora zostaty nastrojone. Mozliwe
jest tez usytuowanie STM w poblizu tych stopni swobody, lub w catkowicie
dowolnych weztach ustroju. Jezeli STM zostaty nastrojone na konkretna wartos¢
@ 0 wektorze wtasnym a,, mozna postulowa¢, aby wspotczynniki wagowe dla
poszczegdblnych stopni swobody j miaty nastepujaca postac:

a.

w, = maxléai) , (9.10)

gdzie a; jest rzedna i-tej postaci w stopniu swobody j, za$ max(a;) jest
maksymalna rzedna i—tej postaci drgan dla catego wektora wiasnego a; .

Analizowane stopnie swobody | nalezy przyjmowaé w miejscach
ekstremalnych rzednych i-tej postaci drgan. Jak juz wspomniano, Sa to
zazwyczaj stopnie swobody do ktérych dotaczono WSTM. Ostatecznie, mozna
przyja¢, iz w funkcji celu nalezy wzia¢ pod uwage wszystkie stopnie swobody
do ktorych dotaczono WSTM i odpowiadajace im wspotczynniki wagowe w;.

W przypadku skomplikowanych uktadéw, jezeli zostana one zredukowane
poprzez metode modalna i dotaczono do tych uktadow WSTM, mozemy przyjaé
funkcje celu w postaci maksymalnej wartosci wspotrzednej gtdwnej. Jezeli
WSTM strojone byly na podstawowa czestos¢ drgan wiasnych ustroju
gtéwnego w, oraz wyzsze czestosCi @ > @,, i nizsze @ <@, nie sa bliskie
czestosci podstawowej @,, to mozemy przyja¢ funkcje celu w postaci
maksymalnej wartosci wspotrzednej gtownej.

F =max(y,(1)). (9.11)

Jezeli jednak nastrojono WSTM na kilka czgstosci drgan wiasnych,
w ogdlnosci na tyle ile jest wzietych pod uwage postaci drgan wiasnych, przy
tworzeniu rownan ruchu N;, mozemy zapisa¢ nastgpujaca posta¢ funkcji celu:
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N|
F=> w max(y(t)). (9.12)

i=1
Podejscie, wykorzystujace funkcje celu w postaci maksymalnych wartosci
przemieszczen rzeczywistych czy tez wspotrzednych gtéwnych (dla uktadu
zredukowanego), wymaga na kazdym kroku optymalizacyjnym oprocz
budowania od poczatku réwnan ruchu (w rzeczywistosci budowy macierzy M,
C, K), takze rozwiazania uktadu roéwnan ruchu, wyznaczenia wektorow
przemieszczen q(t) lub w(t) na obciazenie dynamiczne p(t), przeszukania
catego  przedzialu  (0,t,,) 1 Wwyznaczenia maksymalnej  wartosci
przemieszczenia. Wiasnie, ze wzgledu na catkowanie réwnan ruchu oraz
przeszukiwanie w catym przedziale czasu rozwiazan q(t), y(t) podane funkcje
celu sa mato efektywne. Oczywiscie, mozliwe jest podejscie, gdzie do funkcji

celu brane sa pod uwage przyspieszenia §(t) lub s(t).

W procesie optymalizacji poszukiwane sa minimalne wartosci funkcji celu F.

9.3.2. Odchylenie standardowe odpowiedzi przy wymuszeniu losowym

Przejdzmy teraz do nastepnych postaci funkcji celu zwiazanych
z odchyleniami standardowymi odpowiedzi. Jezeli wymuszenie ma charakter
stacjonarnego procesu losowego, moze by¢ ono scharakteryzowane przez
gestos¢ widmowa obciazenia w postaci:

o5 = [ S,(dA= [, (4, (9.13)

gdzie S, ;(4) jest diagonalnym elementem petnej macierzy dwustronnej
gestosci  widmowych odpowiedzi S,(4), zas G, ;(4) jest diagonalnym
elementem pelnej macierzy jednostronnej gestosci widmowych odpowiedzi
G,(4). !\/IoZna wiec przyja¢ funkcje celu dla pojedynczego stopnia swobody
W postaci:

F=o0}, (9.14)

za$ dla n stopni swobody w postaci:
F= ijajj _ (9.15)
j=1

W rzeczywistosci, jezeli popatrzymy na wykres gestosci widmowej mocy
odpowiedzi punktu j, zauwazymy (rys. 9.1), ze nie jest konieczne catkowanie
catego zakresu A€ (O; oo) , gdyz WSTM nastrojone byty na pojedyncza czestosé
lub na kilka wybranych czestosci @, drgan wilasnych. Aby w procesie
optymalizacji pomina¢ catkowanie po catym obszarze ﬂe(O;oo), mozemy
przyja¢ funkcje celu w postaci:
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Oy +4
F= fam G, , (A4, (9.16)

gdzie A jest pewnym zakresem czestosci zwiazanym z @, , czyli czgstoscia na
ktore zostaty nastrojone WSTM. Oczywiscie, po powyzszych przeksztatceniach,
nie badamy juz kwadratu odchylenia standardowego, lecz nowa wielkos¢, ktora
opisuje funkcja celu.

Jezeli STM nastrojono na kilka czgstosci drgan wiasnych, w ogoélnosci N,
i nie sa one bliskie sobie, mozemy zapisa¢ nastepujaca posta¢ funkcji celu:

N, O +4;
F— 21: f%% G, ;(A)dA. (9.17)

Rys. 9.1. Schemat okreslania granicy catkowania dla funkcji celu F

Jezeli natomiast bierzemy pod uwage kilka stopni swobody, mozemy przyjaé
funkcje celu w postaci:

N
F :_lejz f:% G, ; (A)dA. (9.18)
J: =

Jezeli w ustroju poszczegolne czgstosci drgan wiasnych ustroju @ sa bliskie
sobie, oraz WSTM nastrojone zostaty na czgstos¢ a,, to w efekcie WSTM
moga oddzialywa¢ na te wiasnie czestosci drgan @ . Ma to miejsce, jezeli
WSTM umiejscowione sa na stopniach swobody, ktére maja znaczace rzedne
w wektorze wiasnym dla danej postaci drgan @ . Nalezy wtedy wybraé¢
arbitralnie granice catkowania, w ktorych powinny si¢ znalez¢ czestosci @,
oraz @ bliskie tej czgstosci. W ogolnosci mozemy wiec zapisaé

n N e
F :Z;wjlzlj . Cay(d, (9.19)
= -
gdzie n jest liczba stopni swobody w wzigtych pod uwage w funkcji celu F, n,
jest liczba przedziatow catkowania, A4,,4, Sa odpowiednio dolna i gorna
granica danego przedziatu catkowania I.
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Osobnego omodwienia wymaga podejscie, kiedy uktad gtéwny zostat
zredukowany poprzez metode modalna. Macierz kwadratow odchylen
standardowych odpowiedzi stopni swobody ukladu gtéwnego dana jest wtedy
wzorem (8.91). W rozdziale 8.3.2 wyrdznione zostaty bloki macierzy zwiazane
ze wspOtrzednymi gtdwnymi oraz przemieszczeniami WSTM (por wzor (8.75)).
Jezeli przyjmiemy nowe oznaczenia blokéw zwiazanych ze wspo6trzednymi
gtéwnymi:

S, (4) =Sy () = Ay (DS . (HHL (2) (9.20)

oraz

o2 =52, — f;§qn(/1)d/1: f;isw(z)dz. (9.21)

to mozemy rozpatrywa¢ pojedyncze odchylenie standardowe odpowiedzi
wspotrzednych gtownych w postaci:

o2 = (di=["6,.()d4, (9.22)
Y f v, f v,

gdzie S, ;(4) oraz G, ;(4) sa odpowiednio diagonalnymi elementem petnej
macierzy dwustronnej i jednostronnej gestosci widmowych odpowiedzi
wspotrzednych gtéwnych S, (1) oraz G, (4).

Jezeli WSTM nastrojone sa na jedna czestos¢ drgan wiasnych @, oraz
pozostate czgstosci drgan wiasnych nie sa bliskie @, , to wystarczy wzia¢ pod
uwage tylko odchylenie standardowe odpowiedzi wspotrzednej gtownej v, .
W kazdym kroku optymalizacyjnym nie musimy ca{kowac’ catego obszaru
A€(0;00), gdyz na wykresie gestosci widmowej G, (1) dla danej
wspotrzednej w;, beda uwidocznione tylko czgstosci @, oraz czgstosci drgan
wiasnych WSTM, nastrojonych na te wiasnie czestos¢. Mozemy zapisa¢ wiec
nastepujaca posta¢ funkcji celu:

F= . G, i(A)dA. (9.23)
Nalezy jeszcze rozpatrzy¢ przypadek, kiedy czegstosci drgan wiasnych ustroju
@ sa bliskie @, , a wigc WSTM redukuja drgania, jak to byto omoéwione
wczesniej, takze postaci o czestosciach drgan wiasnych e« . Poniewaz uktad
rownan, dla zredukowanego uktadu przez metode modalna, budowany byt dla

N, czestosci drgan wiasnych mozemy zapisa¢ nastgpujaca funkcje celu:
N O +4
F— G, .(A)dA. 9.24
P IR (9.24)
W powyzej przedstawionych funkcjach celu, nie jest problemem wybor

punktéw ustroju i ich wag przy okreslaniu funkcji celu F, gdyz optymalizujemy
»Cala posta¢ drgan wiasnych” zwiazana z @, , lub wszystkie postaci od @ do
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@, (wspotczynniki wagowe sa réwne jednosci). Jest to podejscie bardzo
korzystne, nie mamy w funkcji celu wspotczynnikéw wagowych, jak to mato
miejsce w badaniu odchylen standardowych odpowiedzi w stopniach swobody
(fizycznych punktach).

Oczywiscie, tak jak i w przypadku funkcji celu zwiazanymi z maksymalnymi
przemieszczeniami, tak tez tutaj, w procesie optymalizacji, poszukiwane sa
minimalne wartosci funkcji celu.

Podejscie przedstawione w tym podrozdziale zostato wykorzystane
w autorskim programie do optymalizacji WSTM.

9.3.3. Odchylenie standardowe odpowiedzi przy wymuszeniu o charakterze
bialego szumu

Przejdzmy teraz do nastgpnych postaci funkcji celu w przypadku dziatania na
ustroj gtéwny, obciazen losowych o charakterze biatego szumu. Proces losowy
nazywany biatym szumem, jezeli warto$¢ oczekiwana réwna jest zero, oraz
autokowariancja dla zerowego przesunigcia czasowego (wariancja) jest delta
Diraca. Charakteryzuje si¢ on takze stata wartoscia wiasnej gestosci widmowej
mocy. Na rys. 1.2 przedstawiono przykitad takiego procesu, gdzie wartosé
G,.i(4) Jest wartoscia stata i dodatkowo rowna jednosci.

4

3 .

N

0.81

il

[

=)

N

0.2r

-3 of

4 L L L L 02 L L L L L
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Rys. 1.2. Proces losowy w postaci biatego szumu oraz wiasna gestos¢ widmowa mocy
tego procesu

Jezeli w kazdym punkcie uktadu j gtébwnego zostanie przytozonych
w ogdblnosci N nieskorelowanych przestrzennie obciazen losowych w postaci
biatego szumu, to otrzymamy zaleznosci:

G, (M =1, (9.25)
G,,;(4)=0. (9.26)

W efekcie macierz jednostronnych gestosci widmowych obciazenia bedzie
macierza jednostkowa I:
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G,(A)=1. (9.27)

Jeszcze raz przytoczmy wzdr, na macierze dwustronnej i jednostronnej
gestosci widmowych mocy odpowiedzi:

S, (D) =HA)S,(DA" (1), (9.28)
G,(A)=HA)G, (DA (A) =HAH" (1), (9.29)

W przypadku oddziatywania na ustroj obciazen o charakterze biatego szumu,
macierz gestosci widmowych odpowiedzi Jest iloczynem macierzy transmitancji
H(A) i macierzy sprzezonej do niej H' (4) (por. (9.29)). Jezeli podstawimy
rozwiazanie (9.29) do réwnania (9.13) to otrzymamy nastepujaca zaleznos¢ na
kwadrat odchylenia standardowego odpowiedzi:

oq =[G, (A4, (9.30)

gdzie diagonalny element G, ;(4) wynika z przemnozenia macierzy
H(/1)HT(/1) Na przekatnej gtdwnej tej macierzy powstana skitadniki opisane
rownaniem:

Gy (A= i(‘ Him (/1)‘)2 : (9.31)

Jezeli teraz podstawimy powyzsze rOwnanie do réwnania (9.30), to
otrzymamy:

o=, OOSN;(\H n (ﬂ)\)zdﬂzi [ (Hn))da. (9.32)

Mozemy wiec ostatecznie przyja¢ posta¢ funkcji celu, uwzgledniajac
oczywiscie obszar catkowania dla pojedynczego stopnia swobody w postaci:

F= Zwa (H @) d2, (9.33)

=1 i=1

za$ dla kilku stopni swobody w postaci uogélnionej
n NN A
i= m=1 =

gdzie: N jest globalna liczba stopni swobody, n jest liczba stopni swobody
wzigtych pod uwage w funkcji celu F, n, jest liczba przedziatow catkowania,
A, A, sa odpowiednio dolna i gorna granica danego przedziatu catkowania I, w;
jest wspotczynnikiem wagowym, ktory moze by¢ wyznaczony ze wzoru (9.10).
Wzory (9.33), (9.34) sa uscisleniem wzoréw (9.17) oraz (9.18) dla
nieskorelowanych obciazen o charakterze biatego szumu. Mozna uzywaé

(9.34)

jm
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poprzednich wzordw podstawiajac tylko wartos¢ G (4)=1 i wykonan
mnozenie zespolonych macierzy transmitancji G, (1) = H(A)H" ().

Ponownie, osobnego omoéwienia wymaga podejscie, kiedy uktad gtéwny
zostal zredukowany poprzez metode modalng i dotaczono do niego WSTM.
Otrzymamy, podobnie jak w przypadku przemieszczen, posta¢ rownania na
odchylenie standardowe odpowiedzi wspotrzednej gtdwnej. Jezeli oznaczymy
bloki macierzy transmitancji zwiazane ze wsp6trzednymi gtéwnymi w postaci:

H, (4)=H, (1), (9.35)
to otrzymamy nastepujace rownanie:
G,(1)= Hy,(/i)(_;p(/i)HI,(/i) : (9.36)

Macierz gestosci widmowej obciazenia dla uktadu sprowadzonego dana jest
wzorem analogicznym do (8.73), zas diagonalny element opisuje wzor:

NI
G,i(M=>a'G,(Da. (9.37)
i=1
Jak wiemy G (1) =1, a wigc ostatecznie otrzymujemy:
Ni
G,i(4) = ZaiTai , (9.38)
i=1

Mozna postulowaé, aby powyzsze wyrazenie miato wartos¢ jeden, co
oznacza inne wartosci gestosci widmowych obciazenia opisanego biatym
szumem. Jest to mozliwe z racji, iz jak wiemy gestos¢ widmowa takiego
obciazenia jest wartoscia stata w dziedzinie czestosci, lecz moze przyjmowaé
rézne wartosci. Jezeli uwzglednimy powyzsze rozwazania, mozemy zapisaé
formute:

G,(A)=H, (DA (). (9.39)

Elementy macierzy transmitancji zwiazane ze wspétrzednymi gtdwnymi
H, ;(4) opisuja reakcje uktadu we wspotrzednej gtownej w;, na obciazenie
przytozone we wspotrzednej ;. Jezeli do uktadu nie bytyby dotaczone WSTM,
to sktadniki pozadiagonalne bytyby réwne zero H, ;(4) =0. W rozwazanym
uktadzie zredukowanym z dotaczonymi WSTM sa one rézne od zera
H, ;j(4) = 0, gdyz czestosci moga by¢ ,,powiazane ze soba” poprzez dotaczone
WSTM. Dla elementu diagonalnego macierzy gestosci widmowych odpowiedzi
mozemy zapisa¢ zaleznosé¢

G =My (2)

Ostatecznie, w przypadku nastrojenia WSTM na pojedyncza czgstos¢ @
Czestos¢, mozemy zapisaé nastepujaca posta¢ funkcji celu:

2

(9.40)
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N; A
F=>[" j (H, (1)) dz, (9.41)
=L A
oraz dla nastrojenia WSTM na wigcej czgstosci @, :
N N O+ 2
=22, M@)oz, (9.42)

W rzeczywistosci wzory (9.41) oraz (9.42) sa uscisleniem funkcji celu dla
szczegblnego przypadku obciazenia jakim jest obciazenie o charakterze biatego
szumu. Mozna wigc korzysta¢ nadal ze wzordw (9.23) oraz (9.24) podstawiajac
za macierz gestosci widmowej obciazenia macierz jednostkowa (_sp(/i): l.
Omowione podejscie takze zastosowano w programie do optymalizacji
parametrow WSTM.

9.3.4. Inne postacie funkcji celu

Oprocz wezesniej omoéwionych postaci funkcji celu, mozliwy jest szereg
innych kryteribw jej doboru. W rozdziale tym jedynie zostana wskazane
mozliwosci ich doboru. Cze$¢ z nich zostanie takze przyjeta w programie
obliczeniowym.

Jedna z mozliwych postaci funkcji celu dla pojedynczego stopnia swobody,
jest posta¢ podobna, do tej danej réwnaniem (9.33):

N, Oy +4
F= le f%% [H;(ldA. (9.43)

Suma po i uwzglednia fakt, ze WSTM moga by¢ nastrojone r6zne czestosé
drgan wilasnych @, . We wzorze tym brany jest tylko modut diagonalnego
elementu |H ; (4)| macierzy transmitancji H(2). Odpowiada to reakcji ukfadu,
wzmocnieniu odpowiedzi po przejsciu przez uktad, w stopniu swobody j na
wymuszenie w tym samym stopniu swobody. Argument transmitancji, czyli kat
przesuniecia fazowego pomiedzy obciazeniem, a odpowiedzia jest pomijany
w funkcjach celu, gdyz nie okresla on skutecznosci dziatania WSTM. Powyzsza
funkcja celu jest bardzo podobna do funkcji danej wzorem (9.33), w ktorej
sumowane sa kwadraty modutéw transmitancji. Mozna wigc postawié tezg, iz
bedzie ona adekwatna w przypadku optymalizacji parametréw WSTM dla
ustrojow, poddanych obciazeniom w postaci biatego szumu.

Dla kilku stopni swobody w ktorych okreslany jest modut transmitancji,
takze mozemy zapisa¢ podobny wzoér:

n N e
F=) w
; ‘;fm

H; (a2, (9.44)
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gdzie n jest liczba stopni swobody w wzigtych pod uwage w funkcji celu F, n,
jest liczba przedziatow catkowania, A,,4, sa odpowiednio dolna i gorna
granica danego przedziatu catkowania I, w; jest wspotczynnikiem wagowym,
ktdry moze by¢ wyznaczony ze wzoru (9.10).

Mozliwa jest takze catkowicie inna posta¢ funkcji celu, ktéra takze
zastosowano w programie optymalizacyjnym. Zamiast liczy¢ catke
w okreslonych granicach catkowania, mozna przeszukac interesujacy przedziat
czestosci (@, — A, + A4 ) lub (4;;4,) i wyznaczy¢ wartos¢ maksymalng
modutu transmitancji 7Hjj (/l)‘ w tym przedziale. (rys. 1.3):

Ni
F=Y max|H;(A)| Ac(@ —Aio,+4), (9.45)
i=1
lub dla n stopni swobody wzietych pod uwage w funkcji celu:
F=>>w, max\Hjj(/l)\ A€(AniAy) . (9.46)
j=1 1=1

Rys. 1.3. Schemat okreslania funkcji celu (maksymalna wartos¢ w przedziale)

Jezeli do przeszukania jest Kilka przedziatow czestosci zwiazanych
Z czestosciami na ktore nastrojono WSTM, nalezy uzy¢ sumy wyznaczonych
male ; (/1)‘ z danego przedziatu. W przypadku wyboru kilku stopni swobody,
w ktorych wyznacza sie max‘ H; (/1)‘ , halezy uzy¢ wzoru Algor (1992)

9.4. Metody poszukiwania (optymalizacji) minimum funkcji
celu

Ogolny podziat metod optymalizacji, uwazanych za najbardziej
reprezentatywne, przedstawia rys. 1.4. Teoria i metody obliczeniowe
optymalizacji sa miedzy innymi opisane w pracach: Seidler, Badach i Molisz
(1980), Baron, Marcol i Pawlikowski (1999), Stachurski i Wierzbicki (1999),
Man, Tang i Kwong (1999). Mozemy wyr6zni¢ konwencjonalne, klasyczne
metody optymalizacji oraz, stosunkowo nowe, metody optymalizacji globalnej.
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Przedstawione na schemacie metody zostana omoOwione w sposdb
powierzchowny, gdyz ocena metod optymalizacyjnych nie jest gtdbwnym celem
niniejszej rozprawy, zastosowane metody zas, stuza jedynie osiagnigciu celu
wilasciwego, jakim jest stworzenie programu stuzacego optymalizacji
parametrow WSTM.

I METODY OPTYMALIZACJI I
|

I METODY KONWENCJONALNE I I METODY OPTYMALIZACJI GLOBALNEJ I—
METODA
I BEZ OGRANICZEN I I Z OGRANICZENIAMI I GRUPOWANIA [
| BEZGRADIENTOWE I I GRADIENTOWE I METODA
SYMULOWANEGO |«
WYZARZANIA
Y r Y
BEZPOSREDNIE, GRADIENTU PROSTEGO
POSZUKIWAN Z MINIMALIZACJA WYMIANY NAJSZYBSZEGO SPADKU ALGORYTMY
PROSTYCH GRADIENTU SPRZEZONEGO GENETYCZNE [
DAVIDONA
ROSENBROCKA GAUSSA-SEIDELA PEARSONA
HOOKA-JEEVESA DAVIESA-SWANNA NEWTONA-RAPHSONA
SIMPLEKSU POWELLA MARQUARDTA
RELAKSACYJNE: ZANGWILLA METODA
FIBONACCI GAUSSA-NEWTONA ROJU l—
GOLDEN CUT CZASTEK

Rys. 1.4. Schemat podziatu metod optymalizacyjnych

9.4.1. Klasyczne metody optymalizacji

Wsrdd klasycznych metod optymalizacji bez ograniczen, wyr6znia sie:

e metody bezgradientowe, ktore w kazdej iteracji wykorzystuja informacje
tylko o wartosciach funkcji celu F;

e metody gradientowe, ktére w kazdej iteracji wykorzystuja informacje
o wartosciach funkcji celu F oraz o wartosciach gradientu tej funkcji
VF.

Metody z ograniczeniami musza dodatkowo uwzglednia¢ odpowiednio
wartosci  funkcji celu F i funkcji ograniczajacych G, oraz wartosci ich
gradientow VFi V G.

Podziatu metod optymalizacji mozna dokona¢ takze ze wzgledu na sposéb
rozwiazywania zadania i tu wyrdzniamy:

e metody wymiany (ang. exchange algorithms);

e metody bezposrednie (ang. direct search);

e metody aproksymacyjne (metoda funkcji kary, metoda aproksymacji

kwadratowych).

Metody bezgradientowe sa tatwiejsze w implementacji, ale wolniejsze.
W metodach gradientowych wyznaczany jest kierunek poszukiwania minimum.
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Jednakze metody postepujace $ciezka najwickszego spadku zawodza w poblizu
minimum F. Maja one tendencje do btadzenia. Z powyzszego wynika zasadnosé
stosowania algorytméw kombinowanych. Zazwyczaj, dla punktow przestrzeni
parametréw relatywnie dalekich od minimum F stosuje si¢ metode najwiekszego
spadku, a w poblizu minimum zastepuje sie ja metoda linearyzacji funkcji
regresji, np. metoda Gaussa—Newtona. Tak wiasnie przebiegaja obliczenia
wediug metody Marquardta—Levenberga. Jest ona metoda kombinowana,
wykorzystujaca zalety zarébwno metody gradientowej jak i bezgradientowej.
W metodzie tej kierunek w przestrzeni parametréw dajacy najszybszy spadek
wartosci F jest wyznaczany w oparciu 0 wartosci wspotczynnikéw czutosci tej
funkcji wzgledem poszczegblnych jej parametréw oraz na podstawie wyniku
obliczen w poprzednim kroku. W poblizu minimum F, kiedy metoda
najszybszego spadku traci efektywnos¢, zastepuje sie¢ ja metoda Gaussa—
Newtona. Funkcjg rozwija si¢ w szereg Taylora i ogranicza do jej sktadnika
liniowego. Nastepnie, poszukiwanie minimum jest poprzedzone analitycznym
okresleniem jego potozenia, tak jakby zagadnienie byto liniowe. Dalsze
ewentualne iteracje stuza do precyzyjnego zlokalizowania minimum. Moze to
by¢ konieczne ze wzgledu na btad zwiazany z uproszczeniem zagadnienia do
liniowego. Ta kombinowana metoda Marquardta—Levenberga jest czesto
rekomendowana jako efektywna.

Szereg z wymienionych metod zastosowano w programie obliczeniowym
DAMP—SYM.

9.4.2. Metody optymalizacji globalnej

Stosunkowo nowa grupa metod optymalizacji sa metody optymalizacji
globalnej. Do metod tych naleza miedzy innymi:

e metoda grupowania (ang. clustering method);

e metoda symulowanego wyzarzania (ang. simulated annealing SA);

e algorytmy genetyczne (GA).

Metody te sa stosowane do wyznaczania parametrow zapewniajacych
minimum funkcji celu zdefiniowanej np. jako suma kwadratéw odchyitek. Sa one
rowniez stosowane do analizy danych pomiarowych, a takze do rozwiazywania
tzw. zagadnien zle uwarunkowanych.

Konwencjonalne metody poszukiwania minimum startuja z obranego punktu
poczatkowego i poszukujac w jego poblizu mniejszej (niz poprzednia) wartosci
funkcji celu, zmierzaja do minimum. Poszukiwanie takie uzaleznione jest od
obranego punktu startowego i nie zawsze konczy si¢ w minimum globalnym.
Algorytmy globalnej optymalizacji ukierunkowane sa na zwigkszenie
prawdopodobienstwa osiagniecia minimum globalnego. Wykorzystywane sa
wtym celu rézne metody stochastyczne. Metody globalne nie gwarantuja
uzyskania rozwiazania optymalnego, jednak prawdopodobienstwo btedu mozna
uczyni¢ bardzo matym.
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W metodach optymalizacji globalnej obliczane sa wartosci funkcji celu dla
pewnego zestawu stochastycznie wybranych punktow. Dla réznych metod
opracowano rézne strategie doboru zestawu punktow. Skutecznos¢ konkretnej
metody zalezy od wiasciwosci danej funkcji celu, dlatego nie mozna moéwié
0 metodach globalnej optymalizacji og6lnego zastosowania. Metoda i jej
parametry musza by¢ dopasowane do specyfiki problemu.

9.4.2.1. Metoda grupowania

Tradycyjnie, minimum globalne moze by¢ wyznaczone poprzez wybor
bardzo duzej liczby lokalizacji punktow startowych i rozpoczecie poszukiwan
dla kazdego z punktow startowych. Jednak niektdre sposrod punktow startowych
moga prowadzi¢ do tego samego minimum lokalnego. Oznacza to, ze te same
obszary moga by¢ wielokrotnie przeszukiwane. Liczba oszacowan funkcji celu
bedzie wbwczas bardzo duza.

Metoda grupowania identyfikuje zgrupowania punktéw woko6t miniméw F.
Dla przypadkowo wybranych lokalizacji poczatkowych, poszukuje si¢ miniméw
lokalnych. Po kilku iteracjach lokalizacje minimow zaznaczaja sie jako
zgrupowania. Zgrupowania te zostaja rozdzielone w taki sposéb, ze kazdy ich
punkt zostaje zaliczony do Kklasy reprezentowanej przez najblizszy punkt
centralny. W ten sposéb zostaje zredukowana liczba poszukiwan w tych samych
obszarach. Nastegpnie minima lokalne sa klasyfikowane wedtug odpowiednich
algorytméw a ich punkty centralne sa uaktualniane w kolejnym kroku
optymalizacji.

9.4.2.2. Metoda symulowanego wyzarzania

U podstaw metody symulowanego wyzarzania lezy analogia
z termodynamika, a dokfadniej z tym jak ciecz zastyga tworzac strukture
krystaliczna. W wysokiej temperaturze czasteczki cieczy poruszaja Sie
swobodnie, lecz przy obnizaniu temperatury, czasteczki zaczynaja poruszac si¢
coraz wolniej tworzac stopniowo uporzadkowana strukture. Stan ten cechuje si¢
minimalna mozliwa energia. Warunkiem koniecznym, aby ciecz utworzylta
strukture krystaliczna, jest powolne ochtadzanie uktadu. Dodatkowo korzystamy
z faktu, iz w danej temperaturze czasteczki cieczy maja rozne energie, co opisuje
rozktad Boltzmanna:

P(E)=exp (9.47)

—AE

kT |
gdzie AE jest przyrostem energii pomigdzy dwoma stanami uktadu, k, jest stata
Boltzmana, T temperatura uktadu. Z powyzszego réwnania wynika wazny fakt,

ze nawet w niskiej temperaturze istnieje prawdopodobienstwo (cho¢ jest ono
mate), ze czasteczka bedzie miata wysoka energic. Dzieki temu mozemy
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“wyskoczy¢” z lokalnego minimum badanej funkcji. Wraz ze spadkiem
temperatury ewentualne “skoki” sa coraz mniej prawdopodobne.

Minimalizacja z zastosowaniem symulowanego wyzarzania jest czesto
przeprowadzana przy uzyciu symulacji Metropolis begdacej narzgdziem
statystyki fizycznej (por. Kirkpatrick, Gelatt i Vecchi, 1983). W kazdym cyklu
obliczana jest wartos¢ funkcji celu w pewnym, przypadkowo wybranym
punkcie. Jesli otrzymana warto$¢ jest mniejsza od poprzedniej, punkt zostaje
bezwarunkowo zaakceptowany. Jesli jednak nowa wartos¢ jest wigksza od
poprzedniej, badany punkt zostaje zaakceptowany z prawdopodobienstwem P
zaleznym od zmiany wielkosci funkcji celu AF oraz zaleznym od parametru T:

P(F.T)=exp F . (9.48)

gdzie AF jest r6znica wartosci funkcji celu pomiedzy stanem zaproponowanym
a obecnym, T jest parametrem kontrolnym — temperatura, analogicznym do
temperatury w uktadzie fizycznym.

Im mniejsza jest warto$¢ T, tym mniejsza jest szansa zaakceptowania nowego
punktu. Podczas wykonywania algorytmu warto$¢ parametru sterujacego T jest
stopniowo obnizana wedtug wzoru:

T=T-R,. (9.49)

gdzie Ry jest wspotczynnikiem redukcji temperatury z zakresu (0;1). Przy
pewnej, matej wartosci T, faktycznie nie sa juz akceptowane zadne zmiany
i algorytm zatrzymuje si¢. Warunek konczacym dziatanie algorytmu moze miec
postac:

T<T

i - (9.50)
gdzie T, jest temperatura graniczna.

Bardzo istotny jest parametr T a szczegdlnie dobér T, — wartosci temperatury,
od ktorej zaczynamy obliczenia. T, nie moze by¢ za wysoka, poniewaz
dopuszczato by to wiele skokéw do stanéw o wyzszej energii, natomiast jesli
wartos¢ Ty bytaby za niska wowczas szybko ,,utkniemy” w lokalnym minimum

funkcji celu. Moze by¢ ona przyjeta na podstawie nastgpujacego wzoru:
oM
In(2)
gdzie M jest wartoscia $rednia z przyrostow funkcji celu w pierwszym kroku
optymalizacyjnym.
Omowiona metoda zostata zaimplementowana w autorskim programie
optymalizacyjnym.

(9.51)
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9.4.2.3. Algorytmy genetyczne

Idea algorytmoéw genetycznych polega na nasladowaniu ewolucji gatunkdw.
Kazda z potencjalnie mozliwych lokalizacji jest przedstawiana w postaci
binarnej sekwencji zwanej chromosomem. Chromosomy moga podlegaé
mutacji, krzyzowaniu lub selekcji tworzac w ten sposéb potomstwo.

Kazdy chromosom reprezentuje potencjalne rozwiazanie zadania. Proces
ewolucji rozwiazan odpowiada przeszukiwaniu przestrzeni potencjalnych
rozwiazan. Takie przeszukiwanie wymaga pogodzenia dwdch celéw. Z jednej
strony nalezy mozliwie gruntownie przebada¢ przestrzen potencjalnych
rozwiazan, z drugiej strony warto skorzysta¢ z najlepszych rozwiazan
dotychczasowych. Algorytmy genetyczne umozliwiaja utrzymanie réwnowagi
pomiedzy szerokim badaniem przestrzeni a wykorzystaniem wczesniejszych
wynikow. Polegaja one na wielokierunkowym przeszukiwaniu przestrzeni przez
przeksztatcanie populacji potencjalnych rozwiazan. W kazdym nastgpnym
pokoleniu dobre rozwigzania sa reprodukowane, a zte ,wymieraja”. Aby
rozr6zni¢ rozwiazania dobre od ztych uzywa sie funkcji celu. W kazdej
nastgpnej populacji znajda si¢ osobniki lepsze, zgodnie z funkcja celu, zas
osobniki gorsze podlegaja eliminacji.

Niektére elementy tej nowej populacji podlegaja zmianom za pomoca
krzyzowania i mutacji, tworzac w ten sposéb nowe rozwiazania. Krzyzowanie
prowadzi do potaczenia cech rodzicielskich chromosoméw w chromosomach
dwaoch potomkéw przez wymiane odcinkdw. Jezeli rodzice reprezentowani Sa
przez wektory [a;,b,,c,,d;.e] i [a,.b,,C,,d,,6,], to przykladowe krzyzowanie
po trzecim genie da potomkéw: [a,b,,c,.d,e,] i [a,b,,c, d;,e]. Mutacja
polega na  losowej zmianie  genébw  wybranego  chromosomu,
z prawdopodobienstwem  rébwnym  czestosci  mutacji. Operator mutacji
wprowadza dodatkowy element zmiennosci w populacji. Algorytm genetyczny,
dla kazdego indywidualnego zadania, sktada sie z nastepujacych elementéw:
podstawowa reprezentacja potencjalnych rozwiazan zadania;
sposob tworzenia poczatkowej populacji potencjalnych rozwiazan;
funkcja celu (funkcja oceniajaca), ktéra ocenia rozwiazania;
podstawowe operatory genetyczne (mutacja, krzyzowanie eliminacja),
ktdre wptywaja na sktad populacji potomkow.

W algorytmach genetycznych niezbedne jest okreslenie takze innych
parametrow, takich jak rozmiar populacji, prawdopodobienstwo uzycia
poszczegoblnych operatoréw genetycznych.

Algorytm genetyczny w wersji opisanej przez Perrin i in. (1997) zostat uzyty
w programie obliczeniowym DAMP—SYM.
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9.5. Przyklad obliczeniowy

Przedstawiony przyktad optymalizacyjny opiera si¢ na algorytmie
optymalizacyjnym w postaci bezposredniego przeszukiwania. Przedstawiony
problem optymalizacyjny postuzyt jedynie wstepnemu badaniu postaci funkcji
celu i mozliwosci ich zastosowania w ostatecznym programie optymalizacyjnym
dla ustrojéw z dotaczonymi WSTM (por. Flaga i Wielgos, 2008).

Model ustroju z dotaczonymi WSTM jest tozsamy z modelem
przedstawionym w rozdziale 8.5. Czestosci drgan wiasnych ustroju gtéwnego
zestawiono w tabeli 8.1. Parametry strojonych masowych ttumikéw drgan
optymalizowano tak, aby skuteczne ttumity wymuszenia w zakresie pierwszej
czgstosci drgan wiasnych @, . Rozwazono dwa modele ustroju z dotaczonymi do
ustroju gtéwnego STM, nastrojonych na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych:

e pojedynczy STM (m=300kg) umieszczony na wysokosci 60m (rys.

8.1b);

e dwa STM (my= myp=150Kkg,) umieszczone na wysokosci 60m (rys. 8.1c).

Dla obu przypadkdéw przyjeto dwie funkcje celu w postaci:

F1=f:

Fzzmax\Hjj(f)\ Ae(f;f,). (9.53)

H; (F)ldf | (9.52)

oraz

Dla obydwu funkcji celu przyjgto jednakowa funkcjg przenoszenia H (f) .
Byta to funkcja przenoszenia dla stopnia swobody odpowiadajacego
wierzchotkowi wspornika H (). Przyjeto jednakowe granice catkowania oraz
obszaru przeszukiwania wartosci max|H ;(f)|, odpowiednio rowne: f;=0Hz,
f,=1Hz. Poszukiwano minimum funkcji celu F1 oraz F2. Aby wyrazi¢ w sposéb
liczbowy wrazliwos¢ funkcji celu F1 oraz F2 na zmiany parametrow ttumikow,
obliczono wspotczynniki wrazliwosci dla wartosci dyskretnych tych funkcji
w postaci ilorazéw réznicowych wedtug wzoru:

Wl:ﬂ,WZ:E, (54)
Ax A%

gdzie wielkosci AF1, AF2 sa réznicami wartosci funkcji celu w kolejnych
krokach iteracyjnych zas, Ax; jest przyrostem i—tej zmiennej decyzyjnej.

9.5.1. Przypadek 1 — pojedynczy STM

Dla pierwszego przypadku optymalizowano dwa parametry (zmienne
decyzyjne) x oraz J przy ustalonym trzecim parametrze, czyli masie thumika m.
Zakres zmiennosci tlumienia wynosit y =(0;0,25), za$ zakres zmiennosci
nastrojenia o = (0,9;1). Obliczenia przeprowadzono dla kilku stosunkéw masy
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tlumika do masy poréwnawczej (x, =m, /m =(0,2;0,5;0,8;1,0), gdzie
m,=300kg). W wynikach podano takze stosunek x=m,/m,, gdzie masa
modalna dla pierwszej czgstosci wyniostam, =14770kg .

Narys. 1.5 oraz rys. 1.6 przedstawiono wykresy powierzchniowe funkcji celu
F1 oraz F2, za§ na rys. 1.7 oraz rys. 1.8 rozktad powierzchniowy
wspotczynnikéw wrazliwosci wl, w2 dla dyskretnych wartosci funkcji F1 oraz
F2. Z wykreséw wida¢, iz funkcje celu w wigkszym stopniu sa wrazliwe na
zZmiang parametru ¥ niz 9.

Rys. 1.5. Wykres powierzchniowy funkcji celu F1 przy £4,=1,0

Rys. 1.6. Wykres powierzchniowy funkcji celu F2 przy £4,=1,0
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Rys. 1.7. Wykres powierzchniowy wspétczynnikdw wrazliwosci wil, w2 dla wartosci
dyskretnych F1 przy 14,=1,0

Rys. 1.8. Wykres powierzchniowy wspétczynnikdw wrazliwosci wil, w2 dla wartosci
dyskretnych F2 przy 14,=1,0

Tabela 1.1 zawiera zestawienie optymalnych parametréw STM przy réznych
proporcjach mas x4, z poréwnaniem do wartosci otrzymanych ze znanych
wzoréw Den Hartoga.

Tabela 1.1. Wartosci optymalnego nastrojenia pojedynczego STM

DEN HARTOG FUNKCJA CELUF1 FUNKCJA CELU F2
Wy n ) 7 1) 7t wartos¢ F 1 ) 7t wartos¢ F 2
L L L L L L [m/N] L L [m/N]
0,2 4,062E-03 0,996 0,039 0985 0,040 2,000E-05 0,980 0,050 1,021E-04
05 1,016E-02 0,990 0,061 0980 0,060 1,850E-05 0,970 0,080 7,032E-05
0,8 1625E-02 0,984 0,076 0975 0,080 1,763E-05 0,960 0,100 5,764E-05
1 2,031E-02 0,980 0,085 0975 0,085 1,720E-05 0,955 0,115 5,184E-05

Na rys. 1.9 przedstawiono wykres modutu transmitancji |H66(f)| na
wysokosci 60m dla optymalnego nastrojenia ttumikéw otrzymanych z funkgcji
P1 oraz P2 przy 1,=1.0.
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Rys. 1.9. Wykres |H66(f)| dla optymalnego nastrojenia STM przy ,=1,

9.5.2. Przypadek 2 — dwa STM (WSTM)

Dla drugiego przypadku optymalizowano dwa parametry & oraz &
(nastrojenie tlumikéw na pierwsza czestos¢ drgan wiasnych ustroju), przy
ustalonych parametrach u (,up =m, /m,D = (0, 2:0,5;0,8:1, 0), gdzie m,=150kg).
oraz %=0,85. Zakres zmiennosci nastrojenia wynosit ¢, d, :(0,9;1,1).
Podobnie, jak w przypadku pojedynczego STM, obliczenia przeprowadzono dla
Kilku stosunkow masy ttumika do masy poréwnawczej /.

Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy powierzchniowe funkcji celu
F1, F2, za$ oraz rozktad powierzchniowy wspétczynnikéw wrazliwosci wl, w2
dla dyskretnych wartosci funkcji F1 oraz F2.

Rys. 1.10. Wykres powierzchniowy funkcji celu F1 (oznaczenie P1) przy
#,=1,0, ¥=0,85
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Rys. 1.11. Wykres powierzchniowy funkcji celu F2 (oznaczenie P2) przy 1,=1,0,
%=0,85

Rys. 1.12. Wykres powierzchniowy wspétczynnikéw wrazliwosci wl, w2 dla wartosci
dyskretnych F1 przy 1,=1,0, %=0,85

Rys. 1.13. Wykres powierzchniowy wspotczynnikow wrazliwosci wil, w2 dla wartosci
dyskretnych F2 przy 1,=1,0, %=0,85
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Tabela 1.2 zawiera zestawienie optymalnych parametrow WSTM, przy
roznych proporcjach mas 4, zas przedstawiono wykres modutu transmitancji
|H66(f)| dla optymalnego nastrojenia ttumikéw otrzymanych z funkcji F1 oraz
F1przy u,=1,0.

Tabela 1.2. Wartosci optymalnych parametrow WSTM

FUNKCJACELUF1 FUNKCJA CELU F1
Ky u 0, 6, | wartos¢ F1 o, o6, | wartos¢ F2
L L L L [m/N] L L [m/N]
02 4,062E-03 1,010 0,965 1,996E-05 1,005 0,960 9,224E-05
05 1016E-02 1,020 0,950 1,843E-05 1,010 0,940 6,385E-05
0,8 1625E-02 1,020 0,940 1,759E-05 1,005 0,920 5,281E-05
1 2031E-02 1,025 0,930 1,713E-05 1,005 0,910 4,767E-05

py =1 = 00102

o

a0

24077 B

e optyralne vasivojenie Humika na podstawie PF
B optrmaine nastrojenie Humilka na podstawie P2
| 1

b5 055 04 0465
JiHEzf

Rys. 1.14. Wykres |H66(f)| dla optymalnego nastrojenia WSTM przy u,=1, %=0,85

Analizujac wykresy modutdéw transmitancji dla optymalnych STM oraz
WSTM otrzymanych w wyniku minimalizacji dwoch funkceji celu F1 oraz F2
mozna zauwazy¢, ze wartosci modutdw transmitancji, dla optymalnych
parametrowtrzymanych z funkcji celu F2, sa mniejsze niz te otrzymane z funkcji
celu F1 Mozna wiec stwierdzi¢, iz w przypadku obciazenia o charakterze
biatego szumu przyjecie funkcji celu F1 bedzie bardziej korzystne dla
dynamicznej charakterystyki uktadu.

W przypadku zastosowania dwdéch STM (WSTM), ktérych taczna masa jest
rowna masie pojedynczego STM, a utamki ttumienia krytycznego ¥ sa przyjete
z optymalnych parametrow dla pojedynczego STM, otrzymujemy mniejsze
wartosci funkgeji celu F1 oraz F2, niz w przypadku zainstalowania pojedynczego
STM. Prawidtowos¢ ta jest spetniona dla kazdej proporcji mas z,. Dla funkcji
F1 jest to spadek wartosci o okoto 1%, za$ dla funkcji F2 o okoto 8%—9%.
Mozna wiec potwierdzi¢ teze, iz zastosowanie WSTM, jest skuteczniejsze od
pojedynczego STM. Potwierdzenie tej tezy mozna takze znalez¢ w pracach: Xu i
Igusa (1992), Igusa i Xu (1994) oraz w pracy Kareem i Kline (1995).
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10. Opis autorskiego programu optymalizacyjnego

Program stuzacy do optymalizacji parametréw WSTM zamontowanych na
réznych typach konstrukcji oraz do obliczania odpowiedzi na oddziatywania
0 roznej charakterystyce dynamicznej, napisany zostat w srodowisku Bor land
Developer Studio 2006 (Reisdorph (2001)) i nazwany DAMP—SYM.
Korzysta on z plikbw wejsciowych programu ALGOR Algor (1992) oraz
wykorzystuje gotowa biblioteke matematyczna TPMATH Debord (2008) oraz
biblioteke z szeregiem metod optymalizacyjnych opisanych w pracy: Baron,
Marcol i Pawlikowski (1999).

Poniewaz opracowany program jest jednym z osiagnie¢ wiasnych autora oraz
jest przydatnym narzedziem w praktyce inzynierskiej, w niniejszym rozdziale
krotko scharakteryzowano aplikacjg.

10.1. Schemat dzialania aplikacji

Jak juz wspomniano, aplikacja korzysta z plikdw wejsciowych i wyjsciowych
programu ALGOR. Analizowana konstrukcje nalezy zamodelowaé¢ w programie
ALGOR. Mozliwe jest wczytywanie tekstowych plikow wejsciowych,
przygotowanych dla procesoréw liniowej statyki, jak i dynamiki (SSAPO,
SSAP1(2,4)). W przypadku konstrukcji charakteryzujacej sie nieliniowoscia
geometryczna (czgs¢ elementow w postaci lin) mozliwe jest zatozenie, ze
drgania wilasne ustroju wokét nieliniowo wyznaczonego potozenia rdwnowagi
sa mate i mozna uznaé, ze mieszcza sie¢ w zakresie liniowym. Przyjmuje sie
zatem, ze posta¢ odksztatcona ustroju, okreslona w obliczeniach nieliniowych,
jako wynik dziatania obciazen statych i statycznego dziatania wiatru, jest
potozeniem rownowagi w liniowej analizie dynamicznej. Nalezy wiec
uaktualni¢ wspotrzedne weztéw modelu. Dodatkowo, poprzez wprowadzenie
elementow o definiowanej macierzy sztywnosci dla elementéw lin, mozliwe jest
uzycie procesorow liniowej statyki SSAP1(2,4). Powyzsza operacja
wykonywana jest za pomoca programu autorstwa T. Nowickiego (Katedra
Mechaniki Budowli, Politechnika Lubelska) o nazwie STELM.

W odniesieniu do przygotowanego modelu nalezy rozwiaza¢ zagadnienie
drgan wiasnych niettumionych (modut SSAP1) oraz wyznaczyé czgstosci
i postaci drgan wiasnych ustroju. W przypadku kiedy optymalizujemy parametry
WSTM i traktujemy obciazenie w postaci biatego szumu, nie jest konieczne
okreslanie obciazen dynamicznych na ustr6j. W przeciwnym przypadku nalezy
takie obciazenie wyznaczy¢ i przygotowaé¢ pliki wejsciowe dla procesora
SSAP2 lub SSAP4 programu ALGOR. Pierwszy z procesoréw stuzy do
catkowania roéwnan ruchu poprzez redukcje ukladu metoda modalna
(superpozycja modalna), zas drugi do catkowania bezposredniego réwnan ruchu.
W przypadku oddziatywania wiatru mozliwe jest wysymulowanie turbulentnego
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pola predkosci wiatru w weztach modelu, za pomoca programu WIND,
omowionego w rozdziale 7.6, i okreslenie dynamicznego obciazenia w weztach
modelu (rozdz. 7.7). Wyznaczenie odpowiedzi dynamicznej za pomoca
programu ALGOR nie jest niezbgdne, gdyz autorski program DAMP—SYM posiada
modut do catkowania réwnan ruchu zredukowanych uktadéw metoda modalna
zar6éwno z dotaczonymi WSTM jak i bez.

Po przeprowadzeniu analizy drgan wiasnych nalezy okresli¢:

e naktore czestosci (lub zakres czestosci) beda ,,nastrojone” WSTM;

e w ktérych weztach modelu i na jakich kierunkach beda dotaczone
WSTM. Przy wyborze stopni swobody konstrukcji nalezy kierowac sig
postaciami drgan wiasnych, wybierajac stopnie swobody o najwigkszych
rzednych a;; dla danych czestosci w;

e wyznaczy¢ wstepne parametry STM (my;, Ke, %)-

Po wczytaniu plikbw z rozwigzanym zagadnieniem drgan wiasnych
niettumionych z programu ALGOR oraz wstepnych danych dotyczacych WSTM
(liczba WSTM, numery weztow do ktérych je dotaczono, kierunek dziatania,
wstepne dane parametrow ttumikdw mg, kg, ), przechodzimy do tworzenia
rownan ruchu. Do tego celu w programie wykorzystana zostata metoda redukcji
uktadu poprzez metode modalna z dotaczonymi WSTM, omoéwiona
w rozdz. 6.4. Istnieje mozliwos¢ wyboru reprezentatywnych postaci drgan
wiasnych, z wykorzystaniem ktérych bedzie budowany ukfad réwnan.
Oczywiscie nie nalezy wybiera¢ zbyt duzej liczby postaci z zakresu catego
widma, lecz przyja¢ tylko te w poblizu czgstosci, ktorych mamy zamiar
zredukowa¢ odpowiedz dynamiczna. Program umozliwia wyznaczenie
modalnych utamkoéw ttumienia krytycznego y, dla kazdej postaci za pomoca
dwach metod:

e przyjecie jednakowej wartosci A dla wszystkich postaci (w zasadzie, jest

to metoda prawidtowa tylko dla konstrukcji jednomateriatowej). Utamek
ttumienia krytycznego ¥ wyznaczany jest ze wzoru:

___ 4 . (10.1)

Vi ;
NIV N
e przy wykorzystaniu modelu energetycznego, podobnego do opisanego w
rozdz. 4.2.4. Utamek ttumienia krytycznego x wyznaczany jest ze wzoru:

m
~ 2
z YaMg @
_ 4

—— (10.2)

i

gdzie przez k oznaczono k-ty materiat w modelu, za$s m, =a,'M,a;,
m, =a,' Ma, .

166



RozdziaZ 10.Opis autorskiego programu optymalizacyjnego

W przypadku, kiedy w zagadnieniach optymalizacji wykorzystane zostana
funkcje celu, zwiazane z wartosciami gestosci widmowych obciazenia, nalezy
wczyta¢ wartosci obciazen p(t) dla catego ustroju. Wczytywane sa pojedyncze
procesy obciazenia dla catego modelu w poszczegdlnych stopniach swobody
ustroju. Program umozliwia analiz¢ regresyjna wyznaczonych elementow
macierzy estymatoréw (dla pojedynczego procesu) gestosci widmowych
obciazenia dla nowego uktadu réwnan. Poszukiwana funkcje aproksymujaca
przyjeto w postaci:

22
F(f)=4LX14, (10.3)
f(1+x7)e
gdzie przez f oznaczono czestotliwos¢, b, b, sa poszukiwanymi
wspotczynnikami funkcji aproksymujacej zasx, =1200f /b,. Posta¢ funkcji
aproksymujacej jest podobna do postaci widma Davenporta (por. (7.25)).

Po okresleniu danych, wykorzystanych przy budowie uktadu réwnan,
przechodzimy do zagadnien optymalizacji. Mozliwe jest optymalizowanie
parametrow my, % przy ustalonym trzecim parametrze ky; dla kazdego z WSTM.

W programie przyjeto nastepujace postacie funkcji celu:

e catka oznaczona z modutu transmitancji, w odniesieniu do danego

stopnia swobody:

Fl= f;‘H ()2 (10.4)

e maksymalna wartos¢ w przedziale z modutu transmitancji, w odniesieniu
do danego stopnia swobody:

F2=max|H;(A)| A€(d:k); (10.5)

e suma catek oznaczonych z modutu transmitancji po k-tych stopniach
swobody ustroju, gdzie zamocowano WSTM:

F3= kzN_k;f;ijk (A)dA; (10.6)

e suma maksymalnych wartosci w przedziale z modutu transmitancji po k—
tych stopniach swobody ustroju, gdzie zamocowano WSTM:

F4:§:‘max|Hkk(/1)| Ae(A;dy,); (10.7)

e suma catek oznaczonych po k-tych stopniach swobody ustroju, gdzie
zamocowano WSTM w postaci:
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F5=§;flekk (D) Gy (A (10.8)

e suma maksymalnych wartosci w przedziale po k-tych stopniach swobody
ustroju, gdzie zamocowano WSTM w postaci:

6= kaax(“_'kk (D Gy (D) A€ (Aid); (10.9)

e suma catek oznaczonych z modutu transmitancji wspotrzednych
gtéwnych po i-tej postaci drgan wiasnych (N; liczba wzigtych postaci
drgan przy budowie réwnan ruchu):

F7— iNZ'lf:ij (Dl 4; (10.10)

e suma maksymalnych wartosci w przedziale z modutu transmitancji
wspotrzednych gtéwnych po i-tej postaci drgan wiasnych (N; liczba
uwzglednionych postaci drgan witasnych przy budowie réwnan ruchu):

N;
F8= max|H, (1) 2€(A:k); (10.12)
k=1
e suma catek oznaczonych po i—tej postaci drgan wtasnych w postaci:
N;
F9=Y" f;\HWYi(z)er,i(z)dz; (10.12)
i=1

e suma maksymalnych wartosci w przedziale po i-tej postaci drgan
wiasnych w postaci:

FlOZimaX(\Hw,i (ﬂ)\sz,i(ﬂ)) Ae(A;h,). (10.13)

Pierwsze dwie, z przyjetych postaci funkcji celu F1 oraz F2, sa bardzo proste
i moga by¢ stosowane w zasadzie tylko przy bardzo prostych ustrojach. Funkcje
F3, F4 oraz F7, F8 maja charakter optymalizacji parametrow WSTM przy
obciazeniach o charakterze biatego szumu (odpowiednio dla wielkosci
fizycznych oraz wspotrzednych gtéwnych). Funkcje celu F5, F6 oraz F9, F10,
maja zas charakter optymalizacji przy obciazeniach rzeczywistych. We
wszystkich postaciach funkcji celu wystepuja jednakowe granice catkowania A,
oraz A, Jezeli czes¢ WSTM nalezatoby nastroi¢ na catkiem inny przedziat
czestosci, odlegty znacznie od zatozonego, nalezatoby przeprowadzié jeszcze
raz optymalizacje parametrow tej grupy WSTM.

Program umozliwia wybdr jednej z osmiu metod optymalizacyjnych.
Wykorzystano gotowe biblioteki opisane w pracach: Baron, Marcol
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i Pawlikowski (1999), Debord (2008). W tabeli 10.1 przedstawiono zestawienie
metod uzytych w programie.

Po wybraniu metody wywotywany jest algorytm optymalizacyjny. Na
kazdym kroku optymalizacyjnym wyznaczana jest wartos¢ funkcji celu. Proces
polega na budowie na kazdym kroku réwnan ruchu z dotaczonymi WSTM dla
nowych parametrow (wybranych zmiennych decyzyjnych) i wyznaczenia
wartosci funkcji celu.

Oprocz gtéwnego modutu optymalizacyjnego, zaimplementowano takze
modut do optymalizacji prostych konstrukcji. Dane wejsciowe nalezy
przygotowaé¢ w postaci plikow tekstowych z wartosciami macierzy mas M,
sztywnosci K i tlumienia C konstrukcji gtéwnej oraz wstepnymi danymi
WSTM. Wykorzystano dwie funkcje celu F1 oraz F2. Modut umozliwia
optymalizacje wszystkich parametréw WSTM (osobno kazdy z parametrow: my,
ki, %, jednoczesnie my, 3 przy statym kg, oraz jednoczesnie kg, % przy statym
M)

Tabela 10.1. Metody optymalizacyjne zaimplementowane w programie DAMP—SYM

Nazwa metody Charakter metody Oznaczenie
metoda — standardowy algorytm genetyczny | optymalizacja GA
(Genetic Algorithm) globalna

metoda symulowanego wyzarzania optymalizacja SA
(Simulated Annealing) SA globalna

Metoda Hooke'a — Jeevsa bezgradientowa HJ

Metoda Powella z minimalizacja bezgradientowa POW
kierunkowa metoda ztotego podziatu

odcinka

Metoda najwigkszego spadku z gradientowa MNS1

minimalizacja w Kierunku metoda ekspansji
i kontrakcji geometrycznej

Metoda najwigkszego spadku z gradientowa MNS2
minimalizacja kierunkowa o metoda
aproksymacji parabolicznej

Zmodyfikowana metoda Newtona z gradientowa ZMN1
minimalizacja kierunkowa metoda ekspansji

i kontrakcji

Zmodyfikowana metoda Newtona z gradientowa ZMN2

minimalizacja kierunkowa metoda
aproksymacji parabolicznej

Po wyznaczeniu optymalnych parametréw WSTM zapisywany jest plik
z nowymi danymi parametrow WSTM.

169



P.Wielgos: Ocena skutecznosci dziafania wielokrotnych, strojonych...

Program umozliwia dodatkowo:

petng analize dynamiczna ustroju z dotaczonymi WSTM (o optymalnych,
czy tez zadanych parametrach);

petng analiz¢ dynamiczna ustroju bez dotaczonych WSTM (superpozycja
modalna z  wyznaczaniem tlumienia modalnego  konstrukcji
wielomateriatowych);

wyznaczanie wzajemnych i wiasnych gestosci widmowych obciazen oraz
przemieszczen ustroju dla dowolnie wybranych stopni swobody (zapis
danych i wykreséw w programie EXCEL);

wyznaczanie funkcji przenoszenia (transmitancji) dla dowolnie
wybranych stopni swobody (zapis danych i wykresow w programie
EXCEL).

Przy catkowaniu rownan ruchu zastosowano metod¢ Newmarka, w wersji
sredniego przyspieszenia, metode Wilsona oraz metode oparta o funkcje
przenoszenia (por. rozdz. 8.3).

Na

rys. 10.1 przedstawiono schemat blokowy dziatania programu DAMP—

SYM w przypadku catkowania réwnan ruchu ustroju bez dotaczonych WSTM.

PRZYGOTOWANIE ANALIZA
PLIKOW WEJSCIOWYCH | MODALNA START
(ALGOR) (ALGOR)

TWORZENIE ROWNAN
RUCHU METODY
MODALNEJ

WYBOR METODY
CALKOWANIA ROWN.
RUCHU

CALKOWANIE
ROWNAN
RUCHU

Y

OBLICZENIA
KONIEC SIL WEWNETRZNYCH
USTROJU GLOWNEGO

Rys. 10.1. Schemat blokowy dziatania programu DAMP—SYM (ustréj bez WSTM)

Na

rys. 10.2 przedstawiono schemat blokowy dziatania programu

w przypadku petnej sciezki optymalizacyjnej.
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PRZYGOTOWANIE ANALIZA
PLIKOWWE JSCIOWYCH =i MODALNA START
{ALGOR) {ALGOR}

WYBOR
REPREZENTATYWNYCH
POSTACI DRGAN

LICZBA |
PARAMETRY

k-
-
WSTM Vs

3

WARTOSCI TWORZENIE ROWNAR
FUNKCJA RUCHU METODY
PRZENOSZENIA MODALNEJ
|
WYBOR WYBOR WYBOR WYBOR
POSTACIFUNKCJI ZMIENNYCH ZAKRESU CZESTOSCI METODY OPTYMA-
CELU DECYZYMNYCH PRZY OPT. LIZACYJNEJ

Y

OPTYMALIZAC JA
PARAMETROW

WSTM

HIKI OPTYMALIZACJI
DPTYMALNE PARAMETRY]
WSTHM

WYBOR METODY
CALKOWWANIA ROWN.
UCHU

CALKOWANIE
ROWNAN
RUCHU

WYDRUKI WARTOSCI
GESTOSCI ADMOWVE.) FUNKCJI
PRZEMIESZC ZEH PRZENOSZENIA
OBLICZENIA
KONIEC S WEWNETRZNYCH
USTROJU GLOWNEG O

Rys. 10.2. Schemat blokowy dziatania programu DAMP—SYM

TAK NIE

AKCEPTACJA
WYNIKOW

Na rys. 10.3 przedstawiono schemat blokowy dziatania programu
w przypadku petnej sciezki optymalizacyjnej dla konstrukcji prostych, gdzie
wczytywane sa poszczeg6lne macierze ustroju gtéwnego (M, K, C).

Przeprowadzono szereg testobw programu z wykorzystaniem wszystkich
metod optymalizacyjnych. Nalezy stwierdzi¢, iz w zasadzie przy zastosowaniu
WSTM, a co jest z tym zwigzane, znacznej liczby zmiennych decyzyjnych,
klasyczne metody optymalizacji, nie nadaja sie¢ do optymalizacji parametrow
WSTM. Jedynie metoda genetyczna oraz symulowanego wyzarzania daja
zbiezne rezultaty, ktére mozna traktowac jako prawidtowe.
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START

WCZYTNIE MACIERZY
KONSTRUKC A GE OWNE J
MK, C

LICZBA |
PARAMETRY

F 3

WSTh

WARTOSCI
FUNKCJI
PRZENOSZENIA

TWORZENIE ROWN AN
RUCHU METODY
MODALNEJ

I4

WYBOR
POSTACI FUNKCJI
CELU

WYBOR
ZMIENNYCH ZAKRESU CZESTO
DECYZYJNYCH PRZY OPT.

scl METODY 0PT‘|’MA
LIZACYJNEJ

OPWMALIZApJA
PARAMETROW
WSTHM

VW NIKI OPTYMALIZACJI
OPTYMALNE PARAMETRY)
WSThM

WARTOSCI
FUNKCJI
PRZENOSZENIA

AKCEPTACJA

NIE

YWY NIKOWY

KONIEC

Rys. 10.3. Schemat blokowy dziatania programu DAMP—SYM (konstrukcje proste)

10.2. Opis moduléw programu

Na rys. 10.4 przedstawiono gtéwne okno programu oraz zaktadke ,,Parametry

programu”, z menu ,Ustawienia”.

Na poczatku dziatania programu nalezy

wcezyta¢ pliki wejsciowe. W tabeli 10.2 zestawiono tabele liste plikow
niezbednych do wczytania na poczatku pracy programu.
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Tabela 10.2. Lista plikow niezbedna do dziatania programu DAMP—SYM

Rodzaj pliku nazwa format
pliki wejsciowy procesora liniowego SSAPO lub * (bez tekstowy
SSAP1(2,4) rozszerzenia)

plik z czestosciami drgan *frq tekstowy
plik z postaciami drgan (rozwiazanie SSAP1) *.do binarny
plik ze wstepnymi danymi WSTM dampers.dat tekstowy
plik ze wstepnymi danymi punktow wynikowych Nodes,dat tekstowy

=18ix]

File Ustawignia Info Konstr, Zofone  Konstr, proste

Obyadrz wszystkie Chrl+0 ;I

Obwadre *.'sap’ ror~0000-program2~algorsluyniki~ istnieie
P ror~0000-prograns algcrslwyniki calkowsnievistnie]:
drz* datt ror~0000-programd~algor~lyyniki~calkowanie~wykresy

Otwirz *.'dat ror-0000-progran~algor-lvyniki~spectrun~istnieje

ror~0000-program2~algorsluyniki~wykresysistnieje
Bt rors0000-progran2 algorsdvynikistransnit istnisis

Eatalog DSprv-D-doktror~0000-program2~algor~Oyyniki~transmit wykresy~i:

Katalog D:~prv-D-doktror~0000-program2~algor~Oyyniki~optynalizacja~istn

Katalog D:wprv-D-doktror~0000-program2-algor-0Dane~' istnieje

Tworze katalog D:wprvwD-doktrors0000-progran2™algorsidane

plik D:~prv~D-— detrDr\UUUU—pragramZ\algDr\KlADKA istnieje
Wczytano plik procesora SSAP: KLADKZ

Uozytano plik = przemieszeozeniani  —>ELADKA do

plik D:wpryv~D-doktror~0000-program2~algor~KLADEA. frq istnieje
Wczytano plik =z czestosciami: —»KLADKA frg

plik D:presD-doktrors0000-progran?~algorsldans~danpers dat istnieje
Wczytano plik z par. tlumikow —>dampers.dat

plik D:wpryD-doktrors0000- pngI‘ElmZ\algDI‘\DdanB\nU\ﬂES dat istnieje
Uozytano plik =z par. punktéw: snodes . da

Biezgca sciezka D:prvhD-doktrors0000-progranZ-algors

Przepisuje plik wejsciowy —>KLADKA
Przepisano plik wejsciowy —>KLADKA

Program DAM-5YM =10l x|
File Ustawienia Info  Konstr. zlozone  Konstr, proste
ICzytanie plikdw =l

IKataqu D sprv-D-doktror~0000-program?~algor~Osyniki~ istnieie

=lolx

netry programu
unkEy | wivkresy |

PUNKTY DO KTORVCH DOLACZONG TLUMIKT
[T 1] o % v 2 M100okg] K[100ON]  |gamma[%] TInz¢ punkksw

8 Zastosuj
Usuri punkty 2 kabeli
Wezytaj ponownie dane
Zapisz dane Huriksu
Pokaz okno Algora

Rys. 10.4. Gtéwne okno programu i zaktadka ,,Parametry programu” z menu

,Ustawienia”
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Poszczeg6lne zaktadki okna ,,Parametry programu” umozliwiaja:

o tumiki” — dodawanie i usuwanie STM (mozliwe wprowadzenie:
numeru wezta do ktérego dotaczany jest STM; kierunku dziatania STM:
X,Y,Z; parametrow STM: my, k; oraz );

e ,punkty” — dodawanie punktow, w ktdérych liczona jest transmitancja. Sa
to takze punkty, na podstawie ktérych moze by¢ okreslana funkcja celu
(mozliwe wprowadzenie: numeru wezta, stopnia swobody po kierunku
X,Y,2);

e . wykresy” — ustawienia zakresu tworzonych wykreséw.

Poza tym, dla zaktadek ,,ttumiki” i ,,punkty” mozliwe jest zapisanie plikdéw

z danymi, oraz uruchomienie okna programu ALGOR, jako okna pomocniczego
przy okreslaniu weztéw, w ktérych maja by¢ dotaczone WSTM lub punktéw do
wyznaczenia transmitancji.

W menu ,,info” wyswietlana jest zawartos¢ plikéw *.frq, dampers.dat oraz
raportmas.log. W pliku raportmas.log program zapisuje szereg informacji
0 ustroju:

e masie, dtugosci, objgtosci catkowitej wszystkich elementow;

e masie, dtugosci, objgtosci poszczegdlnych grup elementow;

e masie, dtugosci, objetosci dla poszczegolnych przekrojow elementoéw

(beam, truss, plate).
Na rys. 10.5 przedstawiono przyktad zawartosci pliku raportmas.log.

B INFO - 2awartos¢ pliku Dr\prv\D-doktror'0000-program2ialgor 0w _lolx|
lliczba grup elementdw 7 -
liczba materialdw truss el.1 1}

liczba materialdw beam el.2 7

liczba materialdw plate el.6 1]

liczba =l. brzegowvch el.7 1]

liczba elementow stiffnes el.10 o

liczba wezlow z cbociazeniem 1}

liczba przekrojdw truss 1]

liczba przekrojdw beam 130

cigzar calk 1.0510187E+04

mna=sa callk 1.0713750E+03

diugoss call 1.3069904E+03

objetosc¢ catkowita 1.3388773E+02

globalny cigzar elementdw truss 0.0000000E+00

globalna masa elementdw truss = 0.0000000E+00

globalna dlugosd elementdw truss = 0. 0000000E+00

globalna objstosd elementdw truss = 0.0000000E+00

globalny ciezar elementdw beam 1.0510187E+04

globalna masa elementdw bean = 1.0713750E+03

globalna dlugosd slementdw hean = 1. 3069904E+03

globalna objgtosd selementdw beam = 1.3388773E+02

globalny ciezar elementdw plate 0.0000000E+00D

globalna masa elementdw plate = 0.0000000E+00

globalna chistogd elementdw plate = 0. 0000000E+00

globalny cigzar mas skupionych 0.0000000E+00

globalna masa mas skupionych = 0.0000000E+00

ELEMENTY TRUSS

E= gestosc pole clgzZar masa d
ELEHMENTY BE&M

E= gestosc pole cigzar masa d
2.0500000E+08 7 B500000E+01 7 0350000E-01 B.6108752E+401 8. 7776520E+00 1
2.0500000E+08 7 B500000E+01 6 B190000E-01 1.66A61796E+02 1. 69084504E+01 3
2.0500000E+08 7 B500000E+01 5.4820000E-01 1.33546B85E+02 1.3613340E+01 3
« | LIJ/

Rys. 10.5. Okno ,,info” z zawartoscia pliku raportmas.log
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W menu ,,Konstrukcje ztozone” znajduja sie odwotania do gtdwnych
modutéw programu: ,,Rownania ruchu”, ,,Obliczenia dynamiczne”, ,,Obliczenia
gestosci  widmowych”, ,,Optymalizacja” oraz dodatkowych modutdw,
automatycznie generujacych wykresy w programie EXCEL .

(P Rownania ruchu =10l x|

Podaj paramety dotyczace dynamiki

Zaznacz repiezentatywne postacie dgan

T, 728006 mdrs, 115666 Hel 175] i p——

2, 7EFIB2 1ad/s; 1. 20806 Ha[175] ArAmEry FumEna
3 1650113 radis: 262624 Hall /5] & o par. tumikéw
4, 1681506 ad/s; 2 67620 Hall /5] »
5. 1861315 ad/s: 296238 Ha{l/5] € zopt. par. Humikdv
£ 211309 rad/s; 336310 Hz{1/s]

7. 2794033 radls; 444685 Hall /5]

O 2336749 1ad/s 451463 Ha1/5] Parametry dotyczace postaci digafh

9 24.30576 rad/s: 5.45592 Hz(1/¢] = =

10; 3BE7601 radis; 618731 He[l/s] ‘Wyezpit 2aznaczenie

11: 4040964 radés: 644413 Ha[1 /5]

120 4589033 rad/s” 7.48410 Hal1 7] s
13; 371873 rad/s: 554960 Ha[1/5] I~ iy aut. [5

14: 55,9500 radés: B.90867 Ha[1/5]
15; 5649325 radis; 899118 He[1/5]

16 BRI e D117 Hut Parametry dotyozace czgstatinasci
17 6571596 radfs’ 1045902 Haf1 /3] '

18 7OE1E12 radfs; 11.23290 Hafl /5] b e e

15 7330413 rakfs: 1176360 Haf1 /5] 0

20 7062995 radfs: 1251435 Hafl /3]

21; 91.57483 rad/s; 1298304 Ha[14] Maksimum przedziatu fhz

23 8317727 radés, 1323007 Haf1 /5] z

23 9032519 radés; 14.37570 Ha[1/5]
24; 9148379 rod/s, 14.55010 Hall /5]
25; OGBS rsd/s: 15.22604 Hall /5]
26: 107.5684% 1ad/s; 1712008 He[1 /5] 0.001
27. 1DBEESEY rad/s. 1729468 Hel1 /4
26; 11207430 ad/s: 17.53728 Ha[1/4]
29 12411495 1ad/s; 19.75351 Ha[1/4]

Dfugoéé kroku czgstatiwoiciowego

Parametry thumisnia———————
30 12535783 rad/s. 20 42878 Hell /s
31 12830312 rad/s 2052800 Hell /s © wyliczone praez program
32 13332662 rad/s 2121962 Hell /s -
33 13334416 md/s 2131768 Hall /s & masowa-satynnodcione
34 13541363 rad/s 2155175 Hall/s
35 15139469 rad/s 2409521 Hell /s " logaiytmiceny dekrement
36 15275087 rad/s; 24 31106 Hall /s
37: 15358378 radfs; 2444362 Ha[1 /5 o R 4
3% 16503432 rad/s 2626803 Hel1 /s [ ooz [ |
35 174 27008 rad/s: 2773508 Hal1 /s pOTa  jlomace |08

40; 176.247301ad/s; 28.05072 Hz[1/
41; 18699749 ad/s; 29.7B158 Hz[1/s

OO0OOC0000000000000000000000000000000000000000K KK EE]

42: 19307049 1ad/s; 30.72812 Hal1 /4] Zatwiends
| Korstr. alozons Konstr. prosta 43 19519633 rad/s 31.06848 Hel1 /5 -

<& Réwnania ruchu ChriR 44; 201.000301ad/s; 31.99019 He[1/5] Praslicz
T Otczeiagestosd widnowsch & sl 3 arsEa Pokaz posacie
Y& Optymalizacia 47, 21450038 ad/s; 34.13880 He1 /]

V& Cblizenadynamicane CirbtD 48; 21570798 rad/s 34.33099 Haf1 /] Dbl zeria

4 43; 218.98222 1ad/s; 34.85210 Hel1 /5] 5
% iykresy transmitancil  Chr+W 50; 22553691 rad/s; 35.90485 Ha[1/s] raeril

o Wykresy praemieszczen

Rys. 10.6. Menu ,,Konstrukcje ztozone” oraz okno modutu ,,Réwnania ruchu”

Za pomoca modutu ,,Réwnania ruchu” mozliwe jest budowanie réwnan
ruchu ustroju. Ponadto, mozliwe jest budowanie réwnan ruchu uktadu
z dotaczonymi  WSTM o  parametrach  poczatkowych  lub  juz
zoptymalizowanych. Jak omowiono poprzednio, w programie zastosowano
metode modalna redukcji uktadu gtéwnego. Nalezy wybraé reprezentatywne
postacie drgan, ktdre zostana wykorzystane do budowy uktadu réwnan ruchu.
Weciskajac przycisk ,,Pokaz postacie” uruchamiamy modut SUPERVIEW
programu ALGOR, gdzie mozemy przeglada¢ kolejne postaci drgan wiasnych, co
jest pomocne podczas ich wyboru.

W prawej listwie mozliwe jest podanie metody wyznaczania ttumienia
modalnego dla ustroju gtéwnego. Zaznaczajac pole wyboru ,wyliczone przez
program” uruchamiamy modut ,, Ttumienie konstrukcyjne” (por. rys. 10.7).
Modut ten oblicza wartosci x dla poszczegdlnych czestosci poprzez podanie dla
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kazdego materiatu, wystepujacego w ustroju (takze dla mas dodanych),
logarytmicznego dekrementu tlumienia drgan A. Mozliwe jest takze
uwzgledninie dodatkowych wartosci A przy wypetnieniu szkieletu ustroju,
roznej fazie pracy konstrukcji  zelbetowej (konstrukcja zarysowana,
niezarysowana itp.), rodzaju potaczen w elementach stalowych lub Zelbetowych.
Utamki ttumienia krytycznego y dla kazdej z postaci wyznaczane Sa za pomoca
omoéwionej juz metody energetycznej. Pole wyboru ,,masowo—-sztywnosciowe”
obecnie nie jest zaimplementowana w programie, za§ zaznaczenie pola wyboru
Llogarytmiczny dekrement” umozliwia przyjecie statej wartosci A dla
wszystkich postaci drgan.

W prawej listwie okresla si¢ takze krok czestotliwosciowy oraz zakres
czestotliwosci dla jakiej wyznaczane sa transmitancje, a co za tym idzie granice
przy optymalizacji funkcji celu.

ff-' Thumienie konstrukcyijne (=]

avieds |

Nr o iE[GPa] Rofkiim3] | ciezar[ton] rodzaj materigty | rodzaj konstrukci DELTA  Dodatek DELTA dod DELTA cat
10 0,00 0,00 inne inne 0 brak 0 0
z 25 74,50 10510,19 stal kon, krat i ramy spawane 0,08 potaczenia na sruby 0,02 0,08

3 10000 10000000000, 0,00 inne inne a brak. a a

Rys. 10.7. Okno modutu ,, Ttumienie konstrukcyjne” — podanie A dla poszczegélnych
materiatow

Na rys. 10.8 przedstawiono moduty ,Obliczenia dynamiczne” oraz
,Obliczenia gestosci widmowych”. W module ,,Obliczenia dynamiczne”
mozliwe jest wyznaczenie odpowiedzi ustroju bez zainstalowanych WSTM lub
z dotaczonymi WSTM. Obliczenia moga by¢ przeprowadzone na drodze
bezposredniego catkowania réwnan ruchu (metoda Newmarka lub Wilsona) lub
z  wykorzystaniem  macierzy  przenoszenia  (transmitancji). Plik
Z przemieszczeniami zapisywany jest formacie binarnym (*.do) odczytywanym
przez program ALGOR. Oczywiscie, na podstawie pliku *.do moga by¢
policzone sity wewngtrzne i reakcje. Mozliwa jest wigc wizualizacja petnego
rozwiazania modelu z dotaczonymi WSTM.

176



RozdziaZ 10.Opis autorskiego programu optymalizacyjnego
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Rys. 10.8. Okna modutéw: ,,Obliczenia dynamiczne” , ,,Obliczenia gestosci

widmowych” oraz ,,Wykresy przemieszczen”

Modut ,,Obliczenia gestosci widmowych” stuzy do wyznaczania gestosci
widmowej obciazenia oraz odpowiedzi ustroju bez zainstalowanych WSTM oraz
z dotaczonymi WSTM, dla dwu dowolnie wybranych stopni swobody (mozna
wiec okresli¢ wiasne i wzajemne gestosci widmowe). Jest to przydatne narzedzie
Sa przemieszczenia ustroju
i obciazenia ustroju. Do obu modutéw przynalezne sa moduty do automatycznej
generacji wykreséw w programie EXCEL.

Nastepnym, najwazniejszym modutem programu DAMP—SYM jest modut
,Optymalizacja”. Okno modutu przedstawiono narys. 10.9.

do wizualizacji

procesow losowych, jakimi
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(T Optymalizacja :;:: i [=] 3]

4 Metody obliczer @ Koniec

‘Wyznaczanie minimum funkcii celu (optymalizacia parametrds umkde)
Opcie optymalizacii tumikdw
rodz. par. [X[] [ Optymalizaca mas
1 [ Optymalizacia turienia
mt2 1
mt3 1 Zakies zmiennosgci parametrdw
it 1 min mt in ganmma
1 0,001
gammaG | 0.04
max mt max gamma
gammaE  £0.04
............................... 3 01
gamma? (0,04
garmad |0.04 Wiybir postac funkciioehr |
& max wartast w praedzisls
" catka w przedzisle
‘b funkcii celu dla rzecaywistych punktde
Nr.wezla  kierunsk
¥ [Hlw punkeie i |70 3
[~ suma HI v punktach trumikéw
[~ suma [HIGRIHI w punktach tumikéu
‘b funkeii celu dla wielkosci uogdlnionych
[~ sumaHldla w
™ suma HIGpIHI dia v
Opcie procedur
dokkadnost: obliczer
Teb
max. lizzba krokdw
2000000000
“wartodd funkcil celu
Okno Algara
LI » For obl tran
(F: optymalizacja ::: 1ol x|

/G Metody obliczers @ Koniec
& metoda Genetic Algarithm GA
5 metoda Simulated Annealing 54
B Metada Hooks's - Jesvsa
5 Metoda Powella 2 minimalizacjs kierunkows metods stotego podziatu odcinka

& Metoda najwiekszeqo spadku 2 minimalizacia w Kierunka metoda skspansji i kentrakeii geometrycznei
5 Metods najwiskszraa spadku z minimalizacia kierunkawa oaproksymaci parabaliczne

2 Zmodyfikowana metoda Newtona z minimalizacis kierunkows metads skspansi | kantrakei

5 Zmodyfikowana metoda Newtona z minimalizacjg kierunkows metoda aproksymacii parabolicanej

Rys. 10.9. Ono modutu ,,Optymalizacja” z menu ,,Konstrukcje ztozone”

W module tym mozliwe jest optymalizacja dwdch parametréw: mas oraz
tlumienia STM (utamkoéw ttumienia krytycznego). W prawej listwie mozliwy
jest wybor funkcji celu oraz podanie zakresu zmiennosci parametrow WSTM
(zmiennych decyzyjnych). Program umozliwia wybor dziesieciu funkcji celu,
zwigzanych z przemieszczeniami fizycznymi ustroju q(t) lub wspotrzednymi
gtownymi y(t). W menu ,,Metody obliczen” mamy mozliwos¢ uruchomienia
jednej z opisanych wczesniej, procedur optymalizacyjnych.

W menu ,Konstrukcje proste” znajduja sie odwotania do modutdéw
programu: ,,Optymalizacja” oraz ,,Wykresy transmitancji”. Moduty te stuza
optymalizacji prostych ustrojéw z dotaczonymi WSTM, dla ktérych w sposéb
bezposredni dane sa macierze M, K, C ustroju gtdwnego. Na rys. 10.10
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przedstawiono okno modutu ,Optymalizacja”, gdzie mozliwy jest wybdr

optymalizowanych wie

Ikosci  (zmiennych decyzyjnych),

podanie zakresu

zmiennosci optymalizowanych parametréw oraz wybdr jednej z czterech postaci
funkcji celu. Dodatkowo, za pomoca modutu ,,Wykresy transmitancji” istnieje
mozliwos¢ bezposredniego wygenerowania wykresow modutéw okreslonych

transmitancji w programie EXCEL.

(f—‘ Optymalizacja prosta
JG Metody obliczeri @ Koniec

\wiyanaczanie mirimum funkell celu [optymalizacia patametidw thumkéu]

=101 x|

|lodz par.

w2
gamma3

gammad

o

0.06375127438F

4 1.077165338630

KT

i

DOpcie optymalizaci urnik v
W Optymalizacia mas
¥ Optymalizacia tumignia

I~ Optymalizacia sztywnosci

Zakres zmisnnoici parametravw
it mit mif ganmma ik ket

[o [o.0ck [o

mas mt max gamma mas kt

] Joa [000

Wiybiér postas furke] cel
& max. warod w prasdziale
 caka w prasdzisle

Wibdr funkcii celu dla rzeczpwistpch punkbéw
Hr. 5t Sw

¥ IHlw punkeie nr 1

I suma I w punktach Humikéw

DOpcje pracedur
dokadnogt obliczen
Teh

mak. liczba kiokdw

2000000000

Wartogs funke] celu

e

Dkno Algora

Pon abl tran

Rys. 10.10. Ono modutu ,,Optymalizacja” z menu ,,Konstrukcje proste”
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11. Przyklady optymalizacji uktadow z dolaczonymi
WSTM

11.1. Uktad o jednym stopniu swobody z dotaczonymi WSTM

Przyktad ten ilustruje problem, ktéry od czasow Den Hartoga, nie jest
rozwiazany w sposOb analityczny. Przy uwzglednieniu w rozwiazaniu
analitycznym, ttumienia konstrukcji gtdéwnej, w rozdz. 3.3 podjeta zostata
nieudana proba analitycznego wyznaczenia optymalnych parametrow
pojedynczego STM. W tym podrozdziale zostana przedstawione wyniki analizy
numerycznej (optymalizacji) dla omdwionego przypadku oraz ustroju
z dotaczonymi WSTM. Zostanie przedstawiony takze dowod tezy, méwiacej ze
WSTM sa skuteczniejsze niz pojedynczy STM. Schemat ustroju z pojedynczym

STM przedstawiono na rys. 11.1.
m,
| q,(t)

k, 1.c,
Py
N/
S PR
k, L,

Rys. 11.1. Schemat ustroju — przyktad nr 1
W obliczeniach Przyjeto nastepujace dane ustroju gtéwnego (uktadu
1SSU):m, =10°kg, k, =100kN/m, @, =1rad/s ( f, =0,159Hz), » =0,02.
Wykonano obliczenia komputerowe w odniesieniu do czterech przypadkéw.
Dla kazdego przypadku taczna masa WSTM byta réwna masie pojedynczego
STM:

e pojedynczy STM m, = 2-10°kg ;
dwa STM m; =10°kg ;

cztery STM ; m, =500kg ;
osiem STM m, = 250kg .

Pozostate parametry WSTM: k; i % podlegaly procesowi optymalizacji.
W badaniach zastosowano dwie metody optymalizacyjne SA oraz GA oraz
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funkcje celu F1 oraz F2. Dla przypadku drugiego sprawdzono takze pozostate,
standardowe, metody optymalizacji. Przedziat czestotliwosci przy okreslaniu
funkcji celu wynosit (0,0Hz;0,5Hz).

W wyniku obliczen komputerowych otrzymano optymalne parametry
WSTM, ktore zostana omowione ponizej. Na rys. 11.2 i rys. 11.3 przedstawiono
wartosci ‘Hnl dla optymalnych parametrow (optymalizacja metoda GA) przy
zastosowaniu tfunkcji celu F1 oraz F2. Tabela 11.1 zawiera wartosci funkcji celu
po zakonczeniu procesu optymalizacji. Tabela 11.2 oraz tabela 11.3 zawiera
optymalne wartosci kg, % oraz wspoétczynniki nastrojenia poszczegélnych
ttumikow &= fii/f; dla analizowanych funkcji celu.

Tabela 11.1. Wartosci funkcji F1 oraz F2 po zakonczeniu procesu optymalizacji

liczba STM| warto$¢ F1 | zmiana F1 |wartos¢ F2| zmiana F2
1STM |6,666E-03| 0,00% 0,07448 0,00%
2STM |6,621E-03| -0,68% | 0,06798 | -8,73%
4STM |6,596E-03| -1,05% | 0,06575 | -11,72%
8STM |[6,613E-03| -0,80% | 0,06508 | —-12,62%

Rys. 11.2. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| dla optymalnych parametréw przy réznej
liczbie STM oraz wykorzystaniu funkcji celu F1
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Rys. 11.3. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| dla optymalnych parametréw przy réznej

liczbie STM oraz wykorzystaniu funkcji celu F2

Tabela 11.2. Wartosci kg, % , & otrzymane dla funkcji celu F1

liczha STM Nr My Ky % &
[kg] [KN/m] [-] [-]
1STM 1 2000 1,9608 0,0685 0,9901
2 STM 1 1000 0,8954 0,0423 0,9463
2 1000 1,0962 0,0445 1,0470
1 500 0,5873 0,0348 1,0838
4STM 2 500 0,5206 0,0326 1,0204
3 500 0,4221 0,0284 0,9188
4 500 0,4706 0,0360 0,9702
1 250 0,2580 0,2637 1,0158
2 250 0,2107 0,2562 0,9181
3 250 0,2201 0,2896 0,9382
8STM 4 250 0,2094 0,2896 0,9152
5 250 0,2812 0,2134 1,0605
6 250 0,2458 0,2312 0,9917
7 250 0,2307 0,2425 0,9605
8 250 0,2587 0,2142 1,0172
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Tabela 11.3. Wartosci kg, %, & otrzymane dla funkcji celu F2

liczba STM Nr My ki % S
[ka] [kN/m] [-] [-]
1STM 1 2000 1,9058 0,0892 0,9762
2 STM 1 1000 0,8787 0,0563 0,9374
2 1000 1,0463 0,0629 1,0229
1 500 0,4217 0,0453 0,9184
4STM 2 500 0,5487 0,0490 1,0476
3 500 0,4569 0,0563 0,9559
4 500 0,4968 0,0554 0,9968
1 250 0,2580 0,0549 1,0158
2 250 0,2107 0,0466 0,9181
3 250 0,2201 0,0612 0,9382
8 STM 4 250 0,2094 0,0514 0,9152
5 250 0,2812 0,0367 1,0605
6 250 0,2458 0,0485 0,9917
7 250 0,2307 0,0455 0,9605
8 250 0,2587 0,0576 1,0172

Analizujac powyzsze dane, stwierdzono iz:

o WSTM wykazuja wieksza skutecznos¢ od pojedynczego STM (analiza
zmiany wartosci funkcji celu). Przy funkcji F1, spadek wartosci funkcji
celu o 1%, za$ przy funkcji celu F2 zaobserwowano spadek o 12,6%
w poréwnaniu do pojedynczego STM;

e Parametry, otrzymane z funkcji celu F2, sa korzystniejsze ze wzgledu na
odpowiedz dynamiczna ustroju od parametrow otrzymanych z funkcji F1.

(mniejsze wartosci ‘Hn‘ dla kazdego z analizowanych przypadkow).

W przypadku wymuszenia o charakterze biatego szumu (lub obciazenia
0 szerokim spektrum czestotliwosciowym) nalezy uzy¢ funkcji celu F2.
Jezeli obciazenie jest harmoniczne o czestotliwosci bliskiej czestotliwosci
rezonansowej f; nalezy wskaza¢ funkcje F1, jako bardziej korzystna przy
zmniejszeniu odpowiedzi dynamicznej ustroju.

e Spadek wartosci modutu transmitancji ‘HM‘ dla analizowanych

przypadkow STM oraz WSTM wynio6st okoto 60-72%, w poréwnaniu do
ustroju bez zainstalowanych WSTM.
Przeprowadzono takze analize rozwiazan dla réznych  metod
optymalizacyjnych. W wyniku przeprowadzonej analizy za pomoca
standardowych metod gradientowych: MNS1 oraz MNS2, a takze
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zmodyfikowanych metod gradientowych: ZMN1 oraz ZMN2 w ogole nie
uzyskano rozwigzania. Sa one bardzo czute na ,,waskie doliny” w przypadku
minimow lokalnych.

Ponizej przedstawiono wyniki dla uktadu o dwdch dotaczonych STM, funkcji
celu F2 i otrzymanych optymalnych parametrach WSTM otrzymanych za
pomoca metod: GA, SA, HJ, POW.

Rys. 11.4. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| dla optymalnych parametréw WSTM
otrzymanych z r6znych metod optymalizacyjnych

Tabela 11.4. Wartosci ky, % , & otrzymane dla funkcji celu F2, przy r6znych metodach
optymalizacyjnych

liczba STM|wartos¢ F2 Nr My Ky % i
[kl [kN/m] [-] [-]
1000 0,8787 0,0563 0,9374
1000 1,0463 0,0629 1,0229
1000 0,8788 0,0552 0,9374
1000 1,0471 0,0630 1,0233
1000 0,9529 0,0911 0,9762
1000 0,9527 0,0948 0,9761
1000 0,9680 0,0638 0,9839
1000 0,2495 1,0772 0,4995

GA 0,0679821

SA 0,0679278

HJ 0,0743861

NIFRPINIFPINIFPIN| -

POW |0,0899096

Jak wynika na rys. 11.4 oraz z tabeli 11.4 uzywajac metode GA (algorytm
genetyczny) oraz SA (symulowane wyzarzanie) otrzymujemy podobne
parametry WSTM oraz wartosci funkcji celu F2. Metody bezgradientowe HJ
(Hooke'a — Jeevsa) oraz POW (Powella z minimalizacja kierunkowa metoda
ztotego podziatu odcinka), jak wida¢ z powyzszych danych, okreslity jedno
z miniméw lokalnych, nie okreslajac minimum globalnego funkcji celu F2.
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Réznice w wartosci funkcji celu siegaja 32% w stosunku do metod GA oraz SA.
Dlatego tez stosowanie tych metod jak i pozostatych standardowych metod
gradientowych, nalezy szczeg6towo przeanalizowaé przy zagadnieniach
optymalizacji ustrojéw z dotaczonymi WSTM. Niestety moze si¢ okazaé, ze
uzywajac standardowych metod optymalizacyjnych otrzymuje sie nie
prawidlowe wartosci optymalizowanych zmiennych decyzyjnych (parametrow
WSTM).

Przeanalizowano takze wptyw zmiany masy konstrukcji gtownej m;, na
wartos¢ modutu transmitancji ‘Hn‘ dla ustroju z dotaczonymi WSTM
0 optymalnych parametrach wyznaczonych poprzednio z funkcji celu F2.
Zatozono wzrost masy ustroju gtdwnego o 10% (f;=0,1517Hz) oraz 20%
(fi=0,1453Hz) w stosunku do pierwotnej masy m, = 10°Kg .

Rys. 11.5. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| przy wzroscie masy ustroju gtdwnego
0 10% przy optymalnych parametrach WSTM

Rys. 11.6. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| przy wzroscie masy ustroju gtéwnego
0 20% przy optymalnych parametrach WSTM
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Jak wida¢ z powyzszych wykreséw przy okoto 5% roznicy wartosci f;
(,rozstrojeniu konstrukcji”), WSTM sa skuteczniejsze od pojedynczego STM.
Jednak przy rozstrojeniu rzedu 8-9% f; roznice w wartosciach modutu
transmitancji sa znikome i nie przekraczaja 1%.

Mozna wiec przyjaé, ze przy zatozeniu matej réznicy pomiedzy obliczonymi
czestosciami drgan wiasnych ustroju a wyznaczonymi dla rzeczywistej
konstrukcji, nie przekraczajacymi 5%, celowe jest stosowanie WSTM zamiast
pojedynczego STM.

11.2. Uktad o szesciu swobody z dotgczonymi WSTM

Model ustroju z dotaczonymi WSTM jest tozsamy =z modelem
przedstawionym w rozdziale 8.5. Czestosci drgan wihasnych ustroju gtéwnego
zestawiono w tabeli 8.1. Parametry strojonych masowych ttumikéw drgan
optymalizowano tak aby skuteczne ttumity wymuszenia w zakresie pierwszej
czestosci drgan wiasnych f;=0,652Hz. Rozwazono trzy przypadki zamontowania
do ustroju gtéwnego STM,

e pojedynczy STM, m=300kg, umieszczony na wysokosci 60m;

e dwa STM, m;=150kg, umieszczone na wysokosci 60m;

e cztery STM, my=75kg, dwa umieszczone na wysokosci 60m, pozostate

dwa na wysokosci 50m.

W odniesieniu do wszystkich przypadkdéw przyjeto dwie funkcje celu F1 oraz
F2, w ktdérych przyjeto funkcje przenoszenia rHM (dla pierwszego stopnia
swobody, ktéry odpowiada koncowi wspornika). Optymalizowano pozostate
parametry kg, 7. Zastosowano optymalizacjec metoda GA. Przedziat
czestotliwosci przy okreslaniu funkcji celu wynosit (0,2Hz;1,0Hz).

Ponizej przedstawiono wyniki optymalizacji w formie identycznej jak
w poprzednim przyktadzie.

Rys. 11.7. Wartos¢ modutu transmitancji |H1,1| dla optymalnych parametréw przy réznej
liczbie STM oraz wykorzystaniu funkcji celu F1
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Rys. 11.8. Wartos¢ modutu transmitancji |HM| dla optymalnych parametréw przy réznej
liczbie STM oraz wykorzystaniu funkcji celu F2
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Tabela 11.5. Wartosci funkcji F1 oraz F2 po zakonczeniu optymalizacji

liczba STM wartos¢ F1 zmiana F1 wartos¢ F2 zmiana F2
1STM 1,464E-05 0,00% 4,636E-05 0,00%
2STM 1,447E-05 -1,16% 4,118E-05 -11,17%
4 STM 1,439E-05 -1,37% 4,307E-05 -7,10%

Tabela 11.6. Wartosci kg, % , & otrzymane dla funkcji celu F1

liczba STM Nr My Ky % i
[kl [kN/m] [-] [-]

1STM 1 300 4,8542 0,0875 0,9819

9 STM 1 150 2,7910 0,0571 1,0529

2 150 2,1745 0,0528 0,9294

1 75 1,4725 0,0439 1,0816

2 75 1,0659 0,0408 0,9202

45T™ 3 75 1,1834 0,0386 0,9696

4 75 1,2922 0,0331 1,0132
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Tabela 11.7. Wartosci kg, % , & otrzymane dla funkcji celu F2

liczba STM Nr My ki % i
[ka] [kN/m] [-] [-]

1ST™M 1 300 4,6923 0,0983 0,9654

2 STM 1 150 2,6329 0,0787 1,0227

2 150 2,1210 0,0722 0,9179

1 75 1,1751 0,0584 0,9662

2 75 1,0392 0,0527 0,9087

45T™ 3 75 1,4220 0,0472 1,0629

4 75 1,2955 0,0533 1,0145

Dla powyzszego przyktadu takze stwierdzono wieksza skutecznos¢ WSTM
w porownaniu do pojedynczego STM. Przy zastosowaniu czterech STM
stwierdzono spadek wartosci funkcji celu o 1,4% dla funkcji F1, oraz spadek
07,1% dla F2 w stosunku do pojedynczego STM. Spadek wartosci modutu
transmitancji ‘Hn‘ dla analizowanych przypadkéw STM oraz WSTM wynidst
okoto 80-84% w stosunku do wartosci ‘Hn‘ bez zainstalowanych WSTM.

11.3. Kladka pieszo-rowerowa przez rzeke Wiske ,,Kazimierz —
Ludwinow” w Krakowie

Rozpatrywana kladka byta przedmiotem obliczen aerodynamicznych
wykonanych w Katedrze Mechaniki Budowli Politechniki Lubelskiej, ktorej
koncowym efektem byt raport Flaga, Bec i Lipecki (2009). Przygotowany
model kiadki postuzyt, jako przyktad optymalizacji parametrow WSTM,
zamontowanych na ustroju gtdwnym ktadki.

11.3.1. Opis konstrukcyjny kladki

Kladka pieszo—-rowerowa skiada sie z trzech potaczonych ze soba konstrukcji
stalowych (rys. 11.9):

dwoch  zewnetrznych, tukowych dzwigaréw gtéwnych o przekrojach
skrzynkowych i o matej wyniostosci (1/29), zamocowanych w masywnych
zelbetowych podporach. Przekrdj poprzeczny dzwigaréw ma stata szerokosé
réwna 4,0 m i zmienna wzdtuz dtugosci ktadki wysokos¢ od 0,714 m do 4,47 m.
Oba dzwigary przeznaczone sa dla ruchu pieszego i rowerowego;

wewngtrznego pomostu belkowego o ksztatcie sinusoidy i przekroju
skrzynkowym. Przekrdj poprzeczny pomostu ma stata szerokosé¢ réwna 3,3 m
i zmienna wzdtuz dtugosci ktadki wysokos¢ od 0,3 m do 1,344 m. Pomost jest
przeznaczony dla ruchu pieszego;
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potaczenia pomiedzy pomostem a dzwigarami w postaci stalowych stupkéw
i wieszakdw o przekrojach skrzynkowych.

Widok catej ktadki z geometria przedstawiono na rys. 11.10. Dane
geometryczne przekrojow poprzecznych dzwigar6w i pomost przyjeto na
podstawie Kaminski, Biliszczuk i Onyks (2008) oraz Ftatak i Lewicki (2008).
Wyrézniono 42 charakterystyczne przekroje poprzeczne, ktérych zestawienie
mozna znalez¢ w opracowaniu Flaga, Bec i Lipecki (2009).

Rys. 11.9. Widok aksonometryczny ktadki.
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Rys. 11.10. Widok ktadki Kaminski, Biliszczuk i Onyks (2008).

11.3.2. Model MES konstrukcji

Wszystkie elementy ktadki zamodelowano jako elementy ramowe (element
nr 2 z biblioteki elementéw skonczonych programu ALGOR). W modelu ujeto
zasadnicze fragmenty konstrukcji:
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dwa dzwigary tukowe zewngtrzne;

pomost wewnetrzny w ksztatcie sinusoidy;
wieszaki i stupki;

rygle taczace dzwigary zewngtrzne;
elementy usztywniajace pomost wewngtrzny.

Pomost stalowy w ksztalcie sinusoidy zamodelowano za pomoca
pojedynczego preta o osi zakrzywionej w pionie, przebiegajacej przez srodki
ciezkosci przekrojow poprzecznych pomostu. Dzwigary zamodelowano jako
pregty o osiach zakrzywionych w pionie, ustawionych na mimosrodzie
w punktach przecigcia osi wieszakow z osiami rygli poprzecznych (rys. 11.11.).
Wielkosci mimosrodéw przyjeto na podstawie rysunkdw architektonicznych
jako odlegtosci srodkdw cigzkosci poszczegolnych przekrojow poprzecznych
pomostu do weztdw modelu. MES. Wieszaki zamodelowano w osiach
przechodzacych przez ich érodki ciezkosci. Model sktada sie z 450 elementow
pretowych potaczonych w 339 weztach. Przekroje koncowe dzwigarow
tukowych sa zamocowane. Model MES uktadu przedstawiono na rys. 11.12.

e wezly modelu MES

,“\oé‘bd @® Srodki cigzkosci dzwigaréw i pomostu ’77’}770&- ~
o 0y

Rys. 11.11. Sposdb przyjecia weztéw w dowolnym przekroju

Rys. 11.12. Model MES ktadki.
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11.3.3. Analiza modalna

W analizie modalnej wyznaczono 10 pierwszych postaci drgan wiasnych.
Nalezy zwr6ci¢ uwage na bliskos¢ wartosci pierwszej i drugiej czestosci drgan
wiasnych i do$¢ znacznie odbiegajace od nich wartosci nastepnych czestosci.

Na rys. 11.13 + rys. 11.15 pokazano szes¢ pierwszych postaci drgan
w kolejnych widokach, a w tabeli 11.8 przedstawiono opis poszczeg6lnych
postaci drgan.

Analiza modalna pokazuje, ze tylko dwie czestotliwosci drgan wiasnych
(f;=1,1587 Hz i f,=1,2051 Hz) przyjmuja wartosci nizsze niz 2 Hz. Z uwagi na
charakter oddziatywania wiatru tylko te postaci beda wzbudzane przez wiatr.
Ponadto, istnieje niebezpieczenstwo wzbudzenia drgan rezonansowych
poziomych przez przechodniéw (pierwsza posta¢ drgan ma charakter gietny,
poziomy).

Tabela 11.8. Zestawienie charakterystyk dynamicznych ktadki.

Lp | Czestotliwos¢ | Okres drgan Opis
[Hz] [s]

1 1,1587 0,8631 pozioma gietna
2 1,2051 0,8298 pionowa gietna
3 2,6262 0,3808 pionowa gietna
4 2,6762 0,3737 skretna
5 2,9624 0,3376 pionowa gietna
6 3,3631 0,2974 skretna
7 4,4469 0,2249 pionowa gietna
8 4,5148 0,2215 skretna
9 5,4599 0,1832 pozioma gietna
10 6,1873 0,1616 skretna

‘ - . - 1

I

(BN

a.) Pierwsza postac¢ drgan, f; = 1,1587 Hz b) Druga posta¢ drgan, f, = 1,2051 Hz

Rys. 11.13. Pierwsza oraz druga posta¢ drgan wiasnych
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a.) Trzecia postac drgan, f3 = 2,6262 Hz b) Czwarta posta¢ drgan, f, = 2,6762 Hz
Rys. 11.14. Trzecia oraz czwarta posta¢ drgan wtasnych
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a.) Piata posta¢ drgan, f5 = 2,9624 Hz b) Szosta posta¢ drgan, fg = 3,3631 Hz
Rys. 11.15. Piata oraz szdsta posta¢ drgan wlasnych

11.3.4. Modelowanie oddzialywania wiatrem

Wspotczynniki aerodynamiczne, wykorzystane w obliczeniach, zostaty
wyznaczone na podstawie badan przeprowadzonych w Laboratorium Inzynierii
Wiatrowej Politechniki Krakowskiej.

Symulacja pola predkosci wiatru zostata przeprowadzona z wykorzystaniem
programu WIND. Przyktadowe przebiegi predkosci wiatru w trzech kierunkach
(w kierunku poziomym, wzdtuz $redniego kierunku wiatru, w Kierunku
poziomym prostopadle do sredniego kierunku wiatru oraz w kierunku
pionowym) w trzech wybranych punktach ktadki zostaty przedstawione na rys.
11.16..
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Rys. 11.16. Przyktadowe przebiegi predkosci wiatru.
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Procedura wyznaczania obciazenia wiatrem zostata przedstawiona
w opracowaniu Flaga, Bec i Lipecki (2009).

11.3.5. Proponowana lokalizacja i liczba ttumikow drgan

Uwzgledniajac wyniki analizy modalnej, STM ulokowano w miejscach
najwigkszych amplitud drgan mozliwych do wzbudzenia przez wiatr. Zatozono,
iz WSTM beda nastrojone w zakresie dwdch pierwszych czestotliwosci
f,=1,1587 Hz, f,=1,2051 Hz. Przyjgto dwa STM na kierunku Z (nastrojenie na
f,=1,2051 Hz) oraz dwa STM na kierunku Y. Tabela 11.9 zawiera dane WSTM,
przyjete jako wejsciowe w procesie optymalizacji.

Tabela 11.9. Dane poczatkowe WSTM oraz kierunki dziatania WSTM

Nr Nr X Y Z Mg Ky % i
wezta kgl | Nim] | [ []
1 222 0 0 1 1000 50 0,04 0,9338
2 305 0 0 1 1000 50 0,04 0,9338
3 305 0 1 0 1000 50 0,04 0,9712
4 222 0 1 0 1000 50 0,04 0,9712

Na rys. 11.17 przedstawiono miejsca usytuowania WSTM (wezty: nr 222, nr
305) oraz dwoch weztdw, w ktorych analizowano odpowiedz ustroju (wezty: nr
200, nr 327).

nr 200 nr 222
Y‘ A e 0 R W D
Y S A A/ A A 7 74 A A
X or 305 \or 327

Rys. 11.17. Schemat umiejscowienia WSTM oraz dodatkowo analizowanych weztow

11.3.6. Optymalizacja parametrow WSTM

Do analizy optymalizacyjnej przyjeto funkcje celu F3, F4, F5, F6. W
przeciwienstwie do poprzednio analizowanych ustrojéw, pominieto funkcje celu
F1 oraz F2, ktore korzystaja z wartosci modutdw transmitancji dla konkretnego
stopnia swobody uktadu. Wszystkie przyjete funkcje celu korzystaja z sumy
catek lub sumy maksymalnej wartosci w przedziale modutéw transmitancji dla
stopni swobody, do ktérych dotaczono WSTM. Dodatkowo przyjeto funkcje
celu F7, F8, F9, F10 czyli sume catek oraz sumy maksymalnych wartosci
w przedziale z transmitancji, dla uktadu zredukowanego za pomoca metody
modalnej (transmitancje zwiazane ze wspotrzedna gtéwna ).
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W przypadku tego problemu przyjgto stata wartos¢ kg i optymalizowano
pozostatle parametry my; oraz ¥ poszczegolnych STM. Zastosowano
optymalizacje metodami GA oraz SA. Przedziat czestotliwosci przy okreslaniu
funkeji celu wynosit (0,9Hz;1,4Hz). Poniewaz wszystkie elementy sa wykonane
ze stali, przyjeto w programie wartos¢ A=0,08 dla catej konstrukcji.

Ponizej przedstawiono wykresy modutdéw transmitancji w weztach gdzie
dotaczono STM oraz w dwdch dodatkowych weztach (na kierunku Z): 200 oraz
327.

Rys. 11.18. Ktadka — wykresy modutéw transmitancji w wezle 305 na kier. Z w zakresie
od 0-5Hz

Rys. 11.19. Ktadka — wykresy modutéw transmitancji w wezle 305 na kier. Y w zakresie
od 0-5Hz
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Rys. 11.20. Ktadka — wykresy modutdw transmitancji w wezle 200 na kier. Z w zakresie
od 0-5Hz

Rys. 11.21. Ktadka — wykresy modutdw transmitancji w wezle 327 na kier. Z w zakresie
od 0-5Hz

Rys. 11.22. Ktadka — wykresy modutéw transmitancji w wezle 305 na kier. Z w zakresie
od 1,1-1,4Hz

197



P.Wielgos: Ocena skutecznosci dziafania wielokrotnych, strojonych...

Rys. 11.23. Ktadka — wykresy modutdw transmitancji w wezle 305 na kier. Y w zakresie
od 1,05-1,4Hz

Rys. 11.24. Ktadka — wykresy modutoéw transmitancji w wezle 200 na kier. Z w zakresie
od 1,1-1,4Hz

Rys. 11.25. Ktadka — wykresy modutdw transmitancji w wezle 327 na kier. Z w zakresie
od 0-5Hz
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Tabela 11.10. Ktadka — wartosci my, % , & otrzymane dla analizowanych funkcji celu

F1-F10
Funkcja | Nr | Nr | X | Y | Z My Ky % S
celu wezla [kl | [kN/m] | -] []
F3 1 |222| 0| 0| 1 |833.243 50 0,0257 | 1,0230484
2 |305| 0| 0| 1 |935879 50 0,0294 | 0,9653222
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 | 905537 50 0,0231 | 1,0206601
802E-04| 4 |222| 0 | 1 | O [1009,411| 50 0,0239 | 0,9667188
Fa4 1222 0| 0| 1 |853357 50 0,0446 | 1,0109198
2 |305| 0 | 0| 1 |921545 50 0,0476 | 0,9728004
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 | 914,360 50 0,0408 | 1,0157237
2,98E-03| 4 |222| 0 | 1 | O | 995938 50 0,0395 | 0,9732356
F5 1 |222| 0| 0| 1 |853271 50 0,0280 | 1,0109708
2 |305| 0 | 0| 1 |946,883 50 0,0385 | 0,9596964
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 |1014,667| 50 0,0274 | 0,9642115
2,68E-13| 4 |222| 0 | 1 | O | 912,576 50 0,0243 | 1,0167159
F6 1 |222| 0| 0| 1 |853487 50 0,0463 | 1,0108427
2 /305 0| 0| 1 |926472 50 0,0461 | 0,9702103
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 |930,629 50 0,0389 | 1,0068058
144E-12| 4 |222| 0 | 1 | O | 999,995 50 0,0468 | 0,9712595
F7 1 (222| 0 | 0| 1 {936,472 50 0,0361 | 0,9650161
2 |305| 0| 0| 1 |839217 50 0,0303 | 1,0194007
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 |1006,116| 50 0,0243 | 0,9683004
119e-01| 4 |222| 0 | 1 | O | 902,673 50 0,0267 | 1,0222775
F8 1 |222| 0| 0| 1 |857625 50 0,0414 | 1,0084011
2 1305]| 0 | 0| 1 |920,249 50 0,0498 | 0,973485
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 | 925509 50 0,0481 | 1,0095872
490E-01| 4 |222| 0 | 1 | O |980,292 50 0,0412 | 0,9809713
F9 1 (222| 0 | 0| 1 |924,651 50 0,0352 | 0,9711652
2 |305| 0| 0| 1860242 50 0,0401 | 1,0068661
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | 0 |913,220 50 0,0296 | 1,0163575
827E-03| 4 |222| 0 | 1 | O [1008,405| 50 0,0300 | 0,9672006
F10 1 |222| 0| 0| 1 |838,185 50 0,0479 | 1,020028
2 /305 0| 0| 1968501 50 0,0550 | 0,9489255
wartos¢ | 3 [305| 0 | 1 | O [1042,666| 50 0,0356 | 0,9511775
390E-02| 4 |222| 0 | 1 | O | 884,387 50 0,0399 | 1,0327921

Analizujac powyzsza tabelg oraz rys. 11.18 —-rys. 11.24, mozna zauwazy¢
(jak i w poprzednich przyktadach), iz funkcje celu oparte na maksymalnej
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wartosci modutu transmitancji (F4, F6, F8) w zadanym przedziale prowadza do
przyjecia parametrow WSTM, ktdre powoduja zmniejszenie wartosci modutow
transmitancji ustroju, a co za tym idzie odpowiedzi dynamicznej ustroju. Poza
tym dla funkcji F3, F5, F7, F9 otrzymujemy stosunkowo mate wartosci utamka
tlumienia krytycznego . Parametry WSTM otrzymane na podstawie funkcji
celu F10 sa najmniej korzystne, gdyz nie powoduja tak duzego zmniejszenia
wartosci modutdéw transmitancji. W zasadzie wszystkie przyjete postacie funkcji
celu moga by¢ stosowane w zagadnieniu optymalizacji WSTM. W zaleznosci od
charakteru obciazenia nalezy wybra¢:
o funkcje oparte na catce w przedziale z transmitancji dla wymuszen
o charakterze harmonicznym (funkcje F3, F5, F7, F9);
o funkcje oparte na wyszukiwaniu maksymalnej wartosci w przedziale
w przypadku wymuszen o charakterze biatego szumu (funkcje F4, F6,
F8, F10).

11.3.7. Analiza dynamiczna kladki z WSTM

Dla analizowanej ktadki przeprowadzono analize dynamiczna za pomoca
autorskiego programu. Wyr6zniono dwa przypadki:

e ustroj oryginalny;

e ustroj z dotaczonymi WSTM.

W przypadku analizy ktadki z dotaczonymi WSTM, wykorzystano parametry
wyznaczone W procesie optymalizacji wykorzystujacej funkcje celu F6.

Ponizej przedstawiono wykresy przemieszczen konstrukcji oryginalnej oraz
ustroju z dotaczonymi WSTM. Na rys. 11.26 oraz rys. 11.27 przedstawione Sa
przebiegi weztow 222 oraz 305 do ktorych dotaczono po dwa STM dziatajace na
kierunkach Y oraz Z. Mozna zaobserwowaé znaczne zmniejszenie wartosci
przemieszczen wiasnie na tych kierunkach.

Na rys. 11.28 przedstawiono przemieszczenia wezta 200, Ktore sa takze
znacznie mniejsze w przypadku dotaczenia do ustroju WSTM.

Oprocz sprawdzenia zmiany wartosci przemieszczen po dotaczeniu do
ustroju WSTM, wyznaczono za pomoca programu gestosci widmowe
odpowiedzi budowli, ktére takze zostaty zredukowane poprzez wprowadzenie
WSTM (por. rys. 11.29 +rys. 11.32).
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Rys. 11.30. Gestos¢ widmowa odpowiedzi w wezle 305 zakres do 1,4Hz
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Rys. 11.31. Gestos¢ widmowa odpowiedzi w wezle 200 w zakresie do 5Hz
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Rys. 11.32. Gestos¢ widmowa odpowiedzi w wezle 200 w zakresie do 1,4Hz
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11.4. Przekrycie Stadionu Miejskiego w Poznaniu

11.4.1. Opis konstrukcyjny stadionu

Przekrycie stadionu Miejskiego w Poznaniu zaprojektowano jako przekrycie
wielkopotaciowe. Analizowane przekrycie, byto przedmiotem petnej analizy
dynamicznej przy oddziatywaniu wiatru na ustr6j oraz analizy ustroju
z dotaczonymi WSTM (por. Flaga i in., 2009).

Ustréj gtéwny nosny stanowia cztery dzwigary tukowe oparte na czterech
pylonach zelbetowych. Na konstrukcji gtéwnej wsparte sa tukowe kratownice.
Membrana powloki rozparta jest na dodatkowych elementach tukowych, ktore
przekazuja obciazenia na kratownice tukowe.

11.4.2. Model MES konstrukcji

Model MES przekrycia stadionu zostat opracowany na podstawie modelu
obliczeniowego z programu ROBOT, dostarczonego przez gtbwnego projektanta
obiektu. W modelu ujeto:

e cztery gtdwne, nosne dzwigary tukowe;

e kratownice tukowe;

e tuki, stanowiace element podparcia membrany.

Wszystkie elementy zamodelowano jako elementy ramowe lub
kratownicowe (elementy nr 1 oraz 2 z biblioteki elementéw skonczonych
programu ALGOR ). W elementach ramowych na kierunkach, gdzie byty
zwolnienia w modelu ROBOT zwolniono takze te stopnie swobody (obroty)
w programie ALGOR. Podpory przyjeto na podstawie dostepnego modelu
w programie ROBOT. Na rys. 11.33 przedstawiono schemat modelu ustroju.
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Rys. 11.33. Model MES konstrukcji przekrycia Stadionu Miejskiego w Poznaniu
(system ALGOR)

11.4.3. Analiza modalna

W analizie modalnej zostato wyznaczonych piec¢dziesiat wartosci i postaci
drgan wiasnych ustroju (tabela 11.11 zawiera zestawienie pierwszych dziesieciu
postaci drgan).

Z punktu widzenia dynamicznego oddziatywania wiatru na przedmiotowe
przekrycie najbardziej istotne sa nastepujace czestotliwosci i zwiazane z nimi
postaci drgan wiasnych:

e posta¢ antysymetryczna przedstawiona na rys. 11.34 (ktorej odpowiada

czestotliwos¢ f=1,0727 Hz)

e posta¢ symetryczna przedstawiona na rys. 11.35 (ktorej odpowiada

czestotliwose f=1,0893Hz)

Cecha charakterystyczna tych postaci drgan sa duze rzedne postaci na
kierunku pionowym w potowie rozpigtosci dzwigaréw kratowych podtuznych.
W postaciach tych wystepuja bardzo mate rzedne postaci drgan w dzwigarach
poprzecznych i dzwigarach kratowych tukowych w tym rejonie (ta cze$é¢
przekrycia stadionu nie bierze udziatlu w drganiach przy tych dwu
czestotliwosciach).
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Tabela 11.11 Zestawienie pierwszych 10 czestosci drgan wtasnych

Czestotliwos¢ | Okres drgan Opis
Lp [Hz] [s]
1| 1.0727E+00 9.3219E-01 antysymetryczna — catego ustroju
2| 1.0893E+00 9.1799E-01 Symetryczna — catego ustroju
3| 1.4508E+00 6.8928E-01 symetryczna — kratownicy poprzecznej
4| 1.7438E+00 5.7345E-01 antysymetryczna — kratownica podtuzna
5| 1.7464E+00 5.7259E-01 symetryczna — kratownica podiuzna
6| 1.8170E+00 5.5037E-01 symetryczna — catego ustroju
7| 1.8562E+00 5.3873E-01 symetryczna — kratownica podituzna
8| 1.8911E+00 5.2878E-01 antysymetryczna — kratownica podtuzna
9 | 1.9359E+00 5.1657E-01 antysymetryczna — kratownica podiuzna
10| 1.9507E+00 5.1265E-01 antysymetryczna — kratownica podtuzna

a) rzedne postaci drgan na kierunku Y

a) rzedne postaci drgan na kierunku Y
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b) rzedne postaci drgan na kierunku Z

Rys. 11.34. Pierwsza posta¢ drgan wiasnych, f;=1,0727 Hz

b) rzedne postaci drgan na kierunku Z

Rys. 11.35. Druga posta¢ drgan wiasnych, f;=1,0727 Hz
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a) rzedne postaci drgan na kierunku Y b) rzedne postaci drgan na kierunku Z

Rys. 11.36. Trzecia posta¢ drgan wiasnych, f;=1,4508 Hz

a) rzedne postaci drgan na kierunku Y b) rzedne postaci drgan na kierunku Z

Rys. 11.37. Czwarta posta¢ drgan wiasnych, f,=1,7438 Hz

a) rzedne postaci drgan na kierunku Y b) rzedne postaci drgan na kierunku Z

Rys. 11.38. Piata posta¢ drgan wiasnych —fs=1,7464 Hz
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11.4.4. Proponowana lokalizacja i liczba ttumikéw drgan

Uwzgledniajac wyniki analizy modalnej, WSTM ulokowano w migjscach
najwigkszych amplitud drgan mozliwych do wzbudzenia przez wiatr. Miejsca
usytuowania WSTM pokazano na rys. 11.39.
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Rys. 11.39. Schemat umiejscowienia WSTM

Uwzgledniajac fakt bliskosci dwoch pierwszych czestotliwosci drgan
wiasnych (czestotliwosci f,=1,0727, f,=1,0893), najwazniejszych z punktu
widzenia dynamicznego oddziatywania wiatru na przekrycie, zdecydowano sie
na zastosowanie czterech wielokrotnych strojonych ttumikow masowych
(WSTM) dziatajacych na kierunku Z. Tabela 11.9 zawiera dane WSTM, przyjgte
jako wejsciowe w procesie optymalizacji. Tabela 11.13 zawiera opis
dodatkowych weztéw ustroju, w ktdrych wyznaczono funkcje przenoszenia.
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Tabela 11.12. Dane poczatkowe i kierunki dziatania WSTM

Nr [Nrwezla X Y z My ki Ki di
[kal | [kN/m] | [-] [-]

1 59 0 0 1 2000 85 0,04 | 0,961597

2 71 0 0 1 2000 85 0,04 | 0,961597

3 70 0 0 1 2000 85 0,04 | 0,961597

4 58 0 0 1 2000 85 0,04 | 0,961597

Tabela 11.13. Dodatkowe wgzty ustroju w ktérych wyznaczono funkcje przenoszenia

Nr Nrwezta | Opis lokalizacji

1 2364 | kratownica tukowa
2 345  |dzwigar potudniowy
3 346 dzwigar p6tnocny

11.4.5. Optymalizacja parametrow WSTM

W procesie optymalizacji wykorzystano funkcje celu F3 i F4. Przyjete
funkcje celu zawieraja sumy catek lub sumy maksymalnej wartosci w przedziale
modutéw transmitancji dla stopni swobody do ktérych dotaczono WSTM.

Przyjeto stata wartos¢ kg, i optymalizowano pozostate parametry: my; oraz %;
poszczegllnych STM. Zastosowano optymalizacje metodami GA oraz SA.
Przedziat czgstotliwosci przy okreslaniu funkcji celu wynosit (0,8Hz; 1,6Hz).
Poniewaz wszystkie elementy sa wykonane ze stali, przyjeto w programie
wartos¢ A=0,08 dla catej konstrukcji.

Ponizej przedstawiono wykresy modutdéw transmitancji w weztach, gdzie
dotaczono STM oraz w dwdéch dodatkowych weztach (por. tabela 11.13).
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Rys. 11.40. Przekrycie — wykresy modutow transmitancji w weztach ustroju w zakresie
od 0-2,2Hz
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Rys. 11.41. Przekrycie — wykresy modutdéw transmitancji w weztach ustroju w zakresie
od 0,95-1,2Hz
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Tabela 11.14. Przekrycie— wartosci my, %, & otrzymane dla analizowanych funkcji celu

F3, F4
Funkcja| Nr Nr X Y z My Ky % dyi
celu wezla kel |(Nm]| [ | [
F3 1 59 0 0 1 1739,201 85 10,0228|1,0311771
2 71 0 0 1 1970,531 85 10,0296|0,9687607
wartosé 3 70 0 0 1 1970,956 85 10,0308|0,9686563
5,84E-
04 4 58 0 0 1 1741,568 85 10,0227|1,0304762
F4 1 59 0 0 1 1859,246 85 |0,0307| 0,997332
2 71 0 0 1 1962,650 85 10,0437(0,9707038
wartosé 3 70 0 0 1 1776,086 85 10,0442|1,0204134
1,96E-
03 4 58 0 0 1 1974,069 85 10,0402|0,9678922

Z powyzszych wykreséw wynika,

ze we wszystkich przypadkach

obserwujemy ostabienie wspétczynnika wzmocnienia (modutu transmitancji)
w analizowanym obszarze czestotliwosci od 0,90Hz-1,2Hz. Dla wyzszych
czestosci drgan (okoto 1,7Hz) nie obserwujemy znaczacych zmian wartosci
modutdéw transmitancji, a jedyne nieznaczne przesunigcie widma spowodowane
dodatkowa masa WSTM. Spadek wartosci modutu transmitancji wynosi do 58%
w stosunku do wartosci tego modutu dla ustroju bez WSTM.
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12. Wnioski koncowe

Opracowanie  metod  budowy  macierzy  tlumienia  konstrukcji
wielomateriatowych, nowych elementéw ttumikowych MES, metod budowy
réwnan ruchu ustrojéw z dotaczonymi WSTM, okreslenie réznorakich funkcji
celu przy zagadnieniach optymalizacji oraz zaimplementowane w programie
komputerowym catej sciezki optymalizacyjnej, wraz z catkowaniem réwnan
ruchu ukladéw z dotaczonymi WSTM, stanowi gtéwne osiagniecia autora
niniejszej pracy. Gtowne cele jakie zostaty postawione na poczatku pracy
zostaty osiagniete.

W rozdziale 4 omoéwione zostaty autorskie modele budowy macierzy
ttumienia C. Wyprowadzono roéwnania dla budowy macierzy ttumienia
proporcjonalnego oraz nieproporcjonalnego.

Autorski model MW1, moze by¢ uzywany do budowy macierzy ttumienia
dla duzych wartosci y, > 0,10 (gdzie k — oznacza k — ty materiat w konstrukcji),
lecz nalezy pamigta¢, ze spetnia on warunki ttumienia tylko dla dwdch
przyjetych @ oraz ;. Dla pozostatych czgstosci drgan wiasnych uzyskujemy
zanizone lub zawyzone wartosci ttumienia postaci drgan wiasnych ttumionych.

Natomiast autorski model MW2, budowy macierzy tlumienia
nieproporcjonalnego z bardzo dobrym przyblizeniem okre$la tlumienie
odpowiadajace poszczeg6lnym czestosciom drgan wiasnych tlumionych.
Mozemy przyja¢, ze nawet dla duzych wartosci utamka ttumienia krytycznego
7. > 0,10 model MW2, staje si¢ niezbgdny do okreslenia macierzy ttumienia
ustroju.

Autorski model MW3 oraz og6lnie znany ME moga by¢ uzyte do budowy
macierzy ttumienia, tylko dla matych wartosci utamka ttumienia krytycznego
(zazwyczaj spotykanych w ustrojach budowlanych). Dla tych modeli czestosci
drgan wiasnych ttumionych sa roéwne czgstosciom drgan wiasnych
niettumionych, co wynika z zalozen budowy macierzy tlumienia
proporcjonalnego. Jezeli wiec wystapi w ustroju jakakolwiek podstruktura,
odpowiadajaca materiatowi o duzych wartosciach utamka ttumienia, nie nalezy
uzywa¢ tych modeli do budowy macierzy tlumienia. Jezeli uzyjemy
jakiegokolwiek modelu opartego na metodach energetycznych do budowy
macierzy ttumienia konstrukcji z dotaczonymi WSTM (dla ttumikéw wartosci
utamka ttumienia krytycznego sa wieksze od 0,10), otrzymamy niewlasciwe
czestosci drgan wiasnych ttumionych, a takze utamki ttumienia krytycznego
(odpowiadajace tym czestosciom).

W literaturze bardzo czesto buduje sie od podstaw réwnania ruchu uktadu
z dotaczonymi WSTM. Dla kazdego przyktadu obliczeniowego prowadzona jest
cata analiza postaci macierzy globalnych M, K, C. Zastosowanie elementéw
STM-2D oraz STM-3D (por podrozdziat 6.1) umozliwia potraktowanie
problemu jako standardowego problemu MES w ktdrym sa wykorzystywane
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nowe elementy STM-2D oraz STM-3D. Wprowadzenie tych elementow
umozliwia analizowanie uktaddw, do ktérych dotaczono WSTM o kierunkach
dziatania niekoniecznie zgodnych z globalnymi kierunkami X, Y, Z. Ma to
bardzo duze znaczenie praktyczne dla uktadéw o bardzo skomplikowanej
geometrii oraz skomplikowanych formach drgan, gdzie moze zajs¢ koniecznosé
zastosowania pojedynczego STM na kierunku nie zgodnym z osiami globalnego
uktadu wspotrzednych XYZ.

W rozdziale 6 przedstawiono sposéb budowy poszczeg6lnych macierzy
elementéw opisanych standardowym modelem reologicznym (SMR).
Wprowadzono pojecia elementu TD-SMR-2D oraz elementu TD—SMR-3D.
Sa to catkowicie nowe elementy MES, ktdére moga by¢ zastosowane
w programach obliczeniowych MES. Dla modelu SMR tak jak i modelu
reologicznego Maxwella, korzystniej jest wprowadzi¢ element MES
z dodatkowym stopniem swobody. Podejscie takie eliminuje pojawienie sig
w réwnaniach ruchu sktadnika z pierwsza pochodna sity ttumienia F(t), co
Znacznie upraszcza analize dynamiczna ustrojéw z dotaczonymi ttumikami tego
typu.

Przedstawiony w podrozdziale 6.4 spos6b budowy uktadu réwnan,
uwzgledniony w autorskim programie, znaczenie redukuje czasochtonnos¢
obliczen dla bardzo duzych uktadéw i moze by¢ stosowany dla réznorakich
konstrukcji, poczynajac od wielkopotaciowych przekry¢, mostow, ktadek
a skonczywszy na budynkach wysokich. Mozna nawet postawié¢ teze, ze dla
bardzo duzych ukladéw (tysiace stopni swobody) jest to jedyny sposéb na
uporanie sie z problemem optymalizacji parametrow WSTM.

W rozdziale 11.1 przeprowadzono analizg WSTM przy zastosowaniu
roznych metod optymalizacyjnych. Podczas wykonywania obliczen
optymalizacyjnych standardowymi metodami gradientowymi: MNS1 oraz
MNS2, a takze zmodyfikowanymi metodami gradientowymi: ZMN1 oraz
ZMNZ2 nie uzyskano w ogole rozwiazania. Sa one bardzo czute na ,waskie
doliny” w przypadku miniméw lokalnych.

Uzywajac metod GA (algorytm genetyczny) oraz SA (symulowane
wyzarzanie) otrzymujemy zbiezne parametry WSTM oraz wartosci funkcji celu.
Metody bezgradientowe HJ (Hooke'a - Jeevsa) oraz POW (Powella
z minimalizacja kierunkowa metoda ztotego podziatu odcinka), okreslity
w przyktadach obliczeniowych jedynie minima lokalne, nie okreslajac minimum
globalnego funkcji celu. Dlatego tez stosowanie tych metod jak i pozostatych
standardowych metod gradientowych nalezy szczeg6towo rozwazyé przy
zagadnieniach optymalizacji ustrojoéw z dotaczonymi WSTM.

Takze w tym samym rozdziale potwierdzono teze 0 poprawnosci
i mozliwosci stosowania autorskich postaci funkcji celu. Przyjecie funkcji celu
w postaci maksymalnej wartosci w przedziale z modutu transmitancji, czy tez
z gestosci widmowej odpowiedzi stanowi alternatywe dla og6lnie znanych
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postaci funkcji celu: maksymalnego przemieszczenia oraz odchylenia
standardowego odpowiedzi. W zasadzie wszystkie przyjete postacie funkcji celu
moga by¢ stosowane w zagadnieniu optymalizacji WSTM. W zaleznosci od
charakteru obciazenia nalezy wybrac:
o funkcje oparte na catce w przedziale z transmitancji dla wymuszen
o0 charakterze harmonicznym (funkcje F1, F3, F5, F7, F9);

o funkcje oparte na wyszukiwaniu maksymalnej wartosci w przedziale w
przypadku wymuszen o charakterze biatego szumu (funkcje F2, F4, F6,
F8, F10).

W rozdziale 11.1 potwierdzono teze, iz wielokrotne strojone ttumiki masowe
(WSTM) skuteczniej ttumia drgania, spowodowane réznymi rodzajami obciazen
dynamicznych, od pojedynczych strojonych ttumikéw masowych (STM), oraz
ich skutecznos¢ przy rozstrojeniu konstrukcji gtéwnej. Mozna przyjaé, ze przy
zatozeniu matej réznicy pomiedzy obliczonymi czestosciami drgan wiashych
ustroju a wyznaczonymi dla rzeczywistej konstrukcji, nie przekraczajacymi 5%
,celowe jest stosowanie WSTM zamiast pojedynczego STM.

Stworzony program komputerowy DAMP—SYM moze stanowié¢ narzedzie
przydatne w obliczeniach wszelkiego typu konstrukcji z dotaczonymi WSTM.
Przeprowadzone analizy potwierdzaja te teze. Program jest stosunkowo prosty
w obstudze oraz zawiera szeroki wachlarz metod optymalizacyjnych jak
i postaci funkcji celu.

Analizy przeprowadzone w niniejszej rozprawie wraz z programem
komputerowym zostaty wykorzystane do zaprojektowania masowych ttumikdéw
drgan na stadionie w Poznaniu i beda mogty by¢ wykorzystywane przy
projektowaniu lekkich, skomplikowanych konstrukcji inzynierskich
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