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Wstep

Istnieje wiele wspaniatych ksiazek poswieconych zaréwno Metodzie Elemen-
tow Skoniczonych (MES) jak i Metodzie Elementow Brzegowych (MEB). Dla-
tego powstaje pytanie czy warto napisac jeszcze jedna. I odpowiedz na to py-
tanie jest twierdzaca, jako ze problemy techniczne sa niezwykle roznorodne,
maja tak wiele niuansow, ktoére nie sposob jest zawrze¢ w jednej, choéby
najbardziej obszernej monografii.

Niniejsza ksiazka zawiera jedynie podstawy obu metod, ktére pozwola czytel-
nikowi przystapi¢ do samodzielnego napisania kodu, rozwiazujacego proste,
akademickie przyktady, a bedace jedynie wstepem do samodzielnej, bardzie;
ambitnej pracy. Stad, wszedzie tam gdzie to bylo mozliwe, tekst jest ilustro-
wany przyktadami, pozwalajacymi doglebnie zrozumieé¢ wylozony material.
Tematyka zawarta w niniejszej ksiazce, ciazy ku zagadnieniom modelowania
zagadnien prostych i odwrotnych tomografii przemystowej, nie ograniczajac

jednak ogodlnego spojrzenia na podstawy obu metod.

Jezeli chodzi o MEB, ktéra w mojej opinii jest trudniejsza od MES, to bedac
w Londynie, miatem szczescie pracowaé z Prof. S. Arridge’em nad wielowar-
stwowym modelem gléwki niemowlecia na potrzeby Dyfuzyjnej Tomografii
Optycznej (z ang. Diffusive Optical Tomography — DOT). Praca ta pozwolita

mi zrozumie¢ jak wiele trudnych probleméw mozna modelowaé ta metoda.

Stad bierze sie 'skrzywienie’ tomograficzne niniejszej pozycji. Totez poruszam
pewne zagadnienia (patrz rozdz. 2.5 lub rozdz. 8.5) przydatne w zagadnie-

niach odwrotnych w tym w tomografii impedancyjnej i dyfuzyjnej optycznej



w przestrzeni 2D i 3D.

W czesci poswieconej MEB, szczegdlny nacisk potozylem na zagadnienie cal-
kowania catek osobliwych. Jest to niezmiernie trudny problem, w szczegdl-
nosci dla sformutowania Galerkina. Staratem sie metodycznie pokazaé re-
guty catkowania dla réznych rodzajow elementéw brzegowych. Jest to o tyle
istotne, ze problem ten, cho¢ juz publikowany, jest jednak rozproszony, naj-

czesciej w trudno dostepnych pozycjach literaturowych.

Metoda Elementéw Brzegowych ma pewne niedogodnosci, jak cho¢by uwzgled-
nienie anizotropii czy nieliniowosci materiatowej. Czesciowo te zagadnienia
sa poruszane w tej pracy. W ostatnich rozdzialach, uwaga czytelnika zostata

skupiona na zagadnieniach hybrydyzacji MEB z MES.

Mam nadzieje, ze ksiazka ta, bedzie pomocna dla studentéw i doktorantow
Politechnik oraz inzynieréw zajmujacych sie numeryczng symulacja w roz-
nych dziedzinach nauki i techniki.

Jako autor mam $wiadomos¢, ze nie wszystkie problemy zwiazane z MES i
MEB zostaly w tej ksiazce zawarte. Wiele probleméw zostato zaledwie za-
sygnalizowanych. Ale metody te, a w szczegolnosci MEB sg tak fascynujace,
ze zapewne jeszcze przez diugi czas beda przedmiotem intensywnych badan

i dalszego ich rozwoju.

Za wszystkie uwagi krytyczne nadestane na moéj adres internetowy bede

ogromnie wdzigczny i rozwaze je z najwyzsza starannoscia.

Na zakoriczenie chcialbym serdecznie podzickowa¢ Pani Prof. dr hab. inz.
H.D. Stryczewskiej i Panu Prof. dr hab. inz. A. Krawczykowi, za bardzo
szczegotowe i wnikliwe recenzje, ktore pozwolity usunaé¢ wiele pomytek i nie-

jasnosci jakie pojawily sie w niniejszej pracy.

Politechnika Lubelska,

Jan Sikora (j.sikora@pollub.pl)
Warszawa—Lublin

2009



Olgierd C. Zienkiewicz
(1921-2009)

Na calym swiecie uwazany za ojca duchowego Metody Elementéw Skon-
czonych, Olgierd C. Zienkiewicz urodzil sie 18 maja 1921 r. w Caterham
(Anglia), jako syn Kazimierza Zienkiewicza i Edith V. Penny. Po kilku la-
tach rodzice przeprowadzili sie do Katowic, gdzie ojciec pracowal jako sedzia
okregowy. Olgierd C. Zienkiewicz ukoriczyl w Katowicach liceum (1939 r.).
Wybuch IT wojny swiatowej uniemozliwit mu podjecie studiéw w Polsce. Po-
nownie znalazl sie w Wlk. Brytanii, gdzie skoniczyt Imperial College (B.Sc.),
Diploma Imperial College (Ph.D.-1945 r.) i University of London (D.Sc.).
W latach 1949-1957 byl wyktadowca na Uniwersytecie w Edynburgu, a do
1961 r. profesorem w Northwestern University w Illinois (USA). Od 1961 r.

zwiazal sie z Uniwersytetem Walijskim w Swansea.

Ksiazki i publikacje prof. Zienkiewicza dotyczace metody MES byly jednymi
z pierwszych tego rodzaju na rynku miedzynarodowym, i po dzien dzisiejszy
stanowia obowiazkowsa lekture dla inzynieréw zajmujacych sie obliczeniami
numerycznymi. W 1968 roku, prof. Zienkiewicz zatozyl pierwszy periodyk
poswiecony obliczeniom numerycznym: ,International Journal for Numerical
Methods in Engineering”, ktory po dzien dzisiejszy jest jednym z najwazniej-

szych czasopism naukowych.






17

Rozdzial 1

Wybrane zagadnienia
numerycznej analizy pol

potencjalnych

Rozdzial ten jest poswiecony metodzie residuéw wazonych, ktora jest wy-
korzystywana miedzy innymi do wyprowadzenia rownan bazowych Metody
Elementéw Skonczonych. W Metodzie residuéw wazonych mozna przesledzié
uwzglednianie warunkéw brzegowych. Utatwi to nam zrozumienie tresci ni-
niejszej ksiazki, w ktorej przedstawiono sposéb wyprowadzania réwnan ba-

zowych z wykorzystaniem funkcjonatéw energetycznych.

W metodzie residuéw wazonych korzysta sie z tozsamosci catkowych nazy-

wanych pierwsza i druga formuty Greena (wzorem Greena) [32].

1.1 Formuly Greena

Dla réwnania typu

a(g) = —F. (1.1)



18 Wybrane zagadnienia numerycznej analizy po6l potencjalnych

Angielski matematyk i fizyk (brak Jego podobizny); poczatkowo samouk
(do czterdziestego roku zycia pracowal jako piekarz i mtynarz), w la-
tach 1833-37 studiowal na Uniwersytecie Cambridge; zajmowal sie teo-
rig elektrycznosci i magnetyzmu; w 1828 roku stworzyt podstawy teorii
GREEN potencjatu; w 1839 roku badat odbicie i zatamanie $wiatta w osrodkach

George krystalicznych; wyprowadzil podstawowe rownania teorii sprezystosci.

(1793-1841)

w ktorym operator o wynosi:
alp) = Vi + K, (1.2)
gdzie: k — stala falowa,

spetnionego przez funkcje ¢ w obszarze €) z brzegiem I' (I' = I'; UT'y) praw-

dziwa jest tozsamos¢ zwana pierwsza formula Greena [19,81]:

/ wa(p)dQ) = —/ (gradgo gradw + /<:2cpw) dQ) + /wg—w dr. (1.3)
Q Q

r n

We wzorze (1.3) w jest dowolna funkcja ciagla wraz z pierwsza pochodna
wewnatrz obszaru () i na brzegu I, oraz ciagla druga pochodna wewnatrz

obszaru f2.

Wykorzystanie pierwszej formuty Greena czesto okresla sie jednokrotnym

catkowaniem przez czedci.
Zamiana rolami funkcji ¢ 1 w we wzorze (1.3) prowadzi do zaleznosci:
9 ow
pa(w)dQ = — [ (gradw grady + K*wp) dQ+ [ ¢——dI. (1.4)
Q Q r on
Odjecie stronami (1.3) od (1.4) prowadzi do drugiej formuty Greena:

(paw) —wa(g) d2 = [ (922 —w22) ar. (15)
/ﬂ /p < on on

Wykorzystanie drugiej formuly Greena okresla sie czesto mianem dwukrot-

nego catkowania przez czesci.
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1.2 Metoda residuéw wazonych

Aby funkcja ¢ spelniata jednoznacznie réwnanie (1.1), musi dodatkowo spet-

nia¢ warunki brzegowe.

Przyjmijmy, ze na czedci brzegu I'y spetnia ona warunek Dirichleta:

p=p na I'y, (1.6)
a na pozostalej czesci brzegu I'y warunek Neumanna:
=7 na [s. (1.7)

W metodzie residuéw wazonych poszukuje sie takiej funkcji ¢, ktora spetnia
rownanie (1.1) oraz warunki brzegowe (1.6) i (1.7) w sposob przyblizony w

sensie catek wazonych z waga w:

(4 - ) wdr+ (¢~ Flgrdr, (18)

2 Iy

R:oz(gfv)—i-f:/a(@)wdﬁ—l— fwdQ:/
0 0 r
przy czym:

@ — funkcja interpolujadca,
«
390‘ 1.9
on ( )

>

Interpretacja wzoru (1.8) jest nastepujaca: funkcja ¢ spekniajaca doktadnie
rownanie (1.1) zeruje lewa strone réwnosci (1.8). Jesli ponadto spetnia ona

doktadnie warunki brzegowe (1.6) i (1.7), to prawa strona jest rowniez zerem.

Kazda funkcja ¢ spelniajaca w sposob przyblizony réwnania (1.1), (1.6) i

(1.7) daje roznice (residuum) lewej i prawej strony rownosci (1.8).

Funkcje wagi w wprowadza sie w celu zminimalizowania tego residuum. Aby
zastosowaé we wzorze (1.8) formuty Greena, funkcja ¢ musi spetniaé¢ te same

warunki co funkcja w.
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1.3 Rownania bazowe w metodzie elementow

skonczonych

W metodzie elementéow skoriczonych [67] obszar Q dzieli sie na podobszary

(elementy skoriczone). Funkcje ¢ interpoluje sie w kazdym elemencie naste-

pujaco:
= Z Nip;, (1.10)
i=1

przy czym: ¢; — poszukiwane wartosci funkcji ¢ w weztach elementu, N; —

bazowe funkcje interpolacji, n — liczba weztéw w elemencie.

Funkcje bazowe N; maja charakter lokalny, tzn. przyjmuja wartos¢ zerowa
poza swoim elementem. Ponadto sa one tak zbudowane, ze zapewniaja cia-
glos¢ tylko funkeji pola ¢ na granicy sasiadujacych ze soba elementow. Cza-
sem stosuje sie takie funkcje bazowe, ktore zapewniaja rownoczesnie cigglosé
pochodnej normalnej funkeji pola ¢ = 8 2 wzdhuz granicy elementow. Zagad-

nieniom tym poswiecony bedzie rozdmal 4.

Aby uzyska¢ rownanie bazowe MES nalezy do wzoru (1.8) zastosowaé¢ me-
tode Galerkina, ktora polega na przyjeciu za funkcje wagi lokalnych funkcji
bazowych N; (patrz wzor (1.10)) |81]. Lokalny charakter funkcji wagi zmienia

posta¢ wzoru (1.8), wynikajacego z metody residuéw wazonych.

Ze wzoru (1.8) nalezy wyodrebni¢ posta¢ odpowiadajaca funkcjom wagi IV;
zwiazanym z elementami nie przylegajacymi do brzegu (elementy wewnetrzne)

— por. wzor (1.8):

Z/edeQ+Z/ 2)N; dQ = Z]{ ) N;dl,  (1.11)

przy czym: Q¢ 1'° — odpowiednio obszar i brzeg elementu o numerze e, [ —

liczba elementow, w sktad ktorych wchodzi wezet 7.

We wzorze (1.11) g jest warunkiem brzegowym na brzegu elementu e, wyni-

kajacym z wyznaczenia rozktadu funkcji ¢ w elementach z nim graniczacych.
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Matematyk rosyjski. Studiowal mechanike na uniwersytecie w St. Pe-
tersburgu. Zaraz po ukoniczeniu studiéw poswiecil sie pracy politycznej.
W 1907 roku zostal aresztowany i skazany na 1,5 roku wigzienia. W
wiezieniu stracil zainteresowanie polityka, poswiecajac sie catkowicie
pracy naukowej. W roku 1915 opublikowal artykul, w ktérym po raz
pierwszy przedstawil podstawy metody analizy zagadnienn brzegowych
do dzi$ stosowane nie tylko w mechanice, ale we wszystkich zagadnie-
niach fizyki matematycznej. W latach 20-tych stal sie znanym i cenio-
GALERKIN | nym naukowcem na calym $wiecie, skutkiem czego w latach 30-tych
Boris G. petnil szereg najwyzszych stanowisk naukowych w 6wczesnym Zwiazku

(1871-1945) Radzieckim. Zmart wkrotce po Il-giej wojnie swiatowej z powodu wy-

czerpujacej pracy w czasie wojny.

We wzorze tym nie ma sktadnika frl(gb —7°) %Ni dl', gdyz funkcje N; zapew-

niaja ciaglo$¢ ¢ na granicy elementow.

Stosujac pierwsza formute Greena do wzoru (1.11) otrzymuje sie nastepujace

rownanie bazowe dla elementéw wewnetrznych:

l !
Z/ fN; dQ — Z/ (gradg gradN; + k*¢ N;) d2=0.  (1.12)
e=1 ¢ e=1 ¢

W powyzszym wzorze calki fre q° dl' redukuja sie na skutek zmiany znaku
pochodnej normalnej po przejéciu do sasiedniego elementu. Jezeli funkcja
wagi N; jest zwiazana z elementami przylegajacymi do brzegu I'y(I'{) lub

['5(T%), to posta¢ rownania w metodzie residuéw wazonych jest nastepujaca:

l l
Z/ fNidQ+Z/ a(p) N; dQ = (1.13)
e=1 N e=1 N
l l ON l

= > [y Y [ e-pta Y [ a-rmar
e=1 rg e=1 i e=1 s

przy czym: I'* = ' UT'S UL, gdzie I'§ jest ta czescia brzegu elementu, ktora

nie przylega do brzegu rozpatrywanego obszaru.

Po zastosowaniu do wzoru (1.13) pierwszej formuly Greena otrzymuje sie
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roOwnanie bazowe dla elementow przylegajacych do brzegu:

l l
Z / fN; dQ—Z / (gradp gradN; + K2 N;) dQ+  (1.14)

+ Z Na¢dr_ Z/ qur+Z/ - %df

Jezeli indeks ¢ bedzie zmienial si¢ od 1 do ostatniego wezta obszaru n, wtedy

z rownania (1.14) powstanie uktad rownan algebraicznych.

Na ogot we wzorze (1.14) nie uwzglednia sie skladnika zawierajacego wyra-
zenie (¢ — P), gdyz komplikuje to obliczenia numeryczne. Warunki brzegowe
Dirichleta wprowadza sie w nieco inny sposob. Z réwnania macierzowego
eliminuje sie te zmienne, ktérym nadano warunki brzegowe Dirichleta, lub
modyfikuje sie odpowiadajace im wiersze macierzy wspotczynnikéw i ele-
menty wektora prawych stron, tak aby spetnié¢ nalozony warunek brzegowy.

Szczegoly zostana podane w rozdziale 2.1.1.

Taki sposob wprowadzania warunku brzegowego pierwszego rodzaju (Diri-

chleta), pozwala rowniez pominaé sktadnik fre Ni% dI’ w robwnaniu bazowym
1

(1.14).

Wzory (1.12) i (1.13) zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze wartosci g°
obliczone w dwu sasiednich elementach wzdtuz wspolnego brzegu sa takie
same (tylko przeciwnego znaku). Jak wiadomo, zalozenie to nie jest spel-
nione, gdyz funkcje N; nie zapewniaja cigglosci pochodnej normalnej funkcji
¢ do brzegu obszaru. Przyjete zatozenie jest jednym ze Zrédet btedu metody

elementow skonczonych.
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Rozdzial 2

Metoda Elementéw Skonczonych

W teorii pola elektromagnetycznego czesto spotykamy sie z problemami, w
ktorych wystepuja zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych czastko-

wych drugiego rzedu o ogdlnej postaci:
Viu + k*u = —f, (2.1)

gdzie: u jest szukana wielkoscia polowa (najczesciej potencjatem skalarnym

¢ lub wektorowym A), natomiast ki f — statymi.

W elektrotechnice mamy najczesciej do czynienia z trzema rodzajami zagad-
nien brzegowych: pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju. Zagadnienie
brzegowe pierwszego rodzaju (zagadnienie Dirichleta), polega na poszukiwa-
niu rozwigzania rownania rézniczkowego czastkowego (2.1) w pewnym ob-
szarze, przy czym na brzegu tego obszaru spetlniony jest warunek brzegowy

pierwszego rodzaju (warunek Dirichleta):
u(P) = h(P), (2.2)

gdzie: h(P) jest funkcja zadana na brzegu badanego obszaru, a P — punktem

na tym brzegu.

W przypadku zagadnienia brzegowego drugiego rodzaju (zagadnienia Neu-

manna) poszukuje sie rozwiazania rownania (2.1) w pewnym obszarze, na
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Metoda Elementéw Skorczonych

DIRICHLET
Johann

Peter G.L.
(1805-1859)

Urodzit sie w Diiren. Byl uczniem G.S. Ohma. Dzieki rekomendacji
Alexandera von Humboldta powrocit do Niemiec i w roku 1827 rozpo-
czal prace naukowa na uniwersytecie we Wroctawiu. Nastepnie przeniost
sie do Berlina, gdzie wykladal przez polowe swego zycia. Poslubil Re-
becce Mendelssohn, jedna z siostr stynnego kompozytora. W roku 1855
przejal na uniwersytecie w Getyndze posade zmarlego Carla Gaussa.
Niestety, nie cieszyl sie tym stanowiskiem zbyt dlugo, zmart na zawatl
serca w cztery lata po objeciu tego stanowiska. Byl cztonkiem berlin-
skiej i francuskiej Akademii Nauk. Udowodnil istnienie nieskonczenie
wielu liczb pierwszych, pracowal nad problemem funkcji harmoniczne;j.
W roku 1837 zaproponowal nowe podejscie do okreslania funkeji (jako

zwiazku dowolnego argumentu x z doktadnie jedng wartoscia y).

NEUMANN
Carl Gottfried

(1832-1925)

Syn stynnego fizyka Franza Neumanna (1798-1895). Jego matka byta
szwagierka Friedricha Wilhelma Bessela (1784-1846). Urodzil sie¢ w Kro-
lewcu, studiowal na tamtejszym uniwersytecie, gdzie w roku 1855 otrzy-
mat tytul doktora. Tezy swojej habilitacji przedstawil na uniwersytecie
w Halle. W roku 1860 opublikowal prace na temat zagadnienia Diri-
chleta i ’potencjatu logarytmicznego’, jak go nazwal. Wyniki Neumanna
zostaly wykorzystane 30 lat p6zniej przez E. Picarda do rozwiazywania

roéwnan rézniczkowych czastkowych.

POISSON
Simeon-Denis
(1781-1840)

Urodzony we Francji, wystany do Fontainebleau, aby pobiera¢ nauki w
Ecole Centrale. Wykazywal niezwykly talent do matematyki. Zdaje eg-
zaminy do Ecole Polytechnique w Paryzu, a jego nauczycielami zostaja
miedzy innymi Laplace i Lagrange. Zostaje asystentem w wieku lat 19,
dzieki rekomendacjom Laplace’a, a w 1802 roku mianowany zostaje na
stanowisko Associate Professor, aby w cztery lata potem obja¢ stano-
wisko profesora po Fourierze. W 1813 roku wyznacza pole elektryczne
od tadunkéw rozmieszczonych w ciele, dzieki czemu zostaje wybrany do

Akademii Nauk. Poisson ma wielki wkiad w rozwo6j matematyki i fizyki.

LAPLACE
Pierre-Simon
(1749-1827)

Urodzony we Francji, dzieki wstawiennictwu D’Alamberta zostal w
wieku lat 20-tu profesorem Matematyki w Paryskiej Szkole Wojskowej.
Po kilku latach zostal egzaminatorem krélewskiego korpusu artylerii i
zrzadzeniem losu egzaminowal 16-to letniego podporucznika Napoleona
Bonaparte. Po dojsciu Napoleona do wtadzy Laplace zostal nagrodzony
stanowiskiem Ministra Spraw Wewnetrznych a po krotkim czasie zostal
Marszalkiem Senatu. Nazywany przez Poissona ’Newtonem Francji’,

wniost ogromny wkiad do matematyki (transformacja Laplace’a).
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ktorego brzegu dany jest warunek brzegowy drugiego rodzaju (warunek Neu-

manna):
ou
U~ ), 2.3
S| —ae) (23)
gdzie: g(P) jest funkcja zadana na brzegu obszaru, a % p 0znacza pochodna

funkcji v w kierunku normalnym do brzegu obszaru w punkcie P.

W polu elektrostatycznym, w jednorodnym $rodowisku o przenikalnosci elek-
trycznej € = const i gestodci tadunku przestrzennego w obszarze p, obowia-

zuje rOwnanie Poissona:
Vip=-L. (2.4)

gdzie: ¢ — oznacza potencjal elektryczny. Jesli natomiast w danym obszarze

nie ma tadunku, czyli p = 0, to spetnione jest w nim réwnanie Laplace’a:
V2 = 0. (2.5)

W przypadku harmonicznego pola elektromagnetycznego przyjmuje sie, ze
zespolony wektorowy potencjal magnetyczny A ! wewnatrz obszaru spelnia
rownanie Helmholtza:

V2A - kA= —pd, (2.6)

gdzie:

k? = jwpy [m~2],

w — pulsacja [rad/s],

@ — przenikalno$é magnetyczna [H/m)],
v — przewodnosé [S/m),

J, — wektor zrodtowej gestosci pradu [A/m?2).

Iwielkosci podkreslone oznaczaja wartosci zespolone.
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Istnieje wiele metod rozwiazywania tego rodzaju zadan. W tym rozdziale zaj-
miemy sie tylko metoda elementéw skonczonych. Jest to metoda przyblizona,
ktorej cechg charakterystyczna jest to, ze sprowadza réwnanie rézniczkowe
(2.1) lub (2.6) do uktadu liniowych réownai algebraicznych. Pozwala to na

znalezienie przyblizonego rozwiazania analizowanego problemu.

2.1 Metoda elementéw skonczonych

Idea metody elementéw skoriczonych (MES), jest podzial analizowanego ob-
szaru (tzw. dyskretyzacja) na pewna skoriczona liczbe mniejszych podobsza-
row, zwanych elementami. Elementy te w wierzchotkach, a czasem tez na
bokach, maja wezly. Poniewaz wezly sa wspolne dla elementéw sasiednich,
wiec dany obszar po dyskretyzacji staje sie siatka elementow. Z weztami
zwigzane sa szukane wielkosci polowe — sa one takimi punktami siatki, w
ktorych dana wielkosé jest poszukiwana badz znana, np. warunki brzegowe

typu Dirichleta.

Ogolnie wielko$¢ przez nas szukana wystepuje w wyrazeniu na energie lub
w wyrazeniu proporcjonalnym do energii (np. moc). Dla pola elektrostatycz-

nego mamy:
W—//E(rad )2619—//E 8—90 2—|— 8—(’0 2+ 890

Wyrazenie to mozna traktowaé jako funkcjonal, tzn. wyrazenie catkowe, ktore

Q. (2.7)

funkcji ¢ obszaru ) przyporzadkowuje dokladnie jedng wartosé energii w.
Ogolna postaé¢ funkcjonatu obliczonego na podstawie bilansu energetycznego

jest dla przestrzeni trojwymiarowej nastepujaca:
8¢ 0¢ 0@
dxdydz. 2.8

Dla probleméw opisanych roéwnaniem (2.8), z warunkami brzegowymi trze-
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ciego rodzaju (Robina):

0p B

gdzie: a oraz 3 — wartosci state,

funkcjonal energetyczny w obszarze dwuwymiarowym (2D), odpowiadajacy

rownaniu o postaci (2.1), mozna zapisa¢ wzorem [19]:

// [( ) (%)2+k2(m’9)¢2—2f(w)90 dedy +
i /rR (2w _5“0) (2.10)

gdzie: {2 — obszar dwuwymiarowy, ['gr — brzeg obszaru z warunkami Robina.

Jesli powyzszy funkcjonal wyraza energie, to zgodnie z zasadami sformuto-
wanymi przez Hamiltona, Rayleigha lub Fermata, uktad przyjmuje minimum
energii. W celu okreslenia minimum nalezy przyrownac¢ do zera pierwsza wa-

riacje 2

J(p) =
d d 0 d
- //Q {8_5 ’ (a_i) + a_j 0 (a%j) + K (z,y)pdp — f(w,y)égo] dzdy +

—l—/ (apdp — Bdp) dl = 0.
r

Uwzgledniajac pierwszy wzor Greena [19,32] otrzymujemy:

// {gjcf A L+ Bz, y)e — flo, y)} (6¢) dady +

0
+/ (—SD + ap — B) (0) dl’ = 0. (2.11)
T 871
Dla uproszczenia rozwazan, bez umniejszenia ich ogdélnosci, zajmiemy sie

przypadkiem poél opisanych réwnaniem Laplace’a z warunkami brzegowymi

Dirichleta lub Neumanna.

2Liczenie wariacji polega na poszukiwaniu funkcji minimalizujacej pewien funkcjonat.
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HAMILTON
William
Rowan
(1805-1865)

Hamilton byl niezwykle utalentowanym dzieckiem. Swoja wiedze i ge-
niusz zawdziecza matce — w wieku 5 lat znal tacine, greke i hebraj-
ski (wkrotce poznal wiekszo$é jezykow europejskich, jak rowniez perski
arabski a nawet malajski), w wieku 12 lat zajal sie matematyka. Wstapit
do Trinity College w Dublinie w wieku lat 18. Jeszcze przed ukoncze-
niem zostal profesorem astronomii i Astronomem Kroélewskim. W wieku
lat 30 za osiggniecia naukowe nadano mu szlachectwo. Irlandzki mate-
matyk, astronom i fizyk teoretyczny, profesor i dyrektor Obserwatorium
Astronomicznego Uniwersytetu w Dublinie, cztonek Irlandzkiej Aka-
demii Nauk, wprowadzil wielowymiarowe uogoélnienie liczby zespolonej
(kwaterniony), w mechanice teoretycznej sformutowal zasade najmniej-
szego dzialania (zasada Hamiltona). Byt autorem wielu prac z dziedziny
algebry, rachunku wektorowego, rachunku wariacyjnego, teorii mecha-
niki i optyki. W 1826 zdal egzaminy, ktore uczynilty z niego astronoma
i zaczal prace w Obserwatorium w Dublinie. Byl pierwszym zagranicz-
nym cztonkiem Narodowej Akademii Nauk USA.

FERMAT
Pierre
(1601-1665)

Matematyk i prawnik francuski. Autor prac z dziedziny rachunku praw-
dopodobienistwa (prace podstawowe), teorii liczb (wielkie i mate twier-
dzenie Fermata), analizy matematycznej (metody znajdowania ekstre-
mum funkcji) i geometrii analitycznej (rownanie krzywych stozkowych).
W dziedzinie optyki sformutowal zasade Fermata. Studiowal na uniwer-
sytecie w Tuluzie, gdzie ukoriczyt wydzial prawa, a nastepnie od 1631

roku do konca zycia byl radcg prawnym parlamentu w tym miescie.

Funkcjonal energetyczny ma wtedy postac:

J(p) =

1 Oy 2 dp 2 0y
5//9 ky (%) + k, (3_y) dmdy—/rgoa—ndF, (2.12)

gdzie: k;, k, — stale materialowe $rodowiska, odpowiednio w kierunku osi

1o0siy.

Jak juz wspomniano, w metodzie elementéw skoriczonych badany obszar

dzieli sie na podobszary, czyli elementy skoriczone (rys. 2.1a). Do dyskretyza-

cji obszaréw dwuwymiarowych uzywa sie najczesciej elementow trojkatnych
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lub prostokatnych, a do obszaréw tréjwymiarowych — elementéw czworoscien-

nych lub szescio$ciennych (prostopadtosciennych).

a) b)

KO,

=<V

i o

Rys. 2.1. a) Dyskretyzacja obszaru dwuwymiarowego elementami trojkatnymi,

b) trojkatny element skonczony

Pojedynczy element trojkatny przedstawia rys. 2.1b. Wewnatrz tego elementu

funkcje interpoluje sie wielomianem stopnia pierwszego: ¢ = ay + asx + azy.
Wartosci funkeji ¢¢(z,y) w weztach trojkata ijk spelniaja ukltad rownan:

Yi = 1+ 0 + a3y,
QDJ' = o + Oégl’j + agyj, (213)

Yr = Q1+ QT + Q3y.

Rozwiazujac ten ukitad réwnan wzgledem wspolczynnikow aq, as, ag, przy
znanych wspolrzednych wierzchotkow trojkata, po przeksztatceniach, otrzy-
mamy:

1

= A [(ai+bix+cy) pi+(aj+bjx+cy) @j+(ag+brr+cpy) wi], (2.14)

gdzie: a; = x;yr — 2xY;, bi = Y; — Yk, ¢; = T — T;, & pozostate wspolezynniki

otrzymuje sie przez cykliczne przestawienie indekséw ¢, j, k, natomiast A
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jest polem trojkata ijk:

1 1 Ti Yi
L xp oy

Wzor (2.14) mozna takze zapisa¢ w postaci macierzowej:

i
o =| N Ny N | g | =Ne, (2.16)
Pk
przy czym:
Ny, = SA (@m + by + cny) , m=1i,7j,k. (2.17)

Funkcje N,, sa bazowymi funkcjami interpolacji, nazywanymi w mechanice
funkcjami ksztattu elementu (zaleza od wspotrzednych wierzchotkow), N jest
macierza funkcji bazowych, a ¢ — wektorem poszukiwanych wartosci ¢ w

weztach i, j, k elementu.

Zadanie wyznaczenia funkcji ¢ sprowadza sie zatem do obliczenia wektora
kolumnowego ¢ w calym obszarze, poprzez minimalizacje funkcjonatu J(p)
(wzor (2.12)). Minimalizacji funkcjonatu dokonuje sie wzgledem wartosci

funkcji ¢ we wszystkich weztach, tzn. wzgledem wektora:

©1

o= "1 (2.18)

Pr

gdzie: r — calkowita liczba weztéw obszaru (). Warunek konieczny istnienia

minimum funkcjonalu J ma postac:

2

o1

21
91 e |y (2.19)
dp :

aJ

Opr
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Catkowity funkcjonat jest suma funkcjonatéow dla poszczegdlnych elementow

J= E J;¢, wiec typowe réwnanie na minimum funkcjonalu ma postac:
i=1

Z OJ; _ (2.20)

=1

gdzie: ne oznacza liczbe wszystkich elementéw w obszarze €).

Zaleznosé ta pozwala sformowaé¢ uktad rownari minimalizujacych funkcjonat.
Rozwiazanie réwnania roézniczkowego zostalo wiec sprowadzone do rozwia-
zania uktadu rownan algebraicznych. Rozniczkujac funkcjonat J¢ zgodnie ze
wzorem (2.12) wzgledem wartosci ¢ w weztach elementu i dla uproszcze-
nia zakladajac jednorodne warunki brzegowe drugiego rodzaju (Neumanna),

otrzymamy:

0J° agp 0 [0Op dp 0 [0yp
= — 2.21
Oom // [ “Ox 8gom ((%U) Ry, oy 8g0m (8y dudy, ( )

przy czym m = i, j, k.

Po uwzglednieniu nastepujacych zaleznosci:

€ (701 e (IDZ
09" o oM om 07" _[ow on on,
9r L oe B x| | %[> gy Lo o oy || Y
Pk Pk

oraz

0 8@6 o 0 8P@ ODG 8ﬁﬁ; o 8Pﬂn
0P (8x)  Opm < ox * * oz 7 * Ox <'Ok) Oz’ (222)

0 8@6 0 GP@ 8AG 8D&; 8Pﬁn
_ O O ) 90 2.2

gdzie: m =i, j, k a wzor (2.21) przeksztalci sie do postaci:

oJ¢ e e e
ag{vi hg; h’ij hg, i
aJe e e e P e e

aJ¢ e e e
oon hi; hkj Nk Pk
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gdzie: ij — ty element macierzy wspotczynnikéw wynosi:

hij = / / {k ON; ON; ), ONiON; dady. (2.25)

*0r Ox Yoy Oy
Wystepujaca we wzorze (2.24) macierz h® nazywana jest macierza ele-

mentu. Dla elementu trojkatnego macierz ta jest dana wzorem:

1 k)xbzbz + kaCZ‘Ci k?xbzbj + kyCiCj kmbzbk + k:ycz‘ck
h® = E k‘xbjbl + kijCi k‘xbjbj + k’ijCj k’rb]bk + k‘ijCk . (226)
kxbkbl + kkaCi kzbkbj + kkaCj ]ﬂxbkbk + kkaCk

Uwzgledniajac (2.21), dla calego obszaru zapiszemy:

oJ

— =Hp=0. 2.27

90 ¢ (2.27)
gdzie: H;; = Z hi;, a sumowanie nalezy przeprowadzi¢ po wszystkich ne ele-

k=1
mentach obszaru.

Macierz H nazywana jest macierza stanu. Ma ona wymiar r X 7r, a
jej wyrazy, dla wiekszosci przyktadow, sa ulozone symetrycznie wzgledem
gtownej przekatnej, w pasmie o szerokosci d, gdzie d < r (macierz pasmowa).
Dla duzej liczby elementow wiekszosé wyrazow tej macierzy jest réwna zeru

(macierz rzadka).

W uktadzie rownan (2.27) uwzglednione sa juz jednorodne warunki brzegowe
Neumanna. Natomiast warunki brzegowe Dirichleta uwzglednia si¢, modyfi-
kujac odpowiednio macierz H. Aby zagadnienie miato jednoznaczne rozwia-

zanie, co najmniej jedna wartos¢ weztowa musi spetnia¢ warunek Dirichleta.

Tok postepowania przy formowaniu macierzy stanu i wprowadzaniu warun-
kéw brzegowych zostanie objasniony na najprostszym, dwuelementowym ob-
szarze, przedstawionym na rys. 2.2. Na rysunku zaznaczono lokalng i glo-
balna numeracje weztéw. Numeracja lokalna (i, j, k) przeprowadzana jest
w pojedynczym elemencie, natomiast numeracja globalna (od 1 az do 4),
objete sa wszystkie wezty obszaru. Strzatka oznacza kierunek numeracji lo-

kalnej, zapewniajacej dodatnig wartos¢ pola elementu skonczonego.
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Przykiad 1

Wyznaczy¢ rozktad potencjalu w obszarze przedstawionym na rys. 2.2, dla

nastepujacych warunkéw brzegowych Dirichleta: ¢y = 10V oraz p3 = 0V.

3 4
¢ 3:OV i k

—

¢,=10V

Rys. 2.2. Numeracja wezltow i elementoéw w obszarze

Oznaczajac macierz elementu pierwszego jako h"Y . a macierz elementu dru-
giego jako h® . macierze wspotezynnikéw dla poszezegolnych elementéw mozna

zapisa¢ wzorami:

— dla elementu (1)
hy g g [ e
1 1 1
h% h%{; h%.i% e |, (2.28)
Ry hkj i ¥3

gdzie: © — odpowiada weztowi 1, 7 — weztowi 2 a k — weztowi 3.

— dla elementu (2)

K2 K2 T e

LY

he n? hl) 0o | - (2.29)

Ji

2 2 2
e

gdzie: 1 — odpowiada weztowi 3, 7 — weztowi 2 a k — weztowi 4.
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Sumujac po obu elementach otrzymamy réwnanie stanu dla calego obszaru:
i by by 0 [ e
(1 @) 2 5@ 2 32
O o R A
by g —g)hij By, ‘(’;)hz‘z‘ hzé) ©3
0 hkj B Py, P4

(2.30)

o o O O

Aby uwzgledni¢ warunki brzegowe o = 10V oraz p3 = 0V, z macierzy stanu
obszaru eliminujemy wiersze i kolumny odpowiadajace danej niewiadomej o
czy tez w3, przeksztalcajac jednoczesnie wektor prawych stron. Otrzymujemy

zmodyfikowany uktad rownan:

(1) _10p@
N R I (231)
0 h 10n”
kk ¥4 T
Przyjmujac poczatek uktadu wspotrzednych w wezle 1 i dla jednostkowych

Oy

. . . . . . (2)
diugosci bokéw, mozemy wyznaczy¢ wartosci elementow hy;”, h;;”, hyy’ oraz

h,(é.). Po podstawieniu tych wartosci uktad rownan (2.31) przyjmie postac:
10 —10(-1
L ( §> . (2.32)

Oznaczajac zmodyfikowang macierz stanu jako K, a wektor prawych stron

jako R, mozemy zapisaé:
Ky =R. (2.33)

Macierz K, podobnie jak macierz H, jest symetryczna, rzadka i pasmowa,
przy czym pasmo (tacznie z glowna przekatna) w tym szczegolnym przypadku
ma szerokos$¢ d = 1.

Rozwigzanie zadania przy pomocy MES sprowadza sie do rozwigzania uktadu
rownan (2.33), na przyktad metoda eliminacji Gaussa, badz Gaussa-Seidla.
W ten sposoéb wyznacza sie warto$ci potencjalu we wszystkich weztach ob-

szaru. W tym przyktadzie z rozwiazania uktadu réwnan (2.32) otrzymamy

Y1 =951y =5.
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Matematyk niemiecki nazwany przez wspotczesnych ’Princeps Mathe-
maticorum’ (ksiaze matematykow); byt rowniez astronomem, geodeta i
fizykiem. W astronomii obliczyl orbite odkrytej w 1801 roku przez G.
Piazziego pierwszej planetoidy — Ceres, uktadajac i rozwigzujac réwna-
nie 6smego stopnia. Od 1807 profesor Uniwersytetu w Getyndze i dyrek-
tor miejscowego Obserwatorium Astronomicznego. Poczynajac od 1820
GAUSS interesowal sie geodezja, stosujac do triangulacji metode najmniejszych
Carl Friedrich| kwadratow (1821, 1823). Okolo 1816 roku Gauss odkryl geometrig nie-
(1777-1855) euklidesowa. Zajmowal sie réwniez rownaniami rézniczkowymi i teoria

potencjatu (1839).

Niemiecki matematyk, fizyk i astronom. W 1848 opracowal (wraz z

Gaussem) metode rozwiazywania rownan macierzowych. W 1854 zostal

E%%SEIDEL profesorem w Monachium. Pracowal nad teoria optyki, okreslit para-
Philipp metry dotyczace zalamania i dyspersji §wiatta dla réznych materialow.

(1821-1896) W latach 1859-62, we wspotpracy z C.A. Steinheilem, mierzyt jasnosé

planet i gwiazd stalych. Zajmowatl sie réwniez zastosowaniem rachunku

prawdopodobienistwa w astronomii i medycynie.

2.1.1 Warunki brzegowe

Jesli w rozwigzywanym problemie mamy do czynienia z warunkami brzego-
wymi drugiego lub trzeciego rodzaju, to nalezy je uwzgledni¢ przy formu-
towaniu funkcjonatu. W tym celu do funkcjonatu nalezy dodaé¢ dodatkowy

czlon (patrz na przyktad wzor (2.10)).

Zatem w ostatecznym uktadzie rownan (na przykltad 2.33) warunki tego typu
juz sa uwzglednione. Warunki brzegowe pierwszego rodzaju (warunki Diri-
chleta) uwzglednia si¢ dopiero po uzyskaniu, w wyniku minimalizacji funk-
cjonatu, algebraicznego uktadu rownan. Aby uktad rownan (2.30) mial jed-
noznaczne rozwiazanie, nalezy wprowadzi¢ warunki brzegowe Dirichleta co
oznacza, ze wybrane wartosci niewiadomych weztowych powinny przyjac¢ war-

tosci okreslone przez warunki brzegowe.

Jeden ze sposob6éw wprowadzenia warunkéow Dirichleta, na przyktad zasto-
sowany w przykladzie 1, polega na wyeliminowaniu z uktadu réwnan (2.30)

tych zmiennych weztowych, ktore spelniaja warunek brzegowy Dirichleta.
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Ten sposoéb wymaga redukeji wymiaréw macierzy stanu, co dla zadan prze-

mystowych moze by¢ klopotliwe.

Bardziej dogodnym sposobem jest ten, ktory pozostawia niezmieniong liczbe
rownan i dzieki temu mozna uniknaé¢ reorganizacji macierzy H z réwnania
(2.27). Aby wprowadzi¢ do uktadu rownan warunki brzegowe typu Dirichleta,
nalezy zmodyfikowaé¢ w stosownych wierszach macierzy stanu, elementy na

gtownej przekatnej i odpowiadajacy mu element wektora prawych stron.

Metoda ta zaproponowana przez Payne’a i Ironsa, polega na pomnozeniu
elementu diagonali macierzy H przez duza liczbe (duza w stosunku do pozo-
stalych elementéw macierzy np. 10'%), za$ stosowny element wektora prawych
stron R zostaje zastapiony przez warto$¢ warunku brzegowego, pomnozong
przez ten sam duzy wspotczynnik i element diagonali swojego wiersza. Pro-
cedura ta jest powtarzana az do wyczerpania wszystkich weztéw brzegowych,

w ktorych przyjeto warunki Dirichleta.

Zatozmy, ze mamy uktad réwnan z przyktadu 1. Znane sa wartosci potencjatu

w wezle 2 1 wezle 3. Postepujac zgodnie z powyzszym algorytmem otrzymamy:

H;; H;; H; H; Y1 0

Hj Hj10%°  Hye o H; v | _ | Hul076 | (2.34)
Hy,  Hy  HglOY® Hy 3 Hy, 10165

Hy; Hj; Hyy, Hy V4 0

gdzie: By 1 B3 sa zadanymi wartosciami warunkéw brzegowych Dirichleta.

Aby zilustrowaé¢ dziatanie tej metody rozpatrzmy réwnanie drugie:
Hji‘pl + Hjj1015¢2 + ij(ﬂ?, + HleO4 = Hjj101552. (235)

Poniewaz H;;10' > Hj,, gdzie m = i,k,l zatem dzielac obie strony tego

rownania przez H;; 10*° otrzymamy:

Bt tppt oy Mg
H108 7 T2 T g 0 T g qen Tt T

(2.36)

Pomijajac elementy dazace do zera, réwnanie (2.36) przyjmie postac:

P2 = [ (2.37)
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Analogicznie postepujemy z kolejnymi potencjatami.

Procedura ta znalazta szerokie zastosowanie ze wzgledu na tatwos$é¢ imple-
mentacji, a ponadto wymaga ona znikomej liczby operacji. Po takiej modyfi-
kacji macierz zachowuje wlasciwosci macierzy wyjsciowej, tzn. jest pasmowa,

rzadka i jesli byta symetryczna to symetrie zachowuje [19,43].

Po modyfikacji wspotczynnik uwarunkowania macierzy przyjmuje tak duze
wartosci, ze metoda ta nie nadaje sie¢ do stosowania w zadaniach odwrotnych

(na przyktad do optymalnego projektowania lub do zadan tomograficznych).
Przyktad 2

Aby zilustrowa¢ metode Payne’a i Ironsa rozwazmy ponownie przyktad 1.
Tym razem zamiast redukcji niewiadomych zastosujemy opisang powyzej mo-

dyfikacje macierzy stanu, ktorej wartosci wynosza:

1 1.1 g4 1 0
RN R (2.38)
-3 0+0 3 +§ D) @3 0
0 -1+ -3 1 P4 0

Wprowadzajac warunki brzegowe otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:

1 —% —% 0 ®1 0
1 1.10® 0o -3 p2 | _ | 1-10%-10 (2.39)
-1 0 1-10% -1 ©3 1-10%-0 | '

0 -3 -1 1 ©4 0

Latwo sprawdzi¢, ze wektor rozwigzan bedzie wynosit ¢ = [5., 10., 0., 5.]7.

A wiec jest to rozwiazanie identyczne z uzyskanym w przyktadzie 1.

2.1.2 Transformacje uktadu wspéirzednych

Opisany proces po niewielkich przeksztalceniach mozna stosowa¢ do obsza-

row dyskretyzowanych elementami o 4 i wiecej weztach [19,81]. Dokladnosé
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metody elementow skonczonych zwigzana jest z procesem zageszcezania siatki
(rys. 2.3). Aby rozwiazanie przyblizone w tej metodzie byto zbiezne do do-

ktadnego, musza by¢ spelione nastepujace warunki:

1. elementy musza by¢ zmniejszane w taki sposob, ze kazdy punkt rozwa-
zanego obszaru powinien znajdowac sie¢ wewnatrz elementu, niezaleznie

od jego wymiarow,

2. wszystkie poprzednie siatki musza by¢ zawarte w siatce zageszczonej.

0 X 0 X 0 X

Rys. 2.3. Przyklad sukcesywnego zwieckszania doktadnosci siatki: a) obszar po-
czatkowy, b) dyskretyzacja czterema elementami, c) dyskretyzacja szes-

nastoma elementami tréjkatnymi

Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze jesli elementy o brzegach prostoliniowych
sa uzyte do modelowania obszaru z brzegami krzywoliniowymi, to pierwszy
warunek nie jest spelniony i dlatego zbieznosé rozwiazania przyblizonego do
doktadnego moze nie byé¢ zachowana. Mimo to, w praktyce, analizowanie ta
metoda obszaréw o nieliniowych granicach prowadzi do dostatecznie dobrych

rezultatow.

Badany obszar mozna dzieli¢ na dowolne podobszary (np. trojkaty), dlatego
tez w celu uproszczenia dalszych przeksztalceri korzystne jest sprowadze-
nie dowolnego trojkata €2, a wiec dowolnego i-tego podobszaru, do trojkata
unormowanego {2°, przedstawionego na rys. 2.4. Dowolny trojkat Q¢ z ob-
szaru () w uktadzie kartezjaniskim (x, y), zwanym globalnym, ma wierzchotki
Pi(x1,11), Py(2,92), Ps(23,ys3), natomiast trojkat unormowany Q¢ jest troj-
katem potozonym w uktadzie wspohrzednych (£, 7), zwanym lokalnym, przy
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n

R01)

P(0,0) P(LO) &

Rys. 2.4. Trojkat unormowany

czym jest to trojkat prostokatny, a jego przyprostokatne maja dtugosci jed-
nostkowe. Proces takiego przeksztatcenia nazywa si¢ transformacja do uktadu
lokalnego.

Transformacji dokonujemy za pomoca wzorow:

3 3

r=) Ni(&nz, y= Ni(Eny (2.40)

i=1 i=1

gdzie: N, (&,n) oznacza funkcje transformujaca element z globalnego do lo-
kalnego uktadu wspotrzednych. Jezeli funkcje te sa identyczne z bazowymi
funkcjami interpolacji N(z,y) ze wzoru (2.17), to elementy skoriczone nazy-

wamy izoparametrycznymi. Wierzchotki trojkata unormowanego z rys. 2.4
polozone sa w punktach P;(0,0), Py(1,0), P5(0,1).

Zalezno$¢ miedzy wspolrzednymi odpowiednich wierzchotkéw trojkata €2f

(transformacja liniowa), ma postaé:

T =z + (2 — 21)§ + (23 — 1)1,
y=y1+ (e —y)&+ (ys —y1)m. (2.41)

Takie przyporzadkowanie obszaréw umozliwia uzaleznienie funkcjonatu od
zmiennych lokalnych (£, n). Stosujac transformacje liniowa do liniowej funkcji

©(&,m) otrzymuje sie wynik w postaci:

©(&,n) = c1 + o€ + e, (2.42)
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Urodzit sie w Poczdamie, nauke na Uniwersytecie Berliniskim rozpoczat
w 1821r., ksztalcac sie jednoczesnie na trzech kierunkach: filozofii, kla-
syce i matematyce. Ostatecznie poswiecit sie matematyce. W 1825 uzy-
skal tytul doktora i przedstawil Akademii Nauk w Berlinie dokument do-
tyczacy funkcji iteracyjnych (opublikowany dopiero w 1961r.). W 1826r.
przeniost sie do Krolewca. W 1843r. opuscit Krolewiec i powrécit do
Berlina. Jako nastepca Cauchy’ego wniost wielki wktad do teorii wy-
znacznikoéw. Jako pierwszy skorzystal z wyznacznika zwanego dzi$ ja-

kobianem, znajdujacego szerokie zastosowanie w matematyce i oblicze-

JACOBI niach numerycznych. Opracowal metode numerycznego rozwiazywania
Carl Gustav | y1tadow rownan liniowych oraz metody wyznaczania wartosci wtasnych
Jakob

i wektoréow wlasnych macierzy. Zajmowal sie réwniez teorig rozwiazywa-

(1804-1851) nia réwnari rézniczkowych (takze czastkowych), uzyskal szereg waznych

wynikéw w rachunku wariacyjnym.

przy czym:
Oy Oy
Ccy = —, 3= —. 2.43
Zgodnie z zasadami rézniczkowania mozemy wyznaczy¢ pochodna funkcji
bazowej:
ON; ON; 0z ON, 0
i N9 i 99, (2.44)
0& or 06 Oy 0¢
Roézniczkujac podobnie po zmiennej 7, otrzymamy uktad rownan:
oN; ox oy ] [ o A
o€ _ o€ o€ oz _ ox
oN, | — | 9z Oy oN, | oN, |- (2.45)
o o on By By

Macierz J nazywana jest macierza Jakobiego przeksztalcenia (transfor-
macji) do uktadu lokalnego. Mozna ja wyznaczy¢ ze wzorow (2.41). Element

powierzchni dxdy dany jest wzorem:
dxdy = det (J) d&dn, (2.46)

gdzie: wyznacznik macierzy Jakobiego det (J) nazywany jest jakobianem.

Jakobian jest wspotczynnikiem zmiany krotnosci powierzchni elementu przy

przechodzeniu z ukladu kartezjanskiego (z,y) do uktadu lokalnego (£, 7).
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Zaleznosci (2.45) 1 (2.46) sa wykorzystywane do obliczania macierzy elemen-
tow okreslonych wzorem (2.26) w ukladzie lokalnym. Nalezy zauwazy¢, ze
catkowanie w uktadzie lokalnym jest znacznie prostsze, niz w uktadzie glo-

balnym, poniewaz granice catkowania w uktadzie lokalnym, sa state.

Korzystajac ze wzorow (2.40) macierz J akobiego przyjmie postac:

C’)ZN (&, n)x BZN &, ny;
ox O
gr 9y T3 —T1 Ys— W
aZN (& n)x aZN (&.0)yi

on on

przy czym: xi,%yi, T, Yo Oraz rs,ys sg wspolrzednymi w uktadzie kartezjan-

skim, weztow 1,2 1 3 (patrz rys. 2.6).

Przyklad 3

Aby zilustrowaé transformacje i role jakobianu, rozwazmy element trojkatny

przedstawiony na rys. 2.5.

yA

Rys. 2.5. Transformacja z kartezjanskiego ukladu wspoétrzednych do lokalnego
uktadu wspotrzednych

Dzieki zaleznosciom (2.41) mozemy zdefiniowaé potozenie weztéw w lokalnym
uktadzie wspotrzednych. Strzatkami, zaznaczono na rys. 2.5 zmiany potozenia

poszczegblnych weztow.
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Korzystajac z zaleznosci (2.47), jakobian przeksztalcenia dla tego trojkata

WYynosi:

det (J) =det | | 27" 270 2
T3 —T1 Ys— W

Pole trojkata w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych jest rowne A = 2,

0—-2 2-2

=4, 2.48
2—-2 0-2 ( )

natomiast pole trojkata po transformacji jest rowne %, zatem jak widac jako-
bian, ktérego wartos¢ jest rowna 4, jest krotnoscia zmiany (w tym przypadku

zmniejszenia) pola na skutek transformacji.

2.2 Calkowanie w obszarze trojkata

Przy wyprowadzaniu bazowych funkcji interpolacyjnych wyzszych stopni dla
elementow trojkatnych, wygodnie jest stosowaé wspotrzedne powierzchniowe
(patrz [81]).

W przypadku dowolnego punktu P(z,y) w trojkacie o wierzchotkach 1,2, 3
sa to trzy wspotrzedne Ly, Lo, L3 (patrz rys. 2.6) zwiazane zaleznoscia liniowa,

z kartezjaniskim uktadem wspoétrzednych:

x = Lixy+ Lowgy + Laxs,
y = Liyi+ Laya + Lyys, (2.49)
1 — L1 + L2 + Lg.

Dla kazdej siatki L;, Lo, L3 (ktora nie jest wzajemnie niezalezna, lecz zwia-
zana poprzez trzecie rownanie) istnieje odpowiednia, jedyna siatka kartezjari-
ska. W punkcie 1 wspolrzedne: Ly = 1, Ly = 0, L3 = 0 itd. Zwiagzek liniowy
miedzy wspotrzednymi powierzchniowymi a kartezjanskimi wskazuje, ze miej-
scem geometrycznym dla L; sa proste réwnolegle do boku 2 — 3, dla ktoérego
Ly =0.

Latwo tez pokazaé, ze wspolrzedna L, dowolnego punktu P wewnatrz troj-

kata (rys. 2.6) mozna wyrazi¢ stosunkiem pola zacienionego do pola calego
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trojkata:
Pole P—2—3
L, = : 2.
" Pole 1-2-3 (2:50)
Rozwiazujac rownanie (2.49) wzgledem Ly, Lo, L3, otrzymuje sie:
L=0
Ay . 3(Xa.Ys)
0 X
Rys. 2.6. Wspotrzedne powierzchniowe
(a1 + bz + c1y) (ag + box + coy) (as + bsz + c3y)
! 2A e 2A e 27  (251)

przy czym: a;, b;,c;, i = 1,2,3 oraz A liczone sg tak samo jak dla bazowych
funkcji interpolacji (patrz na przyktad wzor (2.14)).

Zwiazki (2.49) miedzy wspohrzednymi kartezjariskimi i powierzchniowymi sa
liniowe, wspotrzedne powierzchniowe moga byé stosowane jako bazowe funk-

cje interpolacyjne liniowe:
Ny = Ly, Ny = Lo, N3 = Ls. (2.52)

Dla trojkata trojweztowego odpowiednie funkcje bazowe wyrazaja sie na-

stepujacymi zalezno$ciami:

N1:£7 NQZna NSZ]-_f_T, (253)
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2.2.1 Calkowanie analityczne

W wielu przypadkach mozliwe jest wyznaczenie catek nad elementem trojkat-
nym, metoda analityczna. Dla wspolrzednych powierzchniowych obowiazuje
nastepujacy wzor [81]:
alblc! 2A
LYLSLS dedy = :
/A 1 Y T b e+ 2)!

gdzie: wspotrzedne powierzchniowe sa okreslone za pomoca wzoru (2.52), na-

(2.54)

tomiast symbole a, b, ¢ sa potegami odpowiednich wspotrzednych powierzch-
niowych. Celem zilustrowania mozliwosci stosowania tego wzoru, rozwazmy

nastepujacy przyktad.
Przyktad 4

Wyznaczmy warto$é nastepujacej calki:

=1/ pr=l—g 1
/g:o (/nzo &n dn) d¢ = oYk (2.55)

Jest to wartos¢ catki nad polem trojkata unormowanego (w lokalnym uktadzie

wspolhrzednych). Wartosé pola trojkata, ktore oznaczamy symbolem A, jak

1

latwo si¢ zorientowa¢ wynosi 5.

Teraz policzmy catke (2.55) wykorzystujac pojecie wspotrzednych powierzch-

niowych. Na podstawie zaleznosci (2.53) 1 (2.52) mozemy napisa¢:
1111012A 1 1

LiLy dA = = — = —. 2.56

.A e (1+1+0+2)! 4 24 (256)

Uzyskalismy ten sam wynik w znacznie prostszy sposob. Tego typu caltki spo-

tykane sa na przyktad w macierzach elementéw sformutowania mieszanego,

o ktorym bedzie mowa w rozdziale 4.

2.2.2 Calkowanie numeryczne

Czesto stosowanym sposobem catkowania numerycznego jest formuta Gaussa-

Legendre’a [81]. Polega to na zastapieniu danej calki suma iloczynow funkcji
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W latach 1775-1780 Legendre byt profesorem 1’Eecole Militaire w Pa-
ryzu, nastepnie w 1’Ecole Normale. Opracowal wtedy kilka zagadnien
zwigzanych z balistyka. W 1782 roku otrzymal za te prace nagrode Aka-
demii Berlinskiej, a w roku 1783 powotano go na cztonka Academie des
Sciences (Paryskiej Akademii Nauk). Legendre zajmowal sie miedzy in-
nymi funkcjami eliptycznymi, funkcjami sferycznymi (wielomiany Legen-
dre’a), rachunkiem wariacyjnym (kryterium istnienia ekstremum calki
LEGENDRE Legendre’a), wyznaczaniem orbit komet, zagadnieniem liczb pierwszych.
Adrien Marie ’ ’

(1752-1833) ?;V 1806 r. odkryt rownoczesnie z Gaussem metode najmniejszych kwa-

ratow.

podcatkowej w odpowiednio dobranych punktach, o funkcjach wagi w;, od-
powiadajacych tym punktom:

1 1—L1 n
I = / / f(Ll, Lo, L3)dL1 dLy = Zwi f(Llia Lo, L3i)7 (2-57)
0 Jo i=1

przy czym: n — liczba punktéw Gaussa w danym tréjkacie, zas Lq;, Lo;, Ls;,
— wspoétrzedne powierzchniowe Ly, Lo, Ly w i-tym punkcie Gaussa. Funkcja
wagi ma taka wlasciwosé, ze jezeli funkcja podcatkowa f(L;, L, L3) jest toz-
samosciowo rowna jednosci w calym obszarze trojkata, to wartosé catki (2.57)

jest réwna polu tego trojkata.

Zatem catkujac w znormalizowanym tréjkacie o polu rownym % (patrz rys.
2.4), to suma wag we wszystkich punktach catkowania wynosi % Wynika to
bezposrednio z zaleznosci (2.57) jezeli za funkcje podcatkowa f(Lq, Lo, L3)

podstawimy wartos¢ 1. Widaé¢ to wyraznie w ostatniej kolumnie Tablicy 2.1.

2.3 Izoparametryczny element czworokatny

Element ten nie jest tak powszechnie znany jak element trojkatny troj- lub
szescioweztowy [19]. Mimo to ma on na tyle interesujace wlasciwosci, ze warto
mu po$wieci¢ nieco uwagi. Nadto przejscie do przestrzeni trojwymiarowe;j
(3D) bedzie znacznie tatwiejsze, gdyz element szescienny stanowi uogélnienie

tego elementu na trzeci wymiar.
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Tablica 2.1. Calkowanie numeryczne dla elementow trojkatnych

Rzad Blgd Punkty Wspotrzedne Wagi
powierzchniowe 2 w;
R=0(h?) a 33, 5 1
Liniowy
: : L 40 ;
R=0(h?) b 0,3 3 3
b c 3.0, % 3
Kwadratowy
7
e . Y 3
11 8
o ; b 2020 %0
f R=0(hY) | ¢ 0,11 L
; 4 b0.d i
3
e 1,0,0 %0
Szescienny f 0,1,0 63—0
g 0,0,1 5—0
a 153 0.225
b a1, b1, b1 0.13239415278850619
R=0(h") c b1, a1, f1 0.13239415278850619
d B1, B1, a1 0.13239415278850619
e g, B2, P2 0.12593918054482713
Piatego stopnia f Ba, g, B2 0.12593918054482713
g B2, Ba, aa 0.12593918054482713

gdzie: wartoici a; = 0.05971587, B; = 0.47014206, ap = 0.79742699 i
By = 0.10128651.

Przyjmijmy, ze funkcja poszukiwana (np. potencjal elektryczny), jest okre-

slona wewnatrz elementu czworokatnego nastepujacym wyrazeniem:
o(x,y) = Z Ty (2.58)
i,
W przypadku izoparametrycznego elementu czworoweztowego (patrz rys. 2.7)
wyrazenie (2.58) przyjmie postac:

p(r,y) = apo + a1z + ap1y + a1z y. (2.59)
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Wspotezynniki wielomianu (2.59) mozna wyznaczy¢ za pomoca wartosci

a) b)
yA na
4 (X4 Ya)
4 (-1,+1) 3 (+1,+1)
3 (X3 Ya)
0 T
1 (%, ¥1)
2 (X o) 1(-1,-1) 2 (+1,-1)
0 X

Rys. 2.7. a) Izoparametryczny element czteroweztowy, b) element czworokatny
po transformacji z kartezjanskiego ukladu wspotrzednych do lokalnego

uktadu wspoétrzednych

funkcji w weztach elementu ¢(F;), gdzie ¢ = 1,2, 3,4 z nastepujacego uktadu

roéwnan:

I 1 y1 my Q.0 80<531,3/1)
Iz yo @2y aLo | _ ©(x2,Y2) (2.60)
I z3 ys x3ys Q0,1 o(r3,Y3)
I xy ys mays a1 ©(T4,Ya)

Po wyznaczeniu wspotezynnikow « i podstawieniu do réwnania (2.58) otrzy-

mamy:

o, y) =Y Ni(w,y)e(wi, vi), (2.61)

przy czym N;(z,y) — bazowa funkcja interpolacji.

W celu ujednolicenia granic catkowania dla wszystkich elementéw, dokonu-

jemy transformacji elementéow czworokatnych do jednostkowego kwadratu,
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za pomoca nastepujacych zaleznosci:

o= Y NlE e = (10— + (1 +E1 - nert

+ 1+ T +n)zs+ (1 — &L +n)z],

(2.62)
J = N = 0= 1 = + (141 —
+ Eir &L +n)ys + (L =&)L +n)ya] -
Na podstawie zaleznosci (2.62), bazowe funkeje interpolacji wynosza;
Nem=30-O0-n,  NfEn)=11+61-n),
Na(em) = T4 +m),  NaEm)=(1-O0+n. (269

4 4

W tym przypadku, najwygodniej jest stosowaé catkowanie numeryczne do
wyznaczenia macierzy elementu. Problemy te zostana oméwione w nastep-

nym rozdziale.

2.4 Element prostokatny czterowezlowy

Element prostokatny czteroweztowy jest przypadkiem szczegdlnym izopara-
metrycznego elementu czworokatnego (patrz rys. 2.8). Poswiecimy mu nieco
uwagi, ze wzgledu na fakt, ze znajduje on zastosowanie w algorytmach to-
mografii przemystowej. Jest bardzo wygodny, gdyz moze byé utozsamiany
z pikselem tworzonego obrazu. Postepowanie jest analogiczne jak poprzed-
nio. Za pomoca transformacji (2.62) sprowadzamy element prostokatny do
jednostkowego kwadratu (patrz rys. 2.7b). Dla uproszczenia wyrazen, wpro-

wadzono nastepujace oznaczenia:

a =Ty— T = T3 — Ty, b =ys—y2=ys— Y,

T1 = Ty, Ty = I3, vy = Y2, Y3z = Y4, (2-64)
1 1

Ty = = (21 + 12), Ym = = (Y1 +y3)-

2 2



2.4 Element prostokatny czterowezlowy 49

yA
4 a 3
¥3:Y4
Y © b
y]_!yz 1 2
0 X1,X4 X m X2,X3 ;

Rys. 2.8. Element prostokatny czteroweztowy o bokach rownolegtych do osi uktadu
wspotrzednych

Bazowe funkcje interpolacji sa zdefiniowane zaleznoscia (2.63). Zatem, przy
zalozeniu ze k, = k, = k, ij-ty element macierzy wspélczynnikéw ma postac
(patrz wzor (2.25)):

ON;ON;  ON; ON;
o . 2.
hij //Qek(aa; 5= " 5y ay)czmdy (2.65)

Calkowanie numeryczne wygodnie jest przeprowadzi¢ w znormalizowanym

elemencie w lokalnym uktadzie wspotrzednych.

Aby obliczy¢ catke we wzorze (2.65) w lokalnym uktadzie wspotrzednych

nalezy:

1. wyrazi¢ ON (x,y)/0x, ON (x,y)/0y przez ON (§,1)/0¢, ON (&,1)/0n,

2. wyrazi¢ element powierzchni dx dy elementem powierzchni dé dn i zmie-

ni¢ granice catkowania.

Zgodnie z regutami rézniczkowania funkcji ztozonej mozna zapisaé:
ON; _ ON; Oz n ON; Oy
of  Ox 06 Oy O¢

W analogiczny sposéb dokonujac rézniczkowania ze wzgledu na zmienng n w

(2.66)

zapisie macierzowym uzyskamy:

ON; oz y aN; oN;
2] — 0 10 Ox _ Ox
81\571- - afc af, oON; | T ON; | - (2-67)

on oy on Jy
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gdzie: J jest macierza Jakobiego.

W rozwazanym przypadku (elementy izoparametryczne) bazowe funkcje in-
terpolacji IN definiujace transformacje wspotrzednych, sa identyczne z funk-

cjami stosowanymi do interpolacji funkcji stanu, tzn:
4
T = Z Ni(&,m)x; = Ny + Noxy + Naws + Nywy,
i=1

4
y = Z N;(&,m)y; = Niyr + Nayo + Nays + Nyya. (2.68)
i1

oraz:

4

o = Y Nil&mpi = Nigr+ Nows + Nops + Naps. (2.69)
=1

Na podstawie danej transformacji mozemy wyznaczy¢ transformacje odwrotng

do niej:
5 . 2 x_l’1+l’2+l’3+l’4 —2($—LE>
a 4 a mo
2 Yi+y2+ys+us 2
= —|y— = —(y — Ym). 2.70
n ; <y 1 5 = Ym) (2.70)
Dla tego elementu macierz Jakobiego i macierz do niej odwrotna wynosza
odpowiednio:
C g T [0z oy ] [ a ]
J = S I Sl=12 .1 (2.71)
i Jor Jao | o oy | I 0 3 |
- - o on ] _ -
- -1 -1 | — | % @ - 2 :
| Jo Jxn ] | 3y a_;l ] i 0 3 ]

W celu przetransformowania elementu powierzchni, nalezy obliczy¢ wyznacz-
nik macierzy Jakobiego J. Wéwczas element powierzchni dz dy mozna wyra-

zi¢ zalezno$cig:

dx dy = det(J) d€ dn = azbdf dn. (2.73)
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Jak to juz bylo wspomniane w poprzednich rozdziatach jakobian przeksztat-
cenia det(.J), jest wspotczynnikiem krotnosci zmiany powierzchni elementu

przy przechodzeniu z uktadu kartezjanskiego (z, y) do uktadu lokalnego (£, 7).

Granice catkowania sg granicami znormalizowanego elementu. Po wyznacze-
niu macierzy Jakobiego, zaktadajac dla uproszczenia, ze wspoélczynnik ma-
terialowy jest rowny jednosci, catke ze wzoru (2.65) mozna przedstawi¢ w

nastepujacej postaci:
ON; ON; 8]\7 ON;
P dzdy =
i //e(ax Oz aya)‘”y

1ON; ON; L ON;
= / /1 [( 11 85 +J5 on )(Jnl ¢ "‘Jmla_n])+

ON; 1ON; ON; 1ON;

+ <J21 ('35 J22 an )(Jm ¢ J22 an )] det(J) dédn =

_// 48N8N+48N8N —fd

~ ) ) \@2ac ag T oy oy =

1 1

- // (a o¢ o b on an) e (274)
gdzie
ON; 1 (9N2_ 1 8N3_ 1 %__1
0N, 1 GNQ_ 1 8N3_ 1 8N4_ l _
S =110, GE=—0, Fieeir0, =400
Przyktad 5

Rozwazmy ponownie obszar kwadratowy z przyktadu 1, tym razem dyskre-
tyzujac go elementami czworokatnymi. A méwiac dokladniej caly obszar sta-

nowi¢ bedzie jeden element skoniczony jak przedstawiono na rys. 2.9.

Wykorzystujac zaleznosci podane wzorem (2.74), macierz jednego elementu
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¢ =0V | k

$,=10V
>

V

Rys. 2.9. Analizowany obszar z warunkami brzegowymi typu Dirichleta

prostokatnego, ktora w tym przypadku jest macierza calego obszaru wyniesie:

0.6667 —0.1667 —0.3333 —0.1667
—0.1667  0.6667 —0.1667 —0.3333
—0.3333 —0.1667  0.6667 —0.1667
—0.1667 —0.3333 —0.1667  0.6667

(2.75)

Po wprowadzeniu warunkow brzegowych Dirichleta, tatwo mozemy sie prze-
kona¢, ze uzyskamy rozwiazanie identyczne jak w przypadku dyskretyzacji

elementem trojkatnym.

2.4.1 Numeryczne i symboliczne catkowanie

macierzy stanu

Z reguly wspotezynniki macierzy MES (2.74) oblicza sie numerycznie (patrz
tablica 2.2), ale dla elementu kwadratowego mozna je obliczyé symbolicz-
nie, tak jak to byto w przypadku elementu trojkatnego. Mozna do tego celu
wykorzysta¢ program Mathematica albo symboliczny toolbox MATLAB-a.

Poréwnanie czasu w jednostkach umownych dla catkowania numerycznego i

symbolicznego macierzy stanu przedstawiono w tablicy 2.3.

Jak wida¢ w tym przypadku caltkowanie symboliczne jest bezkonkurencyjne.
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Tablica 2.2. Wspolrzedne punktow calkowania i wspolezynniki wagi

n

~.

& lub n;

wy

~1/V3
+1/V3

1
1

—/15/5
0
+v/15/5

5/9
8/9
5/9

-0.86113631159495257522
- 0.33998104358485626480
+0.33998104358485626480
+0.86113631159495257522

0.34785484513745385737
0.65214515486254614263
0.65214515486254614263
0.34785484513745385737

SO = W N kW N R WD~ =

-0.93246951420315202781
-0.66120938646626451366
-0.23861918608319690863
+0.23861918608319690863
+0.66120938646626451366
+0.93246951420315202781

0.17132449237917034504
0.36076157304813860757
0.46791393457269104739
0.46791393457269104739
0.36076157304813860757
0.17132449237917034504

Tablica 2.3. Porownanie czasow calkowania numerycznego i symbolicznego

n Rodzaj catkowania Czas
2 | numeryczne 4-punktowe | 51.5
3 | numeryczne 9-punktowe | 112.0
4 | numeryczne 16-punktowe | 198.3
- symboliczne 7.5

2.5 Uogoblnienie elementu czworokatnego

Do tej pory wszystkie zaleznosci zostaly wyprowadzone przy zalozeniu, ze

wspotezynniki materiatowe przyjmuja stata wartos¢ wewnatrz elementu skon-

czonego jak to przedstawiono na rys. 2.10a. Zadania tomografii przemystowej,

w ktorych poszukuje sie wspotezynnikow materiatowych (formutujac zadanie
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odwrotne) [65], wymuszaja odstapienie od tego zalozenia, w szczegdlnosci
dla przestrzeni 3D. Spowodowane to jest koniecznoscig redukeji zmiennych
decyzyjnych, bo w zadaniach 3D liczba elementéw jest znacznie wieksza niz
liczba weztow. Zalezy to oczywidcie od stosunku objetosci obszaru do jego
powierzchni i nie istnieje ogdlna zalezno$¢ opisujaca ten stosunek. Jednak dla
wiekszosci obszaréw mozna stwierdzié, ze liczba wezléw moze by¢ nawet kil-
kukrotnie mniejsza od liczby elementow. A to jest bardzo znaczna redukcja

wymiarowosci zadania tomografii przemystowe;j.

Dla elementéw izoparametrycznych transformacja wspotrzednych z global-
nego do lokalnego uktadu wspotrzednych jest okreslona zaleznosciami (2.68)
a potencjal interpolowany jest za pomoca zaleznosci (2.69). Przyjmijmy za-
tozenie, ze wspotczynniki materialowe w rozpatrywanym obszarze beda in-
terpolowane (patrz rys. 2.10b), analogicznie do funkcji poszukiwanej, czyli

potencjatu:

Rys. 2.10. a) Wspolczynniki materialowe state wewnatrz elementu, b) interpolacja

wspotczynnikéw materiatowych

4
v o= Y Ni(&n)yi = N+ Nova + Navys + Ny, (2.76)

=1

gdzie: bazowe funkcje interpolacji zdefiniowane sa za pomoca wzorow (2.63).

Konsekwencja przyjecia zalozenia (2.76), a wiec zaleznosci wspotezynnika
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materiatlowego od potozenia punktu w przestrzeni, jest ogélna postaé¢ rowna-

nia Laplace’a (2.5):
V- (v(z,y)Ve) =0. (2.77)
Dla przestrzeni 2D posta¢ po wykonaniu operacji dywergencji otrzymamy:
Yz, y)V?e + V(z,y) - Vo = 0, (2.78)
w ktorym operator
alp) = (2, y) Ve + Va(z.y) - Vo, (2.79)

lub w postaci rozwinietej:

o Py (x,y)dp  Oy(z,y)0p\
e (G 58) + (T e+ TR e ) <o e

Stosujac metode residuow wazonych [19], poszukiwaé bedziemy takiej funkcji
¢, ktora spelni réwnanie (2.80) wraz z warunkami brzegowymi w sposob

przyblizony w sensie calek wazonych z waga w (por. wzor (1.8)).

/ngwdm/g)a(@)wdfzzé (a—mwdr—/n(@—@g—‘;dn (2.81)

gdzie: f reprezentuje wektor prawych stron, ktory w przypadku réwnania

Laplace’a jest rowny zeru.

Aby uzyskaé¢ réwnanie bazowe MES nalezy do wzoru (2.81) zastosowaé¢ me-
tode Galerkina, ktoéra polega na przyjeciu za funkcje wagi lokalnych funkcji

bazowych N;. Stosujac pierwszg formul¢ Greena otrzymamy:
Z/ a(p) N; dQ = (2.82)
% P\, (0v(x,y) 0p  Ovy(x,y) Oy
= L —— 2T N = 0.
;/e{%x’y) <8x2+0y2)+< gr 0r ' oy 83/)} =0

Calki brzegowe ze wzoru (2.81) ulegna redukcji dla jednorodnych warunkow

brzegowych Neumanna a warunki Dirichleta zostang wprowadzone metoda

Payne’a — Ironsa (patrz rozdz. 2.1.1).
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Rownanie (2.82) wyraza przecietny btad lub residuum w obszarze. Wprowa-
dzajac wzor (2.76) na interpolacje wspotczynnika materiatowego, oraz cal-
kujac przez czesci poszcezegolne sktadniki rownania (2.82), dla pierwszego ze

sktadnikow funkeji podcatkowej otrzymamy [19]:

P Dy 0 %)
QeNle (a 2> dQ) = 71 o N1 a —d) — 71 Qea (NlN) 8de =
(2.83)
dp 0N, ON;\ Oy
= NN Q— N;+ N Q.
nf NiNiggd %/e<a 18)8md

Postepujac analogicznie z kazdym nastepnym sktadnikiem funkcji podcaltko-
wej, po przeksztatceniach w trakcie ktorych redukceji ulegaja czlony zwiazane

z Vy(z,y) - Vo (patrz wzor (2.79) lub wzor (2.80)), otrzymamy:

0p ON; 0y ON;
_ ;//571N1+72N2+’}/3N3+’74N4) <8_90E+ a;j ay ) dQ) = 0. (284)

Roézniczkujac funkcjonal wzgledem ¢; analogicznie jak to byto w poprzednich

rozdziatach otrzymamy ¢j-ty element macierzy:

ON; ON; ON,; ON;
hij ://(71N1+72N2+73N3+’74N4) (8$ o 1 3y Oy ) dQ. (2.85)

Warto zwrécié uwage na podwojne oznaczenie indeksoéw. Cyframi oznaczono
te indeksy, ktére maja swoj udzial we wzorze niezaleznie od numeru wiersza
i kolumny macierzy elementu. Oczywiscie istnieje odpowiednio$¢ indeksow

literowych i cyfrowych, a mianowicie ¢ = 1, 7 = 2, i.t.d.

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy wspotczynnik materiatowy wewnatrz
elementu jest staty, to znaczy gdy v1 = 72 = v3 = 4, wtedy wyrazenie na
h;j-ty element macierzy staje si¢ tozsamy z wyrazeniem (2.65), ktore bylo

uprzednio wyprowadzone.

Positkujac sie zalezno$ciami wyprowadzonymi w rozdziale 2.4, oraz uwzgled-
niajac, ze zgodnie ze wzorem (2.71) elementy J3,' i J;;' odwrotnej macierzy

Jakobiego wynosza zero, to dla elementu prostokatnego mozemy zaleznosé
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(2.85) wyrazi¢ we wspohrzednych lokalnych:
1 1
ON; _,ON;
hij = / / (NN + 792N + 13Nz + 7Ny | (T == ) (T =2 ) +
-1J 1 af af

(JQQ%—]X) (Jmlaa—]j]jﬂ det(.7) dédn. (2.86)

Podstawiajac wartosci elementéw macierzy Jakobiego, po niewielkich prze-

ksztatceniach otrzymamy:

1 1
hw—/_l/l[(”YlN1+72N2+’Y3N3+’Y4N4)(a 9E O¢ 3 an on )} d&dn.

Aby skontrolowaé¢ poprawnos$é powyzszych rozwazan rozpatrzmy nastepujacy

przyktad:

Przyktlad 6

a) b)
A y Ay "
4 $710 5 10 1
3 4 o o of

o9 90 _

an 0,’ Gn_o 3 @ 8 .

2
1 2, 7 2
. Ve i ; ; ]

0 ¢:0 1 X 0 X

Rys. 2.11. a) Obszar z warunkami brzegowymi i obok dyskretyzacja obszaru uogol-

nionymi elementami czworokatnymi, b) rozwigzanie wzdtuz osi y

Rozwazmy ptaskie zagadnienie Dirichleta dla prostokatnego obszaru €2 = axb
(rys. 2.11a) wypelionego liniowym, izotropowym, niejednorodnym dielek-

trykiem o przenikalnosci €(z, y), ktoérej aproksymanta ma postaé:

e(z,y) =1+y. (2.87)



58 Metoda Elementéw Skorczonych

W celu sprawdzenia poprawnosci zaproponowanego podejécia rozwiagzanie
MES zostato poréwnane z Metoda Roznic Skoniczonych (MRS) i przedsta-
wione na rys. 2.11b. Jak widaé¢ oba rozwiazania sa zgodne z doktadnoscia do

utamkow procenta (oba rozwiazania sie pokryty).

Linia prosta przerywana, oznacza rozwigzanie dla statego wspotczynnika ma-
terialowego i zamieszczona jest po to aby czytelnikowi uzmystowié jakie roz-
nice w rozktadzie potencjatu powoduje uzmiennienie wspotczynnika materia-

towego.

2.6 Element izoparametryczny oSmiowezlowy

Szescienny element izoparametryczny o$mioweztowy jest przedstawiony na

rys. 2.12. Dowolna funkcja skalarna ¢ wewnatrz elementu jest okreslona za

3

Rys. 2.12. a) Izoparametryczny element szescienny o$mioweztowy, b) izoparame-
tryczny element sze$cienny oSmioweztowy w lokalnym uktadzie wspot-

rzednych &, 1, ¢ po transformacji

pomoca wielomianu:

i ik
o(x,y,z) = E k'Y 27 = 00,0 + 01,00% + X010y + Q0012 +
/[:7j7k
+a1107Y +apiay 2z +arpirz iy (2.88)
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Wyznaczajac wspotezynniki «; ; ; wielomianu (2.88) w funkcji wartosci poten-
cjatow weztowych p(P;), gdzie i = 1,2,...,8, ktore wielomian (2.88) przyj-

muje w punktach wierzchotkowych elementu.

Aby wyznaczy¢ te wspotezynniki nalezy rozwiazaé¢ nastepujacy uklad row-

nan:
1 o1 y1 miyn ... miyia Q,0,0 o(Pr)
1 @ yo ways ... ToYozo a1,0,0 _ 90('132) ‘ (2.89)
1 23 ys wsys ... TgYs2s 11,1 ©(Ps)

Po wyznaczeniu wartosci wspolczynnikow o, 1 wstawieniu do réwnania

(2.88), rownanie to po niewielkich przeksztalceniach mozna przedstawic¢ na-

stepujaco:
o(z,y,2 ZN x,y,2)p(P), (2.90)
przy czym N;(z,y, z) bazowa funkcja interpolacji.

Podobnie jak to byto w przypadku przestrzeni 2D dokonujemy transformacji
z kartezjanskiego uktadu wspotrzednych do lokalnego uktadu wspotrzednych

za pomoca nastepujacej transformacji:
8 8 8
T = ZNz(fﬂ% C)xﬂ Y= ZNZ(gan?C>yza Z = ZNZ(S’T]’ C)Zh (291)
i=1 i=1 i=1
przy czym:

Xiy Yi, 2i — wspoOtrzedne wierzchotkéw w pierwotnym uktadzie wspotrzednych,

&, mi, G — wspotrzedne wierzchotkow w uktadzie po transformacji.

Zmienna poszukiwana w jednym i drugim uktadzie wspotrzednych musi by¢

taka sama. A wiec:

o(x,y,2) =@ x(€n,¢),y(&n,C),2(&§n,0)]. (2.92)

Uwzgledniajac powyzsze, rownanie (2.90) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

p(&m,¢) = ZNMC P,), (2.93)
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Dzieki transformacji element izoparametryczny z rys. 2.12a zostal przeksztal-
cony w jednostkowsa kostke szescienna, umieszczona w poczatku lokalnego

uktadu wspoélrzednych &, 7, (, jak przedstawiono na rys. 2.12b.

Potozenie weztow w lokalnym uktadzie wspotrzednych jest nastepujace:

P =(-1,-1,-1), =(-1,-1,+1),
Py = (+1,-1,-1), = (+1,—1,+1),
P; = (+1,+1,-1), = (+1,+1,+1),
Py =(—1,+1,-1), P8 (—1,+1,+1). (2.94)

Bazowe funkcje interpolacyjne w lokalnym uktadzie wspotrzednych maja po-

stac:
Ni(E,m,¢) = 1(1 SO0 - -0), Ne(€nO) = 1(1 — -1+,
No(€,m, Q) = S+ O =n)(1 = Q) NolEm, Q) = (1 +E)(1 ~n)(1+0)

Ny(€,,0) = S+ +m)(1 - Q) N7<5,n,c>:§<1+s><1+n><1+<>,

N6, Q)= 510 +)(1 -0, No(6m,Q) = 511 +n)(1+0).

Przyjmijmy, ze w rozwazanym obszarze spelnione jest rownanie Poissona:

Vip(z,y,z) = —f(x,y, 2), (2.95)

a na brzegach obszaru spelnione sg mieszane warunki brzegowe, tzn. na czesci
brzegu okreslony jest potencjal ¢ a na pozostalej czesci brzegu jest okreslona
pochodna potencjatu w kierunku normalnym zewnetrznym do brzegu . Dla
uproszczenia zadania ( w niczym nie ograniczajacego ogolnosci rozwazan),

. . 9o
przyjmijmy, ze 3£ = 0.

Funkcjonal odpowiadajacy temu réwnaniu z wyzej wymienionymi warun-

kami, przyjmie nastepujaca postac:

1 0o\ 2 00\ 2 90\ 2
= E///Q [kx (8_;0> + ky (3_;0) + k., (a—i) - 2f(a:,y,z)<p] dxdydz,

gdzie: f(x,y,z) jest funkcja zrodla zaleznag od potozenia punktu w prze-
strzeni 3D.
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Aby wyznaczy¢ minimum tego funkcjonatu, wyznaczamy jego pochodng wzgle-
dem potencjaléow w weztach elementu tak jak to byto w przypadku przestrzeni
2D (por. wzor (2.21)):

0J° Oy dp 0 [0y 8g0 0 (‘3<p (9g0
o L[ 52 (5e) ™ ) 5 50 1

(2.96)
przy czym m = 1,2,...,8 a ()¢ jest objetoscia elementu skonczonego.
Pamietajac, ze:

dyp - ON;
kS i 297
dr = 20w ¥ (2.97)
oraz, ze:
o [(dp\ ON; . dp
9o ( 817) 5 poniewaz, o0 (2.98)
Dla jednego elementu otrzymamy:
0J¢
5 = H (2.99)

gdzie wyrazy macierzy stanu elementu w uktadzie kartezjanskim okreslone

sa nastepujaco:

ON,ON; . ON;ON; . ON;ON;
= 2.1
/// (k,‘x 9 + ky 9y Oy + k. 5% 9a )dxdydz (2.100)

oraz
—// f(z,y, z)N; dedydz. (2.101)
Qe

Konstruowanie catkowitego uktadu rownan minimalizujacych funkcjonal ener-
getyczny (2.96) odbywa sie zgodnie z zasadami omoéwionymi w poprzednich

rozdziatach. Dla calej rozpatrywanej przestrzeni €2 otrzymamy:

oJ

—Hp+ F=0, 2.102
9 ¢+ ( )
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gdzie:

ne

Hy=3 K. E=Y R (2.103)
e=1

e=1

przy czym ne — liczba elementow skoriczonych.

W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywaé¢ macierz jednego elementu skonczo-
nego. Kazdy ij-ty element mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

T

w1 Tk 0 0]
e i ON;
hw:/// %—Z 0 k, 0 5 | dedydz. (2.104)

Wyznaczenie wartosci wspoltezynnikéw macierzy (2.104) w globalnym ukta-
dzie wspotrzednych jest mozliwe, ale niezwykle trudne do algorytmizacji ze

wzgledu na zmienne granice catkowania, ktore dla kazdego elementu sg inne.

Klopotu tego mozna uniknaé dzieki zastosowaniu transformacji uktadu wspot-
rzednych. Oznacza to przeksztatcenie dowolnego szesciennego elementu skon-
czonego potozonego w przestrzeni kartezjanskiej na jednostkowy element sze-

Scienny, ktorego granice catkowania beda takie same i réwne F1.

Aby wyznaczy¢ wspotezynniki macierzy (2.104) nalezy pochodne funkcji ba-

zowych wyrazié¢ za pomocag pochodnych w uktadzie po transformacji. A wiec:

0¢ o o0& o€ Ox Ox
oN, | _ | ox ou oz N, | _ 7| o
on o on On On Oy =J oy ’ (2105)
ON, o Oy oz oN; oN;
a¢ o¢ 0¢ 9OC 0z Oz

gdzie: J — macierz Jakobiego.

Wobec czego:

ON; IN;
oz o€
ON; _ —1 ON;
W | =gt 2| (2.106)
ON; ON;
0z ¢

Dla objetosci elementu obowiazywaé bedzie zaleznosé:

dxdydz = det(J) d{dnd(. (2.107)
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Ostatecznie wzor na ij-ty element macierzy elementu w lokalnym uktadzie

wspotrzednych ma postac:

on; 17 ON;

1oplop1| 0€ TkmOO g
hgj:/ / / S | [T | 0k, 0| I F (det(J) dEdndg, (2.108)

B A 00k 9%

¢ z ¢

oraz.
1 1 1
Fr=— / / F(6m € Ni(£,m, Q) det(J) dedndc. (2.100)
—1J-1J-1

Zaleznosé (2.108) ma prosta postaé¢ zapisu macierzowego, wymaga jednak
dokonania wielu operacji takich jak transpozycja, odwrocenie oraz mnozenie
macierzy. Liczba tych czynnosci wzrasta po pomnozeniu przez liczbe elemen-
tow. W celu ograniczenia czasu obliczen nalezy elementy macierzy przedsta-
wié¢ juz w postaci rozwinietej. Wowczas rownanie (2.108), przy zalozeniu, ze
ky = k, = k. = k przyjmie postac:

11 1
ON; ON; ON; ON; ON; ON;
he. =k —1777% —1Y7% ot ot —1 94V —1 94V
i ///K‘] pg T2 gy T 84)(‘]“ e T2 g, Ty )*
_10N; _10N; _10N; _10N; _10N; _1ON;
+ <J2116€+J221 on +J3' aC )(Jml (“)5] +J5 677j + J3' 5C]>+

ON; ON; ON; ON, ON;
1 1 -1 1 —1 J —1 J —1 J
ot a0 ><J31 Te TR gy s a0 ﬂ det(J) d¢dnd.

_10N; _
+ <J3118§ + J5

Dzieki stalym granicom catkowania, tatwo jest teraz policzy¢ powyzsza catke

metoda numeryczna, na przyktad potrojna kwadratura Gaussa-Legendre’a:

1 1 1 n n n
/1/1 ,lf(f’n’o dgdndczzZzwiijkf(fm%ci)ﬂLE. (2.110)

i=1 j=1 k=1

gdzie: E' — reszta, ktora powinna dazy¢ do zera, w; — funkcje wagi (rowne

jednosci dla n = 2).

W tym przypadku wartos¢ calki bedzie wyznaczona w oSmiu punktach, kto-
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rych wspotrzedne w uktadzie lokalnym &, 7, ( wynosza odpowiednio:

Pl Sla”l)Cl

&

2

s

§1,Mm2, Gt

3

e Re

§2,m, G
§2,m, G2
€2, 12, G
Bs(&2,m2,C2) =

5

e

6

8y,

7

( ) (—0.57735, —0.57735, —0.57735),
(&1,m,C) (—0.57735, —0.57735, +0.57735),
( ) (—0.57735, +0.57735, +0.57735),
(61,1, G) = (—0.57735,40.57735, —0.57735),
( ) (+0.57735, —0.57735, +0.57735),
( ) (+0.57735, —0.57735, —0.57735),
( ) (+0.57735, +-0.57735, +0.57735),
( (+0.57735, +-0.57735, —0.57735).

Bardzo czesto osmiopunktowe catkowanie (dwupunktowe w jednym kierunku)

jest niewystarczajace. Dla przypadku kiedy n > 2 wartosci wag i punkty

catkowania wzdtuz jednej wspolrzednej sa umieszczone w tablicy 2.2 z roz-

dzialu 2.4.1.

2.7 Element czworo$cienny

Element czworoscienny (patrz rys. 2.13) oznacza sie wlasnosciami podob-

nymi do elementéw trojkatnych. Wartosci funkcji ¢°(x,y) w wezlach ele-

mentu czworokatnego 1,2, 3,4 spetniaja uktad rownan:

P1 = Q1+ QT + sy + a2,
P2 = Qq + QT + Q3lys + 42,
P3 = 01+ QT3+ Q3ys + 423,
Yy = Q1+ QaTy + azys + @z (2.111)

Wyznacznik gtéwny uktadu réwnan jest proporcjonalny do objetosci czworo-

$clanu:
X1
X2

V = —det
I3

(@)
—_ = = =

Xyq

Y1
Y2
Y3
Yq

21
2 (2.112)
z3

Z4
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a)

zA

Rys. 2.13. a) Czterowezlowy element czworoscienny w uktadzie globalnym,

b) wspolrzedne objetosciowe

Rozwiazujac uktad rownan (2.111) wzgledem a1, ap, a3 oraz oy, przy znanych

wspotrzednych wierzchotkéow czworokata otrzymamy:

©° = Ni(w,y,2)p1 + No(w,y,2)p2 + N3(z,y, 2)p3 + Na(z,y, 2)04. (2.113)

gdzie:
Loy = L o oy o=
L2y 2 L zy ys 2
(2.114)
L 2 oy o= 1 ©1 w1 =
N =gy | T Ny =g
1 x4 ys 2 1 z y =z

Dla tego elementu wygodnie jest wprowadzi¢ wspotrzedne objetosciowe (patrz
rys. 2.13b):
v = Lyxy+ Lowo + Lawg + Lyxy,
= Liys + Layz + Lays + Laya,
Lyz + Lozy + Lgzz + Lyzy,
= L1+ Lo+ Ls+ Ly. (2.115)

R
I
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Aby rozwiaza¢ uktad rownan (2.115) wzgledem Ly, Lo, L3 oraz Ly, przedsta-

wimy go w formie macierzowej:

Tr1 T2 T3 X4 L1 xZ

Yi Y2 Y3 Ya Lo _ |y (2.116)
21 22 23 24 Ls z ’

1 1 1 1 Ly 1

Fizyczny sens tych wspotrzednych okresla sie jako stosunek objetosci czworo-
Sciandw, wspartych o punkt wewnetrzny P(x,y, z), do objetosci calego czwo-
ro$cianu jak pokazano na rys. 2.13b.
ObjetoséP, 2, 3,4
~ Objetoscl, 2, 3,4

Poniewaz wspotrzedne objetosciowe sa liniowo zalezne od wspoétrzednych kar-

(2.117)

1

tezjanskich i zmieniajg sie od jedynki w rozwazanym wezle do zera na po-

wierzchni przeciwleglej, w przypadku elementu liniowego mamy:
Nl = Ll, N2 = LQ, N3 - Lg, N4 == L4. (2118)

Dzieki wprowadzeniu wspotrzednych objetosciowych mozliwe jest analityczne

wyznaczenie calek macierzy elementu:

bleld]
LOLA LS Lidrdydz = ¢ 6V. 2.119
///Q 1habsladrayas (a+b+c+d+3) ( )

Aby wyznaczy¢ macierz stanu elementu czworokatnego, mozemy wykorzystaé

wzor (2.108), gdzie stosowne pochodne bazowej funkcji interpolacyjnej we

wspotrzednych kartezjariskich wynosza:

80— 23(y2 — ya), 88_]\;1 = gy (a2 —2220), G = Gps(ys — 92),
G =walys —n), G2 =g (mim—asn), 52 =gy — ),
8&% = 21 (s — ¥2), 88_]\;) = g (2224 — 2429), % = srra(ve — ua),
Gt = g2y — us), 88_]\;1 = g (w21 — 2123), G = gpea(ys — w).

2.8 Szesciowezlowy element pryzmoidalny

Element skoriczony o ksztalcie graniastostupa prawidtowego o podstawie troj-

katnej (ang. wedge element), posiadajacy szes¢ weztow jest przedstawiony na
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rys. 2.14. Dlaczego element ten jest zawarty w ksigzce traktujacej o podsta-
wach metody elementéow skoriczonych? Otoéz dlatego, ze znakomicie nadaje
sie do dyskretyzacji obiektéw 3D o dowolnym przekroju w plaszczyznie xoy,

jak na przyktad walec przedstawiony na rys. 2.15.

b)
AL N
4
6 /”4
° 3
2
3 1

Rys. 2.14. a) Szescioweztowy element pryzmoidalny w ukladzie globalnym, b) w

uktadzie lokalnym

W literaturze dotyczacej tego elementu, spotyka sie dwa podejscia do defini-
¢ji bazowych funkcji interpolacji. Albo definiuje sie je w lokalnym uktadzie
wspolrzednych £, 1, ¢ lub w naturalnym (kartezjanskim) uktadzie wspotrzed-
nych [81].

Dla elementu pryzmoidalnego najczesciej uzywamy wspotrzednych powierzch-
niowych (patrz wzor (2.49)), (L1, Lo, L3, t), dodajac jeszcze jeden parametr
t € [—1,+1] (patrz rys. 2.14).
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o
cur

20

10

10

-10 0

-10
-20
-20

Rys. 2.15. Jedna warstwa obiektu cylindrycznego zdyskretyzowana elementem pry-

zmoidalnym sze$cioweztowym

2.8.1 Bazowe funkcje interpolacji w lokalnym uktadzie

wspoélrzednych
Dla lokalnego uktadu wspoétrzednych ¢ € (0,1),7 € (0,1 —¢),¢ € (—1,+1),
funkcje bazowe zdefiniowane sg nastepujaco:
Ni(§:m.¢) = 25( — ), Ni(&m,¢) = 36(1+Q),
N2(§7T]7<> - 2 (1 <)7 N5(§7777<) %n<1+C>7
Pochodne funkcji bazowych odpowiednio wzgledem &, 7 i ( wynosza:
0 : ON4(&,m,
Nliaignz‘_; =+i(1-¢), 8]\@%557;43 =+1(1+90),
Ns(&m.¢) _
—8N é" . 0., 8N5?§" . =0., (2.120)
Meadd 41 -0), P2 — 11+ ).
ON1(&m¢) _ ONa(&m,6) _
8N18n" =0., 8N48n" = 0,
S = +3(1-0) P = i1, (2120)
N, N,
3é§],n,<) — 11—y, eéi,n,c) =—-1(1+¢).
(§?7C) % 7 8N4§gm@ _ +%5,
0 2 o] 3!
N: (5774) %777 Nsé&(n 9 _ +%777 (2.122)

oC
ON: ON6 (&,
3((954174)__5(1_5_7,)’ elene) = +1(1— € — ).
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2.8.2 Bazowe funkcje interpolacji we wspoélrzednych

kartezjanskich

Dla elementu pryzmoidalnego bazowe funkcje interpolacji wyrazone we wspot-
rzednych powierzchniowych sa znaczaco prostsze, i dlatego mozliwe staje
sie analityczne wyznaczenie macierzy stanu dla tego elementu. Z tego tez

wzgledu sa znacznie czedciej uzywane.

1 1 1
N o= Shil—t),  No=gL(1-t),  Ny=gLs(1-t),
(2.123)
1 1 1
Ny = §L1(1 +1), Ny= §L2(1 +t), Ne= §L3(1 +1).
Wspotrzedne powierzchniowe zgodnie ze wzorem (2.51) sa zdefiniowane na-
aﬂrb ercly

stepujaco: L; = gdzie i = 1,2, 3, a A jest polem trojkata (podstawa
elementu) okreélona wzorem (2.15). Natomiast wspotezynniki wspotrzednych
powierzchniowych: a; = x;y, — xry;, b = y; — yi, ¢; = T, — T, a pozostale

wspotezynniki otrzymuje sie przez cykliczne przestawienie indeksow ¢, j, k.

Pochodne wzgledem wspoétrzednych x,y i 2 wynosza odpowiednio:

8]\71 b1 8]\71 C1 8N1 ].
—_— = 1-— = 1-— — =L
o = Oy =at=t 0z 2 b
0N, B ba ON, B ON, 1
TG it U N s 123
8N3 . bg 8N3 C3 8N3 . 1
a7 S e 7N G N Fa R
(2.124)

8N4 . bl 8N4 . C1 8N4 . 1
TN L va v S Fl s £
8N5 o bg 8N5 . Cy 8N5 . 1
v N S vy N G s £
8N6 . b3 8N6 . C3 6N6 . 1
o 4A(1+t) ay 4A(1+t) 0z _+2L3'

Zatem przy zatozeniu liniowego i izotropowego wspotczynnika materiatowego
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k, ij-ty wspotczynnik macierzy stanu elementu pryzmoidalnego wyniesie:

. ON; ON; 8N~ ON;  ON,; ON;
hi; = /{:///P ( e 8y 3y L4 %% s )dxdydz (2.125)

Wystarczy jedynie sprowadzi¢ zmienna z do lokalnego uktadu wspotrzednych

t za pomoca przeksztatcenia o postaci:

h —h
=—t+— 2.126
2= gttt 5+ (2.126)
wtedy dz = %dt, gdzie: h jest wysokoscig elementu pryzmoidalnego a zy jest
z-towa wspotrzedna wezlow podstawy (podstawa elementu pryzmoidalnego

musi leze¢ w plaszczyznie rownoleglej do plaszezyzny x0y).

Macierz Jakobiego tej transformacji ma niezwykle prosta postac:

0 0
J = 10|, (2.127)
0 3
a macierz odwrotnas:
0 0
J = 10 (2.128)
0 %

Po zamianie zmiennych wzor (2.125) przyjmie postac:

o ON,ON, ON,ON, 4 ON.ON,\
hij—k:///e<ax Tt at)d dybit, (2129)

a granice catkowania wzgledem zmiennej ¢ s od —1 do +1, tak jak to jest

pokazane na rys. 2.14.

Wzgledna prostota wzoru (2.129), sktania do wyznaczenia wszystkich 36-ciu
elementow macierzy stanu za pomoca catkowania analitycznego. Podobnie
jak poprzednio celem uproszczenia wyrazen, zaktadamy ze stala materialowa

k = 1. Wyniki tego catkowania pokazano ponizej.
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Dla pierwszych dwoch kolumn mamy:

(b1 b1 + Cl)h A

M = A 1w i = M
he _ (bg b1+02 Cl)h 4 A he. — (bg b2+02 Cg)h A
21 12A 24k’ 2 12A 12h
e (bg b1+C3Cl)h A e (bg b2+0302)h A
fa = 12A * o s = 12A * o
he . (bl bl “+ 1 Cl)h _ A e — (bl b2+61 Cg)h _ A
a 24A 124’ 2 24A 24h’
ne . (bgbl+0261)h _ A ne. — (bgb2+0202)h _ A
L 24A 24h’ 52 24A 12h°
hgl _ (bg by +0301)h B A hg-2 _ (bg ba + c3 Cg)h B A
24A 24k’ 24A 24h°
Dla trzeciej i czwartej kolumny:
his = hg, hiy = hi,
h§3 = hgza h§4 - h22,
e (bg bg + c3 C3)h A e e
hss = N + on hay = his,
e . (bl b3 —f- C1 Cg)h A e e
he _ (bg b3+02 C3)h B A he — (bQ b1 + Co Cl)h . A
53 24A 24h’ 5 12A 24h
e - (bg b3+C3C3)h A e (bg bl +C3Cl)h A
Moy = 24A o s = 12A o

Dla piatej i szostej kolumny:

his = hs, his = hér,
h3s = s, hae = hgg,
h3s = hzs, h3e = his,
his = hss, Nis = hea,
hss = hg,, hse = hgs,
he, = (b3 by + c3¢o)h . A B — B,

12A 24h’
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Przyktad 7

Rozpatrzmy obszar przedstawiony na rys. 2.16, ztozony z dwoch elementow
pryzmoidalnych. Na dwoch krawedziach natozono warunki brzegowe typu
Dirichleta, na pozostatych Scianach obszaru, jako ze prad z nich nie bedzie
wyplywal, panuja warunki jednorodne typu Neumanna. KrawedZ reprezen-
towana przez wezly 2 1 6 posiada potencjal ¢ = 10V, a krawedz o weztach 3
i 8 posiada potencjat ¢ = 0V. Jest to uogélnienie zadania z przyktadu 1, na
przestrzen trojwymiarowa. Wyznaczy¢ rozktad potencjatu w obszarze. Wy-
miary obszaru podano na rys. 2.16. Zadanie rozwiazujemy we wspolrzednych

globalnych.

(10.2) 112)
8 7

6, =0V

(1,00) (11,0
4

5 B_0=10V
@ 00,2 01,2

6,=10v y

b=0v

1 2
(000) 010 "y

Rys. 2.16. Obszar zlozony z dwoch elementoéw pryzmoidalnych

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze wezly w obszarze sktadajacym sie z dwoch
elementow, sa ponumerowane dowolnie. Korzystajac z zaleznosci (2.129) ma-
cierz elementu pierwszego wynosi:
ro (1 1 1 1 1 1
TETEE
1 1 1 1 1
( hay  haj hzsz h%6 hag
1 1 1 1 1 1
h31§ h:(a2) hés) hg5 h36) h:(as)
)
)

h® = S (2.130)

1 1 1 1
hiy hiy RS RS Rl
1 1 1 1 1
lg Dy My g T
1 1 1 1 1
h82 h83 h85 h86 h88
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Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

h =

0.6875—0.3229—-0.3229 0.3125—0.1771—0.1771]
—0.3229 0.3542 0.0104—-0.1771 0.1458—-0.0104
—0.3229 0.0104 0.3542—-0.1771-0.0104 0.1458
0.3125-0.1771-0.1771 0.6875—0.3229—-0.3229
—0.1771 0.1458—-0.0104—-0.3229 0.3542 0.0104
| —0.1771-0.0104 0.1458—-0.3229 0.0104 0.3542 ]

Macierz drugiego elementujest rowna:

AN A A g
R
MY A )
I
N
Wl 0l

h® —

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

0.3542—0.3229 0.0104 0.1458—0.1771—0.0104 ]
—0.3229 0.6875—0.3229—-0.1771 0.3125—-0.1771
0.0104—-0.3229 0.3542—-0.0104—0.1771 0.1458
0.1458—-0.1771-0.0104 0.3542—-0.3229 0.0104
—0.1771 0.3125-0.1771-0.3229 0.6875—0.3229

| —0.0104—-0.1771 0.1458 0.0104—0.3229 0.3542 ]

Wynikowa macierz wynosi:

'h(l)

1
gy
0

1
hsy

1
ey

0
1
i

1 1 1
hiy hig 0 B mE 0 hy

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1
o't e & o e it
1 9 2 1 1 2 2 1 2
hsy + hgy  hgg +hgy  hgy  hgy  hgg 4 hgg h:(37) h:(SS) + hés)

2 2 2 2 2 2
iy Mg mE 0 g b
1 1 1 1 1
h52 h53 0 hgf)) héﬁ) 0 hi(')8)

1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2
héz) + héQ) hés) + hég) hé4) hé5) h’éG) + hé(;) hé7) hés) +hy)

2 2 2 2 2 2
hy hyy g0 hgdohg g

1 2 2 2 2 2
hed +hg b w by hE hG e G RE RE ok

(2.131)

(2.132)

(2.133)
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Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:

[ 06875 —0.3229 —0.3229 0 0.3125 —-0.1771 0 —0.1771 |
—0.3229 0.7084 0.0208 —0.3229 —-0.1771 0.2916 -0.1771 —0.0208
—0.3229 0.0208 0.7084 —0.3229 —-0.1771 —0.0208 —0.1771 0.2916

H— 0 —-0.3229 —-0.3229 0.6875 0 —0.1771 0.3125 —-0.1771
| 03125 —0.1771 —0.1771 0 0.6875 —0.3229 0 —0.3229
—0.1771 0.2916 —-0.0208 —0.1771 —0.3229 0.7083 —0.3229 0.0208

0 -0.1771 —-0.1771 0.3125 0 —0.3229 0.6875 —0.3229

| —0.1771  —0.0208 0.2916 —0.1771 —0.3229 0.0208 —0.3229 0.7084 |

Eliminujac wiersze i przenoszac na prawg strone kolumny odpowiadajace

znanym potencjalom brzegowym otrzymamy zredukowany uktad réwnan:

0.6875 0 0.3125 0 Y1 3.229 + 1.771

0 0.6875 0 0.3125 Pa | _ 3.229 + 1.771 (2.134)
0.3125 0 0.6875 0 s 1.771 + 3.229

0 0.3125 0 0.6875 o7 1.771 + 3.229

Wprowadzenie warunkéw brzegowych pozwala uzyskaé¢ rozwigzanie zgodne z

oczekiwaniami to znaczy w weztach 1, 4, 5 oraz 7 potencjal wynosi HV.
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Rozdzial 3

Pole magnetyczne analizowane
MES

3.1 Wstep

W przypadku statycznego pola magnetycznego w srodowisku jednorodnym

rownania Maxwella przyjmuja postac:

VxH = J, lub rotH = J, (3.1)

V-B = 0, lub divB=0. (3.2)

Rownania Maxwella uzupelnia sie zaleznosciami konstytuwnymi. W przy-

padku pola magnetycznego:

B=pH. (3.3)

Ze wzgledu na fakt, ze pole magnetyczne jest polem wirowym do jego opisu
uzywamy najczesciej wektorowego potencjatu pola magnetycznego zdefinio-
wanego w nastepujacy sposob:

—

B=VxA, (3.4)
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Szkocki fizyk i matematyk. Byl autorem wielu wybitnych prac z za-
kresu elektrodynamiki, kinetycznej teorii gazéw, optyki i teorii barw.
Dokonal unifikacji oddziatywan elektrycznych i magnetycznych to zna-
czy udowodnil, ze elektrycznos$é i magnetyzm sa dwoma rodzajami tego
samego zjawiska — elektromagnetyzmu. Na jego cze$é¢ jednostke strumie-
MAXWELL | nia magnetycznego nazwano makswelem. Do korica zycia odrzucatl teorie
James Clerk | ewolucji Darwina.

(1831-1879)

przy:
V-A=0. (3.5)

Podstawiajac zaleznosé¢ (3.4) do réwnania (3.1) otrzymamy:
]_ — —
V x (—V X A) =J. (3.6)
W

W przypadku jednorodnego srodowiska réwnanie (3.6) przyjmie postac:
Vx(Vx/T>:uf (3.7)

Dla dowolnego wektora shuszna jest nastepujaca tozsamosé wektorowa:
VX(Vxﬁ):v(vﬁ)—v% (3.8)

Uwzgledniajac warunek (3.5) otrzymamy:

VA= —ul. (3.9)
Rownanie rézniczkowe (3.9) wraz z warunkami cigglosci na granicach srodo-
wisk oraz warunkami brzegowymi pozwala opisa¢ statyczne pole magnetyczne

w dowolnych $rodowiskach.

W przypadku analizy numerycznej pola magnetycznego w kartezjanskiej prze-
strzeni trojwymiarowej, opisanego réwnaniem (3.9), zagadnienie sprowadza
sie do rozwiazania trzech réwnan rézniczkowych czastkowych o postaci iden-
tycznej z réwnaniem (3.9), dla poszczegdlnych sktadowych wektora A =
[A,, A, A.] i wektora J = [J,, J,, J.].



3.1 Wstep 77

W przypadku ogélnym prowadzi to do bardzo ztozonych obliczert numerycz-
nych i dodatkowo stwarza trudnosci w okresleniu warunkéw brzegowych dla

poszczegolnych sktadowych wektora A.

Jesli rownanie (3.9) bedzie rozwazane w uktadzie cylindrycznym lub sferycz-
nym pojawiaja sie trudnosci z rozdzieleniem réwnan na uktad trzech rownan
rozniczkowych czastkowych dla poszczegolnych sktadowych potencjatu wek-

torowego A.

7 tego wzgledu, czesto w takim przypadku korzysta sie z pojecia skalarnego

potencjatu magnetycznego. Zainteresowanych czytelnikow odsytam do [59].

Zatozmy, ze wektor natezenia pola magnetycznego w Srodowisku liniowym

mozna zapisa¢ w postaci:
H = Hg+ Hy, (3.10)

przy czym: H s jest skltadowa wektora natezenia pola magnetycznego w $ro-
dowiskach jednorodnych, pochodzaca od pradu wymuszajacego pole magne-
tyczne, Huy jest sktadowa wektora natezenia pola magnetycznego, wynikajaca
z namagnesowania materiatu srodowiska znajdujacego si¢ w polu magnetycz-

nym.

Dla przedstawionych sktadowych wektora natezenia pola magnetycznego mo-

zemy napisaé zalezno$ci:

rot ]:jg = JZ,
rot Hy = 0. (3.11)

Ze wzgledu na posta¢ drugiego réwnania (3.11) i tozsamosé rézniczkowa
rot (gradV') = 0, gdzie V jest dowolna funkcja potencjalna, do opisu sktado-
wej H M mozemy przez analogie do pola elektrostatycznego wprowadzi¢ po-
jecie skalarnego potencjatu magnetycznego zwykle w literaturze oznaczanego
©m. Jednostka tego potencjatu, w odréznieniu od potencjatu pola elektrycz-

nego, jest amper — [A]. Zatem, biorac powyzsze pod uwage otrzymamy:

Hy = —gradep,,. (3.12)
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Biot ukonczyt edukacje w college of Louis-le-grand w Paryzu w 1793,
zaraz po ukoriczeniu wstepujac do armii. Nastepnie byl uczniem Ecole
Polytechnique w Paryzu. W 1800 byl profesorem matematyki fizycznej
w College de France, dzieki wpltywom Laplace’a. Biot razem z Savartem,
odkryl, ze wartosé natezenia pola magnetycznego jest odwrotnie propor-

BIOT cjonalna do odlegltosci od przewodu. Na ich cze$é nazwane to zostato

Jean-Baptiste
(1774-1862)

prawem Biota-Savarta i jest fundamentem wspotczesnego elektromagne-

tyzmu.

Felix Savart ukonczyl College de France w 1828 roku, stajac sie pro-
fesorem tamze w 1836. Wspolpracowal z Biotem w dziedzinie teorii
elektromagnetyzmu. Pola magnetyczne wzbudzane pradem elektrycznym

mozna obliczyé¢ uzywajac prawa odkrytego w 1820 roku przez Savarta i
SAVART Biota.

Felix
(1791-1841)

Sktadowsa H s, pochodzaca od pradu w obszarze, mozemy wyznaczy¢ z prawa
Biota-Savarta |70,72|. Podstawiajac zaleznosé (3.10) do réwnania (3.2) otrzy-

mamy rownanie pozwalajace wyznaczy¢ skalarny potencjal magnetyczny ¢,,:

div (i grade,,) = div <u ﬁg) : (3.13)

Przy zastosowaniu tej metody, wektor indukcji w dowolnym punkcie wyraza

sie wzorem:

—

B=yu (]:75 — gradgpm) : (3.14)

Potencjatl magnetyczny skalarny, jakkolwiek wygodny w obliczeniach, zwtasz-
cza w przestrzeni 3D, posiada jednak pewne wady zwiazane z jego niejedno-
znacznosciag. Pominiemy te zagadnienia skupiajac uwage czytelnika na bar-
dziej uniwersalnym i tatwiejszym koncepcyjne wektorowym potencjale ma-

gnetycznym.
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3.2 Pole magnetyczne w ukladzie

wspolrzednych kartezjanskich

Rozwazmy ptasko-rownolegte pole magnetyczne (stacjonarne to znaczy nie-
zalezne od czasu), w ktorym wymiar w kierunku osi z jest znacznie wiekszy
od pozostalych rozmiaréw. Zatem badane pole magnetyczne pozwala ograni-
czy¢ rozwazania do obszaru dwuwymiarowego w uktadzie wspotrzednych z0y.
W tym wypadku magnetyczny potencjal wektorowy A oraz wektor gestosci

pradu J beda posiadaly tylko sktadowa z. Mozna to wyrazi¢ nastepujaco:

- —

A=A (2,91, oraz J=J,(z,y)1,. (3.15)

Roéwnanie Poissona dla potencjalu wektorowego w srodowisku izotropowym

liniowym przyjmie nastepujaca postac:
0 [(10A 0 (10A
[ === — (=== =—-J, 3.16
9$(uax)+3y(u3y) ’ (316)

przy czym: u(P,|B|) — przenikalnoé¢é magnetyczna bedaca funkcja punktu i

modutu wektora indukc;ji.

W dalszym ciggu dla uproszczenia zapisu pomija¢ bedziemy indeks z, pamie-
tajac, ze rozwazania dotycza jedynie tej wlasnie sktadowej. Rownanie (3.16)

jest rownaniem skalarnym.

Z twierdzenia Eulera wynika, ze funkcja spetiajaca rownanie (3.16) przy jed-
norodnych warunkach brzegowych Neumanna, minimalizuje funkcjonal ener-

getyczny o postaci:
1|1 [/0A\* 1 [9A\?
A= = |—-|=— |+—-( =] —2JA|dzdy. 1
o //92 [u(5‘$)+u(8y> i (347

Stosujac postepowanie zgodne z metoda elementéw skoniczonych, otrzymuje

sie uktad réwnan (por. rozdz. 2.6):

HA=F, (3.18)
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Szwajcarski matematyk, fizyk i astronom. Studiowal matematyke, na-
stepnie teologie, jezyk hebrajski, greke i medycyne. W latach 1730-33
byt profesorem fizyki, a nastepnie wyktadal matematyke w Petersbur-
skiej Akademii Nauk. Od 1741 byt profesorem Akademii Nauk w Berlinie.
Opublikowal ok. 900 prac naukowych, m.in. z dziedziny mechaniki nieba,
optyki, akustyki, hydrauliki, budowy okretéw, batalistyki; ponad 500
z roznych dziedzin matematyki (wprowadzil do analizy matematycznej
funkcje zespolone, opracowal ogdlne wtasnosci funkcji logarytmicznej;
EULER ugruntowat teorie réwnan rézniczkowych zwyczajnych, zapoczatkowal
Leonhard teorie rownan rézniczkowych czastkowych, wprowadzil szeregi trygono-
(1707-1783) | metryczne, stworzyl podstawy teorii funkeji specjalnych). Sformutowat

wiele twierdzen i definicji, wprowadzil szereg oznaczen wspoltczesnej ma-

tematyki.

w ktorym dla pojedynczych elementéw odpowiednie sktadniki poszczegolnych

macierzy wyrazaja sie wzorami:

© 10N;N; 10N, 0N,
iy = //Q (u r Ox | p oy oy dzdy,

Flo = / / JN; dzdy.
Q

O ile wyznaczenie macierzy H metoda analitycznag nie przedstawia trud-

(3.19)

nosci, gdyz pochodna bazowej funkcji interpolacji jest wartoscia stata dla
elementow trojkatnych przy interpolacji zmiennej stanu wielomianem pierw-
szego stopnia, o tyle wyznaczenie elementow wektora F' jest nieco bardziej

ktopotliwe.

I cho¢ wielu autoréow [19, 79| poleca stosowanie calkowania numerycznego,
ktore jest szybkie i daje zadowalajaca doktadnosé, to jednak coraz czesciej

stosuje sie catkowanie symboliczne [65].

Zaktadajac liniows interpolacje wektorowego potencjatlu magnetycznego A=
A1, a whasciwie jego skladowej A,, wewnatrz elementu trojkatnego, otrzy-

maimy:

A = [N;, Nj, Nl [As, Ay, A" (3-20)
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Minimalizujac funkcjonat (3.17) wzgledem A;, przy czym dla elementu troj-
katnego trojweztowego | = 4, j, k, otrzymujemy uktad rownan algebraicznych
(3.18), w ktorym elementy macierzy H i wektora F' sa okreslone w sposob

nastepujacy:

Z hzg ’ E = i fi(e)7 (321)
e=1

gdzie: ne jest liczba elementéw skoriczonych, na ktore zostal podzielony ob-

Szar.

Stosujac regute Gaussa-Legendre’a catkowania numerycznego, badz catko-
wanie symboliczne, mozna tatwo obliczy¢ wyrazenia (3.19) i w konsekwencji

zaleznosci (3.21).

Magnetyczny potencjal wektorowy A jest wielko$cig pomocniczg, utatwiajaca
analize numeryczna, a do jego najwiekszych zalet nalezy zaliczy¢ ciagto$é na
granicy srodowisk. Postugujac sie magnetycznym potencjatem wektorowym,

mozemy wyznaczy¢ wektor indukeji magnetycznej jako:

L 9A.  OA-
B= gy1x—g—x1y. (3.22)

Przy liniowej interpolacji magnetycznego potencjalu wektorowego wewnatrz
kazdego elementu (patrz wzor (3.20)), wyrazenia okreslajace sktadowe wek-

tora indukcji magnetycznej, przyjma postac:

o 1
B, = +— ([N,, N,y N [As, A, Ak]T> =+ [civej el [Ai Ay, AT (3.23)

9y 2A
9]
By =—o- ([NZ, Nj, Ni] [Az‘aAmAk]T): 5 & 10620y bl [A;, A, A (3.24)

gdzie: A jest polem elementu trojkatnego (patrz wzor (2.15)).

Jak wynika ze wzorow (3.23) i (3.24), przy liniowej interpolacji magnetycz-
nego potencjatu wektorowego wewnatrz elementu, modut wektora indukcji
magnetycznej w kazdym elemencie jest wielkoscia stala a jego punkt zacze-

pienia przyjmuje sie¢ w srodku geometrycznym trojkata.
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3.3 Pole magnetyczne w ukladzie

wspolrzednych walcowych

Symetria osiowa obiektu, w ktérym jest badane pole magnetyczne pozwala
czesto ograniczy¢ rozwazania do obszaru dwuwymiarowego w uktadzie wspot-
rzednych r0z. Réwnanie Poissona dla potencjatu wektorowego w §rodowisku

izotropowym liniowym przyjmie posta¢ nastepujaca:

10 T&A@ 0 1814@ 1A@
R (- Iy (e e R 2
ror (u or ) T 5 (u 0z ) wor? Jer (3:25)

przy czym: u(P, \é |) — przenikalno$¢ magnetyczna bedaca funkcja punktu i

modutu wektora indukcji.

Réwnanie (3.25) jest rownaniem skalarnym, w ktérym A = Aglg oraz J =
Jole. Celem uproszezenia zapisu w dalszych rozwazaniach pominiemy indeks

©. Ostatecznie rownanie (3.25) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
0 (rodA 0 (roA 1A
— |\ —= — - ———=-1rJ 3.26
8T<u8r>+82(u8z> wr : (3.26)

Podobnie jak poprzednio z twierdzenia Eulera wynika, ze funkcja spetnia-
jaca réwnanie (3.26) przy jednorodnych warunkach brzegowych Neumanna,

minimalizuje funkcjonal energetyczny o postaci:

1|r [OA 27“ A 2 1 A2 A1
A=l S|\ 5 )T\ 5 )t - +2A5-——2J4A . (3.2
J(A) //92 [u(@r>+u<32)+ur+2 or i 2T Ar|drdz. (3.27)

Stosujac postepowanie zgodne z metoda elementéw skoniczonych, otrzymuje

sie uktad réwnan (por. rozdz. 2.6):
(H+L)A=F, (3.28)

w ktorym dla pojedynczych elementéw odpowiednie sktadniki poszczegolnych
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macierzy wyrazaja sie wzorami:
1 fON;0ON; ON,;ON,
h@://_ 1 ON; i 9% drd
“ Qru or Or * 9 9. )"

1 1 N;
lz(]e) = // —NlNJ drdz +/ —NZLdT’dZ, (329)
QuT au  Or

fi(e) = // rJN; drdz.
Q

Podobnie jak dla uktadu wspoétrzednych kartezjanskich, tam gdzie byto to

mozliwe, wspotezynniki macierzy wyznaczono stosujac wzor (2.54), a w pozo-
stalych przypadkach stosujac catkowanie symboliczne z pomocag programow
MATLAB lub MATHEMATICA. W ten sposob postapiono w rozdziale 4

dotyczacym sformulowania mieszanego MES.

Rownanie (3.26) oraz funkcjonat (3.27) ulegna znacznemu uproszczeniu, jesli

wprowadzimy nowa zmienna U, okreslona zaleznoscia:
U=Ar (W), (3.30)

przy czym: A — skltadowa © magnetycznego potencjalu wektorowego, U —

sktadowa © zmodyfikowanego magnetycznego potencjatu wektorowego.

Uwzgledniajac podstawienie (3.30), otrzymamy:

o (10U 0 1 oU
E (EE) -+ & (aa) = —J. (3.31)

Poszukiwana funkcja U, minimalizuje funkcjonal energetyczny o postaci:

o3 () -

Zaktadajac liniowa interpolacje sktadowej © zmodyfikowanego wektorowego

drdz. (3.32)

potencjalu magnetycznego U wewnatrz elementu trojkatnego:
U = [N;, N;, Ny [Us, Uy, U™ (3.33)

oraz minimalizujac funkcjonat (3.32) wzgledem Uj, przy czym na przyktad dla

elementu trojkatnego [ = 1, j, k, otrzymujemy ukltad rownan algebraicznych:

HU =F, (3.34)
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w ktorym elementy macierzy H i F' sa okreslone w sposob nastepujacy:
Hy =Y h, F=Y f°, (3.35)
e=1 e=1

a poszczegolne sktadniki sumy wyrazaja sie wzorami:
B _ // ON; (1 ON; n ON; (1 ON; drds
* ol Or \ru Or 0z \rp 0z ’

9 = / / JN; drdz.
Q

Stosujac regute Gaussa-Legendre’a catkowania numerycznego, badz catkowa-

(3.36)

nie symboliczne, mozna tatwo obliczy¢ wyrazenia (3.36).

Dzigki podstawieniu (3.30) uzyskano znaczne uproszczenie wyrazen (3.36) w

stosunku do wyrazen (3.29).

Magnetyczny potencjal wektorowy Ai zmodyfikowany potencjal wektorowy
U sa wielkosciami pomocniczymi, utatwiajacymi analize. Dzieki nim mozemy
wyznaczy¢ wektor indukcji magnetycznej:
0A- 10

I+ -=(rA) 1., (3.37)

5,
0z ror

lub dla zmodyfikowanego potencjalu wektorowego U:

B=——1,4+-—1,. 3.38
r 0z r Or (3:38)
Podstawiajac zaleznos¢ (3.33) do rownania (3.38), otrzymamy:
~ 10 1
Brz—r—ea ([NivNﬁNk][UianaUk]T) = “3Ar [ei. cj, el (Ui Uy, Un]
(3.39)
19 ’ 1 -
B=+-5; ([N,-,Nj,Nk][Ui,Uj,Uk] > BRI [bi, by, b (U, Uy, U]
gdzie:
1
Te:§(i+7‘j+7“k). (340)

Oznacza to, ze sktadowe wektora indukcji sg liczone dla srodka ciezkosci

elementu trojkatnego.
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3.4 Element szczelinowy

Element ten zostatl wprowadzony do Metody Elementéow Skoriczonych w 1978
roku przez T. Nakate [54] a w literaturze polskiej pojawit sie kilka lat poz-
niej w pierwszym wydaniu skryptowym pracy [19]. Zaliczy¢ go mozna do
elementow specjalnych, ktore sa konstruowane przez inzynieréw, w celu po-
konania pewnych trudnosci, pojawiajacych sie przy stosowaniu elementéow
tradycyjnych. Element szczelinowy ma istotne znaczenie wszedzie tam, gdzie
duzy wplyw na rozktad pola maja szczeliny powietrzne, jak na przyktad
w elektromagnesach, silnikach elektrycznych, przy badaniach nieniszczacych
dotyczacych mikropekniec¢ itp..

Zastosowanie tego elementu ogranicza nadmierng ilos¢ elementow i weztow co

ma istotny wplyw na rozmiary macierzy stanu, niestety kosztem doktadnosci

obliczeni.
a) b)
szczelina elem
powietrzna

I | >

Rys. 3.1. Sposoby dyskretyzacji szczeliny powietrznej: a) Badany obszar ze szcze-
ling powietrzna, b) dyskretyzacja obszaru z udziatem elementu szczelino-

wego, ¢) dyskretyzacja za pomoca standardowych elementow trojkatnych

Na rys. 3.1b przedstawiono zastosowanie elementu szczelinowego, ktory od-

powiada analizowanemu obszarowi z rys. 3.1a.
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Pole powierzchni elementu szczelinowego jest rowne zeru, ale zgromadzona w
nim energia réwna jest tej energii, ktora bytaby zgromadzona w rzeczywistej

szczelinie powietrznej.

Element szczelinowy posiada nastepujace zalety:

1. nie ma pola powierzchni, wiec tatwo mozna wstawia¢ nowe szczeliny
do obszaru lub zmienia¢ polozenie juz istniejacych, bez koniecznosci

przeprowadzenia nowej dyskretyzacji,

2. w prosty sposoéb mozna dokonywaé¢ zmiany parametrow szczeliny po-

wietrznej, na przyktad zmieniaé jej szerokosc,

3. przy dostatecznie waskich szczelinach, doktadnos¢ uzyskana z dyskre-
tyzacji elementem szczelinowym jest nie gorsza niz przy standardowym

podziale elementami skoriczonymi.

Reluktancja szczeliny powietrznej jest znacznie wieksza niz reluktancja ze-
laza. Jesli pracujemy na liniowej czesci charakterystyki magnesowania, to
mozna powiedzieé, ze jest okoto tysiac razy wicksza i dlatego linie strumie-
nia magnetycznego w szczelinie powietrznej sa prostopadte do brzegu (patrz

rys. 3.1a).

Prawdziwe jest zatem zalozenie odnos$nie wektorowego potencjalu magne-

tycznego, ze:
A1 = Ag oraz AQ = A4. (341)

przy czym: Ay, Ay, A3z i Ay —sktadowe wzdluz osi z magnetycznego potencjatu

wektorowego w weztach obszaru przedstawionego na rys. 3.1a.

Dzieki temu, ze szerokos$é szczeliny jest dostatecznie mata i ze spelniona jest
zaleznosé (3.41), obie pary weztéw 11 3 oraz 2 i 4 mozna przesunaé¢ w jedno

miejsce, jak pokazano na rys. 3.1b.

Warunkiem minimalizacji energii zgromadzonej w szczelinie jest:

oW oW, 0 B
i = oa T aa Wo— AWu) =0, (3.42)
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gdzie: A; — magnetyczny wektorowy potencjal i-tego wezta, W, — energia
zgromadzona w obszarze (lacznie ze szczeling powietrzna, ktora jest wypel-
niona zelazem), W, — energia zgromadzona w szczelinie powietrznej, AW,
— energia nadmiarowa zgromadzona w obszarze szczeliny, ktora teraz jest

wypelniona zelazem.

Ta dodatkowa (nadmiarowa) energie, ktorej nie ma w rzeczywistym obszarze
mozemy wyznaczy¢ z nastepujacego wzoru:

S, B?
AW, = A 3.43
w ktorym: ug, Bs — wartosci $rednie odpowiednio przenikalno$ci magnetycznej
i wektora indukcji w obszarze zelaza przylegajacym do szczeliny, Sy — pole

powierzchni i-tego elementu szczeliny.

Sumowanie we wzorze (3.43) nalezy wykonaé¢ po wszystkich elementach szcze-

linowych rozwazanego obszaru.

Reluktancja zelaza jest znacznie mniejsza od reluktancji powietrza, a wiec je-
sli tylko powierzchnia szczeliny S, jest dostatecznie mata, to mozna pomingé
ten skladnik we wzorze (3.42) i wtedy otrzymamy:
ow oW, oW,
pum— —|— pu—
0A; 0A; 0A4;

Energie pola magnetycznego szczeliny powietrznej o przekroju S = b (rys.

0. (3.44)

3.1a) mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob:

B2 B2 Ib [0AN?  Ib (A — Ar\?
o [ B B [0 (I (A
Q, 2Ho 2410 210 \ 9y 2410 l

gdzie: A, — sktadowa w kierunku osi z wektorowego potencjatu magnetycz-

nego, | — dtugosé¢ szczeliny powietrznej, b — szeroko$é szczeliny powietrznej.

Energia W, we wzorze (3.45) jest liczona na jednostke dlugosci w kierunku

osi z. Zatem rownanie (3.44) dla wezlow 1 i 2 mozna napisa¢ w postaci

macierzowej:
oW Wy b _b
vl Il I I A (3.46)
oW oW, o | =t b A, | :
DAz DA, l ! 2
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Jak wynika ze wzoru (3.46) posta¢ macierzy stanu elementu szczelinowego
jest niezmiernie prosta. Zastosowanie jej polega na dodaniu w odpowiednie
miejsca juz istniejacej macierzy stanu catego obszaru, wspotczynnikow ma-

cierzy stanu elementu szczelinowego.

Btad wynikajacy z zastosowania tego elementu jest spowodowany gléwnie

przez:
1. przesuniecie brzegow szczeliny do jej srodka geometrycznego (patrz rys.
3.2),
2. zalozenie, ze kat zalamania ©4 z rys. 3.2b jest rowny © niezaleznie od

kata padania ©;.

W rzeczywistosci wartos¢ kata zalamania ©, zalezy od wartosci kata padania
O. Jesli kat padania osiaga duze wartosci, na przyktad 7, to blad spowodo-

wany tym zalozeniem nie moze by¢ pominiety.

a) b)

Rys. 3.2. Bledy wynikajace z zastosowania elementu szczelinowego: a) Blad spo-
wodowany zmiang pozycji weztéw, b) btad spowodowany wartoscia kata

padania



89

Rozdzial 4

Mieszane sformulowanie MES

4.1 Wstep

Sformutowanie mieszane metody elementoéw skoriczonych jest dobrze znane w
literaturze przedmiotu [81], jednak w zagadnieniach pola elektromagnetycz-
nego pozostaje w dalszym ciggu nieznane. Powodem moze by¢ nieco bardziej
skomplikowana implementacja. Zatem dlaczego to podejscie znalazto sie w

kregu naszego zainteresowania?

Bardzo dobrym powodem jest tatwiejsza hybrydyzacja z metoda elementow
brzegowych a w szczegolnosci wieksza precyzja rozwiazania na interfejsie [66],
szczegdblnie istotnym w zadaniach tomograficznych. Jednakze sa powazne kto-
poty z implementacja tego podejscia w réwnaniu dyfuzji przy pewnych pa-
rametrach (na przyktad w tomografii optycznej dla powszechnie uzywanych
parametréw optycznych tkanki ludzkiej [66]). Te problemy jak i sposoby ich

przezwyciezania beda oméwione w tym rozdziale.
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4.2 Sformulowanie mieszane w przypadku

réwnania Laplace’a

Rozpatrzmy prosty problem opisany nastepujacym uktadem réwnan:

q=—-kVQ, q = [0z, gy , (4.1)

_ 04 Oqy _

gdzie: K jest parametrem opisujacym wlasnosci materiatowe rozpatrywanego

V-q

obszaru, ® — potencjal a q — jego gradient.
Jesli powyzsze rownania sa spelnione w obszarze ) a warunki brzegowe sa
zadane na odpowiednich partiach brzegu I' obszaru €2, w sposéb nastepujacy:
d=d na I lub n =qn na Iy, (4.3)
to wtedy problem moze zosta¢ rozwiazany.
Eliminacja wektora q jest mozliwa dzieki prostemu podstawieniu réwnania
(4.1) do rownania (4.2) prowadzac do zaleznosci:
V- (kV®)+Q=0 w Q, (4.4)
z odpowiednimi warunkami brzegowymi wyrazonymi przez potencjat & lub

jego gradient.

Jesli postaé¢ dyskretna rozwiazania bedzie poszukiwana na podstawie zalez-
nosci (4.4), dalsza eliminacja zmiennych jest niemozliwa a powyzsze sformu-

lowanie jest nazywane nieredukowalnym [81].

Z drugiej strony jesli dyskretyzowa¢ bedziemy roéwnania (4.1) oraz (4.2),

wtedy mowimy o sformulowaniu mieszanym.

Wyrazenie funkcjonalne podane nizej, jest rownowazne rownaniom roéznicz-

kowym (4.1) i (4.2) tacznie z warunkami brzegowymi (4.3):

J(®,q) = 1/Qan1qalQ—/<I>(V~q—Q) dQ—l—/FQ)(qn—cjn) dl’. (4.5)

2 o )
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4.2.1 Dyskretyzacja sformutowania mieszanego

Zaktadamy, ze kazda z niewiadomych tzn. ® oraz wektor q, jest interpolo-
wana w zwykly sposob, uzywajac odpowiednich dla kazdej z niewiadomych

bazowych funkcji interpolacji. Zatem:

q~q=N,q i ®>~P =Ny, (4.6)

gdzie: q oraz ® oznaczaja parametry weztowe (patrz rys. 4.1) lub bardziej
ogblnie parametry elementu (patrz rys. 4.8a), ktore trzeba bedzie wyzna-

czyC.

Zaktadajac, ze dla rownania (4.1) spelnione sa warunki brzegowe typu Diri-

chleta ® = ®, stosujac metode residuéw wazonych, stuszne jest wyrazenie:

/ w7 <n—1q v V<i>) dQ =0, (4.7)
Q
a dla réwnania (4.2), gdy spelnione sa ‘naturalne’ ! warunki brzegowe:
/Wg(v-q—Q) dQ— | W2 (G, — G,) dU = 0. (4.8)
Q r,

Wybierajac funkcje wagi w sposéb nastepujacy:
W, =N, oraz Wy = Ny, (4.9)

prowadzi to do symetrycznego uktadu rownan o postaci:

A Cl|aq f,
— | = , 4.10
ENIEEH 410
gdzie:
A:/QNan‘qudQ i cz/QNqTVquQ, (4.11)
oraz:
f1 =0 i fy = —/NdeQJr/ NZGdr. (4.12)
Q Iy,

'Przez 'naturalne’ warunki brzegowe w MES rozumiemy ‘g—i = 0. Calka w funkcjonale

sie zeruje, a wiec spelnione sa warunki brzegowe w sposo6b naturalny.
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4.2.2 Trojwezlowy element tréjkatny z trzema

stopniami swobody w wezle

Rozwazamy element trojkatny pokazany na rys. 4.1.

Rys. 4.1. Element tréjkatny trojweztowy z trzema stopniami swobody w wezle

Macierze A, C oraz 0 z réwnania (4.10) w postaci rozwinietej dla elementu

trojkatnego trojweztowego przedstawione sa w tablicach 4.1, 4.2 1 4.3.

Macierz zerowa 0, w rownaniu (4.10) jest regularyzowana. Zera na glownej
przekatnej zostaly zastapione malg liczba a — 0, na przyklad o = 10715,
tak aby wynikowa macierz stanu mogta byé¢ odwrécona. Teraz macierz zerowa

przyjmie postaé¢ (patrz Tablica 4.3).

Po wykonaniu operacji catkowania macierze A oraz C dla elementu trojkat-
nego z rys. 4.1) przedstawione sa w tablicy 4.4 oraz tablicy 4.5. Znaczenie
poszczegolnych symboli jest standardowe — A oznacza pole trojkata okreslone
wzorem (2.15) a wspotezynniki b, = y; — yk, ¢; = o — x;. Indeksy 4,7,k w

tych wspotezynnikach przyjmuja odpowiednio wartosei 0, 1,2 (por. rys. 4.1).
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Tablica 4.1. Macierz A

Jae KaNoNodS

er Kz NoN1dQ

Jae KaNoN2d$2

Joe Ky NoNodQ2

Jeye £y NoN1dQ2

e #yNoN2dQ

Jae Ko N1Nod

Jqe ke N1N1dQ

Joe KaN1N2dQ2

Jope Ky N1 Nod2

Jope iy N1 N1dSQ2

fQﬂ Ky N1 N2dS2

Joe KaN2NodQ2

Jope K N2 N1dQ

Jope K N2 N2dQ

er Ky N2 Nod$2

er Ky NaN1dQ)

er Ky NoaNad)

Tablica 4.2. Macierz C

AN
er Ny Tmo dQ2

ON
er No % LdQ

ON.
er No —amz dQ2

Jae No& dy G de

fsze No aNl df2

Jae No % 3N2 dQ

ON,
ng N1 %52 dQ

ON
er N1 55 HdQ

ON.
fﬂe N1 %5 2dQ2

fﬂe N. % oy OLdg

Jae N1 aNl Q2

Joe N1 52d0

N,
er N2 Tzon

ON
er No S5 LdQ

AN.
fm Ne Tzzdg

Jae N> dy G de

ON
Joe N2 2310

9N
Joe N2 2320

Tablica 4.3. Macierz 0

« 0 0
0 « 0
0 0 «@
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Tablica 4.4. Macierz A po catkowaniu Tablica 4.5. Macierz C
po catkowaniu
A/6 0 A2 o | A/12] 0 bo/6 | b1/6 | ba/6
0 A/6 0 |a/n2| o | Aj12 /6 | c1/6 | c2/6
A/12 | 0 A/6 0 | A2 o0 bo/6 | b1/6 | ba/6
0 | A2 o0 A/6 0 | A/12 /6 | c1/6 | ca/6
A/12 | 0 | A/12| 0 A/6 0 bo/6 | b1/6 | ba/6
0 A2 o | A/n12] o0 A/6 /6 | c1/6 | ca/6

4.2.3 SzeSciowezlowy element trojkatny z trzema

stopniami swobody w wezle

Zacznijmy nasze rozwazania od elementu trojkatnego pokazanego na rys.4.2a.

Macierze A, C oraz 0 z rownania (4.10) w postaci rozwinietej dla elementu

trojkatnego szesciowezlowego przedstawione sa w tablicach 4.7 i 4.6.

Podobnie jak dla elementu trojweztowego macierz zerowa 0, w réwnaniu
(4.10) jest regularyzowana. Zera na glownej przekatnej zostaly zastapione
malg liczbg o — 0, na przyktad a = 1071, tak aby wynikowa macierz stanu
mogta byé odwrécona. Teraz macierz zerowa przyjmie posta¢ macierzy dia-

gonalnej.

Po wykonaniu operacji catkowania macierze A oraz C dla elementu trojkat-
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b)
=10V
10,10
(0,10) 7 8( )
U
a5 qx=0
2
(0,0) (10,0

Rys. 4.2.

& =0V

a) Element trojkatny typu P1, b) dyskretyzacja obszaru na dwa elementy

nego z rys. 4.2a) przedstawione sg w tablicy 4.8 oraz tablicy 4.9. Znaczenie

poszczegolnych symboli jest standardowe — A oznacza pole trojkata [68].

Tablica 4.6. Macierz C

Jae No%eda

Joe NoZLdo

Jae NoZ2d0

Jae No%zd0

ONa dQ

Jae

Jae No%zd0

Jae NoZledg

Joe NoZpkdo

Jae No%p2d0

Joe No2ad0

Joe No2Nad0

Joe No 2540

Jae N120d0

Joe N2 d0

Jae N1Z2d0

Jae No%zd0

ONa dQ

Joe

Jae No%zdo

AN,
Joe N1 25040

IN
Joe N1 402

AN.
Joe N1 240

Joe No2ad0

Joe No2Nada

Joe No25d0

Jae N2ZRodo

Jae N2ZLd0

Jae N2Z2d0)

Jae No%zd0

8N4 do

Jae

Jae No%zd0

Jae NoZl0d0

Joe N2 25dQ

Joe N2 &2d0

Joe No2sd0

Joe No2Nada

Joe No25d0

Macierz O jest macierza diagonalna o postaci diag(«, o, «, «, a, @).
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UPEN N O

OPYNEN S

UPEN SN °°f

UPEN SN *Cf

OPINEN S

UPON N O

UPEN SN S

UPYN N O

UPEN N O

PN N O

UPINEN S

UPON N O

UPENTN S

OPYNTN YOS

UPENTN °°f

UPENTN *°f

OPINTN S

UPONTN ?Of

UPENTN S

UPYNYN S

UPENTN S

OPENTN S

UPINTN S

UPONYN S

UPINEN S

OPYNEN O

UPENEN °°f

UPENEN S

OPINEN O

UPONEN O

UPENEN S

UPYNEN S

UPENEN O

UPENEN TS

UPINEN S

GNUOZMWZ mG,\

UPENEN O

OPYNEN YOS

UPEN AN *°f

UPENEN S

oPINEN S

UPONEN TS

UPENN S

OPYNEN S

OPEN N O

PN N O

UPINN S

UPON N S

UPEN N O

OPYNIN TS

UPEN N °°f

UPEN N *Cf

OPININ TS

OPON N TS

UPEN N O

UPYN N O

UPEN N0

OPIN N YOS

UPIN NS

UPON N O

UPENON O

OPYNON S

UPENON °°f

UPEN ON *°f

OPINON S

OPONON Y

UPENON *°f

UPYNON S

UPENON O

PN ON TS

UPINON S

UPONON O

V ZIoWE[N "L § BolB],
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Tablica 4.8. Macierz A po wykonaniu calkowania

A/30 | 0 0 0 |-A/180 0 |-A/45 0 |-A/180 0 0 0
0 | A/30]| o 0 0 |-A/180 0 |-A/45 0 |-A/180 0O 0
0 0 [8A/45 0 0 0 [4A/45| 0 |-A/45| 0 |4A/45| ©
0 0 0 [8A/45] 0 0 0 [4A/45] 0 |-A/45| 0 |4A/45
—A/1800 0 0 0 | A/30| o 0 0 |-A/180 0 |-A/45 0
0 |-A/180 0 0 0 | A/30| 0 0 0 |-A/180 0 |-A/45
—A/45| 0 |4A/45] 0 0 0 [8A/45] 0 0 0 |4a/45] 0
0 |-A/45| 0 |4A/45] 0 0 0 [8A/45] 0 0 0 [4Aa/45
—A/1800 0 |-A/45 0 |-A/180 0 0 0 | A0 o 0 0
0 |-A/180 0 |-A/45 0 |-A/180 0 0 0 | A/30| o 0
0 0 [4A/45| 0 |-A/45| 0 |4A/45| 0O 0 0 [8A/45] 0
0 0 0 |4A/45] 0 |—-A/45| 0 |4A/45] 0 0 0 [8A/45

gdzie: A jest polem trojkata.
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Tablica 4.9. Macierz C po wykonaniu calkowania

bo/15 | —bo/30 4+ b2/15 | —b3/30 | —(bo +b4)/30 | —bs/30 | —bo/30 + bs/15
co/15 —c0/30 4+ c2/15 | —c2/30 —(c2 +¢4)/30 —c4/30 | —co/30+ ca/15
bo/10 | 4(bo +b2)/15 | b2/10 | 2(ba +2b4)/15 | —bs/30 | 2(bo + 2b4)/15
co/10 4(co + c2)/15 c2/10 2(ca 4+ 2¢4)/15 | —ca/30 | 2(co + 2¢4)/15
“b0/30 | bo/15—b2/30 | b2/15 | —ba/30+bs/15 | —ba/30 | —(bo + bs)/30
—c0/30 | co/15—c2/30 | c2/15 | —c2/30+ca/15 | —ca/30 | —(co + ca)/30
—bo/30 | 2(2bo +b2)/15 | b2/10 | 4(by +b4)/15 | ba/10 | 2(2bo + bs)/15
—c0/30 | 2(2c0 +¢2)/15 | c2/10 | A(ca +ea)/15 | ca/10 | 2(2co + c1)/15
“b0/30 | —(bo+b2)/30 | —b2/30 | ba/15—b4/30 | ba/15 | bo/15 — bs/30
—cp/30 —(co+¢2)/30 | —c2/30 | c¢2/15 —ca/30 ca/15 co/15 — ca/30
bo/10 | 2(bo +2b2)/15 | —b2/30 | 2(2ba +bs)/15 | ba/10 | 4(bo + bs)/15
co/10 2(co + 2¢2)/15 | —c2/30 | 2(2c2 + c4)/15 ca/10 4(co +ca)/15
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Przyktlad 8

Rozpatrzmy obszar przedstawiony na rys. 4.2b). Obszar zdyskretyzowano
dwoma szeScioweztowymi elementami skonczonymi o trzech stopniach swo-
body w wezle. Warunki brzegowe podano na rysunku. W obszarze spetnione
jest rownanie Laplace’a. Nalezy wyznaczy¢ rozktad potencjatu wewnatrz ob-

szaru. Wymiary podano na rysunku.

W implementacji komputerowej, ze wzgledu na interpretacje wynikéw, wy-
godniej jest wektor niewiadomych rownania (4.10) zorganizowaé¢ w ten spo-
sob, ze kazdemu weztowi przyporzadkowane zostang wielkosci gz, iy oraz
@;. Zatem macierze A, C oraz macierz 0 uktadu (4.10) zostana przemieszane

jak to przedstawiono w tablicy 4.11 oraz 4.12.

Tablica 4.10. Numeracja lokalna i globalna elementow

Nr. elementu | Numeracja lokalna | Numeracja globalna

o
o

T WIND| RO =W I
WD |0 [ =D =00 TN+
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P © L99° 000 000 00T 000 000 00T 000 00°0 | €€€- | 00°0 00°0 | €€€- | 000 00°0 | €€€- | 000
figh L99° L9°T 000 00°T- | 000 000 €€E- | 000 000 €Eee” 8L¢- | 000 €ee” IT°T- | 000 00°0 | 842~ | 000
*<b 000 000 29T L99° 000 000 299- | 000 000 €€E™- | 000 | BLC- 000 000 | TT'T- €ee” 00°0 | 8LC'-
i 000 | 00'T- | L99 0 00°0 L9C 000 | €€'1- | L9C 00°0 00T €€e- 000 €e'T €e'T 00°0 000 | €€¢-
ivb 00'T 00°0 00°0 00°0 68'8 00°0 €e'T vy 00°0 00°'T- | 000 00°0 €ET- | VY 00°0 000 | TT'T- | 000
*7b 00°0 00°0 00°0 L9'C 00°0 68'8 L9'¢- | 000 Wy 00°T 00°0 00°0 €€'T- | 000 vy €ee’ 000 | TT'T-
£P 000 | €€€- | L99'- 00°0 €E'T | L9C- 0 L9C | L9°C- 000 | €€€- | €E€ 000 L9C | €€'T- 00°0 199 €ee”
figh 00'T 000 000 €E'T- | WV 00°0 L9'C 68°8 00°0 €€’ IT'T- | 000 L9C | WY 00°0 00°0 000 00°0
*€b 00°0 00°0 000 L9C 00°0 vy L9'¢- | 000 68'8 €€E€- | 000 | TT'T- €€'1T 00°0 vy 00°'T- | 000 00°0
cP 00°0 €€E" | €E€- 000 | 00'T- | 00T 00°0 €€ €Ee"- 0 299~ | L99 000 | 00'T- | 00'T 00°0 €€E" | €EE-
fith €€€- | 8L~ | 000 00'T 000 00°0 €eE- | IT'T- | 000 299~ | L9°1 00°0 €€ 00°0 00°0 000 | 84¢- | 000
*Th 00°0 000 | 8.2~ || €€€- | 000 00°0 €€’ 000 | TT'T- L99° 00°0 29T 00'T- | 000 00°0 €ee” 000 | 8LT-
e 000 €€e’ 000 00°0 | €€'T- | €€'T~ 00°0 | L9C | €E€T 000 €€e” | 00'T- 0 L9'¢- | 000 00°0 | 299- | 00T
b €€~ | TT'T- | 000 €e'T vy 000 L9°C vy 000 00°T- | 000 000 L9°C- | 688 000 000 000 000
) 000 000 | IT'T- €€'T 000 141 €€'T- | 000 vy 00T 000 000 000 000 68°8 00°T- | 000 000
0p 00°0 00°0 €€’ 00°0 00°0 €€ 00°0 000 | 00'T- 00°0 00°0 £€ee’ 000 000 | 00°'T- 0 000 | L99-
fi0b €€€- | 8L~ | 000 000 | TT'T- | 000 L99° 00°0 00°0 €€’ 8L¢- | 000 299 | 000 00°0 00°0 L9'1 00°0
*0b 00°0 000 | 8¢~ || €€€- | 000 | TT'I- €ee” 00°0 00°0 €€E- | 000 | 8LC'- 00T 00°0 00°0 L99'- | 000 291

(oures(o] 1lorIoWNU M ‘YORIZIM M YOATIOPRIMOIU JUUWIN[OY O BUOZSHIIMOd Njuouoe 030zsmiotd z1dRN 11§ RII(R],
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P © 000 L99° 000 000 00°'T 000 000 | €€€- 000 000 00T 00°0 000 | €€€- 000 00°0 | €€€-
figh 000 L9°T 00°0 L99° 000 000 €€E- | 8LC- | 000 299~ | 000 000 00°0 IT°T- | 000 €€E" | 8LC- | 000
*<b L99° 000 L9°T 00°T- | 000 000 €€e” 00°0 | 8LC- || €€€- | 000 000 €ee” 000 | TT'T- 00°0 00°0 | 8LC'-
7P 00°0 L99" | 00°T- e L9°C 00°0 000 | €€€- | 00T 00°0 L9C | €€'T- 000 €e'T €e'T 000 | €€€- | 000
ivb 00°0 00°0 000 L9C 68°8 00°0 00'T 00°0 00°0 L9°C | VTV 00°0 €€~ | WY 00°0 €€ IT'T- | 000
*7b 00'T 00°0 000 00°0 00°0 68'8 00°'T- | 000 00°0 €e'1 00°0 vy €€'T- | 000 vy 00°0 000 | TT'T-
£P 000 | €€€- | €€E 000 00'T 00°T- 0 299" | L99°- 000 | €€€- | €E€ 000 00'T 00'T- 000 | €€€- | €E€
figh 000 | 84¢- | 000 €€E€- | 000 00°0 L99° L9°1T 00°0 €€ TT'T- | 000 00'T- | 000 000 €€E" | 8L¢- | 000
*€b €€E€- | 000 | 8LC- 00'T 000 00°0 L99- | 000 29T €€E€- | 000 | TT'T- €€’ 00°0 00°0 00°0 000 | 8L¢-
cP 000 | L99'- | €€€- 000 | L9C- | €€'T 000 €€ €€e"- 0 L9C- | L9'C 00°0 €E'T- | L9C 00°0 £ee” L99°
fizh 000 00°0 00°0 L9C vy 00°0 €€E- | TT'T- | 000 L9C- | 688 000 €€'1 vy 00°0 00°'T- | 000 000
) 00'T 00°0 00°0 €€'T- | 000 vy €€’ 000 | TT'T- L9°C 00°0 68'8 29C- | 000 vy 00°0 00°0 00°0
e 000 000 €ee’ 00°0 | €€'1- | €€'T~ 000 | 00'T- | €€€ 000 €E'T | L9C 0 000 | L9°C 000 00°T | L99°-
b 00°0 | TT'T- | 00°0 €e'T vy 000 00T 00°0 000 €T~ | WY 000 0000 | 68’8 000 00°T- | 000 000
) €€€- | 000 | TT'I- €e'T 000 1481 00°T- | 000 000 L9°¢C 000 vy L9°¢- | 000 68°8 000 000 000
0p 00°0 €ee” 000 00°0 €€’ 00°0 00°0 €€ 00°0 000 | 00'T- | 000 000 00°'T- | 000 0 L99'- | 000
fi0b 000 | 84¢- | 000 €e€- | IT'T- | 000 €€E- | 8¢~ | 000 €€’ 00°0 00°0 00T 00°0 00°0 L99- | L9'1 00°0
*0b €€€- | 0000 | 8LlC'- 00°0 000 | TT'T- €€’ 000 | 8LC'- L99° 00°0 00°0 299'- | 000 00°0 00°0 00°0 291
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n
<2
= 000 | 00T | 0000 || 0000 | 00T | OO'T || 0000 | 000 | €e€- || 000 | €€€- | 000 || 000 | €6€- | 000 || 000 | €€€- | €€€™-
2 00°'T- | 000 | 000 || 00°T- | 00°0 | 000 || 000 | TT'T- | 0000 || €€€ | I8.Z- | 000 || €€ | TT'T- | 0000 || €€€ | 995~ | 00°0
m L99° | 0000 | 000 || 00°T- | 000 | 000 || €€¢ | 000 | TU'T- || €e€- | 0000 | 8.z~ || 0000 | 000 | TT'T- || €€€ | 000 | 995~
W 000 | 000 | 0000 || 000 | 29 | €€°T- || 0000 | €T | €€T || 000 | 000 | 000 || 0000 | 000 | 000 || 000 | €€€- | 000
= 000 | 000 | 0000 || 29%¢- | ¥¥'¥ | 000 | €€1- | ¥¥'¥ | 000 || 0000 | 0000 | 000 || 0000 | 000 | 000 || €€€ | IT'I- | 000
g 000 | 000 | 0000 || €€T | 0000 | ¥¥'¥ | €€1- | 000 | ¥¥'% || 000 | 0000 | 000 || 000 | 000 | 000 || 000 | 000 | TT'I-
cm 000 | 000 | 0000 || 000 | €e€- | €g¢ || 0000 | 00T | 00°T- || 000 | 0000 | 00°0 || 0000 | 000 | 000 | 000 | €g¢- | €€¢
w 000 | 0000 | 0000 || €& | TT'T- | 000 || 00°T- | 000 | 000 || 000 | 0000 | 000 || 0000 | 000 | 000 || €€€ | 8%~ | 000
2 000 | 000 | 0000 || €6¢- | 0000 | TT°T- || €€€ | 000 | 000 || 000 | 0000 | 00°0 || 0000 | 000 | 000 || 000 | 000 | 8.Z-
m 0 000 | L9C || 000 | €€'T- | 29 || 000 | 00°0 | 0000 || 000 | 00T | €€€- || 000 | €€T | €€T || 000 | 000 | €€€~
9 000 | 688 | 000 || €€T | ¥¥'% | 0000 || 000 | 000 | 000 || 00T- | 000 | 000 || €€T- | ¥¥¥ | 000 || 000 | TTT- | 000
= L9 | 000 | 68'8 || L9~ | 0000 | ¥¥'¥ || 000 | 000 | 000 || 00T | 000 | 000 | €¢1-| 000 | ¥v'¥ | €€& | 000 | TT'T-
000 | €8T | L9C © 000 | 000 || 0000 | €¢'1- | L9 || 000 | €ge- | €€ || 000 | 29 | €€T- || 000 | 00T | 00T
€¢'1- | ¥¥v | 000 || 0000 | 8&LT | 000 || €T | ¥»'% | 000 || €€€ | TT°T- | 0000 || 29%%- | ¥¥'¥ | 0000 || 00°T- | 000 | 00°0
L9C | 000 | ¥¥% || 0000 | 0000 | 8LT || L9%- | 000 | ¥¥'¥% || €€€- | 0000 | TT°T- || €€T | 000 | ¥¥'% || 00°T- | 0000 | 000
000 | 000 | 0000 || 000 | €€T | 29%- © 000 | L9¢- || 0000 | 0000 | 000 || 000 | 000 | 000 || 000 | 00T | L99™-
000 | 000 | 0000 || €¢'1- | ¥¥'% | 000 || 0000 | 688 | 0000 || 000 | 0000 | 000 || 0000 | 000 | 000 || 00'T- | 000 | 000
000 | 000 | 0000 || 9% | 0000 | ¥¥'¥ | 29 | 000 | 688 || 000 | 000 | 000 || 000 | 000 | 000 || 000 | 000 | 000
000 | 007T- | 00°T || 000 | €€¢ | €€€- || 0000 | 000 | 000 0 L99- | L99° || 0000 | 00°T- | 00'T || 000 | €€€ | €€€-
00T | 000 | 0000 || €8¢~ | TU'T- | 000 || 0000 | 000 | 000 || 299- | 29T | 000 | €€¢ | 000 | 000 || 000 | 8- | 000
€ee- | 0000 | 000 || €€¢ | 000 | TT'T- || 000 | 0000 | 0000 || 299° | 000 | 29T || 00°I- | 0000 | 000 | €€ | 000 | 8LT-
000 | €€T- | €¢°T- || 0000 | 297¢- | €€°T || 000 | 000 | 000 || 000 | €€& | 00T~ © | L9¢- | 000 || 000 | 299 | 00T
€eT | ¥V | 000 || 9T | ¥¥'F | 0000 || 000 | 000 | 0000 || 00T- | 000 | 000 || 92~ | 688 | 0000 || 000 | 000 | 000
€¢'T | 000 | ¥W¥ || €¢°T- | 0000 | ¥¥'% || 000 | 000 | 000 || 00T | 000 | 000 || 000 | 000 | 688 | 00T-| 000 | 000
000 | 000 | €€¢ || 000 | 00°T- | 00°T- || 0000 | 00°T- | 000 || 000 | 000 | €€€ | 000 | 000 | 00°T- o | 299 | 299°-
000 | TT°'T- | 0000 || 00T | 0000 | 000 || 00T | 000 | 000 || €g€” | 8- | 000 | 299- | 000 | 000 || 299- | €€'€ | 000
€eg- | 0000 | TT°T- || 00T | 0000 | 000 || 299- | 000 | 000 || €¢€- | 0000 | 8- || 00T | 000 | 0000 || 299- | 000 | €€¢€
N (01-QT op [ozs-T po Auwnjos-Amnis (oped zIdRN "¢ BOI[(R],
™
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Tablica 4.14. Macierz calej struktury-kolumny od 19-tej do 27-mej powigkszona o

kolumne niewiadomych w weztach w numeracji globalnej

-.278 | 0.00 .333 -1.11 | 0.00 0.00 -.556 | 0.00 | -.333 qoz
0.00 | -.278 | -.333 0.00 | -1.11 | -.333 0.00 | -.556 | -.333 doy
0.00 .333 0.00 0.00 .333 0.00 .333 .333 0.00 P
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.11 | 0.00 0.00 qQiz
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -1.11 | -.333 d1y
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .333 0.00 5]
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -.278 | 0.00 0.00 A2z
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 | -.278 | -.333 q2y
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -.333 | .333 0.00 Do
0.00 0.00 | -1.00 4.44 0.00 1.33 -1.11 | 0.00 | -.333 3z
0.00 0.00 1.00 0.00 4.44 1.33 0.00 | -1.11 | 0.00 d3y
.333 | -1.00 | 0.00 -1.33 | -1.33 | 0.00 .333 0.00 0.00 ®3
-1.11 0.00 .333 4.44 0.00 | -1.33 0.00 0.00 1.00 Q4z
0.00 | -1.11 | -.333 0.00 4.44 2.67 0.00 0.00 1.00 Ay
-.333 .333 0.00 1.33 | -2.67 | 0.00 -1.00 | -1.00 | 0.00 Py
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 A5z
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 A5y
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .667 | -1.00 | 0.00 P5
1.67 0.00 | -.667 0.00 0.00 1.00 -.278 | 0.00 | -.333 q6z
0.00 | 1.670 | .667 0.00 0.00 | -.333 0.00 | -.278 | 0.00 d6y
-.667 | .667 a -1.00 | 1.00 0.00 333 | -.333 | 0.00 P
0.00 0.00 | -1.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 a7
0.00 0.00 1.00 0.00 8.89 2.67 0.00 0.00 0.00 dry
1.00 | -.333 | 0.00 0.00 2.67 a -1.00 | .667 0.00 D7
-.278 | 0.00 .333 0.00 0.00 | -1.00 3.33 0.00 .667 a8z
0.00 | -.278 | -.333 0.00 0.00 .667 0.00 3.33 .667 dsy
-.333 | 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 .667 .667 a Pg

Jesli uwzglednimy, ze warunki brzegowe Dirichleta i Neumanna wyeliminuja

nam odpowiednio nastepujace zmienne ®q, &, Py, g, O7, g oraz qos, 12, Gors

Q325 Q52> Q65 Q> Gs, Whedy otrzymamy zredukowana postaé macierzy stanu.
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Tablica 4.15. Macierz obszaru po uwzglednieniu warunkéw brzegowych

3.33 | 0.00 | -.278 | 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 | -1.11 | 0.00 | -.278 | -1.11 | -.556

0.00 | 8.89 | 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 2.67 4.44 1.33 0.00 0.00 | -1.11

-.278 | 0.00 | 1.67 | 0.00 0.00 0.00 | -1.11 | -.333 | 0.00 1.00 0.00 0.00 | -.278

0.00 0.00 0.00 | 8.89 | 0.00 0.00 4.44 | -1.33 | 0.00 0.00 0.00 4.44 | -1.11

1.00 0.00 0.00 0.00 « -2.67 | 1.33 0.00 0.00 0.00 | -1.00 | -1.33 | 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 | -2.67 | 17.8 | 0.00 0.00 0.00 2.67 0.00 0.00 0.00

0.00 4.44 | -1.11 | 4.44 1.33 0.00 17.8 | 0.00 4.44 | -1.33 | -1.11 | 4.44 0.00

1.00 2.67 | -.333 | -1.33 | 0.00 0.00 0.00 « 1.33 0.00 .333 | -2.67 | -1.00

-1.11 | 4.44 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 1.33 | 8.89 | 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 1.33 1.00 0.00 0.00 2.67 | -1.33 | 0.00 0.00 [o% 0.00 0.00 | -1.00

-.278 | 0.00 0.00 0.00 | -1.00 | 0.00 | -1.11 | .333 0.00 0.00 | 1.67 | 0.00 | -.278

-1.11 | 0.00 0.00 4.44 | -1.33 | 0.00 4.44 | -2.67 | 0.00 0.00 0.00 | 8.89 | 0.00

-.556 | -1.11 | -.278 | -1.11 | 0.00 0.00 0.00 | -1.00 | 0.00 | -1.00 | -.278 | 0.00 | 3.33

gdzie: a pelni taka samg role jak w diagonalnej macierzy O.

Tablica 4.16. Wektory: niewiadomych, prawych stron i rozwigzania

doy 10.0 qoy=-1.00
diy 3.33 q1y=-1.00
q2y 3.33 q2y=-1.00
d3y -23.3 q3y=-1.00
P3 0.00 $3=5.00
Qdz 0.00 q42=0.00
4y -33.3 qay=-1.00
Py 0.00 $4=5.00
d5y -10.0 q5y=-1.00
P55 0.00 $5=5.00
d6y -3.33 qey=-1.00
qry -36.7 q7y=-1.00
qsy -10.0 qsy=-1.00
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4.2.4 Warunki brzegowe typu Robina

Warunki brzegowe trzeciego rodzaju, zwane czesto warunkami brzegowymi

typu Robina sa dane zaleznoscia:
—(kV®) - n—qg—ad=0. (4.13)

Wykorzystujac rownanie (4.1), warunki brzegowe trzeciego rodzaju moga by¢

przedstawione w postaci:
q-n=ad+7q. (4.14)

Dla danego wezta sieci elementéw skonczonych rownanie (4.14) mozna napi-

sa¢ w postacl rozwinietej:

@Gy + @y = a® + 7. (4.15)

Wyznaczajac potencjal ® z rownania (4.15), jako kombinacje liniowa dwoch

innych niewiadomych, otrzymamy:

1

o = o (qzns + qyny) — —7. (4.16)

Q|+

2

Sktadowe wersora® normalnego skierowanego na zewnatrz obszaru mozna wy-

razi¢ nastepujaco [11,66]:

1 ] -1 [defg)
nx—det(J(f))[dé]’ y‘detu(s))[ dé]‘ (4.17)

Pochodne wspotrzednych z(€) i y(§) wzgledem lokalnej wspotrzednej € wy-

nosza:
de(§) — dN:i(§) dN>(§) dy(§)  dN:i(§) dN5(§)
dg = dg I1+ d§ T, df = d§ y1—|— df Y2, (418)
gdzie:
N©=30-8,  NM©=30+0). (419

2wektor jednostkowy
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Wtedy rownanie (4.18) moze by¢ przeksztatcone do postaci:

dé 2" T2 d¢ 271 "

Transformujac zmienne globalne x oraz y, nalezace do krzywej brzegowej T,
do lokalnego uktadu wspolrzednych &, musimy wyznaczyé jakobian® trans-

formacji:

o= (50) + () (7))

Ostatecznie otrzymamy:

Y2 — Y1 ny=— T2 — 1 . (4.20)
V@ =20 + (52— )’ V@ =20 + (52— )’

Sa to sktadowe wersora normalnego zewnetrznego do linii brzegowej, z tym

ng =

ze potrzebujemy je w danym wezle. Ze wzgledu na liniows interpolacje lewo-
stronne i prawostronne wartosci moga by¢ roézne (w przypadku linii brzegowej
interpolowanej tamana). Im dyskretyzacja rzadsza tym wieksze réznice po-

miedzy lewostronnymi i prawostronnymi wartosciami.

Z tego wzgledu wartosci $rednie beda brane do dalszych obliczen.
Przyktad 9

W celu sprawdzenia algorytmu, rozwazmy nastepujacy przyktad: Rozwazmy
}L przekroju poprzecznego stanowiacg badany obszar. Zewnetrzny brzeg ob-
szaru, przedstawionego na rys. 4.3 jest zanurzony w $rodowisku o tempera-
turze Ty a brzeg wewnetrzny ma temperature staty rowng 77. Wyznaczyc

rozklad temperatury wewnatrz obszaru.

Wartosci numeryczne stosowane w tym przyktadzie sa nastepujace: Ry = 1.0,

Ry =2.0,Ty =10.01 Ty = 6.0 z konduktywnoscia cieplng k = 3.5, oraz ze

3 Jakobian — w literaturze anglosaskiej czesto okreéla sie tak zaréwno macierz Jakobiego
jak ijej wyznacznik. W tej ksiazce przez jakobian bedziemy rozumieli wyznacznik macierzy
Jakobiego.



4.2 Sformulowanie mieszane w przypadku réwnania Laplace’a 107
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Rys. 4.3. a) Rzadka dyskretyzacja siecia elementéw skoriczonych, b) gesta dyskre-
tyzacja obszaru

wspOlczynnikiem przewodzenia ciepta h = 1.2 (wszystkie wielkosci wyrazone
sa w jednostkach uktadu SI).

Zgodnie z prawem Newtona strumien ciepta na brzegu rozgraniczajacym ciato

stalte i ciecz jest dana nastepujacym wyrazeniem [11]:

or h h

— = ——T+ —-T. 4.21
on K +/€ ! ( )

Analityczne rozwigzanie tego zagadnienia opisanego réwnaniem:

1d dTl
=) = 4.22
rdr (T dr) 0 (422)

jest nastepujace:

T =Alnr+ B, (4.23)

gdzie: dla natozonych warunkéw brzegowych stale wynosza: A = —1.8592 i
B = 10.

Korzystajac z symetrii przekroju poprzecznego uktadu cylindrycznego na

krawedzie brzegu y = 0 oraz x = 0 nalozono naturalne warunki brzegowe
(5% =0).
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Na rys. 4.4 pokazano wyniki obliczenn metoda elementéw skoriczonych na tle
rozwigzania analitycznego. Widaé¢ wyraznie, ze zbiezno$¢ obu rozwiagzan do

rozwigzania analitycznego, jest lepsza dla gestej dyskretyzacji.

10

9.5

8.5 L L L L L L L L L
1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Rys. 4.4. Wyniki obliczenn — linia ciagta to rozwiazanie analityczne; rozwigzanie
dla sformutowania mieszanego oznaczono markerem tréjkata w kazdym
punkcie obliczen (dla gestej dyskretyzacji) i markerem — x dla dyskrety-

zacji rzadkiej

4.3 Sformulowanie mieszane dla

rownania dyfuzji

Zastanowmy sie czy trojkat trojweztowy z trzema stopniami swobody w kaz-
dym z weztow, tak wspaniale sprawdzajacy sie dla zagadnienn Dirichleta w
sformutowaniu mieszanym, rownie dobrze bedzie si¢ sprawdzal dla réwnania

dyfuzji:
V20 — k*® = 0, (4.24)

gdzie: k? = s jest liczba falowa, p, — wspétezynnik pochtaniania, D — wspol-

czynnik dyfuzji.

W sformutowaniu mieszanym réwnanie dyfuzji mozna przedstawi¢ w postaci
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uktadu rownan rézniczkowych czastkowych stopnia pierwszego:

Vgt pe® = Qo, q =[G 3], (4.25)
gdzie: Qg — wartosé stata (funkcja zrodia).

Rownanie (4.25) w formie rozwinietej przedstawia sie jako:

9¢: , 9qy
- .2 = Qo, 4.26
9c "oy THa® = (4.26)
oraz drugie réwnanie:
1 /
qu) + (,Ua + ls )q = Ql. (427)

gdzie: i, — zredukowany wspotezynnik rozpraszania, d — wspotezynnik przyij-
mujacy wartosci 2 lub 3 w zaleznosci od wymiaru przestrzeni [6], a Q1 —

wartosé stala.

Jesli dla uproszczenia zatozymy, ze )y = 0 wtedy na podstawie réwnania

(4.27) otrzymamy:

1
q=——""—"r-VOo. (4.28)
d(ﬂa + Us )
s o 1 . . 1s .-
gdzie: D = Wiy jest wspotezynnikiem dyfuzji.

Wyrazenie funkcjonalne podane nizej, jest réwnowazne réwnaniom roznicz-
kowym (4.25) i (4.27) tacznie z warunkami brzegowymi (4.3) tak jak w przy-
padku réwnania Laplace’a.

1
7= 5 [ (a e ) o [ @(vq-Qu) o
Q Q

(4.29)
1 1
= —/qTK,_lqu——/,ua@de—/Q)(V-q—Qo) Q).
2 Q 2 Q Q

Poréwnujac wyrazenie funkcjonalne dla réwnania dyfuzji (4.29) z wyrazeniem
funkcjonalnym dla réwnania Laplace’a (4.5) widzimy dodatkowy sktadnik
—% fQ pa®? dSQ.
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Zaktadajac, ze dla rownania dyfuzji (4.24) spelione sa warunki brzegowe
typu Dirichleta ® = @, oraz 'naturalne’ warunki brzegowe (Neumanna), sto-
sujac metode residuéw wazonych, w konsekwencji doprowadzamy do syme-

trycznego ukladu réwnan o postaci:

A C
cC" D

q

[ f,

= [ fy ] , (4.30)

gdzie: macierze A i C sa identyczne jak w przypadku rownania Laplace’a,

natomiast macierz D wynosi:
D= —ua/ NINgdQ, oraz f,=0 i fo=— / NZQodS. (4.31)
Q Q

Posta¢ macierzy D dla elementu trojkatnego w przypadku réwnania dyfuzji

przedstawiono w tablicy 4.17.

Tablica 4.17. Macierz D

—paA/6 —paD/12 | —pa/12

—paA/12 —palA/6 —paA/12

—HaA/12 | —pal/12 —paA/6

gdzie: A jest polem trojkata.

4.3.1 Trojwezlowy element tréjkatny z trzema
stopniami swobody w wezle — tréjkat typu P,

Zacznijmy nasze rozwazania od elementu trojkatnego pokazanego na rys.4.5a.

Jako zagadnienie testowe rozpatrzmy obszar kwadratowy o wymiarach 10 x

10, pokazany na rys.4.5b, dla ktorego spetnione jest réwnanie dyfuzji w stanie
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a) b)

10

0 2 4 6 8 10

Rys. 4.5. a) Element trojkatny typu Py, b) dyskretyzacja obszaru na 16 warstw

1 16 kolumn

ustalonym o postaci:
(V*—k*)® =0, (4.32)

gdzie: k? = %, dla tkanki ludzkiej mozna przyja¢ D = 0.03 cm a wspotczynnik
pochlaniania ¥ = 0.1 cm™! [69)].

Naturalne warunki brzegowe zastosowano na brzegach zdefiniowanych réw-
naniami: ¥y = 0 i y = 10, a na brzegach okreslonych réwnaniami: x = 0 i
x = 10, warunki brzegowe typu Dirichleta odpowiednio: ® = 01 & = 10.

Rozwazany obszar zdyskretyzowany trojkatem P; pokazano na rys. 4.5b.

Ten typ elementu skoriczonego zapewnia doskonate rezultaty dla réwnania
Laplace’a, jak i réwnania dyfuzji. W tym drugim przypadku tylko wtedy
jednak gdy wspotezynnik dyfuzji D jest nie mniejszy niz 0.1.

Ponizej tej wartosci w rozwiazaniu zaczynaja sie pojawiaé oscylacje (patrz
rys. 4.6a i rys. 4.6b). Niestety tych oscylacji nie jesteSmy w stanie sie pozby¢
nawet stosujac bardzo gesta dyskretyzacje. Problem ten ilustruja rozwiazania

przedstawione na rys. 4.7.

Mozna powiedzieé¢ zatem, ze oscylacje te posiadaja charakter strukturalny

i aby je usuna¢ zmuszeni jesteSmy zaproponowa¢ nowy, bardziej wyszukany
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10' T T T T T T T T T 10*

Rys. 4.6. a) Poprawne rozwiazanie sformutowania mieszanego dla rownania dyfuzji
dla D=0.15 oraz b) zaczynajace sie pojawiaé oscylacje w rozwiazaniu dla
D<0.1

element skonczony.

4.3.2 Trojwezlowy element trojkatny z wezlami na

Srodku bokow

Jako drugi rozpatrzmy element skoriczony dla sformutowania mieszanego po-
kazany na rys. 4.8.

Dla tego elementu rozdzielono zmienne ® i zmienne g, and g, w sensie geome-
trycznym, umieszczajac te ostatnie na srodku brzegéw elementu trojkatnego.
Obszar i warunki brzegowe sa identyczne jak w przypadku poprzednim. Dys-

kretyzacje przedstawiono na rys. 4.9.

Punktami oznaczono wierzchotki elementu trojkatnego ze zmiennymi @, na-
tomiast wezly posrodku brzegéow trojkata ze zmiennymi g, i g,, oznaczono

kwadratami.

Dla tego elementu skonczonego wyniki obliczent przedstawiono na rys. 4.10a

i na rys. 4.10b. Jak mozna zauwazy¢ nie ma oscylacji w rozwigzaniu nawet
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Rys. 4.7. Rozwiazanie dla: a) 64, b) 128, ¢) 256 i d) 512 warstw w kierunku osi =

w przypadku bardzo matych wartosci parametru (D = 0.03).

Pomimo tego ze nie ma oscylacji w rozwiazaniu, to jednak wyniki sg trudne
do zaakceptowania z powodu istotnych rozbieznosci zaréwno dla zmiennej
® jak i zmiennej ¢, dla ktorych blad wzgledny osigga nawet wartosé 40%
(patrz rys. 4.10).

Podobnie jak to byto w przypadku poprzednim, nawet znaczne zageszczenie
sieci elementow skoriczonych nie byto w stanie poprawi¢ w istotny sposéb
rozwigzania. Potrzebny jest zatem nowy rodzaj elementu skoriczonego, ktory
usunaltby niedogodnosci wystepujace dla rozwazanych do tej pory elementow

trojkatnych.



114 Mieszane sformulowanie MES

0 0 q(l qu X

Rys. 4.8. Trojweztowy trojkat z weztami na srodku bokow dla sformutowania mie-

szanego
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Rys. 4.9. Rozwazany obszar

Rys. 4.10. a) Rozwiazanie dla ® oraz b) rozwiazanie dla g, dla elementu skoriczo-

nego z rys. 4.8
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4.3.3 Trojwezlowy element tréjkatny z funkcja
dodatkowg w Srodku geometrycznym — tréjkat
typu P+

Element trojkatny nazwany P; z rys.4.5a jest najprostszym elementem, ktory
doskonale sprawdza si¢ dla sformulowania mieszanego zagadnienia opisanego

rownaniem Laplace’a.

Jednakze problemy opisane rownaniem dyfuzji, a w szczegolnosci zadania
Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej (DTO) w sformutowaniu mieszanym powo-
duja, ze w rozwiazaniu pojawiaja sie oscylacje, ktéore mozna zaobserwowaé
na rys.4.6b. Oscylacje te maja charakter strukturalny i nie da sie ich usu-
na¢ bardziej gesta dyskretyzacja. Udowodnit to eksperyment numeryczny,

ktorego rezultaty zostaly przedstawione na rys.4.7.

Zatem do opisu tych zagadnien potrzebowaé¢ bedziemy nowego elementu troj-
katnego, ktory bytby w stanie dostarczy¢ stabilnych (tzn. bez oscylacji) i do-
ktadnych rezultatéw na przyktad w zadaniach Dyfuzyjnej Tomografii Optycz-

nej.

Rozwazmy element trojkatny, ktory nazwiemy Pi+, rézniacy sie od zna-
nego juz elementu trojkatnego P; jedynie dodatkowym wezlem w srodku
geometrycznym trojkata, w ktorym poszukiwana bedzie wielkosé @3 (patrz
rys.4.11).

Podobnie jak w przypadku innych standardowych funkcji bazowych, ta do-
datkowa pomocnicza funkcja bazowa przyjmuje warto$é¢ 1 w srodku geome-
trycznym oraz warto$é 0 w pozostatych weztach umieszczonych w wierzchot-

kach elementu trojkatnego.
D = Ny®y + N1 Py + No®y + NoNi NoPg, (4.33)

gdzie: @3 jest potencjalem w dodatkowym wezle.

Bazowe funkcje interpolacji we wspohrzednych powierzchniowych (patrz roz-
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Rys. 4.11. Trojwezlowy element trojkatny z dodatkowa funkcja w srodku geome-
trycznym — tréjkat typu P+

dzial 2.2), sa w tym przypadku zdefiniowane nastepujaco:

N() = Lo, N1 = Ll, N2 = L2 oraz N3 = LoLlLQ, (434)
gdzie:
__ aot+box+coy _ aithiztcy __ agtbeztcoy
LO - YN ) Ll - PYN ) L2 - YN ’

oraz wspolezynniki:

ap =T1Y2 — Tay1, bo=y1 — Y2, Co=T2— Ty,
ap =T2Yo — ToY2, b1 =yY2—Yo, C1=To— T2,
ay = ToYr — T1Yo, b2 =Yo—y1, C2=T1— T,

A=0.5(x1 y2+20 Y1 +T2 Yo — Yo T1— Y2 To—Y1 T2).

Podobnie jak to miato miejsce w dwodch poprzednich przypadkach, tak i teraz
rozpatrzymy ten sam obszar z tymi samymi warunkami brzegowymi. Obszar
ten zdyskretyzowano elementami trojkatnymi typu P;+. Wyniki obliczen po-
rownano z wynikami uzyskanymi dla elementu trojkatnego P;. Wyniki tego
poréwnania przedstawiono na rys. 4.12. Jak wida¢ rezultaty obliczen sag po-
zbawione oscylacji i co wiecej sa bardzo doktadne, gdyz maksymalny btad

wzgledny jest mniejszy niz 3%, nawet dla bardzo rzadkiej dyskretyzacji.

Zatem mozna przyjac, ze dla zadan opisanych rownaniem dyfuzji przy szcze-

gélnie trudnych parametrach materiatowych, postugiwaé¢ nalezy sie aprok-



4.3 Sformulowanie mieszane dla réwnania dyfuzji 117

a) b)

1

10

3

10° £
250

2

15

10_8 1l L L L L 3 I I I L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Rys. 4.12. a) Poréwnanie wynikow dla dyskretyzacji elementem P; i elementem
P14+, b) rozktad bledu wzglednego rozwiazania dla rzadkiej dyskrety-
zacji elementem P+ (tylko 64 warstwy)

symacja elementami trojkatnymi typu P;+. Sa one nieco trudniejsze w im-
plementacji, ale za to gwarantuja uzyskanie doktadnych rezultatéw obliczen

numerycznych.
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Rozdzial 5

Elementy niestandardowe

W rozdziale tym zajmiemy sie analiza zagadnien w obszarach nieograniczo-
nych. Bardzo czesto w literaturze spotyka sie te zagadnienia pod nazwag za-
gadnienia o brzegu otwartym. Sposobéw rozwigzywania tych zagadnien jest
bardzo wiele [19,65,67|. My jednak, jako ze traktujemy o podstawach MES,
skupimy nasza uwage, jedynie na obszarach 2D i na wybranych elementach
teorii zwigzanej z analizg obszaréw o brzegach otwartych. Zainteresowanego
ta tematyka czytelnika, chcacego pogtebié¢ swa wiedze odsytam do monografii
Prof. S. Gratkowskiego [30].

5.1 Metody analizy obszaréw nieograniczonych

W polu elektromagnetycznym rozwiazywanym przy pomocy MES wyroznia

si¢ zazwyczaj dwa obszary [65]:
— ograniczony obszar €); (wewnetrzny), zawierajacy wymuszenia; w jego
sktad moga wchodzié¢ obszary o r6znych wlasnosciach materiatowych,

— nieograniczony obszar (), (zewnetrzny), w ktorym wielkosé skalarna lub

wektorowa spetnia réwnanie Laplace’a, Poissona lub Helmholtza.
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Niemiecki fizyk, fizjolog i filozof, z wyksztalcenia lekarz, profesor fizjologii
i patologii og6lnej na uniwersytecie w Krélewcu od 1849 roku, Bonn od
1855, Heidelbergu od 1858, a od 1870 profesor fizyki w Berlinie. Gtéwna,
jego zastuga bylto podanie matematycznej interpretacji podstawowej w fi-
zyce zasady zachowania energii i wykazanie jej powszechnego charakteru.
Dokonal tego w 1847 roku. Opracowal w 1853 roku teorie akomodacji
oka. Stworzy! teorie widzenia barw. Skonstruowal oftalmoskop i lustro
von laryngologiczne czolowe. W ostatnich latach zycia zajmowal sie glow-

HELMHOLTZ nie zagadnieniami termodynamiki. Sformutowat w 1874 roku podstawy

Hermann dyspersji anomalnej, a w 1892 roku oglosit prace o elektromagnetycznej
Ludwig .. .. . ..

teorii dyspersji barw. Byt takze autorem prac z zakresu meteorologii —
Ferdinand

teorii wiréw powietrznych i burz oraz powstawania fal morskich.

(1821-1894)

Przyktadowy, nieskoniczony obszar dwuwymiarowy z podziatem na podob-
szary: zewnetrzny i wewnetrzny, przedstawia rys. 5.1a. Na granicy obszarow
musi by¢ zachowana cigglo$é funkcji stanu — np. potencjatu elektrycznego

lub wektorowego potencjalu magnetycznego. Klasyczna metoda elementow

a) b)

Rys. 5.1. a) Nieograniczony obszar dwuwymiarowy, b) analiza obszaru metoda

obciecia siatki elementéw skoniczonych

skoniczonych moze by¢ stosowana jedynie do obliczania obszaréw ograniczo-
nych. Podstawowym problemem pojawiajacym sie przy modelowaniu pél w

obszarach nieograniczonych jest niemoznos¢ podziatu badanego obszaru na
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nieskoriczong liczbe elementow i zamodelowanie rzeczywistych warunkéw na

jego brzegu.

Z kolei uwzglednienie zblizonych do rzeczywistych rozmiaréw obszaru poprzez
dyskretyzacje na bardzo duza liczbe elementéw skoriczonych, zwieksza znacz-
nie macierz stanu obszaru i wydtuza (lub czasem wrecz uniemozliwia) proces

obliczeri.

Od poczatku istnienia MES czynione byty proby pokonania tego problemu.
Wérod dotychezas wykorzystywanych metod mozna wyréznié obciecie siatki
elementow skonczonych, metode rozszerzania obszaru oraz hybrydyzacje, czyli
rozszerzenie standardowej MES o elementy niestandardowe [30,65], a $cislej —
o elementy niestandardowe brzegowe (metoda elementéow brzegowych, proce-
dury brzegowe) oraz elementy niestandardowe obszarowe (elementy nieskori-

czone).

5.1.1 Obciecie siatki elementéw skoriczonych

Najbardziej popularna i najmniej skomplikowana metoda analizy obszaréow
nieograniczonych jest tzw. obciecie siatki elementéw skonczonych. Polega ono
na ograniczeniu obszaru skoriczonego sztucznym brzegiem I', (pominiecie ca-
tego obszaru €2, lub jego czesci) i ustaleniu na nim takich warunkéw brze-
gowych (np. Dirichleta lub Neumanna), aby uzyska¢ rozktad pola zblizony
do rzeczywistego. Obszar pozostaly po obcieciu, analizowany jest za pomoca
standardowej MES (rys. 5.1b). Rozwiazanie wyznaczone ta metoda obarczone

jest zwykle sporym bledem.

5.1.2 Metoda rozszerzania obszaru

Metoda rozszerzania obszaru (ang. ballooning) [16,30] przedstawiona zostalta
na rys. 5.2. Obszar §2; podzielony zostal na elementy skoiiczone. Otacza go

obszar (2.1, ktoérego wewnetrzny brzeg I'; jest zarazem brzegiem zewnetrz-
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nym obszaru §2;. Zakltada sie, ze wewnatrz obszaru €; istnieje taki punkt, ze
promieniujace z niego linie przecinaja wewnetrzny I'y i zewnetrzny 'y brzeg

obszaru €2,; w sposéb przedstawiony na rys. 5.2a.

Rys. 5.2. a) Obszar €; i pierwsze dwa podobszary zewnetrzne - Q¢ 1 Qe2, b) ob-
szary: €); — analizowany MES i {2, — analizowany elementami nieskori-

czonymi

Dowolny punkt na brzegu I'; (a wiec takze wezel elementu skoriczonego) ma

wspotrzedne:

Xz(l) = (i, 9i)- (5.1)
Punkt X El) mozna odwzorowa¢ na punkt na brzegu 'y funkcja:

x® =kx, (5.2)
gdzie: wspo6tczynnik skalowania k£ > 1.

Obszar €).; otacza sie nastepnie obszarem ()., przy czym dla punktéw na

brzegu I's obowigzuje zaleznosé:
x® = 2xW, (5.3)

Jesli jako ¢ oznaczymy wektor wartosci potencjatu w tych punktach brzegu

I'y, ktore sa zarazem wezlami elementéow skonczonych, a ¢y - wektor dla
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brzegu I's, to otrzymamy rownanie macierzowe dla obszaru €).;:

:[g]. (5.4)

We wzorze (5.4) KS), (i,7 = 1,2) sa macierzami struktury obszaru. Dla

obszaru 2., analogiczne rownanie bedzie miato postac:

P1

1 1
Ky K{)
P2

1 1
Kgl) KéQ)

2 2
2 2 - . .
Kél) KéQ) P3 0

Po wyeliminowaniu z (5.4) i (5.5) wartosci 9, otrzymamy:

1

1 2 1 1 1 2 1 2
3

2 1 2 1 2 2 1 2\t 2
_Kg1) (Kéz) +K§1)) Kg1) Kéz) - K§1) (Kéz) +K§1)) ng)

|0
=,
Opisany tok postepowania powtarza sie dla kolejnych obszaréw (Q.,, przy

czym brzeg ', okresla sie wzorem:
XD = 2D x (W) (5.6)
Zakladajac ¢, = 0 otrzymamy réwnanie macierzowe:
Ky, =0. (5.7)
ktore nalezy doda¢ do rownania stanu obszaru 2;.

Omoéwiona metoda jest ktopotliwa w praktycznej realizacji i co wiecej nie

daje gwarancji osiggniecia dobrej doktadnosci.

5.2 Elementy nieskonczone

Na rys. 5.2b przedstawiony zostat obszar podzielony na dwa podobszary: €2;,
analizowany podobnie jak poprzednio przy pomocy MES oraz (2., w ktéorym
zastosowano elementy nieskoriczone. Sa to elementy skoriczone, w ktoérych

uwzgledniono rozciaganie sie obszaru do nieskoriczonosci [30, 58]. Wyrdznia
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sie w zasadzie dwa rodzaje elementéw nieskoriczonych. Pierwsze sg opisywane
bazowymi funkcjami interpolacji, uwzgledniajacymi zanik zmiennej stanu w
nieskonczono$ci. Drugie za pomoca pewnych przeksztalcen odwzorowywane
sa w obszar skonczony, opisywany bazowymi funkcjami interpolacji skorczo-

nego elementu standardowego.

Poza tym elementy nieskoniczone mozna jeszcze dzieli¢c na dwu- i trojwy-
miarowe, a w obrebie elementéw dwuwymiarowych — na dwu- i czterowe-
ztowe [17,30,44,81].

Macierz stanu badanego obszaru z rys. 5.2b, konstruuje sie uwzgledniajac

macierze zaré6wno elementéw skonczonych, jak i nieskonczonych.

Zaleta elementow nieskoriczonych jest tatwosé ich implementacji, stosunkowo
dobra doktadnosé¢ jak réwniez fakt, ze nie zaburzaja one symetrii macierzy
stanu obszaru (oczywiscie tylko dla tych zagadnien, ktore taka symetrie posia-
daly). Z tych przyczyn elementy nieskoriczone znalazty szerokie zastosowanie
w obliczeniach na przyktad zagadnieri odwrotnych [65], gdzie istnieje koniecz-
no$¢ uwzglednienia obszaréw nieograniczonych. Szczegétowy opis i charakte-

rystyke elementéw nieskoniczonych zamieszczono w kolejnych rozdziatach.

5.2.1 Elementy nieskonczone w kartezjanskim uktadzie

wspoirzednych
Element nieskonczony pierwszego rodzaju

Jako pierwszy rozwazmy najprostszy element nieskoriczony przedstawiony
w [30,58]. Jest to element dwuweztowy, jednowymiarowy, ktéry mozna zinter-
pretowaé jako element trojkatny, trojweztowy, z jednym weztem znajdujacym
sie w nieskoriczonosci (rys. 5.3). Wezly elementu oznaczone zostalty cyframi

11 2. Na rysunku wprowadzono trzy pomocnicze uktady wspotrzednych:

— prostokatny (u,v),
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— biegunowy (r, ) oraz

— jednowymiarowa (lokalna) — o$ 7.

Zaklada sie, ze szukany potencjal ¢ dla elementu nieskoniczonego mozna w

uktadzie wspotrzednych biegunowych zapisaé¢ wzorem:

/) 1=+ (1)l (5.5)

2f ( cos

gdzie: ¢1, o — wartosci potencjatu w weztach 11 2, f(r) — funkcja odwzoro-

p(r,a) =

wujaca charakter zaniku pola.

v v
n /
infinity
2 P(r‘a),.
y2 777777777777777777777777777777777777 § n=1 /,"/
Ve
nEo
1/
e ot
ag ay o3 b

Rys. 5.3. Element nieskoriczony pierwszego rodzaju

Najczesciej przyjmuje sie, ze f(r) = 1/r", gdzie n > 1.

Funkcje ksztaltu elementu nieskoniczonego pierwszego rodzaju maja postac:

Ni(u,v) @ (1+?—@), No(u,v) @ (1—?+@>. (5.9)

:ﬁ lu :ﬁ lu

Po uwzglednieniu, ze w rozpatrywanym obszarze potencjal spetnia réwnanie

Laplace’a uzyskamy wzoér na macierz stanu elementu nieskonczonego pierw-
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szego rodzaju:
(b+D)u

o a (ON;ON; ON;ON;
ki = = L= ) dvdu, 5.10
I /d/(bdl)u<8u6u+8v(%)vu ( )
skad po scatkowaniu symbolicznym otrzymujemy macierz stanu elementu:
(4n2+2n+1)l—6nb+3@ (2n2—2n—1)l—3i
K = 12nd ) 12nd ) ’ (511)
(2n?—2n—1)I-3"m (4n242n+1)I+6nb+3 72
12nd 12nd
gdzie (z rys. 5.3):
1 1
I = 5\/(372—931)24-(?/2—%)2, b=4—l(93§—$%+y§—yf),
1
d = ﬂ(l’l?h—xzym Tm = Vd* + 2.

Elementy pierwszego rodzaju charakteryzuja si¢ nieskomplikowana i tatwa do
obliczenn macierza stanu (5.11). Dodanie ich do istniejacego obszaru skoriczo-
nego nie wymaga zwiekszenia ilosci weztow w obszarze. Ich wada jest jednak

zte odwzorowywanie obszaréw o geometrii prostokatnej [65].

Element nieskonczony drugiego rodzaju

Problem zastosowania elementéw nieskonczonych do analizy obszaréw o geo-
metrii prostokatnej rozwiazuje dwuweztowy element drugiego rodzaju, za-
proponowany w [30,31] jedynie dla rownania Helmholtza. Na rys. 5.4 wyroz-
niono trzy typy tego elementu: IE1 (zanikanie dla 2 — o0), IE2 (zanikanie
dla x,y — oo — element 'narozny’) oraz IE3 (zanikanie dla y — c0). W celu
zaadoptowania elementu nieskoriczonego drugiego rodzaju do dyskretyzacji
obszaréw, w ktorych spetnione jest réwnanie Laplace’a, nalezy odpowiednio
zmodyfikowaé bazowe funkcje interpolacji i wzory na macierz stanu elementu.

Bazowe funkcje interpolacji zdefiniowano nastepujaco:

Bl Ny = x(3) 4=seFl
T 21

[E2: N, = (ﬁ) (5.12)
Ty

e\"r—x.Fh
IE3: N = -] —.
1,2 + (y) oh
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finfinity Ainfinity
\ \
yA infinity
1 2 1
c i
hih
1
Y2 ' |
1 E—— T e 1.
3 infinity
Yq | 2
0 X; Xe Xy d x

Rys. 5.4. Elementy nieskoriczone drugiego rodzaju

Macierz stanu dla poszczegélnych typow elementéw oblicza sie ze wzordw:

v2 ON; ON; ~ ON; ON;
1: 1
ki //‘<max &/@>“@’ (5.13)

skad po scatkowaniu symbolicznym otrzymano:

3d?(2n+1)+f1 —6d?(2n+1)+f1
K = [ —6d2(2€:,1+1)+f1 3d2(272f|-11)+f1 ] ) (5~14)
291 g1
gdzie:
fi= n2(y2 - y1)2(2n - 1), g1 = 3d(4n2 - 1)(y2 - yl):
N, N\
E2: k —_—— drd 5.15
1//[()(ay) vdy, (5.15)
skad:
n?(c* + d?)
kh=——7-—+= 5.16
T ed(dn? — 1) (5.16)
*2 (ON;ON;  ON,; ON;
1IE3: k; L ) dxd 5.17
J//QMI@@V% (517)

gdzie: macierz K ma posta¢ analogiczna, jak we wzorze (5.14), przy czym

nalezy wstawi¢ parametry c i h zamiast d i [.
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Element nieskonczony trzeciego rodzaju

W pracy [81] zaproponowano sposob transformacji dowolnego elementu nie-
skoniczonego w obszar skoniczony. Transformacje elementu jednowymiarowego

przedstawia rys. 5.5.

x infinity
c P Q R
\/
-1 0 +1
o——O—e —>
P o R €

Rys. 5.5. Transformacja jednowymiarowego elementu nieskoriczonego do lokalnego

uktadu wspotrzednych

Przeksztatcenie to mozna zapisaé jako:

§ £
= — 1+ —— . 5.18
x 11— fxc + 11+ T xQ ( )
Mozna przy tym zaobserwowac, ze:
. S +
= —1 odpowiada x =xp, przy zalozeniu, ze xp= %,

= 0 odpowiada =z,

= 41 odpowiada z = oo.

Rysunek 5.6 przedstawia element nieskoniczony dwuwymiarowy czterowe-
ztowy. Zostal on przetransformowany do lokalnego uktadu wspoétrzednych

w sposob analogiczny jak element jednowymiarowy.

Transformacje elementu dwuwymiarowego mozna zapisa¢ wzorami:

v (1;77) {(2“_%@)1_55”%15}“1;”) [(2“_“)1_55”5115]’
(5.19)
y = (1;77) {(leyq))l__gg+y@1i£} + (1—;77) [(2y4y5)1__£§+y51i€}
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a) b)
n
3
(-1,1) (1,1)
n infinity 4 3
R .
0 3
P
1 2
0 x  (-1,-1) (1,-1)

Rys. 5.6. Transformacja dwuwymiarowego elementu nieskoriczonego do lokalnego

uktadu wspoétrzednych

Do podziatu obszaru ograniczonego liniami prostymi wykorzystane zostaty
dwa rodzaje elementoéw nieskonczonych czworokatnych: element prostokatny

(rys. 5.7a) i trapezoidalny element 'narozny’ (rys. 5.7b).

a)

y
4 a S 3
1 . .
b b infinity infinity
1 a Q 2 2

Rys. 5.7. Elementy nieskoriczone trzeciego rodzaju

Po uwzglednieniu wzoru (5.19) macierz Jakobiego przeksztalcenia dla ele-
mentéw nieskorniczonych z rysunku 5.7 (21 = x4, xg = s, Y1 = Yo 1 Y1 = ys),

przyjmie postac:
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— dla elementu prostokatnego:

or Oz 2a
9z Oz —=2_ 0 .

J<1>:[6_5 %]:[(10@2 é]’ gdzie: a=wq -1, b=ys—yq. (5.20)
o 0On 2

— dla elementu trapezoidalnego:

jesli transformacje elementu dwuwymiarowego trapezoidalnego upro-
Scimy do nastepujacej postaci:

_ ey =S !
x = {(21‘1 917@)17g —&—leg] ,
(5.21)
1-— 1+ - 1
y = ( 5 n)yl 4! 5 ) [(2@/4 —ys)% +ys1_§} :
to:
oz Oz —2a_ 0
9 =
T = 6_5 oy | = 1(7(137) b | (5.22)
o€ an (1-¢)2* 1-¢
gdzie w tym wypadku: a = z¢g — x1, b = yg — 4.
Odwrotna macierz do macierzy Jakobiego wynosi:
g e s o
-1 __ T T — 2a
Joy = | o o | = | _a-fasm -9 |- (5.23)
Jdy Oy 2a b

Uwzgledniajac, ze funkcje ksztaltu elementu nieskoniczonego trzeciego ro-
dzaju sa takie same jak funkcje ksztattu elementu skonczonego, otrzymamy
wzory na macierze stanu odpowiednich elementéow trzeciego rodzaju. W od-

roznieniu od [81], macierze stanu zostaly scatkowane metoda symboliczna.

1 pl=s 2
kijay = + dé dn, (5.24
w // o 0¢ 0¢ Ta(i-gr oy oy T B2
k.. _ /1/1_8 _i (1 + 77)2 + (1 - 5)2 3Nz aN] + 2(1 3Nz 8]\7]
@ L) |2a ¢ 9 9 Th(1—¢) an oy

(1—5) (85 on "o an)}dgd”’ (5:25)
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gdzie: s — doktadnosé catkowania po £ (poniewaz we wzorach (5.24) i (5.25)

musi by¢ spelniony warunek, ze £ # 1). Z dobra doktadnoscia mozna przyjac

s=10"2

Macierze stanu elementéw trzeciego rodzaju sa wiec roéwne:

— dla elementu prostokatnego:

D2 p1+ W
+Lw; —p + 2w
Ko=|, 20
2 T Wt Ty T W2
ps—ly 5w
gdzie:

_b(s*—8) _a b
U= "0 P2= % T 9a
5 _ o 1 S

wy=8—2— Wy = —
1 q1, 275,78

— oraz dla elementu trapezoidalnego:

k12
k13
k14

k:12
k22
ka3
k24

k14
k24
k34
k44

(5.27)
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gdzie:
f a as® bs? b
- T L T = w
1 % 8 24a  30a70 %
k: a _as as? N bs? N b 1 N
= _—— — _— _— —_— = w.
12 2% 2 &b | 24a  \30a 6)D T
o = & s asQ_I_bs2 N b 1 LW
BT T Ty TRy T 48a  \20a 6) DT 0
s—2 a, ., b (1 s ¢
— Sy N DI A 1
Fua 2 e Y, (6 24 10)°
I 3a+as a52+b52 1+a+ b
= _— _— — _— —_ —_ _— — W
22 % b 8 240 \3 b ' 30q)T %
s—2—2q b (1 s @
figy = = 2 (Z2_° _ 4
2 12 2 (6 21 10) T
P a+as a82+b82+ b+1 +w4
2T T T o T Ry T 48a T \20a T 3)0 T
—s+24+2¢ b1 s q
fpay = - reomen 222 )
5 3 T g (6 20 5) "
a s—2—q b 1 2 ¢
by = —(s—opR4 B 2( 245 @
u = Gl +—7g +a<6+24+5 ’
-s+2 a b /1 s ¢
T I B ALY (e
u TG (6 24 5)°
a
wy = @(12—88—1—32%—8(]1),
1 b s
wy = ———— =
3 2 6

Wzor (5.26) przedstawia przypadek zanikania w kierunku osi z. Wzory dla
zanikania w kierunku osi y sa do nich zblizone. W celu ich uzyskania nalezy

dokona¢ niewielkich modyfikacji elementéw macierzy K ) i K g).

Element nieskonczony czwartego rodzaju

W [15,17] podana zostala metoda generacji elementéw dwuwymiarowych
nieskonczonych poprzez 'rozciggniecie’ elementu skonczonego do nieskoiiczo-

no$ci w dowolnym kierunku. Bazowe funkcje interpolacji takiego elementu
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nieskoriczonego uzyskuje sie poprzez modyfikacje bazowej funkcji interpola-

cji zwyklego elementu skoniczonego i mozna je zdefiniowaé jako:

gdzie: N; dla (i = 1,...,4) sa bazowymi funkcjami interpolacji klasycznego
elementu skoniczonego (‘oryginaltu’), ktory chcemy rozciagna¢ do nieskoriczo-
nosci, a funkeja f(&,n) jest to tak zwana funkcja zaniku (ang. decay function).
Funkcje zaniku musza przyjmowaé¢ warto$é¢ jednostkowa we wltasnym wezle,

czyli:

fil&i,mi) = 1. (5.29)

Dla zagadnieni zwiagzanych z ustalaniem rozktadu potencjatu mozna stosowac
funkcje zaniku okreslone jako:

£;—¢€
filgn) =er. (5.30)
dla zanikania tylko w dodatnim kierunku & oraz:

fl(gun) =€

dla zanikania w obu dodatnich kierunkach &, n jednoczesnie.

§itni—§—n
L

(5.31)

W réwnaniach (5.30) 1 (5.31) L jest tzw. dltugoscia zaniku, okreslajaca szyb-

kos¢ wyktadniczego zanikania funkcji stanu.

Do formowania macierzy Jakobiego przeksztatcenia dla opisywanego elementu
nieskoriczonego mozemy uzy¢ bazowych funkeji interpolacji klasycznego ele-

mentu skoniczonego.

Wynika to z faktu, ze metoda transformacji do lokalnego uktadu wspotrzed-
nych obowigzuje nadal, nawet jesli element izoparametryczny zostanie roz-

szerzony do nieskonczonosci.

Na rysunku 5.8 pokazane zostaly dwa rodzaje zanikania dla elementéw czwar-
tego rodzaju, wykorzystane nastepnie przy dyskretyzacji obszaru nieskonczo-
nego (zanikanie w kierunku osi 1 obliczane jest podobnie jak zanikanie w

kierunku osi ).
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—1

infinity

2

Ti nfinity

—

infinity

1

2

Rys. 5.8. Sposoby zanikania dla elementu czwartego rodzaju

Macierze tych elementéw obliczone zostaly metoda symboliczng i wynosza:

— dla elementu z rys. 5.8a (zanikanie w kierunku osi ¢)

[ bwe + aLpg eQ/L(tg—qu) —62/L(t§+qg) bweg  alpe ]
a 32b 96ab 96ab a 32b
e/ L(te—2ge)  eYTL(Ab*+3a%L?) eYEL(2b—3a2L?)  —e*/L(tetqe)
96ab 96ab 96ab 96ab
Kg— 762/L(t§+q£) 64/LL(2b2_3a2L2) e4/LL(4b2+3a2L2) 62/L(t5—2q5) 9 (532)
96ab 96ab 96ab 96ab
bwe  alpe fez/L(t§+q§) e/ (te—2q¢) bwe + aLpe
a 32b 96ab 96ab a 32b
gdzie:
1 1 L
2
we = ~+o=+-  p=8—4AL+1L
© 76 3L 24 ¢ ’
g = 2v°(2+1L), te = 3al*(2 — L).

— dla elementu z rys. 5.8b (zanikanie w obu kierunkach £, n jednoczesnie

apten

ar(genba — LPap)
Key=p
i a?ap(L? —4)

—ar(genba + LPap)

ar(genba — LPap)
a% (wenap + 4Lb,)
—a? (Lap + 2b,)

a?ay(L? — 4)

a?ap(L? —4)

7@% (Lab + 2ba)

4
—arap

a3 (—Lap + 2b,) a3 (wepap — 4Lbg)

—ar(genba + L3ab)_
a?ay(L? —4)

a3 (—Lay, + 2b,)
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gdzie:
_ ! tey =8+ L2
Per = 956ab’ o ’
qen = 2(8—L%), We, = 64 + L?
a = a>+b% by =a®>—b>,  ap=éeYlL.

Na podstawie [30] przyjeto L = 100.

5.2.2 Analiza poré6wnawcza elementéw nieskoriczonych

Weryfikacji elementéw nieskoniczonych dokonano na przyktadzie réwnania
Laplace’a o warunkach brzegowych:

Vi = 0 dla 0<z<oo, 0<y< oo, (5.33)
1 dla =< w;,

,0) = - 5.34

#l,0) { 0 dla z > w;. ( )

gdzie: w; — wielkos¢ dana (patrz rys. 5.9).

Rozwiazanie analityczne tego problemu przyjmuje postac:

1 i — i
o(z,y) = - (arctgw Ty arctgw i x) . (5.35)
T Y Y

Opisane zadanie zostalo rozwiazane w obszarze przedstawionym na rys. 5.9
(dla w; = 3) [29]. Obszar ten, ograniczony do jednej ¢wiartki z uwagi na

symetrie, sktada sie z 36 elementoéw skoiniczonych.

Rozpatrujac obszar nieograniczony, do badanego obszaru dodano warstwe

elementow nieskoriczonych dla x = 6 i y = 6 (patrz rys. 5.10).

Wyniki obliczeni analitycznych dla badanego obszaru (tablica 5.1) zostaly
poréwnane z uzyskanymi przy zastosowaniu poszczegdlnych rodzajow dys-

kretyzacji. Poréwnanie to zostato przedstawione w tablicach: 5.2 i 5.3.
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yA T infinity
T
obszar o brzegu otwartym
06) 49
41
33
>
25 infinity
17
9
Wi _
(0,0) (3.0 (6.0) X

Rys. 5.9. Badany obszar

Tablica 5.1. Rozwiazanie analityczne ze wzoru (5.35)

Nr. wezta Rozwigzanie
- analityczne ¢ V]
9 0.774
17 0.526
25 0.352
33 0.256
41 0.201
49 0.165

Poréwnujac powyzsze wyniki mozna zauwazy¢, ze dyskretyzacja przy uzyciu
elementow pierwszego oraz drugiego rodzaju (dwuwezlowych), nie wymaga
zwiekszania liczby weztéw w obszarze (rys. 5.10a), i rys. 5.10b) ). Z ko-
lei zastosowanie pozostalych elementow (czteroweztowych) pociaga za soba
zwiekszenie rozmiaréw macierzy stanu i wydtuza czas obliczen. Bledy dla ele-
mentu pierwszego rodzaju sa porownywalne z btedami dla elementu czwar-
tego rodzaju i sa duzo nizsze niz dla elementu trzeciego rodzaju. Natomiast
element drugiego rodzaju charakteryzuja bardzo mate btedy wewnatrz ob-
szaru i wysokie — w poblizu brzegu. W dalszych obliczeniach postanowiono

uzy¢ elementu pierwszego rodzaju, jako elementu najbardziej efektywnego.
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Tablica 5.2. Poréwnanie wynikéow dla nieskonczonych elementéw dwuweztowych

Nr. | Element pierwszego | Element drugiego
wezla rodzaju rodzaju

— | @lVlI| blad[%] | ¢ [V]] blad [%]
9 0.796 2.8 0.786 1.5

17 | 0.554 5.3 0.534 1.4

25 1 0.362 2.8 0.333 5.5

33 10.239 6.6 0.204 20.6
41 | 0.164 18.4 0.128 36.1
49 | 0.126 23.7 0.097 41.2

Tablica 5.3. Porownanie wynikéw dla nieskonczonych elementéw czteroweztowych

Nr. | Element trzeciego | Element czwartego
wezta rodzaju rodzaju
~ | @IVl blad [%] | ¢ [V]| biad [%]
10 | 0.798 3.1 0.794 2.6

19 | 0.558 6.1 0.550 4.6
28 1 0.368 4.5 0.356 1.1
37 10.244 4.9 0.235 8.2

46 | 0.160 20.3 0.167 16.9
55 | 0.073 55.7 0.141 14.5
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a) b)
y# T infinity yf T infinity
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Rys. 5.10. a) Podzial obszaru przy pomocy elementéw nieskoriczonych pierwszego

rodzaju, b) drugiego rodzaju, c) trzeciego rodzaju, d) czwartego rodzaju
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Rozdzial 6

Metoda Elementéw Brzegowych

Pokrotce przedstawione zostanie bogate dziedzictwo Metody Elementow Brze-
gowych poprzez przeglad matematycznych podstaw teorii potencjatu, zagad-
nienn brzegowych, funkcji Greena, tozsamosci Greena az do catkowego row-
nania Fredholma. Material ten zostal opracowany na podstawie pracy [25].
Matematycy od 18-tego az do 20-tego wieku, ktérych wktad byt kluczowy
dla rozwoju podstaw teoretycznych metody, zostali uhonorowani krotkimi
biografiami z ich podobiznami. Niestety w kilku przypadkach takie podobi-

zny sie nie zachowaly (np. nieznana jest podobizna George’a Greena).

Poczatki numerycznej implementacji brzegowych rownan catkowych siegaja

Urodzil sie w Sztokholmie. W 1886 roku wstapit na Uniwersytet Upsal-
ski, jedyny majacy uprawnienia do nadawania stopni doktora w Szwecji
w dwcezesnym czasie. Doktorat uzyskat w 1893 roku, a nastepnie w 1898
roku stopieri Doctor of Science w tym samym uniwersytecie. Fredholm
jest najbardziej znany ze swoich prac dotyczacych rownan catkowych.
Calg swoja kariere zawodowa zwiazal z Uniwersytetem Sztokholmskim,

FREDHOLM
Erik Tvar pelniac szereg funkcji akademickich.

(1866-1927)




140 Metoda Elementéw Brzegowych

lat 1960-tych, kiedy pierwsze elektroniczne maszyny cyfrowe weszty do uzytku.
Metoda Elementéw Brzegowych, jako efektywna metoda numeryczna poja-

wila si¢ w poznych latach 1970-tych [81].

Po blisko czterech dekadach rozwoju MEB znalazta juz swoje state miej-
sce w dziedzinie numerycznych metod rozwigzywania rownan rézniczkowych
czastkowych. Poréwnujac ja z innymi popularnymi metodami numerycznymi
jak Metoda Elementow Skoriczonych (MES), czy Metoda Réznic Skoriczo-
nych (MRS), ktore moga by¢ sklasyfikowane jako metody obszarowe, MEB
jest metoda brzegowa, co oznacza, ze numeryczna dyskretyzacja jest dokony-
wana przy zredukowanej wymiarowosci przestrzeni, w ktorej pozostaje roz-
patrywany obiekt. Na przyktad w przestrzeni 3D dyskretyzowana jest tylko
powierzchnia brzegowa, a w przypadku przestrzeni 2D dyskretyzowana jest
jedynie linia brzegowa. To redukuje wymiarowos¢ zadan, prowadzac do mniej-
szych liniowych ukladéw réownan, a zatem mniejszych wymagan odnosnie

pamieci operacyjnej i bardziej efektywnych obliczer.

Zalety MEB sa jeszcze bardziej widoczne w przypadku obliczen obszaréw
nieograniczonych (o brzegu otwartym). W przypadku metod obszarowych
obszary nieograniczone musza by¢ ograniczane (obcinane), a nastepnie dys-
kretyzowane. MEB radzi sobie z takimi problemami w spos6b naturalny, bez

zbednych zabiegow.

Dzi$ generowanie sieci elementéw jest najbardziej pracochtonnym, a zatem i
kosztownym przedsiewzieciem w metodach numerycznych. Znacznie tatwiej
jest wygenerowa¢ w przestrzeni 3D sie¢ powierzchniowa dobrej jako$ci niz sie¢
objetosciowa. A z tego typu przykltadami mamy coraz czesciej do czynienia
na przyktad w bioinzynierii, gdzie model numeryczny musi by¢ dostosowany

do danego pacjenta.

Zalety MEB sa réowniez wyraznie widoczne w zagadnieniach z ruchomym
brzegiem (np. dla optymalnego projektowania ksztaltu), gdzie nie ma po-
trzeby tzw. remeshingu czyli regeneracji sieci elementéw dla nowego potoze-

nia brzegéw wewnetrznych rozpatrywanego obszaru.
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Dzieki tym zaletom Metoda Elementow Brzegowych jest istotnym elementem

wspotezesnych metod numerycznych.

Zajmiemy sie bogatym dziedzictwem MEB, w szczeg6lnosci matematycznych
podstaw, poczawszy od wieku 18-tego. Dokonamy przegladu historycznego
rozwoju teorii potencjatu, funkcji Greena i réwnan catkowych. Aby tematyke
osadzi¢ w epoce, przedstawione zostana krotkie biografie pionieréw matema-

tycznych podstaw tej metody.

Metody numeryczne w istocie nie mogty sie rozwija¢ przed epoka rozwoju
komputeréw, to jest we wczesnych latach 60-tych. Zatem nie jest zaskocze-
niem, ze obie metody MES i MEB rozwinety sie wtasnie w koncu lat 60-tych
i na poczatku lat 70-tych. Na poczatku lat 70-tych MEB byta nowinka, ktora

odnotowywata wyktadniczy wzrost zainteresowania pod koniec tego okresu.

Uzywany termin Metoda Elementéw Brzegowych wedtug jednych odnosi sie
do metody wazonych residuéw, odzwierciadlajgc sformutowanie Metody Ele-
mentow Skoriczonych, z tym zastrzezeniem, ze funkcje wagowe sg rozwigza-
niami fundamentalnymi réwnan bazowych, aby wyeliminowaé¢ potrzebe dys-
kretyzacji catego obszaru. Inni natomiast sa zdania, ze MEB jest numeryczna
implementacjg brzegowych rownan catkowych, bazujacych na formutach Gre-

ena, ktore zdyskretyzowano, uzywajac koncepcji MES.

Na potrzeby tego rozdziatu do MEB zalicza¢ bedziemy wszystkie metody nu-
meryczne stuzace do rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych, w
ktorych zmniejszono wymiarowosé sieci elementow z obszarowego (objetoscio-
wego w 3D i powierzchniowego w 2D) do typu brzegowego (powierzchniowego

w 3D lub liniowego w 2D).

6.1 Kroétka historia rozwoju teorii potencjatu

Do modelowania zagadnienn naukowych i inzynieryjnych réwnanie Laplace’a

jest jednym z najczesciej uzywanych réwnan rézniczkowych czastkowych.
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Urodzony we Francji jako dziewiate dziecko z dwunastodzietnej rodziny,
drugiego malzenstwa jego ojca. W czasie Rewolucji Francuskiej jako
czlonek lokalnego komitetu rewolucyjnego zostal aresztowany i nieomal
zgilotynowany. W 1794 roku przyjety do Ecole Normale w Paryzu, gdzie
uczony byt miedzy innymi przez Lagrange’a i Laplace’a. W 1797 roku
zostal kierownikiem katedry Analizy i Mechaniki. Rok pdzniej wstapit
do armii Napoleoiiskiej i bral udzial w inwazji Egiptu jako doradca
naukowy. Owocem obserwacji poczynionych w Egipcie jest praca z roku
FOURIER 1807 na temat propagacji ciepta w ciatach stalych, w ktérej zawart

Jean nowa metode obliczeri nazywang dzisiaj analiza fourierowska. Praca nie

Baptiste zostata opublikowana ze wzgledu na obiekcje Lagrange’a. W 1812 roku

Joseph

zdobywa Wielka Nagrode w Matematyce, w 1817 roku zostaje wybran,
(1768-1830) Y q Nagrodg Y Je wy y

do Akademii Nauk a w 1822 roku publikuje The Analytical Theory of
Heat.

Roéwnanie to jest konsekwencja ztozenia prawa Fouriera w przewodzeniu cie-
pla z prawem zachowania energii. Prawo Fouriera stanowi, ze strumien ciepta
w $rodowisku przewodzacym cieplo jest proporcjonalny do gradientu roz-

ktadu temperatury:
q=—kVT, (6.1)

gdzie: q jest wektorem strumienia ciepla, k jest przewodnoscig cieplna, a T’

jest temperatura.

Dla stanu ustalonego zasada zachowania energii wymaga, aby w dowolnym

punkcie przestrzeni dywergencja strumienia byta réwna zeru:
V-q=0. (6.2)

Podstawiajac rownanie (6.1) do rownania (6.2) przy zalozeniu ze k jest war-

toscig stala, otrzymamy réwnanie Laplace’a dla temperatury:
V2T = 0. (6.3)

Warto wspomnieé¢, ze symbol V uzyty w rownaniu (6.1) i dalszych, znany

jako 'mabla’, zostal wprowadzony przez Hamiltona.
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Powyzsze wyprowadzenie rownania Laplace’a wykorzystuje fizyczne wielko-
Sci. Ale jest jeszcze inna droga dojscia do tego rownania, czysto matema-
tyczna, wykorzystujaca tozsamosci rézniczkowe. Gwarantuja one istnienie
funkcji potencjalnej, ktora czesto moze nie mie¢ bezposredniego znaczenia

fizycznego.

Sam termin funkcji potencjalnej jest zwigzany z Greenem, ktory w roku 1828
w swojej pracy nad polem elektrostatycznym i magnetostatycznym wprowa-
dzit potencjaly elektryczne i magnetyczne, ktorych uzywal do liczenia sit pola

elektrycznego i magnetycznego.

Wyprowadzenie réownania Laplace’a zawdzieczamy jednak pracom nad przy-

cigganiem ziemskim na podstawie trzeciego prawa dynamiki Newtona:

Gmimar

F=— , (6.4)

r3
gdzie: F jest wektorowym polem sil, GG jest stata grawitacyjna, m; oraz mo

sa dwiema skoncentrowanymi masami, r jest wektorem odlegtosci miedzy

dwiema skoncentrowanymi masami.

To Lagrange w 1773 roku byl pierwszym, ktéry uzmystowil sobie istnienie

funkcji potencjalne;j:

1
o =—. 6.5
: (6.5)
Gradient funkcji potencjalnej ® definiuje pole sit grawitacyjnych:

Nastepnie Laplace udowodnit, ze potencjal spetnia réwnanie nazwane od
jego imienia. Rownanie to najpierw bylo przedstawione we wspotrzednych
biegunowych (1782 rok), a nastepnie we wspotrzednych Kartezjanskich (1787
roku):

20 Pd 9D
bt =0 (6.7)




144

Metoda Elementéw Brzegowych

LAGRANGE
Joseph-Louis
(1736-1813)

Urodzony we Wtoszech, Francuz z wyboru, po Eulerze jeden z najwiek-
szych matematykow 18-tego wieku. W wieku 18 lat byl juz profeso-
rem geometrii w Szkole Altylerii w Turynie. Kiedy Euler opuscit Prusy,
na wakujace po nim stanowisko Fryderyk Wielki zaprosil wtasnie La-
grange’a, piszac: 'Koniecznym jest, aby najwickszy Geometra Europy
zyt blisko najwieckszego z krolow’. Po émierci Fryderyka Wielkiego opu-
Scit Berlin, zostal cztonkiem Akademii Nauk w Paryzu, gdzie pozostaje
do korica swojej kariery. W 1788 roku publikuje monumentalne dzieto
Mechanika Analityczna, w ktérym wprowadzil réwnania rozniczkowe.

Praca ta jest aktualna do dzis.

EULER
Leonhard
(1707-1783)

Urodzit sie w Szwajcarii jako syn pastora Luterariskiego. W wieku 26
lat zaakceptowal propozycje pracy w Petersburskiej Akademii Nauk w
Rosji. W 1741 roku na zaproszenie Fryderyka Wielkiego objal wydziat
matematyki w Berliriskiej Akademii Nauk, pozostajac tam przez kolejne
25 lat. W roku 1766 powrdcit do Rosji, gdzie wkrotce stal sie catkowicie
Slepy. Przez ostatnie 17 lat swojego zycia, dyktujac, opublikowal nieomal
potowe swoich wszystkich prac. Bez watpienia byl najbardziej ptodnym
i wszechstronnym pisarzem naukowym wszech czaséw. W czasie swojego
zycia opublikowal ponad 700 ksiazek i artykutéw. W roku 1911 zaczeto
publikowaé¢ prace Eulera i po opublikowaniu 73 toméw zawartych na
25 000 stron, praca ta nie jest skoniczona po dzien dzisiejszy. Prace
Eulera dotyczyly wielu dziedzin matematyki, mechaniki i fizyki. Jemu
zawdzieczamy pojecie funkcji, podstawy logarytmoéw naturalnych, liczbe

7 i wiele innych.

Rownanie Laplace’a byto juz wcze$niej uzyte w kontekscie zastosowan hy-

drodynamicznych przez Eulera w 1755 roku, a nastepnie przez Lagrange’a w

1760 roku.

Poisson w 1813 roku wyprowadzit réwnanie na potencjat dla punktow we-

wnetrznych ciata natadowanego tadunkiem elektrycznym o gestosci p:

V20 = —47p. (6.8)

Roéwnanie to nazwano réwnaniem Poissona.
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6.1.1 Istnienie i jednoznaczno$é¢ rozwigzania

Zagadnienia potencjalne, ktore rozwigzujemy, sa dobrze uwarunkowane. Dla

danego obszaru domknietego €2 z brzegiem I' i z warunkami brzegowymi:
¢ = f(x), rel, (6.9)

gdzie: f(x) jest funkcja ciagla, poszukujemy funkcji harmonicznej ®(z) (tzn.
speliajacej rownanie Laplace’a), ktora jednoczesnie spetnia warunki brze-

gowe. Tego typu zagadnienie nazywamy zagadnieniem Dirichleta.

Analogiczne zagadnienie poszukiwania funkcji harmonicznej z zadanag na

brzegu pochodna normalna:
od
on

gdzie: n reprezentuje kierunek normalny zewnetrzny do brzegu I, jest nazy-

9(@), z e, (6.10)

wane zagadnieniem Neumanna.

Pytanie, czy rozwiazanie zagadnienia Dirichleta lub rozwigzanie zagadnie-
nia Neumanna istnieje, a jesli istnieje, czy jest jednoznaczne, jest jednym z

najwazniejszych pytan w matematyce i fizyce.

Latwiej jest odpowiedzie¢ na pytanie dotyczace jednoznacznosci rozwigza-
nia. Dla zagadnienia Dirichleta, jesli tylko rozwiazanie istnieje, to jest jed-
noznaczne. Dla zagadnienia Neumanna rozwigzanie jest jednoznaczne z do-

ktadnosciag do dowolnej stalej.

Na pytanie o istnienie rozwiazania jest znacznie trudniej odpowiedzie¢. Tu
mozna czytelnika odesta¢ do monografii Kelloga dotyczacej podstaw teorii

potencjatu [46].

Dla fizykéw problem istnienia rozwiazania wydaje si¢ by¢ kwestia sporna.
Mozna argumentowaé, ze jesli zagadnienie matematyczne poprawnie opisuje
problem fizyczny, to rozwiazanie musi istnie¢, poniewaz stan fizyczny istnieje.
Na przyktad, Green w swojej pracy w 1828 roku, tej w ktorej opracowat

tozsamos$ci Greena i funkcje Greena, przedstawil wtasnie taki punkt widzenia.
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Urodzil sie w Linnwood w stanie Pennsylvania w USA. Ukonczyt Uni-
wersytet w Princeton w 1900 roku. Nastepnie studiowal w Berlinie i
Getyndze. Jego nauczycielami byli miedzy innymi David Hilbert (1862-
1943) oraz Erik Ivar Fredholm (1866-1927). Po uzyskaniu stopnia dok-
tora wrocit do USA, aby obja¢ stanowisko instruktora matematyki w

Princeton. Nastepnie przeniost sie do University of Missouri, aby w 1919

KELLOGG o ) . i
Olivier roku objaé¢ posade w Harvard University. Jego monografia opublikowana
Dimon w 1929 roku pod tytutem ’Podstawy Teorii Potencjatu’ jest najbardziej

(1878-1932) autorytatywna praca w tej dziedzinie do dnia dzisiejszego.

Wywnioskowal on, ze jesli dla danego zamknietego obszaru () istnieje har-
moniczna funkcja U (zalozenie, ktore bedzie udowodnione pdzniej), ktora
spetnia warunki brzegowe:
1
U=—-, na I, (6.11)
r

wtedy mozna zdefiniowa¢ funkcje:
1
G=-+U. (6.12)
r

Jasnym jest, ze funkcja G spelnia rownanie Laplace’a wszedzie za wyjatkiem
bieguna, w ktorym jest osobliwa. Co wiecej funkcja G przyjmuje wartosé

zerowa na brzegu I'. Funkcja G jest znana jako funkcja Greena.

Green udowodnil, ze funkcja harmoniczna ®, ktorej warunki brzegowe dane

sa funkcja ciagla ®(x),x € I, jest rozwigzaniem rownania catkowego:

1 oG
®(x) = _E//p oo dl. xeQ, (6.13)

gdzie: x zawiera wspolrzedne przestrzeni np. 3D a dI' jest elementem po-

wierzchni po ktorej catkujemy.

Rownanie (6.13) przedstawia rozwiazanie zagadnienia Dirichleta, a zatem
rozwiazanie istnieje! Powyzszy dowod stwierdza istnienie U. Ale czy mozemy

by¢ pewni, ze U istnieje dla dowolnego zamknietego obszaru 27

Green twierdzil, ze U jest niczym wiecej jak potencjatem elektrycznym od ta-

dunku elektrycznego na uziemionym przewodniku powierzchniowym, ktérego
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Tworca nowoczesnego ujecia teorii miary i calki, zwanej na jego cze$é
catka Lebesgue’a. Prowadzil rowniez badania w teorii szeregéw Fouriera
i topologii — jedno z podstawowych pojec¢ teorii wymiaru nosi dzi§ nazwe
wymiaru Lebesgue’a. Po ukoriczeniu szkoly $redniej studiowat na Ecole
Normale Supérieure, ktoéra ukoriczyt w roku 1897. W latach 1899-1902
pracowal w szkole prywatnej, a jednoczesnie pracowal nad teorig miary.
Wyniki opublikowat w kwietniu 1901 roku w stynnej pracy ’Sur une
généralisation de l'intégrale définie’, gdzie podal konstrukcje tego, co

dzi$ nazywamy calka Lebesgue’a. Praca stanowila cze$é opublikowanej
LEBESGUE ywamy catia Leoess @ op )

Henri
(1875-1941) matematycznej na Sorbonie, a po wojnie, w roku 1921 otrzymal stano-

rok pozniej dysertacji. W roku 1910 objatl posade wyktadowcy analizy

wisko profesora matematyki w College de France, ktore zajmowal az do

$mierci.

ksztalt przybiera forme brzegu I', zaindukowanym przez pojedynczy tadunek
ulokowany we wnetrzu (). Fizycznie taki stan istnieje, zatem U musi istnieé.
Wydaje sie zatem, ze zagadnienie Dirichleta zostato udowodnione, ale czy na

pewno?

Matematycy moga skonstruowaé¢ kontr-przyktady, dla ktorych rozwiazanie
nie istnieje. Przyklad taki, zaprezentowany przez Lebesgue’a, moze by¢ opi-
sany w sposob nastepujacy. Rozpatrzmy cialo ktore podlega deformacji na
skutek wepchniecia do srodka powierzchni przez ostro zakoriczony kolec. Je-
sli koncowka zdeformowanej powierzchni jest dostatecznie ostra, na przyktad
dana poprzez obrot krzywej y = exp(—1/z), wtedy ostrze jest punktem oso-
bliwym i zagadnienie Dirichleta nie zawsze posiada rozwiazanie [46]. Co wie-
cej, jesli zdeformowana powierzchnia zbliza sie sama do siebie, tworzac linie
wdzierajaca sie w glab rozpatrywanego obszaru, wtedy warunki brzegowe
Dirichleta nie moga byé¢ natozone na ten zdegenerowany brzeg, jako ze by-
tyby réwnowazne natozeniu wartosci na wewnetrzne punkty rozpatrywanego

obszaru.

Ogolnie moéwiac, istnienie i jednoznacznosé rozwiazania zagadnieni potencjal-
nych zostala udowodniona dla wewnetrznych i zewnetrznych zagadnienn Di-
richleta, Neumanna, Robina i zagadnien mieszanych, jesli powierzchnia (lub

linia) brzegowa jest gladka. Dla wewnetrznych zagadnien Neumanna jed-
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Francuski analityk i matematyk, ktéry nauczal na wydziale

ROBIN matematyczno-fizycznym Sorbony w Paryzu. Pracowal takze w dziedzi-
Victor

Gustave
(1855-1897)

nie termodynamiki. Znany jest szczegodlnie za sprawa warunkéw brzego-

wych trzeciego rodzaju nazwanych jego imieniem, szczegblnie w krajach

zachodu, warunkami brzegowymi Robina.

Poczatkowa edukacje odbieral w domu, aby pézniej wstapi¢ do gim-
nazjum, ktoére ukoriczyl w roku 1876. Nastepnie wstapil na Wydziat
Fizyki i Matematyki Uniwersytetu w St. Petersburgu. Jednym z jego
nauczycieli byt Chebyshev, ktéry mial ogromny wplyw na Lyapunov’a.
Ukoniczyl uniwersytet w roku 1880 i rozpoczal tam prace. Doktorat
obronit w Uniwersytecie Moskiewskim w roku 1892. W roku 1901 zo-
staje wybrany do Rosyjskiej Akademii Nauk w St. Petersburgu, aby
LYAPUNOV | W nastepnym roku rozpocza¢ tam prace. W roku 1918, w dniu $mierci
Aleksandr jego zony, Lyapunov postrzelil sie. Umiera w trzy dni pozniej w szpitalu.
Mikhailovich | By? cztonkiem Francuskiej Akademii Nauk oraz honorowym cztonkiem
(1857-1918) | wielu uniwersytetow: miedzy innymi w St. Petersburgu, Charkowie i
Kazaniu.

noznaczno$é¢ rozwigzania jest tylko z dokladnoscig do stalej. Dla istnieja-
cych dowodéw powierzchnia brzegowa I' musi by¢ powierzchniag Lapunowa,
co oznacza, ze musi by¢ powierzchnig ciggla klasy C1%, gdzie 0 < o < 1. Aby
to przyblizy¢, mozna powiedzieé, ze gtadkosé powierzchni brzegowej musi byé
taka, aby w kazdym punkcie tej powierzchni istniata ptaszczyzna styczna i
normalna. Naroza i brzegi, dla ktorych plaszczyzna styczna nie istnieje, nie

sa dozwolone w tej klasie.

To naktada ostre ograniczenia na problemy, ktére maja by¢ rozwiazywane. Z
drugiej jednak strony, w numerycznych rozwigzaniach takich, jak MES czy
MEB, rozwiazanie czesto jest poszukiwane w sensie stabym poprzez minima-

lizacje energii (podejscie Galerkina).

W tym przypadku istnienie rozwiazania zostato udowodnione dla powierzchni
I' w klasie C%!, znane jako powierzchnie Lipschitz’a, ktore naleza do klasy
bardziej ogblnej niz powierzchnia Lapunowa. W powierzchniach Lipschitz’a

dozwolone sa ostre brzegi i naroza.
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Nauke uniwersytecka rozpoczal w mtodym wieku na Uniwersytecie w
Kroélewcu. Jednym z jego nauczycieli byl F. Neumann. Zgodnie ze zwy-
czajem tamtych czaséw, aby studiowaé na roéznych uniwersytetach, Lip-
schitz przenidst sie z Krolewca do Berlina, gdzie podjal nauki pod kie-
runkiem Dirichleta. Ze wzgledu na zty stan zdrowia przerwal nauke na
jeden rok. Pomimo zlego stanu zdrowia ukoriczyl studia doktorskie i
LIPSCHITYZ | otrzymatl tytut doktora w roku 1853. W 1857 roku Lipschitz zostat do-

Rudolf centem na Uniwersytecie w Berlinie. W 1862 roku Lipschitz otrzymat
Otto tytul profesora nadzwyczajnego we Wroctawiu. Z Wroctawia do Bonn
Sigismund przeniost sie w 1864 roku, gdzie spedzil reszte swojej kariery. Zajmowal

(1832-1903) si¢ teoria liczb, rownaniami rézniczkowymi i teoria szeregoéw Fouriera.

6.1.2 Formuly Greena

Kluczem do sukcesu metody elementéw brzegowych jest redukcja wymiaro-
wosci dzieki brzegowemu sformutowaniu rownan catkowych, prowadzgcemu
do bardziej efektywnej dyskretyzacji. Stato sie to mozliwe dzieki zastoso-
waniu twierdzenia o dywergencji, przeksztatcajacego catke objetosciowa na

catke powierzchniows:

Jf[v-ad= [[a-nas (6.14)

gdzie: A jest wektorem, n jest wektorem jednostkowym normalnym skierowa-
nym na zewnatrz do I', dv jest elementarna objetoscia po ktorej dokonujemy

caltkowania.

Cho¢ zaleznosé (6.14) mozna odnalezé w pracach Lagrange’a i Laplace’a,
nazywana jest twierdzeniem Gaussa, jako ze powszechnie przypisywana jest

Gaussowi. W 1813 roku Gauss zaledwie przedstawil przypadki szczegolne

//F ny ds — 0, (6.15)

gdzie: n, jest sktadowa z-owa wektora n normalnego do brzegu I' skierowa-

tego twierdzenia:

nego na zewnatrz rozwazanego obszaru:

//FA~nd5:0, (6.16)
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Urodzony w Rosji na terenie obecnej Ukrainy. W 1816 roku wstapit
na Uniwersytet w Charkowie, gdzie studiowal fizyke i matematyke. W
1822 roku opuscit Rosje, aby studiowaé¢ w Paryzu. W latach 1822 do

1827 uczeszczal na wyktady Laplace’a, Fouriera, Legendre’a, Poissona i

OSTRO- Cauchy’ego. Powrocil do St. Petersburga w 1928 roku. Dzi$ jest uzna-
GRADSKI wany jako zalozyciel rosyjskiej szkoty mechaniki teoretyczne;j.

Mikhail

Vasilevich

(1801-1862)

gdzie: sktadowe wektora A sa dane: A, = A,(y,2), 4, = Ay(z,2) 1 A, =
Ax(z,y).

Twierdzenie Ostrogradzkiego, ktoére zostato przedstawione Paryskiej Akade-

mii Nauk w 1826 roku, ma nastepujaca postac:

///Qa-VCIde://FCDa-nds, (6.17)

gdzie: a jest stalym wektorem.

Stosujac formute Stokes’a, transformujaca catke powierzchniowa na catke

liniowa, otrzymamy:

//S(VXA)-nds:/CA-dl, (6.18)

gdzie: S jest dowolna powierzchnia, C' jest zamknietym konturem ogranicza-

jacym powierzchnie S, a dl elementem wektorowym catki liniowe;.

Najwazniejsza prace zwigzana z rozwigzywaniem zagadnien potencjalnych w
sformutowaniu catkowym wykonal Green [32]. Green w roku 1828 przedstawit

trzy tozsamo$ci nazwane tozsamosciami Greena. Pierwsza tozsamosc:

/// (PV* 4+ V& - V1)) // <I>— ds. (6.19)

gdzie: ® i ¢ sa dowolnymi funkcjami a €2 rozpatrywanym obszarem ograni-

czonym brzegiem I'.
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STOKES
George

Gabriel
(1819-1903)

Urodzony w Irlandii w 1837 roku wstapil do Pembroke College Uni-
wersytetu Cambridge. Jego nauczycielem byl William Hopkins, ktory
uczyt takie znakomitosci, jak Thomson czy Maxwell. Kiedy ukoniczyt
studia 1841 roku, natychmiast uzyskal stypendium swojej macierzystej
uczelni. Inspirowany pracami Greena, rozpoczal badania ruchu cieczy
niescisliwych. Réwnania opisujace ten ruch nazywamy dzi§ rownaniami
Naviera-Stokesa. W 1849 roku zostal profesorem Matematyki w Cam-
bridge w katedrze, ktéra niegdy$ kierowat Newton, a w roku 1851 zostat
czlonkiem Towarzystwa Krolewskiego. W latach 1885 do 1890 byl pre-
zesem Towarzystwa Krolewskiego.

NAVIER
Claude

Louis
(1785-1836)

Jego ojciec byl prawnikiem i czlonkiem Zgromadzenia Narodowego w
Paryzu podczas Rewolucji Francuskiej. Gdy Navier miat 8 lat, zmart
jego ojciec. Podczas pierwszego roku na Politechnice Ecole profesor Fo-
urier uczyt Naviera analizy. Fourier stal sie wieloletnim przyjacielem
Naviera i z uwaga $ledzil jego kariere. W 1821 roku zastosowal dobrze
znane rownanie Naviera i Stokesa dla ruchu niescisliwej cieczy, a w 1822
roku opracowal rownanie dla cieczy lepkich. Navier otrzymal wiele za-
szczytow, miedzy innymi zostal wybrany do Academie des Sciencies w
Paryzu w 1824 roku, a w 1831 roku zostal Kawalerem Legii Honoru. Od
1830 roku Navier byl zatrudniony jako doradca rzadowy w sprawach na-
uki i technologii. Doradzal w transporcie ladowym oraz konstrukcji drog
i torow kolejowych.

THOMSON
William
(Lord Kelvin)
(1824-1907)

Ojciec zadbal o kariere syna. W wieku lat 10-ciu wstapil na Uniwersytet
w Glasgow, a nastepnie w wieku lat 17-tu Cambridge University, ktory
ukoriczyl w roku 1845 z druga lokata, ku swemu i ojca rozczarowaniu.
Dzigki ojcu objal stanowisko kierownika katedry filozofii naturalnej w
Glasgow w wieku lat 22. To On miedzy innymi potozyl fundamenty
pod wspoélczesna fizyke. Drugie prawo termodynamiki, skala tempera-
tury bezwzglednej (mierzona w "kelwinach’), podstawy teorii elektroma-
gnetyzmu, elektromagnetyczna teoria $wiatta. Jego udzial w projekcie

kabla telegraficznego zaowocowal szlachectwem w 1866 roku.
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Powyzsze rownanie prowadzi do drugiej tozsamosci:

[lfome-wn s [[ (o5 s3) o o

Podstawiajac rozwiazanie fundamentalne rownania Laplace’a rowne 1/r do

wzoru (6.20), otrzymamy trzecia tozsamosé:

<1>——//P Eg—i— ;7/1’")] ds, (6.21)

co odpowiada sformulowaniu wspoltczesnej metody elementéow brzegowych

dla probleméw potencjalnych.

6.1.3 Rownania calkowe

Fredholm udowodnit w 1903 roku istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania li-

niowego réwnania catkowego:

b
— )\/ K(x, &) p(&) dé = f(x), a<x<b, (6.22)

gdzie: A jest stata, f(x) 1 K(z,€) sa danymi funkcjami, a p(zx) jest poszuki-

wanym rozwigzaniem.

Rownanie (6.22) jest znane jako calkowe rownanie Fredholma drugiego ro-

dzaju.

Powyzsze twierdzenie Fredholma pozwala na rozwiazanie zagadnienia Diri-

chleta dzieki nastepujacej formule:

O (x) = F2rp(x / K(x,&) u(€) ds(§), x el (6.23)

W powyzszym réwnaniu znak géorny odpowiada zagadnieniom wewnetrznym,
a dolny zagadnieniom zewnetrznym, p jest rozktadem poszukiwanej funkcji,
A jest zamknieta powierzchnia Lyapunov’a, ®(x) jest funkcja warunkéw brze-

gowych typu Dirichleta, jadro K jest dane réwnaniem:

0 1
K8 =500 [r(x, 5>} | (6.24)
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Jadro rownania (kernel) jest znane jako dipol lub potencjal warstwy podwoj-
nej. Twierdzenie Fredholma gwarantuje istnienie i jednoznacznosé u. Kiedy
rozklad p jest rozwiazaniem rownania (6.23), pelne rozwiazanie zagadnienia

brzegowego jest dane przez:

// 1/r - 5 1(€) ds (), x € (), (6.25)

ktore jest ciggltym rozktadem potencjatu warstwy podwdjnej na brzegu I'.

Dla zagadnienia Neumanna, mozna zastosowaé¢ nastepujace warunki brze-
gowe:
0P(x)
on(x)

= +27r0(x) + / A K(&,x)o(€) ds(§), xel. (6.26)

W tym przypadku, jak poprzednio, gorny i dolny znak odnosi sie odpowiednio
do wewnetrznego i zewnetrznego zagadnienia brzegowego, o jest rozktadem
funkcji poszukiwanej, I' jest zamknieta powierzchnia Lyapunov’a, g—i jest
funkcja okreslajaca warunki brzegowe typu Neumanna, a jadro dane jest

rownaniem:

KE%) = g hxl sJ | (6:27)

Po wyznaczeniu o potencjal dla catego obszaru mozna wyrazié¢ nastepujaco:

1
%) ://F SEoOae.  xen (6.28)

Zaleznosé (6.28) okresla potencjal warstwy pojedynczej na brzegu I'.

Fredholm sugerowal procedure dyskretyzacyjna, aby rozwigzaé¢ powyzsze row-
nanie. Jednakze bez dostatecznie szybkiego komputera rozwiagzanie macierzo-
wego uktadu réwnan jest niemozliwe. Dla zagadnien brzegowych typu mie-

szanego niezbedna jest nastepujaca para réwnan:

//F (X §) ds(&), x € Ty, (6.29)

(x) // 1;” 19) o (&) ds(€), xeT,, (6.30)
CPV n(x
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Urodzony w Paryzu w trudnych latach rewolucji francuskiej. Ludzie tacy
jak Laplace czy Lagrange bywali w domu rodzinnym Cauchyego a ten
ostatni byl szczegodlnie zainteresowany jego zdolno$ciami matematycz-
nymi. Studiowal inzynierie budowlana i jako mtody inzynier skierowany
zostal do budowy portu w Cherbourgu. W 1812 ze wzgledu na zty stan
zdrowia wraca do Paryza i poszukuje pracy akademickiej. Ostatecznie
po trzech latach poszukiwan dostaje posade w Ecole Polytechnique.
CAUCHY W 1816 zostaje czlonkiem Akademii. W 1821 po Amperze obejmuje
Augustin kierownictwo Mathematical Physics w College de France. Cauchy byt
Louis prawdopodobnie nastepnym po Eulerze tak ptodnym autorem. Jemu

(1789-1857) przypisuje sie wprowadzenie rygorow do wspolczesnej matematyki, jak

rOwniez opracowanie podstaw liczb zespolonych.

ktora moze byé¢ zastosowana odpowiednio do czesci Dirichleta I'g 1 do czesci

Neumanna I'; brzegu.

Zauwazmy, ze rownanie (6.29) zawiera staba (catkowalna) osobliwosé gdy
¢ — z. Natomiast rownanie (6.30) zawiera silna (nie catkowalna) osobliwosc¢.
Catka w réwnaniu (6.30) powinna by¢ interpretowana jako catka w sensie
Cauchy’ego (z ang. ’Cauchy Principal Value’), co oznaczamy pod znakiem
catki jako C'PV.

Na gladkiej czesci brzegu, nie zawierajacej ostrych brzegéw i narozy, wyni-
kiem reguty Cauchy’ego wartosci granicznej jest rownanie (6.26). Ten pomyst
interpretacji i uwzgledniania silnej osobliwo$ci, byl zaproponowany przez

Cauchy’ ego w 1814 roku.

Metoda warstwy podwdjnej moze postuzyé do rozwiazania mieszanego za-

gadnienia brzegowego. Rozwazmy nastepujaca pare réwnan:

/ / 1(;7; <O e aste), xel, (631)
CPV

i //HFP on(x) [aué;((gg)]} (&) ds(€), xeTl. (6.32)

Catka we wzorze (6.32) zawiera "hypersingularity’ i jest oznaczona symbolem



6.1 Krotka historia rozwoju teorii potencjatu 155

Na poczatku swojej edukacji, jak sam pisal o sobie, z matematyki byt
jednym z najgorszych uczniow w klasie. Jednak trafil na dobrych na-
uczycieli matematyki, ktorzy doprowadzili do tego, ze w 1884 roku
zostal przyjety do Ecole Normale Supérieure z pierwsza lokata, gdzie
uzyskal stopienn doktora w 1892 roku. W 1897 roku Hadamard prze-
niost sie na Sorbone. Jego prace obejmuja bardzo szeroki zakres tema-
tyczny, miedzy innymi optyke geometryczna, hydrodynamike i zagad-
nienia brzegowe. To On wlasnie wprowadzil pojecie dobrze uwarunko-

HADAMARD | wanych zagadnien brzegowych oraz nazwe "funkcjonal’. W 1912 zaste-

Jacques puje Poincaré w Akademii Nauk. W roku 1940, jako Francuz pocho-
Salomon dzenia zydowskiego ucieka przed Niemcami do Stanéw Zjednocznych
(1865-1963) aby powr6ci¢ do Paryza po zakonczeniu dzialai wojennych. Uwazany

byt za jednego z ostatnich uniwersalnych matematykéw, ktorzy wniesli

ogromny wklad w rozw6j matematyki. Dozyl sedziwego wieku 98 lat.

Szkocki fizyk i matematyk. Byl autorem wielu wybitnych prac z za-
kresu elektrodynamiki, kinetycznej teorii gazow, optyki i teorii barw.
Dokonal unifikacji oddzialywari elektrycznych i magnetycznych, to zna-
czy udowodnil, ze elektryczno$é i magnetyzm sa dwoma rodzajami tego
samego zjawiska — elektromagnetyzmu. Na jego czes¢ jednostke stru-
MAXWELL mienia magnetycznego nazwano makswelem. Do korica zycia odrzucat

James Clerk teorie ewolucji Darwina.

(1831-1879)

HF P w dolnej granicy catki, oznaczajacym 'Hadamard Finite Part’. Koncep-
cja ta zostata wprowadzona przez Hadamarda w roku 1908. W terminologii
MEB metody potencjatu warstwy pojedynczej i podwdjnej, sa uznawane jako
metody niebezposrednie, gdyz poszukiwany jest rozktad gestosci p czy o, a

nie sam potencjal.

Metoda numeryczna bazujaca na trzeciej tozsamosci Greena (6.21), ktora
rozwiazuje ¢ oraz g—i’ na brzegu analizowanego obszaru, jest nazywana me-

toda bezposrednig.

Zagadnienie Dirichleta redukuje si¢ do rownania (6.29) dzieki zastosowaniu
metody pojedynczego-potencjatu. Réwnanie to jest rownaniem Fredholma

pierwszego rodzaju, jednakze jego rozwiazanie jest niestabilne. W tym przy-
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padku powinno by¢ uzyte rownanie (6.23) lub réwnanie (6.31).

6.1.4 Rozszerzone formutly Greena

Formute Greena (6.21), poczatkowo zastosowano, aby rozwiaza¢ zagadnie-
nia elektrostatyczne. Sformutowanie byto tak skuteczne, ze idea ta zostata

wdrozona do wielu innych probleméw fizycznych.

Przyktadem moze by¢ Helmholtz, ktory studiujac zagadnienia akustyczne
w roku 1860 przedstawil nastepujace réwnanie, znane odtad jako réwnanie
Helmholtza:

V20 + E2d = 0, (6.33)

gdzie: k jest stalg znang jako liczba falowa. On takze wyprowadzit rozwiaza-

nie fundamentalne réwnania (6.33) jako:

o COSk‘T“

(6.34)

r

Helmholtz rowniez wprowadzil réwnowazna formute Greena:

1 cos kr 0P 0 ([coskr
b =— — - d— )
A //F [ r on on ( r )} ds, (6.35)

ktora moze by¢ poréwnana z (6.21).

6.1.5 Czasy poprzedzajace rewolucje informatycznag

Wysitki zwigzane z numerycznym rozwiazywaniem zagadnieni brzegowych da-

towane sg zanim pojawily sie pierwsze maszyny cyfrowe.

Ritz w 1908 roku zaproponowatl metode numeryczng, ktoéra zostata nazwana
jego imieniem. Jesli ja zastosujemy do podobszaréw, to mozna powiedzie¢, ze
jego metoda jest protoplasta Metody Elementéw Skonczonych (MES). Idea
metody Ritza polega na uzyciu metod wariacyjnych i funkcji probnych, aby

wyznaczy¢ aproksymacje rozwiazania zagadnienia brzegowego.
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Urodzil sie w Sion, w Szwajcarii. W 1897 roku wstapit do Polytechnic
School w Zurichu, gdzie studiowal inzynierie. Jednak wkrotce prze-
niost sie na studia w dziedzinie fizyki. Na tym samym roku studiowalt
Albert Einstein. W 1901 roku przeniost sie do Gottingen, gdzie jego
nauczycielami byli miedzy innymi Voigt i Hilbert. Pracowal tam nad
radiacja, magnetyzmem, elektrodynamika i metodami wariacyjnymi.

W 1904 roku ze wzgledu na zty stan zdrowia powraca do Zurichu. W

RITZ
Walter ciggu nastepnych trzech lat bez sukcesu walczy o swoje zdrowie. W
(1878-1909) 1908 roku ponownie przeniést si¢ do Gottingen.

Rozwazmy nastepujacy funkcjonal:

Hz/fé%ﬁ@fd@—/é%?@—ﬁd& (6.36)

Stosujac metode wariacyjng w celu wyznaczenia stacjonarnego punktu funkcjo-

natu (6.36), otrzymamy:

5H:—///§25<I>V2<I>dv—//rd(g—i) (® — f) ds=0. (6.37)

Poniewaz wariacja! jest dowolna, powyzsze rownanie jest réwnowazne zagad-

nieniu Dirichleta.

V=0 w Q, (6.38)
z warunkami brzegowymi:

= f(x) na I. (6.39)

Ritz zaproponowal, aby funkcje ® aproksymowaé szeregiem skonczonym,

uzywajac zbioru funkcji probnych ;:
O x Yo, (6.40)
i=1

gdzie: «; sa stalymi wspotczynnikami, ktére maja by¢ okreslone.

Liczenie wariacji polega na poszukiwaniu funkcji minimalizujacej pewien funkcjonat.



158 Metoda Elementéw Brzegowych

Podstawiajac rownanie (6.40) do funkcjonatu (6.36) i biorac jego wariacje
ze wzgledu na n nieznanych wspoétczynnikoéw a;, otrzymamy liniowy uktad
rownan. Aby uzyska¢ rozwigzanie numeryczne, nalezy przeprowadzi¢ w pod-

obszarach catkowanie brzegowe i obszarowe.

Powyzsza procedura, jak wida¢, wymaga catkowania w obszarze, gdzie po-
szukiwane jest rozwigzanie. Dlatego metoda ta jest nazywana metoda obsza-

rowa, a nie metoda brzegowa. Bazujac na tej samej idei, Trefftz w roku 1926,

Urodzit sie w Lipsku w Niemczech. W 1906 roku rozpoczal studia na
wydziale mechanicznym Uniwersytetu w Aachen, ale wkrotce przeniost
sie na matematyke. W 1908 roku przenosi sie do Gottingen, naonczas
mekka matematykow i fizykow, gdzie po Gaussie, Dirichlecie i Rieman-
nie, 6wczesnie Hilbert, Klein, Runge i Prandtl stymulowali ciagly po-
step w matematyce. Jego akademicka kariera zaczeta sie w 1913 roku
rozwigzaniem w doktoracie matematycznego zagadnienia hydrodyna-
miki. W 1919 roku obronit prace habilitacyjna i zostat profesorem ma-

TREFFTZ tematyki w Aachen. W 1922 roku przenosi sie do Drezna, a nastepnie

Erich z Wydzialu Mechanicznego przenosi sie na Wydzial Matematyczny. Az
(1888-1937) do swojej przedwczesnej $mierci dystansowal sie od rezimu hitlerow-
skiego.

w swojej pracy przedstawil metode brzegowa, znang od tej pory jako metoda
Trefftz’a. Wykorzystujac pierwsza tozsamosé Greena (6.19), rownanie (6.36)

mozemy napisa¢ w alternatywnej postaci:

I = —///Q %@V2<I>dv—//rg—i (%@—f) ds. (6.41)

Pracujac nad aproksymacja (6.40), Trefftz zaproponowal uzycie funkeji prob-

nych ;, ktore spetniaja nastepujace rownanie roézniczkowe:

V2 =0, (6.42)
ale niekoniecznie warunki brzegowe. Dla rownania Laplace’a moglyby to by¢
wielomiany harmoniczne:

v =A{l,z,vy,z, % — y2,y2 — 22 2% — xQ,xy,yz, ) (6.43)
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Po wstawieniu rownania (6.40) do rownania (6.41), wyrazenia zawierajace

calki obszarowe znikaja, a funkcjonal przybiera postac:

- //r il ai% (% i iy — f) ds. (6.44)

Biorac wariacje (6.44) ze wzgledu na nieokreslone wspotezynniki oy i przy-
rownujac do zera kazda czes¢ zwiazang z wariacja oy, otrzymamy liniowy
uktad rownan algebraicznych:

n

Z(IZ’]‘O[Z‘ :bj, j = 1,...,n, (645)

=1

—5 [ Fovias b= [[[ 152 s (6.46)

Uklad réwnan (6.45) moze by¢ rozwiazany wzgledem wspotczynnikow «;.

gdzie:

Powyzsza procedura wymaga catkowania funkcji na brzegu obszaru. Obecnie
w metodzie Trefftza stosuje sie prostsza procedure. Raczej nizli minimalizo-
waé funkcjonat nad calym brzegiem, mozna wymusi¢ warunki brzegowe na

skoniczonym zbiorze punktéw x; takich, ze:
X;) zzaiwi(xj), j=1,....n i x; €T, (6.47)

Jest to metoda kolokacji i catkowanie nie jest w to zaangazowane. R6wnanie
(6.47) moze takze by¢ wyprowadzone ze sformutowania metody residuéw

wazonych, uzywajac funkcji detlta Diraca jako funkcji testowe;j.

Postepujac zgodnie z duchem metody Trefftza, mozna uzyé rozwiazania fun-
damentalnego jako funkcji probnej. Poniewaz rozwigzanie fundamentalne spet-

nia réwnanie bazowe:
L{G(x,x)} = d(x,x), (6.48)

gdzie: £ jest liniowym operatorem rézniczkowym, G jest fundamentalnym

rozwigzaniem tego operatora, a 0 jest funkcjg delta Diraca. Oczywistym jest,
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Brytyjski fizyk teoretyczny urodzony w Bristolu w Anglii. W 1933
roku uzyskal nagrode Nobla (wspoélnie z Erwinem Schrédingerem) za
prace w dziedzinie mechaniki kwantowej. Dirac wprowadzil idee funkcji
delta Diraca intuicyjnie okoto roku 1926-27. Dopiero jednak Schwartz
w latach 1950-51 w sposob Scisty podal definicje tak zwanej uogélnione;j

funkcji. Posrod innych odkryé, sformutowal réwnanie Diraca, ktore
DIRAC opisuje zachowanie fermionéw i dzieki ktéremu przewidziano istnienie
Paul A.M. antymaterii.

(1902-1984)

ze aproksymacja rozwigzania:
d(x) ~ ZaiG(x, X;) x € (), x; &, (6.49)
i=1

spelnia réownanie bazowe, o ile punkty x; sa umieszczone na zewnatrz roz-
wazanego obszaru. Aby zapewnié¢ spelienie warunkéw brzegowych, zastoso-

wano metode kolokacji:
D (x,) ~ ZaiG(xj,xi) =f(x;), j=1,....n ¢ x;€Q.  (6.50)
i=1
Podejscie to nazwane jest metoda rozwiazania fundamentalnego.

Powyzszy przeglad wykazuje, ze wyznaczenie rozwiazania zagadnienia brze-
gowego, uzywajac brzegowej dyskretyzacji, nie jest nowa idea. Proby rozwia-
zania tego problemu przez Trefftza czy Muskhelishvili’ego byly podejmowane
w czasach przed rozwojem elektronicznych maszyn liczacych. Bez pomocy
wspotczesnych narzedzi obliczeniowych rozwiazanie algebraicznego uktadu
rownan linowych byto istotna przeszkoda na drodze szybkiego rozwoju tych

metod.

6.1.6 Czasy rewolucji informatycznej

Chociaz komputery zostaly wynalezione w latach 40-tych ubieglego wieku,

to jednak dostepne staly sie dopiero w latach 60-tych. Zatem nie dziwi fakt,
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ze wlasnie w tym okresie nastepuje rozwdj MES jak réwniez innych metod

numerycznych.

Friedman i Shaw w 1962 roku rozwiazali skalarne réwnanie falowe:

10°®
2 —
VI - o =0 (6.51)

w dziedzinie czasu dla pola fali rozproszonej w wyniku padania fali na cylin-

dryczna przeszkode.

Calkowanie w podprzedziatach (elementach) stato sie tatwym dzieki zatoze-

niu, ze warto$¢ potencjatu w elemencie jest stata.

W roku 1963 rozwiazano w przestrzeni 3D réwnanie Fredholma drugiego

rodzaju w dziedzinie czestotliwosci:

gig)) = —270(x) +//F 0(5)8%(3{) (%) ds(€), xel, (6.52)

z warunkami brzegowymi typu Dirichleta.

Do rozwiazania zagadnienia Dirichleta Jaswon i Symm w roku 1963 zasto-
sowali metode warstwy pojedynczej, czyli rownania Fredholma pierwszego

rodzaju w 2D:

d(x) = — /Clm“(x, &) a(€)ds(§), x e C. (6.53)

Roéwnanie to powinno by¢ niestabilne numerycznie, jednakze uzyskano po-
prawne rozwigzanie. Dla rozwigzania zagadnienia Neumanna uzyto réwnania

catkowego Fredholma drugiego rodzaju:

0P (x) — ro(x) — Jdlnr(x, )
on(x) o on(x)

o(€)ds(€), xeC. (6.54)

Natomiast zagadnienie o mieszanych warunkach brzegowych byto rozwiazane

z pomoca tozsamosci Greena, a nie réwnan catkowych Fredholma.

Mozna powiedzie¢, ze w pierwszej dekadzie 20-tego wieku wprowadzenie row-

nan Fredholma dato teorii potencjatu solidne podstawy.
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Przeglad przedstawiony do tej pory koncentrowal sie na rozwiazaniach pro-
bleméw fizycznych i inzynieryjnych. Sformutowania czesto zapozyczaty idee
rozktadu skoncentrowanych wymuszen, dla ktérych rownania catkowe sa z
reguty osobliwe. Nadto rownania te sa wielowymiarowe, bo formutowane sg

dla przestrzeni 3D i na dodatek zmienne w czasie (4D).

Dla srodowiska matematycznego wysitki znalezienia przyblizonego rozwigza-
nia rownan catkowych podejmowane byty az do czasu gtéwnego przetomu,
ktorego dokonat Fredholm w roku 1900. Jedna z pierwszych monografii po-
$wieconych numerycznym rozwigzaniom réwnar catkowych napisal Biickner
w roku 1952, a nastepnie Mikhlin i Smolitsky [51] w roku 1967.

W wiekszosci przypadkéow zajmowano sie rownaniami jednowymiarowymi
opisujacymi zagadnienia fizyczne, jak przeplywy czy rozproszenie fal, ale
réwniez rozwazano przypadki czysto matematyczne. Stosowano rézne podej-
Scia, miedzy innymi metode Galerkina czy metode najmniejszych kwadratow.
Interesujacym jest, ze rozw6j ten przebiegal w dwoch $rodowiskach: mate-
matykow stosowanych i w Srodowisku inzynieréw, jednak bez wzajemnego

przenikania si¢, cho¢ to na pewno bytoby bardzo owocne.

6.1.7 Metoda calek brzegowych

Punktem zwrotnym w rozwoju numerycznych rozwigzan brzegowych rownan
catkowych byt rok 1967, kiedy to Rizzo opublikowat swo6j artykut zatytuto-
wany: 'An integral equation approach to boundary value problems of classi-
cal elastostatics’. Rizzo nastepnie rozpoczal owocna wspotprace z Cruse’em,
ktory byt zafascynowany komputerami. Wspoélnie rozwigzali wiele interesu-
jacych probleméw, jak choé¢by anizotropie materialowa w zagadnieniach ela-
stycznosci. Ich wspotpraca zaowocowalta pierwsza konferencja w USA w roku
1975 poswiecona tej metodzie, uswiadamiajac spolecznodci, jak szerokie za-
stosowania jest w stanie pokry¢ MEB. Nastepna konferencja odbyta sie w dwa
lata p6zniej, juz na terenie Francji i miata charakter miedzynarodowy. Na tej

wtasnie konferencji Brebbia miat zaproszony wyktad, na ktérym pojawit sie
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Urodzony w Chicago w USA, ukoriczyt studia w 1960 roku. Doktorat
obronil w 1964 roku i w tym samym roku rozpoczat prace w University
of Washington. Po dwoch latach przenidst sie do University of Ken-
tucky, gdzie pozostal przez kolejne 20 lat. W 1987 roku Rizzo przeniost
sie do Iowa State University, ktory zostal czescia the Aerospace Engine-

ering and Engineering Mechanics Department. Przeszed! na emeryture

RIZZO . .

Frank Joseph w roku 2000. Jego praca dotyczaca rownan catkowych stymulowata w

(1938-) znacznym stopniu wspoétczesny rozwdj metody elementéw brzegowych.
Urodzony w Dublinie w Irlandii, ukonczyt studia w 1944 roku. Dokto-
rat obronil w Londynie w 1949 roku i w tym samym roku rozpoczat
prace w Imperial College Londyn, gdzie pozostat az do roku 1967. Na-
stepnie objal stanowisko profesora matematyki w the City University
of London, gdzie pracowal az do emerytury. Jaswon jest uznawany za
jednego z ojcow metody elementéw brzegowych z powodu ksiazki jaka

JASWON

Maurice Aaron|
(1922-)

wydal w 1963 roku [41].

CRUSE
Thomas Allen

(1941-)

Urodzony w stanie Indiana w USA, ukonczy? studia w 1963 roku. Dok-
torat obronit w 1967 roku w University of Washington. Przez 10 lat
pracowal dla znanej firmy Pratt & Whitney Aircraft Group. Nastepnie
powrdcil do zycia akademickiego jako profesor. Przeszed! na emeryture
w 1999 roku.

BREBBIA
Carlos Alberto

(1948-)

Urodzony w Rosario w Argentynie. Jego pierwsze prace dotyczyly za-
stosowan réwnania Volterry do zagadniern mechaniki. W Southampton
w Wielkiej Brytanii, obronil prace doktorska w roku 1967. Pracowatl
w Southampton jako wykladowca, nastepnie w 1975 roku przeniost sie
do Princeton University aby po roku powroécié do Southampton. W
1981 roku zaklozyt the Wessex Institute of Technology bedacy do dnia
dzisiejszego miedzynarodowym centrum badan nad metoda elementow

brzegowych, ktérego jest dyrektorem.
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termin ’elementy brzegowe’. W tym samym roku Jaswon i Symm opubliko-
wali pierwsza ksiazke na temat numerycznej metody rozwiazania brzegowych

rownan catkowych [41].

6.1.8 Roéwnania bazowe metody elementéw brzegowych

W poznych latach 1960-tych inna grupa w Anglii zaczeta studiowaé réwnania
catkowe pod kierunkiem Prof. Hugh Tottenham’a, ktory posiadal obszerna
biblioteke radzieckich ksiazek. Zachecat on swoich wspoétpracownikéw do ba-
dania mozliwosci zastosowania prac Muskhelishvili’ego i Kupradze w prak-

tyce. Jednym z jego wspotpracownikow w éwezesnym czasie byt Brebbia.

Grupy badawcze ze Stanéw Zjednoczonych i Anglii dziataly w izolacji. To
Brebbia z Tottenham’em zorganizowali w roku 1972 pierwsza miedzynaro-
dowa konferencje na temat metod wariacyjnych w inzynierii, przetamujac ta
izolacje. Koniecznos$¢ oprogramowania MES byta impulsem do rozwoju ba-
zowych funkcji iterpolacji, kwadratur Gaussa czy tez metod rozwigzywania
duzych ukladéow rownan algebraicznych. MEB bezposrednio adaptowata te
techniki, lecz kwadratury Gaussa byly w stanie catkowaé jedynie catki nie-

osobliwe lub catki z redukowalng osobliwoscia.

Az do roku 1977 metody numeryczne rozwigzujace rownania catkowe nazy-
wano metoda réownan calek brzegowych (ang. boundary integral equation
method), zgodnie z nazewnictwem Cruse’a. Jednakze w zwiazku ze wzra-
stajaca popularnoscia MES stalo sie jasne, ze wiele z idei MES moze by¢

zastosowane do rozwigzywania rownan catek brzegowych.

Co wiecej, rownolegle z teoretycznym rozwojem MES wykazano, ze metoda
residuéw wazonych moze by¢ zastosowana do wyprowadzenia rownan catek
brzegowych. Nazwa Metoda Elementéw Brzegowych, odzwierciedlajaca na-
zwe Metody Elementéw Skoriczonych, ostatecznie uksztaltowala sie w roku
1977.

Wydaje sie, ze nazwa Metoda Elementow Brzegowych (ang. Boundary Ele-
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ment Method) byta wspolnym dzietem grupy badaczy z Uniwersytetu w So-
uthampton. Do grupy tej nalezeli: C.A. Brebbia, J. Dominguez, P. K. Baner-
jee i R. Butterfield. Po raz pierwszy nazwa ta pojawita sie w pracach z roku
1977 [22].

W roku 1978 Brebbia opublikowal pierwsza ksiazke poswiecona MEB, ktora
doczekata sie kolejnych wydan [23]. W tym samym roku zorganizowali pierw-
sza miedzynarodowa konferencje na temat MEB w Uniwersytecie w Southamp-
ton, ktora przeksztalcita sie w coroczne wydarzenia poswiecone tej metodzie.
W roku 1984 Brebbia zalozyt czasopismo 'Engineering Analysis-Innovations
in Computational Techniques’, przemianowane nastepnie w roku 1989 na
"Engineering Analysis with Boundary Elements’. Czasopismo to cieszy sie

ogromng popularnoscig wéréd inzynieréw i naukowcéw do dnia dzisiejszego.

Korzystajac z metody residuéow wazonych i drugiej formuly Greena otrzy-
mamy:

/a(w)gpdﬂ+/fwd§2:— qudF—/qwdF+ <pa—wdF + @Dg—:dF, (6.55)
Q r N1

Q Iy 1 Iy on
gdzie: a(w) = —f, ¢p jest potencjalem zadanym (warunki brzegowe typu
Dirichleta) na brzegu I';, a ¢y zadana wartoscia pochodnej normalnej poten-

cjatu (warunki brzegowe typu Neumanna) na brzegu I's.

W metodzie Galerkina za funkcje wagi przyjmuje si¢ lokalne funkcje ksztattu.
Aby réownanie (6.55) wykorzysta¢ jako bazowe w MEB, nalezy przyjac taka

funkcje wagi w, aby calke zawierajaca operator a(w) mozna tatwo wyznaczy¢.

Wymaganie to spetnia funkcja w, dla ktorej:
a(w) = 0. (6.56)

Funkcja taka nosi nazwe rozwigzania podstawowego i oznaczamy ja ¢*. Jest
to funkcja, ktora dla calej przestrzeni nieograniczonej, z wyltaczeniem punktu
i, spelnia rownanie a(¢*) = 0 wowczas gdy w punkcie i jest umieszczone 7ro-
dlo (ezyli f = ¢;), przy czym §; jest funkcja delta Diraca. Jest to punkt
osobliwy rozwiazania ¢*. Rozwiazanie to jest nazywane funkcja Greena nie-

ograniczonej przestrzeni.
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Faktycznie rozwigzanie podstawowe jest wiec rozwigzaniem réwnania:
a(p”) = =0(r —1;) = =0, (6.57)

gdzie: r — wektor potozenia okreslajacy wspolrzedne punktu w ktérym chcemy
wyznaczy¢ rozwiazanie *, czyli punkt obserwacji, r; — wektor potozenia

punktu w ktérym umieszczone jest zrodto d;, czyli punkt zrodta.

Dla dowolnej funkcji ¢ okreslonej w obszarze €2 wraz z brzegiem I, stuszne
s zaleznodci:
s w QUT,
/a(w*)gde = —/ dipd§) :{ v W (6.58)
Q 0 0 poza,

przy czym (; jest wartoscia funkcji ¢, jaka funkcja osiaga w punkcie r;.

6.1.9 Pola stacjonarne

W polu stacjonarnym operator « jest laplasjanem. Zatem rozwiazanie pod-

stawowe * jest rozwigzaniem réwnania:
Via(p*) = —6;. (6.59)

Chcac wyznaczy¢ ¢* w przestrzeni, najwygodniej jest postuzyé sie wspot-
rzednymi sferycznymi — a zrédto umiesci¢ w srodku uktadu wspoétrzednych.
02 * 28 *

¥ Lz ¥

or? r or

Rozwiazaniem w przestrzeni 3D jest:

+ 0= 0. (6.60)

o= —, (6.61)

a w przestrzeni 2D:

1 1
= _—1In-. 6.62
v 27 nr ( )

Po wykorzystaniu zaleznosci (6.58) rownanie (6.55) przyjmie postaé:

i —/fgo*dQ+/90q*dF+/g0Dq*dF :/qNgo*dF —i—/qgo*dF. (6.63)
Q Iy r

Iy 2 I
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Wzoér ten jest spetniony jedynie gdy punkt ¢ lezy wewnatrz obszaru 2. Aby
ten wzor stal sie rownaniem bazowym MEB, nalezy z niego wyeliminowaé

osobliwos¢ pojawiajaca sie, gdy punkt ¢ dazy do brzegu I'.

Rozwazmy poétkule — punkt ¢ lezy w jej srodku. Zatézmy, ze mamy warunki
brzegowe II-go rodzaju (tzn. I' = I'y). Brzeg dzielimy na dwie czesci I'y =

'y . UT',, wowczas:

/gpq*dF:/ goq*dF+/<pq*dF. (6.64)
F2 F275 Fs

Biorac pod uwage wzor (6.61), druga catka we wzorze (6.64) wyniesie:

1
*dl =— dr. 6.65
/ #a /F T (6.65)

€

Pole potkuli jest rowne 27e?; gdy € — 0, ¢ — ;, a zatem:

. 1 ) 1 1
lim (— /Ffmdf) = lim (—%‘5) = 5% (6.66)

Zauwazmy, ze w przejsciu granicznym, gdy € — 0, to I'y_. — T's. Tak wiec
wzor (6.66) zawiera caltke osobliwa. Taki sam wynik (analogiczne obliczenia)

uzyskamy dla ptaszczyzny ograniczonej brzegiem gtadkim.

Ostatecznie dla ¢+ € I':
1
so [ serao [egar= [ gpar, (6.67)
2 Q r r

przy czym I' =Ty UTs.

Dalsze szczegoly czytelnik moze odnalezé¢ w rozdziale 6.3.7.

6.1.10 Podsumowanie

Przedstawiono krotka historie i dziedzictwo MEB. Dziedzictwo tej metody
siega matematycznych podstaw rozwijanych w 18-tym wieku. Rozwazano ist-

nienie i jednoznacznosé rozwigzania rownania Laplace’a, twierdzenia Gaussa
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i Stokes’a pozwalajace na redukcje wymiarowosci zadan, tozsamosci Greena,
funkcje Greena, catkowe rownania Fredholma. Uogoélniano tozsamosci Greena
na zagadnienia akustyczne, mechaniczne i inne zagadnienia fizyki matema-
tycznej, wykazujac ich uniwersalizm. Aby czytelnik mogl umiejscowié¢ sobie
te badania i w czasie, i w przestrzeni, co bardziej zastuzonych badaczy przed-

stawiono positkujac sie krotkimi notatkami biograficznymi.

Dopiero w pierwszej potowie 20-tego wieku obserwujemy pierwsze proby wy-
znaczenia rozwiazan numerycznych podejmowane bez pomocy wspotczesnych
komputeréow. Lecz kiedy te staly sie szeroko dostepne w latach 1960-tych,
nastapita prawdziwa eksplozja réznych idei rozwiazywania zagadnien brze-
gowych, wsrod ktorych najbardziej nas interesujaca jest Metoda Elementow

Brzegowych.

Glowny rozwdj nowoczesnej metody numerycznej znanej jako MEB nastapit
w latach 1970-tych. Z tak bogata i ztozona historia rozwoju odpowiedZ na
pytanie kto i kiedy stal sie ojcem tej metody, nie jest mozliwa. Mozliwym
jest jednak uscislenie najwazniejszych wydarzen, ktore doprowadzily do roz-
woju metody rozumianej wspotczesnie. Prace Jaswon’a z Imperial College
w 1963 roku nad bezposrednia i posrednia metoda dla zagadnien potencjal-
nych, prace Kupradze i jego wspotpracownikow z Thilisi State University

okoto roku 1965, zainspirowaly ich nasladowcow.

W Stanach Zjednoczonych Rizzo w roku 1967 pracowal nad numerycznym
rozwigzaniem rownania catkowego Somigliany. Nastepnie Cruse i inni, roz-
wijali metode nazwana metoda réwnan calek brzegowych (ang. Boundary
Integral Equation Method (BIEM)).

Na wyspach brytyjskich Brebbia, ktory byt wyksztalcony w Southampton
w Wielkiej Brytanii, a nastepnie w Massachusetts Institute of Technology
(MIT) w USA, i Cruse rozpoczeli wspotprace we wezesnych latach 1970-tych,
ktora zaowocowata miedzynarodowym ruchem na rzecz metody elementow

brzegowych.

Konferencje i czasopisma poswiecone tej metodzie zaczely powstawaé juz w
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latach 1980-tych, aby w nastepnym dziesiecioleciu osiagna¢ liczbe okoto 500

artykutow co rok poswieconych tej tematyce.

6.2 Poréwnanie MES 1 MEB

Rozpoczynajac prace z Metoda Elementow Brzegowych, w sposéb naturalny
nasuwa sie che¢ poréwnania z Metoda Elementow Skoriczonych (MES). Aby

dokonac¢ takiego poréwnania, wymienmy wpierw wady i zalety MEB.

Zalety MEB:

1. Jak sama nazwa wskazuje, jest to metoda brzegowa. Zatem dyskrety-
zowany jest jedynie brzeg obszaru. To skutkuje krotszym czasem przy-
gotowywania danych (szczegolnie istotne w naukach bio-medycznych,
gdzie trzeba przygotowywaé¢ modele dedykowane poszczegdlnym pa-

cjentom).

Niektorzy autorzy wskazuja na redukcje wymiarowosci zadan o jeden
stopien [11]. Co wiecej, znacznie tatwiej jest wygenerowac dobrej jakosci
sie¢ powierzchniowa niz sie¢ objetosciowa w przestrzeni 3D. Lokalne
zageszezenia sieci dokonuje sie znacznie tatwiej niz lokalne zageszczenia

sieci objetosciowej, a to ma miejsce w zagadnieniach adaptacyjnych.

Cecha ta nabiera szczegélnego znaczenia w zagadnieniach odwrotnych
(na przyktad optymalnego projektowania ksztaltu), gdzie wymagana

jest z iteracji na iteracje generowanie sieci od nowa (tzw. re-meshing).

2. Wysoka dokladno$¢ wyznaczania gradientu funkcji stanu (np. poten-
cjatu elektrycznego), ze wzgledu na fakt, ze jest to zmienna pierwotna
(poszukiwana), a nie jak w Metodzie Elementow Skornczonych wielkosé
wyliczana w post-processingu. To czyni metode szczegolnie przydatng
w zadaniach o szybko zmieniajacym si¢ gradiencie. Rozwigzanie jest

bardziej doktadne (w poréwnaniu do MES) i ciagte wewnatrz obszaru.
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3. Obie zmienne stanu, np. ® i jej pochodna w kierunku normalnym do

brzegu g—f, sa wyliczane z ta sama doktadnoscia.

4. Kontrowersyjna zaleta podnoszona przez niektérych autorow: dla tego
samego poziomu bledéow MEB potrzebuje dyskretyzacji o mniejszej licz-
bie elementéw i weztéow niz MES. Ta zaleta jednak w sposéb istotny

zalezy od stosunku objetosci do powierzchni.

5. Mniej niepotrzebnych informacji, gdyz pole w punktach wewnetrznych
obszaru moze by¢ liczone na zyczenie uzytkownika w zaleznosci od po-

trzeb danego zadania.

6. MEB w sposob naturalny radzi sobie z obszarami o brzegu otwartym.

Jest to jedna z najbardziej istotnych zalet tej metody.

Wady MEB:

1. Trudna matematyka. Calki sa znacznie trudniejsze do obliczen, a nie-
ktore z nich sa osobliwe. Calki osobliwe maja istotny wplyw na do-
ktadnosé rozwiazania, zatem musza byé¢ liczone szczegdlnie doktadnie.
Wiele procedur numerycznych MES jest bezposrednio stosowanych w
MEB.

2. MEB wymaga istnienia rozwigzania fundamentalnego, jesli takowe nie

istnieje (np. rownanie Boltzmana), MEB nie moze by¢ zastosowana.

3. Wnetrze musi by¢ dyskretyzowane w wielu zagadnieniach (np. rowna-
nie Poissona lub zagadnienia nieliniowo$ci materiatowej). Oznacza to

utrate podstawowej zalety redukcji wymiarowosci.

4. Obszary cienkie, jak szczeliny, Zle sa rozwiazywane MEB ze wzgledu na

catki prawie osobliwe.

5. Pelne, niesymetryczne, niedodatnio okreslone i nie tak dobrze uwarun-

kowane macierze wspolczynnikow jak w MES.
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Zatem ktora z metod jest lepsza? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy
wiedzie¢, jaki problem przyjdzie nam rozwiazywacé¢. Oczywiscie MEB jest
bardzo efektywna i bardziej dokladna w zadaniach 2D i 3D z gwaltownie
zmieniajacymi sie zmiennymi stanu, jak na przyktad zagadnienia transportu
Swiatla czy zagadnienia o brzegu otwartym wystepujace w technice wysokich
napie¢ |65, 66].

6.3 Roéwnanie Laplace’a

Roéwnanie rozniczkowe Laplace’a w dwuwymiarowe] przestrzeni ma postac:

V2(r) — 2 aq;(;) + 9 ;;g”, (6.68)

gdzie: ®(r) jest funkcja potencjalna (np: potencjal elektryczny w elektrosta-

tyce, temperatura w zagadnieniach przewodzenia ciepla), x i y sa wspolrzed-

nymi kartezjariskimi, a r wektorem potozenia.

warunki brzegowe
Neumanna

rozpatrywany obszar Q

warunki brzegowe
Dirichleta

Rys. 6.1. Rozpatrywany obszar

Rozwazmy dowolny obszar przedstawiony na rys.6.1, w ktérym poszukiwane
jest rozwiazanie. Zalozmy, ze w tym obszarze jest punkt wewnetrzny r (zwy-
kle zwanym punktem obciazenia lub zrodta) o wspolrzednych X i Y, oraz
rozwazmy dowolny punkt r’ na brzegu (zwykle nazywany punktem pola lub

punktem obserwacji) o wspotrzednych 2’ i y'.
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Takie nazewnictwo jest stosowane w literaturze anglosaskiej. Jesli chodzi o
literature polskojezyczna, to juz nie jest tak jednoznaczne. Na przyktad w [49|
punkt r jest nazywany punktem obserwacji (punktem, w ktérym przyltozono
punktowe zrodlo ciepla), a wiec nieco inaczej niz to bedzie stosowane w tej

ksiazce.

Wielkie litery oznaczaja wspolrzedne punktu statego, a mate litery wspol-

rzedne punktu zmiennego.

W zaleznosci od orientacji brzegu I', obszar 2 bedzie zawarty wewnatrz (patrz
rys.6.2a) lub na zewnatrz brzegu, tak jak przedstawiono na rys.6.2b. Jest
to istotne, poniewaz definiuje zwrot wektora normalnego zewnetrznego do

brzegu I'.

a)

Rys. 6.2. a) Orientacja brzegu I' przeciwna do ruchu wskazowek zegara dla ob-
szaru wewnetrznego, b) orientacja zgodna z ruchem wskazowek zegara

dla obszaru zewnetrznego — otwartego

6.3.1 Podzial brzegu na stale elementy brzegowe

Brzeg rozwazanego obszaru podzielmy na M prostoliniowych segmentow (li-
niowe elementy brzegowe) tak, jak to pokazano na rys.6.3a. Poszukiwane
zmienne ulokujmy w wezle srodkowym kazdego z elementow brzegowych.
Wartosci zmiennej stanu ® lub jej pochodnej normalnej ¢ = g—i s stale we-
wnatrz kazdego z elementéw i warto$¢ ta umieszczamy w wezle sSrodkowym

danego elementu brzegowego.
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Rys. 6.3. a) Dyskretyzacja linii brzegowej stalymi elementami brzegowymi z nie-
wiadomymi ® i ¢ = g—i nad odpowiednimi segmentami linii brzegowej,
b) element staty w lokalnym uktadzie wspotrzednych (dla tego elementu

bazowa funkcja interpolacji zmiennych stanu Ny = N, = 1)

Rozwazmy nastepujace rownanie catkowe [3,11]:

IG([r — 1’ o0d(r'
c(r)®(r) + / 9Gr =) ¢ (yyar ') = / e — )22 arie), (6.69)
r 8“ r an
gdzie: r oznacza polozenie punktu zrodta, a r’ potozenie punktu nalezgcego do
brzegu rozwazanego obszaru zwykle nazywanego punktem obserwacji. Wspot-
czynnik ¢(r) bedzie opisany w rozdziale 6.3.7, a G jest rozwiazaniem funda-

mentalnym rownania Laplace’a.

Teraz brzegowe rownanie catkowe, rownowazne réwnaniu Laplace’a (patrz
rownanie (6.68)), moze by¢ zapisane we wspolrzednych lokalnych ¢ (patrz
rys.6.3b), zamiast we wspotrzednych kartezjanskich, w ktorych zdefiniowana

jest krzywa brzegowa I'.

Transformacja punktu nalezacego do elementu e linii brzegowej do lokalnego

uktadu wspoétrzednych € moze by¢ zdefiniowana nastepujaco:

i try T
2 2

¢ gy =Lt Uiz Vie  (70)

#(€) e
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Zastepujac numeracje globalng przez numeracje stosowang w lokalnym ukta-
dzie wspotrzednych i przeksztalcajac rownanie (6.70), otrzymamy:

o) =5 (1-Oa+ 50 +0m,  y(€) = 50— O+ 5(1 + Oy (671)

Od tej chwili bedziemy pracowali w uktadzie lokalnym (numeracja weztow).
Teraz rownanie (6.71) moze by¢ zapisane w formie macierzowej:
k=1

x=[z,y]" =) Ne(&)xy, (6.72)

b
Il

gdzie: Ni(€) jest bazowa funkcja interpolacyjna w wezle k-tym, a w me-
chanice nazywana funkcja ksztalttu, x jest wektorem zawierajacym wspot-
rzedne punktu nalezacego do danego elementu brzegowego, a x; jest wekto-

rem wspotrzednych k-tego wezta danego elementu.

Zauwazmy, ze wektor x dla przestrzeni 3D bedzie miat trzy wspoélrzedne
(z,y,2). Dla elementu statego dwuweztowego bazowe funkcje interpolacji

wspotrzednych geometrycznych wynosza:

N = [Neo(€), N (€))7 = 51+ &48), (673)

gdzie: € jest wspotrzedna lokalna (patrz rys.6.3b), a wspotezynnik &, wynosi:

&=-1 da k=0, G=+1 dla k=1 (6.74)

Bazowa funkcja interpolacji jest réwna jedno$ci w swoim wlasnym wezle i

rowna zero w pozostaltych weztach danego elementu (patrz rys.6.9birys.6.13).

6.3.2 Numeryczne catkowanie funkcji Greena

Aby otrzymaé¢ numeryczng posta¢ bazowych réwnan MEB, nalezy omoéwié
problem numerycznego catkowania funkcji znajdujacych sie pod znakiem

calki. Niestety, to calkowanie nie jest tak proste, jak w przypadku MES.

Prosze zwréocié uwage na fakt, ze wybor lokalnego uktadu wspotrzednych

o dziedzinie zawartej miedzy —1 a +1 nie jest wyborem przypadkowym.
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Zastosowanie kwadratur Gaussa tego wymaga, a zostato juz udowodnione, ze

sg one bardziej efektywne niz np. reguta Simpsona catkowania numerycznego.

Dzielimy lini¢ brzegows I' na elementy I'; i dokonujemy catkowania nume-

rycznego w kazdym z elementéw w uktadzie wspotrzednych lokalnych &.

+1
[ sawdr = [ (o). mep (6.75)
gdzie: f oznacza dowolng funkcje podcatkowa.

Jakobian tego przeksztalcenia jest nastepujacy:

W MEB istotng sprawa jest okreslenie kierunku normalnej do liniowego (2D)

lub powierzchniowego (3D) elementu brzegowego. Najlepsza metoda defini-
cji kierunku normalnego jest odwotanie si¢ do algebry wektorow [12]. Zatem
sktadowe jednostkowego wektora normalnego skierowanego na zewnatrz roz-

patrywanego brzegu dane sa zaleznosciami [11]:

_ L {df‘/_@] | ny — - {dm(g)} , (6.77)

") | 706 | de
gdzie:
de(€)  dANo(&) | dNy(€) dy(€)  dNo(€) . dNy(€)
df = d§ x0+—d§ X1, d& = dg Yo + d§ Y1- (678)

Pochodne bazowych funkcji interpolacji mozna tatwo okresli¢ i wynosza:

ANo(¢)  d (1 1 AN d (1 |
- =EGG%0=37 2 i§@u&0=5<mw

Podstawiajac zaleznosci (6.79) do rownania (6.78), otrzymamy:

dz(§) 1 — o dy(§) Y1 — Yo
a2 7 a 2

(6.80)

Podstawiajac powyzsze zaleznosci do rownania (6.76), ostatecznie otrzymamy:

J(g):%:\/(x1;$0)2+ (ylgy‘))Q:%L, (6.81)
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gdzie: L oznacza dlugo$é¢ elementu brzegowego.

Biorac powyzsze pod uwage, wyrazenia na sktadowe jednostkowego wektora
normalnego skierowanego na zewnatrz rozpatrywanego obszaru dla elementu
statego wyrazaja sie w bardzo prosty sposob i jak wida¢ sa stale w danym
elemencie. Aby uzyska¢ wektor normalny skierowany zewnetrznie, wygod-
nie jest przyja¢ numerowanie elementéw w kierunku przeciwnym do ruchu

wskazowek zegara (patrz rys. 6.3a).

— T, —
ng = 2 yo’ _ 1 0 (6.82)
L
Teraz zdyskretyzowane rownanie bazowe MEB, mozemy zapisa¢ w lokalnym

uktadzie wspotrzednych w sposéb nastepujacy:

M-1 +1 r—r/ M1 og (¢ 11
) +y o,0) [ P rgae 5" P [ Ge-vaerae

gdzie: M jest liczba elementéw brzegowych, na ktére podzielono linie brze-

gowg I'.

Wyrazenia catkowe (zawierajace funkcje Greena) mozemy teraz przedstawic

w formie zwartej za pomoca funkcji A; ; i B; ; nastepujaco:

c(r)@i(r) + 2_: ¢j(r')Ai7j(r,r') = '_ &éa;r(:/)Bi,j(r,r'). (683)

Aby utworzy¢ uktad rownan algebraicznych, bierzemy kazdy z weztow jako
punkt Zrédta r i przeprowadzamy procedure catkowania jak to przedstawiono
w powyzszych réwnaniach. W wyniku otrzymamy algebraiczny uktad rownan
liniowych, ktéry w postaci macierzowej mozna przedstawi¢ nastepujaco:

(6.84)

Al = (5] |50

an
gdzie: macierze [A] i [B] zawieraja odpowiednie calki z pochodnych normal-
nych funkcji Greena w i catki z funkcji Greena G(|r —r’|), to znaczy

odpowiednio funkcje A, ; i B;; z réwnania (6.83).
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Dla zagadnieni 2D, rozwiazaniem fundamentalnym (funkcja Greena) w przy-
padku réwnania Laplace’a jest:
1 1 1 1
=—1In =—1In . (6.85)
2r r—v| 2 Sz — 22+ (y —y)?

Zatem wspoétczynniki macierzy wynosza:

G(lr —r'))

Am(r,r/):/ ' Mj(g)df, Bi,(r,r')= +G(|r—r’\)J(§)d§, (6.86)

1 on -1

gdzie: r zalezy od indeksu 7, a r’ zalezy od indeksu j, przy czym dla j = i

mamy:

(6.87)

Jesli R oznaczaé bedzie odlegto$é pomiedzy punktem r a punktem r’, wtedy:

R=lr—v|=—o)+(y—y) (6.88)

Pochodna normalna funkcji Greena w przypadku réownania Laplace’a jest

réwna:
0G(r—x) _9GOR _0G [oRo  ORdY|
on OROn  OR |0x' On Oy On
= o [ = )+ 0 — ], (6.89)
gdzie:
OR 2 —=x OR Y —y ox’' oy
o R oy R on " am ™M

gdzie: n, i n, sa zdefiniowane réwnaniem (6.77).

Numeryczne wyznaczanie calek nieosobliwych

W przypadku catek nieosobliwych, kiedy punkt r i punkt r’ nie nalezg do tego
samego elementu brzegowego, standardowa kwadratura Gaussa-Legendre’a

moze by¢ z tatwoscia zastosowana dla dowolnej funkcji podcatkowej f(&):

+

F€)dE = Y wi (€, (6.90)

-1
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gdzie: g jest liczba punktow catkowania (patrz rys.6.4), a & jest wspotrzedna
(lokalna) punktu catkowania, natomiast w; jest funkcja wagi i-tego punktu

catkowania. Najczesciej uzywane wartosci sa zamieszczone w Tablicy 6.1 [17].

Tablica 6.1. Kwadratury Gaussa

b—

Wspotrzedne, &,

Wagi, w;

0.33998104358485626480
0.86113631159405257522

0.65214515486254614263
0.34785484513745385737

0.23861918608319690863
0.66120938646626451366
0.93246951420315202781

0.46791393457269104739
0.36076157304813860757
0.17132449237917034504

10

0.14887433898163121089
0.43339539412924719080
0.67940956829902440623
0.86506336668898451073
0.97390652851717172008

0.29552422471475287017
0.26926671930999635509
0.21908636251598204400
0.14945134915058059315
0.06667134430868813759

12

0.12523340851146891547
0.36783149899818019375
0.58731795428661744730
0.76990267419430468704
0.90411725637047485668
0.98156063424671925069

0.24914704581340278500
0.23349253653835480876
0.20316742672306592175
0.16007832854334622633
0.10693932599531843096
0.04717533638651182719

16

CO N O T = W N | O O i W N FH|IC = W N R W~ =

0.09501250983763744019
0.28160355077925891323
0.45801677765722738634
0.61787624440264374845
0.75540440835500303390
0.86563120238783174388
0.94457502307323257608
0.98940093499164993260

0.18945061045506849629
0.18260341504492358887
0.16915651939500253819
0.14959598881657673208
0.12462897125553387205
0.09515851168249278481
0.06225352393864 789286
0.02715245941175409485
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s i=4
O, g
&7 By 3o
J:4 3 i=3
Q 1=
i=5 obszar O - punkty
o BF calkowania
2y _ r—T """ 92 jmpnumeryczneg
jx5 e~ e
.
r Fe) i=2
=0 J:O =
. =1

Rys. 6.4. Calkowanie numeryczne dla elementow statych

Numeryczne wyznaczanie calek osobliwych

Catki moga by¢ wyznaczone z pomoca standardowych kwadratur Gaussa dla
wszystkich elementéw z wyjatkiem tych zawierajacych rozwazany wezet. W

tym szczegdlnym przypadku wspotezynniki A; ; macierzy [A] (lacznie z czlo-

1

5, a catki we wspotczynnikach B;; moga by¢ wyznaczone

nem c(r)) sa rowne

analitycznie.

Odlegtos¢ R (patrz rownanie (6.88)) pomiedzy punktem r a punktem r'(€)
zalezy od zmiennej zdefiniowanej w lokalnym uktadzie wspotrzednych w na-

stepujacy sposob:
R(§) = |r —r'(§)], (6.91)

zatem:

+1 +1
BulRE) = [ GROW©EE = [ mpade (692
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gdzie: w przypadku elementu stalego J(§) jest zdefiniowany przez réwnanie

(6.81), a L oznacza dlugosé¢ elementu brzegowego.

Calka ta moze by¢ z latwoscia obliczona analitycznie [23]. Zatem réwnanie
(6.92) staje sie:

(6.93)

Bis(R(€) = % (mé + 1) |

Dla przypadkéw bardziej ztozonych moze by¢ zastosowana specjalna logaryt-

miczna reguta catkowania numerycznego [21,39,42,48,49|:

gl—1

/0 f(n) 1n%dn = Zwif(m),

gdzie: gl jest liczba punktow catkowania logarytmicznego, 7); jest wspotrzedna

(6.94)

lokalna, ktorej odpowiada funkcja wagi w; (patrz Tablica 6.2).

Zauwazmy, ze granice catkowania w tym wypadku sa od 0 do 1, a nie jak

poprzednio od —1 do +1.

Tablica 6.2. Logarytmiczne kwadratury Gaussa

=

i

wy

0.04144848019938322080
0.24527491432060225194
0.55616545356027583718
0.84898239453298517465

0.38346406814513512485
0.38687531777476262734
0.19043512695014241536
0.03922548712995983245

0O J O T = W N HiE=E W N -

0.01332024416089246501
0.07975042901389493841
0.19787102932618805379
0.35415399435190941967
0.52945857523491727771
0.70181452993909996384
0.84937932044110667605
0.95332645005635978877

0.16441660472800288683
0.23752561002330602050
0.22684198443191912637
0.17575407900607024499
0.11292403024675905186
0.05787221071778207239
0.02097907374213297804
0.00368640710402761901
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Przyktad 10

Rozpatrzmy bardzo prosty przyktad, a mianowicie obszar jednostkowego
kwadratu o mieszanych warunkach brzegowych. Na oktadkach gérnej i dolnej
zadano warunki brzegowe typu Dirichleta odpowiednio +10.V i —10.V, a na

brzegach pionowych jednorodne warunki brzegowe typu Neumanna.

Dla prostoty obszar podzielono na cztery elementy brzegowe zerowego rzedu,
jak pokazano na rys. 6.5.

odon
&
O S O
3 2 1
od/on @ D4 8(D) ®, 000N
& & 0
P,
o®jon

Rys. 6.5. Kondensator ptaski podzielony na cztery elementy brzegowe

Po podziale warunki brzegowe i niewiadome na poszczegolnych segmentach

brzegu mozna zapisa¢ nastepujaco:

(M) =0y =10V | B(T3) = B3 = —10V | I =7 | 921 9
o _ 0Py __ o _ 0Py _ _
8_n|F2_8_n_0 a—n’m—a—n—O Oy =7 | Oy =7
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f3

Rys. 6.6. Catkowanie po elementach brzegowych
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Aby wyznaczy¢ cztery niewiadome musimy ulozyé¢ cztery réwnania.

2 r on I on
—— ——
N /aG<|r1 r3|>q)3drg+ [ ot r4|>¢4dr4:
T's an T4 671

0P L
— /G(|r1—r \)aldr1+/ (Jrs — rh))—dly+
1)

Iy on
0 0o
+ [6(n - r3|)83dF3+/ (jry ) 222,
I's
Lo, & /GG(‘“ (I)dF1+/ 9 ‘“ 9G(r2 =r2l) g i, +
Fl a F2
N / 0G(|rg — 1)) <I>dF3+/ 0G( |r2 ) 0G(r2 = ral) ¢ i,
I's on
N, ) 0
_ /G(|r2—r1|)a 1dr1+/ (Ir2 — ) 2720+
Fl F2
, 0 0o
+ /G(\rz—r3\)a_3d1“3+/ (Jrg — 1)) 5> ~4dry,
I's Iy
(6.95)
—— ——
l¢3 + / aG(‘r:ﬁ} rl’)@ldl‘\l_'_/ aG(‘r3 r2|)¢2d1‘\2+
2 I 871 Ty a’n
+ / aG(‘r'?' - r3’>® dF / aG(‘rg - r4|)®4dl—\4 —
T's 877/ Ty 871/

o0 o0
_ /G(|r3— £ ) Gl Gl — ) a0+

0 0P
+ [6( - r3\>83dr3+/ (Ira — ) 222,
r

1 _ _
SO+ / 0G(ra —r1) & dF1+/ oG |r4 0G(ra —r3l) o r
T T

1 an 2
+ / OG(Ira ~rs)) g, dF3+/ oG |r4 96(ra —xal) g gr, =
F3 a Iy

O ) 8<I>
:/ (lrg — 1)) 1dr1+/ (lrg — rh|) =—dls+
) r on

'y

0 oD
+ /G<|r4—rg\)a3dr3+ Girs — ) 54T,

I's



184 Metoda Elementéw Brzegowych

Wielkosci: @1,D5,P3,Py, %,%,%,% mozna wyciggnaé¢ przed znak od-
powiednich calek, gdyz z zatozenia sa stale nad odpowiednimi elementami
brzegowymi I'y o weztach 1,2,3 (patrz rys. 6.5) az do elementu brzegowego
I'y o weztach 7.8,1. Numeracja potencjatow i ich pochodnych normalnych
zwigzana jest, w przypadku elementu statego, z numeracja elementéw a nie
z numeracja weztow. Dlatego, na przyktad potencjal &, zaczepiony jest w

wezle 2 elementu 'y a potencjat &5 w wezle 4 elementu I'y itd..

Zapisujac w skrocie poszczegblne elementy ukladu réwnan (6.95), otrzy-

mamy:
A A Az A D, By Bz Biz Bu %
A21 A22 A23 A24 @2 _ B21 B22 B23 B24 % ) (696)
A31 A32 A33 A34 (1)3 BSl BS2 BBS B34 %
Ap A Ays Ay o, By By Biz Bu %

gdzie: elementy gtownej przekatnej A; wyrazone sa nastepujaco:

+fr 8G(\rl rz| 1—12'

on

Calka tego wyrazenia jest osobliwa, gdyz promienie r; i r’; sa sobie rowne
(patrz rys. 6.6). Natomiast elementy A;; lezace poza glowna przekatna wy-

10SZ3; fr mdf

W uktadzie rownan (6.96) w wektorach zaréwno po lewej, jak i po prawej
stronie mamy poprzeplatane wielkosci znane z poszukiwanymi. Nalezy tak
przeksztalci¢ uklad rownan (6.96), aby wielkosci poszukiwane byly po lewej

stronie, a wielko$ci znane po stronie prawej.

—Bn A —Biy Au|[%* —An Bz —Aiz Bu|| ®

=By Az =By As || ©2| | —An By —Asw By &2 (6.97)
—Bs1 Asy —Bss As || G2 —As1 Bs; —Asg Ba || ®3|
—By Ay —Byz A @4 —Ay B —Ap Bul|l%®

Wartodci liczbowe elementéw macierzy wspotczynnikoéw lewej i prawej strony
przedstawione sa ponizej. Beda one pomocne w przypadku budowy wtasnego
algorytmu MEB.
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Tablica 6.3. Macierz [A] przed przeksztalceniem

0.5000 | -0.1762 | -0.1476 | -0.1762
-0.1762 | 0.5000 | -0.1762 | -0.1476
-0.1476 | -0.1762 | 0.5000 | -0.1762
-0.1762 | -0.1476 | -0.1762 | 0.5000

Tablica 6.4. Macierz [B|

przed przeksztalceniem

0.2695 | 0.0533 | -0.0062 | 0.0533
0.0533 | 0.2695 | 0.0533 | -0.0062
-0.0062 | 0.0533 | 0.2695 | 0.0533
0.0533 | -0.0062 | 0.0533 | 0.2695

Po przeksztalceniach zgodnych z (6.97) macierz [A] przyjmie nastepujaca

postac:

Tablica 6.5. Macierz [A] po przeksztalceniach

-0.2695 | -0.1762 | 0.0062 | -0.1762
-0.0533 | 0.5000 | -0.0533 | -0.1476
0.0062 | -0.1762 | -0.2695 | -0.1762
-0.0533 | -0.1476 | -0.0533 | 0.5000

Przy zadanych warunkach brzegowych w jednostkowym kwadracie modut

rozwigzania doktadnego powinien by¢ rowny 20[V/m|. Blad rozwiazania wy-

nosi zatem 34.5%. Tak wysoki btad mozna usprawiedliwi¢ bardzo rzadka

dyskretyzacja, jedynie cztery elementy brzegowe (patrz rys.6.5)!

Rozktad funkcji potencjalnej nad obszarem kwadratu jednostkowego, oraz

rozktad btedu dla potencjatu przedstawiono na rys.6.7. Wyniki te zostaty

uzyskane z pomoca programu MATLAB, ktorego listing zamieszczony jest

ponizej.
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Tablica 6.6. Transponowany wektor prawych stron rhs po przeksztalceniach

[ -6.4758 [ 0.0000 | 6.4758 | 0.0000 |

Tablica 6.7. Transponowany wektor rozwiazan

| & [ | & [ 2 |

| 23.4922 | 0.0000 | -23.4922 | 0.0000 |
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funkcja potencjalna
funkcja potencjalna

Rys. 6.7. Rozwiazanie czyli rozklad potencjatu: a) dla dyskretyzacji rzadkiej, b)
dla dyskretyzacji gestej

| BESES
Wirtesss:

400,
m'ozgizg:

Rys. 6.8. Rozklad bledu wzglednego dla potencjalu ® w obszarze: a) dla dyskre-
tyzacji rzadkiej, b) dla dyskretyzacji gestej



© 00 DU W N

SN DD D UL OO TT T OO OO AR A A AR R DWW W W W W WWWWNNNNNNNNNNDE SR e e e e
TR DO RO OO TONE WV~ OONTODU D WLHOOXIDNE DD OG0T RWN O ©OWNO TR WN F O

6.3 Rownanie Laplace’a

187

Listing 6.1. Zagadnienie Dirichleta

% /-
% // **x% Zagadnienie Dirichleta *x*x
% /)
global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1;
global dimension delta;

n_elements x=1;
n_elements_y=n_elements_x;

n elements=4%n elements x;

n nodes = n elements;
dimension = 3;

delta=0.125/1;
no_int_points=(l.—delta)/delta;

% //

% // wspolrzedne punktow naroznych

% //
x_extr 1 = [1.0,0.0,0.0,1.0];
y_extr 1 = [1.0,1.0,0.0,0.0];
scale=1.; % wspolczynnik skal
x_extr_1 = x_extr_1lxscale;
y_extr_1 = y_extr_1lxscale;

% /)

%

nbcu=2*n_elements x;
nbcn=2*n_elements_y;

X X

// inicjalizacja macierzy axu=bxd wu/d n; gdzie u funkcja potencjalna

for ix=1:n_elements
for iy=1:n_elements
a(ix,iy) = 0.;
b(ix,iy) = 0.;
end
end

% // generacja sieci elementow brzegowych

[x, y] = xyData_1(1);

[node] = nodData_1(1);

node

[zz] = domain_plot_1(x, y, node);

727

%
Tb/ /% sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk K sk sk ok sk o ok ok K sk oK ok ok K ok ok K ok ok ok ok K ok ok oK ok K ok ok K ok o ok ok ok

for nodep=1:n_elements

% // definicja punktu zrodla
nod=node (nodep ,2);
xp = x(nod);
yp = y(nod);

% //

% /)4 /

for ielemqg=1:n_elements

% /,
nodeq=node (ielemq ,2);
xq = x(nodeq);
ya = y(nodeq);
nodeqg=ielemgq;

% // calkowanie calek nieosobliwych — kernel2() i kernell ();
[a_aux] = nonsin(1l, ielemq, 1, x, y, xp, yp, node);

a(nodep,nodeq) = a(nodep,nodeq) + a_aux(1l);
b(nodep ,nodeq) = b(nodep,nodeq) + a_aux(2);
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% // calkowanie calek osobliwych
if nodep == nodeq
|diag] = kerndiag(nodep, 1, x, y, xp, yp, node);
b(nodep ,nodep)=diag;
end
end % //xkxskckxckxskokkkkknkxkk komiec petli telemaq sk ko skok sk kokx

% //4 L . . Ly i . e / ,
% //glowna przekatna;

a(nodep ,nodep)=0.;
for nodeq=1:n_elements
if (nodep™=nodeq)
a(nodep ,nodep)=a(nodep ,nodep)—a(nodep,nodeq);
end
end

end % //sssksckksoksokskokkokkokx koniec petli modep sk sk ok ok sk ok skok ok ok ok sk ok ok sk
[istoru, presu, istorn, dfidn]= boun_data_1(1);

% // inicjalizacja wektora prawych stron rths
for ix=1:n_elements

rhs(ix)=0.;
end
%
disp(’macierz przed przeksztalceniem?’);
a
b
% rhs

% // warunki brzegowe
for nodep=1:n_elements
[a, b, rhs]= boun_cond_ 1(nodep, a, b, rhs, nbcu, istoru, presu);
end
disp(’po przeksztalceniach?’);

a
b

% rhs

% // rozwiazanie

%

x_sol=a\rhs’

%

% // wyznaczanie wartosci funkcji potencjalnej wewnatrz obszaru
disp(’funkcja potencjalna wewnatrz obszaru’);

[fi_in]= int_cal 1(no_int points,x,y,x sol,nbcu,istoru ,presu,nbcn,istorn ,dfidn,hnode);

% /)

Listing 6.2. Generacja sieci elementow brzegowych
%/
function|[x, y] = xyData_1(i_region)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1;
global dimension;

n_nodes x=n_elements x*2;
n_nodes_y=n_elements_y*2;

delta_x=(x_extr_1(1)—x_extr_1(2))/n_elements_x/2;
delta_y=(y_extr_1(2)—y_extr_1(3))/n_elements_y /2;

for i=1:n_nodes_ x
x(i)=x_extr_ 1(1)—delta xx(i—1);
y(i)=y_extr_1(1);
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end

for i=1:n_nodes_y
x(i+n_nodes_ x)=x_ extr 1(2);
y(i+n_nodes_x)=y extr_ 1(2)—delta_yx*(i—1);

end

for i=1:n_nodes_x

x(i4n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_1(3)+delta_x=x(i—1);

y(i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_1(3);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i4+n_nodes_x+4n_nodes y+n_ nodes x)=x_extr_ 1(4);
y(i+n_nodes_x4n_nodes y+n_ nodes_x)=y extr_ 1(4)+delta_yx*(i—1);

end

disp( ’wspolrzedne x oraz y wezlow sieci elementow brzegowych’);
x

y

end

%)

%)

function [node]=nodData_1(i_region)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_ 1 y_ extr 1;
global dimension;

for ix=1:n_elements
node (ix ,1) = 2xix —1;
node (ix ,2) = node(ix,1) + 1;
node (ix ,3) = node(ix,1) + 2;
end
node(n_elements,3)=node(1,1);

end
% 1/
Listing 6.3. Wizualizacja badanego obszaru
% /)
function|[zz] = domain_plot_1(x, y, node)

global n_elements n_nodes n_elements _x n_elements y x_extr_ 1 y extr 1;
global dimension;

zz=1;
figure (1)

for i=1: n_elements

il=node(i,1l); i2=node(i,2); i3=node(i,3);
ex=[x(i1) x(i3)]; ey=[y(il) y(i3)];

plot(ex, ey, ’ko-’,’MarkerSize’,10/zz, ’MarkerFaceColor’,’y’);
hold on;

plot(x(i2),y(i2),’ko?,’MarkerSize’ ,10/zz);
end

xm=max(x)/30.;
ym=max(y)/30.;

for i=1:n_nodesx*2

str=int2str (i);

text (x(i)+xm,y(i)+ym, str);
end
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if zz==1
XMIN=min(x) —0.1;
XMAX=max(x)+0.1;
YMIN=min(y) —0.1;
YMAX=max(y)+0.1;

axis ([XMIN XMAX YMIN YMAX])

end
axis square;
axis off;
disp(’===========s==s====s==s=s=====s==s==s==s===s=====);
Listing 6.4. Wspoétczynniki uktadu rownan
% //

function|[a_aux] = nonsin(ic, ielemq, i_region, x, y, xp, yp, node)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2;
global dimension n_region;

global nbci_u nbci_nj

global n_n n_e dimAj;

global inter_nod_1 inter_nod_2;

global istori_1 istori_2;

global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

% n_gauss=4;

g =[—.86113631159405257522,—.33998104358485626480,
.88998104358485626480, .86118681159405257522];
.84785484513745385737, .65214515486254614263,
65214515/86254614263, .34785484513745385737];

wg=[

XX XX

n_ gauss=10;

zg=[ 0.97390652851717172008, 0.86506336668898451073,
0.67940956829902440623, 0.43339539412924719080,
0.14887433898163121089,—0.14887433898163121089,
—0.4383839589412924719080,—0.67940956829902440623,
—0.86506836668898451073,—0.97390652851717172008];

wg=[ 0.06667134430868813759,
0.21908656251598204400,
0.29552422471475287017,
0.26926671930999635509,
0.14945184915058059315,

AR S R R R R

0.14945134915058059315,
0.26926671930999635509,
0.29552422471475287017,
0.21908636251598204400,
0.06667134430868813759];

n_gauss=12;

xg=[ 0.98156063424671925069,
0.76990267419430468704, 0.58731795428661744730,
0.36783149899818019375, 0.12523340851146891547,
—0.12523340851146891547,—-0.36783149899818019375,
—0.58731795428661744730,—0.76990267419430468704,
—0.90411725637047485668, —0.98156063424671925069];

0.90411725637047485668,

wg=| 0.04717533638651182719, 0.10693932599531843096,
0.16007832854334622633, 0.20316742672306592175,
0.23349253653835480876, 0.24914704581340278500,
0.24914704581340278500, 0.23349253653835480876,
0.20316742672306592175, 0.16007832854334622633,
0.10693932599531843096, 0.04717533638651182719];

%

% n_gauss=16;

% xg=[ 0.09501250983763744019, 0.28160855077925891323,

% 0.45801677765722738634, 0.61787624440264374845,

% 0.75540440835500303390, 0.86563120238783174388,

% 0.94457502307323257608, 0.98940093499164993260,

% —0.09501250983763744019,—0.28160355077925891323,




54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

6.3 Rownanie Laplace’a

191

—0.45801677765722738684,—0.61787624440264374845,
—0.75540440835500808390,—0.86563120258783174388,
—0.94457502307328257608,—0.98940093499164993260];

wg=[ 0.18945061045506849629, 0.18260341504492358887,

0.16915651989500253819, 0.14959598881657673208,
.12462897125553387205, 0.09515851168249278481,
L06225352393864789286, 0.02715245941175409485,
L 18945061045506849629, 0.18260841504492358887,
.16915651939500253819, 0.14959598881657673208,
. 12462897125553587205, 0.09515851168249278481,
L06225352393864789286, 0.02715245941175409485];

AR S R R R R

0
0
0
0
0
0

ix=1:2

a_aux(ix)=0.;

for

end

% // zmienna h odpowiednik wspolrzednych punktow calkowania kwadratury Gaussa

for ig=1:n gauss
h:xg(ig)?
[shapf] = shapef(h);
[jac_tab] = Jacobi(ielemq, i_region, h, x, y, node);
[kern tab] = kernel (ielemq, i_region, h, x, y, xp, yp,
kernl = kern_tab(1l)xjac_tab(2)+kern_ tab(2)xjac_ tab(3);

% // wspolczynniki stronie)

a_aux(1l) = a_aux(1l)+wg(ig)+kernlxjac_tab(1);

macierzy a (po lewej
% // wspolczynniki macierzy b (po prawej stronie)
a_aux(2) = a_aux(2)+wg(ig)+kern_tab(3)*jac_tab (1);
end

node);

% /)
% /)

function|[shapf| = shapef(h)

% //calculate the quadratic shape functions
shapf(1)=0.5xhx(h—1.0);
shapf(2)=(1.0+h)*(1.0—h);
shapf(3)=0.5xhx(h+1.0);

% /)
% /)

function|[jac_tab] = Jacobi(ielem, i_region, h, x, y, node)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2;

global dimension n_region;
global nbci_u nbci_n;

global n_n n_e dimAj;

global inter_nod_1 inter_ nod_2;

global istori_1 istori_2;
global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

% // wspolrzedne lokalne
dxdh = 0.;
dydh = 0.;

shapd=shaped (h);
for ic=1:dimension

iic=node (ielem ,ic);

dxdh = dxdh + shapd(ic)xx(iic);
dydh = dydh + shapd(ic)xy(iic);
end
% // obliczanie Jacobianu — "zjacob'
xjacob = sqrt(dxdhxdxdh + dydhxdydh);
blisk:

% // wstrzymanie dzialania programu jesli jakobian jest

if xjacob<=1.E-10

zeru
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disp(’xjacob less than eps from Jacobi function’);
end

% // skladowe z—owe i y—owe jednostkowego mormalnego wektora
xnorm = +dydh/xjacob;
ynorm = —dxdh/xjacob;

jac_tab (1) = xjacob;
jac_tab(2) = xnorm;
jac_tab(3) = ynorm;
% /)
% /)

function[kern_ tab] = kernel(ielem, i_region, h, x, y, xp, yp, node)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2;
global dimension n_region;
global nbci_u nbci_nj

global n_n n_e dimA;

global inter_nod_1 inter_nod_2;
global istori_1 istori_2;
global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

% // uklad wspolrzednych lokalnych
xq = 0.;
ya = 0.3

[shapf]=shapef(h);
for ic=1:dimension

iic=node (ielem ,ic);

xq = xq + shapf(ic)*x(iic);
yq = yq + shapf(ic)*xy(iic);
end

rpg=sqrt ((xp—xq)*(xp—xq)+(yp—yq)*(yp—ya));
rpql=1./rpq;

rpq2=1./((xp—xq)* (xp—xq)+(yp—ya)*(yp—vya));
pil=1./(2.%pi);

kern_tab (1) = +pil*rpq2*(xp—xq);
kern_tab(2) = +pil*xrpq2*(yp—yq);
kern_tab(3) = pilxlog(rpql);
% /)
% /)
function [diag|=kerndiag (ielem , x, y, xp, yp, node)

dx = x(node(ielem ,3)) — x(node(ielem ,1));
dy = y(node(ielem ,3)) — y(node(ielem ,1));

xq (x(node(ielem ,3)) + x(node(ielem ,1)))/2.;
vqa = (y(node(ielem ,3)) + y(node(ielem ,1)))/2.;

% // dlugosc elementu brzegowego
length = sqrt (dxxdx+dy*dy);
pil=1./(2.%xpi);

diag = pil*xlengthx*(1l.41log(2./length));
% /)

Listing 6.5. Warunki brzegowe

% /)

function[istoru, presu, istorn, dfidn]= boun_ data 1(i_region)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_ extr_ 1;
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% // istoru — przechowuje numery elementow z warunkami brzegowymst Dirichleta

for i=1:n_elements_x
istoru (i)=1i;
istoru ( i+niclcmcntsix):i+n7clcmcntsix+n7c1cmcnt57y;

end
% // presu — przechowuje wartosci warunkow brzegowych Dirichleta
for i=1:n_elements_x

presu(i)=10.;
presu (i+n_elements x)=—10.;
end

% // warunki

for

brzegowe Neumanna

i=1:n_elements_y

istorn (i)=i+n_elements_x;

istorn (i4+n_elements x)=i+2+n_elements x+n_elements y;
end

i=1:n_elements_y

dfidn (i)=0.;

dfidn (i4n_elements_y)=0.;
end

% /)

% /)

function[a, b, rhs|]= boun cond_ 1(nodep, a, b, rhs, nbcu, istoru, presu)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1;
% // wprowadzanie warunkow brzegowych

ibc=1:nbcu
ielem =

for
istoru (ibc);

% // konstruowanie wektora prawych stron
rhs(nodep) = rhs(nodep)—a(nodep,ielem )*xpresu(ibc);

% // modyfikacja macierzy a

a(nodep,ielem) = — b(nodep,ielem);
end
% /)
Listing 6.6. Potencjal wewnatrz obszaru
%)

function|[fi_in]=int_cal 1(no_int_points,x,y,x_sol,nbcu,istoru,presu,nbcn,istorn ,dfidn,nod

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1;
global dimension delta;

eps=1.E—6;

n_gauss=16;

xg=[ 0.09501250983763744019, 0.28160355077925891323,
0.45801677765722738634, 0.61787624440264374845,
0.75540440835500303390, 0.86563120238783174388,
0.94457502307323257608, 0.98940093499164993260,

—0.09501250983763744019,—-0.28160355077925891323,
—0.45801677765722738634,—0.61787624440264374845,
—0.75540440835500303390, -0.86563120238783174388,
—0.94457502307323257608, —0.98940093499164993260];
wg=| 18945061045506849629, .18260341504492358887,

0.

0.16915651939500253819,
0.12462897125553387205,
0.06225352393864789286,
0.18945061045506849629,
0.16915651939500253819,

.14959598881657673208,
.09515851168249278481,
.02715245941175409485,
.18260341504492358887,

0
0
0
0
0
0.14959598881657673208,
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% //

for

0.12462897125553387205, 0.09515851168249278481,
0.06225352393864789286, 0.02715245941175409485];

purpose: to calculate the internal wvalues of the state function
i=1:no_int_points

xp=deltax*i;

for j=1:no_int_points

yp=deltax*j;

% //

% //
% //
% //
% //

% //
% //

jj=j+(i—1)*no_int_ points;
x_in(jj)=xp; y_in(jj)=yp;

[fi] = fi_arrang_1(x_sol, nbcu, istoru, presu);

fi

[dfi]=dfi_arrang_1(x_sol, nbcu, istoru, presu, nbcn, istorn, dfidn);
dfi

initialization of fi_in

fi_in(jj)=0.;

take each element on the boundary in turn as the field element
ielemgq

for ielemqg=1:n_elements

fi_temp=fi(ielemq);
dfi_temp=dfi(ielemq);

made the wvariable h equal to the ordinary Gaussian quadrature
for ig=1:n_gauss

h=xg(ig);

[shapf]=shapef(h);

[jac_tab] = Jacobi(ielemq, 1, h, x, y, node);

[kern_tab] = kernel(ielemq, 1, h, x, y, xp, yp, node);
kernl = kern_tab(1l)xjac_tab(2)+kern_tab(2)*jac_tab (3);

fi_in(jj)=fi_in(jj)+jac_tab(1l)*wg(ig)*(—kernlx*fi_temp+kern_tab(3)xdfi_temp);

end

Fi=reshape(fi_in ,no_int_ points,no_int_ points)
Xi=reshape(x_in,no_int_points,no_int_ points)

Yi=reshape(y_in,no_int_points,no_int_points)

figure (2);

surf

(Xi,Yi,Fi);

set (gca,’XTick’ ,[0: deltax1l: no_int_pointsxdelta*1]);
set (gca,’YTick’ ,[0: deltax1l: no_int_pointsxdelta*1]);

xlab
ylab
zlab

el (’x?);
el(’y’);
el(’funkcja potencjalna’);

box onj;

%/
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6.3.3 Dyskretyzacja brzegu na liniowe

elementy brzegowe

Chociaz element staly jest najprostszym z elementéw, dzieki swojej prostocie
jest najchetniej stosowany w praktyce. W szczeg6lnosci nie ma problemow
z narozami, dla ktorych stosowane sa specjalne techniki, aby pochodne nor-
malne funkcji stanu w takich narozach dla elementéw liniowych czy kwadra-

towych (co zobaczymy pozZniej) mogly by¢ poprawnie uwzglednione.

W przeciwienstwie do izoparametrycznego elementu brzegowego drugiego
rzedu, element liniowy nie posiada znaczacych zalet w poréwnaniu do ele-

mentu stalego.

Geometria elementu jest interpolowana w identyczny sposob jak dla elementu
statego, jedynie zmienna stanu i jej pochodna normalna jest interpolowana
wielomianem stopnia pierwszego. Jednak ptacié¢ za to musimy ktopotami jakie
pojawiaja sie w narozach obszaru. Rozwazmy obszar podzielony na liniowe

elementy brzegowe, jak to przedstawiono na rys. 6.9a.

= (i=3)
q(i ) Ay

i=1

Rys. 6.9. a) Dyskretyzacja brzegu na elementy liniowe; i - numeracja weztow, j - nu-
meracja elementéw, k - numeracja w lokalnym uktadzie wspotrzednych,

b) element liniowy w lokalnym uktadzie wspolrzednych

Kazdy element, oznaczony indeksem gornym (j) w kazdym z weztow posiada

_ o

dwie niewiadome ® i ¢V or
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Transformacja wspotrzednych jest identyczna jak w przypadku poprzedniego

elementu (patrz rys. 6.9a):

1

p(€) = Y Nul&)ax = No(§)zo + Ny ()1,

y(©&) = D Ne(©ye = No()yo + N (& (6.98)

k=0

Dla elementu z interpolacja liniowa bazowe funkcje interpolacji wynosza:

N(E) = [Neco (). Neca ()] = 21+ &), (6.99)
gdzie: dla k=0 & =—1 a dla k=1 & = +1.

Bazowe funkcje interpolacji zdefiniowane réwnaniem (6.99) sa liniowymi funk-
cjami takimi jak: Np(§) = 1 w wezle k = 01 Ni(§) = 0 w wezle k£ = 1, tak
jak to pokazano na rys. (6.9b).

Dla izoparametrycznego elementu liniowego te same bazowe funkcje interpo-
lacyjne sa stosowane do transformacji geometrii oraz do reprezentacji zmien-
nych stanu i ich pochodnych normalnych. Jest to pewna niezgodnosé z fi-
zyczna natura opisywanych zjawisk, ale metody numeryczne, poszukujace
rozwiagzan przyblizonych, dopuszczajg takie rozwiazania.

1

(¢) = ZNk(@@k = No(§)Po + N1 (£) Py,

k=0
i (6.100)
D)« aP), 0, o,
o ;Nk(f)a—n —No(f)a—n+N1(§)8_n-

6.3.4 Calkowanie numeryczne

W przypadku brzegowego elementu liniowego catkowanie numeryczne moze
by¢ przeprowadzone w podobny sposob jak to byto w przypadku elementu

statego.
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Jakobian transformacji i sktadowe jednostkowego wektora normalnego skie-

rowanego na zewnatrz rozpatrywanego obszaru sg liczone zgodnie ze wzorami

(6.81) i (6.77).

Krzywa brzegowa I" jest podzielona na elementy brzegowe I';. Teraz rownanie

catkowe (6.69) przyjmie postac:

C(I‘)(I)i(r) + Z 5 6G |I' — I‘ (J)(r’)dF(r') _
M—1 ) r
_ Z/F Gl — )2 a 00 iy, (6.101)

gdzie: M jest catkowita liczba elementow liniowych.

Catkowanie numeryczne jest przeprowadzone dla kazdego elementu brzego-

wego I'; wyrazonego we wspotrzednych lokalnych &:

o) + Y [ LS e mie e -

=0 k=0
M=1 41 L oeU0)

- Y [ G- Z P N (6. (6102
j=0 /-

Wartosci w weztach sg state (tzn. nie zaleza od zmiennej lokalnej £), tak wiec

ostatecznie rownanie (6.102) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(r)Dilr) + Z_Zcpﬂ / | Wwéw(sms:
M-l 1 gg6) iy p+
= k:a@g—;)/ G(|r = v/} Ny(§)J(€)dg.  (6.103)

Jesli oznaczymy wyrazenia zawierajace catki z pochodnej normalnej funkcji

OG(Jr—r'|)
on

Greena i calki z funkcji Greena G(|r — r’|) odpowiednio jako a i b,
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wtedy otrzymamy:

; +1 r—r
Qv = / OG0 =D v, (e) 7€) e,

1 on
(6.104)
y +1
b(r) = [ Glr —r)Nu(€)T(€)d.
-1
Teraz rownanie (6.103) przyjmie postac:
M-1 1 M-1 1 IB(r) )
cm)®i(r) + > > af(x,r)e) =D bl r) 5t (6.105)
7=0 k=0 7=0 k=0

gdzie: r zalezy od indeksu i a r’ zalezy od indeksu j.

Dla brzegow gladkich (nie zawierajacych narozy) funkcje zawierajace caltki
5],2 i bfjk) moga by¢ zawarte w funkcji globalnej A;; i B;; (patrz rownanie

(6.106)).

a

Aby utworzy¢ liniowy uktad réwnan algebraicznych, rozpatrzmy kazdy wezet
obszaru jako punkt Zrodta r i przeprowadzimy catkowanie, jak wskazano w
rownaniu (6.103). W wyniku uzyskamy nastepujacy uktad rownan w postaci
macierzowe;j:

6?(1)}

wm:wﬂ% (6.106)

gdzie: macierze [A] i [B] sa tych samych rozmiaréw (ale tylko dla brzegu gtad-

kiego, bez ostrych narozy, gdy nie ma skoku wartosci pochodnej w weztach).

Pochodne normalne funkcji Greena sa liczone podobnie jak dla elementu sta-
tego, patrz rownanie (6.89). W przypadku wklestych lub wypuktych narozy,
takich jak na rys.7.35, wymagane jest specjalne podejscie [12|. Zagadnienia

te beda omawiane szczegbtowo nieco pdznie;j.

Punkty r i r’ znajduja sie w réznych elementach

Rozwazmy najpierw funkcje Greena G(|r —r'|).
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Mozna wyrézni¢ dwa przypadki: pierwszy, gdy punkt zrédla i punkt obserwa-
cji sa w roznych elementach brzegowych. Wtedy catki sa nieosobliwe. Nieco
trudniejszy moze okazac¢ sie przypadek drugi, kiedy oba rozwazane punkty
znajduja sie w tym samym elemencie. Wtedy mamy do czynienia z catkami

prawie osobliwymi.

Oznaczmy odlegtos¢ pomiedzy dwoma punktami jako:

R=lr—v|=( )+ -y (6.107)

wtedy, aby wyliczy¢ calki, nalezy rozwazy¢ nastepujace dwa przypadki:

Punkt r jest w pierwszym wezle (k = 0) elementu liniowego:

R = [2'(&) — o] + [y (&) — " =
= [No(mo + N1(&)a1 — mo]” + [No(€)yo + N1(&)yr — wo]”, (6.108)

gdzie: No(§) 1 N1(€) sa okreslone rownaniem (6.99).

Zatem:

1

R [ﬁa_g)xﬁ%(wg)xl—xo] +E<1—§>yo+§<1+§>yl—yo} . (6.109)

Punkt r jest drugim weztem (k = 1) elementu liniowego:

R?= B(l—f)ww%(l%)xl—xl} +B(1—£)yo+%(1+€)yl—y1} - (6.110)

Punkty r i r' znajdujg sie w obrebie tego samego elementu oraz

r#r

W tym przypadku funkcje podcatkowe sg osobliwe, ale bazowa funkcja inter-
polacji Ni(§) w otoczeniu punktu r jest rzedu r. Zatem iloczyn funkcji Greena
i bazowej funkcji interpolacji jest nieosobliwy i catki moga by¢ wyznaczone

z pomoca standardowych kwadratur Gaussa.

Zatem wszystkie elementy pozadiagonalne w macierzach [A] i [B] moga by¢

wyznaczone w zwykty sposob.
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Punkty r i r' s3 w tym samym elemencie liniowym, ale r = r’/, tak
wiec R — 0

W tym przypadku standardowa kwadratura Gaussa nie moze by¢ uzyta
ze wzgledu na osobliwo$é¢ funkeji podcatkowej. Rozpatrujac funkcje Greena
G(r,r') = 5-In+, jest oczywistym, ze kiedy r dazy do 1/, osobliwos¢ ma
postaé ln% z n — 0. Szczesliwie caltka z tej postaci funkcji moze byé¢ wyzna-
czona za pomoca specjalnej kwadratury logarytmicznej, podobnie jak to byto

w przypadku poprzedniego elementu brzegowego (patrz rownanie (6.94)).

Rys. 6.10. Transformacja wspolrzednych, a) r jest w pierwszym wezle elementu

brzegowego, b) w drugim wezle

Mozna zastosowaé prosta liniowa transformacje (patrz rys.6.10) aby zmienna

¢ sprowadzi¢ do nowego uktadu wspotrzednych 7:
1. jesli wektor polozenia r jest w pierwszym wezle (k = 0) elementu:
n*=9 = 0.5(1 4 ¢), (6.111)
2. jesli wektor polozenia r jest w drugim wezle (k = 1) elementu:

n*=t = 0.5(1 — ¢). (6.112)

Dla wezla pierwszego rownanie (6.109) moze by¢ przeksztalcone do postaci:

R = [0.5(1+ &P [(21 — ) + (1 — 90)°] = (1”)* L2, (6.113)
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gdzie: tak jak poprzednio, L jest dtugoscig liniowego elementu brzegowego.

Dla wezla drugiego rownanie (6.110) moze by¢ przeksztatcone do postaci:
2
R? =051 =& [(xo— 21)° + (wo — y1)?] = (@) L% (6.114)

Zatem, posta¢ ogdlna wyrazenia dla cztonu logarytmicznego moze by¢ wyra-

zona nastepujaco:

1 1 1 1 1 1 1
G(r—r|)=—In— = B

—In——=—1In——+ InL, (6.115
2r  Jr—r/| 27 nn(k)L 27 nn(k) o ( )

gdzie: k oznacza numer wezla, a n® przeksztatca granice catkowania z gra-
nicy od —1 do +1 na granice od 0 do +1 dla £k = 0 oraz od +1 do —1
na granice od 0 do +1 dla & = 1. Funkcja z réwnania (6.115) moze by¢
podzielona na dwie czesci: czes¢ zawierajacg logarytmiczna funkcje i czesé

nielogarytmiczna.

Rozpatrzmy teraz funkcje podcatkowa zawierajaca pochodna normalng funk-
cji Greena. Mozna wykazaé, ze zawiera ona osobliwosé typu 1/n%) gdy
n*®) — 0. Zatem nie mozemy w tym przypadku uzywaé standardowej kwa-
dratury Gaussa, nawet jesli zastosujemy bardzo duza liczbe punktéw catko-
wania. Co wiecej, musimy wyznaczy¢ wspotezynnik c(r) [12], poniewaz jest
on dodawany do wyrazow na gtownej przekatnej macierzy [A]. Pozostate ele-
menty poza gtowna przekatna macierzy [A] moga by¢ wyznaczone, jest zatem
sposob, aby obejsé problem bezposredniego wyznaczenia wspotezynnika c(r).
Wyznaczenie wspotezynnika c(r) zostanie szczegolowo przedstawione w roz-

dziale 6.3.7.

6.3.5 Podzial linii brzegowej na elementy kwadratowe

W Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej lub Tomografii Impedancyjnej musimy
pracowaé z bardzo skomplikowanymi ksztattami obiektow (na przyktad gtowka
niemowlecia z jej wszystkimi detalami, jak nosek, oczy czy uszy). Dlatego
sporo uwagi w podreczniku po$wiecimy na elementy z interpolacja wielomia-

nami wyzszych stopni niz stalty czy element liniowy. Gtéwng nasza uwage
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skoncentrujemy na elemencie z interpolacja stopnia drugiego w przestrzeni
2D i 3D. Jest to kompromis miedzy wzgledna prostota interpolacji a doktad-
noscig odwzorowania skomplikowanych ksztaltéw rozpatrywanego obiektu i

jednoczesnie doktadno$cia obliczen.
Rozwazmy obszar przedstawiony na rys. 6.11.

i= — 0= =3
G5 q(;izl 95~ Y0 =2

_ e= i3 02

— 073_ 4,(=2
D= Prg= Py,

i=5

i=2

Rys. 6.11. Dyskretyzacja linii brzegowej elementami brzegowymi z interpolacja

wielomianem stopnia drugiego

Podobnie jak poprzednio, mozemy wprowadzi¢ lokalny uktad wspoétrzednych
o zmiennej ¢ z poczatkiem uktadu w wezle sSrodkowym elementu i dziedzinie

w zakresie od —1 do +1, jak pokazano na rys. 6.12.

2(&) = D Ne(©mk = No(§)zo + Ni(€)z1 + Na(€)as,
y(©) = D N©wr = No(©yo + Ni(&ys + Na(€)ye,  (6.116)

gdzie: Ni(€) jest bazowa funkcja interpolacji stopnia drugiego, taka ze: Ni(§) =
1 we wlasnym wezle, a w pozostatych weztach przyjmuje wartosé réwna zeru.
I tak na przyktad dla wezta k = 0 funkcja No(—1) = 1, a w pozostalych dwoch
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E=+1
punkt krancowy

&=0

k=0 punkt srodkowy

-1
punkt krancowy

Rys. 6.12. Izoparametryczny element kwadratowy

weztach k£ =11 k = 2 funkcja No(0) = 0 oraz Ny(1) = 0.
§

No(©) = —5(1-€) = 05e(e 1),
N(©) = 1+O0-8=1-¢ (6117
NofE) = +5(1+6) =056 +1).

Jesli elementy maja by¢ izoparametryczne, tych samych funkcji uzyjemy do

N 05 b
0
0 —
I I I I I L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
N 05 b
1
0
I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
05 b
N
2
0 P
L I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 6.13. Bazowe funkcje interpolacji
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interpolacji poszukiwanych wartosci:

2

(&) = Z Ni(§)®r = No(§)Po + N1(§)P1 + No(§) Py,

k=0
i (6.118)
00(6) 0B, 0D, 90, 50,
o ;Nk(f)% —No(5>%+N1(§)%+NQ(§)%.
(+1)L )

a4= qury) A=0=Yk=,

A=l
Rys. 6.14. Zmiana pochodnej normalnej ¢ = ‘g—i wzdluz linii brzegowej inter-
polowanej kwadratowym elementem brzegowym dla brzegu gtadkiego
(rysunek gorny) i dla brzegu z ostrym narozem, gdzie widoczna jest

nieciagtosé (skok) pochodnej (rysunek dolny)

Rozktad bazowych funkcji interpolacji w elemencie brzegowym jest przedsta-

wiony na rys. 6.13.

W przypadku elementéw kwadratowych, podobnie jak to bylto dla elemen-
tow liniowych (rys.6.9a), pochodne normalne liczone sa w wezltach krarico-

wych elementu. W przypadku brzegu gtadkiego pochodne normalne dwoch
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sasiednich elementéw brzegowych sg réwne zaréwno co do wielkosci jak i
co do kierunku. Natomiast w przypadku ostrych narozy istnieje rozbieznosé

kierunkow, co zilustrowano na rys.6.14.

6.3.6 Calkowanie numeryczne

Dla elementéw kwadratowych numeryczne catkowanie moze by¢ przeprowa-
dzone analogicznie do poprzednio oméwionych elementéw brzegowych. Jako-
bian przeksztalcenia i sktadowe jednostkowego wektora normalnego skiero-

wanego na zewnatrz rozpatrywanego obszaru sa liczone zgodnie ze wzorami

(6.77) 1 (6.81).

Sktadowe wektora normalnego sa teraz funkcjami wspotrzednej lokalnej &

(patrz rownanie (6.77)):

ne(6) = 75 [dfi—f)] , ny(€) = ——= [

gdzie: jakobian J(§) jest okreslony wzorem (6.76), a

dz(§) dNo(€) 4 dN1(§) i dN(§)

dé = dé To dé T dé T2,
(6.120)
d dN dN dN-
0y _ AN, N, )
a pochodne bazowych funkcji interpolacji wynosza:
dNo(§) _ d [ ¢ . 1
& d_g(_§(1_£)> ={— 5
aNi(e) -
T d—g((1+f)(1 —¢)) = -2, (6.121)
ANy(§)  d (¢ !
dé = d—§(+§(1+§))—§+2.

Catkowanie numeryczne, we wspolrzednych lokalnych £ jest przeprowadzane
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dla kazdego elementu brzegowego I'; w sposob nastepujacy:

c(r)®;(r) + Z/ Z@U) r’N(g)WJ(g)dg_

j= 1 k=0
’)

P Gl — ) Ni(€) J(€)de, (6.122)
gdzie: M jest catkowita liczba kwadratowych elementéw brzegowych.

State wartosci wezlowe wyciggamy przed znak calki, otrzymujac:

M-1 2

o) + Y > el [ XDy 0 =

0 -1

M2 e e
- Y [ G- v e (6.2

-1

Oznaczajac wyrazenia catkowe zawierajace pochodne normalne funkcji Gre-
OG(Jr—r'|)

5— oraz zawierajace funkcje Greena G(|r — r'|) odpowiednio jako a

ena

oraz b, otrzymamy:

) = 9Gr =2l) . ce)(e)de,

1 an
(6.124)
. +1
) = [ Gl - NI
-1
Teraz rownanie (6.123) przyjmie postac:
M-1 2 M-1 2 0B(r') )
cm)®i(r) + > > af(x,r)e) = >N bl (x,r) 8nk , (6.125)
7=0 k=0 7=0 k=0

gdzie: r, podobnie jak poprzednio, zalezy od indeksu ¢, a r’ zalezy od in-
deksu .
Dla brzegu gtadkiego wyrazenia agjlz oraz bgjk) moga by¢ zgromadzone razem

w A; ; oraz B, ; (patrz rownanie (6.126)).

Nastepnie w celu utworzenia liniowego uktadu réwnan algebraicznych dla

kazdego wezla jako punktu zrodtowego r (wiersze macierzy wspotezynnikow)
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przeprowadzamy catkowanie zgodnie z (6.124). W wyniku otrzymamy:

(6.126)

Al = 1] |50

on
gdzie: macierze [A] i [B] sa tych samych rozmiaréw, ale tylko dla brzegu gtad-

kiego, na ktorym nie wystepuje skok wartosci pochodnej normalnej zmiennej

stanu.

Pochodne normalne funkcji Greena liczone sa identycznie, jak w przypadkach

poprzednich (patrz rownanie (6.89)).

Punkty r i r’ znajduja sie w réznych elementach

Rozpatrzmy najpierw catkowanie funkcji G(|r — r'|), dla ktorej rozwazy¢ mu-

simy dwa przypadki.

Pierwszy przypadek, kiedy punkt zrodta i punkt obserwacji sa w réznych
elementach. Wtedy catki nie sa osobliwe. I drugi przypadek, kiedy oba te
punkty sa w tym samym elemencie. Wtedy calki moga by¢ prawie osobliwe

lub osobliwe.

Jesli odlegtos¢ miedzy punktami, podobnie jak poprzednio, oznaczymy:

R=pr—v| =@ 2P+ (/)" (6.127)
wtedy, aby wyznaczy¢ calki, musimy rozpatrzyé trzy przypadki:

Punkt r jest pierwszym wezlem (k = 0) elementu:

R = [7(&) —m) + [ (&) —wol* =
= [No(&)wo + N1 (&)1 + Na(&)wa — xo]” + (6.128)
+ [No(©)yo + Ni(€)yr + Na(€)y2 — ol”,

gdzie: No(§), N1(€) i Na(€) sa wyrazone rownaniem (6.117).
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Tak wiec:

2

(1—§)$0+(1+§)(1—§)$1+§(1+5)$2—$0] n

2—_
w - | :

v |-

Punkt r jest drugim wezlem (k = 1) elementu:

DN DN

(1= o+ (141~ O+ 504 Om = |- (6.129)

B o= |50 0n 1400 - 90+ 50+ On-a) +

2
o [-S0em 000-me S e |
5 Yo+ (L+E(1 =&y + 2(1 + &)y —y1 |- (6.130)

Punkt r jest trzecim wezlem (k = 2) elementu:

o= |- 9m+ (490 - O+ 51+ O +

bSO 00— g+ S0+ Om - | 0130

Punkty r i 1’ sg w tym samym elemencie, ale r # r’

W tym przypadku, pojawia sie osobliwo$é¢, ale bazowe funkcje interpolacji
Ni(€) w otoczeniu r sa rzedu r. Zatem iloczyn funkcji Greena i bazowej
funkcji interpolacji staje si¢ nieosobliwy. Caltki moga by¢ liczone standardo-

wymi kwadraturami Gaussa.

Punkty r i r’ s3 w tym samym elemencie, ale r = r/, tak wiec R — 0

Niestety, teraz standardowa kwadratura Gaussa nie moze by¢ uzyta ze wzgledu
na nieusuwalng osobliwos¢. Rozwazajac wpierw funkcje G(r,r’) = % In }%, ja-

snym jest, ze gdy r dazy do r’, osobliwosé jest postaci In %, gdy n — 0.

Na szczescie taka postaé¢ funkeji podcatkowej pozwala na zastosowanie spe-

cjalnej logarytmicznej kwadratury Gaussa — patrz wzor (6.94).
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Zauwazmy, ze granice calkowania sa teraz od 0 do 1 zamiast od —1 do +1,

jak to byto dla standardowej kwadratury Gaussa przy catkach nieosobliwych.

=0

Rys. 6.15. Transformacja wspolrzednych: a) r jest w pierwszym wezle elementu,

b) w drugim oraz c) trzecim wezle

Mozna zastosowaé prosta liniowa transformacje (rys.6.15) aby zmienng &
przeksztalci¢ w n:
1. jesli wektor polozenia r jest w pierwszym wezle (k = 0) elementu:

n*=9 = 0.5(1 4 ¢), (6.132)

2. jesli wektor potozenia r jest w drugim wezle (k = 1) elementu — wtedy

element jest dzielony na dwa podelementy:

"D = —¢ dla —1<€6<0 i g%V =¢ dla 0<&<1, (6.133)

3. jesli wektor polozenia r jest w trzecim wezle (k = 2) elementu:

n*=2 = 0.5(1 — ). (6.134)

Dla wezta pierwszego réwnanie (6.129) moze by¢ przeksztatcone do postaci:

R? = [0.5(1+ &) {[(€ — 2)wo + 2(1 — &)1 + Ex)* + (6.135)
€= 20+ 20— Oy + st = (1) [ (10©)" + (10©)]]
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Dla wezla drugiego rownanie (6.130) przyjmie postac:

R? = €2{[0.5(¢ — D)ag — &a1 + 0.5(6 + 1)) + (6.136)
050 = o — &y + 0.5 + D’} = (1) [ (19€)" + (1 (©)°] -

A dla trzeciego wezta roéwnanie (6.131) przyjmie postac:

R? = [0.5(1 = ) {[~z0 +2( + V)12 — 2(¢ + 2)al” + (6.137)
+ e+ 26+ Dy — 26+ 2w} = (1) [(F2(€)" + (12 ©)°]

Zatem wyrazenie ogblne moze by¢ napisane dla czesci logarytmicznej w spo-
sOb nastepujacy:

gdzie: k jest wskaznikiem wezta, a £ jest pierwotng wspotrzedna lokalna przyj-
mujaca wartosci z zakresu od —1 do +1, n®) wspohrzedna lokalna z zakresu
od 0 do +1.

Podobnie jak to bylo dla elementu liniowego dla funkcji Greena, gdy wektor
polozenia r dazyt do r’, w funkeji pod calkg mozna wydzieli¢ logarytmiczna

i nielogarytmiczna cze$¢ (patrz rownanie (6.138)).

Nastepnie rozwazajac funkcje podcatkows z pochodna normalng funkcji Gre-

%, gdy n — 0. Zatem

ena, mozna wykazaé, ze zawiera ona wyrazenia typu
takiej osobliwosci nie mozna liczy¢ standardowa kwadratura Gaussa, nawet

dla duzej liczby punktow catkowania.

Co wiecej, musimy wyznaczy¢ warto$é wspotezynnika ¢(r), poniewaz ma on
istotny udzial we wspotezynnikach diagonalnych macierzy [A]. Podobnie jak
poprzednio, mozemy uniknaé¢ tego problemu, o czym bedzie traktowaé kolejny

rozdzial.



6.3 Rownanie Laplace’a 211

6.3.7 Numeryczne calkowanie wspolczynnika c(r)

Mamy dwa zbiory punktow: punkty r, w ktorych ulokowane sa jednostkowe
zrodta punktowe i punkty r’, w ktérych musimy spetni¢ warunki brzegowe.
Problem polega na tym, ze niektore calki z rownania (6.123) istnieja tylko
w sensie granicznym, kiedy r dazy do r’. Graficznie jest to zilustrowane na
rys. 6.16 dla zagadnien potencjalnych w dwuwymiarowej przestrzeni [12].
Definiujemy obszar dookota punktu r o promieniu ¢ i catlkujemy po drodze
v.. Catka w rownaniu (6.123) moze by¢ teraz podzielona na catke po drodze
I' — I',, ktora jest czescia krzywej bez obszaru okregu o promieniu ¢ i catke
po 7., ktora jest brzegiem okregu. Dla promienia ¢ dazacego do zera nie ma
znaczenia, czy my catkujemy po 7. czy po I'c, jak to pokazano na rys. 6.16a.

Wspotezynnik ¢(r) rownania (6.123) dla zagadnien 2D moze by¢ zdefiniowany

Rys. 6.16. a) Potokrag dookota punktu brzegowego r dla zagadnienia potencjal-

nego 2D, b) punkt brzegowy r usytuowany w wypuktym narozu obszaru

jako:

cr)y=1— —, (6.139)

gdzie: kat [ jest okreslony jak pokazano na rys. 6.16b.
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Podsumowujac, dla zagadnieri 2D wspotezynnik ¢(r) wynosi:

1, jesli e Q,
c(r) = I jesli r eI, gdy jest brzegiem gladkim, (6.140)
kat wewnetrzny

o , jesli reTl, gdy nie jest brzegiem gltadkim.

Dla zagadnien 3D moze by¢ zastosowana ta sama procedura (jak to naszkico-

wano na rys. 6.17); w przypadku ogolnym, wyrazenie podobne do réwnania
(6.140) wynosi:

1, jesli e,
c(r) = 3 jesli r €T, gdy jest brzegiem gltadkim, (6.141)
%ﬁrbwlwy, jesli r eI, gdy nie jest brzegiem gladkim.
AZ
yE
r-r
W :
0 y
X
dy

Rys. 6.17. Polsfera dookota punktu brzegowego dla zagadnieni trojwymiarowych

W przestrzeni 3D, podobnie jak to byto dla zagadnienn dwuwymiarowych mo-
zemy spotkaé sie z dwojakiego rodzaju nieregularno$ciami: stozkows i lejowa.
Obie zilustrowane sa na rys.6.18. W aplikacjach biomedycznych sytuacje ta-
kie raczej zdarzy¢ sie nie moga, ale w technice, gdzie mamy do czynienia z
obiektami o ksztaltach prostokatnych jak najbardziej tak. Przykladem tego
moze byé¢ obszar przedstawiony na rys.7.17. Czytelnikéw zainteresowanych
zagadnieniami nieregularnosci w przestrzeni 3D odsytam do [12].
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Rys. 6.18. Brzeg z nieregularnoscia stozkowa (po lewej stronie) i z nieregularno-
Scig lejowa (po stronie prawej), z zaznaczonym wewnetrznym katem

brytowym [

Najwazniejszy wniosek jest jednak taki, ze funkcja ¢(r) nie musi weale byé
liczona bezposrednio, ale moze by¢ wyznaczona metoda posrednia, wykorzy-
stujac pewne wlasnosci fizyczne uktadow. Wykorzystano fakt, ze réwnania
calek brzegowych dla zagadnien fizycznych musza dawac jednoznaczne roz-

wigzania.

Rozwazmy problem fizyczny, ktérego rozwiazanie nie zalezy od geometrii
obszaru. Najprostszym przypadkiem jest rozwigzanie, w ktoérym potencjal
jest stalty w calym obszarze, bo prowadzi to do zerowego gradientu tegoz
potencjatu w calym obszarze. Zatem prawa strona rownania (6.123) staje sie

zereml.

Poniewaz wartosci funkcji stanu sa takie same, suma wszystkich wspotczyn-
nikéw w dowolnym wierszu macierzy po lewej stronie, musi by¢ réwna zeru.
Stad wspotczynnik na diagonali moze by¢ wyznaczony jako suma wszystkich

elementow lezacych poza gltéwna przekatna:
N
Aij==> A dla i=0,1,2,... N, (6.142)
2

gdzie: ¢ oraz j sa licznikami odpowiednio wierszy i kolumn, a N jest catkowita

liczba weztow.
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6.3.8 Wyznaczanie zmiennych stanu w wewnetrznych

weztach obszaru

Bardzo blisko zwiazany z zagadnieniem osobliwosci omawianej w poprzednim
rozdziale jest problem nazywany problemem prawie osobliwym (ang. ’quasi-

-singular’), ktory pojawia sie w MEB.

A mianowicie, kiedy na podstawie wyznaczonego rozwigzania brzegowego li-
czymy potencjat czy jego pochodna normalng w punktach lezacych w poblizu
brzegu, wtedy stajemy w obliczu koniecznosci wyznaczania funkcji Greena
dla matych argumentow. Z tego to powodu, calkowanie numeryczne moze nie

by¢ dostatecznie doktadne. Zjawisko to mozemy obserwowaé na rys. 6.19a.

Aby unikna¢ takich sytuacji, niektorzy autorzy [47| proponuja zastosowanie
prostego chwytu, polegajacego na dodaniu i odjeciu tej czesci funkeji pod-

catkowej, ktora powoduje jej dazenie do osobliwosci.

a) b)

Rys. 6.19. Wyznaczanie rozwigzania w punktach wewnetrznych dla dyskretyzacji:

a) 16-ma, b) 32-ma elementami brzegowymi

Inni natomiast [11] sugeruja, ze zamiast dzieli¢ funkcje podcatkowa na czesé

zawierajaca osobliwo$é 1 na cze$¢ nieosobliwg mozna po prostu przemnozyé
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i podzieli¢ ja przez ln% w sposob nastepujacy:

! Lf(n)n g ! 1, X
/Of(n)cln:/O 1n—%nd”:/0 h(n)lnﬁdn:;wih(m). (6.143)

Prawa strona powyzszego réwnania jest dokladnie taka jak jest wymagana
przez logarytmiczng kwadrature Gaussa. To ostatnie podejscie jest znacznie
prostsze do zaprogramowania i tylko nieco mniej doktadne niz poprzednie
podejscie polegajace na podziale funkcji podcatkowej na czes¢ zawierajaca

osobliwos¢ 1 czesé nieosobliwa.

Kiedy liczba elementéw brzegowych wzroénie, jak to zilustrowano na rys.
6.19b, to problem niedoktadnosci numerycznych przy brzegu obszaru prze-
staje mie¢ praktyczne znaczenie. Dla punktéw wewnetrznych wspotczynnik
c(r) jest rowny jednosci, zatem wartosci potencjatu moga byé¢ wyznaczone

nastepujaco:

P(r) = —/qu)(r’)cﬂ‘(r') +/G(|r — r’|)aq;§;/)dF(r’). (6.144)

r

Warto podkresli¢, ze w obliczeniach punktéw wewnetrznych, aby osiagnaé za-
dowalajaca doktadnosé, zwykle wymaganych jest wiecej punktow catkowania
numerycznego. W tym szczegdlnym przypadku dla zmiennych brzegowych,
zastosowano czteropunktowa kwadrature Gaussa, a dla zmiennych wewnetrz-

nych zastosowano dziesieciopunktowa kwadrature Gaussa.

Wymaganie to czyni procedure liczenia zmiennych stanu w wewnetrznych
punktach obszaru bardzo czasochtonna. Niektorzy autorzy, aby jej uniknaé
(nie zawsze jest to jednak mozliwe), proponuja zaprojektowaé¢ podzial rozpa-
trywanego obszaru na podobszary w ten sposob, aby interesujace nas punkty
wewnetrzne znalazly sie na powierzchni nowego podziatu (interfejsie) pomie-

dzy podobszarami.

Sktadowe gradientu funkcji potencjalnej w punkcie r w kierunku x i kierunku
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y, sa liczone poprzez zrozniczkowanie rownania (6.144) wzgledem x i y:

op(r) / 9 <M) (')l + /F v 22,

Ox r Or on on
(6.145)
o®(r) J (0G(]r —1'|) , / 0 1 0P(1)
oy /Fay ( o O(r')dl + A ayG(]r r'|) o dr.

Pochodne funkcji Greena G sa dobrze znane i wynosza:

0 (0G(r—r[)\ 12—z . 0 (0G(r—71|)\ 1y —y
893( on o R Dy on 2 R? - (6.146)

Natomiast pochodne % sa nieco bardziej skomplikowane:

Gk —x) 10 [r-a -y ]
ox T 2roz| RZ Y rR2 V|
1 ny 2 —x) (- Yy -y
— —5- [_ﬁ + 72 ( 72 Ny + IE Ny ,(6.147)
o 1 !/ !
0G(r—rl) __ 10 [c—ax -y |
dy 2rdy | R? R?
1 ny 20y —y) (v —x v —y
— 5 {_R_yz + 72 72 Ny + IE Ny . (6.148)

6.4 Rownanie dyfuzji

Dla obszaréw jednorodnych i dla stanu ustalonego réwnanie dyfuzji mozna

przedstawi¢ nastepujaco:
—DV?*®(r) + Xd(r) = 0, (6.149)
lub
2 by 2 2
Ved(r) — ECID(I") = V*®(r) — k°®(r)0, (6.150)

gdzie: % = k2, k — liczba falowa; dla stanu ustalonego w pewnych przypadkach

(np. zagadnienie transportu neuronéw) jest liczba rzeczywista [38].
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- niemiecki astronom i matematyk. Sformulowal i rozwiazal réwna-
nie rézniczkowe opisujace drgania membrany kolowej, zwane réwna-
niem Bessela. Rozwigzaniami tego rownania sa funkcje Bessela. Jako
pierwszy wyznaczy! paralakse gwiazdy (61 Cyg). Pomimo braku akade-

mickiego wyksztatcenia Bessel byt gléwna postacia astronomii swoich
BESSEL ¢ ¢

Friedrich
Wilhelm
(1784-1846)

czasoéw. Pochowany na cmentarzu Neurossgarten w Krolewcu.

Dla Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej (DTO) zwykle wspotezynnik dyfuzji

jest rowny D = 0.03 cm a ¥ = 0.1cm ™!, tak wiec k = \/% >~ 1.8257 cm L.
V20(r) — K*®(r) = 0. (6.151)

Catkowe rownanie brzegowe odpowiadajace rownaniu (6.151) moze by¢ za-

pisane w postaci [21]:

c(r)®(r) + D/F wn_r/bq)(r’)df‘(r’) - D/FG(]r - r’|)&{;—§:/)dF(r’).

0
(6.152)

Dla obszaréw 2D jako rozwigzanie fundamentalne moze by¢ wybrana zmo-

dyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju i zerowego rzedu [21]:

Glr —1']) = #Ko(k]%), (6.153)

gdzie: R=r — 1| = \/(x —2 + (y -y

Aby wyznaczy¢ pochodna normalng funkcji Greena %ﬂfﬂ), funkcja Greena

G(|r — 1’|) jest rézniczkowana wzgledem kierunku normalnego wystawionego
w punkcie r':
IG([r —r'|) 0 ( 1

= () -

0 1 OR k OR
= 9k (—QWDKW“R)) o (—QWDK“’“R)) o
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gdzie: K jest zmodyfikowang funkcja Bessela drugiego rodzaju i pierwszego
rzedu [2].

Pochodna odlegtosci R wzgledem kierunku normalnego skierowanego na ze-

wnatrz rozpatrywanego obszaru n = n, 1, + n,1, w punkcie r’ jest naste-
pujaca:
OR OROx" OR 8y R R

— Ny + =Ny, 6.155
on _ O0r' On oy oy’ an o + oy’ " ( )
gdzie:
OR 2 —=x _ oR oy —vy

Zatem jadro rownania (6.154) moze by¢ wyrazone w sposob nastepujacy:

oG(r—r'|) _ (im(k R)) (I R yny,) (6157

on 2rD R R

tak wiec rownanie (6.152) przyjmuje postac:

L v -y :
c(r)®(r) + D/(—ﬁKl kR))( B N + B ny/) O(r")dl' =

B 1 o (r')
= D/ﬁKo(k:R) 5L (6.158)

Brzeg I' rozwazanego obszaru (2 jest dzielony na pewna liczbe powiazanych

ze sobg elementow I';.

Catkowe réwnania brzegowe moga by¢ rozwiazane numerycznie, podobnie
jak to bylo w przypadku réwnania Laplace’a, poprzez podzial brzegu na
elementy i uzycie odpowiednich funkcji bazowych wyrazonych w lokalnym

uktadzie wspohrzednych. Wtedy rownanie (6.158) przybierze postac:

c(r)®;(r) +
p Mol 2 ' . o o
- 5 S>3 o) 1 Ki(kR) ( 7wt nyr>Nl(§)J(§)dg =
j=0 1=0 -
M-1 2 aq)(j) / +1
- % : —ign@) 9 Ko(k R)N,(€)J (§)dE, (6.159)
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gdzie: M jest catkowita liczba elementéw. Teraz k oznacza liczbe falowa
(patrz rownanie (6.151)), a [ reprezentuje lokalny numer wezta danego ele-

mentu brzegowego (7).

6.4.1 Liczenie calek osobliwych

Dla matych argumentéw x < n zmodyfikowana funkcja Bessela asympto-

tycznie dazy do prostej potegi jej argumentow [2]:

dlan = 0:
1
Ko(z) 2 —In(z) = +1n e (6.160)
idlan > 0:
o (=1 rz\-n
Ko(x) = == <§> . (6.161)
Tak wiec dla pierwszego rzedu otrzymamy:
L I=Dlran-1 1

Na rys.6.20 przedstawiono poréwnanie funkcji Bessela z funkcjami aprok-

symujacymi zachowanie funkcji Bessela. Jak wida¢ na rysunku w zakresie

a) b)

— BesselK(0,x)
i o -In(x) 70H

— BesselK(1,x)
o L1/x

601
50t
a0t
30}

201

10+

i i i i i i i i '..'."' L L L I T T
0
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0

Rys. 6.20. Poréwnanie pomiedzy zmodyfikowang funkcjg Bessela drugiego rodzaju
a funkcjami aproksymujacymi: a) zerowego rzedu a funkcja —In(z),

b) pierwszego rzedu a funkcja 1/
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malych argumentéow funkcja logarytmiczna catkiem dobrze przybliza funkcje
Bessela drugiego rodzaju zerowego rzedu. Pomimo tego, ze funkcja logaryt-
miczna gorzej aproksymuje zachowanie funkcji Bessela, to wybieramy wlasnie

ja ze wzgledu na podobienistwo do omawianego wczesniej rownania Laplace’a.

Biorac powyzsze pod uwage, funkcja Greena dla matych argumentéw moze

by¢ wyrazona w sposob nastepujacy:

G(r—v')) = Q%DK()(M%) %%—D<—m<m>> :;T—lan(kmn(m):
1
= —— |—In(k)+In =
2D 0\ 0P + 16
1 ) 1
- 75 —In(k) — 2m(f (6)? +f (5))+1nW , (6.163)

gdzie: k jest liczba falowa, indeks gorny (1) oznacza numer wezta w danym
elemencie, 7 jest zmienng lokalnego uktadu wspotrzednych (patrz rys. 6.15),
a fy 1 f, sa pomocniczymi funkcjami, wprowadzonymi po raz pierwszy we
wzorze (6.135).

Pierwsze dwa cztony we wzorze (6.163) nie zawieraja funkcji logarytmicznej,
natomiast ostatni zawiera taka funkcje. Dlatego wymagane jest specjalne cal-
kowanie, ktore zostalo juz oméwione w rozdziale 6.3.2, poSwieconemu réw-

naniu Laplace’a .

Pochodna funkcji Greena wynosi:

oG(r—1'[) -k OR _ —k 1 (z’—xf)x’ y—y@y)

on - zwDKl(kR)%zzwDﬁ R on ' R om

= - (@ —2)5-+ (Y —y) 5] - (6.164)

1 ox’ oy’
2nDR?
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6.4.2 Wyznaczanie wartosci zmiennych stanu w

punktach wewnetrznych obszaru

Po rozwigzaniu uktadu réwnan na brzegu obszaru mamy wyznaczone war-
tosci w wezlach dla potencjatu i jego pochodnej normalnej. Zatem nic nie
stoi na przeszkodzie aby wyznaczy¢ potencjal i sktadowe jego gradientu w
kierunkach x i y dowolnego punktu wewnetrznego rozpatrywanego obszaru.
Poniewaz punkty wewnetrzne obszaru nie naleza do brzegu I', zatem nie ma

mozliwosci aby punkt r spotkal sie z punktem r’. Zatem calki nie beda oso-

bliwe.
B(r) = _/ R r)) (B, 2 YY) oar +
- LU R TR
1 0P(r')
+ [ Kotk B)=5 =, (6.165)
o®(r) 0 k ¥ —x y -y ,
9[8[ wen) (e oo

. / 1 0Kk R) 00() (6.166)

27 ox on

W podobny sposéb moze by¢ obliczona sktadowa y funkcji stanu ®. Warto
zauwazy¢, ze wszystkie rézniczkowania sa wykonane w punkcie r, a nie w

punkcie r’.
Przyktad 11

Jako przyklad rozwazmy stan ustalony dla rownania dyfuzji (6.149) w ob-

szarze kwadratowym o boku a = 10mm dla warunkéw brzegowych typu
Dirichleta: ®(x = 0) = 01 ®(z = a) = 10, oraz warunkéw Neumanna:
g—f = %—‘5 o = g—f - = 0. Pozostale parametry tego przyktadu jak w

rownaniu (6.151). Dyskretyzacji brzegu obszaru dokonaé¢ elementem statym.

Zbada¢ wptyw dyskretyzacji na wartos¢ btedu rozwiazania.
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a) b)
10 . . . . . . . , . 10
(0] — Analityczne (0] — Analityczne
10° L | v MEB 1 10° L | v MEB
107 : ] 107k
107} : o 107
107 s s 107
107 ] 107
10} ; 4 107
10° R R 10°
ol Wl
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X X

Rys. 6.21. Rozwiazanie dla: a) 16 elementow brzegowych, b) dla 128 elementow
brzegowych

1632 64

96 . 128 256
Liczba elementow

Rys. 6.22. Rozklad bledu wzglednego g—i w funkcji liczby elementéw brzegowych

zerowego rzedu

W istocie rzeczy zagadnienie to jest jednowymiarowe (1D), ale formalnie
moze by¢ rozpatrywane w przestrzeni 2D. Poréwnanie wynikéw z rozwiaza-
niem analitycznym dla dwoch réznych dyskretyzacji jest przedstawione na
rys. 6.21. Blad wzgledny dla ‘g—‘i’ roznych gestosci dyskretyzacji elementem
stalym jest przedstawiony na rys. 6.22. Mozemy obserwowa¢ szybkie zanika-

nie btedu w funkcji liczby elementéw brzegowych.

Takze bardzo interesujacym jest poréwnanie wynikow uzyskanych za pomoca
MES i MEB z rozwiazaniem analitycznym. Mozna z tatwoscia zauwazy¢, ze
dla MES blad dla ® narasta, podczas gdy dla MEB pozostaje staly w catym

obszarze i nie przekracza wartosci 2 % (patrz rys. 6.23). Jest to charaktery-
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a) b)
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Rys. 6.23. Dla przykladu 11: a) poréwnanie bledéw dla MEB i MES, b) btad dla
MES

styczna (pozytywna zreszta) cecha MEB.

6.5 Rownanie dyfuzji w dziedzinie

czestotliwosci

Roéwnanie dyfuzji w dziedzinie czasu dla zagadnienn potencjalnych moze byé

wyrazone w sposoOb nastepujacy:

OP(r,t)
ot

gdzie: r reprezentuje punkt w przestrzeni, a t reprezentuje czas.

—DV?®(r,t) + % =0, (6.167)

Wtasnosci jednorodnego materiatu w obszarze sa stale w czasie i byly opi-
sane w poprzednim rozdziale. Wartosci poczatkowe potencjatu ®(r,¢) musza
by¢ dane w chwili czasowej t = ty lub w chwili poczatkowej rownej zero, a

mianowicie: ®(r,t) 1=y, = P(r,t9) = Po.

Na czesci brzegu 'y sa zadane warunki brzegowe typu Dirichleta, a na pozo-

stalej czesci brzegu I'y warunki brzegowe typu Neumanna:

o
O(r,t) = g(r,t) na T, th(r,t) na T, (6.168)
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gdzie: funkcje g(r,t) i h(r,t) sa znanymi funkcjami przestrzeni i czasu.

Transformacja Laplace’a usuwa zalezno$¢ od czasu w réwnaniu catkowym.
Aby z rozwiazania odzyskac¢ wielkosci fizyczne, nalezy zastosowaé odwrotng
transformate Laplace’a. Transformata Laplace’a jest zdefiniowana nastepu-

jaco [11]:
L[P(r,t)] :/ O(r,t)e "t dt = Op(r, s), (6.169)
0
gdzie: s jest parametrem transformacji.

Zatem korzystajac z wlasnosci transformaty Laplace’a, rownanie rézniczkowe

moze by¢ przedstawione w sposob nastepujacy:

)Y 1
V20 (r,s) — 35q>£(r, s) = —ECIDO(r,tO), (6.170)

=

= = k2, k jest liczby falows.

gdzie:

Zauwazmy, ze warunki brzegowe w postaci funkcji g i A (réwnania (6.168))
takze muszg by¢ przedstawione w postaci transformat Laplace’a. Mozna wy-
kazaé, ze rozwigzanie fundamentalne dla omawianego réwnania dyfuzji w 2D
jest dane [11]:

s

, 1
GL(|I' —Tr | ,S) = 2']T_DKO (R E) s (6171)

gdzie: K, jest zmodyfikowang funkcja Bessela drugiego rodzaju zerowego

rzedu.

Postepujac analogicznie jak w przypadku rownania Laplace’a dla zagadnien
potencjalnych w przestrzeni 2D, mozemy zastosowaé druga tozsamosé Gre-

ena, otrzymujac rownanie catek brzegowych o postaci:

r—r|,s)

5 Pr(r',s)dl =

c(r)<I>£(r,5)+D/FaGﬁ(|

(6.172)

= D/Gc(\r—r/|,s)wdf‘+/Gg(lri—r’\,s)@o(r’,to)dQ,
r on Q
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gdzie: r i ' € ', r; € Q jest wektorem polozenia i-tego Zrodta punktowego.

Jest oczywistym, ze funkcja Greena G, (|r — 1’|, s) oraz W moga by¢
zapisane w postaci:
1
Ge(le —1'|,s) = ﬁKo(k R, s), (6.173)
oG (lr—1'|,s) 0 1 _k 8R

Pochodna normalna odleglosci R = |r—1/| = /(2/ — )2 + (v — y)? jest
obliczona tak, jak w rozdziale o stanie ustalonym (patrz réwnania (6.155),
(6.156) oraz rownanie (6.157)).

Pochodna normalna funkcji Greena przyjmie nastepujaca postac:

OG,(r,s) k - y —y
o {QWDKl(k: R, s)} ( 7 e + 5 W) (6.175)

Zatem rownanie (6.172), przy zalozeniu ze warunki poczatkowe dla & sg

rowne zeru, staje sie:

k ¥ —x v —y ,
c(r)®(r, s) —l—/F {—%Kl(k‘R s)} ( 7 + Tny/) O(r', s)dl =
(6.176)
1 0P(r', s)
271‘K0(kR s)a—ndf

Rownanie (6.172) moze by¢ rozwiazane numerycznie metoda elementow brze-
gowych przez podzial linii brzegowej na elementy, a obszaru na podobszary
uzywajac stosownych funkcji bazowych. Implementacja algorytmu numerycz-
nego jest podobna do tego dla stanu ustalonego zagadnienia Dirichleta, jako

ze osobliwosé jest doktadnie tego samego rzedu.

2 1 r—r',s
)+ Y Yoo [ L e e)de -

(6.177)

(4) s +1
=Y S B [ LG - N )i
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gdzie dla uproszczenia pominieto symbol £, rozumiejac, ze zapis G(|r — 1’|, s)
oznacza transformate Laplace’a rozwiazania fundamentalnego, M jest catko-
wita liczba elementow, a indeks [ okresla w numeracji lokalnej numer we-
zta danego elementu brzegowego (w tym przypadku izoparametrycznego ele-

mentu z interpolacja wielomianem stopnia drugiego).
Jesli przyjmiemy, ze ® zmienia si¢ harmonicznie w czasie, wtedy roéwnanie

(6.170) przyjmie postac:

W 1
V20(r,w) — zié(r,w) = —EQJO(r,tO), (6.178)

gdzie: i = /—1, w = 27 f jest pulsacja, —“’ =k¥ik= u/“bz

W tym przypadku liczba falowa jest liczba zespolong, zatem mamy do czy-

nienia ze zmodyfikowang funkcja Bessela argumentu zespolonego.

6.5.1 Calki osobliwe

W przypadku rozwiazywania zagadnienn w dziedzinie czestotliwosci catki oso-
bliwe sa traktowane identycznie jak dla stanu ustalonego (patrz na przykltad
rozdzial 6.3.6).

6.5.2 Wyznaczanie zmiennych stanu w wewnetrznych

punktach obszaru

W dziedzinie czestotliwosci wartosci w punktach wewnetrznych obszaru dla

T
® lub [8@, g—q)] liczone sa podobnie, jak to miato miejsce w rozdziale 6.4.2

(patrz rownanie (6.165) i (6.166)).
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6.6 Przykltady

Aby pokazaé petnie zalet MES, rozwazmy dwa przyktady opisane rownaniem
Helmholtza. Pierwszy przyktad dotyczy wzbudzania pradéw wirowych przez
zewnetrzne pole magnetyczne we wspotrzednych kartezjanskich, podczas gdy
drugi, zagadnienia podobnego do zagadnien rozwiazywanych w DTO dla ob-

szaru we wspotrzednych cylindrycznych.

6.6.1 Uklad wspolrzednych kartezjanskich

Zacznijmy od rozwazenia réwnania Helmholtza w kartezjanskim uktadzie

wspolrzednych [47]:
V*H = iwuH, (6.179)

gdzie: i = v/—1 1 w[s™!] jest pulsacja, v[1/(Qm)] jest konduktywnoscig §ro-

dowiska, za$ pu [H/m]| jest przenikalnoscia magnetyczna.

Rozwazmy nastepujacy przyktad: ptyta przewodzaca o grubosci 2b umiesz-

czona jest w sinusoidalnie zmiennym polu magnetycznym (patrz rys. 6.24).

7
%/

y
- —

L

Rys. 6.24. Ptyta przewodzaca o skoniczonej grubosci
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Zarowno pole magnetyczne, jak i prady wirowe posiadaja tylko jedna skta-
dowa, odpowiednio w kierunku osi z i w kierunku osi x. Rozwiazanie ana-
lityczne rownania (6.179) dla sktadowej xz-owej pradéw wirowych przyjmie
postac:

dH, sinh(ay)

Jo(y) = B2 = o, 2R 6.180
) dy “ cosh(ab) ( )

gdzie: a = \/iwpy, natomiast 2b jest gruboscia analizowanej ptyty.

Rozwiazanie numeryczne réwnania (6.179) w dziedzinie czestotliwosci dla

dwoch roznych dyskretyzacji jest przedstawione na rys. 6.25.

Linia ciagla zaznaczone jest rozwiazanie analityczne, a rozwiazanie nume-
ryczne zaznaczone jest markerami w wezlach elementéw brzegowych, bo w

nich liczone sa wielkosci niewiadome.

Btad wzgledny modutu oraz kata przesuniecia fazowego dla kwadratowego

elementu brzegowego przedstawiono na rys. 6.26.

Jak wynika z rys. 6.26b, kat przesuniecia fazowego jest znacznie bardziej
wrazliwy niz modut i wymaga bardziej starannej dyskretyzacji, aby osiagnaé
btad wzgledny tego samego rzedu, co dla modutu. Przyktad ten pokazuje, ze
MEB jest bardzo efektywna, poniewaz nawet dla bardzo rzadkiej dyskretyza-
c¢ji, blad wzgledny zaréwno dla modutu jak i dla kata przesuniecia fazowego
jest bardzo maly. Na przyktad dyskretyzacja 96-ma elementami brzegowymi

zapewnia maksymalny blad wzgledny ponizej poziomu 5%.

6.6.2 Wspbdlrzedne biegunowe

Teraz rozpatrzmy nieco bardziej skomplikowany przykitad réwnania Helm-
holtza opisujacego rozktad funkcji potencjalnej & w kole o promieniu r = b.

We wspotrzednych biegunowych rownanie przyjmie postaé |7]:
~V2®(r,0) + k*®(r,0) = 0, (6.181)

gdzie: k jest liczba falowa.
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a) b)
32 elementy brzegowe 32 elementy brzegowe
5 — rozw. analityczne — rozw. analityczne
© MEB rozwiazanie 150+ © MEB rozwiazanie
4.5
100+
50+

-0.05 0

c) d)
128 elementow brzegowych 128 elementow brzegowych
5 — rozw. analityczne — rozw. analityczne
¢ MEB rozwiazanie 150+ ¢ MEB rozwiazanie
4.5
41 100+
3.5
50+
31
25/ 0
2r -50
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1L 100+
0.5¢ 150}
0 & L
-0.05 0 -0.05 0 0.05

Rys. 6.25. Rozktad funkcji H, wzdtuz przekroju poprzecznego plyty: a) modut,
b) kat przesuniecia fazowego dla dyskretyzacji 32 elementami brzego-
wymi, ¢) modul, d) kat przesuniecia fazowego dla dyskretyzacji 128
elementami brzegowymi

b)

55

50
45
40
35
30
25
20
15
10

0 0
16 32 64 96 128 256 16 32 64 96 128 256

Rys. 6.26. a) Maksymalny btad wzgledny dla modutu, b) dla kata przesuniecia

fazowego — w zaleznosci od liczby elementéw brzegowych
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Dla tego réwnania istnieje analityczne rozwiagzanie o postaci:
O(r,0) = e, (kr)e®, (6.182)
n=0

gdzie: I,, jest zmodyfikowang funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu.
Funkcja stanu ® i jej pochodna normalna g—i na brzegu obszaru sg dane wzo-

rami:

o(r,0)|,_, :Z el (K b)e™®, 0%(r, )

" =) " enk I, (kb)e™®. (6.183)

r=b n=0

n=0

Zaltozmy, ze znany jest strumieri wejsciowy I'~ prowadzacy do nastepujacego

warunku brzegowego typu Robina n = D~ (I'") na prawej stronie rownania:

0®(b,w)
on

gdzie: D jest wspotczynnikiem dyfuzji, a wspoétczynnik A zalezy od wspolt-

®(b,w) + 24D =nb,w), beT, (6.184)

czynnika zatamania na granicy $rodowisk.

Wtedy otrzymamy:

i cn (In(k: b) + 2A Dk I..(k b)) ¢in® — f: e, (6.185)
n=0 n=0

co prowadzi do:

Tin
B : 1
T 1.(kb) + 2ADE I, (kD) (6.186)

Otrzymalisémy rozwigzanie analityczne wyrazone jako nieskoriczony szereg

zmodyfikowanych funkcji Bessela.

6.6.3 Zrodla rozlozone

Uzywajac tego prostego przyktadu (prosty w tym sensie, ze posiada rozwiaza-
nie analityczne, patrz rownanie (6.183)), mozemy rozpatrzy¢ trzy przypadki
zrodet roztozonych na brzegu, kiedy w rownaniu (6.185) przyjmiemy n = 0,

n =3 1in =9 wyrazéw rozwiazania definiujacego brzegowe warunki.
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Dla n = 0 brzegowe warunki Robina przyjma postac:

o = Co (Io(kz b) + 2A Dk I(k b)) . (6.187)

Oznacza to, ze padajacy strumieri I'~ jest staly pod wzgledem modutu i fazy
wzdtuz catego brzegu. Dlatego w tym przypadku tylko rozktad & i g—f: wzdtuz
promienia obszaru przedstawiono na rys. 6.27. Dla warunkéw brzegowych
zdefiniowanych réwnaniem (6.187), nawet dla rzadkiej dyskretyzacji (48 ele-
mentow drugiego rzedu), zapewniono catkiem dobre rezultaty — maksymalny
btad wzgledny mniejszy niz 5% (patrz rys. 6.28). Kiedy liczba elementow
brzegowych wynosi 192, wtedy btad wzgledny jest mniejszy niz 1%.

Rys. 6.27. Rozwigzanie analityczne (linia ciagta) i numeryczne dla 48 elementow
brzegowych i n = 0 w funkcji promienia rozpatrywanego obszaru; lewa

kolumna dotyczy modutu i fazy ® a prawa kolumna moduhu i fazy ‘g—i
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a) b)

45 4.5
4 4
35 35
3 3
225 225
82 82

m m
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0

48 96 192 48 96 192
Liczba elementow Liczba elementow

Rys. 6.28. Blad wzgledny rozwiazania dla: a) modutu @, b) przesuniecia fazowego
®, jako funkcja liczby elementéw brzegowych gdy n = 0

Dla n = 3 warunki brzegowe Robina przyjma nastepujaca forme:
1 = 3 (Ig(k b) + 2A Dk I (k b)) , (6.188)

gdzie: I3 jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju trzeciego

rzedu.

Rozklad modutu i fazy dla @ (lewa kolumna) oraz rozklad modutu i fazy dla
)

o
na rys. 6.29.

(prawa kolumna) wzdtuz linii brzegowej ( w radianach) jest przedstawiony

Dla tego rodzaju warunkéw brzegowych potrzebna jest znacznie wieksza
liczba elementéw brzegowych, aby maksymalny btad wzgledny utrzymac na

tym samym poziomie, co dla n = 0 (patrz rys. 6.30).

Spowodowane to jest znacznie trudniejszymi warunkami brzegowymi obja-

wiajacymi sie duzymi zmianami wartosci funkcji na brzegu obszaru.
Dla n = 9 warunki brzegowe Robina przyjma postac:
o = Co (Ig(k b) + 2ADk I, (k b)) . (6.189)

gdzie: Iy jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju i dziewia-

tego rzedu.
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Rys. 6.29. Rozwiazanie analityczne dla n = 3 wzdluz obwodu kota w radianach;
lewa kolumna dotyczy modutu i fazy & a prawa kolumna modulu i

fazy g—i

Blad [%]
w

|| m
4896 192 384 768
Liczba elementow

Rys. 6.30. Btad wzgledny modutu ® jako funkcja gestosci dyskretyzacji dla n = 3

Rozktad funkcji stanu i jej pochodnej normalnej wzdtuz brzegu obszaru jest
przedstawiony na rys. 6.31. Rozwigzanie numeryczne dla 96 izoparametrycz-

nych elementéw kwadratowych jest pokazane na rys. 6.32. W tym przypadku

oscylacje wartosci brzegowych & oraz g—i’ sa wyraznie widoczne. Rozktad
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Rys. 6.31. Rozwiagzanie analityczne dla n = 9 wzdluz obwodu kola w radia-
nach; lewa kolumna dotyczy modutu i fazy ® a prawa kolumna modutu

i fazy g—i

btedu wzglednego ze wzgledu na liczbe elementéw brzegowych jest przedsta-

wiony na rys. 6.33.

Na podstawie wzglednie prostego przyktadu, przedstawiajacego zrodia roz-
tozone modelowane za pomocg warunkéw brzegowych typu Robina, mozna
stwierdzi¢ ze doktadnosé rozwigzania w istotny sposob zalezy od sposobu dys-
kretyzacji, ktory musi by¢ dostosowany do rodzaju warunkéw brzegowych. W
przypadku rozwazanego przykladu dwukrotne zwiekszenie liczby elementow
brzegowych powoduje w przyblizeniu dwukrotne zmniejszenie btedu wzgled-

nego. Wida¢ to wyraznie na rys. 6.30 oraz na rys. 6.33).
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a) c)

b) d)
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Rys. 6.32. Rozklad wzdtuz linii brzegowej: a) modulu ®, b) przesuniecia fazo-

wego @, ¢) rozktad modutu 42, d) przesuniecia fazowego 42

&
~—

b)
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Liczba elementow Liczba elementow

Rys. 6.33. a) Btad wzgledny modutu ® jako funkcja liczby elementow brzegowych,
b) btad oscylacji modutu @ jako funkcja liczby elementow brzegowych
dlan=9

6.6.4 Punkt Zrodlowy na brzegu obszaru dla zagadnie-
nia transportu swiatla aproksymowanego réwna-

niem dyfuzji

Jak do tej pory, rozpatrywane byty jedynie wymuszenia roztozone na brzegu

obszaru w sposob ciagly. Teraz rozwazmy zagadnienie w ktérym zZrodlo jest
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ulokowane na jednym lub dwoéch statych elementach, jak pokazano na rys.
6.34, lub tylko w jednym punkcie w przypadku elementéw liniowych, kwa-

dratowych lub innych elementéow wyzszego rzedu na brzegu obszaru. Takie

a) b)
30 30
25 25
20 20
15 15

Wymuszenie 5 Wymuszenie

_?1%0725720715710 -5 0 5 10 15 20 25 30 _37%0725720715710 -5 0 5 10 15 20 25 30

Rys. 6.34. a) Dyskretyzacja brzegu 48 elementami, b) 192 elementami

przypadki z reguly sa znacznie trudniejsze, wymagajace bardzo starannej
dyskretyzacji w otoczeniu punktu Zréodtowego. Jest to jedna z mozliwosci
aproksymacji zrodta punktowego w metodach numerycznych. Zainteresowa-
nych czytelnikéw ta tematyks odsytam do pracy Prof. S. Arridge’a, na przy-
ktad 6, 8].

Element staly

Rozwazmy réwnanie dyfuzji z warunkami brzegowymi Dirichleta: & = 0 na
brzegu I' obszaru 2 za wyjatkiem jednego lub dwoch elementow (punkt $rod-
kowy wybranego elementu) gdzie umieszczone jest zrodlo 'punktowe’. Zba-
damy wptyw dyskretyzacji na rozwigzanie. Analizowany obszar jest typowym
obszarem testowym (z ang. benchmark) dla dyfuzyjnej tomografii optycznej
(DTO). Jest to obszar kotowy o promieniu a = 25 mm o nastepujacych da-
nych optycznych: ¢ = 0.21 mm/ps, p, = 0.025 mm™!, py, = 2.0mm™!,
f =200 MHz.

Dyskretyzacja 48 elementami brzegowymi

Dla tak zgrubnej dyskretyzacji (jednorodnej) mozemy zaobserwowaé bardzo
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duze oscylacje w otoczeniu zZrodta punktowego, w szczegolnosci dla przesu-

niecia fazowego (patrz rys. 6.35).

a) b)

10° ; . ; . . 180

150

.
N
=}

Faza a®/on
8

voaul g®/on
(=2}
£

w
=]

o

0 60 léU léO 24‘10 360 360 0 Gb léO léO 21‘10 360 360
Kat [deg.] Kat [deg.]
Rys. 6.35. a) Modul, b) kat przesuniecia fazowego dla ?9% — na brzegu zdyskrety-

zowanym 48 elementami

Dyskretyzacja 192 elementami brzegowymi

W celu usuniecia tych oscylacji koniecznym jest wprowadzenie bardziej wy-
rafinowanej dyskretyzacji (192 elementy brzegowe). W tym przypadku ele-
menty sg az czterokrotnie krétsze niz w poprzednim przypadku. Jak mozna

stwierdzi¢ na podstawie rys. 6.36, oscylacje nieomal zniknety.

a) b)
10° . . . . , 180
10™
o 150
10° |
3 c
g 10 2 120
5 10° g
L=}
_10°F g 9
é 10° £
= 107 60
-8
10°F
30
10° E
10’10 L L L L 0 L L L L L
0 60 120 40 300 360 0 60 120 240 300 360

180 2 180
Kat [deg.] Kat [deg.]

Rys. 6.36. a) Modutl, b) kat przesuniecia fazowego — dla g—i’ na brzegu I' przy 192

elementach
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Izoparametryczny element kwadratowy

Aby poréwnaé¢ wyniki osiggniete poprzednio z wynikami uzyskanymi z po-
moca bardziej wyszukanej dyskretyzacji, zastosujemy izoparametryczny ele-
ment kwadratowy w zagadnieniu transportu swiatta. Aby poréwnanie byto

wiarygodne, rozwazymy ten sam przyktad.
Dyskretyzacja 48 i 192 elementami brzegowymi

Rozwazany obszar zdyskretyzowano 48 elementami brzegowymi a nastepnie

zwickszono dyskretyzacje czterokrotnie.

a) b)

el : w0
10° \ / o 270 Mh M(\
/ R 240

oy / vw W

Modul ad/on

«
10° \/\/‘ . Af{ E 10
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Rys. 6.37. a) Modut ‘g—‘i’ na brzegu, b) kat przesuniecia fazowego g—i’ na brzegu —
w przypadku dyskretyzacji 48 elementami brzegowymi

a) b)
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Rys. 6.38. a) Modut 2%7 b) kat przesuniecia fazowego ‘g—i na brzegu — w przypadku

dyskretyzacji 192 elementami brzegowymi

Jak mozna zauwazy¢, dla zgrubnej dyskretyzacji kwadratowym elementem

izoparametrycznym rozwigzanie jest bardzo oscylacyjne, nawet bardziej niz
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w przypadku dyskretyzacji elementem stalym, i to nie tylko w otoczeniu
zrodta punktowego, jak pokazano na rys. 6.37. Spowodowane to jest rozkta-
dem bazowych funkcji interpolacji w szczegdlnosci dla punktéow krancowych
elementu brzegowego (patrz rys. 6.13). Jednakze, kiedy dyskretyzacja staje
sie bardziej gesta, oscylacje zanikaja, tak jak to byto w przypadku elementu
stalego (patrz rys. 6.38).

Bardzo interesujace rezultaty moga by¢ osiagniete, jesli zostanie zastosowana
niejednorodna dyskretyzacja elementami brzegowymi. Zdyskretyzujmy brzeg
ta sama liczbg elementéw brzegowych, powiedzmy 48, jak to przedstawiono

na rys. 6.39.

=25

_30 I I I I I I I I I I I
-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Rys. 6.39. Dyskretyzacja 48 elementami o niejednakowej dlugosci

Prawy potokrag jest zdyskretyzowany przez 32 elementy brzegowe o dhugosci
rownej 2.454 mm < L, podczas kiedy lewy potokrag jest zdyskretyzowany 16
elementami brzegowymi o dtugosci rownej 4.909 mm > Ly, gdzie Ly oznacza

dlugosé ttumienia® [60], ktora w rozpatrywanym przypadku wynosi:

D 1
Ly=4/— = - = 2.582mm, (6.190)
Ha 3htafls

'Dtugosé ttumienia Ly, w przeciwieristwie do dtugosci absorbcji I, = 1/pu4, jest odle-

glosdcia, na ktorej przecietne natezenie maleje o wspotczynnik e.



240 Metoda Elementéw Brzegowych

gdzie: y1, jest wspotczynnikiem pochtaniania, a ji, oznacza zredukowany wspot-

czynnik rozpraszania.

Oscylacje wartosci kata przesuniecia fazowego dookota Zréodla punktowego
sa znacznie mniejsze dzieki drobniejszej dyskretyzacji prawej potowy okregu
brzegowego. Utrzymanie tej samej liczby elementow wymagato zmniejszenia
liczby elementéw brzegowych w lewej czesci brzegu. Spowodowalo to pojawie-
nie sie w tym miejscu oscylacji, jak to wida¢ na rys. 6.40. Sytuacja staje sie
nawet bardziej powazna, jesli rozwazymy rozktad kata przesuniecia fazowego
® wzdtuz okregu potozonego wewnatrz obszaru €2, w odlegtosci “i,s = 0.5 mm
od brzegu I' (patrz rys. 6.41). Aby wyeliminowa¢ te oscylacje, konieczna jest
bardziej staranna dyskretyzacja, zapewniajaca spetnienie warunku L < Ly,
gdzie L oznacza dlugos$¢ elementu brzegowego. Juz dwukrotne zwiekszenie
liczby elementéw brzegowych w istotny sposéb zmniejsza oscylacje, jak to

widaé¢ na rys. 6.42.

Wyniki obliczenn w przypadku nieréwnomiernej dyskretyzacji 96 elementami
brzegowymi sa nieomal tak doktadne, jak wyniki otrzymane dla jednorodnej
dyskretyzacji 192 elementami. Wnioski sa zatem catkiem oczywiste. W po-
blizu zrédta punktowego dyskretyzacja powinna by¢ tak gesta, jak to tylko
mozliwe. Jednakze dhugosé elementu brzegowego nigdy nie powinna przekra-
czaé¢ dlugosci ttumienia Ly. W przeciwnym przypadku dla réwnania dyfuzji
mozemy oczekiwa¢ niefizycznych oscylacji w rozwiazaniu (i amplitudy i kata

przesuniecia fazowego), jak to wida¢ na rys. 6.41.

6.6.5 Zroédlo punktowe umieszczone wewnatrz obszaru
dla zagadnienia transportu swiatla aproksymowa-

nego réwnaniem dyfuzji

Rozwazmy obszar kolowy z wewnetrznym Zréodlem punktowym, jak przed-

stawiono na rys. 6.43:
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a) b)

0 60 120 180 240 300 360 0 60 120

180 240 300 360
angle [deg.] angle [deg.]

Rys. 6.40. a) Modut ‘3% na brzegu, b) kat przesuniecia fazowego g—i — w przypadku
dyskretyzacji brzegu 48 elementami

a) b)
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Rys. 6.41. a) Modut ®, b) kat przesuniecia fazowego ® — wzdtuz okregu umiesz-
czonego wewnatrz obszaru 2 w odlegtosci 0.5 mm od linii brzegowej
(zobacz rys.6.39)
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E] , @ 150
=
3 10 2120
- =
10 %0
-9
107 60
10 30
0 60 120 180 240 300 360 % 60 120 180 240 300 360
angle [deg.] angle [deg.]

Rys. 6.42. a) Modut ‘g—i na brzegu, b) kat przesuniecia fazowego g—f — na brzegu

dla 96 elementow
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5r Zrbdlo punktowe

\
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Rys. 6.43. Wewnetrzne zrodto punktowe i dyskretyzacja linii brzegowej 48 izopa-

rametrycznymi elementami kwadratowymi

Wewnatrz obszaru spelnione jest nastepujace rownanie:
V20(r,w) — k*®(r,w) = q, (6.191)
- . . o Pa ;W ; . _Gs : o 1
gdzie: w jest pulsacja, k = /%% — i3 jest liczba falowa, g = 51D = PET

. _ 1 .
dla przestrzeni 2D oraz D = S dla przestrzeni 3D.

Na brzegu I spetnione sa warunki Robina:

O(r,w)+2Dn-Vo(r,w)=0 V rel. (6.192)

W przypadku MEB mamy do czynienia z para niewiadomych w kazdym

wezle — @ i 8@6(2’“), zatem wygodnie jest przedstawi¢ te warunki brzegowe w

nastepujacej formie:
0P(r,w) 1
——=——9 I. 1
. 5D (r,w) V re (6.193)

Zwroémy uwage, ze warunki brzegowe takze musza by¢ przedstawione w po-

staci transformaty Laplace’a.

Mozna wykazac, ze rozwigzanie fundamentalne dla tego rownania rézniczko-

wego jest dane nastepujacym wyrazeniem (patrz [11]):

1
G(lr —1'|,w) = %KO (k|r—1'|,w), (6.194)
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gdzie: K, jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju zerowego

rzedu.

Uzywajac drugiej tozsamosci Greena, otrzymamy nastepujace rownanie:

c(r)®(r,w) + / 0G(r —r],w)

T an

O(r',w)dl =
(6.195)
/G v — 1’|, w) (rwdF /G|rzs r'|,w)qdf,

gdzie:r i v €T, r;s € Q.

W tomografii optycznej zrodta skoncentrowane (punktowe, liniowe) sa bardzo
czesto uzywane, i szczesliwie tego typu zZrodta w bardzo prosty sposob mozna
modelowac za pomoca Metody Elementéw Brzegowych. Sa to specjalne przy-

padki, dla ktérych funkcja ¢ w punkcie wewnetrznym r;, jest rowna:

gdzie: Qs jest amplituda zrodla, a d;5(r — r;s) jest funkcja delta Diraca,
ktorej calka jest rowna 1. Zaktadajac, ze liczba tych Zrodel ;5 jest réwna p,

to rownanie (6.195) moze by¢ zapisane w sposob nastepujacy:

OG(lr — 1’|, w
c(r)®(r,w) +/F (\ranr E )®(r’,w)d1“(r') =
/G v —1'|, w)%#dF Z G(ris — 1’| ,w) Qis,  (6.197)

1s=0

gdzie: G(|r;s —r'| ,w) jest wartoscia rozwiazania fundamentalnego w punk-

cie ry.

Pochodna normalna rozwiazania fundamentalnego (6.194) moze by¢ napisana

w formie bardziej rozwinietej w sposob nastepujacy:

IG(r—r'|w) 0 (1 , _k . JOR
— 5~ n %Ko(k‘r—r|,w) _—%Kl(k|r—r|,w)%, (6.198)

gdzie: K jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju pierwszego

rzedu.
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Pochodna promienia R ze wzgledu na kierunek normalny zewnetrzny n w
punkcie 1’ jest obliczona jak dla stanu ustalonego (patrz (6.155) oraz (6.156)).

Zatem, zaleznos¢ (6.198) moze by¢ przedstawiona w nastepujacej formie:

/

IG(|r —r'|,w) k , ¥ —x v —y
— __K _ / / . 1
o 5 K1 (k|r—1'|,w) 7 e + 7 " b|.(6.199)

Tak wiec rownanie (6.197) moze przyjac¢ nastepujaca forme:

w) +

! !/
/ﬁKl (klr—v],w) (2 xn$+y Yn, ) o', w)dl = (6.200)
2w R

/ K(] k\r—r| W) ( )dr Z KO k|rzs I'| w) st

Roéwnania brzegowo-catkowe moga byé¢ rozwiazane numerycznie poprzez po-
dzial brzegu I' na elementy I'; i uzyciu stosownych bazowych funkcji inter-

polacji w lokalnym uktadzie wspotrzednych:

(1)@ (r;, w) +

M—-1 2 ' . v,
— ‘I)l(j)(r,jaw)/ 2—K1 (klr; —1';],w) (J— nm|j—i—
i=0 = -1 ™ Rij
7=0 =0
Y — Yi
+ jRH nylj> Ni(§)J(§)ds = (6.201)
ij
M-1 2 (4) (! +1
0P, (r';,w 1
= Y S B [k Gkl — ) M (e +
, n 1 2m
7=0 =0
M-1 p—1 1
o 2_K0 (k|rls I'l CU) Qwa
0
7=0 25=0

gdzie: M jest catkowita liczba elementow, a [ wyraza lokalna numeracje we-
ztow elementow brzegowych, w tym przypadku izoparametrycznych kwadra-
towych elementéw brzegowych.
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Problem osobliwosci

W przypadku, kiedy rozwiazania poszukujemy w dziedzinie czestotliwosci,

calki osobliwe sg traktowane identycznie jak dla stanu ustalonego (patrz roz-
dzial 6.4.2).

Potencjal i jego pochodna normalna w punktach wewnetrznych
obszaru

Zasadniczo funkcje ® oraz g—i w punktach wewnetrznych moga by¢ liczone

tak jak poprzednio, z jednym wyjatkiem, a mianowicie Zrodta punktowego
umieszczonego wewnatrz obszaru w punkcie 7s. Wartos¢ ta powinna by¢ do-
dana, tak jak to jest w rownaniu (6.201).

6.6.6 Por6éwnanie wynikéw obliczenn dla MES i MEB

Zasadniczym celem jest poréwnanie MEB z MES pod wzgledem doktad-
nosci rozwigzania, jak rowniez pod wzgledem liczby niewiadomych zaanga-
zowanych w procesie pozyskiwania stosownych rozwiazan. Na brzegu (patrz
rys.6.43) zadano warunki brzegowe typu Robina: ®(r,w)+2Dn-V®(r,w) = 0,
gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji.

a) b)

‘
_ _ 35+ I g
10 : MES MES

amplituda
=
o

0 60 120 180 240 300 360 0 60 120 180 240 300 360
kat kat

Rys. 6.44. a) Modutl @, b) kat przesuniecia fazowego — wzdtuz brzegu T’
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a) b)
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Rys. 6.45. a) Modut ®, b) kat przesuniecia fazowego — wzdtuz srednicy obszaru

kotowego przechodzacej przez punktowe zrodto swiatta

Jak mozna zauwazy¢, zostala osiagnieta doskonata zgodnos$é, zaréwno dla
wielkosci brzegowych, jak i dla wartosci wewnetrznych wyznaczonych wzdtuz
promienia obszaru kotowego. Warto podkresli¢, ze dla uzyskania tych wyni-
kow MES wymaga wiecej niz 7000 niewiadomych, podczas gdy MEB tylko
200. Na rys. 6.44 i rys. 6.45 linie ciagte reprezentuja rozwiazanie MEB, pod-

czas gdy linie zaznaczone kropkami rozwigzanie MES.

Kwestia poréwnania szybkosci obliczen MES — MEB jest niezwykle istotna,
ale wymaga starannego przygotowania i nie bedzie rozpatrywana w tym miej-
scu. Warto jednak zwréci¢ uwage na dysproporcje pomiedzy liczbag niewia-

domych dla obu metod.

6.6.7 Wnioski

Bardzo interesujace rezultaty, zostaly osiagniete w przypadku zastosowania
elementow brzegowych zerowego rzedu. Eksperyment numeryczny dowiodt,
ze nawet dla elementow brzegowych zerowego rzedu jesteSmy w stanie uzy-
ska¢ stabilne i doktadne rezultaty. Jednoczesnie elementy izoparametryczne

kwadratowe maja naturalne tendencje do oscylacji.

Wszystkie te numeryczne eksperymenty dowodza, ze MEB moze by¢ bardzo

uzyteczng metoda w modelowaniu zagadnieri "prostych’ dyfuzyjnej tomografii
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optycznej i tomografii impedancyjnej. MEB jest metoda o wysokiej precyzji
rozwigzania, a ponadto jest bardzo ekonomiczna, jesli chodzi o liczbe elemen-
tow brzegowych uzytych do aproksymacji rozwiazania. Problem ten staje sie
szczegolnie drastyczny dla przestrzeni trojwymiarowej, a w szczegolnosci dla

rozwigzywania zagadnien ‘odwrotnych’.

6.7 Srodowiska anizotropowe

Rozwazmy ten sam jednorodny obszar kotowy, co w poprzednim rozdziale
(patrz rys. 6.43), ale tym razem pokazemy zdolnos¢ MEB do rozwiazywania

zagadnien dla srodowisk anizotropowych.

6.7.1 Model anizoptropii

W przestrzeni dwuwymiarowej tensor wspotezynnika dyfuzji D zgodnie z [37|

WYynosi:

D(r) = R(r)diag(A1(r), 2 (r))R(r)T, (6.202)
gdzie R(r) jest macierza ortogonalng o wymiarze 2 X 2, natomiast:

1 o
SR T C ) S K

gdzie (1 — bi(r))ps(r) = pg(x).

Reprezentacja (6.202) moze takze by¢ interpretowana jako dekompozycja
tensora dyfuzji wzgledem wartosci wlasnych. Wartoéci wtasne \;, @« = 1,2,

reprezentuja natezenie anizotropii, a jej kierunki sg zawarte w macierzy R.

Niech ® spetnia réwnanie dyfuzji w dziedzinie czestotliwosci:

V- (D(r)V®(r,w)) — k*®(r,w) =0, (6.204)
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gdzie k = /g — 1% — jest liczbg falowg oraz:

—d
detD detD

a d b _=d
D= , Dl'=| D diD | = {etD=|D|=ab—d>. (6.205)

Na brzegu zadano warunki brzegowe typu Robina:
O(r,w)+2n-DVP(r,w) = 0. (6.206)
Wprowadzajac nows zmienna:
=D, r = D%, (6.207)
rownanie (6.204) przyjmie postac:
(V2 — k) (F,w) =0, (6.208)

gdzie przez r rozumiemy wektor kolumnowy o elementach bedacych sktado-

wymi kartezjanskimi wektora potozenia.

Dla powyzszego rownania rozniczkowego i jednorodnego srodowiska (\; =const),

rownanie fundamentalne dane jest w nastepujacej postaci [37]:

1

/ J—
G(r,r',w) = D12

Ko (k((r —¢)"'D 7' (r — '))"/?), (6.209)

gdzie Ky jest zmodyfikowang funkcja Bessela drugiego rodzaju zerowego

|1/2

rzedu, k liczba falowa, a |D|'/# jest pierwiastkiem wyznacznika macierzy D.

Postaé¢ catkowa réwnania rézniczkowego przyjmie teraz nastepujaca postac:

c(r)®(r,w)+ /r (n-DVG(r,r',w)) ®(r',w)dl' =

= /G(r,r',w) (n-DVO(r,w)) dF—/ G(ris, v’ w) qdS, (6.210)
r Q

gdzie funkcja Greena:

1
2|D[1/?2

1
NTH—1 N\\1/2 /

k

|D\1/2’

natomiast k' = a t jest funkcja pomocnicza zdefiniowang nastepujaco:

t=[b(x —2')? —2d(x — ')y — ') +aly —y)?]""*.
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Calki lewej strony rownania wymagaja nieco wiekszej uwagi.

+ (dny +bny)aG =

n-DVG = (any —|—dny)aG oy

ox’

1 0 0
= W _(a Nyt + dny/)%Ko(k/t) + (dnxf —+ bny/)a—:y,K0<l{flt):| =

1 [ 0 ot 0 ot
= W _(CL Ny + dny )a Ko(k’ t)F + (dnaj + bny/)aKo(k’t)a—y/} =
_ 1] b(a' —x) — d(y' —y)
= W _((Z Ny + dny/) ; +

!/ _ d !/
+ (dny +bny) W =) t (@~ =) gtK (K't). (6.212)
Po przeksztalceniach otrzymamy wzglednie prosta postaé:
k ! - ! ! — /
n DVG = — L W=D W =Yy gy (6.213)

27 t

gdzie: K jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju pierwszego
rzedu.

Zatem rownanie (6.210) przy zalozeniu, ze warunki poczatkowe sa zerowe,
przyjmie nastepujaca postac:

c(r)®(r,w) + /

o , o ,
|:—£K1(k,t> (’:E ZE) Ny + (y y) ny @(rl’ (U)dr —
I

27 t

1 o(r’ G|
= —MKO(k’t)MdF =Y = Ko(Ktis) Qi (6.214)
p 27|D|Y on = 2r|D| /

gdzie: t;s = [b(wss — ) — 2d(wis — ') (yis — ¥') + a(yss — y’)z]l/Q.

Rownania powyzsze moga by¢ rozwiazane numerycznie w ten sam sposob jak

dla $rodowisk izotropowych.

6.7.2 Calki osobliwe

Catkowanie funkcji z osobliwosciami dokonuje si¢ podobnie jak dla $rodo-

wisk izotropowych. Najpierw rozwazmy funkcje Greena G dla kwadratowych
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funkcji interpolacyjnych, tak jak to byto poprzednio dla réwnania Laplace’a.

1 —1 1
=—Kok't) 2 ————In(k't) = ————— (—Ink’ — Int 6.215
G 27T|D|1/2 0( ) 27T‘D|1/2 Il( ) 27T|D‘1/2( n n )7 ( )
dla k't << 1.

Najpierw rozpatrzmy sytuacje, kiedy r jest wektorem potozenia pierwszego

wezta elementu zawierajacego r’, odlegtosé ¢(r, r’) moze by¢ okreslona naste-

pujaco:
t* = b(a(&) — 20)* + a(y(€) — yo)* — 2d(x(&) — z0)(y(€) — yo).  (6.216)

Podstawiajac kwadratowe funkcje bazowe (6.117), otrzymamy:

¢ = b |50+9)] 6~ Do+ 20— o+ nl+

+oa|3049)] 16— 2w+ 20— 9+l +

- 23049 (€= Dr+20-9n+ée] (6217

|2
_ [(€ = 2)yo +2(1 = &y + &2 ] =
= 7 [P (F©) +a (117(©) — 24 fOO L)

gdzie n = 0.5(1 +&).

Powtarzajac ta procedure w sytuacji, kiedy r jest drugim weztem elementu

zawierajacego r’, otrzymamy:
1 1 2
R R e I
1 1 2
b a 36— Do+ H(e+ D | +

— 2d¢? %(5 — Do — &xy + %(5 + 1)x2} (6.218)

%(f — Dyo —&§yr + %(5 + 1)92} =

= 7 () +a(1©) - 24 fDOF€)]
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gdzie n = £, oraz dla trzeciego wezta:

t2

b

a

Ui

50-9)] ero 20+ 1+ (€4 D"+

500 T+ 20+t (€42 +

[1

2d—ﬂ—§ﬂ[@m+2“+fﬁy+@+2ﬂﬂ (6.219)

| 2
[Eyo +2(1+ &y + (E+2)y2] =

20 (F2(0)" +a (£2(8)" 24 IO F2(E)]

gdzie n = 0.5(1 — &) (patrz rys. 6.15).

Zatem dla cztonu logarytmicznego rownania (6.215) wyrazenie mozna napisac¢

w postaci ogblnej nastepujaco:

1
27|D|1/2
1
27 |D|1/2
ot
27[D[7
W n [ (A0)" +a (F06) = 24, £0(©)] . (6220)

(=Int) =

(—lnn\/ b (A7) +a (A©) — 200 1 <s>> =

1
+

i analogicznie dla drugiego oraz trzeciego wezta elementu brzegowego.

6.7.3 Poréwnanie wynikow MES i MEB

Rozpatrzmy dwa zestawy danych definiujacych anizotropie srodowiska [37].

Pierwszy zestaw jest nastepujacy:

a = 0.008333,

b=0.025 d=0.0.

Jesli przyjmiemy ze wyniki MES sa wynikami "doktadnymi’ (wyniki referen-

cyjne), wtedy mozemy policzy¢ btad wzgledny MEB w stosunku do MES.
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Rys. 6.46. Rozklad modutu (po lewej stronie) i kata przesuniecia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdluz brzegu obszaru
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Rys. 6.47. Rozktad modutu (po lewej stronie) i kata przesuniecia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdluz promienia obszaru

Jak mozna zaobserwowaé na rys.6.46 i rys.6.47 wyniki MEB pokrywaja sie
niemal catkowicie z wynikami referencyjnymi (MES). Poréwnanie tych wyni-
kow dla réznych dyskretyzacji MEB, przedstawiono na rysunkach od rys.6.48
do rys.6.52). Mozna zauwazy¢, ze blad wzgledny jest ponizej 10% i maleje ze
wzrostem liczby elementéw brzegowych (a co za tym idzie ze wzrostem liczby
weztow). Glowne réznice pomiedzy wynikami MES i MEB sa spowodowane
przez rozne modele matematyczne Zrodel punktowych jakie sg stosowane w
obu metodach.

Drugi zestaw danych jest zdefiniowany nastepujaco:

a=0.025, b=0.008333, d=0.0.
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Rys. 6.48. Rozktad bledu wzglednego dla modutu (po lewej stronie) i kata prze-

suniecia fazowego (po prawej stronie) wzdtuz brzegu o 256 weztach
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Rys. 6.49. Rozktad btedu wzglednego dla modutu (po lewej stronie) i kata prze-

suniecia fazowego (po prawej stronie) wzdtuz brzegu o 512 weztach
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Rys. 6.50. Rozktad btedu wzglednego dla modutu (po lewej stronie) i kata prze-

suniecia fazowego (po prawej stronie) wzdtuz brzegu o 768 weztach

Roéwniez 1 w tym przypadku osiagnieto zadowalajace wyniki.
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Rys. 6.51. Rozklad modutu (po lewej stronie) i kata przesuniecia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdluz brzegu
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Rys. 6.52. Rozktad modutu (po lewej stronie) i kata przesuniecia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdluz promienia obszaru kotowego

6.8 Sformulowanie Galerkina brzegowych

ré6wnan calkowych

W tym podrozdziale zostanie przedstawiona koncepcja sformulowania Ga-
lerkina w odniesieniu do brzegowych réwnan catkowych z ograniczeniem do
elementow statych i przestrzeni 2D. Powstaje usprawiedliwione pytanie, dla-
czego ten problem jest istotny? Jak do tej pory, nie jest w 100 % udowod-
nione, ze podejscie Galerkina jest bardziej efektywne niz standardowa MEB,

w szczegolnosci dla przestrzeni 3D z powodu bardzo skomplikowanej proce-
dury catkowania catek osobliwych.

Alternatywne do standardowej MEB podejscie Galerkina (GMEB) do brze-
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gowych réwnan catkowych wymaga spetlienia réwnan bazowych w sensie
wazonych residuéw, prowadzac do podwojnego catkowania powierzchni. Po-
dejscie Galerkina (GMEB) moze pod pewnymi warunkami generowaé syme-
tryczny uklad rownan algebraicznych, co jest jedng z zasadniczych zalet tego

podejscia podnoszona przez wielu autorow [73].

Metoda kolokacji opisywana w poprzednich rozdziatach nie traktowata punk-
tow zrodla i punktow obserwacji symetrycznie. Aby to zilustrowaé, rozwazmy
sytuacje przedstawiona na rys. 6.53. Na rys. 6.53a) i rys. 6.53b) role punktow

zrodla i punktow obserwacji sa odwrocone.

Rys. 6.53. Czteroelementowy obszar z punktem zrédla r i punktem obserwacji r’

Jest oczywiste, ze wartosci catek obliczone w tych dwoch przypadkach przed-

stawionych na rys. 6.53a) i b) nie beda takie same.

+1

Bi;(r,x'(€)) = G(r —r'(§))J (§)d,

B (6.221)

+1
Bule(nx) = [ GO = st} )dn.
-1
Wyznacznik Jakobiego J jest jedna z istotnych réznic w tych dwoch catkach.
Dla elementu statego, wyznacznik macierzy Jakobiego J jest staly i propor-
cjonalny do dtugosci danego elementu. Zatem wartosci J(§) i J(n) beda w

przypadku ogélnym rézne.
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Teraz juz tatwo zrozumieé, ze aby wspolczynniki macierzy mogly stacé sie
symetryczne, musi by¢ zastosowane podwodjne catkowanie. Konwencjonalne
rownania bazowe MEB (patrz na przyktad rownanie (6.69)), moze by¢ teraz
wymnozone przez funkcje wagi (lub funkcje testows) i scatkowane ze wzgledu

na r wzdtuz calego brzegu I' po raz drugi [1].

Aby traktowaé r(n) i r'(£) symetrycznie, mozemy wybra¢ funkcje wagi tak,
aby byly rowne funkcjom bazowym interpolacji elementow brzegowych. To
wtasnie nazywamy podejsciem Galerkina, poniewaz te same funkcje sa uzyte
zarowno do aproksymacji rozwigzania i do jego testowania. Na przyktad catki

zwigzane z sytuacja przedstawiona na rys. 6.53 staja sie:

+1 pt1
Bi;(r,r'(§)) = /1 3 Ni(§)N;(n)G(|r —x'(§)1)J (§)J (n)d&dn,
(6.222)

Butrtnx) = [ [ N@NOG = )T

gdzie: N jest funkcjg wagi®.

Zatem jest oczywistym, ze B, ;(r,r'(§)) = Bj,(r(n),r’'). Rowniez dla innych
rodzajow elementéw brzegowych wspotczynniki macierzy pozostang syme-

tryczne.

Komputerowa implementacja GMEB zasadniczo wymaga tych samych umie-
jetnosci co klasyczna MEB. W podejsciu Galerkina catkowanie wzgledem
dwoch niewiadomych € 1 n (w 2D) z matematycznego punktu widzenia jest
rownowazne calce powierzchniowej. A technika numerycznego catkowania ca-
tek podwojnych opisana zostata w rozdziale 7 dla standardowej MEB w za-

daniach 3D i moze by¢ tu z powodzeniem zastosowana.

Kiedy calkujemy obie strony rownania (6.69) i mnozymy przez funkcje wagi

Dla stalego elementu brzegowego funkcja wagi (funkcja testowa) jest rowna jednosci.
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(w tym wypadku réowna jednosci w danym elemencie), otrzymamy:

/F c(r)®(r)dl'(r) + /F ( /F wa(r’)dr(r')) dl'(r) =

(6.223)
_ /F(/FG(|r—r’|)a(g§;,)dF(r’)) dr'(x).

6.8.1 Analityczne wyznaczanie calek osobliwych

Calki nieosobliwe mozemy catkowaé¢ w podobny sposéb, jak to bylo w roz-
dziale 6.3.2, rownanie (6.92), dla standardowej MEB, uzywajac podwojnej

kwadratury Gaussa-Legendre’a.

W przeciwienistwie do catek nieosobliwych, catki osobliwe sa najtrudniejszym
elementem obliczen numerycznych w metodzie elementéw brzegowych. Trud-
nosci te jeszcze wzrastaja, gdy mamy do czynienia z podej$ciem Galerkina w

metodzie elementéw brzegowych.

Jak to juz bylo wspomniane wczesniej, reguty catkowania z przestrzeni 3D
moga by¢ stosowane w tym przypadku. Szczesliwie, dla elementu statego catki

osobliwe moga by¢ catkowane analitycznie (poréwnaj z rownaniem (6.93)).

Jako przyktad testowy rozwazmy zagadnienie Dirichleta dla réwnania Pois-

sona:

Ve(r) = —f(r), reQ,
O(r) = &p =0, rel, (6.224)

gdzie: r = [z1, x9).

Roéwnanie to jest spelnione w obszarze kwadratowym o wymiarach I' =
[0,1] x [0, 1]. Na brzegu obszaru potencjat ® jest rowny zeru. W jego wnetrzu
za$ mamy wymuszenie dane funkcja f. Linia brzegowa [' jest podzielona na
osiem elementow brzegowych, po dwa na kazdym z bokéw obszaru kwadra-

towego (patrz rys. 6.54).
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d=0 =0

‘ 1
|
®=0

\

Rys. 6.54. Obszar kwadratowy podzielony na osiem elementéw brzegowych

Biorac pod uwage, ze potencjat ® zanika do zera na brzegu obszaru, wspol-
czynniki macierzy A;; przyjmuja wartosci zerowe, a niezerowe wartosci wspol-
czynnikow macierzy B;; moga by¢ wyznaczone analitycznie (dla tego przy-
padku):

1 (bt L2(-3+42InL
B = —2—/ / Iny/(r —7r)2drdr = ( 2_ - ), (6.225)
T Jo Jo us

gdzie: L oznacza dlugo$é elementu brzegowego.

Przyktad 12

Roéwnanie Poissona — (przyklad opracowany na podstawie [74]).

Rozwazmy obszar () ktory jest ogrzewany stacjonarnym wewnetrznym Zro-
dtem f, przykltad zaproponowany w [27|. Temperatura brzegowa wynosi 0°C.
Zatem jest to zagadnienie Dirichleta dla réwnania Poissona (patrz rownanie
(6.224)). Obszar €, tak jak poprzednio jest kwadratem jednostkowym. Brzeg
I' obszaru €2 podzielono na osiem elementéw brzegowych tak jak na rys. 6.54
lub rys. 6.55.
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Rys. 6.55. Obszar kwadratowy podzielony na osiem elementéw brzegowych o stalej

funkcji prébne;j

Rozwiazanie fundamentalne dla zagadnienia 2D jest (por. (6.85)):

/ 1
G(r—r') = G(x1,y1, 22, Y2) = 5 In /(1 —y1)2 + (2 — y2)? (6.226)

Biorac pod uwage, ze ® = 0 na calym brzegu I', dyskretna forma catkowych

rownan brzegowych przyjmie postac:
Z 0P,

W celu uproszczenia obliczen zaréwno dla elementéw macierzy B jak i wek-
tora prawych stron F' pominieto znaki minus, jakie powinny sie pojawi¢ na

skutek uproszczenia argumentow funkcji Greena (por. rownanie (6.226)).

Dla przyktadu przedstawione zostanie catkowanie dla wybranych elementéow

macierzy B a w przypadku elementu Bjs na rys. 6.55 zilustrowano potozenie
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wektorow r i r';

1/21/2 1/21/2

B, = //G(r—r’)dyldxl = %//ln V(x1 — 1)?dyrday
00 0 0
1/2 1 1/2 1
By = //G(r—r’)dyld:vl :%//ln V(71 —y1)? + ldyrda,
0 1/2 0 1/2
11 11
By = //G(r—r')dyld:BQ:%//ln\/yf-i-l'%d%dﬂ?z
1/21/2 1/21/2
11 11
Bsy, = //G(r—r’)dyldxl = %//ln V(1 —y1)? + 1dyida
1/21/2 1/21/2

Wektor prawych stron F' dla funkcji wymuszenia f = 1 wynosi:

1/2 / 1

= //f (r—1') )d§2,dl, —/ // r — v )dydys | dy

1/2 1
Fg = / // I'—I' dyldyz dl’g

Dla dyskretyzacji o$émioma elementami brzegowymi (rys. 6.55), wiekszosé
wspotezynnikow macierzy B moze by¢ obliczona z pomoca funkcji int pro-

gramu MATLAB [74]:

B(r, k) = int(int(G(z1,y1, 22,y2),y,d2, g2), x,d1, g1); (6.227)
gdzie:
gl g2 gl g2
By = //G(x—y)dyda:://G(a:l’yl,:cg,yQ)dydx
1 d2 dl d2

W procesie obliczeniowym zmienne x1 lub 2 i y1 lub y2 sa znane (tzn. sa
zwykle tylko dwie nieznane zmienne). Jesli wartosci y1 sa znane, to calke

catke wyznaczamy ze wzgledu na y2 i odwrotnie. Analogiczna sytuacja jest



6.8 Sformulowanie Galerkina brzegowych réwnan catkowych 261

dla zmiennych x1 oraz x2.
Na przyktad aby obliczy¢ wspotezynniki By i Bse nalezy uzy¢é nastepujacych

polecen:

B(1,1) = int(int(G(x1,y1,0,0),y1,0,0.5),21,0,0.5),
B(5,2) = int(int(G(x1,y1,1,0),y1,0.5,1),21,0.5,1).

Problem si¢ pojawia gdy x1 = 11 y2 = 1 a goérna granica catkowania jest
rowna 1. Wynik obliczei na podstawie wzoru (6.227) jest NaN. W tym

przypadku funkcje lsmit i int moze byé¢ uzyta w nastepujacy sposob:
f=limit(int(G(1,y1,22,1),yl),yl, g2) (6.228)
—limit(int(G(1,y1,22,1),yl),yl, d2)
B(r, k) = limit(int(f, x2), 22, g1) — limit(int(f, x2), 22, d1) (6.229)

Na przyktad element:

1 1
B45 = //G(17x27y1a1)dyldx2

1/21/2
moze by¢ obliczony na podstawie zaleznosci (6.228)-(6.229):
f=limit(int(G(1,yl,22,1),yl),yl, 1)
—limit(int(G(1,y1,22,1),y1),y1,0.5);
B(4,5) = limit(int(f, 22), 22, 1) — limit(int(f,x2),22,0.5);

Dla szesnastu elementow brzegowych (4 elementy na kazdy bok brzegu), te

same problemy wystapia dla elementow:

B(r,9), dlar =5,...,8

B(8,k), dlak=09,...,12.

Dla dwudziestu elementow brzegowych (6 elementéw na kazdy bok brzegu),

te same problemy wystapia dla elementéw:

B(r,13), dlar =7,...,12
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B(12,k), dla;k = 13,...,18.

We wszystkich tych przypadkach moga by¢ rowniez uzyte formuty (6.228) i
(6.229). Tak wiec, dla kazdej gestosci dyskretyzacji wszystkie wyniki moga
by¢ uzyskana z pomoca zaleznosci (6.227) i (6.228)-(6.229).

Wektor prawych stron réwniez moze by¢ obliczony z pomoca funkcji limit i

nt:
f1=limit(int(G(z1, y1,22,y2),y),y, 1) (6.230)
—limit(int(G (21, y1,22,42),y),y,0);
f = int(int(£L,y.0,1), z.d, g): (6.231)

gdzie parametry [d, g] opisuja brzeg I',.

Jesli wartosé yl jest znana, catka jest wyznaczana ze wzgledu na y2 i od-
wrotnie. Analogiczna sytuacja bedzie dla zmiennych x1 i z2.

Na przyktad dla szesnastu elementow brzegowych, wspotczynniki wektora

prawych stron F' mozna wyznaczy¢ w sposob nastepujacy:

—limit(int(G(21,y1,0,y2),y2),y2,0);

f(1) = int(int(f,y1,0,1),21,0,0.25);

f = limit(int(G(z1,y1,0,92),y2),y2,1)
—limat(int(G(x1,y1,0,42),y2),92,0);

f(3) = int(int(f,y1,0,1),21,0.75,1);

Tak wiec, dla szesnastu elementéw brzegowych macierz B i wektor F' odpo-

wiednio wynosza:

kolumny macierzy B od 1 do 8 sa nastepujace:
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[ —0.0287
—0.0149
—0.0071
—0.0030
—0.0012
—0.0005

0.0007
0.0021
0.0001
0.0003
0.0011
0.0022
—0.0175
—0.0092
—0.0045
L —0.0012

a kolumny od 9 do 16 sa:

0.0001
0.0003
0.0011
0.0022
0.0021
0.0007
—0.0005
—0.0012
—0.0.287
—0.0149
—0.0071
—0.0030
—0.0012
—0.0045
—0.0092
L —0.0175

—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0071
—0.0045
—0.0031
—0.0012

0.0007
0.0003
0.0001
0.0003
0.00111

—0.0092
—0.0063
—0.0031
—0.0005

0.0003
0.0001
0.0003
0.0011
0.0007

—0.0012
—0.0031
—0.0045
—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0071
—0.0005
—0.0031
—0.0063
—0.0092

—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0092
—0.0063
—0.0031
—0.0005
0.0011
0.0003
0.0001
0.0003
—0.0045
—0.0031
—0.0012
0.0007

0.0011
0.0003
0.0001
0.0003
—0.0005
—0.0031
—0.0063
—0.0092
—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0149
0.0007
—0.0012
—0.0031
—0.0045

—0.0030
—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0175
—0.0092
—0.0045
—0.0012
0.0022
0.0011
0.0003
0.0001
—0.0012
—0.0005
0.0007
0.0021

0.0022
0.0011
0.0003
0.0001
—0.0012
—0.0045
—0.0092
—0.0175
—0.0030
—0.0071
—0.0149
—0.0287
0.0021
0.0007
—0.0005
—0.0012

—0.0012
—0.0045
—0.0092
—0.0175
—0.0287
—0.0149
—0.0071
—0.0030
0.0021
0.0007
—0.0005
—0.0012
0.0001
0.0003
0.0011
0.0022

—0.0175
—0.0092
—0.0045
—0.0012
0.0001
0.0003
0.0011
0.0022
—0.0012
—0.0005
0.0007
0.0021
—0.0287
—0.0149
—0.0071
—0.0030

—0.0005
—0.0031
—0.0063
—0.0092
—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0071
0.0007
—0.0012
—0.0031
—0.0045
0.0003
0.0001
0.0003
0.0011

—0.0092
—0.0063
—0.0031
—0.0005
0.0003
0.0001
0.0003
0.0011
—0.0045
—0.0031
—0.0012
0.0007
—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0071

0.0007
—0.0012
—0.0031
—0.0045
—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0149
—0.0005
—0.0031
—0.0063
—0.0092

0.0011

0.0003

0.0001

0.0003

—0.0045
—0.0031
—0.0012
0.0007
0.0011
0.0003
0.0001
0.0003
—0.0092
—0.0063
—0.0031
—0.0005
—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0149

0.0021
0.0007
—0.0005
—0.0012
—0.0030
—0.0071
—0.0149
—0.0287
—0.0012
—0.0045
—0.0092
—0.0175
0.0022
0.0011
0.0003
0.0001

—0.0012
—0.0005
0.0007
0.0021
0.0022
0.0011
0.0003
0.0001
—0.0175
—0.0092
—0.0045
—0.0012
—0.0030
—0.0071
—0.0149
—0.0287

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze dla tych warunkéw brzegowych macierz

wspotezynnikow bez zadnych dodatkowych zabiegow jest symetrycznal

FT =[-0.0193, —0.0249, —0.0249, —0.0193, —0.0193, —0.0249, —0.0249, —0.0193,
—0.0193, —0.0249, —0.0249, —0.0193, —0.0193, —0.0249, —0.0249, —0.0193]
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Wyniki sa nastepujace:
XT =10.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667, 0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667,
0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667, 0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667]

Dla dyskretyzacji oSmioma elementami brzegowymi (po 2 elementy na kazdy
z bokéw) pochodna normalna do brzegu jest identyczna dla wszystkich ele-
mentéw (patrz rys. 6.56). Wyniki dla roznej liczby elementoéw na kazdej ze
stron obszaru sa pokazane na rys. 6.56. Dyskretyzacja 12-ma elementami na

odcinek, redukuje btad ponizej 1%.

Rys. 6.56. Rozktad pochodnej normalnej potencjatu na jednym z odcinkéw brze-
gowych

Staty element brzegowy jest o tyle interesujacy, ze majac rezultaty catkowania
analitycznego, jesteSmy w stanie oszacowa¢ btad catkowania numerycznego,
ktore jest jedynym sposobem traktowania calek osobliwych w przypadku
bardziej ztozonych elementéw brzegowych. Zagadnienie to zostanie omdéwione

w nastepnym rozdziale.
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6.8.2 Numeryczne wyznaczanie podwoéjnych calek oso-

bliwych

W omawianym przypadku catka podwdjna odpowiada catkowaniu po po-
wierzchni kwadratu. Osobliwos¢ funkceji podcatkowej pojawia sie wzdtuz jego
przekatnej (patrz rys. 6.57). Z formalnego punktu widzenia wydaje sie, ze
mozna byloby zastosowaé regute Gaussa-Legandre’a o roznej liczbie punk-
tow calkowania dla poszczegolnych zmiennych (patrz rownanie (6.232)), aby
uzyskaé poprawny wynik. Sposoéb ten nazwijmy bezpos$rednia metoda cal-
kowania. W tabeli 6.8 przedstawiono wyniki eksperymentu numerycznego i
poréwnano je z wynikami uzyskanymi dla metody regularyzacji schematycz-

nie przedstawionej na rys. 6.57.

n—1

+1 p41 m—1
I= / S On, ) dnydny =) (Z f(mj,ngi)wj> wi,  (6.232)
-1 J-1 5 iz

7=l

gdzie: n — liczba punktéw catkowania w kierunku 7;, m — liczba punktow

catkowania w kierunku 7.

Zainteresowanych czytelnikow kompletng lista funkcji wag i punktow catko-

wania Gaussa odsytam do pozycji [20].

Btad wzgledny przedstawiony w tablicy 6.8 policzono na podstawie wyni-
kow catkowania analitycznego (’doktadnego’). Dopiero dla przypadku 4-tego
z tablicy 6.8 poziom bledu wzglednego spadt do wartosci ponizej 0.5%. Wy-
nik ten osiagnieto kosztem bardzo duzej liczby punktéw catkowania, ktorej
dalszy wzrost nie jest racjonalny. Istnieje zatem potrzeba zastosowania innej
metody, ktora pozwolitaby na osiggniecie znacznie lepszej doktadnosci mniej-
szym kosztem obliczeniowym. Idee rozwiazania tego problemu zaczerpnieto
z metod calkowania catek powierzchniowych w metodzie elementéw brze-
gowych dla zagadnien trojwymiarowych (patrz nastepny rozdzial). Sposrod
wielu réznych metod [4,21,33], wybrano metode regularyzacji opisana po raz
pierwszy w [4], ktorej zastosowanie w rozwazanym przypadku jest niezwykle
proste i daje znakomite rezultaty. Obszar calkowania, wzdtuz linii na kto-

rej wystepuje osobliwosé dzieli sie na dwa obszary trojkatne i transformuje
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Tablica 6.8. Calkowanie numeryczne podwojnych catek osobliwych

btad wzgledny btad wzgledny
Ip liczba punktow bezposredniej reqularyzacyjnes
catkowania metody catkowania | metody catkowania
7] 7]
1| 20(4inxandb5iny) 5.56 0.90
2| 90 (9inxand 10iny ) 2.81 0.26
3 | 992 (31 in x and 32 in y) 0.88 0.03
4 | 3660 (60 in x and 61 in y) 0.46 0.008
AT
3 2
| . 7 e T2 t
// \\ 1
/J 0 ;
ST Nd
y T2
Vl AN \\\ An
2 0 . 2 1
1
N1 M1
3 0

Rys. 6.57. Metoda regularyzacji catkowania podwojnych calek osobliwych

je na jednostkowe kwadraty (patrz rownania (6.233) i rownanie (6.234)), do

ktorych stosuje sie standardowa metode kwadratury Gaussa-Legandre’a.
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Dla trojkata Ti:

m = _tu
14+1t—27
= —. 6.233
72 1_¢ ( )
Dla trojkata T5:

m o= -, (6.234)

—1+2t—7

2 = —F

1—7

Jakobian transformacji (t.j. wyznacznik macierzy Jakobiego) jest taki sam w

obu podobszarach i wynosi: Jr = Jp; = Jry = 1—2@

Przebieg funkcji podcatkowej po dokonaniu transformacji podobszaréw troj-

katnych na kwadraty jednostkowe przedstawiono na rys. 6.58.

a) b) c)

Rys. 6.58. a) Osobliwosé wystepujaca w przypadku GMEB, b) trojkat T prze-
transformowany do kwadratu, ¢) trojkat T przetransformowany do

kwadratu

Jak mozna zauwazy¢, osobliwos¢ zostata usunieta, dzieki czemu osiagnieto
doskonale rezultaty catkowania przy niewielkiej liczbie punktéw calkowania
(patrz tablica 6.8).
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Rozdzial 7

Zagadnienia potencjalne w

przestrzeni tréjwymiarowe]j

Podobnie jak Metoda Elementow Skoriczonych (MES), tak i Metoda Elemen-
tow Brzegowych (MEB) stanowi narzedzie do rozwiazywania réznorodnych,
czasem bardzo ztozonych probleméw inzynierskich. W ostatnich dekadach
XX wieku zakres zastosowan obu metod w sposob zasadniczy zostal powiek-

szony.

Rozdzial niniejszy traktowa¢ bedzie o zastosowaniach MEB w Elektrycznej
Tomografii Impedancyjnej i Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej, ktore to za-
stosowania, zgodnie z moja wiedza, sa w pewnym stopniu nowoscia [66]. W

niczym to jednak nie uszczupli ogélnego charakteru rozwazan.

MEB ciagle jeszcze wymaga znajomosci rozwigzania fundamentalnego, ktore
jest znane tylko dla najprostszych przypadkéw. Dlatego tez w Dyfuzyjnej
Tomografii Optycznej zastosowanie tej metody jest ograniczone jedynie do

aproksymacji zagadnienia transportu $wiatta rownaniem dyfuzji.

Jest jednak nadzieja, ze ograniczenie to bedzie zniesione w przysztosci, jako
ze alternatywne sformutowanie MEB, bazujace na transformacie Fouriera,

zostalo zaproponowane w pracy [27]. To nowe sformulowanie wymaga je-
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dynie transformaty Fouriera rozwigzania fundamentalnego, ktéra moze by¢
wyznaczona, w przeciwienstwie do samego rozwiazania fundamentalnego, dla
wszystkich liniowych i jednorodnych operatoréw rézniczkowych poprzez pro-
sta odwrotnos¢ macierzy rézniczkowego operatora poddanego transformacji.
Zatem dziedzina zastosowan MEB moze by¢ w przyszlosci znacznie rozsze-

rzona.

Obecnie zastosowania w Tomografii Impedancyjnej lub Optycznej skupiaja
sie glownie na zagadnieniach trojwymiarowych. Sa one znacznie trudniejsze
od zagadnieri formutowanych dla przestrzeni 2D, gléwnie z powodu geome-
trii, ktéra wymaga bardzo doktadnej i szczegdtowej dyskretyzacji z bardzo
duzg liczbg niewiadomych. Pamietajmy, ze w kazdym wezle sieci mamy pare
niewiadomych ® oraz g—i. Takie problemy nazywamy zagadnieniami o duzych

rozmiarach (z ang. 'Large Scale Problems’).

Algorytm MEB cechuje dyskretyzacja jedynie brzegu obszaru. Wlasnosé ta
redukuje w wiekszoéci przypadkow liczbe niewiadomych w stosunku do metod
obszarowych, takich jak Metoda Roznic Skoriczonych (MRS) czy MES. Jed-
nakze mniejsza liczba niewiadomych niekoniecznie musi skutkowaé¢ wieksza
efektywnoscia tej metody, poniewaz MEB w przypadku ogélnym prowadzi
do pelnych i niesymetrycznych macierzy wspotczynnikéw uktadu réwnan al-
gebraicznych, podczas gdy macierze wspotczynnikow metod obszarowych z

regutly sa pasmowe i rzadkie, a bardzo czesto réwniez symetryczne.

Z powodu tej wady MEB jak do tej pory jest uwazana za mniej efektywng
niz metody obszarowe w zagadnieniach duzej skali. Ale sytuacja sie zmienia
dzieki przelomowi, jaki dokonal sie po wprowadzeniu tzw. ’szybkich’ MEB,
opartych o techniki wielobiegunow [24], czy poprzez uzycie przeksztalcen
falkowych [5].

Te ’szybkie’” MEB moga obliczaé¢ potencjal ® oraz g—i w weztach sieci z liczba

operacji rzedu O(N) = O(N(log N)™) (m > 0), gdzie N jest liczba niewia-
domych.

Jest to bardzo istotna poprawa w stosunku do klasycznej MEB, dla ktorej
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liczba operacji wynosi O(N?). Rozwoj ’szybkich’ MEB w przyszlosci spote-
guje jej konkurencyjno$é w stosunku do metod obszarowych dla zagadnien o

duzej skali.

7.1 Model dyskretny

W rozdziale tym przedstawione zostana podstawowe wyprowadzenia doty-
czace formy dyskretnej réownar brzegowo-catkowych w odniesieniu do trzech
typow elementéow brzegowych. Beda to trojkat ptaski, trojkat izoparame-
tryczny szeScioweztowy z interpolacja wielomianem stopnia drugiego (kwa-
dratowy) oraz element czworokatny izoparametryczny o$mioweztowy takze z
interpolacja kwadratowa. Te dwa ostatnie elementy zapewniaja lepsze (bar-
dziej doktadne) odwzorowanie geometrii rozpatrywanego obszaru, co w za-

gadnieniach biomedycznych moze byé bardzo istotng zaleta.

Szczegbdlng uwage zwrocimy na catkowanie catek osobliwych, jako ze problem
ten, cho¢ znany jest z literatury [4,12], to jednak jest rozproszony, a literatura
bywa trudno dostepna. Czytelnika zainteresowanego pogltebieniem wiedzy na

temat zagadnien 3D odsylam do pozycji literaturowych [11] lub [13].

Aby rozwigza¢ numerycznie zagadnienie w przestrzeni 3D, powierzchnia brze-
gowa I" podzielona musi by¢ na M elementow, kazdy zawierajacy jeden (troj-
kat plaski) trzy (trojkat liniowy) lub szesé (trojkat izoparametryczny kwa-

dratowy) weztow. Caltkowity liczbe weztow oznaczmy litera N.

7.2 Calki osobliwe i prawie osobliwe

W analizie zagadnien 3D MEB istotnym aspektem jest liczenie calek, ponie-
waz maja one wpltyw na dokladnosé, a takze ze wzgledu na czasochtonnosé

procesu catkowania.
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Caltki, ktore maja wpltyw na okreslenie wewnetrznych wartosci potencjatu ¢
i jego pochodnej normalne;j g—i, zawieraja funkcje podcatkowe (jadra) prawie
osobliwe rzedu 1/R* (o = 1,2,3,4,...), gdzie R jest odlegloscia pomiedzy

punktem zrédta a punktem catkowania w elemencie brzegowym [35].

Dla elementow plaskich (np. elementy trojkatne lub czworokatne) mozliwe
jest caltkowanie analityczne [55]. Jednakze w praktycznych zastosowaniach
(np. w bioinzynierii medycznej) coraz wieksza role odgrywaja elementy o
brzegach opisanych krzywymi stopnia wyzszego niz pierwszy, na przyktad
elementy izoparametryczne [69]. W takich przypadkach pozostaje jedynie

catkowanie numeryczne.

Kiedy odlegtos¢ pomiedzy punktem zrodta a elementem, po ktérym przepro-
wadzane jest catkowanie, jest dostatecznie duza w poréwnaniu do wymiaru
elementu, wtedy standardowa kwadratura Gaussa-Legendre’a jest efektywna

i daje zadowalajaco doktadne wyniki.

Jednakze, kiedy punkt Zrodtowy znajduje sie w elemencie, po ktérym odbywa
sie catkowanie, funkcja Greena staje sie osobliwa, a zastosowanie standardo-
wej kwadratury Gaussa-Legendre’a zawodzi. Takie catki nazywaé¢ bedziemy
calkami osobliwymi. Calki osobliwe pojawiajg sie miedzy innymi wtedy, kiedy

liczymy elementy gtéwnej przekatnej macierzy wspotczynnikow.

Kiedy punkt zrodtowy nie jest potozony w elemencie, lecz bardzo blisko niego,
wtedy mimo ze jadro jest regularne w sensie matematycznym, to warto$é
funkcji zmienia sie gwaltownie w otoczeniu punktu Zréodtowego. W takich
przypadkach kwadratura Gaussa-Legendre’a zawodzi, gdyz wymagataby dla
uzyskania doktadnego wyniku bardzo duzej liczby punktéw catkowania, co z

praktycznego punktu widzenia jest nie do przyjecia.

Takie calki nazywamy catkami prawie osobliwymi (z ang. nearly singular in-
tegrals). W praktyce catki prawie osobliwe pojawiaja sie kiedy liczymy cien-
kie warstwy (na przyklad tomograf pojemnosciowy), wtedy odlegtos¢ pomie-
dzy réznymi elementami moze by¢ bardzo mata w poréwnaniu do rozmiaru

elementu. Taka sytuacja jest powszechnie spotykana przy modelowaniu ko-
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Sci czaszki czy warstwy pltynu rdzeniowo-mozgowego (z ang. Cerebro Spinal

Fluid (CSF)) dla Impedancyjnej badz Optycznej Tomografii.

Catki prawie osobliwe pojawiaja sie rowniez, kiedy wyznaczamy potencjat ¢
lub jego pochodna normalna blisko brzegu I' obszaru ) (patrz na przyktad
rys. 6.19). Liczne prace badawcze byly juz publikowane na ten temat, na
przyktad [4,26,28,35,40,45,57|. Metody calkowania catek osobliwych i prawie

osobliwych przedstawiono w tablicy 7.1.

Tablica 7.1. Metody calkowania osobliwych i prawie osobliwych catek w 3D

H Ip. ‘ Catki osobliwe ‘ Ip. ‘ Catki prawie osobliwe H
H I ‘ Analityczne (tylko dla elementoéw plaskich) H
II Numeryczne
Kwadratura Gaussa 1 Podziat elementéw
2 Rozwiniecie w szereg Taylora i 2 | Transformacja zmiennych
wydzielenie osobliwosci 2a | Podwdjna wykladnicza
3 Transformacja zmiennych 2b Szescienna
Transformacja uktadu wspotrzednych | 3 Transformacja
4a Trojkat na kwadrat uktadu wspoétrzednych
4b Wspotrzedne biegunowe 3a | Wspoélrzedne biegunowe
i modyfikacje

Wymierimy krotko metody uzywane do obliczen jadra typu 1/R kwadratura
Gaussa. Metoda wydzielenia osobliwosci i rozwiniecie w szereg Taylora [4]
rozwija osobliwe jadro w lokalnym parametrycznym uktadzie wspotrzednych.
Glowny wyraz zawierajacy osobliwo$é zostaje wydzielony i scatkowany ana-
litycznie, natomiast pozostate wyrazy sa catkowane standardowa kwadratura

Gaussa.

Nastepnie mamy metody transformacji uktadu wspotrzednych. Pierwsza me-
toda polega na transformacji obszaru trojkatnego na obszar kwadratowy,
tak ze wezel, w ktorym wystepuje osobliwosé, przeksztatcony zostaje na bok
kwadratu, tak ze osobliwos¢ zostaje ostabiona. Metoda ta zostala uzyta w na-

stepnych rozdziatach (patrz na przyklad rozdzial 7.6.2). Drugi rodzaj polega
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na wprowadzeniu wspotrzednych biegunowych (r,©) w punkcie zrodta [21].

Takie przeksztalcenie wprowadza Jakobian, ktory znosi osobliwosé typu 1/ R.

Catki prawie osobliwe okazuja sie byé¢ trudniejsze i bardziej kosztowne do
obliczenia niz catki osobliwe. One staja sie coraz wazniejsze w praktycznych
zastosowaniach, jako ze zdolnos¢ i efektywnosé liczenia calek prawie osobli-
wych decyduje o zdolnosci rozwigzywania zagadnieri zawierajacych cienkie
warstwy (na przyktad czaszka czy warstwa ptynu CSF jak to juz bylo mo-
wione wezesniej). Czytelnikow zainteresowanych tymi problemami odsytam
do [35], gdzie zostaly przedstawione nowe, dokladne i efektywne schematy

obliczeni catek prawie osobliwych.

7.3 Ro6wnania bazowe

Rozwazmy réwnanie Poissona w przestrzeni trojwymiarowej:
V20(r) = —b, (7.1)

gdzie: ® oznacza dowolna funkcje potencjalna, jak na przyktad temperature

lub potencjat elektryczny.

Na powierzchni I' ograniczajacej obszar objetosciowy (2 natozono warunki
brzegowe typu Robina:
0P(r)
on
gdzie: mg 1 ng sa znanymi wspotczynnikami warunkéw brzegowych typu
Robina.

= mpr®P(r) + ng, (7.2)

Rozwiazanie fundamentalne dla przestrzeni 3D jest nastepujace:
1
AR’

gdzie: R = |r — 1’| jest odlegtoscia pomiedzy r i r’, dana wyrazeniem:

G(r —r'[) = (7.3)

R=lr—v|=\@— o)+ (y—yP+(z— 2P (7.4)
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Podobnie jak to byto w zagadnieniach 2D, mozna uzy¢ drugiej tozsamosci

Greena, aby wyprowadzi¢ réwnanie catkowe odnoszace sie do powierzchni

brzegowe;j:
@(r)+/w%’)dr(r') - /G(|r—r’|)aqggl)dF(r’)+
+ /bG(]r—r'DdQ(r'). (7.5)

Q
Aby uczyni¢ to réwnanie w istocie tylko odnoszacym sie do brzegu, prze-
nosimy punkt zréodtowy r z wnetrza obszaru na jego brzeg, co daje nam

réwnanie o nastepujgcej postaci:

o(r)®B(r) + / qur')dr(r/) - / G(]r—r’])aqggl>df(r’)+

r

+ /bG(|r —1'|)dQ(xr"). (7.6)

Q
Funkcja ¢(r) moze byé wyznaczona poprzez otoczenie zrodtowego punktu
brzegowego r malg sferg o promieniu € i rozpatrzenie kazdego wyrazenia
wzoru (7.6) w granicy gdy promien e — 0 (zob. podrozdzial 6.3.7). Jednakze,
jak wykazano w poprzednich rozdziatach dotyczacych zagadnieri 2D, funkcja
¢(r) nie musi by¢ wyliczana bezposrednio, a jej wartosé moze by¢ uzyskana

droga posrednia, dzieki prostym fizykalnym rozwazaniom [11].

Aby obliczy¢ warto$¢ pierwszej calki rownania (7.6), funkcja Greena jest

rozniczkowana w kierunku normalnym w punkcie r’ nastepujaco:

OG(x —x') _9G (OR\_0G [OR (0r'\ [OR (04 OR (0\] ..,
on “oR\on )  OR |0x' \ on oy \on) oz\on)| "

gdzie: pochodne wspotrzednych ', y' oraz 2z’ wzgledem jednostkowego wek-
tora normalnego w kierunku zewnetrznym do brzegu n w punkcie r’ sg skla-

dowymi tegoz wektora:

ox’ oy 07

ot = 2 Ny =5 Ny = o (7.8)
i

G_R:x/—x %:y’—y %:z’—z (7.9)

ox’ R’ oy’ R’ 0z R '
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Ostatecznie pochodna normalna funkcji Greena przyjmie postac:

oG(r—v)) -1 .,
o @

— D+ (Y — Yy (- 2ng]. (1.10)

Aby rozwiaza¢ zagadnienie 3D nalezy postepowaé¢ w podobny sposob, jak to
miato miejsce w zagadnieniach 2D, opisanych w poprzednich rozdziatach, z
ta ro6znicy, ze brzeg jest teraz dzielony na brzegowe elementy powierzchniowe

w ksztalcie trojkata lub czworokata.

7.4 Funkcje interpolacyjne zerowego rzedu

Rozwazmy ptaski element trojkatny i zdefiniujmy nowy lokalny uktad wspot-

rzednych & 1 & o poczatku w wezle zerowym jak to pokazano na rys. 7.1.

(0,0 (1,0

Rys. 7.1. a) Plaski element trojkatny w globalnym uktadzie wspotrzednych, b) w
lokalnym uktadzie wspoétrzednych

Wspoétrzedne globalne moga by¢ wyznaczone jako funkcje wspotrzednych lo-
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kalnych w zwyktej postaci znanej z poprzednich rozdziatow:

2

x (&1, &) :Z Ni (&1, &)x= No(&1, &2)xo+ N1 (&1, &2)x1+Na (&1, &) 2o,

k=0

2
y(&1, &) :Z Ni(&1, &)y = No(&1, &2)yo+ N1 (&1, §2)y1 +Na (&1, &)y, (7.11)

k=0

2
2(&1, &) ZZ Ni(&1,&2) 2, =No(&1,&2)20+ N1 (&1, &2) 21+ Na (&4, &a) 22,

k=0

gdzie bazowe funkcje interpolacji wyrazone sg nastepujacymi wzorami:

No(§1,62) =1 =& — &, Ni(&1,&2) = &1, No(&1,6) = & (7.12)

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacyjnych wzgledem wspotrzed-

nych & oraz & wynosza:

ONo (&1, &) ON1 (&1, &) ON> (&1, &)
SUAA—- ) et — 222 = (), 7.13
%6 %6 o6, (=13)
ONo(&1,&2) _ ON(&. &) _ ONa(&1,&2) _
3 ’ 06 ’ 96 '
Poszukiwane wartosci potencjatu ® lub jego pochodnej normalnej g = g—i,

podobnie jak to bylo w zagadnieniach 2D, przyjmujemy jako stale w kazdym
z elementow trojkatnych i zaczepione w srodku geometrycznym elementu
(patrz rys. 7.1).

7.4.1 Jakobian

Aby rozwazac elementy brzegowe, ktore sg dwuwymiarowymi figurami umiesz-
czonymi w przestrzeni 3D, najpierw musimy zdefiniowa¢ sposob, w jaki mo-
zemy przejs¢ z globalnego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych zyz do
uktadu wspotrzednych lokalnych &1, &, &3, gdzie &5 jest kierunkiem normal-

nym do powierzchni trojkata (patrz rys. 7.1). Zatem transformacja dla do-
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wolnej funkcji v dana jest nastepujacymi zalezno$ciami:

Ou Or Oy 9z du
061 0¢1 %ﬁ 1 0& ox
Ou | _ | Oz Oy 9z Ou
3 02 0& 0% dy ! (7' 14)
Ou Oz Oy 9z Ou
03 03 0&  0&3 0z

gdzie: macierz kwadratowa jest macierza Jakobiego.

Teraz mozemy nieskoniczenie maty element powierzchni w kartezjanskim ukta-
dzie wspolrzednych wyrazi¢ za pomoca wspotrzednych krzywoliniowych &, &
lokalnego uktadu wspotrzednych. Modut iloczynu wektorowego dwu wekto-
row jest rowny polu rownolegtoboku z nich zbudowanego. Zatem rozniczka

powierzchni (nieskonczenie maly element powierzchni dI') [12, 39| bedzie

dana:
or Or
dl' = | o= X | d&id§y = |n| d§i1dé, = \/nx2 +ny? +n.2d§dé, (7.15)
06 0&
gdzie:
dy 0z 0Oy 0z Jxr 0z Oz 0z Oxr dy Oz Oy

" T De 0g, 06,06, T 06,08 0606 7T 0606 0& 06

Transformacja ta wprowadza jakobian! J proporcjonalny do wartosci po-
wierzchni rozwazanego elementu [11]. Ze wzoru (7.15) wynika, ze modul n

wektora normalnego n jest jakobianem przeksztatcenia.

Przyktad 13

Rozpatrzmy dowolny tojkat i jego transformacje do lokalnego uktadu wspot-

rzednych.

Wyznaczmy wektor normalny do powierzchni trojkata z rys. 7.2 w wierz-

chotku 0 jako iloczyn wektorowy nastepujacych wektorow:

LT, T
dx03=|-1 1 0 |=11, +1T, +11.. (7.16)
10 1

! Jakobian oznacza w tym kontekscie wyznacznik macierzy Jakobiego.
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&1

Rys. 7.2. Dowolny element trojkatny w globalnym uktadzie wspotrzednych trans-

formowany do lokalnego uktadu

Modul wektora normalnego (a wiec i jakobian przeksztalcenia) do powierzchni

trojkata wynosi v/3. Pole trojkata przed przeksztatceniem wynosi: %\/5\/5 \/75

Wida¢ wiec, ze pole trojkata w lokalnym uktadzie wspotrzednych, ktore wy-

nosi %, nalezy pomnozy¢ przez jakobian przeksztalcenia (w tym przypadku

V/3), aby uzyskaé pole trojkata przeksztalcanego.

7.4.2 Wyznaczanie calek nieosobliwych

w obszarze tréjkata

Po zastosowaniu dyskretyzacji rownanie catkowe (7.6) przyjmie postac:

o)+ 3 [ 22 auar, ) -

]OF

z_%/ (Jr — 1’| 8%;5;/)dfj(r’)—|—/bG(|r—r’|)dQ(r’), (7.17)

Q

gdzie: M jest liczba elementéw brzegowych, I'; jest j-tym elementem np.

trojkatnym.
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Roéwnanie to moze by¢ zapisane we wspotrzednych lokalnych &, &:

M—1 &1=1&=1-§

/ OG(lr —r')
c(r)®;(r) + ) @;(r') — (&, &)d6idE, =
=0 51/(') 52/(; on
M-1 8(1)( ,) §1=18=1-&
- Z 5; / / G(lr —1'])J; (&1, §2)d6rdEs + (7.18)
=0 &1=0 £=0

+ /bG(!r —1'|)dQ(r").

Reguly catkowania numerycznego dyskutowane w tym rozdziale sprawdzaja
sie, gdy odleglto$é¢ punktu zrédta od elementu aktualnie catkowanego jest sto-
sunkowo duza. Catki podwojne po powierzchni tréjkata moga byé catkowane
poprzez zastosowanie réwnania podobnego do réwnania (6.90) dla calek li-
niowych.

1 rl-&
// f(&1,62)d6rdés = sz (145 620), (7.19)
o Jo

gdzie: g jest catkowita liczba punktow catkowania Gaussa.

Wspotrzedne punktow catkowania i wagi dane sa w tablicy 7.2 (patrz [21,81]).

7.4.3 Wyznaczanie calek osobliwych

Catki osobliwe dla ptaskiego trojkata stalego moga byé obliczone analitycz-

nie. Symbole uzyte we wzorze wynikowym pokazano na rys. 7.3.
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Tablica 7.2. Punkty Gaussa i wagi dla trojkata

e

§1

£

Wi

1./3.
0.6
0.2
0.2

1./3.
0.2
0.6
0.2

-9./32.
25./96.
25./96.
25./96.

0.3333333333333333
0.0597158717897698
0.4701420641051151
0.4701420641051151
0.7974269853530873
0.1012865073234563
0.1012865073234563

0.3333333333333333
0.4701420641051151
0.0597158717897698
0.4701420641051151
0.1012865073234563
0.7974269853530873
0.1012865073234563

0.1125000000000000
0.0661970763942531
0.0661970763942531
0.0661970763942531
0.0629695902724136
0.0629695902724136
0.0629695902724136

12

© 00 N O T = W N | O T = W N ke W N =

[ —
)

—_
[\]

0.06308901449150223
0.87382197101699554
0.06308901449150223
0.24928674517091042
0.50142650965817920
0.24928674517091042
0.31035245103378440
0.63650249912139870
0.05314504984481695
0.63650249912139870
0.05314504984481695
0.31035245103378440

0.87382197101699554
0.06308901449150223
0.06308901449150223
0.50142650965817920
0.24928674517091042
0.24928674517091042
0.63650249912139870
0.31035245103378440
0.63650249912139870
0.05314504984481695
0.31035245103378440
0.05314504984481695

0.025422453185103408
0.025422453185103408
0.025422453185103408
0.058393137863189683
0.058393137863189683
0.058393137863189683
0.041425537809186787
0.041425537809186787
0.041425537809186787
0.041425537809186787
0.041425537809186787
0.041425537809186787

/ Ly =22 [L In
AT 3 12

tg [(Oo +041)/2]‘

1
+ —1In
To1

1 ‘tg [(©1 + a2)/2] ‘
tg(a2/2)

0 (1
[ (7)as=o

20

tg(ai1/2)
(7.20)
tg [(©2 + ap)/2] H
tg(ao/2) ’
(7.21)
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Rys. 7.3. Oznaczenia przyjete dla elementu trojkatnego stalego

gdzie: A\ jest polem elementu brzegowego trojkatnego w przestrzeni 3D.

Catkowanie numeryczne calek osobliwych dla trojkata ptaskiego zostanie
omowione w rozdz. 8.3.1 przy okazji omawiania zagadnienia transportu $wia-
tla.

7.5 Funkcje interpolujace stopnia pierwszego

Rozwazmy bazowe funkcje interpolujace stopnia pierwszego dla ptaskiego
elementu trojkatnego. Geometria elementu jest identyczna jak w przypadku
poprzednim, zatem te same bazowe funkcje interpolacyjne (patrz réwnanie
(7.12) i rys.7.4) moga by¢ uzyte do reprezentacji zmiennych stanu jak i ich
pochodnych normalnych:

2

D(&1,6) = Ni(€r,&)Pr=No(1, &) o+ N1 (&1, &) P14+ Na(61, &) P2,

k=0

2
% :kZNk@h 52)% =No (&1, 52)%—“_]\[1(51’ §2>%+N2(§1’ §2)

o0,
on

W przypadku trojkatnego elementu brzegowego z liniows interpolacja (wie-

lomian stopnia pierwszego) catkowanie numeryczne moze by¢ wykonane w
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Rys. 7.4. Wspotrzedne globalne i lokalne dla trojweztowego elementu tréjkatnego

identyczny sposob, jak to byto dla trojkata statego. Jakobian transforma-
cji i sktadowe jednostkowego wektora normalnego skierowanego na zewnatrz

obszaru sa liczone zgodnie z rownaniem (7.15).

Powierzchnia brzegowa I' dzielona jest na elementy trojkatne I'; stopnia
pierwszego. Catkowanie numeryczne w obszarze kazdego z elementéow brze-
gowych I'; przeprowadza si¢ w uktadzie wspotrzednych lokalnych & 1 §& w
sposob nastepujacy:

2

1-& _
() / / octe =D Z@” INu(Er, €) (61, &) dErdEs =

(7.22)
o)

R L e P o
+/bG(\r—r’|)dQ(r’),

Q

gdzie: M jest catkowita liczbg elementow brzegowych.

Wartosci weztowe sa wielkosciami stalymi, zatem réwnanie (7.22) mozemy
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napisa¢ w nastepujacej postaci:

M-1 2 ¢,
cle)Bile) + Z(DU // aG ’)Nk(fl,&)J(fl,fz)dfldfz =
i=0 k=0
(7.23)
M-1

G(r — r'|)Ni (&1, &) J (&1, &) d§idés +

2L

bG(|r —r'|)dQ(r").

_|_

Pozostaje kwestia liczenia calek osobliwych, a te numerycznie catkuje sie

zgodnie ze schematem przedstawionym na rys.7.5. Rozpatrzmy kolejne wezty
trojkata liniowego.

> &1 &1 g
Jro L1 0 e
AN2 y ANz ; AN ':
: 2 : Ov : 1
0! >~ 1: - o -
E Ny E Ny : Ny
1 2 0

Rys. 7.5. Transformacje trojkatnego elementu brzegowego stopnia pierwszego



7.5 Funkcje interpolujace stopnia pierwszego 285

Wezet 0

Transformacja z globalnego do lokalnego uktadu wspotrzednych po podsta-

wieniu réwnania (7.12) jest nastepujaca:

= No(&1,&)zo+ Ni(&r, &)mr + No(&1, &)z =
= (1 =& —&)ro + &o1 + §ame = 20 + §1(21 — 20) + &2 — 70),

y = No(&&)yo + Ni(&r, &)yn + Na(&r, &)y = (7.24)
= (1-& —&)yo + &y + &y = yo + &1 (Y1 — yo) + E2(v2 — vo),

z = No(&1,&2)z0 + Ni(&1,62)21 + No(&1,82)20 =
= (1-& — &)z + &z + 620 = 20 +&1(21 — 20) + &a(22 — 20).

Jakobian Jy(&1, &) przeksztalcenia jest w tym przypadku dany nastepujaca

zaleznoscia;
PR SR
ng\n\:|r01xr02 = X1 —2yp Y1 — Yo 21— %0 Z\/nﬁ—i—ny?%—nf.
Tog —To Y2 — Yo <2 — 20
gdzie:
ne = (Y1 —v0)(22 —20) — (21 — 20)(¥2 — W),
n, = (21— 20)(x2 —x0) — (1 — z0)(22 — 20), (7.25)
n, = (21— 20)(Y2 — Yo) — (Y1 — Yo) (22 — 0).
Wezel 1

Dla osobliwosci wystepujacej w wezle 1:

r = No(&,&)rr + Ni(&r,&)ra + No(&r, §2) 0 =
= (1 =& — &) +&ao + Swo = 21 + &1 (22 — 1) + &0 — 11),

y = No(§1, &)y + Ni(&1,82)y2 + Na(&1,62)v0 = (7.26)
= (1-=& = &)y + &y +&yo =y + &i(y2 — v1) + Ea(vo — v1),

z = No(&,&)z1 + Ni(&r,&2) 2 + No(&1,62)20 =
= (1-&6-8&)a +&2+&20 =2 +E& (2 —2)+ (20 — 21)
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A jakobian Ji(&;,&;) dany jest zaleznoscia:

— - P

1$ 1y 12
Ji=n|=lroxrg|=|z2—21 y2—n 2—2 || = \/an +ny% +n.2

To—T1 Yo — WY1 20—~

gdzie:
ny = (y2—y1)(20 —21) — (22 — 21) (% — ¥1),
n, = (22— 21)(xo—21)— (2 —21)(20 — 21), (7.27)
n. = (z2—21)(yo —y1) — (y2 — y1) (o — 21).

Wezel 2

Dla osobliwosci wystepujacej w wezle 2:

v = No(&1,82)T2 + Ni(&1,8)m0 + No(61, &)1 =
= (1=& —&)ra + w0 + §om1 = 22 + &1 (20 — 22) + &1 — 1),

y = No(&, &)y + Ni(&, &)yo + Na(&r, &2)yn = (7.28)
= (1=& = &)y +&yo + &y = y2 + §1(Yo — va2) + Ea(yr — v2),

z = No(&,8)ze + Ni(&1, &2)20 + Na(&1,62)21 =
= (1-& &)+ &z +&a = 22+ 6120 — 22) + &2(21 — 22).

A jakobian J5(&;,&;) dany jest zaleznoscia:

— — —

I, I, i,
J2=|n|:|r20><r21|: To— T2 Yo — Y2 20— 29 :\/nx2+ny2+nz2.

T — T2 Y1 —Y2 21 — 22

gdzie:
ny = (Yo —y2)(21 — 22) — (20 — 22)(y1 — ¥2),
ny, = (20— 22)(z1 —x2) — (0 — 22)(21 — 22), (7.29)
n, = (oo —22) (11 —y2) — (Yo — y2)(x1 — 2).

Trojkat jest plaski, wiec sktadowe wektora normalnego musza by¢ jednakowe

(tatwo to udowodni¢), a zatem:

JO - Jl = J2 == J (730)
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Wynika stad wniosek, ze zaré6wno wektor normalny n i jakobian przeksztal-
cenia J moga by¢ liczone tylko raz dla dowolnie wybranego wezta. Trans-
formacja z unormowanego tréjkata w lokalnym uktadzie wspotrzednych do
unormowanego kwadratu jest nastepujaca:

4 (L) + )
61— 9 - 4 )

g =0T 771)4(1 ) (7a

Jakobian J,.(n1,12), tego kolejnego juz przeksztalcenia wyniesie:

_ _ 7 | o | _ m
J”’TO - JT’Tl - J?“T2 - JT - ‘ g_z; g_z; - 8 . (732)
it 2

7.6 Funkcje interpolujace stopnia drugiego

Podobnie jak w wielu innych metodach numerycznych, tak samo w MEB
doktadno$é rozwiazania wzrasta wraz ze wzrostem liczby elementéw, na ktory
podzielono brzeg I' obszaru €2, kosztem wzrostu wymagan odnosnie pamieci

komputera, jak i czasu obliczen.

W tym rozdziale, wzorujac sie na pracy [28], pokazemy, jak dokladnos¢ MEB
moze by¢ zwiekszona dzieki zastosowaniu elementéw brzegowych z bazowymi
funkcjami interpolacji stopnia drugiego dla potencjalu ® i jego pochodnej

normalnej g—‘:.

7.6.1 Trojkatny szeSciowezlowy element brzegowy

Skoncentrujmy nasza uwage na szeScioweztowym elemencie trojkatnym izo-

parametrycznym przedstawionym na rys. 7.6.

Bazowe funkcje interpolujace wyrazone sa nastepujacymi zaleznosciami:

No(&1,&) = =&(1—283),  Ni(&, &) = 46&s,
No(&1,62) = —61(1 = 261),  N3(61,62) = 4616, (7.33)
Ny(&1,&) = —&(1 —2&),  Ns(&1,&) = 4663,
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4

X

Rys. 7.6. Szescioweztowy element izoparametryczny trojkatny w globalnym ukta-

dzie wspoétrzednych z zaznaczonym ukladem lokalnym &1, &

gdzie: &3 = 1-£,—&. Gdyby &5 zastapic & wtedy odpowiednie wzory miatyby
bardziej regularna posta¢, ale ze wzgledu na to, ze w wiekszo$ci monografii

poswieconych MEB uzywana jest zmienna &3, wiec pozostaniemy przy tej
symbolice.

Pierwsze pochodne funkcji interpolujacych ze wzgledu na &; i & dane sg:

Tb8) 1y, P _ygg), DB
aNoéz, &) 4 aNléZ@) ke aNgéggg) L
e oie Sl SEose-e)

W przeciwienistwie do elementu trojkatnego trojweztowego kwadratowa za-
leznosé &, & w funkcjach Ny .... N5 pozwala na tworzenie zakrzywionych
powierzchni, ktore moga by¢ znacznie lepiej dopasowane do rzeczywistych
obiektéw bedacych przedmiotem analizy.



7.6 Funkcje interpolujace stopnia drugiego 289

7.6.2 Numeryczne wyznaczanie catek osobliwych

Standardowe reguly catkowania daja zadowalajace rezultaty za wyjatkiem
przypadkow, kiedy punkt zrédtowy znajduje si¢ blisko lub koliduje z jednym
z weztow elementu brzegowego. Wtedy mamy do czynienia z catkami prawie
osobliwymi lub osobliwymi. W takich przypadkach jest niezbedne specjalne

podejscie do catkowania.

Podobnie jak to bylo w zagadnieniach 2D, i tu calkowanie analityczne jest
zbyt skomplikowane, aby je stosowa¢ w przypadku elementéw izoparame-
trycznych kwadratowych, dlatego w szczegotach przedstawiona zostanie me-

toda regularyzacji.

Na rys.7.7 przedstawiono procedure regularyzacji, gdy punkt osobliwy (wy-

rozniony dodatkowym okregiem) znajduje sie w wezle 0, 1 lub 2.

W pierwszym kroku procedury regularyzacji element brzegowy z przestrzeni
3D jest transformowany do przestrzeni 2D wspotrzednych lokalnych za po-
moca nastepujacych wyrazen:

5 5

5
r=> N6, &), y=Y Nil&, &y 2= N6, &)z (7.34)
=0

=0 1=0

Jesli osobliwosé jest w jednym z wezlow wierzchotkowych elementu, wtedy
element w lokalnym uktadzie wspotrzednych &7, & jest transformowany do
unormowanego kwadratu (patrz rys. 7.7a lub rys. 7.7¢), natomiast kiedy oso-
bliwos¢ jest w jednym z weztéw lezacych na boku (pomiedzy wierzchotkami
trojkata), wtedy element trojkatny dzielony jest na dwa trojkaty i nastepnie

takie trojkaty sa transformowane w unormowane kwadraty (patrz rys. 7.7b).

Transformacja ze wspotrzednych lokalnych &1, & na wspotrzedne 0y, no jest

dana:
2 2
&1 = Z M;(m1,m2)&1s, §2 = Z M;(n1,m2)€24, (7.35)
i=0 i=0

gdzie: &1, 1 &; sa wspolrzednymi lokalnymi i-tego wezta w trojkacie, n; 1 o
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sa wspoOtrzednymi lokalnymi subelementéw a bazowe funkcje interpolacji dla

nich sa nastepujace:

(1 +m)(1 —n2)

Mo(mﬂh) = 4 )
1+ 1+

M, (Th, 772) = ( 771{4( 772) ) (7-36)
1—

My(m,me) = n

Aby scatkowaé¢ numerycznie dowolng funkcje w polu standardowego kwa-

a) b) ¢)

o
N
=V
H

]

\
N

N
A

Rys. 7.7. Punkt osobliwy zaznaczony dodatkowym okregiem znajduje sie: a) w

wezle 0, b) w wezle 11 ¢) w wezle 2

dratu, moze w tym przypadku by¢ zastosowana kwadratura Gaussa [12].
Metoda regularyzacji przeksztalca obszar trojkatny w obszar kwadratowy,
w ten sposob wprowadzajac kolejny jakobian przeksztatcenia, ktory kasuje

osobliwos¢ funkcji podcatkowe;j.



7.6 Funkcje interpolujace stopnia drugiego 291

Wezet 0

Uwzgledniajac zaleznosci (7.35) oraz (7.36) transformacja wyniesie:

(I +n)(1 —m) (I +n)(A +m)

61 4 ) 52 A ( )
Regularyzujacy jakobian J,.(n1, 12), zwiazany ze zmiana zmiennych lokalnych,
jest dany:

04 9&
o oms L+m
JT:|g %‘: T (7.38)
O On2
Wezel 1
Dla trojkata Ti:
1—m (L+m)(1 =) 1+m
= = Jr 7.39
S 4 &2 4 T 16 (7.39)
Dla trojkata Th:
2—(1+m)n (L+70) (L +1m2) L4+m
&1 = - 4 §2 = 1 o gy, = 6 (7.40)
Wezel 2
1— 1 1—
51 — 771’ 52 — ( +771)( 772) (741)
2 4
Regularyzujacy jakobian J,.(n;,n2) jest dany:
1
J, = gm_ (7.42)

Procedura transformacji dla osobliwosci ulokowanej w weztach 3, 4 lub 5

(patrz rys.7.8) jest nastepujaca:
Wezet 3

Dla trojkata Ti:

_ 24+ (A +nm)m
4 b)

1—n
=—1 Tyg, = L (743)

&1
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a) b) c)

0
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Rys. 7.8. Osobliwy punkt zaznaczony dodatkowym okregiem: a) w wezle 3, b) w

wezle 4 oraz c¢) w wezle 5

Dla trojkata T5:

L—m 2 — (14 n)ns 1+
61 4 9 52 4 ) J”’TQ 16 (7 )
Wezel 4
1+ 1+ 1—
6 = "ﬂf ) =51 (T45)

Regularyzujacy jakobian J.(n1,72) podobnie jak dla wezta 0 i wezla 2 jest
dany:

Jr=(1+m)/8. (7.46)
Wezel 5
Dla trojkata Ti:
(1 +m)(1 +n2) 1—m 14 m
51 4 ) 52 4 ) ‘]TTl 16 (7 7)
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a)

5

Rys. 7.9. a) Punkty calkowania kwadratury Gaussa w obszarze kwadratu transfor-
mowanego z powrotem do obszaru trojkatnego we wspotrzednych (&1, &2),
b) koncentracja punktoéw catkowania w otoczeniu wezta 1 w ktorym wy-

stepuje osobliwosé

Dla trojkata T5:

(1+m)(1—na)
1 :

2+ (14 n1)n

1+m
Iy, = .
4 )

&= T 16

&=

(7.48)

Na rys. 7.9 wida¢, jak procedura podziatu i transformacji koncentruje punkty

catkowania Gaussa wokol wezta z osobliwodcia.

7.6.3 Czworokatny element brzegowy

Rozwazmy osmioweztowy izoparametryczny element czworokatny przedsta-

wiony na rys. 7.10.

Bazowe funkcje interpolacji dane sg nastepujacymi zaleznosciami:

NO(€17 52) :_(1_51)<1_£2>(1+£1+52)/47 N1(€17 52) = (1_6]?)(1_&2)/27
Ny(61,6)=—(1+6)(1-&)(1-&+8&) /4, Na(&r,&)=(1+6)(1-£)/2,
Ny(61,6)=—(1+&)(1+&)(1-6=&) /4, N5(&1,&)=01-E)(1+£&)/2,
Ng(&1,&)=—(1-&)(1+&)(1+6—-6) /4, Ni(&,&)=(1-&)(1-&)/2.
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aNO(gla 52)

9&

ONs(&1,62)

08

ON4(&1,&2)

08

6N6<£17 52)

9&

ONo(&1,62)

73

8N2<€17 52)

S

(9]\74(51, 52)

S

ONs(&1,&2)

23

= (1 —&)(26 +&2)/4,
= (1= &)(26 — &) /4,

= (14 &) (261 + &)/4,
= (1+&)(26 — &2)/4,

=(1-&)(26+&)/4,
= (14+&)(25 —&1)/4,

= (14+&)(25 +&1)/4,

=1 -&)28& - &)/4,

< Y

a]\[1 (517 52)

9&

ON3(&1,62)

96

ON5(&1,&2)

9

aN?(fla 52)

9&

ON1(&1,62)

g3

8N3(£17 52)

9

8N5(€17 52)

982

ON7(&1, &)

73

Rys. 7.10. Uktad wspotrzednych lokalnych dla czworokatnego elementu brzegowego

A ich pierwsze pochodne wzgledem &; i & sa dane zaleznosciami:

==& (1= &),

=(1-8)/2,
(7.49)

= —&(1+ &),

=-(1-&)/2,

=-(1-¢&)/2,

= —&(1+ &),
(7.50)

=(1-¢&)/2,
= —&(1 = &)
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7.6.4 Wyznaczanie calek nieosobliwych w obszarze

czworokata

Trojwymiarowa analiza MEB wymaga catkowania funkcji podcatkowych w
obszarze powierzchniowych elementow brzegowych. Dla elementu czworokat-

nego mozemy catkowanie we wspotrzednych lokalnych przedstawi¢ nastepu-

jaco:
+1 +1 n n
1= [ s =3 (X fey e ue (75
-1 U= =1 \j=1

Wartosci punktow catkowania Gaussa i wspotezynniki wagi sa zamieszczone
w tablicy 7.3.

Tablica 7.3. Punkty calkowania Gaussa i wagi z nimi stowarzyszone

’ n ‘ i ‘ &1 \ &2 \ w;
3 1 -0.77459666924148337704 -0.77459666924148337704 0.55555555555555555556
2 0.0 0.0 0.88888888888888888889
3 | +0.77459666924148337704 | +0.77459666924148337704 | 0.55555555555555555556
4 1 -0.86113631159495257522 -0.86113631159495257522 0.34785484513745385737
2 -0.33998104358485626480 -0.33998104358485626480 0.65214515486254614263
3 +0.33998104358485626480 +0.33998104358485626480 0.65214515486254614263
4 | 4+0.86113631159495257522 | +0.86113631159495257522 | 0.34785484513745385737
6 1 -0.93246951420315202781 -0.93246951420315202781 0.17132449237917034504
2 -0.66120938646626451366 -0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
3 -0.23861918608319690863 -0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
4 | 4+0.23861918608319690863 | +0.23861918608319690863 | 0.46791393457269104739
5 | +0.66120938646626451366 | +0.66120938646626451366 | 0.36076157304813860757
6 +0.93246951420315202781 +0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

7.6.5 Wyznaczanie calek osobliwych w obszarze

czworokata

Standardowe reguty catkowania numerycznego (patrz tablica 7.3) daja do-
ktadne rezultaty za wyjatkiem przypadkéw catkowania catek prawie osobli-
wych i osobliwych. Calki osobliwe, tak jak to bylo w poprzednich przypad-

kach, wymagaja specjalnych regut catkowania.
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Podobnie jak poprzednio, najbardziej efektywna metoda catkowania zostanie
przedstawiona w szczegotach [76]. Dla elementu kwadratowego analityczna

metoda catkowania nie jest stosowana.

Na rys.7.11 przedstawiono procedure transformacji, zaznaczajac punkt oso-
bliwy dodatkowym okregiem, gdy punkt osobliwy znajduje sie w weztach 0,
1 lub 2. Na poczatku przestrzen kartezjanska 3D jest transformowana do lo-

kalnego uktadu wspotrzednych z pomoca bazowych funkcji interpolacyjnych.

7 7 7

T = ZNi<51>€2)xi7 Y= ZNi<£1>€2)yi7 z= Z Ni(&1, &)z (7.52)
=0 =0 =0
Nastepnie standardowy element kwadratowy w uktadzie wspotrzednych lo-
kalnych &, & jest dzielony na dwa lub trzy subelementy trojkatne, w zalez-
nosci od umiejscowienia punktu osobliwego, tak jak to pokazano na rys. 7.11.

Ostatecznie, te subtrojkaty sa transformowane do kwadratu, zatem standar-

3 / / n '
2 4N 4 ¥ 1)
6 5 4 6 480 4 6 ME,
4
n| Tg T
Ny n; M n
7 2 3 & 7 3 & 7 3
T
/0 10 2 Jooon, T 27 0/ 1 2\ 3.
! N K H N / | 1
i, \‘]rTl I W, x:]rT2 I, ’:
\ N2 L4Np [, Ny} PN R PN
Y 5 4 T 18 4 0} 6
: M : L N | n | N N, | N1
0 0} 1 1 2) 2,
T2 i Tl Tl i T3 i T2 i TZ i Tl
4 2 6 4 2 6 4

Rys. 7.11. Punkt osobliwy w wezle 0 (po lewej stronie), punkt osobliwy w wezle 1

(po érodku) oraz punkt osobliwy w wezle 2 (po prawej stronie)
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dowa kwadratura Gaussa z tatwoscig moze by¢ stosowana.

Metoda regularyzacyjna polegajaca na transformacji elementu trojkatnego do
obszaru kwadratowego, wprowadzajac w ten sposob kolejny jakobian, ktory

kasuje osobliwos¢ funkcji podcatkowej.
Wezel 0

Dla trojkata Ti:

=l (L)

&=, §2 = ) . (7.53)

Dla trojkata T5:

=l = (T4 m)ne
51_ 2 ’

Regularyzujacy jakobian J,., = J.,, = J;(m,n2) zwiazany z zamiana zmien-

§2 =1 (7.54)

nych jest dany:

061 04
o on L4+m
—_| o 0 —
Jr—‘a_g 8_’57;‘— 5 (7.55)
Ot Onz
Wezet 1
Dla trojkata Ti:
1+m —1+T}1—(1+7]1)7]2 14+m
61 = - 5 62 = 9 ) JrT1 = 4 (756)
Dla trojkata T5:
14y =LA (T m)ne C14m
51 - 9 ’ 52 - 9 ) JrT2 - 4 . (757)
Dla trojkata T;:
1+ 1+
&1 = —w> §2 =, Jrg, = L3 (7.58)
2 3 2
Wezet 2
Dla trojkata Ti:
1—m —(1+
g = mmo L mn & =m. (7.59)

2 Y
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Dla trojkata Ts:

=Lt = (L +m)ne

& =—m, S = 5 (7.60)

Tak, jak to bylo w przypadku wezta 0, jakobian regularyzujacy J,.(n1,12) dla
trojkata 17 i dla trojkata Th jest taki sam i dany jest wyrazeniem:

1
J, = zm_ (7.61)

Procedura transformujaca w przypadku, kiedy punkt osobliwy jest umiesz-

czony w weztach 3, 4 lub 5, jest przedstawiona na rys. 7.12.

Rys. 7.12. Osobliwos¢ w wezle 3 (po lewej stronie), w wezle 4 (po srodku) oraz w

wezle 5 (po prawej stronie)
Wezel 3
Dla trojkata Ti:

L=+ (1+
51: n ; 771)772) 52:
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Dla trojkata Ts:
1—m—(1 1 1
¢ = m— (1+ 7]1)7727 &=+ + 771, T = +m (7.63)
2 2 2 4
Dla trojkata Tj:
1+ 1+
& = —m, §2 = —w, Jrp = n (7.64)
2 3 2
Wezet 4
Dla trojkata Ti:
1— 1 1
51 = n +§ T 771)772’ 62 = =", JT = _;Th . (765)
Dla trojkata T5:
1—m—(1 1
§&1=—m, o = o é i 771)772’ Jr = ‘;771 (7.66)
Wezel 5
Dla trojkata Ti:
1+ L= = (T +n)n _l+m
61 - 9 5 52 - 9 s JT’Tl = 1 . (767)
Dla trojkata T5:
1+ L=+ (T +m)n _1+m
51 - 9 ) 62 - 9 ) JTT2 - A . (768)
Dla trojkata Ts:
1+ 1+
51 = %7 52 ==, JTT3 = 2771 . (769)

Procedura transformujaca w przypadku, kiedy punkt osobliwy jest umiesz-

czony w weztach 6 lub 7 jest przedstawiona na rys. 7.13.
Wezel 6

Dla trojkata Ti:

—1 4+ (1 +
&= n 2< 771)772’ §o=—m.

(7.70)
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n
A £/
6 5482 4 6 5
e N7 )
2]
L g . I”z
N N, 31
7 2 3 T 3
\ " S
‘o 1 \ | o . 1 v J
) \ ‘\JrT f VT
: ‘ ' | n ‘
.JrT2 n, ‘:‘]rTl ) ' ‘QJsz E ;
\ n, n,' n, NN, n
: 2. 4 6 2 2 ¢4
N, | n, n, | Ny | n,
6! 6! 7 7
3 T, T, T T, | T,
0 2 4 0 2

Rys. 7.13. Osobliwy punkt jest w wezle 6 i w wezle 7

Dla trojkata T5:

51 =",

&2

_l-m A+ 4

> (7.71)

Regularyzujacy jakobian J,.(n1,n2), zwiazany z zamiana zmiennych jest dany

wyrazeniem:
Iy
Wezel 7
Dla trojkata Ti:
=l (L)
51 - 9 ’

Dla trojkata T5:

=l =+
gl_ 92 )

1
_tm (7.72)
2
L+m 1+m
=——50 = — (1T3)
L+m L+m
S =+ 5 Jrp, = TR (7.74)
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Dla trojkata Tj:

(1 +n0)n2
2 b

1+ m

&1 =1, §r = Jrg, = . (7.75)

Na rys. 7.14 i na rys. 7.15 zilustrowano, jak procedura podziatu i transforma-
cji koncentruje punkty catkowania Gaussa dookota wezta z osobliwoscia dla

pierwszych dwoch przypadkow. Pozostate przypadki wygladaja analogicznie.

[0 ]3]

70

03

0

Rys. 7.14. Punkty calkowania Gaussa skoncentrowane wokol wezta 0, w ktorym

o
154

1

wystepuje osobliwosé

[0 J&]

2

70

o3

Rys. 7.15.

o
O

1

Punkty catkowania Gaussa skoncentrowane wokoét wezta 1, w ktorym

wystepuje osobliwosé

2

o o

(0]

79

0 3




302 Zagadnienia potencjalne w przestrzeni tréjwymiarowej

7.7 Warunki brzegowe

Dyskretyzacja rownania catkowo-brzegowego (7.6) prowadzi do uktadu alge-

braicznych réwnan liniowych o postaci:

0P
Ad =B— 7.76
gdzie: A, B sa macierzami wspolczynnikow (patrz podrozdziat 6.3.2), a q

wektorem wyrazow wolnych zawierajacym zrodia.

Nie umniejszajac ogolnosci rozwazani, rozpatrzmy przypadek, gdy warunki
brzegowe sg zdefiniowane na calym brzegu. Wtedy liczba niewiadomych jest
redukowana z 2N do N, gdzie N jest liczba weztdéw, ewentualnie elementow,
gdy rozpatrujemy stale elementy brzegowe. Mozemy rozrézni¢ nastepujace

przypadki:
1. Warunki brzegowe Dirichleta,
2. Warunki brzegowe Neumanna,

3. Warunki brzegowe Robina,

4. Mieszane warunki brzegowe (na czesci brzegu warunki Dirichleta a na

pozostalej czesci warunki Neumanna).

Wszystkie wymienione przypadki beda opisane ponizej.

7.7.1 Warunki brzegowe Dirichleta

W przypadku warunkéw brzegowych Dirichleta caly wektor dyskretnych war-
tosci weztowych ® = ®p jest zadany, a wektor dyskretnych wartosci pochod-
nej normalnej w weztach g—‘: jest poszukiwany. Wtedy réwnanie macierzowe

(7.76), moze by¢ przedstawione w nastepujacej postaci:

od



7.7 Warunki brzegowe 303

7.7.2 Warunki brzegowe Neumanna

W tym przypadku caty wektor ‘g—‘: = (g—f)N jest znany, a wektor ® jest po-
szukiwany:
0P
Ad =B (—) +q = Cy. (7.78)
on Jy

7.7.3 Warunki brzegowe Robina

Warunki brzegowe Robina (patrz rownanie (7.2)) wyrazaja liniowa zaleznosé
miedzy wektorem ® a wektorem %—f. Posta¢ dyskretna rownania (7.2) moze

byé¢ zapisana jako:

oL

— = é . 7.79

an Mmr®P + ng ( )
gdzie: wektor ng moze by¢ zdefiniowany nastepujaco: ng = {ng,, ng,, . .. }T.

Zatem procedura jest nastepujaca: wyrazamy wektor g—f jako funkcje & i

podstawiamy do réwnania (7.76):

(A — mRB)CD = BnR +q= CR. (780)

7.7.4 Mieszane warunki brzegowe

Kiedy na pewnej czesci brzegu zadane sa warunki brzegowe Dirichleta, a
na pozostatej czesci warunki brzegowe Robina, wtedy proces przeksztatca-
nia rownan jest bardziej skomplikowany. Zatézmy, ze pierwszych m wierszy
wektora @ sg znanymi warunkami brzegowymi Dirichleta, a pozostate m—m;

sg zwigzane z warunkami brzegowymi typu Robina.

A A ¢ B,;, B 9
11 A2 D | _ 11 bi2 an n q1 . (7.81)
Agr Ay o Bai Bao mrP+ng d2
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Po przeksztatceniach ostatecznie uktad réwnan przyjmie nastepujaca postac:

(7.82)

—Bll (A12 - mR812) [ 9% ] _ [ q: — A11¢D + BlgnR
)

on
—821 (A22 — mRng) q2 — A21CDD + BQQnR

7.8 Niejednorodnosci materialowe

Zasadniczo MEB jest zaprojektowana do rozwigzywania postaci catkowej
rownan rozniczkowych czastkowych w obszarach jednorodnych (kwestia ist-
nienia rozwiazania fundamentalnego). Jednakze w praktyce bardzo czesto
musimy rozwiazywac zagadnienia w obszarach niejednorodnych, na przyktad
niejednorodnych w podobszarach (warstwach). Istnieja rozne sformutowania
tego typu zagadnien, jednak o ile zalezy nam na doktadnosci w okolicy in-
terfejsu (czyli brzegu rozgraniczajacego dwa jednorodne, ale jednak rézne

srodowiska), pozostaje nam nastepujaca metoda.

Metoda ta polega na niezaleznym rozpatrywaniu kazdego z podobszaréow,
jako osrodkéow jednorodnych, a nastepnie uzgadniamy (jak niektorzy Auto-
rzy mowig — zszywamy) rozwiazanie na granicy podobszaréw (w zargonie —
interfejsie) (patrz rownanie (7.83)), lub na interfejsach, jesli mamy do czy-
nienia z wicksza liczba podobszaréw niz dwa. Sposob ten jest stosowany z
powodzeniem zaréwno dla $rodowisk 2D, jak i 3D. WprowadZmy indeksy

gorne (1) oznaczajace i-ty podobszar.

Zatem funkcja potencjalna, jak i jej sktadowa normalna gradientu wzdtuz

granicy podobszaréw musi spetnia¢ nastepujace warunki:

i-1 i
o~ af),
(7.83)
D1 OPli—1) _ _pW P
on |, on |’

7

gdzie: indeks gorny (i — 1) oraz (i) oznacza numer podobszaru lub warstwy.
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W zagadnieniach praktycznych dyfuzyjnej tomografii optycznej bardzo czesto
mamy do czynienia z niejednorodnosciami roztozonymi warstwowo. Dobrym
przyktadem moze byé¢ gltéwka niemowlecia. Mozna w tym obszarze analizy
wyroznié¢ jednorodne materiatlowo warstwy ulokowane jedna wewnatrz dru-
giej. Czesto obiekty takie w pierwszym przyblizeniu aproksymuje sie sfe-
rami koncentrycznymi zanurzonymi jedna w drugiej, jak to przedstawiono
na rys.7.16. Uktad réwnan opisujacych strukture sktadajaca sie z n podob-

szarOw ma postac:

(1) _ !
C(I‘)(D(l)( )_I_/aG <|I‘ r ‘7("']) q)(l)(r/)dr(r/) _
on
T
osewy
= [6r -l ) - Y- Q.60 r. — vl
T s=1
(7.84)
(n—1) 8G(n_l)<|r_r/|7w) (n—1) /.t /
()" (x) +/ B ()il (1) =
on
r
(n—1) (!
— /G(n—l)(lr_r/|7w)aq> 5 <r)dF(r’),
r
M) (|y — ¢/
C(I‘)@(n)(r) +/6G (|I' r |7(JJ) (P(n)( ’)df(r’) _
on
r
(n) (!
_ /G<n>(|r—r'|,w)aq)a &) gre.
r

Jesli nasze rozwazania ograniczymy do struktur niejednorodnych warstwowo,
zawartych jedna wewnatrz drugiej (patrz rys.7.16), to linie brzegowa kazdego
z podobszaréw mozna podzieli¢ na zewnetrzna ['; i wewnetrzna ;4.

Podobnie mozna postapic¢ z wektorem potencjatu i-tego podobszaru, <I)(Fz) oraz
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Rys. 7.16. Obszar niejednorodny jako zbior okregow (lub sfer) koncentrycznych

@(FZ) Wtedy wyrazenia catkowe zostang podzielone w nastepujacy sposob:

1
o) + ar,0f)) + Gt s i+ OGE, g g _
cry + cr 8 Iy an Ty -

1)
00 a
- / s afl dr + / Go L2 “ edl — ZQS & ZQS Gy,

(7.85)

n 6G§nil) n—1 aG%‘n_l) n—1
(er, o) +er,0) +/Tlcl>(rn_l)dr +/ eyl =

n

g oY
— [ gV Lnr gp / GV g,
/ o1 9 + I'n on
I

n

oGy 0Py
cr, o + / @ dl = / Gy, — e

I'n Iy

gdzie: ®Y) = U (r € T,).
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9 (1) aG(l)

G
—-dl oraz Al = ¢, —i—Ff S2dl
2

Jezeli przyjmiemy ze Aﬁ? =cr, + [
'
w sposob analogiczny oznaczymy pozostate wspotezynniki, to uktad réwnan

(7.85) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:

r 1 1 Tr 1 .
AL AD ] 0 0 o)
1 1 1
ALY AL 0 0 o)
00 [ AR AR o | feT )
A A o || oD
i o o [Af} ][ o
(7.86)
[ Bl B o o [ s T [a®]
By B 0 |0 Joft) a,"
_ . . . . . . . + :
o o [...[B7"Y BEY[ o NG 0
0 0 |...| BV BEV| 0o Jh 0
I o |...] o o |BY || 4 0
gdzie: Jn(i)_ oznacza 22 =m R¢(i)_ . Zwykle w DTO wek-
[;=I1ul; on ;=T Ul I'=I"1ul'y

tor ngp w warunkach brzegowych Robina przyjmuje warto$¢ zerowa.

Linie poziome i pionowe oddzielaja wspotczynniki nalezace do tego samego
obszaru. Nalezy zwroci¢ uwage na ostatni podobszar, ktory posiada brzeg
sktadajacy sie z jednego okregu w przypadku przestrzeni 2D lub jednej po-
wtoki sferycznej dla przestrzeni 3D, w przeciwieristwie do innych podobsza-

row.

Podstawiajac warunki brzegowe Robina (8.12) do réwnania (7.86) reduku-

jemy liczbe niewiadomych o wartosci Jn(Fll), dlatego bo tylko na brzegu r,W
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warunki te sa natozone.

AL AG 0 o [ o |[ o ]

AY AR L]0 0 | o o)

0 0 AT AR o | e |

0 0 AGTY ALY 0 oY
0 0 0 o |AY || oW

(7.87)
(B B ...l .. 0 o ][ o) T [a®]
B.) BW .| ... 0o |0 INSS g
o o [ [BEY BETT] o S o |

o o0 |...|BYY BV o J b 0
0 o o o B || W 0|

gdzie: Bll(ll) i B;(ll) sa macierzami zmodyfikowanymi przez warunki brzegowe

Robina.

Obie strony réwnania (7.87) zawieraja niewiadome. Aby mozna byto rozwia-
za¢ taki uklad réwnan algebraicznych, musimy go przeksztalcié¢, wielkosci
znane przenosimy na prawa strone a wielkosci poszukiwane lokujemy po le-
wej stronie. Ponadto korzystamy z warunkéw na granicy srodowisk (7.83)
dla s = 1,2,...,n — 1. Rezygnujemy z indekséw gornych, jako ze, poten-
cjal ® jest ciagly na granicy srodowisk, a Jn1(~22) = _Jnl("12) itd... Dla ustalenia
uwagi zatdézmy, ze n=4. W ten spos6b, nie umniejszajac ogdlnosci rozwazan
tatwiej bedzie zrozumieé¢ proces przeksztatcania macierzy wspotczynnikow.

Ostatecznie dostaniemy uktad réwnan o postaci:

[ AY =B AY | -BY 0| o o | o ][ e )

Ay —By) A |-By 0] 0 0| o | o 0V
0 AP 4B AD[-BY o | o0 NS 0
0 AG | +BSY AR | -BS 0 | 0 o, [=| 0
0 o o AP[+BT AT |-BT || 4.7 0
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Uogolniajac rozwazania na n podobszaréw otrzymamy finalna postaé¢ uktadu
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7.9 Wybrane przyklady numeryczne

Wszystkie przyktady sa dobrane w taki sposob, aby czytelnik moglt na pod-
stawie tej lektury napisa¢ wlasny program i mogt $cisle kontrolowaé¢ wyniki
posrednie. Ponadto niektore z przyktadéw dobrane sa tak, aby udowodnié, ze
MEB moze dostarczy¢ wiarygodnych i doktadnych wynikéw w zagadnieniach

tomografii impedancyjnej czy dyfuzyjnej optyczne;j.

Dla Elektrycznej Tomografii Impedancyjnej (ETI) w jej przemystowych za-
stosowaniach musimy rozwaza¢ obszary z ostrymi brzegami i narozami. Je-
den z takich przyktadéw jest przedstawiony na rys. 7.17 i jest zwigzany z
monitorowaniem wilgotnosci w $cianach ceglanych. Zainteresowany czytelnik

szczegOly moze znalezé w pracy [14|. W przypadku Dyfuzyjnej Tomografii
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Optycznej (DOT) w wiekszosci przypadkéw mamy do czynienia z aplikacjami
medycznymi, gdzie rozwazane obszary maja raczej gtadkie powierzchnie, bez

ostrych brzegéw i narozy.

a) b)
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Rys. 7.17. a) Przyktad zastosowan praktycznych ETI b) krawedzie i wierzchotki

szeScianu z niecigglosciami pochodnej normalne;j g—i

Oto dlaczego rozwazamy blisko siebie potozone powierzchnie (cienkie war-
stwy aproksymujace obecnos¢ pltynu rdzeniowo-moézgowego w modelu nu-
merycznym gtowki niemowlecia), studiujac doktadnosci uzyskiwanych rezul-
tatow. Tam, gdzie to bylo mozliwe, wyniki poréwnywano z rozwigzaniami
analitycznymi [6] lub z innymi metodami numerycznymi, jak na przykltad
MES |7, 8]. Gléwna uwage skupiliémy na zagadnieniach 3D, ale rowniez sa
przedstawione bardziej interesujace przypadki 2D.

7.9.1 SzeScian

Rozwazmy rownanie Laplace’a w obszarze jednostkowego szescianu. Boczne
powierzchnie sze$cianu podzielono na 768 elementéow brzegowych tréjkatnych

kwadratowych o 1538 wierzchotkach (patrz rys. 7.18a)).

Aby uzyskaé rozwigzanie analityczne, przyjeto nastepujace warunki brze-

gowe: na powierzchni gérnej zadano potencjat 10V, na powierzchni dolnej 0V,
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a) b)

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 % o1 0z 03 04 05 06 07 08 09 1
Rys. 7.18. a) Dyskretyzacja szescianu, b) btad wzgledny dla g—i’ we wszystkich we-
ztach powierzchni brzegowej, ¢) analityczne i numeryczne rozwiazanie

(odpowiednio linia ciagla i markery), d) btad wzgledny dla ® wewnatrz

obszaru

a na powierzchniach bocznych ‘g—i = (. Jest to zatem pewien rodzaj fragmentu

kondensatora ptaskiego.

Rozwiazanie dla pochodnej normalnej na powierzchni brzegowej, zwykle nieco
bardziej wrazliwej na bledy numeryczne, uzyskano z btedem wzglednym nie
przekraczajacym 1.5% (patrz rys. 7.18b). Potencjal zmieniajacy sie liniowo
w tym przypadku policzony jest bardzo dokladnie, za wyjatkiem punktéw
lezacych w poblizu brzegu w odlegto$ci mniejszej od dtugosci boku elementu
brzegowego (patrz rys. 7.18c). Wyeliminowanie tego btedu, jak juz byto wspo-
minane wcze$niej, wymaga specjalnych procedur catkowania calek prawie

osobliwych.
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Warto zauwazy¢, ze obiekty o podobnych ksztattach bardzo czesto beda mu-
siaty by¢ rozwazane w przypadku tomografii przemystowej. Szescian z pozoru
wydaje si¢ by¢ obiektem trywialnym, ale brzegi czy tez ostre naroza, niestety,
powoduja ktopoty natury numerycznej z powodu braku ciaglosci pochodne;j

normalnej funkeji potencjalnej do brzegu rozwazanego obszaru (patrz rys.

7.17b)).

7.9.2 Dwie koncentryczne sfery zawarte jedna w drugiej

Dwie koncentryczne sfery moga by¢ uznane jako uproszczony numeryczny
model warstwy ptynu rdzeniowo-moézgowego gltowki niemowlecia. Dlatego
nieco uwagi poswiecimy takiej wlasnie konfiguracji powierzchni brzegowych,
pamietajac, ze warstwy cienkie sprawiaja nieco ktopotu MEB. Sprawdzimy
wplyw wymiaréw szczeliny miedzy powierzchniami na blad wzgledny roz-
wiazania, poczynajac od obiektu sferycznego o promieniu réwnym 25 mm, to
znaczy rozmiaréw typowych dla rozmiarow gtowki niemowlecia. Ten ekspe-
ryment numeryczny rozpoczniemy od réwnania Laplace’a dla réznych gesto-
sci dyskretyzacji i roznych odlegtosci miedzy sferami. Obserwowaé bedziemy
btad na powierzchni sfer, oraz btad rozwiazania wewnatrz obszaru. Nastepnie

przejdziemy do réwnania dyfuzji.

Aby tatwo uzyskaé¢ rozwigzanie analityczne na powierzchnie brzegowe na-
tozymy warunki brzegowe Dirichleta: na powierzchni zewnetrznej 10V a na

powierzcni wewnetrznej 0V.

Rozwazmy zatem nastepujace obszary:

Promienn wewnetrzny réwny 10 mm, zewnetrzny réwny 25 mm

Rozwazany obszar zostatl podzielony na 384 izoparametryczne 6-cio weztowe

elementy trojkatne o 772 weztach w calym obszarze.

Rozktad btedu wzglednego dla wartosci pochodnej normalnej funkcji poten-
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Rys. 7.19. a) Widok ogoélny rozwazanego obszaru, b) dyskretyzacja powtoki ze-

wnetrznej, ¢) rozklad bledu wzglednego dla % na powloce zewnetrznej,
d) rozktad bledu wzglednego dla ‘é—i na powloce wewnetrznej, e) roz-
wigzanie dla funkcji potencjalnej ® wewnatrz obszaru: analityczne (linia
ciagta) i numeryczne (linia z markerami), f) rozktad bledu wzglednego

dla potencjatu wewnatrz obszaru
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cjalnej na powierzchniach brzegowych przedstawiono na rys. 7.19 c¢) oraz
d). Jak wynika z rys. 7.19, kiedy zblizamy sie do powierzchni brzegowej,
rozwiazanie staje sie mniej doktadne. Jest to immanentna cecha MEB zwia-
zana z doktadnoscia catkowania catek prawie osobliwych. Aby tego zjawiska
uniknaé, konieczne jest wprowadzenie specjalnej procedury catkowania, ktora

zainteresowany czytelnik moze odnalezé w pracy [64].

Kiedy argument funkcji Greena staje sie¢ mniejszy niz najwiekszy bok ele-
mentu brzegowego, wtedy musi zosta¢ wprowadzona specjalna procedura
catkowania, gdyz calki staja sie prawie osobliwe. Takie postepowanie nieco
poprawia doktadno$é rozwigzania jednak nie rozwiazuje problemu w zupel-
nosci. Zgodnie z 28] dopiero podzial elementu brzegowego na sub-elementy

w sposob radykalny moze poprawi¢ rezultaty w tym przypadku.

Nastepnie ten sam obszar zostat podzielony dwukrotnie gesciej na 1536 izopa-
rametrycznych 6-cio weztowych trojkatnych elementéw brzegowych o liczbie
weztow rownej 3074. Jak widaé na rys. 7.20a) i b), dyskretyzacja w tym
przypadku jest czterokrotnie bardziej gesta. Uzyskane wyniki tym razem sa
znacznie bardziej dokladne (patrz rys. 7.20).

Promien wewnetrzny réwny 20 mm, zewnetrzny réwny 25 mm

Zwiekszajac stopniowo promien wewnetrzny, bedziemy zmniejszaé¢ odstep
miedzy powierzchniami, badajac wpltyw odleglosci na doktadnosé¢ wynikow.
Rozwazmy teraz obszar dla ktérego wewnetrzny promien wynosi 20 mm, a
zewnetrzny 25 mm, jak to przedstawiono na rys. 7.21 a) i b). Kazda z po-
wtok obszaru zdyskretyzownao 1536 izoparametrycznymi 6-cio weztowymi

elementami trojkatnymi co w sumie dalo 3074 weztéw w catym obszarze.

Rozwiazanie wewnatrz obszaru przedstawiono na rys. 7.21 e), a na rys. 7.21

f) rozktad btedu wzglednego. Rozktad btedu wzglednego dla wartosci ¢ oraz

g—f wystepujacych na brzegu sa przedstawione na rys. 7.21c) oraz d). Obie

te warto$ci wyznaczone zostaly z duza precyzja tak, ze maksymalny btad

wzgledny nie przekracza 0.8%.
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Rys. 7.20. a) Analizowany obszar, b) dyskretyzacja powierzchni zewnetrznej,
¢) rozktad btedu wzglednego dla funkcji % na powierzchni zewnetrznej,
d) rozktad btedu wzglednego dla funkcji % dla powierzchni wewnetrz-
nej, e) rozwiazanie analityczne (linia ciagta) i numeryczne (linia z mar-

kerami), f) rozklad btedu wzglednego dla funkcji ® wewnatrz obszaru
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Rys. 7.21. a) Widok ogolny rozpatrywanego obszaru, b) dyskretyzacja powloki

zewnetrznej, c) rozkltad bledu wzglednego dla % na powierzchni ze-
wnetrznej, d) rozklad bledu wzglednego dla % na powierzchni we-
wnetrznej, e) rozwigzanie analityczne (linia ciaggta) i numeryczne (linia
z markerami) dla potencjatu @, f) rozktad btedu wzglednego dla funkcji

potencjalnej ® wewnatrz obszaru
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Element zerowego rzedu; Promien wewnetrzny réwny 24 mm,

promient zewnetrzny réwny 25 mm

Ten przyktad jest szczegodlnie interesujacy, jako ze jesteSmy zainteresowani
doktadnodcia rozwigzania w przypadku cienkich warstw, a ten przypadek tak
wtasnie mozna sklasyfikowaé¢. Niniejsze eksperymenty numeryczne udowod-

nig nam, ze bez specjalnego podejscia trudno jest uzyska¢ doktadne wyniki

.
obliczen.
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Rys. 7.22. Dyskretyzacja po 2500 elementow: a) rozklad bledu wzglednego dla
‘fi—i na powierzchni zewnetrznej, b) na powierzchni wewnetrznej, c) roz-
wiazanie analityczne (linia ciagta) i rozwiazanie numeryczne (linia z

markerami), d) rozktad bledu wzglednego dla ® wewnatrz obszaru

W rozwazanym obszarze szczelina pomiedzy zewnetrzna a powierzchnia we-
wnetrzng wynosi zaledwie 1 mm. Obie powierzchnie zostalty zdyskretyzowane

po 2500 elementow kazda. Zastosowano w tym przypadku trojwezlowe ele-
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90
on?

jego srodku geometrycznym. W sumie na obu powlokach otrzymalismy 5000

menty trojkatne o stalej wartosci zaréwno @, jak i i ulokowano je w

niewiadomych. Wyniki obliczenn przedstawiono na rys. 7.22.

Aby dostrzec wptyw dyskretyzacji na doktadnos¢ wynikow w przypadku pta-
skiego trojkata statego, obszar zdyskretyzowano po 3456 elementéw na po-
wloce zewnetrznej i taks samg ilodcig elementéw zdyskretyzowano powtoke
wewnetrzng. W sumie otrzymano 6912 weztow w calym obszarze. Wyniki

obliczen przedstawiono na rys. 7.23.
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Rys. 7.23. Dyskretyzacja po 3456 elementow: a) rozkltad bledu wzglednego dla
‘é—i na powierzchni zewnetrznej, b) na powierzchni wewnetrznej, c) roz-
wigzanie analityczne (linia ciagla) i rozwiazanie numeryczne (linia z

markerami), d) rozktad btedu wzglednego dla ® wewnatrz obszaru

Poréwnujac rezultaty obliczen, warto podkresli¢, ze zageszczenie dyskretyza-

cji o 34% skutkuje nieznacznie tylko doktadniejszymi wynikami, tak jak to
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pokazano na rys. 7.22 oraz na rys. 7.23.

Odrebnym problemem jest wyznaczanie wielkosci wewnetrznych. Standar-
dowa technika bez stosowania wyrafinowanych podej$é, ktore sa poza zakre-
sem niniejszej ksiazki, nie daje zadowalajacych rezultatow, jak to pokazano
na rys. 7.22 oraz rys. 7.23. Szczeg6lnie duze bledy sa widoczne w poblizu
powierzchni brzegowych obszaru. Sytuacja staje sie nawet bardziej drama-
tyczna, kiedy powierzchnie sa rzeczywiscie blisko siebie potozone (gdy na

przyktad odstep miedzy nimi wynosi 1 mm).

Element drugiego rzedu; Promien wewnetrzny réwny 24 mm,

promien zewnetrzny réwny 25 mm

Aby dostrzec réznice pomiedzy dyskretyzacja elementem brzegowym zero-
wego stopnia a elementem izoparametrycznym kwadratowym, ten sam, co
poprzednio obszar zdyskretyzowano 1536 elementami tréjkatnymi szesciowe-
ztowymi. W sumie dato to 3074 wezly (patrz rys. 7.24), czyli znacznie mniej
niz w przypadku dyskretyzacji ptaskim elementem trojweztowym trojkat-

nym.

Rozktad btedu wzglednego dla wartosci brzegowych jest przedstawiony na
rys. 7.25. Analizujac wyniki dla ptaskiego elementu trojkatnego i wyniki dla
szesciowezlowego trojkata widzimy, ze w tym ostatnim przypadku pojawiaja
sie zaskakujaco duze btedy dla niektorych weztéw (patrz rys. 7.25). Na tej
podstawie mozemy stwierdzié, ze rozwiazanie dla plaskiego elementu trojkat-
nego jest bardziej stabilne. Rozwigzanie wewnatrz obszaru i blad wzgledny

tego rozwiazania przedstawiono na rys. 7.26.

Poréwnujac rys.7.23 i rys.7.26, mozemy zauwazy¢, ze rozktad potencjatu z
rys.7.26, jakkolwiek niewystarczajaco doktadny, to jednak jest znacznie do-
ktadniejszy niz ten uzyskany w wyniku dyskretyzacji ptaskim trojkatem sta-
tym. Daje to nadzieje na uzyskanie zadowalajacych rezultatéow dla odpowied-

nio gestej dyskretyzacji.
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Rys. 7.24. a) Widok ogélny rozwazanego obszaru, b) dyskretyzacja 6-cio weztowym
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Rys. 7.25. Rozktad btedu wzglednego dla %: a) powierzchni sferycznej zewnetrz-

nej, b) na powierzchni wewnetrznej
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Rys. 7.26. a) Rozwiazanie analityczne (linia ciagla) i numeryczne (linia z marke-

rami), b) rozklad btedu wzglednego dla ® wewnatrz obszaru
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Promien wewnetrzny réwny 24 mm, promien zewnetrzny réwny 25
mm w przypadku dyskretyzacji czworokatnym elementem brzego-

wym

Interesujaca wydaje sie zaleznosé doktadnosci wynikéw dla cienkich warstw
od rodzaju elementéw brzegowych uzytych do dyskretyzacji. Teraz ten sam
obszar zdyskretyzowano (kazda jego powtoke) 384 izoparametrycznymi o$mio-

weztowymi elementami czworobocznymi.

W konsekwencji daje to w calym obszarze 2308 weztow, czyli znacznie mniej
weztow niz w przypadkach poprzednich. Dyskretyzacje obszaru przedsta-

wiono na rys. 7.27.

Rozktad btedu wzglednego dla wielkosci powierzchniowych przedstawiono na
rys. 7.28. Rozwiazanie wewnatrz obszaru oraz rozklad bledu wzglednego dla

wielko$ci wewnetrznych obszaru przedstawiono na rys. 7.29.

Wryniki ciagle jeszcze sa niesatysfakcjonujace, gdyz w wiekszej czesci obszaru
wewnetrznego blad wzgledny waha sie w granicach £10%. W nastepnym
kroku obszar podzielono na 3072 elementy o$mioweztowe czworokatne, jak

przedstawiono na rys. 7.30, uzyskujac w konsekwencji az 9220 weztow.

Rozktad btedu wzglednego dla wartosci powierzchniowych jest przedstawiony
na rys. 7.31 oraz rys. 7.32. Dzieki tak gestej dyskretyzacji, btad wzgledny
zmalal ponizej +0.3%. Uzyskano zadowalajace wyniki na powierzchniach

brzegowych, jednak kosztem bardzo gestej dyskretyzacji.

Ten eksperyment numeryczny dowodzi, ze rozwiazanie jest zbiezne, ale z
punktu widzenia obliczenn numerycznych nie wydaje sie racjonalnym. We-
wnatrz obszaru rozwiazanie w dalszym ciagu wymaga specjalnych procedur,

o ktorych wspomniano juz wczesniej.
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Rys. 7.27. a) Widok ogoélny rozwazanego obszaru, b) dyskretyzacja 8-mio wezto-

wym izoparametrycznym elementem czworokatnym
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Rys. 7.28. Rozktad btedu wzglednego dla %: a) powierzchni sferycznej zewnetrz-

nej, b) na powierzchni wewnetrznej
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Rys. 7.29. a) Rozwiazanie analityczne (linia ciagla) i numeryczne (linia z marke-

rami), b) rozklad btedu wzglednego dla ® wewnatrz obszaru
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a)

Rys. 7.30. a) Widok ogoélny rozwazanego obszaru, b) dyskretyzacja 8-mio wezto-

wym izoparametrycznym elementem czworokatnym

a) b)
0.5 T T T T T T 0.5
g 04f g
i 03k i
i 02 : i
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. 7.31. Rozktad bledu wzglednego dla fli—i: a) powierzchni sferycznej zewnetrz-

nej, b) na powierzchni wewnetrznej

a) b)
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Rys. 7.32. a) Rozwiazanie analityczne (linia ciagta) i numeryczne (linia z marke-

rami), b) rozklad btedu wzglednego dla ® wewnatrz obszaru
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7.9.3 Efekt zblizenia

W zastosowaniach biomedycznych modele numeryczne gtéwki niemowlecia
zaczynaja odgrywaé coraz wicksza role. Rozwazmy réownanie dyfuzji w dzie-
dzinie czestotliwodci i zastanéwmy sie, jaki wplyw na doktadnosé obliczen

moze mie¢ ksztalt geometryczny rozwazanego obszaru.

W poprzednich paragrafach struktury cienkowarstwowe byly przedmiotem
naszych rozwazan dla réwnania Laplace’a. Teraz rozwazmy nieco bardziej
skomplikowany przypadek rownania dyfuzji w dziedzinie czestotliwosci, jako

ze wszystkie poszukiwane wielkosci beda liczbami zespolonymi.

Niektore z calek dla obszaréw cienkowarstwowych staja sie prawie osobli-
wymi. Musimy wiedzieé¢, jak wielki btad jest wprowadzany do obliczenn w
tych przypadkach. W tym celu rozwazymy obszary z 1 mm, 2 mm oraz 3
mm odstepem miedzy powierzchniami ograniczajacymi obszar jednorodny,
dla ktorego znamy rozwiazanie analityczne [6,9]. Dyskretyzacja we wszyst-
kich trzech przypadkach pozostanie ta sama. Poréwnanie wynikéw obliczen

przedstawiono na rys. 7.33 oraz rys. 7.34.

3] R |
At RS FEIRT
s \/\Blad amplitudy /v % Lk
i 2 B LS 3
‘N
{ 2]
)

"

‘Blad amplitudy’ \r B
v st b T A
WAk g kit Yy oyt Ty

It " / Blad kata przesuniecia fazowego H ! o
-20) B v ol P 9 o O/ Blad kata przesuniecia fazowego
y

H ! B
60 120 180 240 300 360 O 60 120 180 240 300 360 O 60 120 180 240 300 360

-300

Rys. 7.33. Rozwigzanie dla struktur cienkowarstwowych wzdtuz obwodu kota w
stopniach: od lewej szczelina 1 mm, po srodku 2 mm i po prawej stronie

3 mm

Konkludujac przeprowadzony eksperyment numeryczny, mozna stwierdzi¢,
ze amplituda jest znacznie bardziej wrazliwa na odlegto$¢ powierzchni brze-

gowych niz kat przesuniecia fazowego. Im mniejsza szczelina, tym wiekszy
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btad wzgledny.

0 60 120 180 240 300 360

Rys. 7.34. Rozklad amplitudy wzdtuz obwodu kota w stopniach dla szczeliny 1 mm

W rozwigzaniach widaé oscylacje wokot rozwiazania doktadnego. Blad osigga
wtedy warto$é nawet 40% dla szczeliny 1 mm aby zmale¢ do okoto 4% dla

szczeliny 3 mm (patrz rys. 7.33).

7.9.4 Wyniki obliczen dla niejednorodnych

podobszaréw w przestrzeni 2D

MERB jest generalnie metoda przeznaczong do obliczert w srodowiskach jedno-
rodnych w przeciwienistwie do MES, ktéra z natury rzeczy przewidziana jest
do analizy obszaréw niejednorodnych. Niewatpliwie jest to duze ograniczenie
dla tej metody. Ale dos¢ tatwo mozna to ograniczenie zlagodzi¢, wprowa-
dzajac pewne modyfikacje, ktére pozwola nam na rozwiazywanie obszaréow z
niejednorodnoscia wystepujaca w podobszarach. Podstawy analizy obszarow

warstwowo niejednorodnych byly przedstawione w podrozdziale 7.8.

Dla wickszosci przypadkow spotykanych w praktyce podejscie warstwowo
niejednorodne moze byé¢ wystarczajace. W rozdziale tym zajmiemy sie tym
problemem, formutujac réwnania bazowe dla srodowisk warstwowo niejed-
norodnych, a nastepnie, krok po kroku rozwiazujac przyktady, najpierw dla

przestrzeni 2D, a nastepnie dla przestrzeni 3D na przyktadzie modelu nume-
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rycznego glowki niemowlecia.

Przyklad 14

Rozpatrzmy obszar kwadratowy tak, jak to miato miejsce w rozdziale 10, z ta
jednak réznica, ze we wnetrzu zostanie umieszczony podobszar kwadratowy,

ktory moze mie¢ inny wspotczynnik materiatowy.

Chwilowo wspoétczynnik materiatowy podobszaru wewnetrznego jest taki sam,
tworzac obszar jednorodny po to, aby tatwo mozna byto ustali¢ rozwigzanie
doktadne, a wiec i blad obliczen w tym obszarze. Obszar przedstawiono na
rys. 7.35.

1
O o O
8
® ® ®
1
20 @2 a®5 or
3
® ® ®
6
O o O
3

Rys. 7.35. Obszar kwadratowy z niejednorodnoscia materialows: numeracja ele-

mentéw w podobszarach

Nalezy zwroci¢é uwage na kierunek numeracji elementéw na brzegu wewnetrz-
nym (interfejsie). Jest on przeciwny do kierunku numeracji na brzegu ze-

wnetrznym dlatego, aby kierunek pochodnej normalnej byt zachowany na
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zewnatrz obszaru. Jest to wazne, gdyz kierunek normalny zewnetrzny ob-
liczamy w tej implementacji numerycznej na podstawie poltozenia wezlow

geometrycznych elementu.

Na tym samym interfejsie numeracja elementéow dla podobszaru drugiego
jest zgodna z numeracja elementéw dla podobszaru pierwszego na brzegu
zewnetrznym, rowniez dlatego, aby kierunek pochodnej normalnej byt na

zewnatrz obszaru.

Obszar zostal podzielony na minimalna liczbe elementéw brzegowych, tak
aby czytelnik mogt w tatwy sposéb skontrolowaé poprawnosé swoich wtla-

snych obliczen. Zatem kazdy bok zawiera tylko jeden element brzegowy.

Pozornie wydawaé¢ by sie mogto ze mamy 8 x 2 = 16 niewiadomych w pod-
obszarze pierwszym oraz 4 x 2 = 8 niewiadomych w podobszarze drugim.
Warunki (7.83) na interfejsie redukuja liczbe niewiadomych do 8 x 2 = 16, a
ta z kolei jest zmniejszona poprzez warunki brzegowe, tak ze na brzegu dla

czterech elementéw mamy jedynie cztery niewiadome.

(1)
Zatem, ostatecznie dla tego przyktadu mamy 12 niewiadomych: 8?; , bo na
tym elemencie zalozono warunek Dirichleta 61351) = 10V, druga niewiadoma

to potencjal CDS) na elemencie drugim (gdyz zadany jest zerowy warunek

T oo . 1
Neumanna), trzecia niewiadoma to —2— bo mamy warunek Dirichleta <I>§3 ) =

on
—10V.

Czwarta i ostatnia niewiadoma zewnetrznego brzegu obszaru to Q)S), gdyz na
tym elemencie zalozono jednorodny warunek Neumanna. Na interfejsie zto-
zonym z czterech elementéw mamy po dwie niewiadome w wezle sSrodkowym

elementu, co w sumie daje nam 12 niewiadomych.

Uktad réwnan catkowych opisujacych strukture sktadajaca sie z 2 podobsza-

row (patrz rys. 7.35), ma postac:
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W (lp — ¢
Ao + / oG <|g r|’w)<1>(1)(r’)df‘(r’):
n

FZ@U}TLJ’_FU}@UW’L

(1) (4!
_ /G<”<|r—r'|,w>a¢—(”dr<r'>7

on
Iewn+Twewn
(7.88)
9 (Jr — v
O (D(r) + / (|gn r|’w>®(2)(r’)df(r’) _
FU)CUJTL
o 0P (r ,
= / G(Q)(|r—r\,w)%dl“(r).
F'LUE'LU'VL

Jesli dla podobszaru pierwszego w celu uproszczenia zapisu oznaczymy I',cpn =
1Y) a Tyewn = 2™ a dla podobszaru drugiego lezacego wewnatrz analizo-
wanego obszaru I'yew, = I'? | wtedy uktad réwnaii (7.88) mozna przedstawié

w postaci macierzowe;j:

AY AR o T[e] [BY BE| o ][4
1 1 1 1 1 1
AY AR o [[el|=] BY BRI o |[4i]. (7.89)
0 0 |[A® ||of 0 0 |B® |4,

Dla uproszczenia zapisu pochodnych normalnych w wezle i-tym wykorzy-

1
(1) 00"
on

. . 1
stajmy oznaczenia J,(%)
I

I

.. . . . . 1) 2) o)
Podstawiajac warunki brzegowe na interfejsie ¢(F2 = ¢(F2 oraz D(l)W o =

— D(Q)a‘g—f) do rownania (7.89), redukujemy w ten sposob liczbe niewia-

N
domych, otrzifmujqcz
1 1 1 1 1 1
AY AR 0] ol By By [0] [
1 1 1 1 1 1
AY AL o | (ol =] BY BY o] [J]. (7.90)
0 A<2>\0 0 0 —B@)\o 0

Zatozmy, ze na brzegu zewnetrznym [, natozone sg mieszane warunki brze-
gowe. Zatem wektory CD(Fll) i Jn(rll) mozna podzieli¢ na dwa subwektory wielko-

Sci znanych (warunki brzegowe) CDE)D — warunki Dirichleta, Jn(rll)N — warunki
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o , . i . - ) .1
Neumanna i wielkosci poszukiwanych, a mianowicie na: , oraz J M) ol

nF1D FIN'
[ A1) A 1 T M () (1 1 .
Agl)DD :Agl)DN A§2)D 0 ¢1(“11)D Bgl)DD :Bg.l)DN BEQ)D 0 Jn§“11)D
1) Al 1 1 1) R 1 1
1) aQ 1 ON ) -1 1 )
Aél)D : Aél)N AéQ) 0 r, Bél)D : Bgl)N ng 0 Jnr,
00 (A® oL O 0:0 |-B®o]L O
(7.91)

Obie strony réwnania macierzowego zawieraja wielko$ci znane i wielkosci
niewiadome. Aby mozna bylo rozwigza¢ taki uktad rownan algebraicznych,
musimy go przeksztalci¢, wielkosci poszukiwane przenosimy na lewa strone,
uzupetniajac wolng kolumne, a wielkos$ci znane na strone prawsg, tworzac w
ten sposob wektor prawych stron uktadu réwnan algebraicznych. Ostatecznie

dostaniemy uktad réwnan o postaci:

[ A() A1 1 1) ] r D (1 .
Agl)DD:Agl)DN Agz)D —Bgz)D Jn(rll)D —A§1>DD:B§1)DN 00 (D(Fll)D
) A 1 1 1 DTN 1
AR LA | Al | —BE, ¢(p(l)])v | =AY oo ||
1) a1 1 1 DN N -1
Aél)D:Aél)N Agz) _Béz) 7(])?12) _A(21)D3B§1)N 0j0 |l O
0 :0 |A® | 4B® [[Ia] | 0 0 |ojoL©
(7.92)

Aby utatwi¢ konstruowanie witasnego programu elementéw brzegowych do
rozwigzywania zagadnienn brzegowych, ponizej zamieszczono wartosci licz-
bowe odpowiednich macierzy wspotczynnikow w tablicach ilustrujacych ko-
lejne etapy przeksztatcania macierzy wspotezynnikéw do ostatecznego uktadu

roéwnan.

Wyniki obliczen dla dwoch rodzajow dyskretyzacji przedstawiono na rys. 7.36
inarys. 7.37.

Pomoca moga by¢ listingi programéw napisanych w MATLAB-ie stanowiace

kompletny program do rozwigzania zadania z przyktadu 14.
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Tablica 7.4. Macierz A przed przeksztalceniem (por. wzor (7.89))

0.50001-0.1762-0.14761-0.1762/0.0738]0.1024|0.0738-0.2500
-0.17620.50001+0.1762+-0.1476{0.1024|0.0738-0.2500/0.0738
-0.1476-0.17620.5000+0.1762/0.07381-0.2500,0.0738|0.1024
-0.1762-0.1476+-0.1762/0.5000+0.25000.0738|0.1024|0.0738
-0.2302-0.1872-0.2302+-0.3524{0.5000{0.1762{0.1476|0.1762
-0.1872-0.2302-0.3524+-0.2302/0.1762|0.5000(0.1762|0.1476
-0.2302+-0.3524-0.2302+-0.18720.1476|0.1762{0.5000|0.1762
-0.3524-0.2302-0.1872-0.23020.1762|0.1476|0.1762|0.5000( 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ]/0.50001+0.1762+-0.1476-0.1762
0 0 |F0.17620.5000+0.1762-0.1476
0 0 |0.1476+-0.1762/0.5000-0.1762
0 0 [-0.1762-0.14761-0.1762/0.5000

o|lo|o|lo|o|o|O
o|lo|o|lo|o|o|O
o|lo|o|o|o|o|O
(el Hen)l Revll Nenll Hen}l Henll N en)

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Tablica 7.5. Macierz B przed przeksztalceniem (por. wzor (7.89))

0.2695(0.05330.0062/0.05330.04780.02150.04780.0998
0.0533{0.2695|0.0533 +0.00620.02150.04780.09980.0478
-0.00620.0533(0.2695|0.0533|0.04780.09980.04780.0215
0.05331-0.0062/0.0533|0.26950.09980.04780.02150.0478
0.0796{0.0353|0.0796|0.1636 0.18990.08180.05210.0818
0.0353]0.0796|0.1636|0.079610.08180.18990.0818/0.0521
0.0796{0.1636|0.0796|0.03530.0521/0.08180.18990.0818
0.1636(0.0796|0.0353|0.0796 0.08180.0521/0.08180.1899| 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 |0.18990.08180.05210.0818
0 0 |0.08180.18990.08180.0521
0 0 0.0521/0.08180.18990.0818
0 0 |0.08180.05210.08180.1899

(el Ben )l Hev )l HNenll Nenll Han ) N en)
[} Nl Nl Henll Nenll Han ) N en)
[} Bl Nl Heoll Nenll Nan ) N en)
[} Bl Nl Nl Nenll Nan ) N en)

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Tablica 7.6. Macierz A po przeksztalceniach (por. wzor (7.92))

-0.2695-0.17620.0062+0.17620.0738|0.1024|0.0738-0.2500/-0.0998-0.0478-0.0215-0.0478
-0.05330.500010.0533+0.1476/0.1024|0.0738-0.2500/0.0738 |-0.0478-0.0998-0.0478-0.0215
0.0062}-0.1762-0.2695-0.1762/0.0738}-0.2500,0.0738|0.1024 |-0.0215-0.0478-0.0998-0.0478
-0.0533-0.1476+-0.0533{0.5000+0.25000.0738|0.1024|0.0738|-0.0478-0.0215-0.0478-0.0998
-0.0796-0.1872-0.079610.3524{0.5000(0.1762|0.1476|0.1762|-0.0818-0.0521-0.0818-0.1899
-0.0353-0.2302-0.16361-0.2302/0.1762{0.5000|0.1762|0.1476|-0.0521-0.0818-0.1899-0.0818
-0.0796-0.3524+-0.07961-0.1872/0.1476|0.1762|0.5000|0.1762 |-0.0818-0.1899-0.0818-0.0521
-0.1636-0.2302-0.03531-0.2302/0.1762{0.1476|0.1762|0.5000|-0.1899-0.0818-0.0521-0.0818

0 0 0 0 }0.1762-0.147610.17620.5000(/0.1899|0.0818|0.0521|0.0818

0 0 0 0 1+0.1476-0.1762/0.5000+0.1762(0.0818|0.1899(0.0818]0.0521
0 0 0 0 +0.17620.500010.1762-0.1476/0.0521|0.0818|0.1899{0.0818
0 0 0 0 ]0.5000+0.1762-0.1476-0.17620.0818|0.0521|0.0818{0.1899
Tablica 7.7. Transponowany wektor rozwigzan
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
LR [of | s [of [ofd, [ e, [oF) [ew, [ 4 [ [ A [ 40 |

23.76010.0000-23.76010.000000.0000}-4.70110.00004.7011]-22.0878-0.000022.0878-0.0000]

Tablica 7.8. Transponowany wektor prawych stron rhs po przeksztatceniach

116.47580.00006.47580.00000.0000-1.65240.0000[1.6524]0.00000.00000.000000.0000]

Tablica 7.9. Blad wzgledny § transponowanego wektora rozwiazan w [%]

L) e (0 o5 oo ot o2 o o )
| 18.80] 0.00 [18.80] 0.00 | 0.00 [ -5.98 | 0.00 [ -5.98 [ 10.44] 0.00 [10.44] 0.00 |

=9




332 Zagadnienia potencjalne w przestrzeni tréjwymiarowej

R

po

g e’
‘:“?:“e

potencjal
potencijal

| SRS

fetietiet s ntsignt

SIS ARSI
SSRGS

“::“3\"\ SRS
SRR

RS

potencjal
blad [%)]

Rys. 7.36. Rozwiazanie, dyskretyzacja jak na rys. 7.35: a) dla podobszaru pierw-
szego — zewnetrznego, b) dla podobszaru drugiego — wewnetrznego,
c) rozwiazanie dla calego obszaru z dyskretyzacja jak na rys. 7.35,

d) rozktad bledu dla funkcji potencjalnej ® w obszarze podzielonym
na dwa podobszary
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Rys. 7.37. Dyskretyzacja gesta — rozwiazanie: a) dla podobszaru pierwszego —
zewnetrznego, b) dla podobszaru drugiego — wewnetrznego, ¢) dyskre-
tyzacja gesta — rozwiazanie dla calego obszaru, d) rozktad bledu dla

funkcji potencjalnej ® w obszarze podzielonym na dwa podobszary
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Listing 7.1. Zagadnienie Dirichleta

% /)

% *Zagadnienie Dirichleta dla obszaru zlozonego z dwoch podobszarowx

% /)

% /)
global n_elements n_nodes n_elements x n_elements_y x_extr_ 1 y extr 1 x_extr_ 2 y_ extr_ 2;
global dimension n_region delta no_int_ points;

global nbci_u nbci_nj

global n_n n_e dimA;

global inter_nod_1 inter_nod_2;
global istori_1 istori_2;
global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

n elements x=1;
n elements y=n elements x;

n_elements=2+4*n_elements x;
n_nodes = 2x*n_elements;

n_e=[n_elements ,n_elements /2];
n_n=[n_nodes,n_nodes/2];

dimension = 3;

% //wspolczynniki materialowe :
mat_1=1.;
mat_2=1.;

% //wymiary tablicy A oraz tablicy B dla obszaru zlozonego z dwoch
% podobszarow

n_region=2;

dimA = n_e(1)4+n_e(2);

dimB_row = dimA;

i_kern=3;

delta=0.125/2;
no_int_points=(l.—delta)/delta;

% //wspolrzedne = oraz y wezlow naroznych obszaru
x_extr 1 = [1.0,0.0,0.0,1.0];
y_extr 1 = [1.0,1.0,0.0,0.0];

x_extr_2 [0.75,0.25,0.25,0.75];
y_extr_2 = [0.75,0.75,0.25,0.25];

x_extr_1 = x_extr_1x1.;
y_extr 1 =y extr_ 1x1.;

x_extr_ 2 = x_extr_2=x1.;
y_extr_2 =y extr_2=x1.;

% /,
%
% //dane dla interfejsu
nbci_n=2xn_elements_x+42%n_elements y;

nbci_u=nbci_n=*2;

% //numery wezlow na interfejsie dla I1—szego i 2—giego podobszaru

istori_1 = [n_elements/24+1:n_elements];
istori_2 = [ n_elements/2: —1:1];
dim = n_nodes;
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% //liczba warunkow Dirichleta i Neumanna
nbcu=2*n_elements_x;
nbcn=2*n_elements_y;

X

% //Macierz A oraz B dla calego obszaru
for irow=1:dimA
for icol=1:dimA
A(irow, icol)=0.;
B(irow, icol)=0.;

end

% /-

for i_region=1:n_region
for ix=1:n_e(i_region)

for iy=1:n_e(i_region)
a(ix,iy) =0.;
b(ix,iy)=0.;
end
end
%
[x, y] = xyData(i_region);
disp (’ %% hhhhhhhhhh ) ;
i_region
[node]=nodData(i_region);
[zz] = domain_plot(i_region, x, y, node);
%

% //************************************************************
for nodep=1:n_e(i_region)

% //define the coordinates of the load point "nodep"
nod=node (nodep ,2);
xp x(nod);
yp = y(nod);

% //
% /)

for ielemqg=1:n_e(i_region)

% /,

ic=1;
nodeq=node (ielemq ,2);

xq = x(nodeq);
yq = y(nodeq);
nodeq=ielemgq;

% //mieosobliwe calkowania;
[a_aux] = nonsin(ic, ielemq, i_region, x, y, xp, yp, node);

a(nodep ,nodeq) = a(nodep,nodeq) + a_aux(ic);
b(nodep ,nodeq) = b(nodep,nodeq) + a_aux(ic+1);

% //osobliwe calkowanie;
if nodep==nodeq
|diag]=kerndiag (nodep, x, y, xp, yp, node);
b(nodep ,nodep)=diag;
end
end

% /,
% /) / / 4

%
% //glowna przekatna

XX XX
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139 a(nodep ,nodep)=0.;
140 for nodeq=1:n_e(i_region)
141 if (nodep™=nodeq)
142 a(nodep ,nodep)=a(nodep ,nodep)—a(nodep,nodeq);
143 end
144 end
145
146 |end % //koniec petli modep;
147
148 | % //formowanie macierzy dla calego obszaru;
149 for irow=1:n_e(i_region)
150 ii=(i_region —1)*n_e(1l)+irow;
151 for icol=1:n_e(i_region)
152 jj=(i_region —1)*n_e(1l)+icol;
153 A(ii,jj)=a(irow, icol);
154 B(ii,jj)=b(irow, icol);
155 end
156 end
157 | disp(’macierz przed przekszt’);
158 | A
159 | B
160 end % //koniec petli i_region;
161 | disp(’koniec’);
162
163 [A, B]=interface( A, B, node);
164
165 | % //wektor prawych stron rhs
166 for ix=1:dimA
167 rhs (ix)=0.;
168 end
169 | %
170
171 i_region=1;
172 [istoru, presu, istorn, dfidn|= boun_data(i_region);
173
174 | % //warunki brzegowe
175
176 for nodep=1:n_e(i_region)
177 [A, B, rhs]= boun_cond(i_region, nodep, A, B, rhs, nbcu, istoru, presu);
178 end
179
180 | % //rozwiazanie
181 | %
182 | x_sol=A\rhs’
183 %
184 | % /)
Listing 7.2. Generacja sieci elementéw brzegowych
1| %
2 | function|[x, y] = xyData(i_region)
3
4 global n_elements n_nodes n_elements x n_elements_y x_extr_ 1 y extr 1 x_extr_ 2 y_ extr_2;
5 global dimension n_region;
6 global n_n n_e;
7
8 | disp( ’x and y coordinates of the nodes’);
9
10 n_nodes x=n_elements x*2;
11 n_nodes y=n_elements y*2;
12
13 if i_region==1
14 delta_x=(x_extr_1(1)—x_extr_1(2))/n_elements_x/2;
15 delta_y=(y_extr_1(2)—y_extr_1(3))/n_elements_y /2;
16
17 for i=1:n_nodes_ x
18 x(i)=x_extr_ 1(1)—delta xx(i—1);
19 y(i)=y_extr_1(1);
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X X

end

%
if

end

end

for i=1:n_nodes_y
x(i+n_nodes_ x)=x_ extr 1(2);
y(i+n_nodes_x)=y extr_ 1(2)—delta_yx*(i—1);

end

for i=1:n_nodes_x

x(i4n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_1(3)+delta_x=x(i—1);

y(i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_1(3);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i4+n_nodes_x+4n_nodes y+n_ nodes x)=x_extr_ 1(4);
y(i+n_nodes_x4n_nodes y+n_ nodes_x)=y extr_ 1(4)+delta_yx*(i—1);

end

%brzeg wewnetrzny obszaru pierwszego

delta_x=(x_extr_2(1)—x_extr_2(2))/n_elements_x/2;
delta y=(y_extr 2(2)—y_extr 2(3))/n_elements y/2;

for i=1:n_nodes_x
x(i4n_n(2))=x_extr_2(1)—delta_xx*(i—1);
y(i4+n_n(2))=y_extr_2(1);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i4+n_nodes_x+4n_n(2))=x_extr_2(2);
y(i+n_nodes_x+4n n(2))=y_ extr 2(2)—delta yx*(i—1);

end

for i=1:n_nodes_x
x(i+n_nodes_x+n_nodes y+4n n(2))=x_extr_ 2(3)+delta_ xx*(i—1);
y(i+n_nodes_x+n_nodes_y+4n_n(2))=y_extr_2(3);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i+n_nodes_x+n_nodes_y+4n_nodes_x+n_n(2))=x_extr_2(4);
y(i+n_nodes x+4n_ nodes y+n_ nodes x+n n(2))=y_ extr 2(4)+delta_yx*(i—1);

end
x
Y
% end of region 1

brzeg wewnetrzny
i_region==

delta x=(x_extr_ 2(1)—x_extr_2(2))/n_elements x/2;
delta y=(y_extr_ 2(2)—y_extr 2(3))/n_elements y/2;

for i=1:n_nodes_x
x(i)=x_extr_2(1)—delta_xx*(i—1);
y(i)=y_extr_2(1);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i+n_nodes_x)=x_extr_2(2);
y(i+n_nodes_x)=y_extr_2(2)—delta_y=x(i—1);

end

for i=1:n_nodes_x
x(i+n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_2(3)+delta_xx*(i—1);
y(i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_2(3);

end

for i=1:n_nodes_y
x(i+n_nodes_x+n_nodes y+n_ nodes_ x)=x_extr 2(4);
y(i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_ nodes x)=y extr 2(4)+delta_y=*(i—1);

end

%/
%)

function [node]=nodData(i_region)

global
global
global
global
global

n_elements n_nodes n_elements_ x n_elements_y x_extr_1 y_ extr_1 x_extr_ 2 y_ extr_2;
dimension n_region;

nbci_u nbci_nj;

X y;

n_n n_e dimA;
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global inter_nod_1 inter_nod_2;

global istori_ 1 istori_2;

global dimB_row;

global mat_ 1 mat_2;

if i_region==1

for ix=1:n_e(i_region)/2
node (ix ,1) = 2xix —1;
node (ix ,2) = node(ix,1) + 1;
node (ix ,3) = node(ix,1) + 2;

if node(ix,3) == n_n(n_region)+1
node (ix ,3) = node(1,1);
end
end

%brzeg wewnetrzny obszaru pierwszego

ii =0;

for ix=n_e(i_region)/2+1:1:n_e(i_region)
fi=ii41;
node (ix ,1) = 2%n_e(i_region)+1 — 2x(ii —1);
node (ix ,2) = node(ix,1) — 1;
node (ix ,3) = node(ix,2) — 1;

end

node(n_e(i_region)/2+1,1) = node(n_e(i_region),3);

end

if i_region==
for ix=1:n_e(i_region)
node (ix ,1) = 2xix —1;
node (ix ,2) = node(ix,1) + 1;
node (ix ,3) = node(ix,1) + 2;

if node(ix,3) == n_n(n_region)+1
node (ix ,3) = node(1,1);
end
end
end
%/
Listing 7.3. Wizualizacja brzegu i interfejsu badanego obszaru

%)
function|[zz]| = domain_plot(i_region, x, y, node)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_ extr_1 x_extr_2 y_ extr_2;

global dimension n_region;

global n_n n_e;

zz=i_region;
figure (1)

for i=1: n_e(i_region)

il=node(i,1l); i2=node(i,2); i3=node(i,3);
ex=[x(il) x(i3)];

ey=[y(il) y(i3)];

if i _region==1 plot(ex, ey,
end

if i_region==2 plot(ex, ey,
end

hold on;

’ko-’,’MarkerSize’ ,10/2zz,

bs-’,’MarkerSize’ ,10/zz,

’MarkerFaceColor’,’y’);

’MarkerFaceColor’,’r’);

if i _region==1 plot(x(i2),y(i2),’ko’,’MarkerSize’,10/2z2);

end
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if i_region==2 plot(x(i2),y(i2),’bs’,’MarkerSize’,10/2z);
end
end

xm=max(x)/30.;
ym=max(y)/30.;

for i=1:n_n(i_region)
str=int2str (i);
if i region==1 text(x(i)+xm,y(i)+ym=*(—1)"(i_region+1),str);
end
if i _region==2 text(x(i)—2+xm,y(i)+ym*(—1)"(i_region+1),str,’BackgroundColor’ ,...
[.7 .9 .7],’FontSize’ ,8);
end
end

if zz==1
XMIN=min(x) —0.1;
XMAX=max(x)+0.1;
YMIN=min(y) —0.1;
YMAX=max(y)+0.1;

axis ([XMIN XMAX YMIN YMAX] )
end
axis square;
axis off;

%,

Listing 7.4. warunki brzegowe i warunki na interfejsie

%/
function [A,B]=interface( A, B, node)

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2;
global dimension n_region;
global nbci_u nbci_nj;

global n_n n_e dimA;

global inter_nod_1 inter_nod_2;
global istori_1 istori_2;
global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

% // interface mnodes are in local numbering system
% inter_dfidn_1=[ 1, 2, 3];
% inter _dfidn_2=[ 3, 2, 1];

Z%interface potentials
for intf=1:nbci_n

i_col 1=istori_1(intf);
i_col_ 2=istori_2(intf)4n_e(1);

for ix=1:dimA
A(ix ,i_col_1)=A(ix,i_col_ 1)+A(ix,i_col_2);
A(ix ,i_col_2)=0.;
% interface dfidn transfering to the left hand side
A(ix ,i_col_2)=B(ix,i_col_2)*(mat_1/mat_2)—B(ix,i_col_1);
B(ix,i_col _1)=0.;
B(ix,i_col_2)=
end

end

%,
%,

function[istoru, presu, istorn, dfidn]= boun_data(i_region)

global n_elements n_nodes n_elements x n_elements_y x_extr_ 1 y extr 1 x_extr_ 2 y_ extr_2;
global dimension n_region;
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global nbci_u nbci_n;

global dimAj;

global inter _nod_1 inter_ nod_2;
global istori_1 istori_2;
global dimB_row;

global mat_1 mat_2;

%//warunki Dirichleta ;
for i=1:n_elements_x
istoru(i)=1i;
istoru (i4n_elements x)=i4n_elements_ x+4n_elements_y;

end
for i=1:n_elements_x

presu(i)=10.;

presu (i+n_elements x)=—10.;
end

%/ /warunki Neumanna;

for i=1:n_elements_y
istorn (i)=i+4n_elements_x;
istorn(i+n_elements_x):i+2*n_elements_x+n_elements_y;

end
for i=1:n_elements_y
dfidn (i)=0.;
dfidn (i+n_elements_y)=0.;
end
%/
%/
function[A, B, rhs]= boun_cond(i_region, nodep, A, B, rhs, nbcu, istoru,

global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_ 1 y extr 1 x_extr_2 y_ extr_2;

global dimension n_region;
global nbci_u nbci_nj

global n_n n_e dimA;
nodep=(i_region —1)*n_e(1l)+nodep;
%// prawa stromna
for ibc=1:nbcu
ielem = istoru(ibc);

nodel = ielem+(i_region —1)*n_e(1);

rhs (nodep) = rhs(nodep)—A(nodep,nodel)*presu(ibc);

% // now make the relevant b — cooeficient
A(nodep,nodel) = — B(nodep,nodel);
end

%,

presu)
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Przyktad 15

Rozwazmy przyktad 2D warstwowo niejednorodny kotowy o wspoétczynnikach
materialowych jak przedstawiono na rys. 7.38. Przyktad ten ma pokazaé, ze
BEM jest w stanie poradzi¢ sobie z niejednorodnosciami w bardziej skompli-

kowanych ksztattach niz to byto przedstawione do tej pory.

Z drugiej strony pokazuje, jak wtracenia wewnetrzne wpltywaja na wielkosci
mierzone na dostepnym brzegu calego obszaru. Z takimi sytuacjami mamy
do czynienia w tomografii dyfuzyjnej. Jak wida¢, stosunkowo duzy obiekt
usytuowany we wnetrzu obszaru powoduje jedynie niewielkie zaburzenie am-
plitudy i fazy na brzegu obszaru (patrz rys. 7.39). Oczywiscie zaburzenie to
bedzie zalezato od potozenia 7rodta §wiatta wzgledem obiektu wewnetrznego.
Jesli kat miedzy obiektem a Zrodlem $wiatta bedzie zero, woéwczas zaburzenie

bedzie najwieksze. Wraz ze wzrostem kata bedzie malato.

Wyniki MEB byty poréwnane z wynikami MES dostarczonymi przez Martina
Schweigera z University College London, podstawy MES w DTO mozna zna-
lez¢ w pracy [62]. Jak widaé¢ na rys. 7.39, wyniki MEB zgadzaja sie bardzo
dobrze z wynikami MES.

punktowe grodl
-10y swiatld 1

-15+

-20}

) . . . . . .
—%5 -20-15-10 -5 0 5 10 15 20 25

Rys. 7.38. Obszar niejednorodny poddany analizie
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Obliczenia byty przeprowadzone dla roznego zestawu wspotczynnikow p, i ps,
ale rezultaty obliczen nie byly zbyt wrazliwe na zmiane parametréw materia-
towych. Wyniki obliczent znacznie bardziej byty wrazliwe na zmiane geometrii

obszaru niz na zmiane jego parametréw materiatowych.

70

— MES-obiekt
~ MES-no obiekt
10 % : - -- MEB-obiekt i 60F

i ]
-2 /

501
40
301

201

107%L - . 4 10t —— MES-obiekt\ -1
: MES-no obiekt
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ - MEB-obiekt
0 60 120 180 240 300 360 0 60 120 180 240 300 360

Rys. 7.39. Rozktad amplitudy i kata przesuniecia fazowego — linia przerywana dla

obszaru jednorodnego; linia ciagta dla obszaru niejednorodnego

Na podstawie tego przykitadu mozna stwierdzi¢, ze lokalizacja obiektu we-
wnetrznego i okreslenie jego rozmiaréw w tomografii bardzo korzystnie jest
poszukiwaé¢ z pomoca MEB, gdyz nie ma sieci elementéw powierzchniowych
w 2D lub objetosciowych w 3D, ktore w trakcie przemieszczania obiektu we-
wnetrznego moga ulegaé¢ znacznym odksztalceniom, zmuszajac do regeneracji
sieci. Taki zabieg jest kosztowny obliczeniowo i dodatkowo wprowadza btad
dyskretyzacji, ktory moze by¢ przyczyna mniejszej precyzji identyfikacji niz
mialoby to miejsce w przypadku MEB.
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Rozdzial 8

Zagadnienie transportu Swiatla
aproksymowane réwnaniem

dyfuzji

W ostatnich latach Dyfuzyjna Tomografia Optyczna (DTO) jawi sie jako nie-
zwykle atrakcyjne pole do badan naukowych dzieki postepom w wielopunkto-
wej technice pomiarowej, a takze postepach w dziedzinie teorii rozwiazywania
zadan odwrotnych. Mozna tu wymienié¢ prace [6,9,18,34,36,53,66,69,71,77].

Nieustajacym zainteresowaniem ciesza sie efektywne i doktadne metody wy-
znaczania poszukiwanych wielkosci, jako ze stanowiag one trzon tzw. zadan
prostych (z ang. Forward Problem). Istniejace metody mozna podzieli¢ na
deterministyczne, bazujace na rozwigzaniu réwnan roézniczkowych czastko-
wych, lub metody stochastyczne symulujace zderzenia pojedynczego fotonu

a mianowicie zjawisko rozpraszania i pochlaniania.

Metody deterministyczne moga by¢ analityczne, wykorzystujace funkcje Gree-
na |7], lub numeryczne takie jak Metoda Roznic Skonczonych (MRS) lub
MES [10,52,56,62,63]. Pomimo tak licznych prac z tego zakresu model ogélny
zagadnienia prostego w przestrzeni 3D jest jeszcze ciagle problemem nie w

pelni rozwiazanym.
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W rozdziale tym skoncentrujemy sie na pewnych specyficznych cechach MEB,
ktore moga by¢ przydatne w DTO.

W ostatnich latach MEB byta stosowana w spektroskopii do okreslenia funk-
cji korelacyjnej dla réznych warunkoéw brzegowych i zrodet $wiatta w obszarze
zlozonym ze stozka i plaszczyzny [75], ale stosunkowo mato uwagi autorzy

poswiecili zastosowaniu tej metody w DTO.

8.1 Rownania bazowe

Rozwazmy obszar €2 o brzegu I'. Zagadnienie transportu swiatta, opisane réw-
naniem Boltzmana [6], w Srodowisku silnie rozpraszajacym jest powszechnie

aproksymowane rownaniem dyfuzji [7]:
(V-DV — g +iw/c)®(r,w) = q(r,w) V reQ\T, (8.1)

gdzie ® oznacza gestos¢ fotonow, D = wspotezynnik dyfuzji, p, jest

1
3(tatps)
wspolezynnikiem absorbeji, pf, zredukowanym wspolezynnikiem rozprosze-
nia, ¢(r) = ¢o/v(r) predkoscia swiatta, v(r) jest wspotczynnikiem zalamania
Swiatla, ¢y jest predkoscig swiatta w prozni, ¢ jest zrodtem swiatta modulo-

wanego z czestotliwoscia w.

W DTO zwykle przyjmuje sie warunki brzegowe typu Robina [63] o postaci:

0P(r,w)
on

gdzie wspotezynnik a zalezy od wspolezynnika zatamania swiatta.

O(r,w) + 2aD =0 V rel, (8.2)

W érodowiskach, dla ktorych wspotezynnik rozpraszania i pochtaniania jest

staty, rownanie (8.1) redukuje sie do réownania Helmholtza z zespolona liczba

falows k = M :

V2®0(r,w) — k*®(r,w) = _o(r,w)

5V re\T, (8.3)

i tymi samymi warunkami brzegowymi wyrazonymi rownaniem (8.2).
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8.1.1 Przestrzen dwuwymiarowa

Dla réwnania dyfuzji w przestrzeni 2D rozwiazanie fundamentalne (t.j. funk-
cja Greena) wynosi [7]:

/ 1 /
G(r —1r'|,w) = ﬁKo(k\r—rD, (8.4)

gdzie Ky jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju zerowego
rzedu, a R = |r — r’| reprezentuje odlegtos¢ pomiedzy punktem zrodla a

punktem obserwacji.

Pochodna funkcji Greena w kierunku n, normalnym do brzegu I' i skierowa-

nym na zewnatrz obszaru €2, moze by¢ zapisana |7,60|:

_k: _ / _ /
n-VG = —Ki(klr =) (5“’ " e+ ) (8.5)

e e

8.1.2 Przestrzen tréjwymiarowa

Dla réwnania dyfuzji w przestrzeni 3D rozwiazanie fundamentalne wynosi [7]:

1 /
Glr —¥'|,w) = — k=, (8.6)

4r|r — /|

Pochodna normalna (analogicznie jak to byto w przestrzeni 2D) moze by¢

wyrazona w sposob nastepujacy:

n-VG=n-p ( ! — k ) ekl (8.7)

Art|r — r'|2 Arw|r — 1|

gdzie wektor p = =

xr-r
r—r’|’

8.1.3 Metoda Elementéw Brzegowych

Metoda Elementow Brzegowych (MEB) korzysta z postaci catkowo-brzegowej

rownan roézniczkowych czgstkowych, do ktorej dochodzimy po zastosowaniu
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drugiej tozsamosci Greena [11]:

c(r)<I>(r)+/aG(lra_nrle)@(r/)dF(r') =
= /G(|r - r’],w)a((};(:) dl'(r') — /qOG(]rs —1'|,w)dQ (8.8)

Punkt obserwacji r’ z zalozenia (posta¢ brzegowa réownan catkowych) lezy
na brzegu I', zatem w trakcie calkowania pojawi sie osobliwos¢ w funkcji

podcatkowej.

Osobliwosci unika sie w ten sposob, ze calka jest liczona po brzegu I' — T'.
(T'. podstawa potsfery z rys. 6.17). Powtoka ~. rozpieta nad brzegiem I,
reprezentuje sztuczna polsfere o nieskonczenie matym promieniu i srodku w
punkcie obserwacji. Zatem catka osobliwa jest uwzgledniona przez specjalny
wspotezynnik ¢(r), ktory moze byé wyznaczony dzieki przejsciu do granicy

wyrazen rownania (8.8) gdy € — 0 [12].

Jednakze, jak pokazano w [11,12], wspotezynnik ¢(r) nie musi by¢ policzony
bezposrednio z rownania (8.8), moze by¢ otrzymany droga posrednia jak to
przedstawiono w rozdziale 6.3.7. W szczegolnosci ¢(r) = 1/2 kiedy punkt
obserwacji lezy na gladkim brzegu (gtadkiej powierzchni lub gladkiej linii
brzegowej), a z tego typu powierzchniami mamy najczesciej do czynienia w

DTO.

W DTO czesto mamy do czynienia ze skoncentrowanymi zrodtami $wiatla,
(punktowe, liniowe) a te znacznie tatwiej mozna zamodelowa¢ w MEB niz w
MES. Sa to przypadki szczegdlne, omoéwione juz w rozdziale 6.6.5, patrz na
przyktad wzor (6.197).
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8.2 Model dyskretny

Dyskretna forma rownan catkowych byta juz przedstawiona w rozdziale doty-
czacym rownania Laplace’a. Rownanie dyfuzji w dziedzinie czestotliwosci jest
rOwnaniem trudniejszym, wymagajacym zwickszonej doktadnosci szczegolnie
w zakresie catkowania calek osobliwych. Dlatego nizej zostang przedstawione

zmodyfikowane, nowe, doktadniejsze reguty catkowania catek osobliwych.

W przeciwienstwie do MES, w ktorej pochodne funkcji potencjalnej wyzna-

czane sg w postprocesingu, w MEB obie wielkosci zaréwno funkcja poten-
. . .. 9P

cjalna @ jak i jej pochodna normalna ' sa reprezentowane w wigkszosci

przypadkow w ten sam sposob (wezmy na przyktad pod uwage element troj-

katny szescioweztowy):

= BpNi(r), 83(;) => <%) Ny (r). (8.9)
k=0

Zauwazmy, ze ta reprezentacja wymusza co najmniej cigglosé (Cp) ! dla (gn )
gdy brzeg jest brzegiem gtadkim, co zostalo zalozone na poczatku tego roz-

dzialu.

Obecnie rownanie (8.8) dla statego plaskiego elementu trojkatnego (patrz

rys.7.1a) jest reprezentowane przez forme dyskretna o postaci:

IG(|r; — r|,w)
¢®; + Z D, / o r; =

M-1 ns—1

- go (Z_i)j/pj G(|r; — r|,w) ZQS (Iri = rof,w), (8:10)

gdzie sumowanie odbywa si¢ po wszystkich elementach powtoki brzegowe;.

Powyzsze rownanie w macierzowej formie [11,21] przyjmuje postac:

Ad = Bg—d) +q, (8.11)

1Cy oznacza cigglosé¢ funkeji, mozliwe jest polaczenie funkcji pod ostrym katem.
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. . . . .. . 5%
gdzie A i B sa N X N macierzami pelnymi niesymetrycznymi, ®, 3= oraz q
sa wektorami wartoéci dyskretnych o rozmiarze N, gdzie N oznacza liczbe

weztow w obszarze.

Uwzglednienie warunkow brzegowych Robina (8.2) w postaci dyskretnej (7.79),

otrzymamy uklad réwnan (8.12), w ktérym mg = 515 i ng = 0:

(A —mgB)® =Bng +q. (8.12)

Aby wyznaczy¢ elementy obu tych macierzy, wygodnie jest dokonaé¢ zamiany
zmiennych i przej$é do lokalnego uktadu wspotrzednych, analogicznie do tego
jak to bylo w przypadku przestrzeni 2D. Szczegély beda podane w dalszych

podrozdziatach.

8.2.1 Jakobian

Aby studiowaé¢ elementy brzegowe, ktoére sa dwuwymiarowymi strukturami
umieszczonymi w przestrzeni tréjwymiarowej, musimy przede wszystkim zde-
finiowaé¢ sposob, w ktéory mozemy przetransponowaé z globalnego uktadu
kartezjanskiego ryz do uktadu lokalnego &1, &5, &3 zdefinowanego w danym
elemencie, gdzie &, & sg wspolrzednymi krzywoliniowymi, a &3 jest kierun-
kiem normalnym do powierzchni elementu. Transformacja dla danej funkcji

potencjalnej u jest zwiazana z rownaniem (7.14) z rozdziatu 7.4.1.

Transformacja ta pozwala nam na okreslenie rézniczek powierzchni w karte-
zjanskim systemie wspotrzednych w funkcji krzywoliniowych wspétrzednych

lokalnych. Element powierzchni dany bedzie réwnaniem (7.15).

8.2.2 Formowanie macierzy

Formowanie macierzy jest przeprowadzane poprzez liczenie catek w lokalnym
uktadzie wspotrzednych w kazdym z elementéw brzegowych, a nastepnie do-

dawanie tych wyrazen do macierzowego uktadu réwnan dla kazdego wezta,
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ktory nalezy z reguly do wiecej niz jednego elementu brzegowego. Algorytm

ten mozna zapisa¢ w pseudokodzie w sposéb nastepujacy:

Algorithm 1 Formowanie macierzy uktadu rownan MEB
for all nodesi=1...N do

for all elements e =1... M do
for all nodes j=1...F do
n = global(j)
if (n =) then

Qip =1/2
else a; ,+ = ag?
bint = b
end for
end for
end for
where
(3) _ /GG |rs(&1,&2) — - '(51,52)|,W)N;e)(€l,§2>J(e)(§17§2)d§1d&
I. "
) = [ Gl )~ nin )l @) N (6,706, 6 derdse

Te

W zaleznosci od rozpatrywanego elementu F bedzie rowne 1 dla trojkata pta-
skiego statego, 6 dla izoparametrycznego elementu tréjkatnego kwadratowego
lub 8 dla elementu izoparametrycznego czworokatnego. W powyzszych wzo-
rach £, & oznaczaja wspohrzedne lokalne a J(©) (&1, &) dé,d€y = dI', oznacza

pole e-tego elementu brzegowego.

Pozostate wspotczynniki macierzy sa wyznaczane z pomocg numerycznego
catkowania (np. kwadratury Gaussa). Kiedy punkt r jest potozony niezbyt
blisko w stosunku do jednego z weztéw elementu, wtedy catkowanie nume-
ryczne zapewnia dokladne wyniki catkowania. Natomiast kiedy punkt Zro-
dta jest blisko lub pokrywa sie z jednym z weztéw elementu brzegowego,

wtedy funkcja podcatkowa staje sie odpowiednio prawie osobliwa lub oso-
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bliwa. Wtedy musimy stosowaé specjalne reguty catkowania, ktore byly juz
omawiane w poprzednich rozdziatach, a teraz zostana przedstawione w nieco

zmienionej postaci umozliwiajacej uzyskanie wiekszej doktadnosci.

8.3 Numeryczne wyznaczanie calek osobliwych
w 3D

Zasadniczo istnieja dwa najczedciej stosowane podejscia do numerycznego
catkowania calek osobliwych: catkowanie przez regularyzacje oraz catkowanie
przez wydzielenie i rozwiniecie w szereg Taylora. Ta ostatnia metoda catko-
wania caltek osobliwych jest opisana w monografii Halla [33], a dla optyki

przez Ripolla w [60].

Metoda regularyzacji jest opisana w monografii [12], i jak sie wydaje, jest
bardzo dogodna metoda stosowana przy aproksymacji izoparametrycznymi
elementami wyzszego rzedu. Poréwnanie obu tych metod wykracza jednakze

poza ramy niniejszego podrecznika.

W nastepnych rozdziatach procedura regularyzacji bedzie przedstawiona w

szczegdtach. Punkty osobliwe beda zaznaczone dodatkowym okregiem.

8.3.1 Algorytm transformacji dla tr6ojkata stalego

Dla elementu trojkatnego statego, bazowe funkcje interpolacyjne dla funkcji
stanu sg stalymi wartosciami w elemencie i wynosza 1, a wielkosci poszuki-
wane, takie jak funkcja potencjalna i jej pochodna normalna, sa usytuowane
w centralnym punkcie elementu r;, w ktérym to punkcie moze sie pojawié

osobliwo$¢, jak to pokazano na rys. 8.1.

Dla rownania Laplace’a mozliwym jest wyznaczenie analityczne calek oso-

bliwych, co bylo juz omawiane w rozdziale 7.4.3. Jednakze w przypadkach
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Rys. 8.1. Podzial trojweztowego elementu trojkatnego stalego na subtrojkaty o

wspolnym wierzchotku w jego srodku geometrycznym — punkcie C

bardziej skomplikowanych niz réwnanie Laplace’a konieczna jest umiejetnosé

calkowania numerycznego.

Aby obliczy¢ catke w takim elemencie, nalezy dany element podzieli¢ na trzy
subelementy. Te trzy subelementy nastepnie sa transformowane do lokalnego
uktadu wspotrzednych w taki sposob, aby punkt osobliwy zawsze wypadal w
poczatku uktadu wspolrzednych. Jakobian tej transformacji jest opisany w
szczegdlach w rozdziale 7.4.1. W kroku koricowym subtrojkaty sa transfor-

mowane w znormalizowane kwadraty.
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Poszczegolne kroki postepowania przedstawione sa na rys. 8.1 i opisane sa

ponizej.

Element trojkatny z globalnego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych x, y, 2

jest transformowany do uktadu lokalnego &;, &5 za pomoca wyrazen:

Dla trojkata T

T

No(&1,&2)ze + Ni(&r, &2)mo + No(&r, So)a1 =

(1 =& = &)ro + §iwo + Sa11 = 20 + &1(70 — 7¢) + E2(71 — 20),
No(&1:&2)yc + Ni(&1, &2)yo + Na(81, &)1 = (8.13)
(1 =& —&Jye + &y + Ly = ye + &y — ye) + E2(v1 — yo),
No(&1,62)20 + Ni(&1,62)20 + No(&1,62)21 =

(1 =& —&)ze + 6120+ Loz1 = 20 + §1(20 — 20) + &(21 — 20).

Dla trojkata T

T

No(&1,&)ze + Ni(&r, &2)x1 + No(&r, So) a0 =

(1 =& — &)re + &imn + §exo = zo + §i(11 — 20) + &2(22 — 20),
No(&1,&2)ye + Ni(&, &)y + Na(&1, &2)y2 = (8.14)
(1 =& —&Jye + &y + Sy = Yo + Sy — yo) + E2(y2 — ye),
No(&1, &)z + Ni(61,62) 21 + Na(€1, &) 20 =

(I =& —&)ze + &z + &2 = 20 + &i(21 — 20) + (22 — 20)-

Dla trojkata 15

T

No(&1,82)c + Ni(§1, &) w2 + Na(&1, &) w0 =

(1 =& = &)ro + §1we + Sx0 = 20 + §1(72 — 20) + E2(70 — 20),
No(&1, &)ye + Ni(&1, &2)y2 + Na(§1,&2)yo = (8.15)
(1 =& —&)ye + &iya + Sayo = yo +&1(Y2 — ye) + &y — yo),
No(€1,&2)zc + Ni(€1,62) 22 + Na(€1,62)20 =

(1 =& —&)2c + &2+ &a20 = 20 + &1(22 — 2¢) + &a(20 — 20),

gdzie Ni (&1, &2) sa bazowymi funkcjami interpolacji w odniesieniu do geome-

trii elementu:

No(fh&) =1-& — &, Nl(fla&) = &1, N2(§1752) =& (8-16)
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Standardowy trojkat mozna przeksztatci¢ do standardowego kwadratu z po-
moca nastepujacej transformacji:

1t () +mp)
2 4 ’

& -

Jakobian J,.(n1,12), zwiazany z zamiana zmiennych, wynosi:

(SRS

1+m
_ _ _ _ 0 o _
Ty = Iy =y == | BB GE = (8.18)
1 2

Metoda regularyzacji wprowadza transformacje trojkata na kwadrat w taki
sposob, ze wspotrzedna 7, jest zawsze réwna —1 w punkcie osobliwym. Wtedy
regularyzujacy Jakobian staje si¢ J, (1) (11,72) = 0. W ten sposob tam, gdzie

wystepuje osobliwosé, funkcja podcatkowa osigga wartosé skonczong.

8.3.2 Izoparametryczny element tréjkatny

szeSciowezlowy

Dla izoparametrycznego tréjkata z interpolacja wielomianem stopnia dru-
giego (kwadratowa) procedura catkowania calek osobliwych dla réwnania
Laplace’a byta juz opisana w rozdziale 7.6.2. W przypadku réwnania dy-
fuzji sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana, poniewaz aby osiagnaé ten
sam poziom doktadnosci obliczenn wymagana jest znacznie lepsza procedura

catkowania.

Oto dlaczego opracowano nowsg procedure catkowania calek osobliwych dla
rownania dyfuzji. Procedura ta jest podobna do tej poprzedniej i dlatego
tylko dla pierwszych dwoch weztéw zostanie przedstawiona w szczegotach.

Dla pozostalych weztow nalezy postepowaé analogicznie.

Aby osiagnaé¢ wystarczajaca dokladnosé obliczen, kazdy element brzegowy,
w ktorym wystepuje osobliwosé, jest dzielony nie tak, jak poprzednio na
dwa subelementy (wyjatek stanowia wezly wierzchotkowe elementu, patrz
rys. 7.7), ale na cztery subelementy Ty, 11, 1o i T3 (patrz rys. 8.2). W przy-
padku osobliwosci w wezle 0 przylegajacy do niego subtrojkat to trojkat Ty z
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AN,
rT T LT
o . - v 0 V | 1
=
0 n, An, in, An,
: 0 5 3
0 BT oooe 1 T ooe b T e
: 0 n 2l n 1
1 ! 5 1 ! , 1

Rys. 8.2. a) Podzial izoparametrycznego elementu trojkatnego szescioweztowego,
gdy punkt osobliwy jest umieszczony w wezle 0, b) punkt osobliwy znaj-

duje sie w wezle 1

rys. 8.2 a), w przypadku osobliwosci dla wezta 1 beda to subtrojkaty To, T}
oraz Ty z rys. 8.2 b). Subtrojkaty sa transformowane do kwadratow (ukltad
wspohrzednych 71, 77). Subtrojkaty, ktore nie zawieraja punktu osobliwego,
sa catkowane numerycznie standardowa metoda catkowania numerycznego,
na przyktad siedmiopunktowa kwadratura Gaussa dla trojkata (patrz Ta-
blica 7.2) [21,80,81].

Zgodnie z pozycja punktu osobliwego ta powtérna transformacja wprowadza
Jakobian J, lub J,. . , J,

To Y T'Tl )

Jrr, (Patrz odpowiednio rys. 8.2 a) lub b)).
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Natomiast rys. 8.3 ilustruje, jak procedura podziatu i transformacji koncen-
truje punkty kwadratury Gaussa wokot wezta, w ktérym pojawia sie osobli-

wos¢. Wyrazenia matematyczne podane sg ponize;j.

o0

5 0 1 2

Rys. 8.3. Koncentracja punktow Gaussa dookota punktu osobliwego znajdujacego

sie w wezle 1

[zoparametryczny element z globalnego kartezjanskiego uktadu wspotrzed-

nych z,y, z jest transformowany do uktadu lokalnego &;,& w nastepujacy

sposob:
5 5 5
=Y Nelén.&)mn, y=> Nul&,&)un 2= Nulé, &)z, (8.19)
k=0 k=0 k=0

gdzie Ni(&1,&2) sa bazowymi funkcjami interpolacji:

No(&1, &) = —&3(1 — 283), Ny (&1, &) = 46163,
N2<§17§2) = _51(1 - 251)7 N3<§17§2) = 4§18y, (8-20)
Ny(&1, &) = —&(1 — 2&), N5(&1, &) = 46283,

gdzie: {3 =1—& — &
Najpierw rozwazmy osobliwo$¢ w wezle 0, a nastepnie w wezle 1:
Wezel 0 (rys. 8.2 a))

Transformacja z subtrojkata Ty do standardowego kwadratu jest nastepujgca:

(I+n)(1 —m)
< ,

g =1F 771)8(1 ) (8.21)

& =
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Jakobian J,.(n1,72) zwiazany z powyzsza zamiang zmiennych jest nastepu-
Jacy:

06 04
o o L4+m
J, = ‘ o ‘ = (8.22)
om on2
Wezel 1 (rys. 8.2 b))
Dla subtrojkata Tp:
L—m (T4 m) (1 —n2) (1+m1)
g = r == 2
Dla subtrojkata T:
(I+m)(3=m2)  1—m (1+m1)(1+m2) (1+m)
g = r = 24:
Dla subtrojkata T5:
(1+n)(1=mn2) 1-m 14+m (1+m)
— _— r = . 2

Podobna procedura moze by¢ uzyta w stosunku do nastepnych weztow —
2,3,4 oraz 5, stosujac transformacje z lokalnego uktadu wspoétrzednych da-
nego elementu &1, & do uktadu wspotrzednych subtrojkata ny, 1, zdefiniowang
jako:

2 2
& = ZMz'(Ulﬂb)fua & = Z M; (11, m2) &2, (8.26)
=0

i=0
gdzie &;;, &2, sa wspolrzednymi lokalnymi i-tego wezta trdojkata, ¢ jest lokal-
nym numerem wezla subtrojkata (patrz liczby wewnatrz subtrojkata — pisane

kursywa na rys. 8.2) a, M; sa nowymi funkcjami bazowymi (zob. (7.36)).

8.4 Wyniki dla przestrzeni 3D

Aby przetestowaé wplyw dyskretyzacji na doktadnos¢é MEB, jako przyktadu

testujacego uzyjemy obszaru sferycznego jednorodnego materialowo przed-



8.4 Wyniki dla przestrzeni 3D 357

stawionego na rys. 8.4. Do dyskretyzacji powierzchni brzegowej uzyto trzech

rodzajow elementow:

1. ptaskiego trojkata statego,
2. izoparametrycznego elementu trojkatnego szescioweztowego,

3. oraz izoparametrycznego elementu czworokatnego osmioweztowego.

Na powierzchni brzegowej zobrazowano logarytm rozwiazania (modut gesto-
sci fotonow). Ale aby moc oceni¢ dokladnosé rozwiazania rownania (8.1) z
warunkami brzegowymi typu Robina (8.2), wykreslono amplitude i kat prze-
suniecia fazowego gestosci fotondéw ¢ na réwnolezniku przechodzacym przez
punktowe zrodto swiatta. Na tych samych wykresach naniesiono rozwigzania

analityczne zaczerpniete z [7].

Obliczenia przeprowadzono na przyktadzie kuli o promieniu 25 mm, oswie-
tlonej zrodtem punktowym umieszczonym wewnagtrz obszaru w odleglosci
rq = 1/p, mm od powierzchni brzegowej, a wspotczynnik zatlamania przy-
jeto jako réwny 1.0, dzieki czemu mozna byto przyjaé predkosé swiatta jako
rowng ¢ = 0.3 mm ps—'. Dla pozostalych wielkosci przyjeto nastepujace

wartosci: wspotezynnik ttumienia p, = 0.025 mm™!

, 1 zredukowany wspot-
czynnik rozpraszania p., = 2.0mm~'. Wartosci te sa reprezentatywne dla
tkanki moézgowej niemowlecia [7]. Zrédlo $wiatta bylo zrédtem harmonicz-
nym o czestotliwosci 200 MHz. Do rozwiazania pelnego i niesymetrycznego

ukltadu réwnan algebraicznych zastosowano funkcje GMRES [61].

Istotnym wskaznikiem przy konstruowaniu sieci elementéw brzegowych jest
fakt, ze najwieksza dlugos¢ boku elementu nie powinna by¢ wieksza niz od-

legtosé¢ ttumienia (ang. diffusion length) (patrz réwnanie (6.190)):

Lq=

(8.27)

D

1
k

w=0

Odlegtos$¢ ttumienia jest dystansem, na ktorym gestosé fotonéow @ maleje

e-krotnie, co wynika bezposrednio ze wzoru (8.6), gdy w = 0. Poniewaz
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wartos$¢ ta jest bardzo mata, szczegolnie dla $wiatta podczerwonego (ang.
near-infrared (NIR)) w zakresie dlugosci fali od 650 do 1200 nm, réwnanie

dyfuzji jest stosunkowo trudno rozwigza¢ metodami numerycznymi.

Powierzchnie kuli podzielono na 3072 ptaskie trojkatne elementy brzegowe, co
dawalo 1538 weztow, ale liczba niewiadomych byta réwna liczbie elementow
czyli 3072 (patrz rys. 8.4a)). Natomiast siatka elementéw izoparametrycz-
nych byta zbudowana w oparciu o siatke elementéw ptlaskich, a to dawalto
768 elementow trojkatnych szescioweztowych o tej samej liczbie weztow de-
finiujacych geometrie i liczbe niewiadomych w tym przypadku 1538 (patrz
rys. 8.4b)).

Tak wiec, kazdy element izoparametryczny trojkatny szescioweztowy odpo-
wiadal czterem elementom trojkatnym ptaskim. Jednak w sensie geometrycz-
nym dyskretyzacja elementami izoparametrycznymi szescioweztowymi jest
blizsza rzeczywistym ksztaltom kuli niz dyskretyzacja elementami ptaskimi.
Warto podkresli¢ fakt, ze dla ptaskich tréjkatow liczba niewiadomych jest
rowna liczbie elementéw (a nie weztow jak mogloby sie wydawac), natomiast
dla elementow izoparametrycznych szescioweztowych, liczbie weztow (a wiec

liczba niewiadomych jest blisko dwukrotnie mniejsza).

Podobne rezultaty osiagnieto, stosujac dyskretyzacje elementem izoparame-
trycznym czworokatnym osmioweztowym. Powierzchnia brzegowa podzielona

zostala na 1536 elementow o 4610 weztach (rys. 8.4¢)).

Rozktad amplitudy i kata przesuniecia fazowego ® w funkcji kata bieguno-
wego O kota wielkiego kuli przechodzacego przez punktowe Zrodto swiatta dla
trzech przypadkow dyskretyzacji przedstawiono na rys. 8.5. Zgodno$é z roz-
wiazaniem analitycznym we wszystkich przypadkach jest bardzo dobra. Moze
jedynie dla elementu izoparametrycznego trojkatnego szescioweztowego, kat
przesuniecia fazowego w okolicach 180° wykazuje tendencje do oscylacji, co
jest o tyle usprawiedliwione, ze dtugos¢ boku elementu jest poréwnywalna z
odlegtoscig ttumienia. Dla elementu ptaskiego dtugosé boku jest dwukrotnie
mniejsza, wiec problemy te nie sg widoczne. Dodatkowo przedstawiono am-

plitude ® w skali logarytmicznej na powierzchni kuli na rys.8.5a), c) oraz e).
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Rys. 8.4. a) Powierzchnia kuli zdyskretyzowana elementami tréjkatnymi ptaskimi,
b) kwadratowym elementem trojkatnym, c) elementem czworokatnym
S

o$miowezlowym

Aby sprawdzi¢ poprawnos$é¢ rozwigzan numerycznych, poréwnano je z roz-
wiazaniami analitycznymi [7]. Musimy zdawa¢ sobie z tego sprawe, ze i roz-
wiazanie analityczne tez jest obciazone pewnym bledem, gdyz tablicowane

sg funkcje Greena, a to nie jest sprawa prosta.

Poréwnanie czaséow wykonan obu przypadkéw na platformie Pentium 1V-1.0

GHz jest przedstawione w Tablicy 8.1.

Tablica 8.1. Czasy wykonan dla réznych rodzajow elementow

rodzaj elementu ‘ czas |s] ‘ liczba niewiadomych
trojkat staty 22.7 3072
trojkat szeScioweztowy 4.8 1538
czworokat o$mioweztowy | 60.0 4610

Dyskusja ta dowodzi, ze bez watpienia element izoparametryczny trojkatny
szescioweztowy pod kazdym wzgledem przewyzsza element trojkatny staty.
Stwierdzenie to jest o tyle istotne, ze niektérzy autorzy wyrazaja opinie,
iz jedynie elementy state posiadaja praktyczne znaczenie z powodu braku
trudnosci z catkami osobliwymi, a jednoczesnie zapewniaja catkowicie zado-

walajace rezultaty, co zreszta mogliSmy i na tym tescie zaobserwowac.
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Rys. 8.5. Poréwnanie z rozwigzaniem analitycznym (linia ciagta) wynikow obliczeni
dla gestosci fotonow przy dyskretyzacji: a) ptaskim elementem trojkat-
nym — amplituda, b) kat przesuniecia fazowego, c) izoparametrycznym
elementem trojkatnym szesciowezlowym, d) kat przesuniecia fazowego,
e) elementem czworokatnym (lina z markerami diamond), f) kat przesu-

niecia fazowego — jako funkcje kata ©

Powyzsze rozwazania dowiodly pelnej uzytecznosci elementéw z interpolacja
wielkosci poszukiwanych za pomoca wielomianéw wyzszych stopni. A trud-

nosci z catkami osobliwymi, jak wida¢, sa do pokonania.
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8.4.1 Kontrola poprawnosci uzyskanych wynikéw i miara

dokladnosci

Aby doktadnie oszacowaé¢ poprawnos¢ metody, potrzebna jest pewna miara
doktadnosci. W pracach [28,50] zdefiniowano kilka réznych miar doktadnosci
funkcji potencjalnej liczonej numerycznie. Wszystkie one poréwnuja rozwia-
zanie numeryczne do rozwiazania dokltadnego, za jakie uznaje sie rozwia-
zanie uzyskane metodami analitycznymi. Najpowszechniej stosowang miarg
doktadnosci jest miara wzglednej réznicy (ang. relative difference measure

(RDM)), ktora jest zdefiniowana w nastepujacy sposob:

(- (I)exac 2dl
RDM = \/fr i tr , (8.28)
T ewact

gdzie I" jest brzegiem obszaru €.

Jednakze miara taka daje jedynie oszacowanie btedu globalnego, podczas
gdy w wiekszosci przypadkow zainteresowani jesteSmy rozktadem btedéw lo-
kalnych. Rozktad btedu wzglednego dla amplitudy i fazy jest przedstawiony

na rys.8.6.

0 60 120 180 . 240 300 360 0 60 120 180 300 360
Kat (w stopniach) Kat (w stonnlach)

Rys. 8.6. Rozklad btedu wzglednego dla trojkata stalego (linia przerywana), izo-
parametrycznego trojkata szescioweztowego (linia ciagla) i dla dyskre-
tyzacji elementem czworokatnym (linia ciagla gruba): a) dla logarytmu

amplitudy, b) dla kata przesuniecia fazowego

W przypadku dyskretyzacji stalym elementem trojkatnym widzimy duze

oscylacje rozwiazania w otoczeniu punktowego zrodla swiatta (patrz rys.
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8.6b), pomimo tego, ze dyskretyzacja jest catkiem gesta. Natomiast elementy

izoparametryczne daja w tym przypadku bardziej doktadne rezultaty.

Dla izoparametrycznego elementu czworokatnego uzyskano znacznie doktad-
niejsze rezultaty gtownie dzieki temu, ze dyskretyzacja byta okoto dwukrotnie
gestsza niz ta dla sieci trojkatnej. Zostato to okupione czasem potrzebnym

do uzyskania rozwiazania (patrz Tablica 8.1).

Z por6éwnania rozkladéw btedu wynika, ze rozktad bledu wzdtuz kota wiel-
kiego kuli przechodzacego przez zrodlo swiatla jest najbardziej korzystny dla
elementu czworokatnego. W gléwnej mierze dzieki najwiekszej liczbie nie-
wiadomych w poréwnaniu do innych dyskretyzacji, a wiec najbardziej gestej

dyskretyzacji.

8.5 Wielowarstwowy model gltowki

niemowlecia

Celem naszym byto skonstruowanie funkcjonalnego i efektywnego, dedykowa-
nego konkretnemu pacjentowi, modelu matematycznego gtéwki niemowlecia.
O ile z modelami dorostego czlowieka nie ma wiekszych ktopotéw, o tyle w
przypadku niemowlat jest to sprawa niezwykle trudna. Model numeryczny,
ktory jest przedstawiony w tym rozdziale, zostal stworzony w zespole Prof.

D. Holdera i byt juz uzyty w pracach [71,78|.

Model posiada cztery warstwy, a mianowicie powierzchnia zewnetrzna — skora,
nastepna warstwa to czaszka, warstwa ptynu rdzeniowo — mézgowego i ostat-
nia warstwa to mozg. Warstwy te zostaly wydzielone na podstawie zdjec¢
tomografii NMR. Jest to bardzo zmudna praca wymagajaca specyficznych
umiejetnosci. Utworzenie dobrej jakosci sieci powierzchniowej dedykowane;j
danemu pacjentowi jest znacznie, ale to znacznie tatwiejsze niz utworzenie w
tych samych warstwach dobrej jakosci sieci objetosciowej wymaganej przez
MES. To decyduje o przewadze MEB nad MES w tego typu zastosowaniach.
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Parametry optyczne przyjete dla tego modelu sa przedstawione w Tablicy 8.2:

Tablica 8.2. Parametry optyczne i dyskretyzacyjne

fa [mm=Y | g [mm~Y | wezty | elementy
powloka zewnetrzna 0.0149 0.8 2849 1402
powtoka érodkowa 0.01 1 3294 1646
powtoka wewnetrzna 0.0178 1.25 2098 1048

-4

-6

-8

Rys. 8.7. Rozwiazanie na sieci strukturalnej z jednym zrodtem $wiatta dla modelu

UPrOSZCZONego

W rozdziale tym przedstawiono numeryczny model gtowki niemowlecia w
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przestrzeni 3D dostosowany do MEB. Jest to zagadnienie 'proste’, etap wstep-

ny do sformutowania i rozwiazania zagadnienia 'odwrotnego’.

Model i sama MEB wprowadzano stopniowo, najpierw rozwiazujac zadania
testowe (sfera), dla ktorej znamy rozwiazania analityczne. Postugiwalismy sie
sieciami strukturalnymi, nastepnie sfera zostata odksztatcona w taki sposob
aby jak najlepiej odwzorowaé gtowke niemowlecia. Stosujac w dalszym ciagu
dyskretyzacje strukturalng i sprawdzony algorytm, rozwiazano zagadnienie
‘proste’ DTO (patrz rys. 8.7). W ostatnim etapie przeszlismy juz na dys-
kretyzacje niestrukturalng rzeczywistej gtéwki niemowlecia, opracowanej na

podstawie zdje¢ Tomografii NMR (rys. 8.8).

Wymniki rozwigzan numerycznych byty poréwnywane z rozwiazaniami anali-
tycznymi zaczerpnietymi z [7], wykazujac bardzo dobra zgodnos¢. Przeba-
dano wpltyw dyskretyzacji (gestos¢ i rodzaj uzytych elementow), udowadnia-

jac zalety elementéw izoparametrycznych z interpolacja stopnia drugiego.

Jako gtowne zalety MEB w zastosowaniach do DTO mozna wymieni¢:

e tatwosc¢ i precyzja modelowania Zrodet punktowych,

e znacznie wieksza tatwos¢ w generowaniu dobrej jakosci dedykowanych
sieci powierzchniowych w przestrzeni 3D w poréwnaniu do sieci obje-

tosciowych,

e MEB gwarantuje wysoka doktadnos¢ obliczeni o staltym rozktadzie btedu
wewnatrz obszaru zaréwno dla funkcji potencjalnej ® jak i dla jej gra-

dientu.
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