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Rozdzial 1
WIADOMOSCI WSTEPNE

1. Wskazowki metodyczne

1.1. Przedmiot geometrii wykreS$lnej.

Inzynier projektant przedstawia swoja koncepcj¢ budowy np. maszyny, domu mieszkal-
nego, drogi, mostu, regulacji rzeki, przestrzennego zagospodarowania terenu itp., za pomoca
rysunku. Zadaniem inzyniera jest rowniez odczytanie mysli projektanta, realizowanie troj-
wymiarowych utwordéw, bedacych dzielami sztuki inzynierskiej. Musi wigc on znaé zasady
rysunkowego przedstawiania elementow przestrzeni i musi umie¢ sktada¢ z tych elementow
skomplikowane utwory przestrzenne. Umiej¢tnosci te zdobywa si¢ przez studiowanie nauki
o rzutach - geometrii wykreslnej. Obejmuje ona:

a) metody odwzorowania (przedstawiania) utwor6w trojwymiarowych za pomoca rysunku
sporzadzanego na dwuwymiarowej ptaszczyznie arkusza rysunkowego,

b) sposoby restytucji (odtwarzania) utworéw trojwymiarowych za pomoca rysunku,

c) sposoby badania zwiazkéw i zalezno$ci wynikajacych z wzajemnych potozen elementow
przestrzeni.

1.2. Uwagi dydaktyczne

Studium geometrii wykreslnej rozbudza i rozwija zmyst wyobrazni. Procesy fizjolo-
giczne zachodzace w mdézgu w czasie pobudzania zmyshu wyobrazania sobie otaczajacej nas
przestrzeni powoduja szybkie zmgczenie umystu. Wynika stad wniosek, ze material powinien
by¢ przyswajany malymi dawkami przez dtuzszy okres czasu. Uczenie si¢ przedmiotu na
podstawie podrgecznika wymaga przestrzegania nastgpujacych zasad:

a) zdanie nast¢pne nalezy przeczyta¢ po uprzednia zrozumieniu zdania poprzedniego,

b) rysunki ilustrujace tre$¢ nalezy wykona¢ za pomoca przybordw, w miar¢ mozliwosci sa-
modzielnie, na podstawie ksiazkowego opisu stownego,

c) po przerobieniu partii materiatu nalezy go utrwali¢ przez rozwiazanie zadan kontrolnych,

d) analizujac zadanie nalezy poczatkowo w wyobrazni stara¢ si¢ go rozwiazac, ustali¢ kolej-
nos$¢ czynnosci 1 dopiero przystapi¢ do wykreslania rysunku. Zwykle, rozwiazanie zadania
sktada sig z kilku podstawowych konstrukcji.

W rozwiazywaniu zadan pomocne jest narysowanie odrgczne rysunku pogladowego,
w ktérym przedstawiony jest wynik zadania, naniesienie nan elementéw tematu i przeanali-
zowanie jakich konstrukcji nalezy uzy¢ przy rozwiazywaniu zadania. Duzg pomoca w zrozu-
mieniu materiatu jest wyktad. Korzystne jest §ledzenie konstrukcji rysunku na tablicy z row-
noczesng pamigciowa restytucja wprowadzanych elementow przestrzeni.

W skrypcie oméwiono: rzut cechowany, rzuty Monge’a, i rzut aksonometryczny. Po
kazdym rozdziale umieszczone sa zadania do rozwiazania przez uczacego si¢. Ponadto w
skrypcie znajduja si¢ przyktady niektorych zastosowan technicznych jak potaczenia rurowe,
roboty ziemne i geometria dachow, powloki budowlane i sklepienia.

Jezeli uczacy si¢ nie potrzebuje tak duzego zakresu materiatu (tylu rodzajow rzutowan)
moze rozpoczaé nauk¢ po zapoznaniu si¢ z uwagami dydaktycznymi od interesujacego go
rozdziahu.



1.3. Oznaczenia stosowane na rysunkach.

Rysunek powinien by¢ wykonany starannie otdwkiem lub tuszem z zastosowaniem
gruboscei linii. Najwygodniej, temat rysowaé linig $redniej gruboéci, konstrukcje i linie po-
mocnicze cienko, a wynik linia gruba. Stosowanie takich linii zwigksza przejrzysto$¢ rysun-
ku. Punkty rysujemy koteczkami w miar¢ mozliwosci pustymi w §rodku. Do opisu rysunkow
nalezy stosowa¢ pismo techniczne i tak: punkty oznaczamy duzymi literami alfabetu tacin-
skiego np.: A, B, C..., wzglednie cyframi rzymskimi np.: I, II, IIL..., lub cyframi arabskimi
np.: 1, 2, 3..., proste matymi literami alfabetu tacinskiego: a, b, c... z wyjatkiem prostych kie-
runkowych (kierunkéw rzutowania), ktore oznaczamy cyframi arabskimi: 1, 2, 3; ptaszczyzny
oznaczamy matymi literami alfabetu greckiego: a, B, v, ..., figury geometryczne duzymi lite-
rami alfabetu greckiego:A, B, I, ... . Oznaczenia rzutéw zapisujemy indeksem pisanym mata
cyfra arabska oznaczajaca numer rzutu umieszczang na gorze np.: A, B% @ lub przecinkiem

>

(w rzutach cechowanych), np.: a’, M’, t’.

E i e s L i e HHHHH HEEHHRE=
Alfabet grecki =il gie’ in meierer B I 57 gon 18 3 o E:
E 2t 3 B 5 5 auad do i fa
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ALl 44 NS 0 6804 SuaabiE0 lanynoes ousdd i T IIE
1 [alfa |13 [|ni R R R
2 beta 14 |ksi e EHON B 7
3 gamma (15 |omikron St 55 I iH 5 ity SHAS D o
4 delta 16 i e R T e e
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1.4. Wykreslanie niektorych konstrukcji pomocniczych oraz krzywych stozkowych.

Konstrukcja I - pigciokata foremnego wpisanego w okrag o zadanym pro-
mieniu.




Przez $rodek okregu O prowadzimy dwie prostopadte proste a i b, przecinajace okrag
w punktach A i 1. Z punktu S bgdacego $rodkiem odcinka (1 O) zakreSlamy tuk o promieniu
r=|SA| i otrzymujemy na prostej a punkt 2. Odcinek (2A) jest bokiem pigciokata foremnego. Przekatne
pigciokata foremnego sa rownolegte do bokow (rys. 1.1).

Konstrukcja Il - dowolnego n-kata wpisanego w okrag o liczbie wierzchot-
koéw wigkszej niz cztery.

Sposob 1. Przez $rodek okrggu O kreslimy proste prostopadie a i b, ktére przecinaja
okrag w punktach I, I, IIT i IV. Odcinek (I II) dzielimy na tyle czgéci o dtugosci rownej d, ja-
ki wielokat chcemy wykresli¢ (np. na 7). Na prostych a i b nalezy doda¢ odcinki (I V) = (IV
VI) = d. Wyznaczamy punkt VII w ktorym prosta V VI przecina okrag i rysujemy odcinek
(3 VII) ktory jest bokiem n-kata foremnego (tu siedmiokata) (rys. 1.2). Uwaga: bez wzgledu
na to jaki n-kat rysujemy zawsze punkt VII faczymy z 3.

b

11

Rys. 1.3

Sposob 11. Wykorzystujemy tu konstrukcje A. Kochanskiego, ktéra stuzy do wyznacze-
nia dlugosci okregu w sposob graficzny. Ze srodka O okrggu kreslimy prosta b nachylona do
srednicy a =1 4 pod katem 30° do przecigcia ze styczna ¢ do okrggu, wykreslona z punktu 1.
b t = 2. Na prostej ¢ odmierzamy od punktu 2 trzy odcinki réwne R, tak aby do odcinka
(2 3) nalezat punkt 1. Odcinek (4 3) jest rdwny w przyblizeniu R czyli potowie dtugosci ob-
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wodu okregu. W celu wyznaczenia n-kata dzielimy odcinek (3 4) na n rownych czesci (tu 5)
stosujac twierdzenie Talesa. Kazdy otrzymany odcinek jest cigciwa okrggu - w przyblizeniu
bokiem n-kata (tu 10-kata) (rys. 1.3).

Konstrukcja IIl - stycznych do okregu zpunktu zewngtrznego.

Kreslimy odcinek (SP) (S - srodek okregu, P - punkt zewngtrzny) i wyznaczamy jego
srodek O. Z punktu O zakreslamy okrag o promieniu réwnym |O S|. Punkty przecigcia si¢
okregu o $rodku O z okregiem o $rodku S sa punktami stycznosci stycznych e i f wykreslo-
nych z punktu P (rys. 1.4).

Rys. 1.4

Konstrukcja IV - stycznych do dwdéch okrggdw o réznych promieniach.

Aby wyznaczy¢ stycznazewn e trzna do dwoch okrggdéw (a) i (b) nalezy narysowaé
okrag (c) o érodku S, i promieniu R = R, - R,. Z punktu S, narysowac¢ styczna do okregu (c)
oraz wyznaczy¢ punkt M w ktorym prosta prostopadta do e i zawierajaca punkt S, przecina
okrag (b). Przez punkt S, poprowadzi¢ prosta rownolegla do promienia (S,M), ktora przetnie
okrag (a) w punkcie N. Prosta MN jest styczna zewngtrzng, a punkty M i N punktami stycz-
nosci (rys. 1.5a). Aby wyznaczy¢ styczng wewngtrzna rysujemy okrag (c) o érodku Sy i
promieniu R = R, + R, 1 wyznaczamy z punktu S, styczna e do okrggu (¢). Wyznaczamy
punkt M w ktérym prosta prostopadta do e i przechodzaca przez S, przecina okrag (b). Przez
punkt S, prowadzimy réwnoleglta do promienia (S, M), ktora przecina okrag (a) w punkcie N.
Prosta MN jest styczna do dwoch okregow 1 przecina je odpowiednio w punktach M i N (rys.
1.5b).




Konstrukcja V-stycznej do elipsy zpunktu zewngtrznego.

Przypadek 1. Punkt zewngtrzny W zawarty jest w osi elipsy. Kreslimy sieczna elipsy
zawierajaca punkt W, ktora przecina elips¢ w punktach E i F. Wyznaczamy przekatne czwo-
rokata (CDEF) (punkty CD sa punktami przecigcia elipsy z osia). Przez punkt T przecigcia si¢
przekatnych kreslimy prosta rownolegta do osi AB. Przecina ona elips¢ w punktach M i N
ktére sa punktami stycznos$ci stycznych m i n do elipsy, poprowadzonych z punktu W (rys.
1.6).

Rys. 1.6

Przypadek 2. Wykreslanie stycznych do elipsy z dowolnego punktu P zewngtrznego,
polega na dwukrotnym powtoérzeniu poprzedniej konstrukcji. Z punktu P kreslimy trzy siecz-
ne elipsy a, b, ¢. Otrzymujemy dwa czworokaty (ABCD) i (CDEF) ktorych przekatne przeci-
naja si¢ w punktach T i R. Prosta TR przecina elips¢ w punktach stycznosci G i H, stycznych
g1 h, poprowadzonych z punktu P (rys. 1.7).

Rys. 1.7

Konstrukcja VI - stycznej do elipsy z punktu na elipsie.

Sposob I (rys. 1.8). Dana jest elipsa wraz z jej odcinkami $rednicowymi sprz¢zonymi
lub z odcinkami osiowymi oraz punkt E na elipsie. Przez wierzchotek elipsy A (lub C) kre-
Slimy prosta a styczna do elipsy rownolegle do osi CD (AB). Przez wierzchotek przeciwlegty
B (D) i przez punkt E kreslimy prosta b do przecigcia z a w punkcie I. Wyznaczamy $rodek P
odcinka (AI) ((CI)). Prosta PE jest styczna s do elipsy w punkcie E.




Sposob II (rys. 1.9). O$ gtéwna elipsy jest osia powinowactwa osiowego przeksztatca-
jacego elipsg¢ e w okrag (k;) o odcinku $rednicowym (AB) - kierunkiem powinowactwa jest o$
CD. Aby wyznaczy¢ styczna do elipsy w dowolnym punkcie P kreslimy prosta rownolegta do
prostej CD, do przecigcia z okrggiem (k) w punkcie P. Wyznaczamy w tym punkcie styczna
s1 do okregu (k;), prostopadta do promienia (SP,). Przecina ona 0§ AB w punkcie T. Prosta
s = TP jest styczna do elipsy. Zadaniec mozna rowniez rozwiaza¢ w odwrotnej kolejnosci.
Z punktu T nalezacego do osi gldéwnej AB kreslimy styczna s, do okrggu (k) w punkcie P;
i za pomoca prostej rownolegtej do CD wyznaczamy na elipsie punkt P, ktéry jest punktem
stycznosci stycznej s do elipsy (rys. 1. 9a). Jezeli chcemy poprowadzié styczna m do elipsy
z punktu M nalezacego do osi pobocznej (rys. 1.9b), prowadzimy najpierw prosta m, w punk-
cie R, do okregu mniejszego (k2) 1 z punktu R, prosta réwnolegla do osi AB. Przecina ona
elips¢ w punkcie R, ktdry wraz z M wyznacza styczna m. Istnieje sposéb wyznaczania punk-
tow elipsy za pomoca konstrukcji, ktora tatwo mozna odczyta¢ z rysunku 1. 9a i b obierajac
punkty na okregach (k) i (k).

a)

b)

Rys. 1.9

Konstrukcja VII - stycznej do paraboli z punktu nalezacego do paraboli.

Dane: 1) m - o$ paraboli, W - wierzchotek, e - styczna do paraboli w punkcie W, oraz
punkt P nalezacy do paraboli (rys. 1. 10a). 2) m - $rednica paraboli, e - styczna w punkcie W
przecigcia $rednicy z parabola, oraz punkt P nalezacy do paraboli (rys. 1.10b). W obu przy-
padkach przez punkt P kreslimy prosta rownolegta do stycznej e przecinajaca m w punkcie I.
Odktadamy na prostej m odcinek (W II) =(W I). Punkty II i P wyznaczaja styczna s. Styczna
s1 jest symetryczna do s. Jesli punkt II nie miesci si¢ w granicy rysunku kreslimy przez P pro-

14



sta rownolegla do m, ktéra przecina e w punkcie I. Punkt II jest Srodkiem odcinka (I W). P i1l
wyznaczaja styczng s (rys. 1.10c).

a)

Rys. 1.10

Konstrukcja VIII - stycznej do hiperboli zpunktunalezacego do hiperboli.

Na rysunku 1.11a dane sa osie hiperboli, wierzchotki A i B i punkt P. Wyznaczy¢
styczna do hiperboli w punkcie P. Przez wierzchotek A prowadzimy styczna do hiperboli
rownoleglta do osi pobocznej, a przez wierzcholek B i przez punkt P kre§limy prosta .
nna=1. Wyznaczamy $rodek odcinka (IA): II. Styczna s jest wyznaczona punktem P i II. Ry-
sunek 1.11 b przedstawia wyznaczenie stycznej do hiperboli jezeli dane sa asymptoty hiper-
boli: e i f Przez P i $rodek hiperboli (punkt przecigcia asymptot) S prowadzimy prosta g, na
ktorej wyznaczamy punkt R symetryczny z punktem S wzglgdem P. Przez R kres§limy prosta
h|e.hnf=1 Punkty IiP wyznaczaja styczng s.

a) b)

n

Rys. 1.11

Istnieje metoda wyznaczania stycznych do krzywych stozkowych jezeli dane sa ogniska
tych krzywych, lub dzigki przeksztalceniom kolineacyjnym.

Konstrukcja IX - krzywe] stozkowej przy zalozeniu, ze dane sa styczne a i b do
krzywej w punktach stycznosci A i B oraz C - dowolny punkt stozkowe;.

W przypadku jak na rysunku 1.12 i 1.13 obie proste styczne do stozkowej i punkty
styczno$ci A i B sa podprzestrzeniami (elementami) wlasciwymi. Jezeli punkt C znajduje si¢
migdzy prostymi « i b krzywa jest elipsa a w szczegdlnym przypadku okregiem (rys. 1.12).
Natomiast, gdy punkt C znajduje si¢ na zewnatrz jednej z prostych stycznych krzywa jest hi-
perbola (rys. 1 .13). W przypadku jak na rysunku 1 .14 styczna a, punkt A i punkt C sa
podprzestrzeniami wlasciwymi, za$ styczna b i punkt B sa podprzestrzeniami niewtasciwymi.
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Punkt B dany jest za pomoca prostej m. Boo € m. Krzywa jest parabola.

Elipsa. Kreslimy proste c=AC i d= BC i przecinamy je prosta x || @ i b w punktach
Xa=drw, X,= c N x. Proste AX, i BX, przecinaja si¢ w punkcie elipsy D (rys. 1.12b). Proste
m=AB 1 n(S € n, n|| aib)sasrednicami sprz¢zonymi elipsy, co oznacza, ze jedna jest osia,
a druga kierunkiem symetrii rownolegtej i na odwroét. Dzigki symetrii réwnolegtej wyzna-
czamy punkty D, i D5, a dzigki symetrii $rodkowej o §rodku S - punkt D; (ryz. 1.12¢).

a)

Hiperbola. Podobnie jak przy kresleniu elipsy rysujemy proste ¢c=AC i d=BC
i przecinamy je prosta x || a1 b (rys. 1.13b). X,= d N x, X; = ¢ N x. Proste AX, i BX,, przeci-
naja si¢ w punkcie D hiperboli (rys. l. 13c). Prosta m=AB jest $rednica hiperboli. Przez $ro-
dek S odcinka (AB) przechodzi druga srednica » hiperboli (m n sa $rednicami sprzgzony-
mi). Dzigki symetrii rownolegtej otrzymujemy punkty C; D; i C; D3, a przez symetrig $rod-
kowa punkty C, D,. Punkt S jest srodkiem symetrii (rys. 1.13 d).

a) b)
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Parabola. Dane sa nieréwnolegte proste a i m, punkt Aca i Ce¢a. Wyznaczy¢ para-
bolg przy zatozeniu, ze prosta m jest Srednica paraboli, punkt A punktem stycznos$ci stycznej
a do paraboli, za$ punkt C dowolnym punktem paraboli (rys. 1.14a). Przy zalozeniu, ze punkt niewla-
sciwy Bem jest punktem stycznosci stycznej b, (niewlasciwej) do paraboli, konstrukeja jest taka sa-
ma jak elipsy i hiperboli (rys. 1.12 i 1.13). Proste ¢=B..C i d=CA przecinamy prosta x || a. Otrzymuje-
my punkty X,=c NxiX,=dnx. Proste AX, i B X} przecinaja si¢ w punkcie D paraboli (rys. 1.14b).
Punkt symetryczny D; otrzymujemy za pomoca osi symetrii rtownej Srednicy paraboli # || m i kierunku
symetrii rownoleglego do stycznej a (rys. 1.14c).

a)

Rys. 1.14

Konstrukcja X - metoda rownolegtoboku.

Elipsa. Dane sa odcinki $rednicowe sprzgzone elipsy (AB) i (CD) (Rys. 1. 15).
Budujemy réwnoleglobok o bokach rownolegltych do $rednic zawierajacych punkty A,B,C,D.
Odcinek (SC) oraz obie potowy odpowiedniego boku rownolegloboku dzielimy na jednakowa
ilo§¢ rownych czgsci po czym prowadzimy proste Al, All.., a z punktu B prowadzimy pgk
prostych B1, B2. Punkty przecigcia prostych Al z B1 ; All z B2, itd. sa punktami wykresla-
nej elipsy. Omowiona konstrukcj¢ mozna stosowac takze gdy srednice sprz¢zone sa prostopa-
dle tzn. gdy dane sa odcinki osiowe elipsy.

/}/qf&\\\

Rys. 1.15
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Podanym sposobem mozna wykresli¢ Y4 czgsé elipsy, pozostate punkty mozna wyzna-
czy¢ za pomoca symetrii rownoleglej 1 symetrii §rodkowej (rys. 1.15b).

Parabola. Dane sa: m - $rednica paraboli, styczna a i punkt stycznosci A =a N m,
oraz dowolny punkt C (rys. 1.16). Przez punkt C rysujemy prosta c || m. ¢ N a = D. Dzielimy
odcinek (CD) na pewna ilo§¢ rownych czesci, oraz (AD) na taka sama ilo§¢ czgSci. Laczymy
punkty I, II, III z wierzchotkiem A, a punkty 1, 2, 3 z wierzchotkiem Boo , ktory jest punktem
niewlasciwym $rednicy m. W punktach przecigcia prostych AI m Boo I sa punkty paraboli np.
X (rys. 1.16¢). Dzigki symetrii rownolegtej o osi m i kierunku a mozna wyznaczy¢ tylko jeden
dodatkowy punkt paraboli (rys. 1.16¢). Parabola w odréznieniu od elipsy i hiperboli nie jest
krzywa srodkowo symetryczna. Taka sama konstrukcj¢ stosujemy, gdy m L a.

a) c .
m/ f Beo b)
C /

Rys.1.16

Hiperbola. Rysunek 1.17 przedstawia przypadek gdy dane sa osie hiperboli m i n
czyli proste prostopadte, oraz dowolny punkt C. Konstrukcja jest taka sama gdy dane sa $red-
nice sprz¢zone hiperboli. W wierzchotkach A i B hiperboli kreslimy styczne a i b réwnolegte
do osi ($rednicy) n, oraz z punktu C prosta ¢ réwnolegta do osi m. anc = D. Dzielimy odci-
nek (DC) na pewna ilo§¢ czesci i na taka sama ilo§¢ rownych czesci dzielimy (CE) || a. Z
wierzchotka A prowadzimy proste Al, All, Alll, a z wierzchotka B proste B 1, B2, B3. Punkty
przecigcia si¢ par prostych (Al i Bl;...) sa punktami hiperboli (rys. 1.17b). Punkty X; i X;
otrzymujemy dzigki symetriom rownoleglym o osi: m i kierunku #n, oraz o osi n i kierunku m.
Punkt X3 otrzymujemy dzigki symetrii srodkowej o $rodku S = mnwn (rys. 1.17¢).

Konstrukcja XI - metoda papierkowa.

Wygodna metoda kreslenia elipsy jest metoda papierkowa. Dane sa odcinki $rednicowe
sprzezone elipsy (AB) 1 (CD) (Rys.1.18). Przez jeden z koncéw odcinkéw Srednicowych pro-
wadzimy prosta n prostopadta do tego odcinka w ktorym nie lezy wybrany koniec; na rysunku
1.18 prosta n poprowadzono przez punkt C prostopadle do AB. W tym przypadku n przecina
prosta 1 = AB w punkcie I. W prostej n odktadamy odcinek (CII) = (SA) w ten sposdb, ze
punkt C lezy migdzy punktami I i II. Potozenie punktéw I, C, II przenosimy na prostolinijne
obrzeze skrawka papieru i przez punkt Il prowadzimy $rednicg 2. W kazdym potozeniu usta-
lonego w ten sposob przyrzadu punkt C skrawka jest punktem X elipsy, gdy punkty I i II leza
odpowiednio w $rednicach 1 i 2. Metoda papierkowa kreslenia elipsy jest prostsza w przy-
padku, gdy dane sa odcinki osiowe elipsy (Rys. 1.19)
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a)

b)

Rys. 1.17

1/2 odcinka

S
D ‘ osiowego gldwnego

1/2 odcinka ‘
osiowego pobocznego

Rys.1.18 Rys. 1.19

Konstrukcja XII - metoda Ritza.

Dane sa odcinki $rednicowe sprzgzone elipsy; wyznaczy¢ odcinki osiowe (Rys.1.20).
Obieramy jeden z danych odcinkéw $rednicowych np. (AB) 1 z punktu S kreslimy prosta pro-
stopadla do AB i odktadamy w niej odcinek (SE) = (SA). Kreslimy prosta CE i znajdujemy
srodek O odcinka (CE). Nastgpnie kreslimy okrag o srodku O i promieniu (OS). Okrag ten
przecina prosta EC w punktach P i Q, ktére wraz z punktem S wyznaczaja osie elipsy. W osi
SQ odktadamy odcinek (SK) = (EQ), a w osi { SP) odcinek (SM) = (EP). Punkty K i M sa
wierzchotkami elipsy.

19



Rys. 1.20

Konstrukcja XIII.

Majac dany odcinek osiowy elipsy (AB) oraz dowolny punkt C tej elipsy wyznaczy¢
drugi odcinek osiowy. Przy zatozeniu, ze punkt C nie jest wierzcholkiem, odcinek ten otrzy-
muje si¢ jak na rysunku 1.21 . Z punktu C kres$limy tuk o promieniu réwnym 1/2 znanego
odcinka osiowego r = [SA| do przecigcia z osia n i otrzymujemy punkt D. Rysujemy prosta
CD i1 w punkcie przecigcia si¢ jej z osia m = AB otrzymujemy punkt E. Odcinek (CE) jest
réowny 1/2 szukanego odcinka osiowego (KL) nalezacego do osi n.

a) b)

Rys. 1.21

Konstrukcja XIV - owal.

Gdy nie jest wymagana duza doktadno$¢ i gdy dane sa odcinki osiowe, zamiast elipsy
mozna kresli¢ owal (rys. 1.22). Jest to krzywa ztozona z odpowiednio dobranych tukéw okre-
gu. Konstrukcje t¢ mozna stosowac gdy stosunek dtugosci odcinka osiowego gtownego do
odcinka osiowego pobocznego jest mniejszy od 2. Z punktu S zakreSlamy tuk promieniem
(SB) do przecigcia sig z osia poboczna DC w punkcie E. Kreslimy cigciwg AC i na niej od-
ktadamy odcinek (CF) = (CE) . Symetralna odcinka (AF) przecina o$ gléwna w punkcie O
i 0§ poboczna w punkcie Oc. Luk (AC) elipsy zastgpujemy tukami (AP) i (PC) okregow
o $rodkach O4 1 O¢ oraz o promieniach (Os A) i (Oc¢ C), gdzie P jest punktem zawartym
w prostej Oa Oc. Pozostate czg$ci owalu otrzymujemy za pomoca symetrii wzgledem osi elip-
sy.
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Konstrukcja XV -parabola (metoda stycznych).

Dane sa proste a i b przecinajace si¢ w punkcie P, styczne do paraboli w punktach A
i B. Wyznaczamy $rodek S odcinka (AB) i wyznaczamy prosta PS = m, ktora jest Srednica
paraboli. Punkt C $rodek odcinka (PS) jest punktem paraboli a prosta g | AB jest styczng w
punkcie C (rys. 1.23b). Obieramy na odcinku (AB) dowolny punkt K i przez ten punkt kre-
$limy prosta ¢ || a i d || b. Przecinaja one proste a i b w punktach L i M ktore wyznaczaja
styczna e do paraboli (rys. 1.23¢c). Aby wyznaczy¢ punkt E paraboli nalezacy do stycznej e
kreslimy przekatne czworokata (ABLM). Punkt R przecigcia si¢ przekatnych wraz z punktem
P wyznaczaja prosta, ktora przecina styczng e w punkcie E (rys. 1 .23d). Punkt E; symetrycz-
ny wraz z E w symetrii rownoleglej otrzymujemy kreslac z E prosta rownoleglta do AB, ktora
jest kierunkiem symetrii; osig symetrii jest §rednica paraboli m (rys. 1.23e).

a) a d)
P A

Rys.1.23
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Uproszczona metode kreslenia paraboli za pomoca stycznych podaje rysunek 1.24. Od-
cinki (AP) i (PB) dzielimy na taka sama ilo$¢ réwnych czgéci (np. sze$¢) i numerujemy
punkty podziatu. Jezeli na odcinku (AP) numeracja zaczyna si¢ od A to na odcinku (PB) za-
czyna si¢ od P (rys. 1.24a). Kre§limy proste wyznaczone przez punkty 1 il, 212, ..: sg to
w przyblizeniu styczne do paraboli. Srodki przecinajacych si¢ odcinkéw stycznych (np.T)
moga by¢ uwazane za punkty paraboli (rys. 1.24b).

a)

b)
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Konstrukcja XVI-hiperbola.

Dane sa asymptoty hiperboli a i b oraz dowolny punkt P hiperboli. Korzystamy z dwoch
symetrii: rownoleglej i srodkowej. Dowolna prosta zawierajaca punkt P przecina asymptoty
w punktach I, i I,. Wielko$¢ odcinka (I,P) zawartego w tej prostej jest taka sama jak odcinka
(IpP1). Punkt P; jest punktem hiperboli. Rowniez |PII,|=|P,1I;| i [PS|=|SPs| (rys. 1.25b). Po-
Wwyzszym sposobem mozemy wyznaczy¢ dowolng ilos¢ punktow hiperboli (rys. 1.25c¢).

1.5. Pojecia podstawowe, geometria euklidesowa.

Euklides zyjacy w latach 330-275 p.n.e. byl wykladowca matematyki w Aleksandrii
w czasach Ptolemeusza 1. Przedstawit on w 13 ksiggach ,,Elementéw” wlasne prace oraz wy-
niki dotychczasowych osiagnigé. W XIX wieku D. Hilbert podat w ,,Podstawach geometrii”
aksjomatyke geometrii euklidesowej. Podstawowymi utworami (elementami) geometrii eu-
klidesowej sa: punkt, prosta i ptaszczyzna. Sa to pojgcia pierwotne. Poje¢ podstawowych nie
definiuje sig, stuza one do okreslania innych pojeé geometrycznych. Pomigdzy utworami pod-
stawowymi zachodza zwiazki podstawowe jak: ,,przynalezno$¢”, ,,uporzadkowanie”, ,,przy-
stawanie”, ,,ciaglos$¢” i ,,rownoleglos¢”. Realizowany w szkole §redniej kurs geometrii opiera
si¢ na zwiazkach zachodzacych w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E; pojmowanej
jako zbior punktow wiasciwych.

1.6. Przestrzen rzutowa.

W kursie geometrii wykreslnej wygodne stalo si¢ powigkszenie przestrzeni E; o zbior
punktow niewtasciwych. Otrzymano w ten sposob przestrzen rzutowa W3. W kazdej prostej
wlasciwej ¢ zawarte] w W3 istnieje doktadnie jeden punkt niewtasciwy T, , bedacy punktem
wspolnym tej prostej ze wszystkimi prostymi wilasciwymi przestrzeni Wi, roznymi od ¢ i
réwnoleglymi do # (rys.1.26).

Rys. 1.26

W kazdej wilasciwej plaszczyznie o zawartej w W3 istnieje jedna prosta niewlasciwa,
bedaca zbiorem punktéw niewlasciwych nalezacych do prostych, zawartych w plaszczyznie o
(rys.1.27) i do wszystkich plaszczyzn réwnolegtych do plaszczyzny a (rys.1.28).

23



oo Q”
&, =
D
q
==
Rys. 1.27

Rys. 1.28

Zbior wszystkich punktéw niewlasciwych przestrzeni W3 nazywamy plaszczyzng nie-
wiasciwa. Zawarte sa w niej wszystkie proste niewtasciwe przestrzeni Ws.



Rozdzial 11

WYBRANE RODZAJE RZUTOWAN
I USTALANIE WIDOCZNOSCI FIGURY

1. Wybrane rodzaje rzutowan.

Przeksztatcenie R, ktore kazdemu punktowi XeW; przyporzadkowuje taki punkt
X’e m, ze punkty X i X’ naleza do jednej i tej samej prostej nazywamy rzutowaniem.

Wezmy pod uwagg plaszczyzng m zwana rzutnia oraz punkt S, nie nalezacy do &, zwa-
ny $rodkiem rzutu, zawarte w przestrzeni Ws. Jezeli punkt P jest rozny od punktu S, to jako
jego rzut R(P) uwazany bedzie za punkt P’ wspolny prostej SP i plaszczyzny = : R(P) = SPn

(rys. 2.1).
S

P R(P)=P'

Rys. 2.2

Rzuty punktow plaszczyzny € roéwnoleglej do m i zawierajacej S sa punktami niewla-
Sciwymi (rys. 2.2). Kazdy wigc punkt P, z wyjatkiem punktu S (§rodka rzutu), ma jedno-
znacznie okre$lony punkt P’. Rzuty punktow nalezacych do plaszczyzny € || ® i€ < S sa
punktami niewlasciwymi, rzuty punktow nie nalezacych do € sa punktami wlasciwymi.

Jezeli punkt S jest punktem wlasciwym - mamy do czynienia z rzutem §rodko-

wym (rys. 2.1).
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Jezeli punkt S jest punktem niewlasciwym i nie nalezacym do m - mamy do czynienia
z rzutem roéwnoleglym (rys. 2.3).
’\s:e

Rys. 2.3

Wszystkie proste zawierajace punkt S., naleza do jednego kierunku (k). Figura ztozona

z rzutni 7 i zorientowanej prostej kierunkowej k f oznaczona {r, k}, zwana dalej apara-
tem rzutowania rownolegtego, ustala jednoznacznie odwzorowanie R. Jezeli k L,
to mamy do czynieniaz rzutem prostokatnym (rys 2.4).

i k
4

Rys. 2.4

W dalszej czesci skryptu bedziemy sig¢ zajmowac rzutami Monge’a, rzutem cechowanym
oraz rzutem aksonometrycznym.

Rzut cechowany jest to rzut prostokatny na jedna rzutni¢. Rzuty Monge’a, sa to rzuty
prostokatne na dwie (lub wigcej) prostopadtych rzutni. Rzut aksonometryczny moze by¢ rzu-
tem prostokatnym lub uko$nym na jedna rzutnig, gdzie oprocz rzutu figury rzutujemy uktad
kartezjanski trzech osi prostopadtych do siebie.

2. Ustalanie widocznoSci figury w rzutowaniu réwnoleglym.

Rozpatrujac rzut rownolegly figury I" jako jej widok na tle rzutni, przy odpowiednim
kierunku i zwrocie prostej kierunkowej musimy uwzgledni¢ zjawisko widocznosci oraz nie-
widocznosci pewnych czesci figury. Jezeli prosta rownolegta do kierunku rzutowania przebija
figur¢ w jednym punkcie, to punkt ten uwazamy za widoczny. Jezeli prosta kierunkowa prze-
bija figur¢ w wigcej niz jednym punkcie, to punkt poprzedzajacy wszystkie pozostate punkty
jest punktem widocznym. Na rysunku 2.5 punktami widocznymi sa A i W. Suma wszystkich
punktow widocznych figury nazywa si¢ figura sktadowa widoczna I, za$§ suma
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wszystkich pozostatych punktow figura sktadowa niewidocznag I'y(I, = I'-I'y). Za-
gadnienie ustalania widoczno$ci bedzie omowione doktadniej na konkretnych przyktadach w
dalszej czesci skryptu. Ustalanie widocznos$ci przedstawione w tym skrypcie jest zgodne z
norma europejska stosowang w rysunku technicznym.

Ly

W'=B'

A

Rys. 2.5
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Rozdzial 111

RZUT CECHOWANY

1. Zasady odwzorowania, rzut cechowany punktu i figury

Rzut cechowany nalezy do grupy rzutdow prostokatnych. Aparatem rzutowania jest rzut-
nia 7 oraz kierunek rzutowania s 7, gdzie s jest prosta zorientowana. Rzut cechowany punktu
X sktada sig z pary {X’,c«}, gdzie X’ jest rzutem prostokatnym punktu X na 7 a c, jest cecha
punktu (rys. 3.1a). Cecha punktu cy jest to miara wektora YXX’), ktora jest liczba dodatnia
gdy wektor jest zgodnie zorientowany z kierunkiem rzutowania, a wige gdy punkt X (pocza-
tek wektora) lezy przed rzutnig (rys.3.1a). Gdy punkt Y lezy za rzutnig wektor )YY’) ma
zwrot przeciwny, a gdy punkt zawarty jest w rzutni miara wektora rowna jest zero i Z=7".
Aby rzut cechowany punktu, np. X wyznaczatl punkt z doktadnos$cia do identycznosci wzgle-
dem rzutni 7 obieramy na ptaszczyznie rysunku odcinek jednostkowy ,,j” i przyjmujemy, ze
dhugos¢ wektora )XX’) jest rowna dtugosci odcinka (XX’) ktérego miara jest rowna ,,j” * |cy|.

a) b)
X
S
i # X’( )
. z=z "
l 77 @ /
X’ ico TY,'(S) . Yy
P . J \

Rys. 3.1

Cecheg cx zapisujemy w nawiasie na ptaszczyznie rysunku przy oznaczeniu rzutu punktu

(rys. 3.1b).

Rzutem cechowanym figury nazywamy rzut cechowany wszystkich punktow tej figury.
Oczywiscie bedziemy wyroznia¢ tylko niektore punkty figury wystarczajace do jej wyzna-
czenia i odtworzenia, np. rzut cechowany trojkata (ABC) przedstawiamy jako rzut cechowany
jego wierzchotkow (rys. 3.2).
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1
B (3.5)

'
C @

A'(-I) .]

—

Rys. 3.2
Rzut cechowany jest metoda stosowana przy sporzadzaniu planéw robdt ziemnych,
w zwiazku z tym na odcinek jednostkowy obieramy, np. I cm, 1 m ... i rysunki sporzadzamy
w skali pomniejszajacej (rys. 3.3a).

a) . b) 101,5
Aum,s; o}
o}

" 2
OC (103.2) o 1032

(e}
o 101,0

U
Bi]ﬂ\.O)

j=lm  1:100 j=ime 1100

Rys. 3.3

W zapisie uproszczonym, w technice, oznaczenia punktow A, B, C... pomijamy (rys.
3.3b) i liczby podajace cechy punktow stuza za ich nazwy.

2. Rzut cechowany prostej

Rzutem cechowanym prostej ¢ prostopadtej do rzutni jest punkt ¢#”. Prosta taka nazywa
si¢ rzutujaca lub pionowa. Rzutem cechowanym prostej m rownolegtej do rzutni jest prosta
m’ wraz z zapisana w nawiasie cecha. Prosta m nazywa si¢ warstwowa lub pozioma. Rzuty

prostych ¢ Lz im || 7 przedstawione sa na rysunku 3.4a,b.

a) b)

Rys. 3.4
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a) b)

'
(4)

I
=p

@ A
A i lom I )

Rys. 3.5

Rzut cechowany prostej ogolnej [ (I y 7 A [ }f 1) moze by¢ dany za pomoca rzutdw ce-
chowanych dwoch punktow (rys. 3.5a, b). Kierunek obnizania si¢ prostej / jest na obrazie [’
prostej / zaznaczony strzatka i jest zgodny z kierunkiem zmniejszajacych si¢ cech punktow
nalezacych na tej prostej. Kierunek ten nazywamy zwrotem prostej.

Kazdy punkt prostej ogdlnej ma inng cechg. Punkty prostej, ktorych cechy sa liczbami
catkowitymi nazywamy punktami gtéwnymi. Rzut prostej tacznie z jej punktami gtéwnymi
nazywamy zestopniowanym rzutem prostej (rys.3.6a,b).

a)

Rys. 3.6

Odlegtos¢ rzutow dwoch punktéw prostej, ktorych réznica cech jest rowna jeden, na-
zywa si¢ modutem prostej. Modut prostej a oznaczamy symbolem m, (rys. 3.7). Modu-
tem prostej prostopadtej do rzutni jest liczba zero. Prosta rownolegla do rzutni nie posiada
modutu. Jezeli prosta a jest nachylona do rzutni pod katem ¢ (rys. 3.7) i punkt A nalezacy do
a ma ceche rowna 1, to z trojkata (OAA’) otrzymujemy:

|44’ .
o4~ =7

. . 1
Wstawiajac za |AA’|: 1 oraz |OA’|: m, otrzymujemy —=tggp.
ma
Liczbe tgp nazywamy nachyleniem prostej wzgledem rzutni i oznaczamy symbolem
ny (x - nazwa prostej). Nachylenie jest wigc odwrotnoscia modutu, zatem w miar¢ wzrostu
kata nachylenia prostej modut prostej maleje i odwrotnie.
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O ma A‘H)
0 1 2m
Rys. 3.7

Cwiczenie 1
Dana jest jednostka, rzut prostokatny prostej a , cecha punktu A nalezacego do prostej a
oraz zwrot prostej (rys. 3.8a). Zestopniowaé prosta a tak, aby jej nachylenie wynosito 2:3.

Rozwiqzanie

Wyznaczamy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych dwom i trzem jednako-
wym odcinkom. Przeciwprostokatna ma nachylenie 2:3 . Nast¢pnie budujemy tréjkat podob-
ny, ktorego jedna przyprostokatna jest jednostka, a druga modut. Tym modutem stopniujemy
prosta a (rys. 3.8b).

a)

Rys. 3.8

Cwiczenie 2
Dany jest zestopniowany rzut prostej ¢ oraz rzut punktu M, nalezacego do tej proste;.
Wyznaczy¢ ceche punktu M.

Rozwiqzanie

Odcinek (5 6) prostej ¢* dzielimy na 10 rownych czgsci. Na wykonanej w ten sposob
podziatce odczytujemy cechg punktu M z doktadnoscia do dziesigtnej cze$ci jednostki. Cecha
punktu M wynosi 5,6 (rys. 3.9).
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Rys. 3.9

3. Wzajemne polozenia prostych

Proste moga si¢ przecinaé, wtedy punkt przecigcia si¢ rzutdow prostych jest rzutem
punktu wspélnego zawartego w obu prostych i ma ceche¢ taka sama dla obu prostych
(rys.3.15b). Zapisujemy np. P = mn.

Proste moga by¢ rownolegte (rys. 3.19) - omowione doktadniej w punkcie 6 ,,Rownole-
glo$¢ podprzestrzeni”.

Proste moga by¢ skos$ne lub wichrowate. Takie proste nie majg punktu wspdlnego, ani
nie sg do siebie rownolegle (rys. 3.21a).

4. Rzut cechowany plaszczyzny

Plaszczyzng rownolegla do rzutni nazywamy plaszczyzng warstwowa. Wszystkie
punkty ptaszczyzny maja jednakowe cechy (rys.3.10).

D O

Rys. 3.10

Ptaszczyzny warstwowe o cechach catkowitych nazywamy gtéwnymi ptaszczy-
znami warstwowymi. Plaszczyzna réwnolegta do kierunku rzutowania s, a tym samym
prostopadta do rzutni nazywa si¢ rzutujaca. Jej rzutem jest prosta (rys. 3.11a,b). Plasz-
czyzna ogolna (a 4 7 A f 7). W celu odtworzenia potozenia takiej plaszczyzny w przestrze-

ni mozna poda¢ rzuty cechowane, np.:

1° - trzech niewspotiniowych punktow,

2° - dwoch prostych przecinajacych sig,

3° - dwoch prostych rownoleglych,

4° - prostej i nie nalezacego do niej punktu.
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b)

Rys. 3.11

Rys. 3.13

Metoda rzutu cechowanego postuguje sig takze innym sposobem przedstawiania ptasz-
czyzny: za pomoca tzw. prostej spadu lub planu warstwicowego. Warstwica plaszczy-
zny « nazywamy kazda prosta warstwowa zawarta w plaszczyznie a. Warstwice plaszczy-
zny o cechach bedacych liczbami catkowitymi nazywamy warstwicami glownymi
(rys. 3.12.) i oznaczamy O, 14, 2. Zbior warstwic glownych ptaszczyzny nazywamy planem
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warstwicowym pltaszczyzny. Prosta zawarta w ptaszczyznie i prostopadla do war-
stwic nazywamy prosta spadu ptaszczyzny i oznaczamy s,/(rys.3.13).

Rzutowanie prostokatne zachowuje miarg¢ kata prostego, jezeli jedno rami¢ kata jest
réwnolegle do rzutni, a drugie nie jest do rzutni prostopadte. Z tej wtasnosci wynika, ze rzut
linii spadu jest prostopadty do rzutow warstwic tej ptaszczyzny (rys. 3.14).

AA'
S(x

L

0 1 2 3m

Rys. 3.14

Na rysunku 3.15a przedstawiony jest plan warstwicowy plaszczyzny wyznaczonej
przez 3 punkty A, B, C - wyznaczonej za pomoca dwoch prostych przecinajacych sig (rys.
3.15b) i dwoch prostych rownoleglych (rys. 3.15¢) We wszystkich przypadkach zostata wy-
znaczona prosta spadu.

Nachylenie i modul ptaszczyzny jest nachyleniem i modutem jej prostej spadu:

m,=m, An,=n, .

a ' ¥
) B Sa 3,
2 C'u) 2,
L,
A'U) R
v
b) A
RN m) ) s,
2 I 1 7y 7 7
2' 2
3, 6, 6 \6
4 P'(3)
u 5
4 iy B 5 5
5(; v Cl, b/
5 5
Rys. 3.15

Cwiczenie 3
Dana jest prosta warstwowa 0, Wykresli¢ rzut planu warstwicowego plaszczyznyo
ktérego kat nachylenia do rzutni jest rowny 30°.
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Rozwiqzanie

Wyznaczamy modut ptaszczyzny « z trojkata prostokatnego o przyprostokatnej rownej
j oraz o katach ostrych 60° i 30°. Lini¢ spadu s, prostopadta do prostej 0, stopniujemy wy-
znaczonym modutem m, (rys. 3.16).

a)

b)

Rys. 3.16

S. Nalezenie i zawieranie si¢ podprzestrzeni

Punkt A nalezy do prostej a, jezeli rzut A’€a’ i cecha punktu A réwna si¢ cesze punktu
prostej, ktdrego rzut jednoczy si¢ z rzutem punktu A.

W przypadku jak na rysunku 3.17 ceche punktu A zawartego w prostej a znajdujemy z
twierdzenia Talesa. Dzielimy odcinek (2 3) na 10 czgsci i okre§lamy cecheg punktu A z do-
ktadnoscia do dziesigtnej cz¢sci jednostki.

Prosta a zawarta jest w plaszczyznie o jezeli ma z nig dwa punkty wspoélne. Przy danym
planie warstwicowym punkty gltowne prostej naleza do gléwnych warstwic ptaszczyzny
(rys.3.17, 318).

Punkt nalezy do ptaszczyzny jezeli nalezy do prostej zawartej w plaszczyznie (rys. 3.17)

a) b)
B, 5, | B's
4, 4
a,’
3. 3
A'(Z.(vi
2, 2
J . '
5 -y ol /[/M
v v
Rys. 3.17

35



b)

Rys. 3.18

Cwiczenie 4

Dane sa: j = 0,5 cm i rzut prostokatny prostej spadu s, z zaznaczonym na niej zwrotem
oraz rzut cechowany punktu Bes,. Wyznaczy¢ plan warstwicowy plaszczyzny «, ktorej mo-
dut m,=2 oraz przez punkt B poprowadzi¢ prosta a o nachyleniu n,=1:3. (rys. 3.17a).

Rozwiqzanie

Stopniujemy prosta s’y odmierzajac od punktu B’y kolejne odcinki o dhugosciach
mg*j=mg * j=2j =1cm. Przez otrzymane punkty prowadzimy warstwice ptaszczyzny pro-
stopadte do s’ 0 cechach malejacych zgodnie ze zwrotem prostej s’ (rys. 3.17b). W drugie;j

czesci ¢wiczenia wyznaczamy modut prostej a: m, =— =3 ¢ j = 1,5 cm. Z punktu B kresli-
my tuk o promieniu r=m,=1,5 cm do przecigcia z sasiednig warstwica. Punkt przecigcia nalezy
do prostej a. Istnieja dwa rozwiazania.

Cwiczenie 5
Dany jest stopniowany rzut prostej a. Wyznaczy¢ rzut plaszczyzny o o nachyleniu
n, = 3:2 zawierajacej prosta a, j =1 cm.

Rozwiqzanie

Modut plaszczyzny m, -1 2/3 » | cm. Budujemy trojkat prostokatny o przyprosto-
n
katnych 3 1 2 i sposobem podanym na rys. 3.18b wyznaczamy modut ptaszczyzny. Wykre-
$lamy okrag o promieniu r = my o $rodku w punkcie gtéwnym prostej @, np. 2 i przez punkt 1
wyznaczamy warstwice 1, styczng do okregu (rys. 3.18a). Pozostale warstwice sa rownolegte.
Prosta spadu jest prostopadta do warstwic. Mozliwe sa dwa rozwigzania.

6. Rownoleglos¢ podprzestrzeni

Jezeli dwie proste a i b sa rownolegle, to ich rzuty cechowane spetniaja nastgpujace wa-
runki (rys. 3.19):

a) rzuty prostokatne prostych sa rownolegle lub jednocza si¢: a’ || b’ luba’ = b,

b) moduty prostych sa réwne m,=mj,

¢) zwroty zgodne.

Prosta a i ptaszczyzna « sa rownolegte, jezeli w plaszczyznie zawarta jest prosta b || a

(rys.3.20)
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Rys. 3.19 Rys. 3.20

Cwiczenie 6
Dane sa rzuty cechowane prostych skosnych a i b, oraz punktu P o cesze 2. Wyznaczy¢

rzut cechowany plaszczyzny o zawierajacej punkt P i réwnoleglej do prostych a i b
(rys.3.21a).

Rozwiqzanie
Przez punkt P ‘() kreslimy rzuty prostych ¢ i d rownolegtych odpowiednio do a i b.
Wyznaczamy plan warstwicowy plaszczyzny « (rys. 3. 21b).

a) b)

Rys.3.21

Cwiczenie 7
Dane sa rzuty cechowane prostych skosnych a i b. Wykresli¢ rzut planu warstwicowego
ptaszczyzny o réwnoleglej do prostych a i b oraz rownoodleglej od nich (rys. 3.22a).

Rozwiqzanie
Obieramy na prostych: a punkt A, a na b punkt B, najwygodniej o jednakowych ce-
chach (na rysunku 3.22 -cecha 2). Wyznaczamy $rodek odcinka (AB) punkt C (). Przez punkt

C prowadzimy plaszczyzng a rownolegla do prostych a i b. Jest ona rowniez rownoodlegta od
nich.
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a) b)

2

Rys.3.22

Rzuty cechowane ptaszczyzn « i f réownoleglych nierzutujacych spelniaja nastgpujace
warunki:

a) rzuty prostych spadu sg rownolegle s, || s°p

b) moduty plaszczyzn sa rowne m,~myg

¢) zwroty sa zgodne.

Plaszczyzny rzutujace rownolegle « i f przedstawione sa na rysunku 3.23b.

a) b) i
—
s s’y o B
3 7
mag\ 5 m§\ 6
L
Rys. 3.23

Cwiczenie 8
Dana jest plaszczyzna « rzutem cechowanym A’ (53 punktu A i zestopniowana prosta
a’ oraz dany jest rzut cechowany Q3 sy punktu Q. Wyznaczy¢ rzut cechowany planu warstwi-

cowego plaszczyzny [ przechodzacej przez punkt Q i rownoleglej do plaszczyzny o (rys.
3.24a).
a) b)

« 423 “
[e] ()

3 0'3,8) 3

A'2,3)
0'3.8)
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Rozwiqzanie
Przez punkt A i prosta a prowadzimy ptaszczyzne « a nastepnie przez punkt Q ptasz-

czyzne B || a (rys. 3 .24b).

7. Cze$¢ wspolna podprzestrzeni (elementy wspolne)

Rzut cechowany punktu przecigcia dwoch prostych m i n zostat przedstawiony na ry-
sunku 3.15b - jest to punkt o cesze 3.

Cwiczenie 9

Wyznaczy¢ prosta wspolna (krawedz) plaszezyzn a1 fw przypadkach:

a) o Lz ,p-ogolna,

b) a ogolna, fogbdlnaisy, i, s

¢) a ogdlna, fogblnais,’ || s’s zwroty prostych s’,1s’s sa przeciwne.

Rozwiqzanie - przypadek a)

Rzut krawedzi m spelnia warunek m’ € @’. Warstwice ptaszczyzny S przecinaja prosta m
stopniujac ja i wyznaczaja punkty gtéwne (rys. 3.25).

'
s’y
J [

Rys. 3.26

Rozwiqzanie - przypadek b

Stopniujemy proste spadu s, i sgtak, aby wyznaczy¢ dwie jednoimienne warstwice, np.
24, 30 125 35 Przecinajg si¢ one w punktach 2, 3, ktore sg kolejnymi punktami gtownymi
prostej m (rys. 3.26).

Rozwiqzanie - przypadek c
Poniewaz proste warstwowe sa réwnolegle (przecinaja si¢ w punkcie niewlasciwym)
krawedZ m jest rowniez do nich rownolegta. Dowolny punkt krawedzi wyznaczamy wprowa-
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dzajac trzecia dowolna plaszczyzng y, ktorej s’ s°4(s’p). Wyznaczamy krawedz a plasz-
czyzn « i y oraz krawedz fny = b, anb=W, punkt wspdlny trzech ptaszczyzn: W=anfy.
Przez punkt W prowadzimy prosta m réwnolegta do warstwic ptaszczyzn a i g (rys. 3.27).
Cechg prostej m wyznaczamy dzielac odcinek (11 , 12) na prostej spadu korzystajac z twier-
dzenia Talesa. W tym przypadku na 10 czgsci - doktadnos¢ jest wige do 0,1.

12 N %
o 11

M (1143 W'
/\/ 12
11 A
\b' Sp
v
. 11 g
|L| 12 v
Rys. 3.27

Cwiczenie 10
Wyznaczy¢ punkt przebicia ptaszczyzny « prosta /.

Rozwiqzanie
Przez prosta [ prowadzimy dowolna ptaszczyzne 6, wyznaczamy krawedz k£ =and,
punkt przecigcia si¢ krawedzi z prosta jest szukanym punktem przebicia (rys. 3.28).

Rys. 3.28

Cwiczenie 11

Dane sa rzuty cechowane punktu A, prostej a i plaszczyzny a. Wykresli¢ rzut cechowa-
ny prostej u przechodzacej przez punkt A, rownoleglej do ptaszczyzny « i przecinajacej pro-
sta a (rys. 3.29a).

Rozwiqzanie

Prowadzimy ptaszczyzne frownolegla do « i zawierajaca punkt A. Wyznaczamy punkt

przebicia B prostej a z plaszczyzna f. Prosta u jest wyznaczona punktami A i B (rys.
3.2%ic).
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a)

s’
3.
4,
©)
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Rys. 3.29

Cwiczenie 12
Dane sa: punkt As) oraz proste skosne e i /. Wyznaczy¢ prosta d zawierajaca punkt A
i przecinajaca proste e i f. Wyznaczy¢ punkty przecigcia prostych.

a)

<)

Rys. 3.30
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Rozwiqzanie

Wykreslamy warstwice plaszczyzny o wyznaczonej przez punkt A i jedna prosta
(w tym przypadku e). Nastepnie wyznaczamy punkt przebicia prostej f z ptaszczyzna a. W
tym celu przez prosta f prowadzimy plaszczyzng £ planem warstwicowym. Prosta & bgdaca
krawedzia ptaszczyzn a1 ffprzecina prosta e w punkcie przebicia B. Prosta d jest wyznaczona
punktami A i B i przecina prosta e w punkcie C (rys. 3.30b i c).

Cwiczenie 13
Dane sa dwie proste rownolegle a 1 b oraz prosta skos$na ¢ wzglgdem a i b. Wyznaczy¢
prosta ¢ przecinajaca wszystkie trzy proste i rownolegta do rzutni (warstwowa) (rys. 3.31a).

Rozwiqzanie

Wyznaczamy plan warstwicowy plaszczyzny « zawierajacej proste rownolegle a i b.
Przez prosta ¢ prowadzimy dowolna ptaszczyzng f, krawedz ptaszczyzn a1 [ przecina prosta
¢ w punkcie przebicia P prostej ¢ z plaszczyzna a. Prosta ¢ bgdaca rozwiazaniem zawiera
punkt P i jest prosta warstwowa plaszczyznya. Cechy punktu P i prostej ¢ sa identyczne (rys.
331bic).
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8. Prostopadlo$¢ prostych i plaszczyzn

Prosta prostopadta do ptaszczyzny jest prostopadta do wszystkich prostych zawartych
w plaszczyznie. Opierajac si¢ na elementarnych wiadomos$ciach ze stereometrii mozna udo-
wodni¢, ze zostana zachowane katy proste w rzucie prostokatnym dowolnej prostej z prostymi
warstwowymi (rys. 3.32.), a tym samym rzut prostej prostopadtej do ptaszczyzny jest rowno-
leglty do rzutu prostej spadu. Niech cecha punktu P wynosi I, to z trojkata prostokatnego

. . 1 . . 1 .
(HPO) wynika, ze m, * m,= |, a wigc m,=—— 1 odwrotnie m,=——. Trojkat (HPO) nazywa
m m
a P
si¢ trojkatem modutdw. Zwroé¢my uwagg, ze kierunki obnizania si¢ prostej i plaszczyzny sa
przeciwne. Reasumujac, mozna powiedzie¢, ze prosta p jest prostopadta do plaszczyznya, je-
zeli:
a) rzut prostej jest rtownolegty do rzutu prostej spadu ptaszczyzny: p’|| s’ 4,

.. . 1
b) modut prostej jest odwrotno$cia modutu plaszczyzny: m, =—,

a

¢) zwrot prostej p jest przeciwny do zwrotu prostej spadu ptaszczyznya.

’ ’
Sa p

o
<
> >

0 1 2 3m

Rys. 3.32 Rys.3.33

Cwiczenie 14
Dana jest plaszczyzna « planem warstwicowym oraz rzut cechowany A’(5). Przez
punkt A poprowadzié¢ prosta p prostopadta doc.

Rozwiqzanie

Przez punkt A’ prowadzimy rzut p’ || s’ (rys.3.33). Kre$limy trojkat modutow (ktory
jest przeniesionym kladem plaszczyzny rzutujacej zawierajacej prosta s, (omdéwionym
w p. 9.1) i wyznaczamy m,,.

Wyznaczonym modutem m,, stopniujemy prosta p’ tak, aby zwrot jej byt przeciwny do
ZWrotu s,

Cwiczenie 15

Wyznaczy¢ odleglos¢ punktu A od plaszczyznya (rys. 3.34a).

Rozwiqzanie

Rozwiazaniem jest dtugos¢ odcinka zawartego migdzy punktem A i jego rzutem prosto-

katnym na ptaszczyzng « (rys.3.34b,c). Przez punkt A prowadzimy prosta p prostopadia do c.
W celu wyznaczenia punktu przebicia ptaszczyzny o prosta p prowadzimy ptaszczyzng do-

43



wolna f1 wyznaczamy krawedz k. k’mp’ = B’. B’ jest rzutem punktu przebicia. Wykonujemy
ktad prostokatny odcinka (AB). Dlugos¢. odcinka (A*B*) jest miara odlegtosci A od « (rys.
3.34c¢). Inne rozwiazanie jest przedstawione w ¢wiczeniu 21.

%)

o

o
’
A “.5)

Rys. 3.34

Cwiczenie 16
Dany jest rzut cechowany punktu A: A’ oraz rzut prostej p, okreslonej punktami

o cechach 2 i 3 . Narysowac warstwice plaszczyzny a zawierajacej punkt A i prostopadiej do
prostej p (rys. 3 .35a).

Rozwiqzanie

Przez punkt A’ (1) kreslimy warstwice 10,, prostopadia do prostej p’ . Z trojkata mo-
dutéw wyznaczamy modut ptaszczyznye, ktory jest takze modutem jej prostej spadu. Rzut
prostej spadu, prostopadly do warstwicy 10, moze by¢ narysowany w dowolnym miejscu.

Stopniujemy prosta spadu modutem m, pamigtajac, aby zwroty p’ i s’, byly przeciwne (rys.
3.3 5Db).

a) . b) .
J . J
r' D' / .
e ——
m, m,
3 3
° A’m/; A'(m/ 10u
2 2 5
Rys. 3.35
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Cwiczenie 17
Dany jest punkt A i plaszczyzna « . Przez punkt A poprowadzi¢ ptaszczyzny Sy 0...
prostopadte do ptaszczyzny « (rys.3.36a).

Rozwiqzanie

Przez punkt A wyznaczamy prosta a prostopadla do ptaszczyzny a. A’y €a’ll s’n Wy-
znaczamy modul m, z trdjkata modutéw i tym modulem stopniujemy prosta a’ pamigtajac
o przeciwnym zwrocie (kierunku obnizania si¢) prostej @ i plaszczyzny a. Kazda ptaszczyzna

zawierajaca prosta a jest prostopadta do ptaszczyzny «. Jest nia np. ptaszczyzna S,y oraz rzu-
tujaca plaszczyzna S (rys. 3.36 bic).

a) b)
L
S od'y
2;
3
C) . s ’
J p
a'=8'
s’
A !(."I
2; 4
s ’
3; ' AA
— ——
mu m{z
Rys. 3.36

Cwiczenie 18
Dane sa: prosta a, punkt A(5) oraz rzut prostokatny prostej b zawierajacej punkt A. Ze-
stopniowac¢ prosta b tak, aby byta prostopadta do prostej a (rys. 3.37a).

Rozwiqzanie

Prosta b nalezy umiesci¢ w plaszczyznie o prostopadtej do prostej a. W tym celu przez
punkt A prowadzimy warstwicg 5, prostopadle do a’. Wyznaczamy trojkat modutéw i modu-
fem m, stopniujemy prosta s, pamigtajac, aby zwroty a’ i s’, byly przeciwne. Warstwicg tej
plaszczyzny stopniuja prosta b (rys. 3.37 bic).
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Rys. 3.37

Cwiczenie 19

Dane sa proste skosne e i . Wyznaczy¢ prosta ¢ prostopadta do prostych e i f przecinaja-
cq je. Zadanie rozwiaza¢ w przypadkach, gdy prosta f* jest ogolna, za$ prosta e jest:

1) rzutujaca (rys. 3.38a),

2) warstwowa (rys. 3.38b),

3) ogolna (rys. 3.38 ¢).

a) i b) i

Rys. 3.38a,b,c,d
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Rozwiqzanie

1) Prosta ¢ prostopadta do prostej e jest prosta warstwowa i w zwiazku z tym zachowany
jest kat prosty migdzy f” i t’. Cechg punktow prostej wyznacza punkt przecigcia z prosta [
(rys. 3.38d).

Rozwiazanie mozna uzyska¢ w sposob przedstawiony na rysunku pogladowym 3.38e.
Przez jedna z prostych np. f prowadzimy ptaszczyzng o réwnolegla do drugiej prostej e. Na-
stgpnie przez prosta e prowadzimy plaszczyzng S prostopadta do ptaszczyzny ¢, a przez pro-

sta f plaszczyzng y prostopadla do ptaszczyznya. Krawedz plaszczyzn o i ff rozwiazuje zada-
nie.

p
f
) 1, ¢

2

g)

Rys. 3.38e.f,g
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2) Na rysunku 3.38f ptaszczyzna « jest rownolegta do prostej e warstwowej, zawiera
prosta /1 ma warstwice rownolegle do prostej e. Plaszczyzny f 1 y poprowadzone sg przez
proste e i f1 przecinajace je proste pi=sp i p, prostopadle do plaszczyzny a. Prosta pll p1
i pllp2 jest krawedzig tych ptaszczyzn i przecina proste e i f'w punktach E i F.

3) Gdy obie proste sa ogolne (rys. 3.38g) zadanie rozwiazuje si¢ tak samo jak w przy-
padku 2), z tym ze plaszczyzna a poprowadzona jest za pomocg prostej e || e; e|f= a.

9. Obroty i klady

9.1. Obrot punktu dookola prostej (szczegélne polozenia).

Ruch punktu A po pewnym okregu dookota prostej / nazywa si¢ obrotem. Prosta /
nazywa si¢ osia obrotu, okrag obrotu znajdujesicw plaszczyznie obrotu
zawierajacej punkt A i prostopadiej do osi obrotu /. Punkt wspolny osi obrotu i ptaszczyzny
obrotu nazywa si¢ §Srodkiem obrotu S (rys.3.39). Mozemy jeszcze wyrdzni¢: kieru-
nek obrotu i kat obrotu. Promien obrotu jest to odcinek (AS). (Uwaga: w me-
chanice za dodatni kierunek obrotu uwaza si¢ ruch przeciwny do ruchu wskazowek zegara,
ujemny - zgodny z ruchem wskazéwek zegara).

Na rysunku w rzucie prostokatnym najtatwiej przedstawi¢ obrot gdy o$§ obrotu / jest
prostopadta do rzutni (rys. 3.40). W tym przypadku gdy / L7z, ptaszczyzna obrotu ¢ jest row-
nolegta do rzutni, rzut srodka obrotu S’ = /’, rzut okrggu obrotu jest przystajacy do okrggu.
A’ jest rzutem nowego potozenia punktu A.

A’

13 A

Rys. 3.39 Rys. 3.40

Jezeli prosta / zawarta jest w rzutni a rzut A’ punktu A jednoczy si¢ z [’ dokonujemy
obrotu o kat 90° (rys. 3.41). Plaszczyzna obrotu ¢ jest rzutujaca, wigc £'L I’. Punkt po obro-
cie oznaczony A* znajdzie si¢ na rzutni w odlegloéci rownej réznicy cech punktu A od prostej
I. (W tym wypadku odlegtos¢ ta jest rowna trzem jednostkom). Punkt A* nazywamy kta-
dem prostokatnym punktu A na rzutni¢. Za pomoca takiego ktadu znajdujemy dtugo-
$ci odcinkdw na rzutnig (rys. 3.42a,b) lub ptaszczyzng warstwowa rownolegta do rzutni (rys.
3.42¢). Rzut i klad tego samego punktu zawarte sa w proste] ktora bgdziemy nazywaé

prosta wiazaca.
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A*

F*

'
B(l)

Rys. 3.42

9.2. Klad plaszczyzny rzutujacej (klad prostokatny)

Kladem ptaszczyzny nazywamy warstwowe polozenie plaszczyzny. Ktad ptaszczy-
zny dokonuje si¢ za pomoca obrotu punktu zawartego w ptaszczyznie dookota prostej war-
stwowej tej plaszczyzny tak, aby cechy punktéw si¢ zrownaty. W przypadku ptaszczyzny
rzutujacej jest to obrot plaszczyzny o 90° do potozenia warstwowego.

Cwiczenie 20
Wyznaczy¢ wielko$¢ trojkata (Ay), B(1.s), C(s)) zawartego w plaszczyznie rzutujacej .

Rys. 4.43

Rozwiqzanie

Zamiast rzutni przyjmujemy plaszczyzng porownawcza warstwowa o cesze 1. Po obro-
cie ptaszczyzny @ o kat 90° odktadamy na prostych wiazacych prostopadtych do ¢’ odcinki
o dlugosci rownej réznicy cech, pomnozonej przez jednostkg. Roznica cech dla punktu B wy-
nosi 1,5 -1=10,5, dla punktu C: 5 - 1 = 4. Cecha punktu A wzgledem ptaszczyzny ¢ wynosi 0
(rys. 3.43) (A*B*C*) = (ABC).
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Cwiczenie 21
Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu Ay od ptaszczyzny trojkata o wierzchotkach M), Nia),
P(3). (I’yS. 3443)

Rozwiqzanie

Wyznaczamy warstwice plaszczyzny « trojkata, a nastgpnie prowadzimy przez punkt A
prosta p L« (rys.3.44b). Zadanie mozna rozwiaza¢ bez stopniowania prostej p, a mianowicie
wprowadzajac przez prosta p plaszczyzng ylz. KrawedZ yi « jest prosta spadu s,. Kreslimy
ktad prostokatny ptaszczyzny y wraz z kladem prostej s, i punktu A. W kiadzie kre§limy
z punktu A* prosta p* Ls,*. Punkt B* = p*ns,*. Dhugo$¢ odcinka (A*B*) jest miara odle-
gloscei.

a) b)

9.3. Klad plaszczyzny ogoélnej.

Obro6émy plaszczyzng a wyznaczona prosta /) i punktem Ay do polozenia warstwo-
wego. W tym celu przez punkt Ay poprowadzmy plaszczyzng obrotu ¢ prostopadia do pro-
stej [ ktora jest osig obrotu (rys. 3.45) A’eg’ Ll’. Zaznaczamy $rodek obrotu S=Ing. Aby wy-
znaczy¢ promien obrotu r=(SA) wykonujemy ktad prostokatny plaszczyznye Promieniem ob-
rotu r zakre§lamy tuk do przecigcia z ¢&’. Uzyskany punkt A° jest obroconym punktem A do-
okota osi / o kat o taki, aby punkt A znalazt si¢ na rzutni (A° jest ktadem punktu A na rzut-
nig).

Cwiczenie 22

Wyznaczy¢ miarg kata zawartego migdzy prostymi przecinajacymi si¢ a i b (Rys. 3.46a)
oraz miarg kata zawartego migdzy ptaszczyzna o = ab i rzutnia 7.

Rozwiqzanie

Kreslimy warstwice plaszczyzny o zawierajacej proste a i b (rys. 3.46b). Nastepnie
przez prosta spadu s, prowadzimy ptaszczyzng £ obrotu i obracamy ja wraz z prosta s, 0 90°
na plaszczyzng porownawcza o cesze rownej 2. Osig obrotu jest druga warstwica plaszczyzny
a. Odcinek (2 3*) zawarty w s*,, jest promieniem obrotu dla punktu 3. Okrag obrotu przecina
& w punkcie 3°, przez ktory przechodzi ktad warstwicy 3. Ktad punktu P, : P° otrzymujemy
na przecigciu warstwicy 3°, z prosta wiazaca wyznaczona przez punkt P’. Kre§limy ktady
prostych a i b, k°(a° b°) jest szukanym katem. Kat ¢° jest katem migdzy a i .
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5" =g'=s’ 0 j 1

a o

Rys.3.46

Cwiczenie 23

Dany jest odcinek przekatny (AD) sze$ciokata foremnego (ABCDEF) zawartego
w plaszczyZznie « okreSlonej planem warstwicowym (rys.3.47a). Wyznaczy¢ rzut tego sze-
Sciokata.
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Rozwiqzanie

Przyjmujemy za 0§ obrotu ptaszczyzny « warstwicg Oa i obracamy dowolnie obrany na
warstwicy la punkt R dookota osi obrotu tak, aby znalazt si¢ na rzutni. W tym przypadku R
jest punktem przecigcia prostej a zawierajacej odcinek (AD) z warstwica la. Przez punkt R’
prowadzimy &’ ptaszczyzny obrotu (&’ L0¢). Punkt S jest srodkiem obrotu. W ktadzie prosto-
katnym plaszczyzny & znajdujemy promien obrotu r* i zakreslamy okrag obrotu do przecigcia
z &. Punkt R° nalezy do warstwicy 1°, Prosta a’ przecina o§ obrotu w punkcie I’ = I°. Na
prostej a°=R°I° znajduje si¢ (A°D°®) ktad odcinka (AD). Kreslimy w kladzie szeSciokat fo-
remny (A°B°C°D°E°F°). Punkty 0° i 0’ sg $rodkami odcinkéw(A°D°®) i (A’D’). Rzuty punk-
tow F 1 E wyznaczamy za pomoca prostej b rownoleglej do a, pozostate punkty przez syme-
tri¢ srodkowa (rys. 3.47b).

b
a) i )lu

D'

Rys. 3.47

Cwiczenie 24
Dane sa rzuty trzech punktéw zawartych w plaszczyznieo. Wyznaczy¢ rzuty okregu
opisanego na tych punktach (rys. 3.48a).

a) J

—
OB'
&
AvO
4, 3, 2, 1,
Rys. 3. 48a
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Rozwiqzanie

Obieramy warstwice 1 ptaszczyzny « jako 0§ obrotu i obracamy punkt P,y do potozenia
na plaszczyznie warstwowej 1 . Za pomoca prostych b, a i ¢ wyznaczonych w rzucie i ktadzie
znajdujemy punkty B, A i C (rys.3.48b). Symetralne odcinkéow (A°C®) i (B°C°) wyznaczaja
srodek okrggu opisanego na trojkacie (A°B°C°). Wyznaczamy okrag i przyjmujemy dwie
$rednice okregu prostopadlte do siebie i ponadto jedna warstwowa, a druga réwnolegta do pro-
stej spadu. Wyznaczamy rzuty tych $rednic i kreslimy elipsg. (Uwaga: konstrukcje elipsy lub
owalu zastepujacego elipsg sa podane w rozdziale I p. 1 .4).

b) —

Rys. 3.48

Cwiczenie 25

Dany jest rzut ptaszczyzny a dwiema warstwicami: Oy i I oraz rzut wierzchotka ostro-
stupa W’(5). Podstawa ostrostupa jest kwadrat zawarty w plaszczyznie o(rys.3.49a). Wyzna-
czy¢ rzut ostrostupa prawidtowego o wierzchotku W i podstawie bgdacej kwadratem (EFGH),
zawartej wa.

Rozwiqzanie

Srodkiem kwadratu jest punkt D przebicia ptaszczyzny a prosta p poprowadzona przez
wierzchotek ostrostupa prostopadle do ptaszczyzny a. Znajdujemy go jak w ¢éwicz. 31 rys.
3.44. Po wyznaczeniu rzutu D’ dokonujemy ktadu ptaszczyzny «; promieniem obrotu bedzie
odcinek (K*D*) (d jest cecha punktu D). W kladzie rysujemy kwadrat (E°F°G°H®) o $rodku
D° i nastgpnie rzut tego kwadratu. Cechy punktow E, F, G, H mozemy wyznaczy¢ jak na ry-
sunku 3.27 . Rysujemy rzuty krawgdzi bocznych i wyznaczamy widocznos¢.
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a) J

b)

Rys. 3.49

Cwiczenie 26

Wyznaczy¢ miarg kata migdzy plaszczyznami o i f danymi planami warstwicowymi
w przypadkach:

1) gdy warstwice obu ptaszczyzn sg réwnolegte

2) gdy warstwice obu ptaszczyzn nie sa rownolegte (rys. 3.501 3.51).

a) — 0 i
A
s’y s’ i
s’ s’y A S
24 b*
2 2.
B ZB
34+,
3 1, "
2j
b)
5
Rys. 3.50
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Rozwiqzanie

Miarg kata miedzy ptaszczyznami mozna wyznaczy¢ nastepujaco. Prowadzimy ptasz-
czyzng y prostopadia do obu ptaszczyzn np. prostopadle do krawedzi tych plaszczyzn (rys.
3.50b). Wyznaczamy krawedzie a=yn\f1 b = yn\f oraz klad ptaszczyzny y wraz z prostymi a°
i b°. Kat mniejszy z dwu przyleglych jest szukanym katem migdzy ptaszczyznami. Powyzszy
sposob wyznaczania kata zostal zastosowany w przypadku 1) (rys.3.50). Plaszczyzna y jest
rzutujaca i prostopadia do warstwic. W kladzie prostokatnym ptaszczyzny y kat o pomiedzy
a*1b* jest szukanym katem (rys. 3.50c).

Zamiast kata rzeczywistego mozna wyznaczy¢ kat rowny szukanemu (rys. 3.51b).
Z dowolnego punktu przestrzeni w tym wypadku P prowadzimy proste mL«a i nlf. Proste m
n wyznaczajq plaszczyzng y prostopadla do « il Wyznaczamy klad plaszczyzny y = m n.
Miara kata o migdzy m° i n° mniejszego z dwu przyleglych jest miara szukanego kata miedzy
plaszczyznami a1 S (rys. 3.51c).

a) b)




Cwiczenie 27

Wyznaczy¢ miarg kata migdzy prosta a i plaszczyzna a:
1) a rzutujaca, a ogodlna (rys. 3.52a)

2) a ogolna, a ogodlna (rys. 3.52b).

Rozwiqzanie

Kat migdzy prosta a i ptaszczyzna « jest to kat migdzy prosta a i jej rzutem prostokat-
nym k na plaszczyzng «a (rys.3.52a). W tym celu z dowolnego punktu prostej a prowadzimy
prosta bl a. Wyznaczamy krawedz k ptaszczyzny f=ab z ptaszczyzna . W kladzie ptaszczy-
zny [ wyznaczamy kat o migdzy a° i k°. Miar¢ kata migdzy prosta i ptaszczyzna mozna wy-
znaczy¢ innym sposobem. Z dowolnego punktu prostej @ prowadzimy prosta bla. Wyzna-
czamy ktad plaszczyzny S oraz kat @ migdzy a® i b° i uzupeliamy go do 90° (o= 90° - w).
W obu przypadkach 1) i 2) zostata zastosowana metoda kata uzupehiajacego. Przedstawiaja
to: w przypadku 1) rys. 3.52c i w przypadku 2) rys. 3.52 d.

a) b)

Rys. 3.52

ZADANIA

1. Dane sa: rzut prostokatny prostej a z zaznaczonym na niej punktem A o cesze 5, zwrot pro-
stej 1 jednostka. Zestopniowaé prosta a tak, aby byla nachylona do rzutni pod katem
30°(rys.3.53).

2. a) Jaki jest modut i nachylenie prostej prostopadtej do rzutni(rzutujacej) a jaki rownolegtej
do rzutni (warstwowe;j)?
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b) Zestopniowac rzuty prostych a, b i ¢ wiedzac, ze prosta a jest nachylona do rzutni pod
katem 45°, prosta b pod katem 60°, za§ nachylenie prostej c jest rowne 1/2 (rys. 3 .54).

J J

' 5

)

b’

»

Rys. 3.53 Rys. 3.54

3. Dane sa punkty A’@), B’4) 1 C’(20)). Narysowac rzuty prostej przechodzacej przez punkt C
i rownolegtlej do prostej AB oraz zestopniowac ja (rys. 3.55).

A,
Yo

c
(20)

Rys. 3.55

Rys. 3.57

4. Dany jest rzut trojkata (ABC) i prostej p. Znalez¢ rzut punktu przebicia ptaszczyzny tréj-
kata prosta (rys. 3.56) oraz ustali¢ widoczno$¢ proste;.

5. Wyznaczy¢ punkt wspolny dla trzech plaszczyzn o, S y (rys. 3.57).
6. Wyznaczy¢ odlegtos¢ dwoch plaszczyzn réwnoleglych a1 S (rys.3.58).

7. Dany jest rzut ptaszczyzny o oraz klad na ptaszczyzng warstwowa o cesze 2, trojkata
(ABC) zawartego w a. Wyznaczy¢ rzut trojkata (rys. 3.59).
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Rys. 3.58

Rys. 3.59

8. Wyznaczy¢ miar¢ kata migdzy prostymi a i b zawartymi w plaszczyznie « o nachyleniu
3:2. Prosta a jest warstwowa (rys.3.60).

9. Dany jest rzut odcinka (AB)ca. Narysowac rzut szescianu (ABCDEFGH) o podstawie
(ABCD) zawartej w « (rys. 3.61) .

. o —
ey b S /,B
4 a/m) 4
/ *
Rys. 3.60 Rys. 3.61

10. Dany jest rzut ptaszczyzny ¢ - planem warstwicowym oraz rzut prostej ¢ wraz z rzutem

punktu W € ¢ (rys.3.62). Wyznaczy¢ rzut ostrostupa prawidtowego o wierzchotku W
i podstawie (ABCD)c . Punkt A € t.

—
4, / 4
/
3, .
W'(G)
Rys.3.62
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11. Dane sa rzuty: prostej m i plaszczyzny ¢ (rys. 3.63). Wyznaczy¢ wielko$¢ kata zawartego
migdzy prosta m i ptaszczyzna &.

Rys. 3. 63

12. Dane sa plany warstwicowe plaszczyzn « if. Wyznaczy¢ miarg kata migdzy tymi ptasz-
czyznami (rys. 3.64).

—
s’ s’y
4 3
3 2
Rys. 3. 64
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Rozdzial 1V

POWIERZCHNIE TOPOGRAFICZNE

Metode rzutu cechowanego stosuje si¢ do przedstawiania uksztattowania terenu, czyli
tzw.powierzchni topograficznej.

1. Plan warstwicowy terenu

Uksztattowanie terenu okresla si¢ za pomoca pomiaréw geodezyjnych. W oparciu
o rzuty wyroznionych punktow i ich cechy sporzadza sig¢ rzuty warstwic terenu. Plan warstwi-
cowy terenu jest przedstawiony na rysunku 4.1. Podaje on tylko rzuty niektorych warstwic.
Plan warstwicowy rysuje si¢ w skali. W celu zageszczenia warstwic kresli si¢ odcinki w przy-
blizeniu prostopadte do danych warstwic tak, aby ich konce lezatly na danych warstwicach.
Nastgpnie przy pomocy linijki z podziatka lub poliniowanego skrawka kalki wyznacza si¢
punkty dzielace poszczegdlne odcinki na wymagana liczbe rownych czesci; np. na rys. 4.2 na
5.

316

320

D

Rys. 4.1

Skala 1:1000

35

Rys. 4.2

Przez otrzymane punkty podziatu poprowadzono rzuty warstwic posrednich 36, 37, ... .
Ksztalt warstwicy posredniej winien by¢ zblizony do ksztattu warstwic ja otaczajacych.
Czynno$¢ tanazywa siginterpolacja planu warstwicowego.
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2. Profil terenu

Ptaszczyzna pionowa (rzutujaca) przecina powierzchnig terenu w krzywej zwanej pro -
filem terenu.

227

226

225

224

223

222

221

5] LAy
Ol-——

Cwiczenie 28
Dany jest plan warstwicowy terenu oraz rzut ¢’ plaszczyzny @l Wyznaczy¢ profil te-
renu.

Rozwiqzanie

W celu odtworzenia linii przekroju obieramy pozioma plaszczyzne porownawcza i na
nig ktadziemy plaszczyzng ¢ (rys. 4.3). Ktad przekroju mozemy przenies¢ na dowolne miej-
sce, gdzie rysujemy lini¢ poziomu porownawczego (na rys. 4.3: pp 220). ¢’ przecina warstwi-
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ce w punktach A’,B’...,J°. Na prosta pp 220 przenosimy za pomoca cyrkla lub skrawka papie-
ru zbiér punktow A’, B’..., J’ 1 na prostych prostopadlych przechodzacych przez te punkty
odmierzamy odcinki (A’A) , (B’B) ... rowne cechom punktéw mierzonych od poziomu po-
rownawczego rysowane w skali. Np. odleglto$¢ A od poziomu porownawczego wynosi 2 m;

cechg 2 w skali 1:500 obliczamy: %m = 4 mm. Najwyzszy punkt N ma cechg 7,

a wigc % m =14 mm. Punkty A, ...J taczymy linig ciagla.

Zazwyczaj profil terenu przedstawia si¢ w dwoch roznych skalach: dtugosci - zgodnej
ze skala planu warstwicowego i wysokosci - pigciokrotnie lub dziesigciokrotnie wigkszej.

Skale podwojna pisze si¢ obok profilu, np. skala 1 :% na rys. 4.4 oznacza w liczniku skalg

wysoko$ci a w mianowniku skalg dtugos$ci. . Dzigki takiej skali uzyskujemy lepsza wyrazi-
sto$¢ spadkow i wzniesien terenu.

3. Linia spadu powierzchni

Lini¢ s zawarta w powierzchni, przecinajaca kolejne warstwice pod katem prostym na-
zywamy linia spadu powierzchni. Linia ta jest linia przestrzenna i w kazdym punk-
cie powierzchni moze mie¢ inne nachylenie. Nachylenie linii spadu w danym punkcie przyj-
muje si¢ za nachylenie powierzchni w tym punkcie.

Cwiczenie 29
Wyznaczy¢ rzut linii spadu powierzchni topograficznej przechodzacej przez punkt A.

Rys. 4.5

Rozwiqzanie

Wyznaczamy warstwice posrednie (rys. 4.5) i w punkcie A’ kreslimy styczna ¢ do war-
stwicy 50. Nastepnie z punktu A’ kreslimy prostopadta do ¢’, ktora przecina warstwicg 49,5
w punkcie 1. Z punktu I kreslimy tuk okrggu takim promieniem, aby przecial rzut warstwicy
49 w punktach blisko siebie polozonych. Sieczna warstwicy 49 jest prostopadia do od-
cinka (1 2), ktérego koniec 2 nalezy do warstwicy 48,5. Odcinek (1 2) przeciat warstwicg 49
w punkcie B’. W ten sposdb wyznaczamy lini¢ tamang 1,2,3... i punkty C’ i D’. Nastepnie
kreslimy rzut s’ linii spadu s tak, aby punkty A’, B’... byly punktami stycznos$ci do odcinkéw
(12),23),....
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4. Linia stokowa

Lini¢ o stalym nachyleniu zawarta w powierzchni topograficznej nazywamy linia
stokowa.

Cwiczenie 30
W terenie danym planem warstwicowym wyznaczy¢ z punktu A lini¢ stokowa o na-
chyleniu n; = 5%, j=1m.

Rozwiqzanie
Odcinek linii stokowej o konicach majacych cechy roézniace si¢ o 1 j, bedzie miat nachy-
lenie réwne 5%. Rzut tego odcinka, a wigc modut: m1:i :% :@*ZOm. Plan
n, O,

. . . . . 1
warstwicowy przedstawiony jest w skali 1: 1000, a wigc 1m=1000mm. m= 1 mm. Wobec

tego modut linii stokowej : m; =20 - Imm = 20mm.

Konstrukcja linii stokowej przedstawiona jest na rys.4.6. Z punktu A’ kreslimy tuk
okrggu promieniem 20 mm, przecina on warstwice 523 w punktach B’ i M’. Wybieramy
punkt B’ i powtarzamy konstrukcje otrzymujac punkt C’. Zbidr punktow ABC tworzy linig
o statym nachyleniu 5%, z tym ze zamiast linii famanej kreslimy przyblizajaca ja krzywa - na
0got styczna do niej. Jezeli kolejny tuk o r = m; przecina warstwice nastgpna w takim punkcie
jak punkt E; na warstwicy 525, ze odcinek (CE,) przecina warstwice 525 rowniez w punkcie
P, oznacza to, ze punkty C, E; i P nie naleza do linii stokowej. Nachylenie odcinka (CP) jest
wigksze od 5%, za$ odcinek (PE;) jest poziomy. W takim przypadku droga interpolacji wy-
znaczamy warstwicg posrednig i tuki kre§limy za pomoca promienia rownego % m; = 10 mm.
Otrzymujemy punkty D i E. W dalszym ciagu, przy uzyciu pelnego modutu skonstruowano
punkty F.... Opisana konstrukcja nazywa si¢ tras o w anie m linii stokowej i stosowana
jest przy wyznaczaniu tras drdg i kolei.

Skala 1:1000

Rys. 4.6
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Cwiczenie 31

Na rysunku 4.7, w skali 1:2000 dany jest rzut planu warstwicowego powierzchni «, te-
renu plaskiego, oraz rzuty cechowane punktow A’(44,2) i B’ (26,8) punktow A i B tego tere-
nu. Punkty A i B nalezy polaczy¢ droga o nachyleniu 1:8. Wykresli¢ rzut osi drogi.

Rozwiqzanie
Poniewaz przyjgto warstwice co 5 m jednostka rowna sig¢ Sm.

Sm w skali 1:2000 to M
2000

Obliczamy modul powierzchni stokowej o nachyleniu 1:8 dla stozka stokowego
o wierzchotku A’ (44.2). Roznica cech migdzy punktem A i warstwicg 40, wynosi 4,2, wigc
m =42 -8 =33,6m. W skali 1:2000 jest to: 33,6:0,5mm=16,5mm. Z punktu A’ kreslimy
okrag o promieniu r = 16,5mm.; przecina on warstwic¢ 40 w punktach I i II. Z punktu A’ ry-
sujemy prosta Al, a z punktu B’ prosta rownolegta do prostej A’ll. Proste te przecinaja si¢
w punkcie C’. Lamana A’C’B’ jest jedna z mozliwoSci tras drogi. Inne mozliwo$ci pokazuja
linie: kreskowa i punktowa na rys. 4.7.

=2,5 mm (Im=> 0,5mm).

Skala 1:2000 0 20 40 60

50'a

450 / Al :/\
0o 11&,«*’/0\1\/1'

35 Y Claso
30 Ny . //
25 Bl
20
Rys. 4.7

5. Powierzchnia stokowa

Powierzchnia stokowa jest powierzchnig o statym nachyleniu. Rzuty warstwic
powierzchni stokowej sa liniami rownoleglymi. Najprostsza powierzchnig stokowa jest po-
wierzchnia stozka obrotowego. Jezeli przez krzywa (prosta) chcemy poprowadzi¢ powierzch-
nig (ptaszczyzng) o stalym nachyleniu, to ustawiamy stozek obrotowy o osi pionowej i wierz-
chotku W zawartym w krzywej. Stozek porusza si¢ w sposob ciagly w przestrzeni tak, ze
punkt W porusza si¢ po krzywej( prostej) k. Powierzchnia styczna do kolejnych potozen stoz-
ka jest powierzchnia stokowa (rys. 4.8).
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Cwiczenie 32
Dany jest zestopniowany rzut linii e. Wyznaczy¢ rzut planu warstwicowego powierzch-
ni stokowej y o nachyleniu 4:5 przechodzacej przez tg lini¢. Jednostka =1 m, skala1: 125.

©)

Skala 1:125
Rys. 4.9
Rozwiqzanie
Obliczamy modut powierzchni stokowych. Jednostka rowna Im w skali 1:125
. . 1000mm
wyniesie § mm: j= ———— =8 mm

125
Obliczamy modut powierzchni stokowej pamigtajac, ze modul jest odwrotnoscia na-

chylenia (rozdziat I1I p.2). Jezeli n=4:5 to modut m:% -J, a wige % -8mm=10mm. Na rysunku

4.9 punkty gtowne krzywej e: B,C,D,E... przyjmujemy za wierzcholki stozkéw obrotowych
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o nachyleniu rownym 4 : 5. Kolejne warstwice tych stozkéw sa okregami o promieniach réw-
nych ri=mgy, r, = 2'm... Z punktu A’ o cesze 0 kreslimy lini¢0,10, styczne do okregow

o cesze 0. Z punktu B’ linie 1,, 1, . Rzuty dalszych warstwic kreslimy podobnie. Linie te

tworza rzut planu warstwicowego dwoch powierzchni stokowych w i ¥ o nachyleniu 4 : 5
zawierajacych linig e.
Powierzchnie stokowe stosuje si¢ przy projektowaniu drog, tras kolejowych, kanatow.

6. Charakterystyczne linie i punkty powierzchni topograficznej

Na planie warstwicowym terenu odwzorowano zbiér linii spadu tego terenu (rys.4.10).
Linie sy, 57..., ku ktorym zbiegaja si¢ linie spadu nazywamy liniami $ciekowymi. Linie
gi, &..., od ktorych oddalaja sig¢ linie spadu nazywamy liniami grzbietowymi. Naj-
wyzszy punkt terenu jak W, z ktérego we wszystkich kierunkach wychodza linie spadu nazy-
wamy punktem szczytowym,; a teren otaczajacy szczytem. Punkt najnizej potozo-
ny nazywamy punktem kotlinowym, a okoliczny teren kotlina, np. w punkcie ko-
tlinowym schodza si¢ linie spadu terenu okolicznego. Zazwyczaj kotlina jest naturalnym
zbiornikiem wody opadowej. Zaobserwujemy, ze od punktu szczytowego W o cesze 641 te-
ren wzdhiz linii g; opada do punktu P, a nastgpnie od punktu P wzdhuz linii g wznosi sig.
Z kolei poczawszy od punktu kotlinowego K o cesze 632 wzdtuz linii 51 wznosi si¢ do punktu
P, a nast¢pnie wzdtuz linii s, obniza si¢. Punkt P o cesze 637 nazywa si¢ punktem sio-
dlowym, ateren otaczajacy siodtem lub przetgcza.

Rys. 4.10
7. Zastosowania rzutow cechowanych w projektowaniu robét ziemnych
7.1. Plantowanie terenu.

Plantowaniem terenu nazywa si¢ przecigcie powierzchni topograficznej ptasz-
czyzna nierzutujaca i odrzucenie czgséci terenu znajdujacej si¢ nad ptaszczyzna.
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Cwiczenie 33
Dany jest plan warstwicowy powierzchni terenu w skali 1:1000 . Scia¢ stok terenu
plaszczyzna « dana prosta spadu i planem warstwicowym.

Rozwiqzanie

Wyznaczamy punkty przecigcia si¢ warstwic ptaszczyzny z warstwicami powierzchni
posiadajacymi te same cechy i wyznaczamy lini¢ przekroju (operacja taka nazywa si¢ planto-
waniem terenu) (rys. 4.11).

245 246 245
R Skala 1:1000
244 «
246 244
243 242
245
243
R 244
242 =243
242 ,///
241 //

241
241 _H42 )43 4\ 243 242|241

Rys. 4.11

7.2. Geometryczne wyznaczanie zakresu robdt ziemnych przy projektowaniu drog, boisk
itp.

Cwiczenie 34

Dany jest plan warstwicowy powierzchni topograficznej w skali 1 :200 oraz rzuty
punktow A i B (A’9) 1 B’ 2805y W ktorych wiercenie geologiczne natrafito na strop i spag
ztoza uzytkowego wystepujacego w postaci warstwy o rozciagtosci E-W i upadzie w kierunku
S, o kacie upadu 30° (rozciagtos¢ - kierunek prostych warstwowych, upad - kierunek prostej
spadu). Poda¢ miazszo$¢ (grubosc) ztoza, oraz wyznaczy¢ wychodnig zloza (rys. 4. 12a).

Rozwiqzanie

Przez punkty A’ 9y 1 B’280,5) prowadzimy warstwice ptaszczyzn « i f o cechach 292, 1
289, 51 kierunku W-E oraz linie spadu s, i sg. Ptaszczyzna « jest plaszczyzna stropu ztoza,
- spagu zloza. Przecinamy obie plaszczyzny plaszczyzna & rzutujaca, prostopadia do obu
ptaszczyzn (rys. 4. 12b). Prosta a jest krawedzia ptaszczyzn a1 g b jest krawedzia ptaszczyzn
P 1 & Obracamy plaszczyzng & wraz z prostymi a i b 0 90° i otrzymujemy ktad prostokatny
prostych @ i b : a*1ib* Narysunku 4. | b ktad zostal wykonany na ptaszczyzng warstwowa o

cesze 286. W skali 1:200 Im=1000mm. Obliczamy: 1000 2—(1)0 = 5mm. Od prostej &’ odmie-

rzamy dla przesunigtego punktu A 6 x Smm i otrzymujemy A* poniewaz 292-286=6j. A dla
przesunigtego punktu B 3,5 x5 mm (289,5-286=3,5)) i otrzymujemy punkt B*. Przez punkty
A* i B* prowadzimy pod katem 30° proste a* i b* przecinajace &’ w warstwicach 286. Wy-
znaczamy modut obu ptaszczyzn, stopniujemy proste spadu i rysujemy warstwice ptaszczyzn.
Plaszczyzna « przecina powierzchnig terenu w linii  &; a plaszczyzna S w linii &, (poréwnaj
rysunek 4. 11). Przestrzen migdzy liniami £ i k> jest wychodnia zloza. Miazszo$¢ ztoza mo-
zemy zmierzy¢ na rys. 4.12b. Jest nig wielko$¢ odcinka (B*C) podanego w skali 1 :200, lub
obliczy¢ z trojkata prostokatnego (A*B*C).
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Jezeli miazszo$¢ nazwiemy x = |[BC|, a wielko$¢ odcinka przeciwprostokatnej [B*A*|
nazwiemy v, gdzie v = 292m - 289, 5m = 2,5m i kat przy wierzchotku B réwna si¢ 30° to
x=v cos 30°

V3

x=—-25m
2

co w przyblizeniu wynosi 2,2m

Skala 1:200

Rys. 4.12a
s’y s
g'=a'=b' Skala1:200
204 e
/ \\ 296
203 k;f -
292 ﬂ‘ / I// /( 205 R\ \\
1204
201 AV // {/ A 294 )\\\l \\
Al LR = AN \ Z‘”%
289.5 { \/ 292 \J \ 202 s A
289 \ /\ A0y =B sy /\ ] i
/\\/ 291 N o e ¢
288
290 2%
\ L1
286
Rys. 4. 12b
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Cwiczenie 35

Dana jest prosta spadu stoku terenu przebiegajacego w formie ptaszczyzny o spadku
n;=10% 1 o$ [ drogi o szeroko$ci 6m i nachyleniu ns=4%, przecinajaca ten stok. Wyznaczy¢
granice robdt ziemnych. Dla skarp nasypow przyja¢ n,=l:2, wykopow ny, =1 : 1,5. Przyjaé
skalg rysunku 1:500, jednostke j =1 m (rys. 4.13a).

Rys. 4.13
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Rozwiqzanie

Obliczenia: 1m w skali 1:500 to jest 1000- % (mm) = 2mm.

Nachylenie terenu = 10% to jest % Jj; modut terenu = 1 _100 2mm= 20mm.

n,

. . . 4 . .1 100
Nachylenie drogi 4% to jest —j; modut drogi —=—"2mm = 50mm.
100 n, 4
Szeroko$¢ drogi = 6m to jest 62mm=12mm.
Nachylenie wykopu = 1:1,5; modut wykopu 1 = 1’1

w

-2mm=3mm.

Nachylenie nasypu = 1:2; modut nasypui = % -2mm=4mm.

Kreslimy rzuty prostych a’ b’ ograniczajacych korong drogi i odleglych od rzutu jej osi
/0 6 mm (rys. 4.13Db) nastepnie kre§limy warstwice drogi odlegte od siebie 0 mg = 50 mm.

W praktycznych rozwiazaniach dobiera si¢ tak wysokos$¢ drogi, aby ilo$¢ ziemi wyko-
panej rownata si¢ ilosci ziemi nasypanej. Wyznaczamy lini¢ & - rzut krawedzi terenu z korona
drogi, odcinek (A’B’) jest linig zerowa robot ziemnych. Po tej stronie od linii zerowej, po kto-
rej warstwice korony drogi maja wyzsze cechy od warstwic terenu musimy zaprojektowac na-
sypy; po tej stronie, po ktdrej warstwice terenu maja wyzsze cechy od warstwic korony drogi;
musimy zaprojektowa¢ wykopy.

Dla wyznaczenia skarp stosujemy konstrukcje¢ oméwiona w tym rozdziale w punkcie 5,
¢wicz. 32, rys. 4.9. Warstwice skarp wykopu wyznaczamy kre§lac w punktach gtownych pro-
stych a’ 1 b’ o cechach 103 okrggi o promieniach my=3 mm i z punktéw 104 na prostych a’
i b’ kre§limy styczne do okrggdw. Pozostate warstwice: 103, 105, 106 kre§limy réwnolegle do
stycznych. Otrzymamy w ten sposob plan warstwicowy wykopu drogi. Warstwice wykopu
przecinaja si¢ z rOwnoimiennymi warstwicami terenu w punktach wyznaczajacych rzut kra-
wedzi ¢ (¢”) - krawedzi wykopu z terenem. Podobnie wykreslamy warstwice skarp nasypu.
W punktach 102 prostych a’ i b’ wykreslamy okregi o promieniach réwnych m, = 4 mm.
Z punktow 101 prostych a’b’ kre§limy styczne do okregdw, a nastgpnie warstwice rownole-
gte: 102, 100, 99. Linia (prosta) d’ jest rzutem krawedzi powierzchni terenu z powierzchnia
nasypu. Linia d nazywa si¢ stopa nasypu. W zadaniu zostal wykonany przekrdj poprzeczny
drogi i terenu wzdhuz linii P Q.

Cwiczenie 36

Dany jest plan warstwicowy terenu w skali 1 :250 oraz rzut punktu P o cesze 108,5 m.
Zaprojektowac poziomy taras o wymiarach 16m x 6,4 m na wysokosci 108,5 m, dla ktérego
punkt P jest srodkiem a w kierunku osi m znajduje si¢ dtuzszy wymiar tarasu. Od tarasu za-
projektowac droge o szerokosci 3,2 m. Droga na dlugoséci Sm jest ptaska, nast¢pnie opada.
Przyja¢ nachylenie drogi 22,7%. Nachylenie skarp nasypow 1:1,2, nachylenie skarp wykopoéw
4:3,2. Wyznaczy¢ zakres robot ziemnych oraz dwa przekroje wzdtuz linii A-B 1 C-D (rys.
4.14a).

Rozwiqzanie
. . . 1000
Obliczenia: Im w skali 1:250 to =4mm
. . . L .1 100
Nachylenie drogi wynosi 22,7% to modut drogi réwna si¢ —=—— *4=17,85 = 18 mm.
n, ,
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5

Nachylenie nasypow rowne 1:1,2, to modut nasypéw = —-4 =4,8 mm ~ 5 mm.

. .32
Nachylenie wykopow roéwne 4:3,2, to modut wykopdéw roéwna sig %4 mm = 3,2 mm ~

3 mm.

Rysujemy prostokat o srodku P, o wymiarach 16m x 6,4m, co w skali 1:250 wynosi: 64
mm x 26,6 mm (rys. 4.14b). Prostokat ten lezy w plaszczyznie poziomej o cesze 108,5m.
Warstwica terenu 108,5 jest granica przejscia czg$ci tarasu lezacego na nasypie w czes¢ leza-
ca w wykopie. Granica ta nazywa si¢ liniag zerowa robdt ziemnych. Przez krawedzie tarasu
prowadzimy skarpy wykopu «;, @, @3 o module 3,2mm i nasypu Sy, /5, 3 0 module 4,8 mm.
Warstwice ptaszczyzn tych skarp sa rownolegle do odpowiednich krawedzi tarasu. Wyzna-
czamy lini¢ przenikania skarp z terenem, oraz wzajemne krawgdzie sasiednich skarp. Na dhu-
gosci Sm prowadzi od tarasu droga pozioma o szerokosci 3,2 m (w skali 1:250 — 12,8 mm)
biegnaca w nasypie. Warstwice skarp nasypu sa rownolegte do krawgdzi drogi, a ich modut
wynosi 4,8 mm. Nastgpnie droga obniza sig, a jej modul przy nachyleniu 22,7% wynosi okoto
18 mm. Wyznaczamy prosta k’ bedaca krawedzia powierzchni terenu z ptaszczyzna drogi.
Jest nig linia T-Q-R. Linia & rozdziela drogg na cz¢$¢ lezaca na nasypie i czg$¢ lezaca w wy-
kopie. Przez krawgdzie a; i @, prowadzimy skarpy nasypow, ktorych warstwice wyznaczono
jako proste rownolegte do stycznych s; i s, okregu, zakreslonego z punktu H promieniem
rownym m, = 4,8 mm. Warstwice skarp wykopu wyznaczamy réwnolegle do prostych p;ip;
stycznych do okrggu o $rodku K i promieniu my, = 3,2 mm. Po wyznaczeniu skarp, wyzna-
czamy ich krawedzie z powierzchnia terenu. Krawedzie wzajemne skarp nasypow sa dwu-
siecznymi katow migdzy warstwicami. Dla przejrzystosci rysunku moga byé wyznaczane
w innym miejscu np. krawedz plaszczyzn &; 1 y; jest rownolegta do prostej d; a krawedz
ptaszczyzn 6, i » do prostej d». Na oddzielnych rysunkach podano profile A-B i C-D wyko-
nane w tej samej skali (rys. 4.14b).
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Cwiczenie 37

Dany jest plan warstwicowy terenu oraz rzut /” osi drogi z jej punktem niwelacyjnym
N’31y, oraz zwrotem osi /. Wyznaczy¢ fragment drogi o szerokosci 8m, nachyleniu 12,6%.
Nachylenie skarp wykopow wynosi 1/1, nasypow 4/5. Skala rysunku 1:250 (rys.4.15a).

Rozwiqzanie
Obliczenia: 1m w skali 1:250 to 1000 ‘ﬁ: 4mm. Szeroko$¢ drogi: 7 ¢+ 4 = 28 mm.
. . .1 100 , .
Modut drogi przy nachyleniu 12,6% wynosi: —=E' 4 = 32mm. Modul nasypow wynosi
n, ,

. :% * 4 =5 mm. Modul wykopow wynosi 1:1= 4mm. Kreslimy krawedzie korony drogi
n)l
rownolegle do osi / w odlegtoéci 4m rowne w skali 1 :250 16mm (rys. 4.15b). Stopniujemy 0§
drogi / modutem drogi réwnym 32mm poczawszy od punktu N’y zgodnie ze zwrotem osi
(strzatka oznacza obnizenie si¢ osi). Warstwice drogi sa prostopadte do osi i stopniuja jej
krawedzie. Krawedz powierzchni drogi z powierzchnig terenu jest trudna do wyznaczenia ze
wzgledu na to, Ze warstwice obu powierzchni sa do siebie prawie rownolegle i nie przecinaja
si¢ w obrgbie rysunku. Punkty zerowe robot ziemnych I i Il na krawedziach drogi gdzie nasyp
przechodzi w wykop wyznaczamy innym sposobem niz na rys. 4.14 i 4.13 . Lewa cz¢$¢ ry-
sunku poczawszy od warstwicy 81 przedstawia droge potozona w wykopie. Kreslimy war-
stwice stozkow o wierzchotkach w punktach krawedzi drogi o catkowitych cechach i promie-
niach: pierwszym rownym modutowi wykopow = 4mm i dalszych rosnacych kolejno o 4mm.

Warstwice skarp wykopow kre§limy z punktéw krawedzi korony drogi o catkowitych
cechach stycznie kolejno do pierwszego, drugiego i dalszych okrggdéw. Zwracamy przy tym
uwagg, aby cechy tych warstwic wzrastaty przy oddalaniu si¢ od drogi.

Z prawej strony rysunku droga ma warstwice o cechach wyzszych od warstwic terenu,
a wigc przebiega na nasypie. Dla wyznaczenia warstwic skarp nasypow zakreslamy okregi
w punktach krawedzi drogi o cechach 80 i promieniu rownym modutowi tych skarp rownym
Smm. Warstwice o cechach 81 kreslimy przez punkty krawgdzi o cechach 81 stycznie do tych
okregdéw od strony osi drogi. Dalsze warstwice sg do nich rownolegle i odlegle od siebie
o m,=5mm. Przy oddalaniu si¢ od drogi cechy warstwic nasypu maleja. Na koniec wyzna-
czamy krawgdzie nasypow i wykopow z powierzchnia terenu, wyznaczajac punkty przecigcia
warstwic o jednakowych cechach. Krawedzie te przecinaja brzeg drogi w punktach I i II
(punkty zerowe rob6t ziemnych).




b)

Cwiczenie 38

Dany jest plan warstwicowy powierzchni terenu w skali 1:500 (rys. 4.16a). W terenie
tym zaprojektowac trasg linii kolejowe;j i krzyzujaca si¢ z nia drogg. Osig trasy kolejowej jest
linia warstwowa ¢ o cesze 224 m, szerokos¢ trasy wynosi 5,2 m. O$ drogi / przechodzi przez
punkt O o cesze 218,4m i ma nachylenie 4%, szeroko$¢ drogi wynosi 6,7m. Kat migdzy li-
niami ¢ 1 / wynosi 75°. Wykresli¢ w skali 1:500 plan trasy kolejowej i drogi wraz ze skarpami
nasypu i wykopu. Nachylenie skarp nasypu wynosi 1:4,5; wykopu - 1:2,5. Wykresli¢ ponadto
dwa profile: - wzdtuz linii AB oraz wzdtuz linii CD nalezacej do osi / drogi na odcinku skrzy-

zowania. Profile wykresli¢ w skali 1:% (rys. 4.16¢).

Rozwiqzanie

Obliczenia: 1m w skali 1:500 to %=2mm. 1m w skali 1:250 to %=4mm. Na-

L . .1 .
chylenie osi drogi / = 4%, to modut drogi = %-2= 50 mm. Nachylenie skarp nasypoéw =

1:4,5, to modutl = 4{5 -2=9mm. Nachylenie skarp wykopow = 1:2.5, to modut skarp wyko-

poéw = 2,5-2=5mm Rownolegle do rzutu osi ¢* w odleglosci V2 szerokosci trasy = 5,2 mm kre-
$limy brzegi trasy kolei a i b. Sg to linie warstwowe (poziome) o cechach 224.

Rownolegle do linii ” rzutu osi drogi w odlegtosci ¥ szerokosci drogi = 6,7 mm kre-
$limy linie ¢ i d - brzegi drogi. Stopniujemy droge modutem drogi = 50mm w obie strony za-
czynajac od punktu O’(218,4). Zwrot osi / oznacza obnizanie si¢ drogi. Przecigcie jedno-
imiennych warstwic drogi z warstwicami terenu w punktach znajdujacych si¢ po obu stronach
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drogi pozwala wyznaczy¢ krawedz (linia zerowa robot ziemnych). Punkty E i F przecigcia £’
z rzutami brzegu drogi - liniami ¢’ i d’ sa punktami gdzie nasyp przechodzi w wykop. Latwo
zauwazy¢, ze na wschod od linii £ droga biegnie po nasypie, na zachod w wykopie. W celu
wyznaczenia kierunku warstwic nasypu na linii m rownoleglej do /, w punkcie przecigcia si¢
z warstwica drogi 221 kre$limy okrag o promieniu rownym m,=9mm i z punktu przecigcia m
z warstwica drogi 220 styczne do tego okregu s; 1.5, Warstwice nasypu sg rownolegte do linii
s1 1 5. Powtarzamy te konstrukcje dla skarp wykopu: na linii #||/ w punkcie przeciecia sig
z warstwica drogi 220 kreslimy okrag o promieniu rownym modutowi skarp wykopu = 4mm,
oraz styczne do tego okregu z punktu przecigcia n z warstwica 221. Warstwice wykopu sa
rownoleglte do linii s3 is4. Wyznaczamy krawedzie przecigeia si¢ skarp nasypow z po-
wierzchnig terenu za pomoca punktéw przecigcia si¢ jednoimiennych warstwic. Trasa kolei
jest pozioma, wobec tego warstwice skarp nasypow i wykopow sa rownolegte do brzegu trasy
a 1 b. Odleglosci poszczegdlnych warstwic dla nasypow réwnaja si¢ 9Imm, dla wykopow
Smm. Warstwica terenu 224 jest linia zerowa robot ziemnych i przecina @’ i 5° w punktach G
i H w ktoérych nasyp przechodzi w wykop. W kierunku pétnocnym od tej linii trasa biegnie
w wykopie, w kierunku potudniowym na nasypie. Wyznaczamy krawgdzie nasypow i1 wyko-
poéw z terenem. Nastepnie wyznaczamy krawedzie ki, k», k3, ks - wzajemne krawegdzie skarp
nasypu trasy kolejowej ze skarpami wykopu trasy drogi. Rysunek 4.16c¢ przedstawia dwa pro-
file, czyli przekroje ptaszczyznami rzutujacymi wzdtuz linii A-B i C-D. Wysokos¢ wiaduktu
kolejowego wynosi 3,5m.

/ 226 pry =
¢ 223
222
A
c ! T~ by ——— _
- | / 220
/ 219
/t’(224) B
/// 1:500
Rys. 4.16a
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Cwiczenie 39

W terenie ptaskim danym w skali 1:200 o nachyleniu ~22% zaprojektowac droge o osi /
szerokosci 4,8m i spadku 10,4%. Nasyp i wykop drogi zabezpieczy¢ rowami. Nachylenie
skarp nasypu przyja¢ 5:9,5, wykopu 5:6. Glgbokos$¢ rowu 1m, szerokos¢ dna rowu 1,2m. Wy-
znaczy¢ profile poprzeczne drogi biegnacej w nasypie i wykopie (rys. 4. 17a).

Obliczenia: 1m w skali 1:200 to 1000
200

=5mm. Przy nachyleniu 22% = % modut tere-

u = 100-5 =22,7mm. Przy nachyleniu drogi 10,4% _104 modut drogi = 1
22 100 n,

100 . . . . .

Toa -5=48 mm. Nachylenie wykopow 5:6, to modut wykopéw = 6mm. Nachylenie nasypow

5:9,5 to modut nasypow = 9,5 mm.

W plaszezyznie terenu o module 22,7mm projektowang droge wyznaczaja proste row-
nolegle a; i a; odlegle od siebie 0 4,8 m (24mm); modut = 48 mm, zwrot zgodny ze zwrotem
I (rys. 4.17). Czgé¢ drogi przebiega w nasypie, cz¢§¢ w wykopie. Granica przej$cia nasypu
w wykop jest linia k - krawegdz przecigcia ptaszczyzny drogi z powierzchnig terenu.

Przez proste a; i a, prowadzimy skarpy nasypu i wykopu, zabezpieczone przed dziata-
niem wody za pomoca rowow od strony wznoszacego si¢ nad droga terenu. Szeroko$¢ rowow
wynosi 1,2 m (6 mm w skali 1:200) a gigboko$¢ rowdéw = 1m (5 mm w skali 1:200). Nachy-
lenie skarp rowu =5:6. Aby woda nie podmywata nasypu, przejscie skarpy nasypu w skarpg
rowu dokonuje si¢ za pomoca taweczki szerokiej na 1,4m. Warstwice skarp nasypu S i
wyznaczamy jak w ¢wiczeniach poprzednich na rys. 4.14, 4.1514.16 . Z punktu 2 na prostej a
réownoleglej do a;, kreslimy okrag o promieniu rownym m, =9,5mm. Z punktu 1, odlegtego
od punktu 2 o modut drogi, kreslimy styczne s, i s, do tego okrggu. Warstwice ptaszczyzny i
sa rownolegte do 5| plaszczyzny [ do S,.Wyznaczamy krawedzie & i k, skarp nasypu S 1 5
z terenem. Rysujemy lini¢ k3 rownolegla do k; w odleglo$ci 7mm. Proste k; i k3 sa liniami
spadu taweczki biegnacej w terenie stalym. Zaczynajac od punktu 68 krawedzi k3 zwegzamy
faweczke do punktu M na krawedzi drogi. Przez proste k3 i k4 oraz a; i a; prowadzimy skarpy
rowu o nachyleniu 5:6. Krawgdzie skarp rowu, a takze dna rowu sa do siebie roéwnolegte,
a odlegtos¢ ich rzutow: a’y i k’y1, a2 1k’1o, k'121k’13, k'11 1 k14 a takze jednakowo odlegte od
siebie sa krawedzie: k' 1k’s, k'31k’s, k’s1k’7, k's1k’s, k's 1 k’s. Ich odleglosci wynosza okoto
1,2m (6mm). Warstwice poszczegdlnych skarp wyznaczamy nastgpujaco: na ptaszczyznie ta-
weczki przyjmujemy proste c || k3 1 d || ky, oraz na plaszezyznie drogi prosta b || a;. Z punktow
4, 6, 8 tych prostych zakreslamy okrggi o promieniu 6mm, nast¢pnie z punktéw 3, 5, 7 pro-
wadzimy do nich styczne. Warstwice skarpy przechodzacej przez k; sa réwnolegle do se,
skarpy przechodzacej przez k4 sa rownolegle do sg, skarpy przechodzacej przez a, sa rowno-
legle do s4, a warstwice skarpy przechodzacej przez a, sa réwnolegte dos;. Krawedzie miedzy
sasiednimi skarpami sa dwusiecznymi katow utworzonych przez ich jednoimienne warstwice.
I tak: krawgdz skarp przechodzacych przez a; i & jest rownolegta do d; krawedz skarp prze-
chodzacych przez k4 1 k3 jest rownolegla do d,. Powierzchnia dna rowu dla drogi biegnacej w
wykopie jest rownolegta do powierzchni drogi, natomiast powierzchnia dna rowu wzdhuz
drogi biegnacej na nasypie i wzdhuz krawedzi k3 jest rownolegta do powierzchni taweczki,
a na odcinku migdzy krawedziami kg 1 kg jest powierzchnia prostoliniowa (wierzchotki czwo-
rokata ograniczajacego te czes¢ rowu nie leza w jednej ptaszczyznie). Praktycznie nie ma to
znaczenia ze wzgledu na maty obszar tej powierzchni. Przez krawgdzie rowu prowadzimy
plaszczyzny skarp 51, j», 73, ya. Warstwice plaszczyzny y sa rownolegte do s3, 7 do s4, 33 do ss,
94 do s¢. Krawedzie sasiednich skarp sa dwusiecznymi katdéw jakie tworza ich jednoimien-
ne warstwice, sa one rownolegle do prostych ds, i ds. W celu zabezpieczenia nasypu przed
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dziataniem wody sptywajacej z rowu odchylamy krawedz ky; réwnolegle do k. Warstwice
odchylonej cze$ci rowu znajdujemy za pomoca prostej e rownolegtej do ptaszczyzny dna ro-
wu (€’||k’;). Styczne s9 1 519 Wyznaczaja kierunki tych warstwic, a dwusieczne ds i d kierunki
krawgdzi migdzy sasiednimi skarpami. Wyznaczamy krawedZz m dna rowu z plaszczyzna te-
renu, jest nia linia rownolegta do k& zawierajaca punkt P przecigcia si¢ warstwie terenu i dna
rowu o cesze 69. Nastepnie wyznaczamy lini¢ przenikania skarp z terenem (ks i k). Na ko-
niec wyznaczamy dwa profile poprzeczne terenu wraz z projektowana droga, od strony wy-
kopu i od strony nasypu. Wygodne jest rownoczesne wyznaczanie przekrojow. Pozwala to na
latwiejsze ustalenie odlegtosci linii & », . poszczegdlnych odcinkoéw krawedzi skarp przy do-
ktadniejszym zachowaniu glgbokosci rowdw i szerokosci taweczki.
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Rozdzial V
RZUTY MONGE’A

1. Zasady odwzorowania

Rzuty Monge’a sa to rzuty prostokatne na dwie lub wigcej rzutni parami prostopadtych
(rys.5.1). Wezmy pod uwage dwie prostopadte rzutnie 7y i 7 zwane przez réznych autoréw
odpowiednio pierwsza i druga lub pozioma i pionowa, przecinajace si¢ w krawedzi zwanej
osia x, oraz dwie zorientowane proste kierunkowe 117121 m. Wyrdzniong parg prostych zo-
rientowanych nazywamy uktadem wiazacym rzutéw podstawowych i oznaczamy
[1,2]. Aparaty rzutowania stuzace do przedstawienia obrazoéw podstawowych figury nazywa-
my uktadem odwzorowania: ({n, 1},{n,2}).

2 »
1

P oP?

T,
ia

P]

X
T
Rys. 5.1

Kazda figura zawarta w przestrzeni posiada swoje dwa podstawowe obrazy: jeden na
rzutni pierwszej i drugi na rzutni drugiej. Tworzymy je w nastgpujacy sposob: przez dany
punkt P figury prowadzimy proste rownolegle do prostych kierunkowych 11 2, a tym samym
prostopadie do rzutni 7; i 7. Punkty wspolne tych prostych i rzutni sa rzutami odpowiednio
pierwszym P' i drugim P? punktu P. Na plaszczyznie rysunku kreslimy oba rzuty zakladajac,
ze rzutnia np. 7 jest z nia identyczna, a rzutnia 7, obraca si¢ dookota osi x o kat 90°, tak aby
rzuty 17 i 2" prostych kierunkowych byly przeciwnie zorientowane (rys. 5.2).

Pare prostych o' || 2' i & || 17 bedacych odpowiednio rzutem pierwszym i drugim plasz-
czyzny o zawierajacej punkt P i rownoleglej do obu kierunkowych 1 i 2 nazywamy odno -
s z g ¢ 3 rzutdw zwiazanych. Prosta odnoszaca jest prostopadta do osi x (rys.5.3).

Rzuty prostych zorientowanych 2' i I mozna sytuowaé na rysunku w dowolnym poto-
zeniu np. jak narys. 5.11 lub 5.12.
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v

T, m,

Rys. 5.3

Miara wektora, ktérego poczatkiem jest punkt P, a koncem jego jest rzut prostokatny na
rzutnig, nazywa siccecha punktu. Jezeli wektor >PP'> lub >PP*> ma zwrot zgodny ze
zwrotem prostej kierunkowej 1 lub 2 cechg uwazamy za dodatnia i punkt znajduje si¢ przed
rzutnia; jezeli wektor ma zwrot niezgodny, cecha jest ujemna i punkt znajduje si¢ za rzutnia
(rys. 5.4).

R'

Rys. 5.4

Para (P' i P?) rzutéw punktu P jednoznacznie okre$la potozenie punktu P w przestrzeni.
Oznacza to, ze majac rzuty P' i P? mozemy poprowadzi¢ przez nie proste odpowiednio pro-
stopadte do rzutni i w punkcie przecigcia si¢ ich otrzymamy punkt P.
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Kazdy uktad odwzorowania dowolnie usytuowany wzgledem figury I pozwala uzyskac
rzuty Monge’a tej figury. W praktyce inzynierskiej staramy si¢ tak dobraé uktad odwzorowa-
nia, aby uzyskany obraz zachowatl jak najwigcej wlasciwosci miarowych opisujacych figure
I'. Polozenie figury wzgledem aparatu rzutowania powinno by¢ takie, aby jak najwigcej
plaszczyzn zawierajacych $ciany figury byto réwnoleglych do rzutni i jak najwigcej prostych
zawierajacych krawedzie figury bylo prostopadtych do rzutni.

—

—
/, /é/

& I’

T

Rys. 5.5

Majac uktad odwzorowania ({7z,1}, {7,2}) mozna otrzyma¢ inny uktad przez transla-
cje {m,1} o dowolny wektor # réwnoleglty do 1 lub translacj¢ {m,2} o dowolny wektor w
rownolegly do 2. Nie powoduje to zadnych istotnych zmian w przebiegu restytucji figury I'.
W zwiazku z powyzszym na rysunkach w rzutach Monge’a mozna pomijac o$ x (rys. 5.5).

2. Odwzorowanie prostych i plaszczyzn

W zaleznosci od potozenia w przestrzeni prostych i plaszczyzn wzgledem aparatu rzu-
towania {m,l} 1 {m,2} mozemy podzieli¢ zbior tych prostych i ptaszczyzn na nastgpujace
podzbiory:

a) zbidr prostych i ptaszczyzn prostopadlych do rzutni (réwnoleglych do kierunkowej 1 lub 2)
zwanych rzutujacymi oraz uzupetniajacy go zbior prostych i ptaszczyzn nie prostopa-
dlych do rzutni (nie rownolegtych do | lub 2) zwanych nierzutujacymi;

b) zbidr prostych i ptaszczyzn rownoleglych do rzutni (prostopadtych do 1 lub 2) zwanych
warstwowymi oraz uzupehiajacy go zbidr prostych i plaszczyzn nie rownolegtych do
rzutni (nie prostopadtych do 1 lub 2) zwanychniewarstwowymi.

Ponadto w zbiorze prostych wyr6zniamy jeszcze proste profilowe. Sato proste
prostopadte do osi x lecz nie prostopadte do zadnej rzutni (nie rownolegte do 1 lub 2).

2.1. Rzuty prostych.

Przyktady obrazow prostych przedstawia rysunek 5.6. (w nawiasach podane sa nazwy
prostych uzywane w literaturze).
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a)

Prosta pierwszorzutujaca (pionowa)

X
. alll;alm
2 od
b)
ob
12
X Prosta drugorzutujaca (celowa)
bl|2;b L m
1
2 b’
)
C2
12
M X Prosta pierwszowarstwowa (pozioma)
A / cllic|m
21
d)
d.’
12
M X Prosta drugowarstwowa (czolowa)
A d’
[~/
2]
e)
| ¢
I’ f Prosta dwuwarstwowa, rownolegta do osi x
X ell nel2; ellmnellnz
1 e

Rys. 5.6a,b,c,d,e
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f)

2)

2.2. Wzajemne polozenia prostych.

Prosta profilowa prostopadta do osi x. Taka prosta jest
jednoznacznie okreslona za pomoca rzutow dwdch
punktéw w niej zawartych.

Prosta og6lna

Rys. 5.6f,g

Proste przecinajace si¢ maja punkt wlasciwy wspolny. Rzuty tego punktu znajdujq si¢
na przecigciu odpowiednich rzutéw prostych (rys. 5.7a,b). Odpowiednio rzuty prostych row-
nolegtych (majacych wspdlny punkt niewlasciwy) sa do siebie rownolegte (rys.5.7¢,d).

a)

AZ

b)

Rys. 5.7a,b
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b
12
v X
A
9!
e)
2
h
1’ g
v X
A
2! g X

d)

f)

2 1

Rys. 5.7¢,d,e,f

v

A

¥
X
12
«—
s
r
X

W przypadku prostych profilowych (rys. 5.7¢) roéwnolegtos¢ dwu rzutdw nie stanowi
dowodu na rownoleglos¢ prostych. W tym przypadku potrzebne sa dodatkowe informacje o
prostych. Réwnoleglos¢ prostych profilowych omoéwiona zostata w podrozdziale ,,5. Réwno-
leglos¢ podprzestrzeni” ¢wiczenie 54 (rys. 5.49) .

Proste nie posiadajace punktu wspolnego wiasciwego czy niewlasciwego (nieréwnole-
gle) nazywaja sig skosne lub wichrowate (rys. 5.7f).

2.3. Rzuty plaszczyzny

Rzuty ptaszczyzny definiujemy jako rzuty elementéw wyznaczajacych tg plaszczyzng.
W przypadku ptaszczyzn w polozeniu ogdlnym, a wigc nierzutujacych i niewarstwowych
wyrdzniamy cztery sposoby takiego okreslenia ptaszczyzny, a mianowicie za pomoca rzutow:
a) trzech niewspotliniowych punktow (rys. 5.8a),
b) punktu i prostej nie nalezacych do siebie (rys. 5.8b),

a)

12

v

A

b)

Rys. 5.8a,b
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¢) dwaoch przecinajacych si¢ prostych (rys.5.8c),
d) dwoch prostych rownolegtych (rys.5.8d).
c) d)
21 12 2‘ R ) 12

> <
> <

Rys. 5.8¢,d

W przypadku ptaszczyzn rzutujacych, do ktoérych naleza rowniez plaszczyzny war-
stwowe, rzuty takich ptaszczyzn mozemy przedstawiaé za pomoca elementow wyznaczaja-
cych plaszczyzng (rys.5.9b,d,f)h,j) jak réwniez bezposrednio za pomoca rzutow tych ptasz-
czyzn jak podano na rysunku 5.9a.c,e, g, i. (W nawiasie podane sa nazwy stosowane u innych

autorow).

a) b)

<)

1
b a4

Plaszczyzna drugorzutujaca f:BL7m(fl12) (pionoworzutujaca)

Rys. 5.9a,b,c,d
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e) f)

2I
Plaszczyzna pierwszowarstwowa ¥ || 7 (¥ L1): (pozioma)
g) h)
I’ g
v v
X
A A
[N 8 2 m'= 3
5! P'
Plaszczyzna drugowarstwowa J; S || m, (0 L2) (czotowa)
i) i)
2
€
2
g Cv
12 E D

4
<
<
<
=

M Q

m._.
=l

Plaszczyzna dwurzutujaca; &, el i elm (l|11 &]|2) — prostopadia do osi x

Rys.5.9¢,f,g,h,i,j

88



Na rys. 5.10 przedstawiony jest jeden ze sposobow okreslania ptaszczyzny roéwnoleglej
do osi x zwanej pro filowa. Plaszczyzna taka zawiera prosta dwuwarstwowa a (a || X).

b.’

Rys. 5.10
3. Nalezenie i zawieranie si¢ podprzestrzeni (elementéow)

Elementy sktadowe przestrzeni nosza nazwe podprzestrzeni. Sa to punkty, proste, pltaszczy-
zny. Jezeli jaka$ podprzestrzen nalezy do (lub zawiera si¢ w) innej podprzestrzeni, to odpo-
wiadajace sobie rzuty takich podprzestrzeni naleza do sicbie (zawieraja si¢ w sobie). Jezeli
punkt nalezy do prostej, to odpowiednie rzuty punktu i prostej naleza do siebie, np.: Aea=>
Aled' AA%e @°; a DA=>a'5A' Aa®>A?. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe gdy prosta
jest prostopadta do osi x (profilowa). Sposdb wyznaczenia punktu nalezacego do prostej pro-
filowej podaje ¢wiczenie 40 (rys. 5.11a,b,c).

Cwiczenie 40

Dane sa rzuty prostej profilowej a wyznaczonej za pomoca dwdch punktéw A i B, oraz
dany jest C* - rzut drugi punktu C nalezacego do prostej a. Wyznaczy¢ rzut pierwszy punktu
C.

Rozwiqzanie
Przy rozwiazywaniu tego zadania musimy skorzysta¢ z nastgpujacego twierdzenia: sto-
sunek podziatu odcinka (AB), nierownoleglego do kierunku rzutowania, punktem C jest nie-

@_ ‘Alcl‘

zmiennikiem rzutowania rownoleglego (rys.5.11a), tzn. =
[BC| |B'C'|

(zastosowanie twier-

dzenia Talesa). W zwiazku z powyzszym pierwszy rzut punktu C wyznaczamy nastgpujaco:
rysujemy prosta zawierajaca punkt B' (lub A") pod dowolnym katem do prostej a'* i odmie-
rzamy na niej odcinki (BICO) = (B’C?) i (C'A") = (C*A?), rysujemy prosta A'A'i rownoleglta
do niej prosta zawierajaca punkt C’, ktéra w punkcie przeciecia z prosta a' wyznacza pierw-
szy rzut punktu C (rys.5.1lb). Inny sposob wyznaczania punktu C' podany jest na rys. 5.11c.
Z punktow A' i B' rysujemy proste réwnolegte do przecigcia sig z prostymi réwnolegtymi
narysowanymi z punktow A’ i B2 Punkty A'B~ wyznaczaja prosta. Z punktu C* rysujemy
prosta réwnolegta do A? A’, ktéra przecina prosta A B” w punkcie C. Z punktu C” krelimy
prosta rownolegta do A” A'. Punkt przeciecia prostej C C' z a' wyznacza C'.
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Rys. 5.11

Prosta zawarta jest w plaszczyznie jesli dwa punkty prostej zawarte sa w tej plaszczyz-
nie. Na rysunku 5.12a przedstawione sa rzuty ptaszczyzny e=p.q. oraz rzuty prostej k zawar-
tej w plaszczyznie & Prosta k przecina proste p. i g, w punktach L i N. W przypadku zawiera-
nia si¢ prostej w ptaszczyznie rzutujacej, odpowiedni rzut prostej i ptaszczyzny jednoczy sig
(rys.5.12b). Punkt nalezy do ptaszczyzny, jesli nalezy do prostej zawartej w tej plaszczyznie
(rys.5.12a).

Rys. 5.12

Jezeli punkt nalezy do plaszczyzny rzutujacej to wystarczy jezeli odpowiedni rzut
punktu nalezy do rzutu ptaszczyzny (rys.5.12b).
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Cwiczenie 41
Dane sa rzuty trzech punktow A, B, C oraz rzut drugi czwartego punktu D nalezacego
do ptaszczyzny o = ABC; wyznaczy¢ jego rzut pierwszy.

Rozwiqzanie

Kreslimy oba rzuty prostej @ = BC i rzut drugi prostej b = AD. Wyznaczamy rzut drugi
punktu przecigcia si¢ prostych a i b: a’nb* = I, a na odnoszacej i rzucie pierwszym prostej a
jego rzut pierwszy I'. Rzut pierwszy prostej b zawiera rzuty pierwsze punktow A i I. Rzut
pierwszy punktu D, punkt D' znajduje sig na prostej »' i na odnoszacej punktu D (rys.5.13).

Rys. 5.14

Cwiczenie 42
Dana jest plaszczyzna okre§lona para prostych a, b, przecinajacych si¢ w punkcie T.
Przez punkt T poprowadzi¢ prosta drugowarstwowa (czolowa) n zawarta w ptaszczyznie ab.
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Rozwiqzanie

Przez rzut pierwszy punktu T kre§limy pierwszy rzut n' prostej n prostopadle do 2'. Dla
wyznaczenia rzutu drugiego przyjmujemy pomocnicza prosta e przecinajaca proste @, b, n
kolejno w punktach N, M, L. Krelimy i oznaczamy pierwsze rzuty e', N', M', L'. Na odno-
szacych i na rzutach o’ i b otrzymujemy drugie rzuty N M?, a po ich potaczeniu drugi rzut
¢’ pomocniczej prostej e. Na tym rzucie zaznaczamy drugi rzut punktu L?. Drugi rzut prostej
n wyznaczamy za pomoca L2 T T2 L=’ (rys.5.14).

W ptlaszczyznie ogodlnej zawarte sa prosie ogolne, warstwowe i profilowe. Prosta za-
warta w plaszczyznie « i1 prostopadta do prostej pierwszowarstwowej nazywa si¢ pierwsza
prosta spadu ptaszczyzny: l,. Prosta zawarta w plaszczyznie a. i prostopadia do drugowar-
stwowej prostej tej ptaszczyzny nazywa si¢ druga prosta spadu plaszczyzny: 2, (rys.5,15a,b).

12

«—]
r,
2
a
b) 2‘ 1:
4+ «—
21
22
B b’

Rys. 5.15

Plaszczyzna profilowa zawiera proste dwuwarstwowe, a wigc posiada tylko jedna prosta
spadu: s,. Jest nia prosta profilowa (rys.5.16).

2| lz
B A <
s’y A, |B A’ B’ s,
124
a, b, a, b,
Rys. 5.16

92



Cwiczenie 43
Dany jest rzut pierwszy trojkata (ABC) zawartego w plaszczyZnie wyznaczonej prosta a
i punktem P. Wyznaczy¢ rzut drugi trojkata.

Rys. 5.17

Rozwiqzanie

Przez punkt P prowadzimy prosta b rownolegla do a, zawarta w plaszczyznie ofrys.
5.17). Wyznaczymy rzuty pierwsze punktoéw I i II przecigcia prostej AB = ¢ z prostymi a i b.
Za pomocg drugich rzutéw punktow I i II wyznaczamy drugi rzut prostej ¢, nastepnie drugie
rzuty punktéw A i B. Poniewaz w rzucie pierwszym przyjeto B'C' ||a' - drugi rzut boku BC
jest rownolegty do a’.

Cwiczenie 44
Dana jest plaszczyzna & druga prosta spadu 26 oraz rzut pierwszy punktu A (A') i rzut

drugi punktu B (B%) zawartych w plaszczyznie & Wyznaczyé brakujace rzuty punktow (rys.
5.18).
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Rozwiqzanie

Obraz ptaszczyzny danej druga prosta spadu uzupetlniamy wprowadzajac proste dru-
gowarstwowe prostopadle do prostej spadu. Przez punkt A'prowadzimy pierwszy rzut prostej
a' drugowarstwowej przecinajacej 25s' w punkcie I'. Wyznaczamy drugi rzut punktu I:I°
i przez I? prowadzimy o’ prostopadle do 25%. Punkt A’ nalezy do a’. Przez drugi rzut punktu
B: B? prowadzimy drugi rzut prostej b* prostopadle do prostej 2s'. Wyznaczamy punkt IT*
w przecigeiu 25° z b oraz punkt II' na prostej 25'. Poniewaz prosta b jest drugowarstwowa
wiec przez II' kreslimy b' prostopadle do 2'. B'eb'.

Cwiczenie 45

Dany jest pierwszy rzut pigciokata ptaskiego (ABCDE) oraz rzuty drugie trzech jego
wierzchotkow: A, B,C. Wyznaczy¢ rzuty drugie brakujacych wierzchotkow pigciokata (rys.
5.19a).

Rozwiqzanie

Punkty ABC wyznaczaja plaszczyzne. Rysujemy przez punkty AC prosta a (a' a°), na-
stepnie rzut pierwszy prostej b(b') zawierajacej punkty B' i D'. o' a=I' i za pomoca odno-
szacej wyznaczamy I” na prostej a’. Rzut drugi prostej b (b°} zawiera punkty B* i I°. Punkt D?
nalezy do b°. W podobny sposéb wyznaczamy punkt E*. Prosta ¢' zawierajaca C' E' przecina
prosta b' w punkcie II'. Przez 11’ nalezacym do b i przez c? przechodzi e (rzut drugi prostej
¢), na ktorej za pomoca odnoszacej znajdujemy punkt E? (rys. 5.19b).

) b

ZADANIA

1. Na ptaszczyznie okreslonej prosta m 1 punktem A wyznaczy¢ proste warstwowe zawiera-
jace punkt A (rys. 5.20).

1 2
-2 PRI S
muj
Ao oA,
mu'
Rys. 5.20
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2. Dane sa pierwsze rzuty a'||b'||¢' oraz drugie rzuty a*||b* prostych réwnolegtych zawartych
w jednej plaszczyznie. Wyznaczy¢ drugi rzut prostej c. (rys. 5.21).

3. Dane sa rzuty prostych a i b wyznaczajacych ptaszczyzng « ogblna (rys. 5.22a,b,c). Wy-
znacz rzuty prostych zawartych w plaszczyznie «:
a) pierwszowarstwowej m
b) drugowarstwowej n.
c) profilowej e

b)

Rys. 5.22

4. Dane sa rzuty prostych c i d wyznaczajacych plaszczyzng y (rys.5.23a,b). Wyznacz rzuty: e
- pierwszej prostej spadu, f - drugiej prostej spadu, zawartych w plaszczyznie 3. W przy-
padku jak na rys. 5.23a przez punkt R, a w przypadku jak na rys. 5. 23b dowolnie.

. Dane sa rzuty punktow AsBsCs wyznaczajacych plaszczyzng & oraz pierwszy (drugi) rzut
trojkata (KLM) zawierajacego si¢ w tej plaszczyznie. Wyznaczy¢ drugi (pierwszy) rzut
trojkata (rys. 5.24a,b).

6. Dana jest plaszczyzna o prosta @ i punktem A oraz rzut drugi czworokata (KLMN) zawar-
tego w tej plaszczyznie. Wyznaczy¢ rzut pierwszy czworokata (rys. 5. 25).

. Dane sa rzuty prostych rownoleglych e f,, wyznaczajacych ptaszczyzng ¢, oraz rzut pierw-
szy trojkata (ABC) zawartego w plaszczyznie ¢. Wyznaczy¢ rzut drugi trojkata (rys.5.26
a,b).
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b)

Co" °© © C;

Rys. 5.24

8. Dany jest obraz ptaszczyzny o dwiema prostymi przecinajacymi si¢ a i b oraz drugi rzut
trojkata (ABC) zawartego w plaszczyznie a. Wyznaczy¢ pierwszy rzut trojkata (rys.

5.27a,b).

9. Dane sa: rzut pierwszy pigciokata ptaskiego (ABCDE) oraz rzuty drugie trzech jego punk-
tow. Wykresli¢ drugi rzut pigciokata (rys. 5.28).

10. Wyznacz rzuty pigciokata ptaskiego (ABCDE) majac dane oba rzuty trzech punktow pig-
ciokata A,B,C , oraz rzut pierwszy punktu D i rzut drugi punktu E (rys. 5.29).
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E' E,

oD?

Rys. 5.28

11. Dane sa rzuty prostej spadu: a) pierwszej, b) drugiej, ptaszczyzny o oraz rzut pierwszy
trojkata (ABC) zawartego w plaszczyznie w. Wyznaczy¢ rzut drugi trojkata (rys. 5.30a,b).

12. Dane sa rzuty prostej profilowej s, ktora jest prosta spadu plaszczyzny y oraz dany jest
drugi rzut czworokata (ABCD) zawartego w tej plaszczyznie. Wyznaczy¢ pierwszy rzut
czworokata (rys. 5.31).
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Rys. 5.31
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4. Cze$¢ wspolna podprzestrzeni (elementy wspdlne)

W tej czesci skryptu ograniczymy si¢ do omowienia elementow wihasciwych. Wyréz-
niamy:
a) punkt wspolny pary prostych przecinajacych si¢ (punkt przecigeia) - omowiony wezesniej,
b) punkt wspolny prostej i ptaszczyzny (punkt przebicia lub punkt przecigcia prostej dana

plaszczyzng),

¢) prosta wspolna pary ptaszczyzn (krawedz ptaszczyzn).

Przy wyznaczaniu punktu przebicia korzystamy z krawedzi i wzajemnie przy wyzna-
czaniu krawgdzi korzystamy z punktow przebicia. Oba te zagadnienia zostana omoéwione
tacznie.

Cwiczenie 46
Wyznaczy¢ punkt przecigeia prostej a ptaszczyzna drugorzutujaca o (rys. 5.32).

Rys. 5.32

Rozwiqzanie

Drugi rzut P? lezy zarowno na drugim rzucie prostej a, jak i na drugim rzucie plasz-
czyzny a, a wigc na przecieciu si¢ obu rzutow. Rzut pierwszy P'znajdujemy za pomoca odno-
szacej na a'. Ustalamy widoczno$é prostej a wzgledem plaszczyzny . W tym celu obieramy
punkty: Aea i Bea tak, aby rzuty pierwsze tych punktow A' = B' zawarte byly w a'. Ze
wzgledu na zwrot prostej kierunkowej 1 punkt A nalezacy do plaszczyzny « jest punktem
pierwszym, a wigc jest punktem widocznym (rozdz. I, p. 2, rys. 2.5). Wobec tego w rzucie
pierwszym poétprosta a zawierajaca punkt B jest niewidoczna od punktu P.

Cwiczenie 47
Wyznaczy¢ krawedZz dwu plaszczyzn: o pierwszorzutujacej i S drugorzutujacej (rys.
5.33).

Rozwiqzanie
Poniewaz plaszczyzny sa rzutujace o’ = k', f = I.
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Cwiczenie 48
Wyznaczy¢ krawedz dwu ptaszezyzn pierwszorzutujacych (rys. 5.34).

Rozwiqzanie

Rzut pierwszy krawedzi znajduje si¢ na przeciciu o' i ' rzutébw pierwszych plasz-
czyzn a1 f, a wige jest punktem. Prosta & jest pierwszorzutujaca, jej drugi rzut jest rownole-
gty do prostej 1.

Cwiczenie 49
Wyznaczy¢ krawegdz dwodch plaszczyzn: pierwszorzutujacej « i ptaszczyzny okreslonej
para prostych réwnolegtych a i b (rys.5.35).

Rozwiqzanie
Powtarzamy dwukrotnie konstrukcj¢ opisana w ¢wiczeniu 46 i w obu rzutach laczymy
dwa punkty przebicia P i R. Oczywiscie pierwszy rzut krawedzi k' jednoczy sie z o'
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Wyznaczajac punkt przebicia prostej z plaszczyzna ogdlna postgpujemy nastepujaco:
1° - przez prosta prowadzimy pomocnicza plaszczyzne (najwygodniej rzutujaca), 2° - wyzna-
czamy krawedz przecigeia sig plaszczyzny danej z plaszczyzna wprowadzona, 3° - punkt
przecigcia si¢ prostej z krawedzia jest punktem przebicia (rys. 5.36).

Algorytm:
R=ana
lacp
2k=anp
3R=ank

Cwiczenie 50

Dane sa rzuty ptaszczyzny « dwiema prostymi rownoleglymi a i b oraz rzuty prostej p.
Wyznaczy¢ punkt wspdlny prostej p i ptaszczyzny « (rys. 5.37).

¥

a 2
12 2
q
Algorytm: /’“425\/2
R=pna . ~
pce b
k=ena g
R=pnk a,
p=c=k'
_ -~
> b, Y%
\/f{' I
_-u=ir
Vl
Rys. 5.37
Rozwiqzanie

W danym przyktadzie zostata wprowadzona ptaszczyzna pierwszorzutujaca & zawiera-
jaca prosta p, nastepnie wyznaczona zostala krawedz ptaszczyzny a. z ptaszczyzna ¢ za po-
moca punktow I i II jako punktéw przebicia ptaszczyzny ¢ prostymi a i b. Najpierw znajdu-
jemy punktyl'=a’n & i II' = b'Né', nastepnie za pomoca odnoszacych znajdujemy rzuty dru-
gie punktow I* na o’ i II” na »°. Punkty I i II* wyznaczaja drugi rzut krawedzi: £, a poniewaz
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krp =R, to ¥ N p* = R%. Rzut pierwszy R' szukanego punktu przebicia otrzymujemy za po-
moca odnoszacej.

W tym przyktadzie ustalimy widocznos$¢ prostej p wzgledem plaszezyzny a. Punkt
przebicia R dzieli prosta p na dwie potproste. Aby ustali¢ widoczno$¢ w rzucie pierwszym
obierzmy rzuty dwoch punktoéw, np: 11 i III, jeden na prostej p - punkt III, drugi na ptaszczyz-
nie o -punkt II, ktoérych rzuty pierwsze jednocza sig. Ze wzgledu na zwrot prostej 1 (pierwsze-
go kierunku rzutowania) punkt III jest punktem pierwszym, a wigc jest widocznym na 7. Po-
niewaz punkt III nalezy do potprostej p, wige jest ona widoczna az do punktu przebicia R,
gdzie zmienia si¢ widocznos¢ prostej wzgledem plaszczyzny. W celu ustalenia widocznosci
w rzucie drugim obieramy dwa punkty jednoczace si¢ w rzucie drugim: jeden na prostej p -
punkt IV, drugi na ptaszczyznie « - punkt V (Veb). Z potozenia rzutéw pierwszych punktow
IV i V wynika, ze punkt V nalezacy do ptaszczyzny o poprzedza punkt IV, a wigc plaszczy-
zna « zashania t¢ potprosta p, do ktorej nalezy punkt I'V.

Przy wyznaczaniu krawgdzi dwoch ptaszezyzn w ogoélnym przypadku postugujemy sig
dwoma punktami przebicia ptaszczyzn « lub S (rys. 5.38) dowolnymi prostymi zawartymi
w plaszczyznie « lub Sz pozostala ptaszczyzna.

Rys. 5.38

Cwiczenie 51

Wyznaczy¢ krawedz plaszczyzny trojkata (ABC) z plaszczyzna réwnolegtoboku
(KLMN); wyznaczy¢ odcinek przenikania si¢ obu figur oraz ustali¢c widocznos¢ figur (rys.
5.39).

Rozwiqzanie

Przez prosta KL prowadzimy pomocnicza plaszczyzng drugorzutujaca ¢, ktora z ptasz-
czyzna « trojkata tworzy krawedz m = EF. Jej rzut E'F' przecina rzut prostej K'L' w punkcie
P', a na odnoszacej i na prostej K’L? otrzymujemy drugi rzut P? punktu P, ktory jest punktem
przebicia plaszczyzny a trojkata (ABC) prosta KL. Z kolei za posrednictwem ptaszczyzny
pierwszorzutujacej & 1 jej krawedzi [ = HG z plaszczyzna f czworokata, uzyskamy rzuty
punktu Q bgdacego punktem przebicia ptaszczyzny czworokata prosta AC. Prosta PQ = £ jest
krawedzia ptaszczyzn i f. Odcinek (QR) krawedzi k jest odcinkiem przenikania obu figur
ptaskich.

W celu oceny widocznosci w pierwszym rzucie obieramy punkty I na boku AB i Il na
boku MN, ktorych rzuty pierwsze jednocza sig. Ze wzgledu na zwrot prostej kierunkowej 1
punkt I jest punktem pierwszym, a wigc odcinek (AR) boku AB jest widoczny w rzucie
pierwszym, a bok (MN) jest czgsciowo przez trojkat zastonigty. Bok (AC) widoczny jest na
odcinku (AQ), w punkcie Q zmienia swoje polozenic wzgledem czworokata. Widocznosé
w rzucie drugim okre§lamy za pomoca punktow III € BC i IV € MN jednoczacych sig¢ w rzu-
cie. Ze wzgledu na zwrot prostej 2 punkt IV nalezacy do boku (MN) jest punktem widocznym
co pociaga za soba widocznos¢ krawedzi (MN).
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NOA
Algorytm: a=(ABC), p=KLMN), KLcp, m =p na, P - mnKL, ACcg I=¢ NP, QO =
INAC, QP =k, R =kNAB.
Rys. 5.39
Krawgdz dwoch plaszczyzn mozna rowniez wyznaczyé korzystajac z twierdzenia
o trzech plaszczyznach: trzy plaszczyzny «, £,y maja punkt wspdlny, w ktérym przecinaja si¢
trzy krawedzie tych plaszczyzn (rys.5.40a). Jezeli plaszczyzny o, i y sa rownolegle do
wspolnej prostej, punkt wspdlny jest punktem niewlasciwym, a wigc krawedzie s do siebie
rownolegle (rys.5.40b).
b) I
S
k

a)

|

Rys. 5.40
Cwiczenie 52

Dane sa rzuty dwoch trojkatow (ABC) i (EFG). Wyznaczy¢ krawedz k= o nfjezeli
a=ABCi f=EFG.
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Rozwiqzanie

Obie plaszczyzny przecinamy dwiema pomocniczymi plaszczyznami rzutujacymi yi o,
wyznaczamy cztery krawedzie a = an y, b=y, c=ano, d=F N 6. Punkt P =anb jest
punktem wspdlnym dla ptaszczyzn a, S, y; punkt R =c¢ M d jest punktem wspolnyme, S, o.
Punkty P i R wyznaczaja prosta ¢ = a N S (rys. 5.41).

Algorytm: a = ABC, = EFG, yLlm, a= a Ny, b=y, R=a b, 0L1lm, c=a o, d=
pPHm=06, P=cNd, g =PR=anp.

Rys. 5.41

Cwiczenie 53
Dane sa rzuty figur ptaskich (ABC) i (KLMN) posiadajacych réwnolegte proste a= AB
i b=LM. Wyznaczy¢ przenikanie tych figur, oraz ustali¢ widocznos¢ (rys. 5.42a).

Rozwiqzanie

Obie ptaszczyzny a=ABC i f~KLMN zawieraja proste a i b rOwnolegte do siebie, wigc
krawedzZ tych ptaszczyzn bedzie rownolegta do nich (rys. 5.40), wobec czego wystarczy wy-
znaczy¢ jeden punkt wspolny tych ptaszczyzn. Wyznaczamy punkt przebicia prostej ¢=CB
zawarte] w plaszczyznie a z plaszczyzna S (rys.5.42b). Przez prosta ¢ prowadzimy plaszczy-
Zng¢ pierwszorzutujaca y wyznaczamy krawedz g plaszczyzn yi fza pomoca punktow I i III
(mozna wykorzysta¢ zamiast punktu III punkt II, ale jego drugi rzut trzeba wyznaczy¢ za po-
moca twierdzenia Talesa jak na rys. 5,11). Punkt P przecigcia si¢ prostych c i ¢ jest punktem
przebicia prostej ¢ nalezacej do plaszczyzny « z plaszczyzna f. Krawedz k plaszczyzn ai S
jest rownolegta do prostych a i b. Czg$§¢ krawedzi nalezaca do obu figur: odcinek (PR) jest li-
nia przenikania tych figur. Ustalamy widocznos¢ rzutu pierwszego: prosta kierunkowa 1 ustala
widoczno$¢ w rzucie pierwszym. Jezeli patrzymy na figury zgodnie ze zwrotem prostej 1 (po-
przez rzut drugi), to widzimy, ze pierwszym punktem z figury (ABC) jest punkt C, a z figury
(KLM) odcinek (LM), ponadto jezeli obie te podprzestrzenie (punkt i odcinek) w rzucie
pierwszym znajduja si¢ po obu stronach krawedzi £ mozemy twierdzi¢, ze obie podprzestrze-
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nie sa widoczne w rzucie pierwszym (C i odcinek (LM)). Ustalamy widoczno$¢ w rzucie dru-
gim: zgodnie ze zwrotem prostej 2 pierwsze sa podprzestrzenie: C z figury (ABC) i (KN)
z figury (KLMN), obie w rzucie drugim znajduja si¢ po obu stronach krawedzi, a wigc sg wi-
doczne.

W przypadku gdy podprzestrzenie o wigkszych cechach znajduja si¢ po jednej stronie
krawedzi - nalezy ustali¢ widoczno$¢ obierajac na obu figurach jednoczace si¢ punkty jak
w ¢wiczeniu 51, rys. 5.39.

a) 2

\ 4
A

Algorytm: a=ABC, f=KLMN. a=AB, b=KN, a/| b. CB=c, ccy, q=py, P=cry, Pek,
kila/b.

Rys. 5.42
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ZADANIA

. Wyznaczy¢ rzuty krawedzi ptaszczyzn a1 S (rys. 5.43).

2. Wyznaczy¢ rzuty punktu przecigcia prostej / z plaszczyzna ¢ (rys.5.44) oraz ustali¢ wi-

docznos¢ prostej / wzglgdem ptaszczyzny ¢.

. Wyznaczy¢ punkt przebicia prostej n z ptaszczyzna: a) trojkata (ABC), b) czworokata pta-
skiego (EFGH), oraz ustali¢ widocznos¢ prostej na tle figury (rys. 5.45).

. Wyznaczy¢ rzuty krawedzi ptaszezyzn a = ab, f = cd (rys. 5.46).

. Wyznaczy¢ linie przenikania figur plaskich oraz wyznaczy¢ widocznos¢ figur (rys. 5.47).

. Dane sa rzuty prostych sko$nych a i b oraz punktu R. Wyznaczy¢ rzuty prostej d zawiera-
jacej punkt R oraz przecinajacej proste a i b (rys. 5.48). (Rozwiazanie zadania jest podane
w ¢wiczeniu 12, rysunek 3.30 w rozdziale III ”Rzut cechowany”.

. Dane sa trzy nieréwnolegte ptaszczyzny o, f, 3. Podaj w jakim przypadku ptaszczyzny po-
siadaja nieskonczenie wiele punktéw wspolnych, nie posiadaja wlasciwego punktu wspol-
nego, posiadaja jeden punkt wspolny.

c)

2
(]

A / aﬁ/
2] 2| b|5l
N
]
M,
d)
2| lz
-~ —
Q,I
eﬁlo e;
flo 5

Rys. 5.43
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a) b)
m 2
o
1’ r 1?
2
nw v
mwl A
1 n‘!’l
2 2‘
Z[
c) d)
2! r 2! I’
1 lZ >
! ¢
L2 12 11 1 2 2
® P 1 L
e) f)
2] 12 2I 12
—_ «— e «—
Uy ¢
lZ
a) b)
Al 2 I
4’ ‘7
P B Al B
CZ
CI
C‘ B' , nz
2 D 4
Al
Rys. 5.45
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Rys. 5.46
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a) b)

B
2 - '
< 2 L>
K B B K
I’ At
Al A
M B
K M
[ eC
AI
)
D Pod c D’ K 7C’
L 2
LZ
B M
DI CI:M/ D?:MZ C‘Z
Rys. 5.47
1
b b—’
1
a o 2
R'o oR’

Rys. 5.48
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5. Rownoleglo$¢ podprzestrzeni

5.1. Dwie proste réwnolegle.

Roéwnoleglosé prostych ogolnych zostata oméwiona wezesniej (rys. 5.7¢ i d). Jeden ze
sposobow wyznaczania prostych rownolegtych profilowych podaje ponizsze ¢wiczenie.

Cwiczenie 54
Dana prosta profilowa a, wyznaczona punktami E i F oraz dany jest punkt P. Przez
punkt P poprowadzi¢ prosta b rownolegta do prostej a (rys. 5.49a).

a) 5
I S «
a E F' F E 4
OI o]
P P’
R SR
ad E F' F E 7

P! R' R’ P

Rys. 5.49

Rozwiqzanie

Rzuty b' i b” prostej b jednocza si¢ i sa rownolegle do a' i a’. Na prostej b nalezy wy-
znaczy¢ parg punktow tak, aby nachylenia prostych a i b wzgledem rzutni bylty rowne. W tym
celu wyznaczamy wektor, np. >EP>(>E'P'> i >E’P*>) oraz réwnolegly do niego wektor
>FR>(>F'R'> i >F’R*>). Punkty P i R naleza do prostej b||a i jednoznacznie wyznaczaja pro-
sta b (rys. 5.49b).
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5.2. Prosta réwnolegla do plaszczyzny.

Prosta jest rownolegla do plaszczyzny jezeli jest rownolegla do prostej zawartej
w plaszczyznie (rys. 5.50 a, b, ¢). Z tego wynika, ze prosta rownolegta do ptaszczyzny posia-
da z nig wsp6lny punkt niewlasciwy.

a) b)

P
AI’}’l/o/ 12

J

2 1

5.3. Dwie plaszczyzny rownolegle.

Dwie plaszczyzny sa rownolegle tylko wtedy gdy zawieraja pary prostych przecinaja-
cych si¢ rownoleglych do siebie (rys. 5.51a,b). Prosta wspolna tych ptaszczyzn (krawedz) jest
prosta niewlasciwa.

a) b)

12
2
Cwiczenie 55

Wykresli¢ rzuty prostej ¢ drugowarstwowej zawierajacej punkt P i réwnoleglej do
plaszczyzny drugorzutujacej « (rys. 5.52).

Rys. 5.51
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a) b)

Rys. 5.52

Rozwiqzanie

Kreslimy drugi rzut prostej ¢ rownolegle do drugiego rzutu danej ptaszczyzny o. Rzut
pierwszy jest prostopadly do prostej 2'. (W plaszczyznie « istnieje prosta, do ktérej prosta ¢
jest rownolegta).

Cwiczenie 56
Wykresli¢ rzuty dowolnej prostej m zawierajacej punkt M i rownolegtej do ptaszczyzny
trojkata <ABC> (rys. 5.53).

Rozwiqzanie
Rzuty prostej m kre§limy przez odpowiednie rzuty punktu M réwnolegte do rzutow ja-
kiejkolwiek prostej zawartej w ptaszczyznie, np. do boku trojkata.

a) B’
M’ ,
| AZ \O\m‘
CZ
Bl
2\ C] m'
Al M
Rys. 5.53

Cwiczenie 57

Dane sa rzuty prostych a,b wyznaczajacych ptaszczyzng a, punktu A nie nalezacego do
« oraz rzut drugi prostej ¢ taki, ze A% ec” (rys. 5.54a). Wyznaczy¢ rzut pierwszy prostej ¢ tak.
aby Aeciclla

Rozwiqzanie

Prowadzimy rzut drugi prostej d zawartej w plaszczyznie « tak, aby ¢’||d@ (lub ¢’=d").
Wyznaczamy rzut pierwszy prostej d za pomoca punktow I i II przecigcia sig prostej d z pro-
stymi a i b. Rzut pierwszy prostej ¢: ¢’ jest rownolegly do d. Prosta ¢ jest rownolegta do plasz-
czyzny «, bo jest rownolegla do prostej d zawartej w « (rys. 5.54b).
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a)

b)

Rys. 5.54

Cwiczenie 58
Dana jest plaszczyzna a dwiema prostymi rownolegltymi ab oraz dany jest punkt P nie
nalezacy do a. Przez punkt P poprowadzi¢ plaszczyzne S| « (rys.5.55a).

Rozwiqzanie
Obieramy dowolna prosta cca i przez punkt P prowadzimy dwie proste ¢ i ¢ odpowied-
nio rownolegle do prostych ptaszczyzny a(t|lcagllallb). Proste i g wyznaczaja plaszczyzne

Bl arys.5.55b).
a) b)

A
P
b, P'




Cwiczenie 59

Dane sa rzuty trzech prostych skosnych e, f, g. Wyznaczy¢ rzuty prostej /# przecinajacej
proste /1 g i rownolegtej do prostej e (rys. 5.56a).

Rozwiqzanie

Rysunek 5.56b przedstawia rozwiazanie pogladowe. Przez jedna z prostych flub g (w tym
przypadku przez g) prowadzimy plaszczyzne &le. Wyznaczamy punkt przebicia prostej £z plasz-
czyzng ¢ (fn&=F). Przez punkt F prowadzimy prosta /||e. Prosta /4 jest zawarta w plaszczyznie &
i przecina prosta g w punkcie G. Rysunek 5.56¢ przedstawia rozwiazanie w rzutach Monge’a.

a)
2]

!
e
!
go
t .
e
o]

b)

Rys. 5.56

ZADANIA
1. Dane sa rzuty ptaszczyzny: a) a=ABC, b) a=aA, c) a=ab, oraz punktu P. Wykresli¢ rzuty

prostych m, n, t rownoleglych do ptaszczyzny « i zawierajacych punkt P: a) m - drugowar-
stwowa, b) n - profilowa, c) ¢ — pierwszowarstwowa (rys. 5.57a,b,c).
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a) 2! r

4’ 47
B,5 B,
Aa‘ a Am2
P' P
C 10 a C 2
b) 2 PR S
1
an a 2
Aulo o AuZ
P]c 0 PZ
©) 2 PR S
a, b,

Plo—o P

Rys. 5.57

2. Dane sa rzuty trojkata (ABC), pierwszy rzut trojkata (EFG) oraz drugi rzut punktu E. Wy-
znaczy¢ drugi rzut trojkata (EFG) przy zatozeniu, Ze ptaszczyzny obu trojkatow sa réwno-
legte (rys. 5.58).

Az

Rys. 5.58
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3. Dane sa plaszczyzny o i f oraz punkt M. Przez punkt M poprowadzié prosta ¢ rownolegla
do obu ptaszczyzn (rys. 5.59a,b,c,d).

a) b)
2! 1?
4’ 47
o) B
o]
MI:MZ
c) d)
Ay
1 , M’
a, 5
o [)ﬁ
MI
2! o
A
a“l o} bul
Rys. 5.59

4. Dany jest trojkat (ABC) oraz prosta e. Czy prosta e jest rownolegta do ptaszczyzny trojkata
(rys. 5.60)?

5. Dane sa dwie proste skosne e i f'oraz punkt Q. Przez punkt Q poprowadzi¢ plaszczyzng &
rownolegta do obu sko$nych (rys. 5.61a,b).
6. Dane sa rzuty trojkata (ABC) oraz odcinka (AD). Wyznaczy¢ rzuty graniastostupa

(ABCDEF) o przystajacych podstawach (ABC) = (DEF). Ustali¢ widoczno$¢ krawedzi
graniastostupa (rys. 5.62).
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Rys. 5.62
Rys. 5.60

a) b)

Rys. 5.61

7. Dane sa rzuty ptaszczyzny « oraz punktu M. Wyznaczy¢ plaszczyzng y zawierajaca punkt M,
réwnolegta do plaszczyzny . Plaszczyzng y wyznaczy¢ za pomoca: a) prostej drugowar-
stwowej e i ogolnej f, b) prostej profilowej ¢ i pierwszowarstwowej p (rys. 5.63a,b).

a) b)

Rys.5.63
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8. Dane sa rzuty trzech prostych skosnych e, f, g. Wyznaczy¢ rzuty prostej 4 przecinajacej pro-
ste /1 g 1 rownoleglej do prostej e (rys. 5.64a,b). Rozwiazanie zadania jest omowione w ¢wi-
czeniu 59 (rys. 5.56).

9. Dane sa rzuty trzech punktow A,B,C, nie nalezacych do jednej prostej. Przez punkt A po-
prowadzi¢ ptaszczyzng réwnoodleglta od punktow B i C. Ile jest rozwigzan? Podacé jakie?
10. Dane sa proste skosne a i b. Wyznaczy¢ plaszczyzng « rownolegta do prostych a i b

i rownoodlegla od nich.

a) b)

Rys. 5.64

6. Prostopadlo$¢ podprzestrzeni

6.1. Dwie proste prostopadle (przypadki szczegélne).

Rzut prostokatny kata prostego zawartego migdzy danymi prostymi a i b (przecinajacymi
si¢ badz sko$nymi) moze przybiera¢ wartosci od 0° do 180°. Jezeli jedna z prostych prostopa-
dtych do siebie jest rownolegta do rzutni (prostopadta do kierunku rzutowania), a druga nie
jest do rzutni prostopadta, to rzut kata prostego jest katem prostym (dowdd F. i E. Otto § 11).
Z powyzszego wynika, ze jezeli dana jest prosta w potozeniu ogdlnym, to bezpos§rednio
mozna poprowadzi¢ jedynie prosta pierwszowarstwowa i prosta drugowarstwowa prostopadta
do nigj (rys. 5.65a,b).

a)

Rys. 5.65
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6.2. Prosta i plaszczyzna wzajemnie prostopadle.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby prosta byta prostopadta do plaszczyzny
jest to, aby byta prostopadta do dwdch przecinajacych sig prostych tej plaszczyzny (rys. 5.66).
W przypadku plaszczyzny ogdlnej sa to proste: pierwszowarstwowa i drugowarstwowa.
W przypadku ptaszczyzny profilowej jest to prosta warstwowa i prosta spadu. Przyktad pro-
stej prostopadlej do ptaszczyzny profilowej podany jest w rozdziale 8., ¢w.73 (rys. 108).

L

Rys. 5.66

Cwiczenie 60

Dana jest ptaszczyzna o: 1° - prostymi przecinajacymi si¢ p i g (rys. 5.67a), 2° - pierw-
szorzutujaca (rys. 5.67¢), oraz punkt P. Przez punkt P nie nalezacy do ptaszczyzny o popro-
wadzi¢ prosta / prostopadia do « (rys. 5.67).

a)

4 r
> 1
2! R ' v
) .
4.
m' P!
I /!
P,
d)
l'l
v
P! 1
2! 2!
1
o
Rys. 5.67
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Rozwiqzanie

W plaszczyznie o prowadzimy prosta pierwszowarstwowa m i drugowarstwowa n. Pro-
sta [ zawierajaca punkt P jest prostopadta do prostych m i n (I' L m' AL n?) (rys. 5.67b). W
przypadku ptaszczyzny pierwszorzutujacej « przez punkt P prowadzimy prosta / pierwszo-
warstwowa prostopadia do « (rys. 5.67d)

Cwiczenie 61
Dana jest prosta / i punkt P. Przez punkt P poprowadzi¢ ptaszczyzng y prostopadia do /
(rys. 5.68a,c).

Rozwiqzanie

Przez punkt P prowadzimy dwie proste: m pierwszowarstwowa i n drugowarstwowa
prostopadte do I (m' L I' A n* LI*) mn = y (rys. 5.68b). W przypadku gdy prosta / jest war-
stwowa (rys. 5.68d) przez P* prowadzimy drugi rzut plaszczyzny: y* prostopadle do /.

a) b)

-~

c) d)

Rys. 5.68

6.3. Dwie plaszczyzny prostopadle.

Dwie ptaszczyzny sa prostopadle jezeli w jednej z nich zawarta jest prosta prostopadta
do drugiej plaszczyzny (rys. 5.69). W zwiazku z tym majac dana jedna ptaszczyzng, np. o
mozemy poprowadzi¢ plaszczyzng £ na dwa sposoby: I - na ptaszczyznie « obra¢ dowolna
prosta a i do niej poprowadzié¢ ptaszczyzng S L a, 11 - poprowadzi¢ dowolng prosta b prosto-
padia do a1 przez nia poprowadzi¢ ptaszczyzng £.
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Rys. 5.69

Cwiczenie 62
Dana jest ptaszczyzna o =ABC oraz punkt M. Przez punkt M poprowadzi¢ ptaszczyzne
PLla(rys.5.70a).

Rozwiqzanie
Sposob I:  w plaszczyznie « obieramy dowolng prosta a, np. a=AB i za pomoca prostych
ellm, fll mrela, fLa (jak na rys. 5.68b) wyznaczamy plaszczyzne f=ef (rys. 5.70b).
Sposob II: w plaszczyznie o obieramy dwie proste m.L 7, 1 n||m i przez punkt M prowadzimy
prosta pla(pLlmapln) jak na rysunku 5.67b. Kazda plaszczyzna zawierajaca prosta p jest
prostopadta do ptaszczyzny a. Moze nia by¢ np. SL m, yLm,5=pq — ogdlna (rys. 5.70).
a)

1 Co A, By ,

M
v
A

1
2' ¢, A, M

('1e) o
BIO




6.4. Dwie proste prostopadle (ogélne).

W przypadku ogdlnym: dwie proste sg prostopadie do siebie, jezeli jedna z nich
jest zawarta w ptaszczyznie prostopadlej do drugiej prostej.

Cwiczenie 63

Dana jest prosta a (a’, @°) oraz rzut drugi prostej b:b>. Wyznaczy¢ rzut pierwszy prostej
b: b' tak, aby proste a i b przecinaly sig i byly do siebie prostopadte (rys. 5.71 a).

Rozwiqzanie

Przez punkt P przecigcia si¢ prostych a i b prowadzimy ptaszczyzng « prostopadta do
prostej a. Plaszczyzng a wyznaczaja proste ¢ - pierwszowarstwowa 1 d - drugowarstwowa,
prostopadie do prostej a. Prosta b zawarta jest w tej plaszczyznie a wigc ma z nia dwa punkty
wspolne. Jednym jest punkt P. Drugi punkt III wyznaczamy dzigki wprowadzonej prostej e
zawartej w plaszczyznie « i przecinajacej proste ¢ i d w punktach I i II. Wyznaczamy punkt
II? =b> N &’ oraz III' € e'. Prosta b’ jest wyznaczona punktem P' i III' (rys. 5.71b). Prosta b'
mozna tez wyznaczy¢ wprowadzajac prosta rownolegta do b zawarta w o

a) 2!

Rys. 5.71

Cwiczenie 64

Dana jest prosta ¢ i punkt A (rys. 5.72a). Wyznaczy¢ prosta e, zawierajaca punkt A, pro-
stopadla do ¢ 1 przecinajaca ja.

Rozwiqzanie

Przez punkt A kreslimy prosta all A b12 Aablt. Proste warstwowe a i b prostopadte
do ¢ wyznaczaja plaszczyzng alt. Wyznaczamy punkt P przebicia prostej ¢ z ptaszczyzna «.
Prosta e=AP jest prostopadta do 7 bo nalezy do ptaszczyzny al#(rys. 5.72b).

Rys. 5.72
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Cwiczenie 65

Dane sa rzuty plaszczyzny a=Aa oraz rzuty prostej m. Wyznaczy¢ plaszczyzng 3 zawiera-
jaca prosta m 1 prostopadla do plaszczyzny « (rys. 5.73a,b).

Rozwiqzanie

Plaszczyzna 1 o musi zawiera¢ prosta nla. W przypadku gdy « jest plaszczyzna pierwszo-
rzutujaca prosta n przecinajaca prosta m i prostopadia do « jest prosta pierwszowarstwowa (rys.

5.73.c). Proste mn wyznaczaja plaszczyzng . W przypadku gdy plaszczyzna « jest plaszczyzna
ogolna, prosta n przecinajaca m w punkcie P jest prostopadta do prostych: pierwszowarstwowej b
1 drugowarstwowej ¢ zawartych w a. #=mn (rys. 5.73d).

a) b)

Rys. 5.73

ZADANIA

1. Dany jest obraz ptaszczyzny: 1) rzutujacej, 2) ogdlnej, oraz punktu M. Wyznaczy¢ rzuty
prostej n zawierajacej punkt M, prostopadlej do ptaszczyzny (rys. 5.74a,b,c,d,e.f).

a) b)
21 12 2I 12
—_— «— —_— e
al
M'o oM
oM' oM
a2
Rys. 5.74a,b
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<) d)

1 2 1 2
-2 « 2 |, .
1.2
ol
oM oM’
MI o o l\/[2
b,, a,] a, b}
e) )
21 1’_’
—> 4—
A B, A B
o o o o a
C.o oC/
M'o oM’

Rys. 5.74c,de,f

2. Dane sa rzuty prostej f oraz punktu P. Wyznaczy¢ plaszczyzng zawierajaca punkt P i pro-
stopadta do prostej f(rys. 5.75a,b,c).

a) b)
2! ! 2! 1
f s
! I
op' o P °
a PZ o P'
¢)
2! 12
Ly <«
f‘{ 2
o P2 o P1
Rys. 5.75
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3. Dane sa obrazy ptaszczyzn « i f oraz punktu M. Wyznaczy¢ obraz plaszczyzny y zawieraja-
cej punkt M i prostopadtej do obu ptaszczyzn (rys. 5.76a,b,c,d,e).

Uwaga: istnieja dwa sposoby rozwiazania zadania. 1) wyznaczamy krawedz obu ptaszczyzn
iprzez punkt M prowadzimy plaszczyzng y prostopadia do krawedzi, 2) przez punkt M prowa-
dzimy dwie proste przecinajace si¢: jedna prostopadla do plaszczyzny ¢, druga prostopadia do
plaszczyzny . Proste te wyznaczaja ptaszczyzng y.

a) b)
OL1 Bz B‘ (X‘
M'o oM
oM oM
c) d)

Rys. 5.76

4. Dane sa rzuty trojkata (ABC). Wyznaczy¢ rzuty czworokata (BCDE) tak, aby jego ptasz-
czyzna byla prostopadta do ptaszczyzny trojkata (rys. 5.77).
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Rys. 5.77

5. Dane sa rzuty dwoch prostych skosnych m i n oraz punktu A. Wyznaczy¢ rzuty prostej ¢
zawierajacej punkt A 1 prostopadlej do obu prostych skos$nych (rys. 5.78 a, b).
Uwaga: istnieja dwa sposoby rozwiazania zadania.

a) Przez jedna z prostych prowadzimy ptaszczyzng rownolegta do drugiej prostej, nastgp-
nie przez punkt A prowadzimy prosta ¢ prostopadta do tej ptaszczyzny.
b) Przez punkt A prowadzimy plaszczyzng aln i plaszczyzng flm. Krawedz ¢ tych

plaszczyzn jest prostopadta do obu ptaszczyzn.
a) b)

21
L »
1
m

2 1
% 42>
n 2 m)
m n
pe
oA
oA o A’

Rys. 5.78
6. Dany jest odcinek (AB) i prosta m. Na prostej m wyznaczy¢ punkt rownoodlegty od
punktéw A i B (rys. 5.79a).
Uwaga: rozwigzaniem jest punkt przebicia prostej m z plaszczyzna symetralng odcinka (rys.
5.79b)

a) b)

_ \CA* H——s
-

Rys. 5.79
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7. Dane sa rzuty odcinka (AB) oraz rzuty ptaszczyzny . Wyznaczy¢ miejsce geometryczne
punktow zawartych w plaszczyznie « oraz réwnoodleglych od punktow A i B (rys.
5.80a,b).

Uwaga: rozwiazaniem jest prosta bedaca krawegdzia ptaszczyzny o z plaszczyzna symetralng
odcinka.

a) b)

Rys. 5.80

8. Dane sa cztery punkty A, B, C, D nie nalezace do jednej ptaszczyzny. Wyznaczy¢ rzut pro-
stokatny odcinka (AD) na ptaszczyzng ABC(rys. 5.81).

21 > < 12
OAI D] OAZ
o

o

OB2

Rys. 5.81

9. Dane sa obrazy prostej a plaszczyzny « oraz punktu A. Przez punkt A poprowadzi¢ ptasz-
czyzne Brownolegla do prostej a i prostopadia do ptaszczyzny a (Aep, Blla, BLa) (rys.
5.82ab).

Uwaga: plaszczyzne S wyznaczaja dwie proste zawierajace punkt A: jedna rownolegla do

prostej a, druga prostopadta do ptaszczyzny a.

b)

AZ
mu] 1
2 A
a n 1 a'
2 \
Rys.5.82
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10. Dane sa obrazy punktu P, prostej m i ptaszczyzny a. Przez punkt P poprowadzi¢ prosta n
prostopadta do prostej m i rownolegla do ptaszczyzny « (rys. 5.83 a,b,c,d). (P en,, nl m,
nl|la) .

Uwaga: Przez punkt P prowadzimy plaszczyzng [ prostopadta do prostej m poniewaz wszyst-

kie proste tej ptaszczyzny sa prostopadie do prostej m. Wyznaczamy krawedz ptaszczyzn « i

. Przez punkt P kreslimy prosta n rownolegta do krawedzi.

a) b)

v

<)

Rys. 5.83

11. Dane sa rzuty czterech prostych sko$nych a,b,c,d. Wyznaczy¢ rzuty prostej n prostopadtej
do prostych a i b i przecinajacej proste ¢ i d (rys. 5.84b,c).

Uwaga: Przez prosta a (lub b) wyznaczamy plaszczyzng «l|b (lub a). Na prostej ¢ (lub d)

obieramy punkt i kre§limy przez niego prosta el @, powstaje w ten sposob plaszczyzna Sl a.

Prosta d (lub ¢) przebija plaszczyzne 1 przez punkt przebicia prowadzimy prosta nla (nlle).

Przecina ona rowniez prosta ¢ (lub d) poniewaz znajduje si¢ w ptaszczyznie S (rys. 5.84a).

v |

a) b) / c)

d ‘ oc

Rys. 5.84
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12. Dane sa rzuty prostych rownoleglych a i b oraz prostej skosnej c. Wyznaczy¢ rzuty
punktu K nalezacego do prostej ¢ i rownoodlegtego od prostych a i b (rys. 5.85b).

Uwaga: Wprowadzamy prosta d rownolegta do a i b zawarta w plaszczyznie a=ab i jednakowo

odlegta od tych prostych. Z dowolnego punktu prostej d rysujemy prosta nla. Proste d i n wy-

znaczaja plaszczyzng f La 1 jednakowo odlegla od prostych a i b. Punkt przebicia prostej ¢

z plaszczyzna S jest szukanym punktem K (rys. 5.85a).

a)

Rys.5.85

13. Dane sa rzuty prostych rownoleglych a i b oraz ptaszczyzny y. Wyznaczy¢ miejsce geome-
tryczne punktow zawartych w plaszczyznie y1i rownoodlegtych od prostych a i b(rys. 5.86).
Uwaga: Zadanie rozwiazuje si¢ jak zadanie 12 do momentu wyznaczenia plaszczyzny f pro-
stopadtej do ptaszczyzny a=ab i bedacej w potowie odlegloscei tych prostych. Krawedz & ptasz-

czyzn f1 yjest rozwigzaniem.

7. Obroty i klady

Niektore zagadnienia geometrii wykreslnej mozna rozwiazywac przez zastosowanie ob-
rotow i ktadow.

Ktadem nazywamy kazda izometri¢ przypisujaca figurze I' zawartej w ptaszczyznie &
figurg I'° (Iub I'*) zawarta w plaszczyznie warstwowej. Wtedy ktad figury I':I"°(I"*) jest figu-
ra przystajaca do I'. Przeksztalcenie to moze by¢ obrotem.

Aby dokona¢ obrotu ptaszczyzny musimy zajaé si¢ obrotem punktu dookota proste;j.
Niech bedzie dana prosta / i punkt A (rys. 5. 87a,b). Jezeli punkt A obraca si¢ dookota prostej
[, zwanej osia obrotu, o kat skierowany @ prowadzimy przez punkt A plaszczyzng & prostopa-
dta do osi obrotu, zwana plaszczyzna obrotu, wyznaczamy $rodek obrotu S begdacy punktem
wspolnym osi obrotu i plaszczyzny obrotu, nastgpnie zakreSlamy okrag obrotu promieniem
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obrotu (AS) i znajdujemy nowe polozenie punktu. Katem obrotu nazywamy kat ASA;. Kieru-
nek obrotu moze by¢ zgodny z kierunkiem ruchu wskazowek zegara lub przeciwny. W me-
chanice za kierunek dodatni uwaza si¢ kierunek przeciwny do ruchu wskazowek zegara.

a)

Rys. 5.87

Cwiczenie 66
Obroéci¢ odcinek (AB) dookota prostej / pierwszorzutujacej aby zajal potozenie drugo-
warstwowe (rys. 5.88).

Rozwiqzanie

Punkt A nalezy do prostej /, a wigc nie obraca si¢. Punkt B obraca si¢ w swojej plasz-
czyznie obrotu p L /. Okrag obrotu jest przystajacy do swego rzutu pierwszego. Gdy obraca-
jacy sie odcinek zajmie potozenie na plaszczyznie drugowarstwowej v, (AB) = (A*B?).

Wezmy pod uwage plaszczyzng rzutujaca ¢, np. ¢ L 71 i zawarty w niej trojkat (ABC)
(rys. 5.89). Aby wyznaczy¢ wielkos¢ trojkata (ABC) wyznaczamy klad ptaszczyzny ¢ na
plaszczyzng ¢ || 71 (¢ L1) zwang ptaszczyzna pordéwnawcza. Osia obrotu jest prosta m =
@ N & yjest plaszczyzna obrotu dla punktu A. Plaszczyzna ¢ obraca si¢ o kat 90°; taki ktad
nazywa si¢ ktadem prostokatnym. Prosta //, do ktérej nalezy rzut i klad tego samego
punktu nazywa si¢ prosta wiazaca 1ijest prostopadta do osi obrotu.

Rys. 5.89

Rys. 5.88
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Na rysunku 5.90a przedstawiono wyznaczanie dtugosci odcinka (AB) przy zastosowa-
niu ktadu prostokatnego, a na rysunku 5.90b inny spos6b wyznaczania dlugosci odcinka.

a) b)
I’ 2! r

2— >
Al
A
\ Z o CP=C*
C B

A*

A

Rys. 5.90

Ktad ptaszczyzny nierzutujacej uzyskujemy przez obrot dowolnego punktu zawartego
w plaszczyZznie dookota prostej warstwowej tej plaszczyzny, tak aby plaszczyzna stata sig
warstwowa.

Cwiczenie 67
Dany jest trojkat (PQR). Wyznaczy¢ ktad tego trojkata (rys. 5.91).
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Rozwiqzanie

Punkty P, Q, R wyznaczaja ptaszczyzng a. W plaszczyznie o obieramy prosta war-
stwowa m (w tym przypadku pierwszowarstwowa) i obracamy dowolny punkt zawarty
w plaszczyznie « i nie nalezacy do prostej m (osi obrotu) tak, aby znalazl si¢ w ptaszczyznie
pierwszowarstwowej u zawierajacej prosta m. W tym przypadku obracamy punkt P. Przez
punkt P prowadzimy plaszczyzng obrotu prostopadita do prostej m. Jest nia plaszczyzna
pierwszorzutujaca & Wyznaczamy $rodek obrotu S jako punkt wspdlny osi obrotu m i ptasz-
czyzny obrotu & W celu wyznaczenia promienia obrotu r=(SP) i okregu obrotu wykonujemy
ktad prostokatny ptaszczyznye Otrzymujemy r* = (P*S*). Okrag obrotu przecina krawgdz
f=& N uw punkcie P°. Prosta m i punkty I, II, IIl w trakcie obrotu nie zmieniaja potozenia,
dzigki czemu wyznaczamy klady prostych, w ktorych zawarte sa boki trojkata i za pomoca
prostych wiazacych prostopadtych do osi obrotu m otrzymujemy ktady wierzchotkow trojka-
ta: P°, Q°, R°.

Cwiczenie 68
Dana jest ptaszczyzna a=Aa. Wykonac ktad ptaszczyzny oraz wyznaczy¢ punkt B, kto-
ry wraz z punktem A jest symetrycznie potozony wzglgdem prostej a w symetrii prostokatne;.

Rys. 5.92

Rozwiqzanie

W plaszczyznie o wyznaczamy prosta warstwowa / Prosta / jest osia obrotu (rys. 5.92)
Obieramy na prostej a dowolny punkt P i obracamy go dookota prostej / tak, aby znalazt si¢
na plaszczyznie pierwszowarstwowej [ zawierajacej prosta L. W tym celu przez punkt P pro-
wadzimy plaszczyzng obrotu &l /. Wyznaczamy $rodek obrotu S = Ine, promien obrotu
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r=(SP) i okrag obrotu, ktéry znajdujemy za pomoca ktadu prostokatnego ptaszczyzny &. P° -
ktad punktu P znajduje si¢ na krawedzi f plaszczyzny & z plaszczyzna f. O$ obrotu / jest
identyczna z [°. Klad plaszczyzny a jest wyznaczony punktem P° i prosta /°. Ktad a® prostej a
wyznaczaja punkty P° i 1° = 1'. Punkt A=A°. W kladzie plaszczyzny « znajdujemy punkt
B°eh®. Prosta b’ wyznaczona jest przez punkty A' i 2'. Punkt B' otrzymujemy za pomoca
prostej wiazacej na b'. Nastepnie wyznaczamy drugi rzut prostej b i punktu B.

Cwiczenie 69

Dana jest ptaszczyzna « punktem O i pierwszowarstwowa prosta p. Wyznaczy¢ rzuty
okrggu o $rodku O i promieniu rownym r, zawartego w plaszczyznie a. (rys. 5.93a,b). Rzutem
prostokatnym okrggu zawartego w ptaszczyznie rzutujacej jest odcinek, w ptaszczyznie ogol-
nej - elipsa. W celu jej wykres§lenia mozemy wyznaczy¢ odcinki osiowe lub $rednicowe
sprzezone elipsy, zawarte w osiach lub $rednicach sprzezonych. Srednice sprzezone elipsy sa
to proste zawierajace Srodek elipsy, z ktorych jedna jest osig symetrii rownolegtlej, a druga
kierunkiem tej symetrii i na odwr6t. Prostopadte $rednice sprzg¢zone elipsy (w przypadku, gdy
symetria jest prostokatna) nazywaja si¢ osiami elipsy, 0§ gldwna zawierajaca ogniska i o$ po-
boczna. W okregu ze wzgledu na to, Ze symetrie sa prostokatne, Srednice sprzgzone sa prosto-
padle.

a) b) c)

2! 2! 00 2!

Rys. 5.93a,b,c

Rozwiqzanie

W przypadku jak na rysunku 5.93a plaszczyzna okregu a= Op jest pierwszorzutujaca.
Ktad ptaszczyzny jest ktadem prostokatnym. Obracamy punkt O o 90° dookota prostej p bg-
dacej tu osig obrotu na plaszczyzng poréwnawcza ¢ L 1 zawierajacq prosta p. Z punktu O*
wykreslamy okrag k* styczny do p* .Przyjmujemy dwa odcinki §rednicowe sprzgzone okre-
gu: (AB) || p* i (CD)L(AB). Rzut pierwszy okregu jest odcinkiem (A'B') o dtugosci rownej
2r (rys. 5.93c). Wyznaczamy rzuty drugie odcinkéow $rednicowych. Tak przyjete odcinki
srednicowe daty nam w rzucie drugim odcinki osiowe elipsy (A’B%)1(C*D?) za pomoca kto-
rych kreslimy elips¢ zgodnie z konstrukcjami: X (rys. 1.15) i XI (rys. 1.19) lub owal - kon-
strukcja XIV (rys. 1.22). W przypadku jak na rysunku 5.93b ptaszczyzna okregu a=Op jest
ptaszczyzna ogdlna.

Wyznaczamy ktad ptaszczyzny o obracajac punkt O dookota osi obrotu (w tym przy-
padku osia obrotu jest prosta p) tak, aby znalazt si¢ w ptaszczyznie warstwowej zawierajacej
prosta p (rys. 5.93d). Przez punkt O prowadzimy ptaszczyzng obrotu & Wyznaczamy S - $ro-
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dek obrotu: S = pne. Wyznaczamy ktad prostokatny promienia obrotu (O*S*) i zakre§lamy
nim okrag obrotu. Punkt O° znajduje si¢ w plaszczyznie £ na mocy zasady obrotu. W kladzie
rysujemy okrag o promieniu rownym r i srodku w punkcie O°. Dwa odcinki $rednicowe okre-
gu prostopadte do siebie przyjgte w ktadzie: (A°B°) i (C°D°) przeksztatcaja sig w rzucie
zwigzanym z kladem w dwa odcinki $rednicowe elipsy. Ponadto gdy jeden z odcinkow $red-
nicowych okregu bedzie rownolegly do prostej warstwowej ((A°B°) || p°) bedacej osia obrotu,
a drugi do niej prostopadty, to przeksztalca si¢ one w rzucie zwiazanym z kladem w dwa od-
cinki osiowe elipsy: (A'B') - odcinek osiowy gtowny (A'B')||p, (C'D') - odcinek osiowy po-
boczny. Punkt C' znajdujemy nastepujaco: wprowadzamy prosta ¢® = A°C® przecinajaca pro-
sta p° = p' w punkcie 1°=1', wyznaczamy jej rzut pierwszy ¢’ = 1'A', prosta wiazaca punktu
Cjest & . lo'p'|=|c'o'|. Majac dane odcinki osiowe elipsy mozemy wykresli¢ ja stosu-
jac jeden ze sposobow podanych na rysunkach: 1.15,1.19,1.22.

Drugi rzut okrggu mozemy otrzymac¢ na dwa sposoby.

Sposéb I: znajdujemy drugie rzuty punktow A i B na prostej rownolegtej do p, punkt C
na prostej ¢’ = 1°A” i na odnoszacej C'C?. Punkt D? otrzymujemy przez symetrie srodkowa
o $rodku w punkcie O: [D*0’|=|0°C?|. Odcinki (A’B%) i (C’D*>) sa odcinkami sprzezonymi
elipsy, ktora mozemy wykresli¢ za pomoca konstrukcji XIII podanej na rysunku 1.21.

Sposob II - pokazany jest na rysunku 5.93e.

Wykreslamy drugi rzut punktu B (lub A) B2 Przez punkt O kreslimy prosta d drugo-
warstwowa zawarta w plaszczyznie a. Na rzucie drugim prostej d odmierzamy odcinek
(E* F?) = 2r o érodku O?. Jest to odcinek osiowy glowny elipsy bedacej rzutem drugim okre-
gu. Odcinek osiowy poboczny (G*H?) prostopadty do (E*F?) kreslimy za pomoca konstrukcji
podanej na rysunku 1.21.

DZ

d)

Rys.5.93d,e
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Cwiczenie 70
Dane sg rzuty prostej e i punktu S (rys. 5.94a). Wyznaczy¢ rzuty pigciokata foremnego
(ABCDE) o $rodku S i punktach A i B zawartych w prostej e.

a) c)

b) 11”

Rys. 5.94

Rozwiqzanie

W plaszczyznie a=Se kres§limy przez punkt S prosta drugowarstwowa a i rownolegta do
niej prosta [ (w celu zwigkszenia przejrzystosci rysunku). Prosta / jest osig obrotu dla punktu
IIT ktéry obracamy dookota prostej [ na plaszczyzng ¢ zawierajaca prosta /. Przez punkt III
prowadzimy ptaszczyzng obrotu ¢ L I Punkt Q=INn¢ jest srodkiem obrotu, w ktadzie prosto-
katnym plaszczyzny ¢ otrzymujemy promien obrotu (O*III*) = r. Narysowany w ktadzie pro-
stokatnym okrag obrotu przecina & w punkcie III° . ¢° = III° II° . Prosta a przecina prosta e
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w punkcie I, wyznaczamy 1° , a® i za pomoca prostej wiazacej punkt S°. Wyznaczamy odle-
glos¢ punktu S od prostej e : odcinek (S M). Pigciokat foremny wykreslimy za pomoca podo-
bienstwa. Konstrukcja pigciokata (opatrzona niewielkim btedem) jest podana na rys. 1.11 5.94.
Kre$limy okrag o dowolnym promieniu i dwie jego prostopadte $rednice (1 2) i (3 4).
Z punktu 5 $rodka odcinka (S 1): kreslimy tuk o promieniu (5 3) do przecigcia z S 2. Otrzy-
mujemy punkt 6. Odcinek (3 6) jest bokiem pigciokata foremnego. W dalszej kolejnosci na
prostej S 4 (rys. 5.94c¢) odmierzamy wielkos$¢ odleglosci (S°e®)=(S°M) i z podobienstwa trdj-
katéw wyznaczamy bok naszego pigciokata i promien okrggu opisanego na nim. Okrag i caty
pigciokat kreslimy w kladzie na rysunku 5.94b. Kreslimy rzuty pigciokata: punkty w ktadzie
i rzucie drugim znajduja si¢ na prostych wiagzacych prostopadtych do /, oraz na odpowiednich
prostych: wierzchotki A i B znajduja si¢ na prostej e, £ iC na prostej f rownolegtej do e prze-
cinajacej prosta / w punkcie IV, wierzchotek D na prostej S V. Rzuty pierwsze wierzchotkow
pigciokata wyznaczamy za pomoca tych samych prostych e, f i S V po uprzednim wyznacze-
niu punktow IV' i V' na prostej /. A'B'ee’, V! gf]le!, D'eV'S".
Cwiczenie 71

Dane sa rzuty odcinka (AB) oraz ptaszczyzny & Wyznaczy¢ rzuty trojkata rownobocz-
nego, ktorego wierzchotek C nalezy do & (Rys. 5.95a).

b)




Rozwiqzanie

Wyznaczamy wielko$¢ odcinka (AB) za pomoca ktadu prostokatnego i kreslimy trojkat
rownoboczny (ABC) o dlugosci boku (A*B*), po czym znajdujemy wysokos¢ trojkata £ (rys.
5.95a i ¢). Przez $rodek odcinka S prowadzimy plaszczyzng symetralna odcinka (prostopadta
do odcinka) y=ab. Wyznaczamy krawegdz k plaszczyzn y i & Nastgpnie wyznaczamy ktad
plaszczyzny y obracajac punkt I prostej & dookota prostej b do potozenia na plaszczyznie ¢
zawierajacej prosta b. W kladzie plaszczyzny y wyznaczamy punkt S° =S” i prosta k° zawie-
rajaca punkty I° i IT° =II>. Z punktu S° kreslimy okrag o promieniu 4 znalezionym z trojkata
(ABC). Okrag moze przecinaé prosta k° w dwoch punktach i wtedy sa dwa rozwiazania jak na
rysunku 5.95a i ¢; moze by¢ styczny do k° - wtedy jest jedno rozwiazanie, i moze nie mie¢
punktu wspdlnego z k° - nie ma rozwiazania.

Cwiczenie 72
Dane sa rzuty punktu E i prostej e. Wyznaczy¢ rzuty prostych fi h zawierajacych punkt
E, prostopadtych do prostej e i odlegtych od niej o 1.2 cm (rys. 5.96a).

a) ‘ , b)
-2 RS S
e ¢
e
h E
pds
12 7
o . ale
1 E.‘
<)
2! 1
- = 4 » «—
y a=¢’
e/:B/:k/ e b
[.’
K y
C
e

112

—’ g

]
EZ

Rys. 5.96
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Rozwiqzanie

Przez punkt E prowadzimy ptaszczyzng ale. Wyznaczamy punkt S przebicia prostej e
z plaszczyzna a. Proste styczne do okrggu o srodku S i promieniu r=1,2 cm, zawartego w a,
wykreslone z punktu E sa rozwiazaniem zadania (rys. 5.96b). Wykonujemy ktad ptaszczyzny
a na plaszezyzng pierwszowarstwowa ¢ (0$ obrotu - prosta a) za pomoca obrotu punktu S.
Z punktu S kre§limy okrag o promieniu r =1.2cm, oraz styczne f ° i h° z punktu E° do tego
okregu. Rzuty pierwsze prostych: /''i h' wyznaczamy za pomoca prostej ¢ = SV i przecinaja-
cej proste fi A w punktach 111 IV (rys. 5.96¢).

ZADANIA

1. Uzupehié¢ rzuty: a), b) czworokata ptaskiego, c) pigciokata plaskiego i wyznaczyé jego
ktad (rys. 5.97 a,b,c).

a) 1 2 b) 1 2
2 1 2 1
1 A 1
A 4 4
D,’
B B B! B
DI
/ c c
¢ ¢
c)
21 11
2 DI S
A’ A B
o]
o (' C
EJ
9 bl
D' D
Rys. 5.97 a,b,c.

2. Dany jest punkt O i prosta pierwszowarstwowa p. Wykresli¢ rzuty pigciokata foremnego
o §rodku O i o boku zawartym w prostej p. Przy kresleniu ktadu pigciokata foremnego
wykorzysta¢ podobienstwo figur (rys. 5.98).

i

o 2
& P
v
A p]
2! o'
Rys. 5.98
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3. Dane sa: punkt A i prosta . Wyznaczy¢ rzuty kwadratu, dla ktérego jednym wierzchot-
kiem jest punkt A, a przekatna odcinek zawarty w prostej ¢ (rys. 5.99a,b).

a) 21 12
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tl
A2
b) 2! 1
—’ <—
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Rys. 5.99
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C- fod
Rys. 5.100
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. Dane sa dwie proste rownolegle m i n, na jednej z nich lezy §rodek S, a na drugiej bok sze-
Sciokata foremnego. Wyznaczy¢ rzuty sze$ciokata.

. Dane sa rzuty trojkata {(ABC). Wyznaczy¢ rzuty okregu opisanego na tym trojkacie (rys.
5.100a,b)

. Dane sa rzuty trojkata (ABC) Wyznaczy¢ rzuty okregu wpisanego w trojkat (rys.
5.100a,b).

. Dane sa rzuty prostych przecinajacych si¢ ab oraz punktu Mea = ab. Wyznaczy¢ rzuty
okregu stycznego do prostych ab i zawierajacego M (rys. 5.101a,b).

Uwaga: przy wyznaczaniu okrggu stycznego do prostych i zawierajacego punkt M nalezy
skorzysta¢ z jednoktadnosci o srodku S.

. Dane sa rzuty odcinka (AB) oraz plaszczyzny & wyznaczonej prostymi roéwnolegtymi e f
(rys. 5.102). Wyznaczy¢ rzuty trojkata rownoramiennego (ABC) ktorego wierzchotek C
nalezy do plaszczyzny & a odlegto$¢ wierzchotka C od boku (AB) wynosi h cm.

Uwaga: Rozwiazanie zadania podobne jest do rozwiazania w ¢wiczeniu 71.

a) 21 1 2
4» ‘7
a b
M
S
b) | >
1 bz aj
a bl
Ny Y

Rys. 5.101

Rys.5.102
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9. Dane sa rzuty prostych rownoleglych m i n oraz punktu Mem (rys. 5.103a). Wyznaczy¢
rzuty prostych p i g przecinajacych prosta m w punkcie M, prostopadtych do niej i odle-
ghych od prostej n 0 20 mm (rys. 5.103b). Kiedy zadanie posiada rozwiazanie? Kiedy p =g,
kiedy nie ma rozwiazania?

a) 7 b)

Rys. 5.103

10. Dane sa rzuty trzech prostych rownolegtych a,b,c. Wyznaczy¢ rzuty prostej d rownoleglej
do a, b i c oraz rownoodlegtej od nich (rys. 5.104a,b).

a) b)
21 12
5 «-—
1 al
a CJ
b c b’
/ ala
Rys. 5.104

11. Dane sa proste przecinajace si¢ a b, oraz prosta sko$na c. Wyznaczy¢ prosta m przecinaja-
ca proste a, b, ¢ 1jednakowo nachylona do prostych a i b (rys. 5.105ab).

a)

Rys. 5.105

Uwaga: Prosta m zawiera punkt przebicia prostej ¢ z ptaszczyzna o= ab i jest rownolegla do
dwusiecznej d kata migdzy prostymi a i b.
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8. Zagadnienia miarowe

8.1. Odleglo$¢ dwéch punktow

Przez odlegto$¢ punktow A i B, p (A, B), rozumiemy dtugos¢ odcinka (AB). Sposoby
wyznaczania podane sa na rysunkach 5.88, 5.90a,b.

8.2. Odleglos¢ punktu od plaszczyzny

Dlugos$¢ odcinka zawartego migdzy punktem A i jego rzutem prostokatnym P na ptasz-
czyzng « jest odlegloscia punktu A od ptaszczyzny o, p (A, @) (rys.5.106a).

a) b)

c) 9!

Rys. 5.106

Cwiczenie 73

Dana jest plaszczyzna o = ab Aal||b oraz punkt A. Wyznaczy¢ odleglo$¢ punktu A od
plaszczyzny o w przypadku, gdy ptaszczyzna jest:

a) rzutujaca (rys. 5.106b)

b) ogdlna (rys. 5.107a)

¢) profilowa (rys. 5.108)

Rozwiqzanie

a) W przypadku jak na rysunku 5.106b ptaszczyzna « jest drugorzutujaca. Prosta nla
zawierajaca punkt A przebija plaszczyzng a w punkcie P. Poniewaz (AP) jest odcinkiem dru-
gowarstwowym (AP)= (A*P?) (rys. 5.106¢).

b) Wprowadzamy w plaszczyznie « proste: pierwszowarstwowq p i drugowarstwowa ¢
(rys. 5.107b). Przez punkt A prowadzimy prosta n prostopadia do o (n L p An L ¢). Wyzna-
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czamy punkt przebicia P prostej n z plaszczyzna «, a nastgpnie klad prostokatny odcinka
(AP). Dhugos¢ (A*P*) jest szukana odlegtoscia.

¢) Proste a i b na rys.5.108 wyznaczaja ptaszczyzng profilowa. Prosta n prostopadia do
ptaszczyzny profilowej jest prosta profilowa prostopadta do a i do prostej s spadu ptaszczyzny
a. Rzuty prostych s i n jednocza si¢ (rys.5.108b). Prosta spadu przecina proste a i b
w punktach I i II. Proste » i s wyznaczaja dwurzutujaca ptaszczyzng . Wykonujemy obrot
plaszczyzny &. o kat 90° na plaszczyzng pierwszowarstwowa ¢ i otrzymujemy s* i A*. Przez
A* prowadzimy n* prostopadle do s* Punkt przecigcia P* prostych s* i n* jest ktadem pro-
stokatnym punktu przebicia nna. Wielko§¢é odcinka (A*P*) jest odlegtoscia punktu A od
ptaszczyzny a. Wyznaczamy rzuty punktu P.

a) b)

21
Rys. 5.107
b )
a) 2] R ) 12 ) 21 R « 1_
D » < . y . y .
b’ d o p b’ a a=¢ b
Al A
° ° . p' 1 AP P’ Ir A
[ n1,.=S1,z:81,2
.
g
S* A* <
Rys. 5.108
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8.3. Odleglo$¢ prostej réwnoleglej do plaszczyzny od tej plaszczyzny

Jezeli prosta e jest rownolegla do ptaszczyzny «, to odlegto$¢ dowolnego punktu A pro-
stej e od plaszczyzny « jest odlegloscia prostej e od tej ptaszezyzny (rys. 5.109).

n
o
A
H 1
: 1
B
G
B
Rys. 5.109 Rys. 5.110

8.4. Odleglos¢ plaszczyzn réwnoleglych.

Jest to odlegtos¢ dowolnego punktu nalezacego do jednej ptaszczyzny od drugiej ptasz-
czyzny, np.: Ac a i p(A,f= p(A,B)= p(a, p) (rys. 5.110).
Cwiczenie 74

Dana jest ptaszczyzna a=aA. Wyznaczy¢ plaszczyzny 1 y rownolegle do « i odlegte
od niej 0 30mm (rys. 5.111 a,b).

Rozwiqzanie

W plaszczyznie ¢ wyznaczamy dwie proste warstwowe b i ¢ 1 z punktu nalezacego do
ptaszczyzny np. A kreslimy prosta nla (nlb i nlc). Za pomoca dowolnie obranego na pro-
stej n punktu III wykonujemy ktad prostokatny prostej n:n* i na niej od punktu A(A'=A%*)
odmierzamy 30 mm i otrzymujemy punkt B*. Wyznaczamy rzuty punktu B i symetrycznego
punktu C. Przez punkty B i C prowadzimy po dwie proste przecinajace si¢, rownolegle do
prostych np. a i ¢ zawartych w plaszczyznie a. [ tak B € S (e f), C €y (gh) (rys. 5.111 c).

a)

Rys. 5.111a,b
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<)

Rys. 5.111c¢

8.5. Odleglo$¢ punktu od prostej

Odlegloscia punktu A od prostej a jest miara odcinka (AP), ktorego konicami sa: punkt A
i jego rzut prostokatny P na prosta a (rys. 5.112a).

Cwiczenie 75
Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu A od prostej a.

Rozwiqzanie 1

Przez punkt A prowadzimy ptaszczyzng prostopadia do prostej a, wyznaczamy punkt P
przebicia prostej a z plaszczyzna a1 wielko$¢ odcinka (AP). Na rysunku 5.112c¢ jest to ptaszczy-
zna drugorzutujaca i punkt P znajdujemy od razu. Na rysunku 5.112e o=pc (pLarcla). Wy-
znaczamy punkt przebicia P. W obu przypadkach wyznaczamy ktad odcinka (AP). Dlugos¢
odcinka (A*P*) jest szukana odleglto$cia (rys. 5.112c i e).

a) b) c)

Rys. 5.112a,b,c
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d) e)

Rys. 5.112d,e

Rozwiqzanie 11

Punkt A i prosta @ wyznaczaja plaszczyzng « (rys. 5.113). Wykonujemy ktad plaszczy-
zny « obracajac punkt B € a dookota prostej p pierwszowarstwowej zawierajacej punkt A, tak
aby plaszczyzna zajgla polozenie warstwowe. Diugos¢ odcinka (A°P°) jest odlegloscia punktu
A od prostej a.

Rys. 5.113
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8.6. Odleglos¢ prostych réwnoleglych.

Odlegto$¢ dowolnego punktu jednej prostej od drugiej prostej jest odlegloscia
dwoch prostych rownolegtych (rys. 5.114).

B

o] i

Rys. 5.114

8.7. Odleglos¢ prostych skosnych.

Dhugos¢ odcinka (AB) prostopadtego do obu prostych, ktorego konce naleza do tych
prostych, nazywamy odlegloscia prostych skosnych (rys. 5.115a)

Cwiczenie 76
Wyznaczy¢ odlegto$¢ prostych skosnych a i b oraz wyznaczy¢ prosta ¢ przecinajaca
proste a i b i prostopadta do nich (rys. 5.115b).

a)

b)

Rys. 5.115a,b

Rozwiqzanie 1

Prowadzimy ptaszczyzng « || a i zawierajaca b za pomoca prostej a; || a i przecinajace;j
b. Obieramy na prostej a dowolny punkt A; i wyznaczamy odleglo$¢ tego punktu od ptasz-
czyzny o (rys.5.115¢). Przez A prowadzimy prosta n L a1 wyznaczamy B, = nna. Wyko-
nujemy ktad prostokatny odcinka ( A;B;). Aby otrzyma¢ rozwiazanie drugiej czgsci zadania,
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przez punkt B; prowadzimy prosta a, || a. Przecina ona prosta b w punkcie B, przez ktory
prowadzimy prosta ¢ || n (¢ Le). lloczyn tna = A. Odcinek (AB) = (A B;). Prosta 7 jest pro-
stopadta do prostych a, b i przecina je.

<)

Rys. 5.115¢

Rozwiqzanie I1

Tak, jak w rozwiazaniu I przez prosta b prowadzimy ptaszczyzng « || a oraz z dowolne-
go punktu A;ea prowadzimy prosta nla. Proste a i n wyznaczaja plaszczyzng S Lo (rys.
5.116a,b). Wyznaczamy punkt przebicia B prostej b i1 ptaszczyzny f, nastgpnie prowadzimy
przez punkt B prosta gL o (prosta g jest zawarta w plaszczyznie ) . gna = C. Szukana odle-
gloscia jest dlugosé¢ odcinka (BC).

a)

Rys. 5.116a
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b)

Rys. 5.116b

Trzeci sposdb rozwigzania podany jest w rozdziale 3 ,,Rzuty cechowane” (rys. 3.38g).

8.8. Kat migdzy prostymi przecinajacymi sie.

Przez kat migdzy prostymi przecinajacymi si¢ rozumiemy mniejszy z katow wierzchot-
kowych utworzonych przez te proste.

Rys. 5.117
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Cwiczenie 77
Wyznaczy¢ miarg kata zawartego miedzy prostymi przecinajacymi si¢a b: p(ab).

Rozwiqzanie

Proste a b wyznaczaja plaszczyzng « (rys. 5.117). Wyznaczamy prosta warstwowa pca
i obracamy punkt przecigcia si¢ prostych a b tak, aby znalazt si¢ w ptaszczyznie warstwowej
P. Kat ¢° mniejszy z dwoch przylegtych migdzy a° i b° jest szukanym katem.
8.9. Kat prostych skosnych.

Za kat migdzy prostymi sko$nymi uwazamy kat migdzy prostymi przecinajacymi sig¢

réwnoleglymi do skos$nych (rys. 5.118).
\

a,

Rys. 5.118

8.10. Kat mi¢dzy dwiema plaszczyznami.

Katem dwus$ciennym migdzy ptaszczyznami o i ff nazywamy czgS$¢ przestrzeni ograni-
czong przez dwie polplaszczyzny ptaszczyzn a1 f o wspolnej krawedzi k. Z rozwazan wyni-
ka, ze za miarg kata dwusciennego mozna przyjac¢ miarg kata liniowego ¢ pomigdzy prostymi
acaibcfiab =y, yL k (rys. 5.119a).

Cwiczenie 78
Wyznaczy¢ wielko$¢ kata dwusciennego plaszczyzn o=Ak i = Bk.

a) b)

o B[{

Rys. 5.119a,b
Rozwiqzanie 1

Przez punkt A prowadzimy plaszczyzng y prostopadla do krawegdzi k (rys. 5.119c).
Plaszczyzng ¥ wyznaczaja proste: pierwszowarstwowa m i drugowarstwowa n prostopadte do
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k. Wyznaczamy punkt W przebicia plaszczyzny y prosta k. Punkty W i A wyznaczaja prosta a
wspoélna dla ptaszczyzn i 3. W celu wyznaczenia krawedzi b plaszczyzn fi y prowadzimy
przez punkt B prosta / || £ i wyznaczamy jej punkt przebicia B; z ptaszczyzna y, b = WB;.
Wielkos¢ kata zostata wyznaczona w ktadzie, ktory zostal dokonany przez obrot plaszczyzny
y dookota jej prostej drugowarstwowej n do zjednoczenia si¢ jej z ptaszczyzna drugowar-
stwowa vDn.

)

Rys. 5.119¢

Rozwiqzanie 11

Kat rowny katowi liniowemu ptaszezyzn i (o = ABC, f=BCD) mozna znalez¢ ta-
twiej. Z dowolnego punktu P prowadzimy dwie proste m L a An L f. Kat miedzy prostymi m
i n jest rowny katowi liniowemu ptaszczyzn « i f. Proste m n wyznaczaja ptaszczyzne 6 L«
i 0 L, a wigc prostopadta do krawedzi k ptaszczyzn a i f§ (rys. 5.120a,c). W czworokacie
(PRIWR;) sa dwa katy proste (przy R; i przy R») stad wynika, ze ZR;WR; + ZRiPR, = 180°.
W rzutach Monge’a przyjmujemy w plaszczyznie o= ABC proste: pierwszowarstwowa p;
i drugowarstwowa c¢; a w plaszczyznie ff = BCD proste warstwowe p, i ¢;. Z dowolnego
punktu P prowadzimy prosta m L ot(ml Lp" Am* L") iprosta nlp (n' LpyAan*lc ). Pro-
ste m n wyznaczaja plaszczyzng J, ktorej ktad otrzymujemy za pomoca obrotu punktu P do-
okota prostej drugowarstwowej /c y do potozenia na drugowarstwowej plaszczyznie y. Kat
wierzchotkowy < 90° migdzy prostymi m n jest rowny katowi migdzy ptaszczyznami a1 S.

a)

Rys. 5.120a
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<)

Rys. 5.120b,c

8.11. Kat nachylenia prostej do plaszczyzny.

Kat nachylenia ¢ prostej a do plaszczyzny [ (¢(af)) jest to kat migdzy prosta a i jej
rzutem prostokatnym na ptaszczyzng S (rys. 5.121a).

Rys. 5.121a

Cwiczenie 79

Wyznaczy¢ wielko$¢ kata nachylenia prostej a do ptaszczyzny [ danej: a) para pierw-
szowarstwowych prostych rownolegtych m n (rozwiazanie I), b) dang trojkatem (BCD) (roz-
wiazanie II), (rys. 5.121b i 5.122b).

Rozwiqzanie 1

Obieramy dowolny punkt A nalezacy do prostej @ i prowadzimy przez niego prosta p
prostopadta do plaszczyzny £ (rys.5.121c). Jej rzut pierwszy p' kreslimy prostopadle do rzu-
tow pierwszych prostych m i n, a rzut drugi p* prostopadle do rzutu drugiego ¢ prostej dru-
gowarstwowej ¢ przyjete] w plaszczyznie . Proste a i p przebijaja ptaszczyzng odpowiednio
w punktach W i B, a te z kolei wyznaczaja prosta b, ktdra jest rzutem prostokatnym prostej a
na plaszczyzng . Proste a i b wyznaczaja plaszczyzng y. Klad ptaszczyzny y wykonujemy
obracajac punkt W dookota prostej pierwszowarstwowej /=B5 do potozenia warstwowego.
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Kreslimy ktady obu ramion kata: (¢ = ¢°(a° b°).

bz
b) ©) N
a<J/o !
2
2 W k72
2 c 2
a- my B 4
12\32
2 \ 2
l rﬂpg 1 l B 52
1
nﬁz . 22 4\

Rys.5.121b,c

Rozwiqzanie 11

Stosowane jest rozwiazanie posrednie w ktorym wyznacza si¢ kat @ = 90° -  (rys.
5.122a). Po wykresleniu prostej b prostopadtej do plaszczyzny «, wyznaczamy ktad plaszczy-
zny y =ab i wyznaczamy ktad kata y=y(ab) o wierzchotku w punkcie A. Z trdjkata prosto-
katnego (ABW) wynika, ze ¢ i w uzupehiaja si¢ do 90°, wobec tego w kladzie okre-
$la sie 90°- y=¢ (rys. 5.122a). Na rysunku 5.122¢ plaszczyzna « wyznaczona jest trojkatem
(BCD). Przez punkt Aea prowadzimy prosta b prostopadia do a (bLcabLld). Wyznaczamy
ktad plaszczyzny jy=ab obracajac punkt A dookota prostej / drugowarstwowej zawartej
w plaszczyznie y, tak aby Ae v ; v ||m2.KreSlimy klady prostych a i b:a® i b° oraz prostg e° L
b°. Kat ¢°(e°, a®)=90° - v’ i rowny jest katowi ¢(a, @).

b) B,
c’ Y
ol c /
v
D,/
A
21
Cal K
» BU]
Rys. 5.122a,b
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)

Rys. 5.122¢

ZADANIA

1. Dane sa rzuty ptaszczyzny « oraz punktu Q. Wyznaczy¢ punkt R, ktory wraz z punktem Q
jest symetrycznie polozony wzgledem plaszczyzny o w symetrii prostokatnej. Wyznaczy¢
wielkos$¢ odcinka (QR) (rys. 5.123a,b,c).

a) b) c)
2! > < I’ 2 < 1 2! > < I’
1
OQ2 % b‘x Aalo Auzo
Y
\ Q]O OQZ
QIO on
a, a’

Rys. 5.123

2. Dane sa rzuty ptaszczyzny a=Aa, oraz rzut pierwszy punktu D odleglego od o 0 40 mm. Wy-
znaczy¢ rzut drugi punktu D (rys. 5.124).

Uwaga: Jednym ze sposobOéw rozwiazania jest umieszczenie punktu D w plaszczyznie S od-

leglej od ptaszczyzny a 0 40 mm (éwicz. 73, rys. 5.111).

v

Rys. 5.124
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3. Wyznaczy¢ odlegtos¢ ptaszczyzn rownoleghych (rys. 5.125).

12

1
L’ ‘7
1 2
/1 Y

Rys. 5.125 Rys. 5.126

4. Dana jest plaszczyzna a = m n oraz prosta e. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktow
zawartych w prostej e 1 odleglych od ptaszczyzny o o 30 mm (rys. 5. 126).

Uwaga: Sa to punkty przebicia prostej e z ptaszczyznami réwnolegtymi do ¢ i odleglymi od «
0 30 mm (¢wicz. 73, rys. 5.111).

5. Dana jest ptaszczyzna « prosta a i punktem A oraz plaszczyzna ¢. Wyznaczy¢ miejsce
geometryczne punktéw zawartych w plaszczyznie ¢ i odleglych od o o 40 mm (rys.
5.127). Uwaga: Sa to proste wspdlne plaszczyzny ¢ i plaszczyzn réwnoleglych do o
i odlegtych od niej o 40 mm.

Rys. 5.127 Rys. 5.128

6. Dane sa rzuty prostej e, rzut pierwszy prostej f oraz rzut drugi prostej k& rownoleglej do
prostej . Wyznaczy¢ rzut drugi prostej e, wiedzac, ze proste e i f'sa odleglte od siebie o 30
mm (rys. 5.128).

Uwaga: Wyznaczamy plaszczyzng o zawierajaca prosta e i rownolegla do prostej f oraz

ptaszczyzny fi y || odlegte od @ 0 30 mm jak w ¢wicz. 73. Prosta fnalezy do plaszczyzny £

lub y (2 rozwiazania).

7. Dane sa rzuty dwoch prostych skosnych a 1 b. Wyznaczy¢ rzuty najmniejszego trojkata
rownobocznego, ktorego jeden wierzchotek nalezy do prostej a, a dwa pozostate do prostej
b (rys. 5.129).

Uwaga: Odcinek bedacy odlegtoscia prostych skosnych jest wysokoscia trojkata rownobocz-

nego.

8. Dane sa rzuty prostej a. Wyznaczy¢ miarg kata jaki prosta a tworzy a) z plaszczyzna
pierwszowarstwowa ¢ (rzutnia ), b) z plaszczyzna drugowarstwowa ¢ (rzutnia m), c)
z plaszczyzna dwurzutujaca o, d) z ptaszczyzna profilowa w (rys. 5.130a,b,c,d).
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b)

a)
L’
a' b
a)
21
©)
21
81

—=>
& b’ a b b
a.’
Rys. 5.129
b)
< 1 -2, DA 471A
1 2
a a
a.’
82 (p\
d)
< 1 2! > < I’
a.’
82
al
1 ! a, 2 2
m, |\n, m, n,
Rys. 5.130

9. Dane sa dwie proste przecinajace si¢ a i b oraz : a) prosta ¢ sko$na wzgledem a i b,
b) ptaszczyzna « (rys. 5.131a,b). Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktow rownoodle-
glych od prostych a1 b: a) na prostej c, b) na ptaszczyznie a.

a)

b)

Rys. 5.131
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10. Dane sa rzuty trzech punktow K,L.M, oraz ptaszczyzna A=ab. Na plaszczyznie A wyzna-
czy¢ punkt R rownoodlegty od punktéw K,L,M (rys. 5.132).

Rys. 5.132

11. Dane sa rzuty prostych skosnych m i n, oraz plaszczyzna g=ab. Wyznaczy¢ prosta p, za-
warta w plaszczyznie ¢ i jednakowo nachylona do m i n. Ile jest rozwiazan (rys. 5.133a,b)?

a) ) b)

Rys. 5.133

12. Dane sa plaszczyzny « 1 f rzutujace oraz prosta f. Na prostej f wyznaczy¢ punkt rowno-
odlegty od plaszczyzn a1 £ (rys. 5.134a,b).

Uwaga: Istnieja na prostej f dwa punkty rownoodlegle od plaszczyzn a i S. Sa to punkty
przebicia prostej [z plaszczyznami dwusiecznymi katow przylegtych, zawartych migdzy tymi
ptaszczyznami. Plaszczyzny dwusieczne sa wyznaczone prostymi dwusiecznymi katow
i krawedzia ptaszczyzn.

13.Dane sa rzuty prostej a i punktu A wyznaczajacych plaszczyzng «, oraz rzuty prostej m.
Wyznaczy¢ plaszczyzny 1 y zawierajace prosta m i nachylong do ptaszczyzny o pod ka-
tem 7 /3 (rys. 5.135a,b). Kiedy zadanie nie posiada rozwiazania? Kiedy istnieje jedno roz-
wigzanie?

Uwaga: Rozwiazanie przedstawione jest na rysunku pogladowym 5.135b. Plaszczyzny fi y
sa styczne do stozka obrotowego o wierzchotku Wem 1 nachyleniu pobocznicy stozka do
podstawy rownej 7 /3. Plaszczyzny sa wyznaczone prosta m i prostymi p i ¢, stycznymi do
okregu podstawy stozka i zawierajacymi punkt P przebicia prostej m z plaszczyzna a.
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Rys. 5.134

a) b)

2
-
Al
Lluz
mZ

Rys. 5.135

14. Dane sa rzuty czterech punktow ABCD. Wyznaczy¢ rzuty sfery opisanej na tych punktach
(rys. 5.136a,b).

Uwaga: ABC=¢; w kladzie ptaszczyzny a wyznaczamy punkt O; $rodek kota opisanego na
trojkacie (ABC). Prosta >0, i al «a jest miejscem geometrycznym punktéw réwnoodlegtych
od punktéw A,B,C. CBD=£ (lub ABD). Wyznaczamy ktad tréjkata (ABD) (lub (CBD))
i przez O, $rodek kota opisanego na tym trojkacie prowadzimy prosta b1/ bedaca zbiorem
punktow rownoodlegtych od A,B,D (lub C,B,D). Punkt S przecigcia si¢ prostych a i b jest
réwnoodlegly od czterech punktow A,B,C,D , jest wigc srodkiem sfery opisanej na tych
punktach. Wyznaczamy wielko$¢ promienia np.: (S*A*) i kreslimy okregi bedace rzutami
sfery.

b)
1 2
2 - U
1 2
AD A2
oB' \ B’
c, C
o D’
D

Rys. 5.136
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15. Dany jest obraz ptaszczyzny o za pomoca rzutdéw prostych rownolegtych a i b, oraz pro-
sta ¢t zawarta w plaszczyznie . Wyznaczy¢ plaszczyzny [ 1 y zawierajace prosta ¢ i na-
chylona do ptaszczyzny a pod katem 60° (rys. 5,137a,b,c).

Uwaga: Rysunki 5.137b i ¢ pokazuja dwa sposoby rozwiazania tego zadania.

Sposob I Wprowadzamy plaszczyzng ¢ L t 1 wyznaczamy k=ane.. W kladzie plaszczyzny ¢
rysujemy z punktu T=k¢ proste e i f takie, ze o(k° °)=c(k’f")=60° . Wyznaczamy rzuty pro-
stycheif f=te, y=tf(rys. 5.137D).

Sposob II: Plaszczyzny [ 1 y sa styczne do stozkow obrotowych o okregach podstaw zawar-
tych w a, tworzacych stycznych do ¢ i kacie nachylenia tworzacych do podstawy rownych
G=60° . W kladzie plaszczyzny a rysujemy punkty S°; i S% w odleglosci 11=r,. Z punktow
Si1 1 S; znalezionych w rzutach wyznaczamy proste prostopadte do «: n; 1 n,. W ktadzie pro-
stokatnym jednej z prostych n odmierzamy taka warto$¢ 4 wysokosci stozka, aby 6=60. Troj-
kat prostokatny o przyprostokatnej rownej r i kacie =60 rysujemy na boku rysunku. Otrzy-
mujemy punkt W. |[S;W|=|S;W,|. Plaszczyzne [ wyznacza prosta ¢ i punkt W; plaszczyzng y
- prosta ¢ i W (rys. 5.137¢c).

Rys. 5.137a,b
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Rys. 5.137¢

16. Dane sa rzuty trzech prostych a, b,c przecinajacych si¢ w punkcie W. Wyznaczy¢ prosta /
zawierajaca punkt W i jednakowo nachylona do prostych a b ¢ (rys. 5.138).

Uwaga: Sa dwa sposoby rozwiazania.

Sposob I. Wszystkie proste zawarte w plaszczyznach dwusiecznych kata miedzy dwiema
prostymi sa jednakowo nachylone do tych prostych. Wyznaczamy wigc dwie ptaszczyzny &
i ¢ dwusieczne katow migdzy dwiema parami prostych np. a b i a ¢ (b ¢). (Ptaszczyzna dwu-
sieczna jest wyznaczona prosta dwusieczna kata oraz przecinajaca ja prosta prostopadla do
ptaszczyzny kata). Krawedz przecigcia si¢ dwoch ptaszczyzn dwusiecznych jest szukang pro-
sta [ (rys. 5.138Db).

2) 2., DI - b) A\
\ 3
\\%

1

Rys. 5.138a,b

Sposob II: Wykorzystujemy wlasnosci ostrostupa prostego. Na prostych a,b,c odmie-
rzamy odcinki jednakowej dtugosci za pomoca np. ktadéow prostokatnych. AW=BW=CW.
W ktadzie ptaszczyzny wyznaczamy $rodek S kota opisanego na trojkacie (ABC). Prosta
I =WS jest wysokoscia ostrostupa prostego , spelnia wigc zadany warunek (rys. 5.138c).

c) /

Rys. 5.138¢
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17. Dane sa rzuty plaszczyzny «, prostej a i punktu A. Obroci¢ punkt A dookota prostej a tak,
aby si¢ znalazl na ptaszczyznie o=mn (rys. 5.139a,b).

Uwaga: Punkt A obraca si¢ w plaszczyznie obrotu £la. Jezeli okrag obrotu przecina krawgdz
k (k=& Nna) w dwoch punktach sa dwa rozwiazania; jezeli jest styczny do k — jedno rozwiaza-
nie, jezeli nie ma punktu wspdlnego - nie ma rozwiazania (patrz ¢wicz. 71)

a) b)

Rys. 5139

9. Transformacje

Dwa rzuty zwiazane modelu geometrycznego nie zawsze w petni pozwalaja na odczy-
tanie cech tego modelu. Pociaga to za soba koniecznos¢ tworzenia rzutow dodatkowych. Tego
rodzaju transformacja nazywa sig transformacja uktadu odniesienia. Nie bgdzie tu omawiana
transformacja potozenia i transformacja kierunku rzutowania.

WezZzmy pod uwagg uktad odwzorowania ({7, 1}, {m,2}) czyli dwie prostopadte rzut-
nie 7 i m przecinajace si¢ w osi X, oraz dwie prostopadle i zorientowane proste kierunkowe
1, 2 odpowiednio prostopadte do rzutni - uktad wiazacy: [1,2]. Wprowadzmy rzutnig trzecia 73
prostopadta do rzutni 7; (lub m) oraz zorientowana prosta kierunkowa 3.1 73. Prosta 3 jest
prostopadta do 1 (lub 2). Krawedz przecigcia si¢ rzutni 7, i m (7 1 713) nazywana jest 0sig X,3
(X2,3). Powstat w ten sposéb nowy uktad wiazacy [l, 3] lub [2,3] oraz uktad odwzorowania:
({7[1'1}9 {7[%2}’ {”393})'

Reasumujac: tworzac kolejne rzuty figury I' odwzorowanej w rzutach podstawowych za
pomoca aparatu odwzorowania ({m, 1},{m,2}) wzbogacamy aparat odwzorowania figury
0 nowy aparat (73, 3} rzutowania prostokatnego w ten sposob, ze m Lz, lub m L7, tym sa-
mym 311 lub 312. Rzuty: pierwszy i drugi zwiazane uktadem wiazacym [1,2] nazywamy pa-
ra rzutow zwiazanych. Tak samo rzuty pierwszy i trzeci zwiazane uktadem [1,3] lub drugi
i trzeci zwiazane uktadem [2, 3].

Trzy rzuty punktu A zwigzane parami [1,2] i [1,3] przedstawione sa na rysunku
5.140a,b. Cecha punktu A mierzona dla rzutni 7 jest miara wektora >AA'>. Tworzac trzeci
rzut punktu A prowadzimy odnoszaca AlA3 1x,,3 i odmierzamy na niej od osi X; 3 |A3AX1,3>
=|A% A, > tak, aby wektor >A® Ay,
>A* Ay, 5> mial zwrot zgodny ze zwrotem prostej I (rys. 5.140). Dalsze rzuty tworzymy po-

dobnie. Rysunek 5.141 przedstawia pig¢ rzutdow punktu A, natomiast rysunek 5.142 przed-
stawia w sposob pogladowy tworzenie trzech rzutéw figury I'.

> mial zwrot zgodny ze zwrotem prostej 1? i wektor
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b) A

Rys. 5.140

Rys. 5.141
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AN
L r
/’/
Xin I 1
N \1—1 X3
2] 31 v
Rys.5.142

Jezeli przyjmujemy rzutnie 7, 7.73.. 7, 1 mamy stale osie x12 , X13, ...Xam powierzchnia
jaka zajmuje rysunek zwigksza si¢. Dla ,,$cie$nienia” rysunku przyjmujemy zamiast rzutni
warstwowe plaszczyzny tzw. pordownawcze. Rysunek 5.143 przedstawia transformacje¢ punktu
przy zastosowaniu plaszczyzn poréwnawczych. Majac poczatkowy uktad wiazacy [1 2]
wprowadzamy nowy uktad [1 3] oraz plaszczyzng porownawcza @11 (zamiast 7;). Cechg
punktu A odmierzamy wzgledem plaszczyzny ¢. Po wprowadzeniu ukladu [3, 4] musimy
wprowadzi¢ plaszczyzng pordéwnawcza trzeciowarstwowa £13 i cechy odmierzamy od tej
plaszczyzny. W nastepnym ukladzie [4, 5} plaszczyzna poréwnawcza jest 514. Odleglosé (A’
&) rowna odleglosci A°5°. Latwo zauwazyé, ze gdyby &'=¢° i §°=&* mozna by bylo uwazaé,
Ze jest to X;3 1 X3,4. W dalszej czgéci bedziemy postugiwaé si¢ zarowno plaszczyznami po-
rownawczymi jak i osiami X.

[121(1,3] [1.31[3.4] [34][4.5]
oLl el3 514

Rys. 5.143

Szczegdlnie wazne znaczenie maja transformacje sprowadzajace prosta do potozenia
réwnoleglego do rzutni i prostopadlego do rzutni, a ptaszczyzng do potozenia prostopadiego
do rzutni i réwnolegtego do rzutni.
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9.1. Transformacja prostej.
Transformacjg prostej otrzymujemy transformujac jej dwa punkty.

Cwiczenie 80
Dane sa rzuty odcinka (PQ) zawartego w prostej ogélnej. Wyznaczy¢ dlugos¢ tego odcinka.

Rozwiqzanie

Rozwigzanie uzyskujemy wprowadzajac nowy kierunek rzutowania 3 L ¢ Uktadem od-
wzorowania w tym przypadku jest {[1, 2], [2, 3]} i plaszczyzna por6wnawcza ¢ L 2. Prosta ¢
jest prosta trzeciowarstwowa a wige: (PQ)=(P°Q?) (rys. 5.144).

Rys.5.144

Cwiczenie 81
Dane sa rzuty prostej pierwszowarstwowej e. Wprowadzi¢ taki rzut dodatkowy aby pro-
sta byta rzutujaca.

Rozwiqzanie
Kierunek 3 jest rownolegty do prostej. Jest: [1, 2], 3| z, [1, 3], @L1 (rys. 5.145).

Rys. 5.145

Cwiczenie 81

Cwiczenie to przedstawia cala stosowana transformacjg prostej. Skrocony zapis wygla-
4|la .

prosta warstwowa L prosta rzutujaca.

7lla mla

da nastepujaco: prosta ogdlna a
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Cwiczenie 82
Dana jest prosta / ogdlna i punkt M. Wyznaczy¢ odleglo$¢ punktu od prostej oraz wy-
znaczy¢ rzuty podstawowe odcinka, ktorego dlugos¢ jest odlegtoscia (rys. 5.146).

Rozwiqzanie

W danym uktadzie [1,2] wprowadzamy prosta kierunkowa 3 prostopadia do 2 (moze
by¢ do 1) i otrzymujemy uktad [2, 3]. Plaszczyzna porownawcza al2 zast¢puje tg rzutnic
ktora jest w $rodku (o' L2'Ac’ L1%) (rys. 5.146). Aby otrzymaé trzeci rzut odmierzamy cechy
punktow od plaszczyzny poréwnawczej o (np. p(M' ' )=p(M>c’). Nastepnie wprowadzamy
kierunek 4|7 (4°||) i 413, mamy wiec ukfady [2, 3] i [3, 4]. Wprowadzamy plaszczyzne po-
rownaweza 413 (FL3% i £ 13%) i odmierzamy od niej cechy. Otrzymujemy prosta w poltoze-
niu czwartorzutujacym [*, oraz M* (rys. 5.146). Dtugos¢ odcinka (M* I*) jest szukana odle-
gloscia punktu M od prostej /. Drugi koniec odcinka odlegtosci: punkt N nalezy do prostej /.
Poniewaz odcinek (MN) jest w czwartym potozeniu warstwowy, to trzeci rzut odcinka
(M?N) jest prostopadty do prostej 4°. Pozostate rzuty punktu N otrzymujemy za pomoca od-
noszacych i odpowiednich cech.

Rys. 5.146

9.2. Transformacja plaszczyzny.

Transformacje plaszczyzny otrzymujemy transformujac elementy wyznaczajace tg
plaszczyzng

Cwiczenie 83
Dane sa rzuty trojkata (ABC) zawartego w plaszczyznie ¢l m(¢||1). Wyznaczy¢ cha-
rakterystyke¢ miarowa tego trojkata.

Rozwiqzanie
Wprowadzamy kierunek 31 i 3L1. Jest wige [, 2], [1, 3]. Plaszczyzna poréwnawcza
aL1. Trzeci rzut trojkata (A’B>C?) jest przystajacy do trojkata (ABC) (rys. 5.147).
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Rys. 5.147

Cwiczenie 84

Dany jest trojkat (ABC) zawarty w plaszczyznie a ogdlnej oraz dany jest punkt Mg c.
Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu M od ptaszczyzny a.

Rozwiqzanie

W plaszczyznie o wprowadzamy prosta warstwowa p (na rys.5.148 pierwszowarstwo-
wa) oraz kierunek 3|p. Mamy wigc uklad [I, 2], [I, 3] i plaszczyzng poréwnawcza
¢l 1(pierwszowarstwowa). Trzeci rzut prostej p jest punktem, trojkata - odcinkiem. Plaszczy-
zna a jest trzeciorzutujaca. Przez punkt M prowadzimy prosta nla (M>en’ La’). Wyznacza-
my punkt N przebicia n z a; N=nna. Prosta n jest trzeciowarstwowa, wigc: (MN)=(M’N?).

Rys. 5.148

Transformacjg ptaszczyzny od polozenia ogdlnego poprzez potozenie rzutujace do po-
lozenia warstwowego przedstawia ¢wiczenie 85, rysunek 5.149. Skrocony zapis wyglada na-
stepujaco:

11(v2 .
a ogdlna p(\/3|)|/\pca a rzutujaca; 4Lla: a warstwowa
P

Cwiczenie 85

Dane sa dwie proste przecinajace si¢ m n zawarte w ogoélnej plaszczyznie a. Wyzna-
czy¢ miar¢ kata miedzy tymi prostymi.
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Rozwiqzanie

Wprowadzamy prosta warstwowa: p oraz prosta kierunkowa 3||p tak, aby prosta p byta
trzeciorzutujaca, co powoduje, ze plaszczyzna « jest rowniez trzeciorzutujaca (rys. 5.149).
Poniewaz mamy uktad wiazacy {[1, 2] [1, 3]}, plaszczyzna poréwnawcza ¢l 1 jest pierwszo-
warstwowa. Prosta 4 iest prostopadia do o i powstaje uktad [3, 4]. Ptaszczyzna porownawcza
& jest prostopadla do 3. Ze wzgledu na to, ze plaszczyzna « jest czwartowarstwowa, kat mig-
dzy prostymi m i n jest przystajacy do kata miedzy prostymi m* i n*:
o(m,m)=p(m'n®).

Rys.5.149

W zadaniach rozwiazywanych metoda transformacji postugujemy si¢ albo transforma-
cja prostej, albo transformacja plaszczyzny, lub stosujemy obie te transformacje.

Cwiczenie 86
Wyznaczy¢ odlegltos¢ prostych skosnych a i b.

Rozwiqzanie

Aby wyznaczy¢ odlegto$¢ prostych skosnych (rys. 5.1151 5.116 musimy zastosowac
dwukrotna transformacjg, tak aby jedna z prostych, np. a byla prostopadta do rzutni
(rys. 5.150). Wybieramy na prostych pomocnicze punkty I, II, III, IV i wprowadzamy prosta
311 A3 prostopadia do jednej z prostych (tu 3La). Mamy wigc uktad [, 2], [, 3] i ptaszczy-
zn¢ porownawcza ¢€l1. W rzucie trzecim prosta a jest warstwowa. Wprowadzamy 4||a
(4%||a®), uktad [3, 4] i plaszczyzng pordwnawcza ¢L3.

Rzut o* jest punktem, a wigc odcinek (A'BY1b* jest rozwiazaniem (odcinek (AB) pro-
stopadly do prostej rzutujacej jest warstwowy i jako taki zachowuje kat prosty z prosta b
0golna). Dodatkowo zostaly wykreslone za pomoca odnoszacych trzeci, pierwszy i drugi rzut
odcinka (AB), z tym, Ze rzut A’ zostal z uwagi na (AB) | 1 wyznaczony z warunku
(A’B*)14°.

Cwiczenie 87

Wyznaczy¢ wielko$¢ kata miedzy plaszczyznami dwoéch trojkatow o wspdlnym boku
(AB).

Rozwiqzanie

Transformujemy wspdlng krawedz A B do potozenia rzutujacego: [1, 2], 3 L AB, [1, 3]
el1, nastepnie 4||AB, [3,4], 13 (rys. 5.151). Poniewaz kat dwuscienny mierzymy w plasz-
czyznie prostopadlej do krawedzi AB, wobec tego @, (ABC, ABD) = w (A*B*C*, A'B*D*).
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Rys. 5.150

W tym przykladzie: wprowadzono @ ? =¢>. W nawiasach podane sa oznaczenia osi x
bez wprowadzania plaszczyzn poréwnawczych.

C

Rys. 5.151

Cwiczenie 88
Dane sa rzuty trojkata (ABC) i prostej m w polozeniu ogdélnym. Wyznaczy¢ kat nachy-
lenia prostej m do ptaszczyzny o= ABC.
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Kat migdzy prosta i plaszczyzna otrzymamy wtedy, gdy ptaszczyzna bedzie rzutujaca, a
prosta warstwowa.

Rozwiqzanie
Istnieja dwa sposoby transformacji, aby bezposrednio wyznaczy¢ kat miedzy prosta a
i plaszczyzna a. Skrocony zapis obu sposobow przedstawia si¢ nastgpujaco.

Rys.5.152

Sposob I (rys. 5.152) Sposob II (rys. 5.153)
Dane: [L,2]: a~og6lna, m-ogodlna Dane: [1, 2]: a-og6lna, m-ogodlna
pca, pL1(vpl2)3|| p 31m[1,3](v[2,3]), eLll (vel2)
[1,3]v[2,3], eL1 (vel2)
otrzymujemy: otrzymujemy:
o - rzutujaca, m — ogodlna a - og6lna , m- warstwowa,
4la, [3, 4], L3 4m [3, 4], L3
otrzymujemy: otrzymujemy:
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o - warstwowa, m - ogdlna o - ogodlna, m - rzutujaca

51m, [4, 5], 014 pcaApld, 5| p,[4,5], oL4
otrzymujemy: otrzymujemy:
« - rzutujaca, m - warstwowa a - rzZutujaca, m - warstwowa
o(o,m) = @(a’;m?) Plam) = p(er,m’)

(x,.) ’

Rys. 5.153

Jezeli ptaszczyzna jest dana w sposob szczegdlny np. jest rzutujaca, lub warstwowa,
a prosta jest ogolna wygodny jest sposob I 1 wymaga dwoéch lub jednej transformacii.

Jezeli ptaszczyzna « jest w polozeniu ogdlnym, za$ prosta a jest warstwowa lub rzutujaca
wygodny jest sposob II i wymaga rowniez dwoch lub jednej transformacji.
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Sposob I11.

Miarg kata migdzy prosta m i ptaszczyzna mozna otrzyma¢ w czwartym rzucie wpro-
wadzajac prosta n prostopadia do ptaszczyzny « i przecinajaca prosta m (jak na rys.5.122c¢ -
prosta b L ). Proste m n wyznaczaja ptaszczyzng 7. Wyznaczamy kat o migdzy prostymi m
i n(¢wicz. 3 4, rys. 5.149} 1 uzupetniamy go do 90°. ¢ =90° - o

Zapis uproszczony:

[L, 2], cLIAdL2, cdca, Mem,
Menla (nlc, nld), mn=y,
tL1, rcy 3¢ [1, 3] oL,

41y, [3.4], oL3,
o(m*n*)=o(mn)

o(m, ) =90° - o.

Rys.5.154

Cwiczenie 89
Wyznaczy¢ wielko$¢ kata zawartego migdzy prostymi sko$nymi a i b.

Rozwigzanie 1

Sposob rozwiazania podany jest w punkcie 8.9, rys. 5.118 . W ukladzie [1 2] wprowa-
dzamy prosta ¢ réwnolegla do b i przecinajaca prosta a w punkcie I (rys. 5.155). W ptlasz-
czyznie a = ac wyznaczamy prosta drugowarstwowa p. Kierunek 3 || p (7 3Lp) powoduje, ze
plaszczyzna « jest trzeciorzutujaca. Prosta b jest rownolegla do ptaszczyzny o wobec tego
a* || b’. Plaszczyzna poréwnawcza jest €12 (drugowarstwowa). Kierunek 4 jest prostopadty
do obu prostych (uklad [3, 4] ptaszczyzna porownawcza ¢ 3; o(a*b*)=0(a,b).
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Rys. 5.155

Rozwiqzanie II

Sprowadzamy jedna z prostych do potozenia rzutujacego jak przy wyznaczaniu odlegto-
$ci prostych sko$nych (éwicz. 85, rys.5.150), po czym wprowadzamy kierunek 5 prostopadly do
obu prostych (75 || a A 75 || b) 1 uzyskujemy miar¢ kata. Rysunek 5.156 przedstawia wyzna-
czenie wielko$ci kata o migdzy prostymi skosnymi a i b, gdy prosta @ ma potozenie rzutujace,
[1,2][2, 3], ¢L2.

2' 1

Rys. 5.156
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9.3. Rzut posrednio zwiagzany.

W przypadku, gdy rozwiazywane zadanie metoda transformacji zajmuje za duzo miej-
sca na arkuszu rysunkowym mozna przenies¢ kierunek rzutowania i ptaszczyzng porownaw-
cza w inne miejsce (rys. 5.157).

Cwiczenie 90
Dane sa proste przecinajace si¢ a i b. Wyznaczy¢ rzuty okrggu o promieniu r stycznego
do prostych a i b (rys. 5.157a).

a)

Rys. 5.157a

Rozwiqzanie

W uktadzie [1, 2] (rys. 5.157b) wprowadzamy prosta ¢ drugowarstwowa zawarta
w plaszczyznie a=ab i kierunek 3 || c. W rzucie drugim rysujemy prosta zorientowana 3. Ry-
sujemy prosta n prostopadta do odnoszacych  (n - normalna odnoszacych) i orientujemy ja
dowolnie. Odnoszace z punktow I°II? i A? przecinaja n w punktach I'II’A’. Trzeci rzut prostej
2:2% i zorientowana prosta n przestawiamy w dowolne miejsce na arkuszu rysunkowym lub
na inny arkusz rysunkowy pamigtajac, aby po obrocie, zwroty prostej n w pierwotnym i na-
stgpnym polozeniu byty zgodne, a zwroty prostych kierunkowych byly przeciwne. W nowym
potozeniu prostej x; 3 przyjmujemy dowolnie jeden punkt, np. A’ i odmierzamy punkt I’= I’
tak, aby punkty te poprzedzaty punkt A’ (kolejno$¢ punktéw i ich odlegtosci w obu potoze-
niach osi musza by¢ jednakowe). Majac uktady [1, 2] i [2, 3] wprowadzamy ptaszczyzng po-
rownawcza ¢l2 i odmierzamy od niej cechy punktow, np.: p(A' @)=p(A*@’). Trzeci rzut
plaszczyzny « jest prosta, a wige plaszczyzna « jest rzutujaca. Prosta kierunkowa 4 jest pro-
stopadta do «, dzigki czemu w rzucie czwartym uzyskujemy warstwowe potozenie ptaszczy-
zny. Dla uktadéw [2.,3]1 [3, 4] wprowadzamy ptaszczyzng porownawcza £13. W czwartym
rzucie wyznaczamy jedno z czterech mozliwych potozen okrggu i przyjmujemy dwa prosto-
padte odcinki $rednic okregu (BC)|jx34 1 (DE)L(BC). Tak przyjgte srednice w rzucie drugim
sa odcinkami osiowymi elipsy begdacej rzutem okregu. Punkty K i L sa punktami stycznosci
okrggu z prostymi a i b. Trzeci rzut okregu jest odcinkiem (C*°A*Yce. Odceinki osiowe (BC) i
(DE) wygodne w rzucie drugim stana si¢ w rzucie pierwszym odcinkami sprzgzonymi. Chcac
umknaé niewygodnej metody kreslenia elipsy wyznaczamy takie odcinki $rednicowe sprzg-
zone elipsy, ktore w rzucie pierwszym begda odcinkami osiowymi. W tym celu przez punkt S
prowadzimy prosta pierwszowarstwowa d, na ktoérej od punktu S odmierzamy promien.
Otrzymujemy odcinek osiowy gtowny (P'Q'). Odcinek osiowy poboczny (R'T')prostopadty
do (P'Q") otrzymujemy nastepujaco. Wyznaczamy dowolny punkt elipsy np. B i rysujemy 0§
poboczna prostopadia do (PQ). Stosujac konstrukcje XIII, rys. 1.21 wyznaczamy odcinek
osiowy poboczny. W rzutach 1 i 2 wykreslamy elips¢ dowolna metoda. Elips¢ mozna zastapic¢
owalem.
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b)

Rys. 5.157b

Cwiczenie 91
Dane sa rzuty dwoch ptaszczyzn o=ABC, f=ab. Wyznaczy¢ miejsce geometryczne
punktéw réwnoodlegltych od ptaszczyzn a1 S (rys. 5.158a).

a)

Rys. 5.158a
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Rys. 5.158b
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Rozwiqzanie

Miejscem geometrycznym punktow rownoodleglych od plaszczyzn a i S sa dwie plasz-
czyzny dwusieczne katow migdzy o i S Szukamy wigce kata migdzy plaszczyznami wyznaczajac
najpierw krawgdz obu ptaszczyzn i transformujac ptaszczyzny tak, aby krawedz byta rzutuja-
ca (¢wicz. 83, rys. 5.151). To samo otrzymamy jezeli w jednej z ptaszczyzn (tu w plaszczyznie
oa=ABC) wprowadzimy w ukfadzie [1, 2] prosta warstwowa pl 1 (lubp L 2)i3 | p oraz ¢12. Po-
wstanie nowy uklad wiazacy [2, 3]. W trzecim rzucie plaszczyzna « jest rzutujaca (rys. 5.158b), 5 -
ogolna. Wprowadzamy kierunek 4.1 ¢, uktad [3, 4] i ptaszczyzng porownawcza €13. Zastosu-
jemy tu rzut posrednio zwiazany: rysujemy rzut trzeci prostej 4 : 4° Lo’ i prosta n zorientowana
dowolnie (normalna odnoszacych), n14°. Nastepnie rysujemy w innym miejscu proste 3* i pro-
stopadta do niej prosta n, tak aby po zlozeniu prostych 4° i 3* o zwrotach przeciwnych, zwrot
prostej n w obu polozeniach byt taki sam. 137 &'13*. W rzucie czwartym plaszczyzna o jest war-
stwowa, [ ogolna. Kazda nast¢pna transformacja przeksztalei ptaszezyzng o w rzutujaca. Kierunek
5 musi by¢ taki, aby rowniez f byla rzutujaca. W tym celu obieramy w ptaszczyznie S prosta p
czwartowarstwowa (p°L4°). Kierunek 5| p (5*|| p*). Nowym uktadem wiazacym jest [4, 5], plasz-
czyzng pordwnawcza moze by¢ ptaszczyzna al4. W piatym rzucie obie plaszczyzny sa rzutuja-
ce, a katy miedzy nimi rowne o i o (rys. 5.158b). Wyznaczamy plaszczyzny dwusieczne katow: o
i A, obieramy w nich punkty: De&i Led (D* i L* - dowolnie, D’°c6°, L’ %) oraz wyzna-
czamy krawedz k (K=a’nf’}. Wyznaczamy kolejno rzuty: czwarty, trzeci, drugi i pierwszy
punktow D,L i prostej k&. Aby wyznaczy¢ kolejne rzuty prostej k& obieramy na niej punkty P i Q
poczawszy od rzutu czwartego. Plaszczyzny dwusieczne sa wyznaczone =Dk, A=Lk (rys. 5.158b).

ZADANIA

1. Metoda transformacji wyznaczy¢ przenikanie figur ptaskich (rys. 5.159)
2. Wyznaczy¢ odlegto$é prostych rownolegtych (rys. 5.160).

2 12 / /
P
A
) //
n

B, N

NI

Rys. 5.159 Rys. 5.160
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3. Wyznaczy¢ odlegtos¢ prostych skosnych (rys. 5.161) oraz prosta prostopadta do obu sko-
$nych i przecinajaca je.

4. Dany jest punkt A i prosta a. Wyznaczy¢ rzuty trojkata rdwnobocznego (ABC) przy zato-
zeniu, ze B 1 C naleza do prostej a (rys. 5.162ab).
5. Wyznaczy¢ rzuty okregu opisanego na trojkacie (ABC) (rys. 5.163).

a) b)

ml
2 n m' 2! 7
n
Rys. 5.161
6. Wyznaczy¢ rzuty okregu wpisanego w trojkat (ABC) (rys. 5.163).
a) b) 4
IZJ i \ A 12
v
A / *
| a
9! A 2!
al
Rys. 5.162
b)
CZ

Rys. 5.163
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7.Dana jest ptaszczyzna « oraz rzuty punktu S. Wyznaczy¢ rzuty sfery o srodku S stycznej do «
(rys.5.164).

Rys. 5.164 Rys. 5.165

8. Dana jest ptaszczyzna a=ab i punkt M. Wyznaczy¢ odlegto$¢ punktu M od ptaszczyzny ¢,
oraz przez punkt N symetryczny wraz z M wzgledem « poprowadzi¢ ptaszczyzng S ||a.
Wykresli¢ rzuty podstawowe elementdw wyznaczajacych ptaszezyzng £ (rys. 5.165).

9. Dane sa proste skosne a i b. Wyznaczy¢ prosta c||a taka, ze p (ab)=p (bc) (rys. 5.166).

10. Dane sa proste skosne / i ¢ w potozeniach ogoélnych. Obrocié prosta ¢ dookota prostej /
o kat 120° (rys. 5.167).

Uwaga: Po przetransformowaniu prostej /, ktora jest osig obrotu do potozenia rzutujacego, ob-

racamy dwa punkty prostej 0 120° i otrzymujemy #; - nowe polozenie proste;j.

L’
a' b
Rys. 5.166
2! r
! ¢ t
l]
Rys. 5.167
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11. Dane sa dwie ptaszczyzny o =Am, /~Bm oraz punkt M. Wyznaczy¢ proste g i # zawiera-
jace punkt M, jednakowo nachylone do ptaszczyzn « i f prostopadle do krawedzi tych
ptaszczyzn (rys. 5.168a,b).

Uwaga: Proste g i & sa rownolegle do prostych d i e dwusiecznych kata migdzy ptaszczyzna-

miaip.

a) b)

m, ;s‘

o>

oB;

OM2

Rys. 5.168

10. Wielosciany

Wielo$cianem nazywamy figurg bedaca zbiorem skonczonej liczby wielokatéw ptaskich
spelniajaca nastepujace warunki:

1) kazde dwa wielokaty (zwane $cianami wielo$cianu) maja wspdlny bok (krawedz), lub
wierzchotek, albo nie maja zadnego punktu wspdlnego,

2) kazdy bok wielokata jest bokiem wspolnym tylko dla dwoch wielokatow,

3) kazdy wierzcholek wielokata jest punkiem wspolnym (wierzchotkiem) dla co najmnie;j
trzech wielokatow.

Wielo$ciany dzielimy na wypukte i wkleste. Jezeli dowolna prosta przebija
wielo$cian co najwyzej w dwu punktach — wielo$cian jest wypukty. Wielo$cian utworzony
z wielokata ptaskiego o n bokach i z n trojkatdéw o wspdlnym wierzchotku nazywamy
ostrostupem n-$ciennym.N-kat nazywany jest podstawa, a trojkaty — §cia-
nami bocznymi,suma za$ §cian bocznych—pobocznica. Odleglos¢ wierzchot-
ka ostrostupa od plaszczyzny podstawy nazywamy wysokos$cia ostrostupa. Jezeli
spodek wysokosci S (punkt przebicia ptaszczyzny podstawy) z prosta zawierajaca wierzcho-
ek i prostopadta do plaszczyzny podstawy) jest srodkiem kota opisanego na wielokacie pod-
stawy ostrostupa, to jego krawedzie sa tej samej dtugosci i ostroshup nazywa sigprostym.
Ponadto, jezeli podstawa jest wielokatem foremnym i pobocznica sktada si¢ z przystajacych
trojkatow rownoramiennych, to ostrostup nazywamy ostrostupem prawidto-
wym.

Wieloscian, ktory sktada si¢ z n rownoleglobokoéw oraz z dwoch przystajacych wielo-
katéow ptaskich o bokach parami rownolegltych nazywamy graniastostupem
n-§ciennym. Dwa przystajace n-katy nazywamy podstawami graniasto-
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stupa, a réwnolegloboki — $§cianami bocznymi, ktére razem tworza po -
bocznice¢ graniastostupa, aich wspolne boki to krawedzie boczne, a
boki wielokatow podstawy — krawegdzie podstawy. Odleglo$¢ ptaszczyzn obu
podstaw nazywamy wysoko$cia graniastostupa. Jezeli krawgdzie boczne sa
prostopadte do podstaw, to $ciany boczne sa prostokatami, a graniastoslup nazywa si¢
prostym. Ponadto gdy podstawy sa wielokatami foremnymi, to $ciany boczne sa pro-
stokatami przystajacymi i taki graniastostup nazywamy prawidtowym. Graniasto-
shup, ktorego podstawy sa rownoleglobokami nazywamy rownoleglo$cianem, a
graniastostup prosty, ktorego podstawy sa prostokatami nazywamy prostopadto-
§cianem.

Wieloscian, ktorego wszystkie S$ciany sa przystajacymi wielokatami foremnymi
(umiarowymi) i w ktérym sasiednie pary $cian zawieraja rowne katy dwuscienne nazywamy
wielo§cianem foremnym (umiarowym). Nawierzchotkach wielo$cianu foremnego
mozna opisa¢ sferg, a takze mozna wpisaé sferg styczna do wszystkich §cian wielo$cianu.
Srodki obu sfer jednocza si¢ w punkcie zwanym $rodkiem wielo$cianu fo-
remnego.

Istnieje tylko 5 wielo$cianow foremnych:

1) czworos$cian foremny, zlozony z czterech trojkatow rownobocznych,

2) sze§ciosScian foremny, czyli szescian ztozony z szesciu kwadratow,

3) o§mio$cian foremny, zlozony z odmiu trojkatéw rownobocznych,

4) dwunastos$cian foremny, ztozony z dwunastu pigciokatow foremnych,

5) dwudziestos$cian foremny, zlozony z dwudziestu trojkatéw rownobocz-
nych.

Rzutem wielo$cianu nazywamy zbior rzutéw wszystkich jego punktéw. Na rysunku wy-
roézniamy tylko rzuty jego narozy i krawedzi. Widocznos¢ krawedzi i $cian ustalamy jak
w rozdziale III.

10.1. Budowa wielo§cianow
Przy rozwiazywaniu zadan zwiazanych z wielo$cianami mozemy postugiwaé si¢ meto-

dami klasycznymi jak prostopadtosc, ktady lub transformacje.

Cwiczenie 92
Wykresli¢ rzuty podstawowe czworo$cianu foremnego, ktorego jedna $ciana zawarta
jest w rzutni pierwszej.

D W
C

Rys. 5.169
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Rozwiqzanie

Kreslimy trojkat rownoboczny (ABC) zawarty w 7. Jego rzut drugi jest odcinkiem
w osi x (rys. 5.169) Ze $rodka S tego trdjkata prowadzimy prosta pierwszorzutujaca, na ktorej
w punkcie D znajduje si¢ wspolny wierzchotek pozostatych trzech trojkatéw rownobocznych.
Cechg punktu D znajdujemy z ktadu na rzutnig 7 trojkata (ASD). W trdjkacie (A'S'D*) ma-
my |A'D* = |A'C'|. Odcinek (S'D*) jest wysokoscia czworoscianu.

Cwiczenie 93
Wykresli¢ rzuty os$mios$cianu foremnego gdy dana jest przekatna (EF) prostopadta
do .

Rozwiqzanie

Trzy przekatne o$mioScianu foremnego sa rowne, wzajemnie prostopadie i przecinaja
si¢ w punkcie S - $rodku kazdej przekatnej. Jezeli (EF) jest prostopadia do 7, to pozostate
przekatne sa warstwowe 1 ich konce sa wierzchotkami kwadratu (rys. 5.170).

Rys. 5.170

Cwiczenie 94

Dana jest przekatna gtowna (AG) szescianu (ABCDEFGH) w potozeniu: a) rzutujacym,
b) drugowarstwowym. Wyznaczy¢ rzuty szescianu (rys. 5.171a,b).

Rozwiqzanie

Z whasnosci sze$cianu wiadomo, ze w ptaszczyznach a i f prostopadlych do odcinka
przekatnego gtownego i dzielacych go na trzy rowne czgsci znajduja si¢ po 3 wierzchotki sze-
$cianu.

Przekrodj sze$cianu ptaszczyzna y zawieraja AG i CE jest prostokatem ktérego dwa boki
sa bokami szescianu (rys. 5. 171c). Przy takim ustawieniu, ze 12 a a1 SL1 rzut drugi pro-
stokata jest przystajacy do niego. Dzielimy odcinek (A’G?) na trzy czeéci i prowadzimy rzuty
ptaszczyzny « , fL (A? GP). Nastgpnie ze $rodka S? odcinka (A’G?) zakre§lamy okrag
i przyjmujemy na przecieciu okregu z o (lub 4 %) punkt C . Punkt C? polaczony z koncami
srednicy A% i G* wyznacza kat prosty przy wierzchotku C. Punkt E* wyznaczamy podobnie.
(Prostokat (AEGC)cy). Punkty H’F>e o, B’D*€ 87, Proste HF i BD sa prostymi drugorzutu-
jacymi, wigc ich dlugo$¢ w rzucie pierwszym zostaje zachowana i [H'F'|=|E*G? |. Uzupetnia-
my rzuty krawedzi szescianu oraz ustalamy widocznos¢ (rys. 5.171a).
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Na rys. 5.171c przedstawione jest rozwiazanie w przypadku, gdy przekatna gléwna jest
w potozeniu drugowatsrwowym.

a)

Rys. 5.171

Cwiczenie 95
Wykresli¢ rzuty ostrostupa troj$ciennego o podstawie trojkata rownobocznego majac

dany odcinek (SW) bedacy jego wysokoscia.

Rozwiqzanie

Przez punkt S prowadzimy ptaszczyzne « prostopadia do (SW). a = pc, gdzie p||z c||m
ipL(SW), ¢ L(SW) (rys. 5.172). Prowadzimy plaszczyzng pierwszowarstwowa yop, a na-
stepnie dowolnie obrany punkt A na prostej ¢ obracamy dookota prostej p tak, aby znalazt si¢
na plaszczyznie y. Prosta p i punkt A wyznaczaja ktad plaszczyzny o na ptaszczyzng y.
W kladzie plaszczyzny kreslimy trojkat rownoboczny (A°B°C®) . (A'B'C') jest rzutem pierw-
szym podstawy.

Rzut drugi podstawy znajdujemy nastepujaco: punkt Cep wigec C* € p’. Punkt BeAl
wigc B® € A? I°. Wyznaczamy rzuty krawedzi bocznych ostrostupa oraz widocznosé.

Zadanie mozna rozwiaza¢ takze metoda transformacji.
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Rys. 5.172

Cwiczenie 96
Dany jest romb (A’B*C’D?), bedacy drugim rzutem kwadratu i pierwszy rzut punktu A.
Wyznaczy¢ rzuty sze§cianu (ABCDEFGH) (rys. 5. 173a).

Rozwiqzanie

(AC) i (BD) sa przekatnymi kwadratu i w rzucie drugim jest zachowany kat prosty, wo-
bec tego przekatna (AC) o wickszej dlugosci jest warstwowa. A' C' 12. W ukladzie [1,2]
wprowadzamy 3||AC, powstaje uktad [2, 3] i przyjmujemy ptaszczyzng poréwnawcza al2.
Trzeci rzut kwadratu (ABCD) jest odcinkiem. Z punktu A*=C’ zakreslamy tuk dtugosci row-
nej |[SA? do przeciecia z odnoszaca punktu D i otrzymujemy punkt D*. Punkt B? otrzymujemy
symetrycznie (sa dwa rozwiazania przy otrzymywaniu (D°B?)).

Prostopadle do podstawy kreslimy w rzucie trzecim boki sze$cianu o dtugos$ci znalezio-
nej z kwadratu (A°B°C°D°) . Proste AE, FB, ... sa trzeciowarstwowe a wigc prostopadie do
prostej 3. A* F> 13? ... Rzut pierwszy sze$cianu otrzymujemy za pomoca odnoszacych i cech
mierzonych od a. Ustalamy widoczno$¢ (rys. 5.173b).

a)
2! 1’

Al

Rys 5.173a
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Rys. 5.173b

Cwiczenie 97

Dany jest odcinek (SW) - wysokos$¢ ostrostupa prawidtowego cztero$ciennego oraz pro-
sta ¢, zawierajaca punkt W, w ktorej zawarta jest krawedz (AW) ostrostupa. Wyznaczy¢ rzuty
podstawowe ostrostupa (rys. 5.174a).

Rozwiqzanie I - metoda transformacji (rys. 5.174b)

Poniewaz odcinek (SW) jest pierwszowarstwowy, ptaszczyzna podstawy ol (SW) i za-
wierajaca S jest pierwszorzutujaca i przecina prosta r w punkcie A (A'=a'N'. Prosta 3Lla
sprawia, ze plaszczyzna jest trzeciowarstwowa. Mamy [1, 2], [1, 3 ] i1 ptaszczyzn¢ poréwnaw-
cza BL1. W trzecim rzucie wyznaczamy W>=S® i A® oraz pozostale wierzchotki kwadratu:
B,C i D. Wyznaczamy rzuty podstawowe ostrostupa i okreslamy widoczno$é.

Rozwiqzanie II - metoda klasyczna (rys. 5.174c)

Jak w poprzednim rozwiazaniu S € ol WS i ¢ n =A. W kladzie prostokatnym ptasz-
czyzny a rysujemy (S'B*)L(S'A*) i |S'B*|=S'A*=1/2 przekatnej kwadratu (ABCD). Wy-
znaczamy rzuty punktu B:B' i B? oraz rzuty punktow C i D. Punkty A i C oraz B i D sa sy-
metrycznie potozone wzglgdem srodka kwadratu S.

2) 2! 1
4> 4_
W W
S1 L SZ
tz
tl
Rys. 5.174a
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b) c)

Rys. 5.174b,c

Cwiczenie 98

Wykresli¢ rzuty szeScianu (ABCDEFGH), gdy jego $ciana (ABCD) zawarta jest
w plaszczyZznie o danej prostymi pierwszowarstwowymi p i p;, oraz gdy dany jest wierzcho-
ek E, a wierzchotek B nalezy do prostej p. (Rys. 5.175a).

Rozwiqzanie I - metoda klasyczna.

Przez punkt E prowadzimy prostan La,n L pin L c (c canc|| m). Punkt przebicia
plaszczyzny « prosta n jest wierzchotkiem A (rys. 5.175b). Wyznaczamy dlugos¢ odcinka
(AE) za pomoca ktadu prostokatnego ptaszczyzny ¢. Wyznaczamy ktad ptaszczyzny o wraz
z punktem A na plaszczyzng pierwszowarstwowa [ 1 kre§limy ktad $ciany (ABCD). Punkty
przecigcia kwadratu (ABCD) z prosta p;° wykorzystujemy do znalezienia rzutéw tej $ciany.
Z rzutow punktéw B, C i D podstawy wykreslamy rzuty odcinkéw réwnolegtych do krawedzi
(AE) i kreslimy rzuty gornej podstawy oraz ustalamy widocznos¢.

Rozwiqzanie II - metoda transformacji.

Wprowadzamy prosta kierunkowa 3|| p w uktadzie [1, 3]. Ptaszczyzna pordwnawcza jest
PLI1 (rys. 5.175¢). Plaszczyzna « jest trzeciorzutujaca. W rzucie trzecim wyznaczamy bok
sze$cianu (EA) L. Prosta 4L« daje nam uktad [3, 4] i ptaszczyzna poréwnawcza jest y.L3.
Plaszczyzna a jest czwartowarstwowa. Z punktu A*=E* zakre§lamy tuk o r=|A’E?| do przecie-
cia si¢ z prosta p* i otrzymujemy B*=F*. Rzut czwarty szescianu jest kwadratem. Wyznacza-
my rzut trzeci szeScianu gdzie (A'B’C’°D*)cc’, a (B’F’G’H’)c¢’||’. Rzut pierwszy i drugi
wyznaczamy odmierzajac cechy od ptaszczyzn porownawcezych yi f. Okreslamy widocznosé
zgodnie ze zwrotami prostych kierunkowych.
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a) b)

Rys. 5.175

Cwiczenie 99
Dany jest punkt S zawarty w prostej . Wykresli¢ rzuty os$mioscianu foremnego o $rod-
ku S i przekatnej réwnej d cm zwartej w prostej /.

Rozwiqzanie
Zadanie rozwiazujemy za pomoca transformacji (rys. 5.176).W uktadzie [1, 2] wprowa-
dzamy 3.L/; [1, 3] 1 e L1. Trzeci rzut prostej / otrzymujemy za pomoca punktow S i I. Przekat-
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na o$mioscianu (AB) zawarta jest w prostej / wiec (A’B*Y = I° A | A’B’| = d cm. Prosta kie-
runkowa 4|/, uktad [3, 4] i fL3. Prosta / jest czwartorzutujaca, pozostale dwie przekatne
o$mio$cianu prostopadte do siebie sa czwartowarstwowe, a wigc ich dtugosci sa rowne dtugo-
Sciom rzutow. Zarys czwartego rzutu osSmio$cianu foremnego jest kwadratem. Trzecie rzuty
wierzchotkéw C, D i E, F znajduja si¢ na rzucie ptaszczyzny rzutujacej & L I (8°L ). Pozo-
state rzuty otrzymujemy za pomoca odnoszacych i cech punktéw. Wyznaczamy widocznos$¢.

Rys. 5.176

Cwiczenie 100

Wykresli¢ rzuty podstawowe ostrostupa prostego (ABCW) o podstawie czworokatnej
zawartej w ptaszczyznie a = Am i wysokosci rownej |AB|, w ktérym wierzcholki podstawy B
i C zawarte sa w prostej m i AB L BC. Krawedzie tej podstawy o wspdlnym wierzchotku C sa
rowne i wynosza 2/3 dlugosci odcinka (AB). Przeprowadzi¢ dyskusje ile jest rozwiazan.

Rozwiqzanie

Wprowadzamy prosta alLl i aca (rys. 5.177). Kierunek 3||a powoduje, ze « jest trzecio-
rzutujaca. Mamy uktad [ 1, 2], [ 1, 3] i ptaszczyzng porbwnawcza L1 .

Nastgpnie wprowadzamy uktad [3, 4] gdzie 4 Lai @13 i « jest czwartowarstwowa. Wy-
znaczamy czwarty rzut podstawy gdzie AB L m i BC c m. Nastgpnie wyznaczamy symetral-
ne odcinkow (AB), (BC) i w punkcie przecigcia symetralnych wyznaczamy S $rodek okrggu
opisanego na trojkacie (ABC). Punkt D musi si¢ znalez¢ na tym okreggu i |CD| = |CB|. Trzeci
rzut podstawy wyznaczamy na ¢, a pierwszy i drugi za pomoca cech. Wysoko$é ostrostupa
jest trzeciowarstwowa, a wigc |S°W?| = |[SW| =|AB|. Wyznaczamy rzut pierwszy i drugi ostro-
shupa oraz ustalamy widoczno$¢. Poniewaz punkt C moze by¢ obrany na prostej m po jednej
lub drugiej stronie punktu B, oraz punkt W moze by¢ obrany przed lub za ptaszczyzna ¢, ist-
nieja cztery rozwiazania.

Zadanie mozna rozwiaza¢ rowniez metoda klasyczna.
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Cwiczenie 101
Dana jest ptaszczyzna a=ab oraz punkt D. Wyznaczy¢ rzuty czworoscianu foremnego
(ABCD) o podstawie (ABC)ca i boku AB||a (rys. 5.178a).

B! 3
) . b,
I )
1 B! AT B—ape 2 (3
"

Rys. 5.178a,b,c

Rozwiqzanie I - metoda transformacji (rys. 5.178b).

Transformujemy plaszczyzng o do potozenia rzutujacego, a potem do polozenia war-
stwowego. W ukladzie [1,2] obieramy prosta c12 i cca i wprowadzamy 3||c. Plaszczyzna
poréwnawcza jest plaszczyzna ¢l2. W rzucie trzecim wyznaczamy odlegto$¢ 4 punktu D od
plaszczyzny o réwna oD’ o). Nastepnie wprowadzamy prosta 4.La, uklad [3, 4] i &l4.
Plaszczyzna « jest czwartowarstwowa, S*=D*. Z punktu S* rysujemy prosta prostopadta do a*
i w niej odmierzamy wysokos¢ trojkata (ABC). Z boku rysunku wykreslamy dowolny trojkat
rownoboczny (A B C) i w kladzie prostokatnym plaszczyzny & wyznaczamy wysoko$é

190



czworo$cianu o boku (B C ); jest nia odcinek SD. Od punktu S odmierzamy na prostej SD
odcinek (SD) = (S°D?) i wyznaczamy trojkaty podobne (CDT) i (C D T ). Odcinek (CT) jest

réwny wysokosci trojkata (A*B*C*). Wyznaczamy rzuty trzeci, drugi, pierwszy i ustalamy
widoczno$¢ (rys. 5. 178b).

Rozwiqzanie II - metoda klasyczna (rys. 5.178d).

Wyznaczamy proste warstwowe cll i d12 zawarte w plaszczyznie « i przez punkt D
prowadzimy prosta nla. (nlcanld). Punkt S jest punktem przebicia prostej n z plaszczyzna
a (ncf, k=aonpf, S=knn). Wyznaczamy klad prostokatny odcinka (S*D*): jest to wysokos¢
czworoscianu. Przyjmujemy 0§ obrotu d i obracamy punkt S i prosta a tak, aby otrzyma¢ ktad
plaszczyzny a. Z punktu S rysujemy prosta e°® prostopadta do a°. W tej prostej odmierzamy
wysokos$¢ $ciany czworoscianu foremnego. W tym celu na osobnym rysunku 5.178¢c wykre-
$lamy dowolny tréjkat rownoboczny (A B C) i wyznaczamy z podobienstwa trojkatow wiel-
ko$¢ odcinka (C T) ktory jest wysokoscia trojkata podstawy szukanego czworo$cianu forem-
nego. Z punktu S odmierzamy na prostej e® w jedna strong 1/3, a w druga 2/3 tej wysokosci.
Rysujemy trojkat réwnoboczny (A° B°C°) i wyznaczamy jego rzut drugi i pierwszy. Wykre-
slamy rzuty czworo$cianu foremnego i ustalamy widocznos¢.

nJ:BZ:kZ

Rys.5.178d

Cwiczenie 102

Dane sg rzuty podstawowe trojkata (ABC)ca. Wykresli¢ rzuty graniastostupa pochyte-
go (ABCDEF) o $cianie {ABDE) bedacej kwadratem i nachylonej do ptaszczyzny podstawy
pod katem 60° oraz o podstawie (DEF) zawartej w plaszczyznie f||c.

Rozwiqzanie

Transformujemy bok trojkata (AB) do polozenia trzeciowarstwowego (3LAB) i czwar-
torzutujacego (4/|AB), (rys. 5.179).

Uktady wiazace i plaszczyzny porownawcze to: [1, 2] [1, 3], ¢L1 1 [3, 4], €13. Plasz-
czyznaa zawierajaca trojkat (ABC) jest czwartorzutujaca. Kat migdzy ptaszczyzna « i Sciang
(ABDE) jest zachowany w rzucie czwartym i dlugos¢ boku kwadratu jest rowna dhlugosci
|A’B’| i |JA’D"|. Poniewaz proste zawierajace odcinki (AD) i (BE) sq czwartowarstwowe, to
w rzucie trzecim A’D’ i B°D’ sa prostopadle do 4° i A’B’. Pozostate rzuty wyznaczamy od-
mierzajac cechy punktow. Ustalamy widoczno$é. Tak sformulowany temat zadania pozwala

191



na znalezienie czterech rozwiazan. Plaszczyzna [l moze si¢ znajdowac¢ po obu stronach
plaszczyzny o i kat 60° moze by¢ odmierzony od ptaszczyzny o po obu stronach punktow A
iB.

Rys. 5.179

Cwiczenie 103.
Dany jest punkt O $ciany czworoscianu foremnego oraz prosta ¢ w ktorej zawarta jest
krawedz tej samej Sciany. Wykresli¢ ten czworo$cian (rys. 5.180a,b,c,d).

Rozwiqzanie

Przekroj plaszczyzna prostopadta do prostej a i zawierajaca punkt O jest trojkatem
CDT, gdzie (CT)=(TD) (wysoko$¢ $ciany czworo$cianu), zas (CD) jest bokiem $ciany czwo-
ro$cianu. Zastosowano tu metode transformacji (rys. 5.180d).

W uktadzie [I, 2] prosta a jest drugowarstwowa. Wprowadzamy kierunek 3|ja, uktad
[2,3] i ptaszczyzng porownawcza ¢l2. Plaszczyzna a=aO jest rzutujaca. Do prostej a naleza
punkty A i B (a’=A’=B’=T?), punkt C* znajdujemy odmierzajac od punktu O odcinek rowny
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2|0°T%|. (C°T?) jest wysokoscia Sciany czworo$cianu. Obracamy « do potozenia na plaszczy-
zng @ i otrzymujemy C° i O°. Nastgpnie budujemy trojkat A°B°C® przy czym (A, B)ca.
W trzecim rzucie budujemy trdjkat przekroju czworo$cianu ptaszczyzna prostopadia do a:
(C°D’T?), (C*T*=(D’T?)=h §ciany czworoécianu, (C*D*) réwny dtugosci boku czworoscianu.
Wyznaczamy w rzucie drugim punkt D, oraz rzut pierwszy czworoscianu. Ustalamy widocz-
no$¢. Przy rozwiazywaniu tematu c) potrzebne sa dwie transformacje poniewaz prosta a jest
ogoélna: 3La i 4||a. Dalej zadanie rozwiazuje si¢ jak d).

Rys. 5.180
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Cwiczenie 104
Dana jest prosta m i punkt C wyznaczajace ptaszczyzne «. Wyznaczy¢ rzuty o$mioscia-
nu foremnego (ABCDEF) gdy wierzchotki A i B em (rys. 5.181a).

a)

21
R

Rys. 5.181

Rozwiqzanie

Rysunek 5.181c przedstawia rozwiazanie metoda klasyczna. Wyznaczamy ktad ptasz-
czyzny o=mC na plaszczyzng pierwszowarstwowa ¢. Osig obrotu jest prosta a=ang. W kla-
dzie wyznaczamy trojkat réwnoboczny A°B°C® oraz jego $rodek O°. Wyznaczamy rzuty:
pierwszy i drugi wierzchotkow trojkata i punktu O. Nastepnie przez punkt O prowadzimy
prosta n prostopadia do ptaszczyzny a. Jest ona prostopadia do prostych warstwowych a i b
zawartych w a. Za pomoca punktu O i dowolnie obranego na prostej n punktu IV wyznacza-
my ktad prostokatny prostej n. Na tej prostej (na n*) odmierzymy odcinek (OS) czyli odle-
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glos¢ O - srodka kota wpisanego w trojkat od punktu S - srodka o§mios$cianu. Rysunek pogla-
dowy o$mios$cianu foremnego (rys. 5.181b) pokazuje jak wyznaczy¢ odcinek (SO). Trojkat
(CPS) jest trojkatem prostokatnym a odcinek (SO) jest wysokoscia tego trojkata wystawiona
z wierzchotka S prostopadle do CP. Aby wyznaczy¢ odcinek (SO) rysujemy trojkat (ABC)
(rys. 5.181d) przystajacy do (A°B°C°) i obracamy ptaszczyzng SLABC o 90°. Poniewaz
CS_LSP, punkt S* musi naleze¢ do okregu ktorego $rednica jest odcinek (CP).Odcinek rowny
|0S*| z rysunku d) odmierzamy na n* od punktu O**. Otrzymujemy na prostej n* punkt S
inan': S'. Punkt S jest rodkiem symetrii dla pozostatych wierzchotkéw o§mioscianu: D, E
i F. Wyznaczamy je rysujac przez A,B i C przekatne i odmierzajac te same odleglosci od
punktu S. Ustalamy widoczno$¢ w obu rzutach.

ZADANIA

1. Dany prostokat (A'B'C'D'Y jest rzutem kwadratu bedacego: 1) podstawa sze$cianu
(ABCDEFGH), 2) przekrojem o$mioscianu foremnego (ABCDEF), oraz dany jest pozo-
staly rzut jednego z punktow prostokata. Wykresli¢ rzuty podstawowe: 1) szescianu, 2)
osmioscianu foremnego (rys. 5.182).

2. Dany romb (A’B’C’D?) jest rzutem kwadratu bedacego przekrojem o$mioscianu forem-
nego (ABCDEF) oraz dany jest pierwszy rzut punktu A. Wykresli¢ rzuty podstawowe
o$mios$cianu (rys. 5.183).

2! 5
B' B’
O
A!
C\
Dl
Rys. 5.182
—21» <—12
Al

Rys. 5.183
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3.

a)

Dany jest: a) rzut pierwszy, b) rzut drugi trojkata rownoramiennego (ABC) bedacego pod-
stawa czworoscianu foremnego oraz pozostaly rzut jednego z punktéw trojkata. Wyzna-
czy¢ rzuty podstawowe czworo$cianu (rys. 5. 184ab).

b)

5.184ab

4. Wrykresli¢ rzuty czworos$cianu foremnego, ktorego podstawa (ABC) zawarta jest w plasz-

5.

czyznie pierwszorzutujacej @, a bok (AB) zawarty jest w prostej m (rys. 5.185).

Dane sa rzuty prostej ogélnej m i punktu Agm. Wykresli¢ rzuty graniastostupa prawidto-
wego (ABCDEFGH), ktorego jedna krawgdz boczna zawarta jest w prostej m, a punkt A
iprosta m naleza do jednej $ciany bocznej (rys. 5.186). Wysokos$¢ graniastostupa rowna
jest 2p (Am).

1
®=m

Rys. 5.185 5.186

. Dana jest ptaszczyzna o prostymi przecinajacymi si¢ e i /- Wyznaczy¢ rzuty: 1) szeScianu

o boku réwnym 3 cm i wierzchotkach A i B zawartych w prostej e 1 wierzchotku C naleza-
cym do prostej £, 2) o$mioscianu foremnego o boku rownym 3 cm i o przekroju (ABCD)
zawartym w plaszczyznie a gdy wierzchotki A i B zawarte sa w prostej f'a wierzchotek C
nalezy do prostej e (rys. 5. 187ab).

. Dane sa proste rownolegle ¢ i u, oraz punkt Tet Wyznaczy¢é rzuty szeScianu

(ABCDEFGH) o przeciwlegtych krawedziach (AB)ct, (GH)cu. Punkt T jest srodkiem
krawedzi (AB) (rys 5.188a,b,c,d).

Uwaga: Rysunki 5.188c i d pokazuja dwa sposoby przestrzennego rozwigzania zadania.
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b)

a)

Rys. 5.187

b)

a)

)

<)

Rys. 5.188
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8. Dane sa: prosta f, punkt Aetr oraz punkt Mgz. Wykresli¢ rzuty prostopadtoscianu
(ABCDKLMN) o podstawach bedacych kwadratami i boku (AK)c ¢ (rys. 5. 189).

a) b)

oM

Rys. 5.189

9. Dana jest prosta m oraz punkt S ¢m. Punkt S jest srodkiem $ciany sze$cianu, za$ do pro-
stej m nalezy przekatna gléwna sze§cianu. Wykresli¢ rzuty sze$cianu (rys. 5.190).

Uwaga: Wyznaczy¢ potozenie warstwowe pltaszczyzny y=mS krojacej szescian w prostokacie

(ABGH) i1 wyznaczy¢ odleglo$¢ punktu S od prostej m. Nastepnie narysowac na innym ry-

sunku taki sam prostokat przekroju dla dowolnego szeScianu i korzystajac z podobienstwa fi-

gur wyznaczy¢ interesujacy nas prostokat i przenies¢ go na ptaszczyzng y. Przekatne $cian

(FC) i (ED) sa prostopadte do ptaszczyzny y (rys. 5.190b).

a) b)

9!

Rys. 5.190

10. Dane sa: plaszczyzna o=Am, oraz punkt Fegoa. Wyznaczy¢ rzuty prostopadto$cianu
(ABCDEFGH) o podstawie (ABCD)c« i wierzchotku Dem (rys. 5.191a,b,c, ).

11. Dane sa rzuty prostej m i punktu S. Punkt S jest $rodkiem o$mio$cianu foremnego, za$
W prostej m zawarta jest krawedz o$mios$cianu. Wyznaczy¢ jego rzuty (rys. 5.192a,b).
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a) b)

2! |5

[ <«
Al A}
o
Fo o F°
m, m,
c)
H G
E F
o bl ic|
A "B,
Rys. 5.191
a) b)
2' |5
oS o §
1
m 2
m
Rys. 5.192

12. Dane sa rzuty prostej ¢ i punktu S. Punkt S jest §rodkiem o$mioscianu foremnego, za$
w prostej ¢ zawarta jest wysoko$¢ Sciany. Wykresli¢é rzuty tego o$mio$cianu (rys.
5.193a,b).

Uwaga: Prosta ¢ i punkt S wyznaczaja plaszczyzng ¢, ktora kroi oSmioscian foremny w rombie

o bokach rownych wysokosci $cian bedacych trojkatami réwnobocznymi i przekatnych row-

nych: jedna - dtugosci boku, druga - odlegtosci przeciwlegtych wierzchotkow. Na rysunku

5.193b jest to romb (CPFR). Romb ten otrzymamy w kladzie ptaszczyzny przekroju & lub

w potozeniu warstwowym plaszczyzny ¢ otrzymanym przez transformacje. Boki (AB) i (CD)

sa prostopadite do &.
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a) b)

Rys. 5.193

a) b)

Rys. 5.194

13. Dany jest odcinek (EF) oraz plaszczyzna a. Wyznaczy¢ rzuty o$mioScianu foremnego
(ABCDEF) o przekatnej (AC) rownoleglej do ptaszczyzny « (rys. 5.194a,b).

Uwaga: Przekatna (AC) jest rownolegla do krawedzi ptaszczyzny o z plaszczyznafl zawiera-
jaca przekroj (ABCD).

10.2. Przekroje wieloscianéw

Plaszczyzng przecinajaca wieloscian nazywamy plaszczyzna sieczna, a wynik przecig-
cia przekrojem. Przekrdj jest wielokatem ptaskim, ktorego boki sa odcinkami krawedzi $cian
wielo$cianu z plaszczyzna sieczna, a wierzchotki sa punktami przebicia ptaszczyzny siecznej
krawgdziami wieloscianu. Najwygodniej jest znalez¢ przekrdj wielo§cianu gdy ptaszczyzna
sieczna jest rzutujaca. W przypadku jak na rysunku 5.195 pierwsze rzuty punktéw przebicia
plaszczyzny pierwszorzutujacej @ krawedziami graniastostupa naleza do @', a drugie rzuty
punktdéw, za pomoca odnoszacych, znajdujemy na drugich rzutach odpowiednich krawegdzi.

Jezeli ptaszczyzna sieczna nie jest rzutujaca, mozna poshugujac si¢ transformacja spro-
wadzi¢ ja do potozenia rzutujacego.
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Rys. 5.195

Cwiczenie 105
Dane sa rzuty podstawowe o$mio$cianu foremnego oraz plaszczyzny siecznej @ danej
punktem P i prosta pierwszowarstwowa p. Wyznaczy¢ przekroj o$mioscianu.

Rys.5.196

Rozwiqzanie

Wprowadzamy rzutni¢ 773 prostopadia do p [1, 2], 3||p, [1, 3] i plaszczyzng poréwnaw-
cza ¢l3. Wyznaczamy trzeci rzut o$mioscianu oraz ptaszczyzny o (rys. 5.196) Plaszczyzna
jest trzeciorzutujaca, wigc rzuty punktow przebicia krawedzi o$mioscianu z plaszczyzna
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sieczna znajdujemy na @’. Za pomoca odnoszacych wyznaczamy rzuty pierwszy i drugi tych
punktow na rzutach odpowiednich krawedzi. Ustalamy widocznosé.

Cwiczenie 106

Dane sa rzuty ostrostupa (ABCDW) o podstawie (ABCD) zawartej w plaszczyznie ¢
oraz plaszczyzny y = KLM. Wyznaczy¢ przekrdj ostrostupa plaszczyzng y oraz ustali¢ wi-
docznos$¢ czgscei ostrostupa znajdujacej si¢ pomiedzy plaszczyznami @i y(rys.5.197a).

Rozwiqzanie

Wyznaczamy prosta all i acy. Kierunek 3||a. Ptaszczyzna porownawcza jest plaszczy-
zna @ (rys. 5.197b). Plaszczyzna y jest trzeciorzutujaca, wobec czego punkty przebicia krawg-
dzi ostrostupa znajduja si¢ na »’. Oznaczamy te punkty od I do V kolejno na podstawie i sa-
siednich krawedziach ostrostupa. Znajdujemy rzuty pierwszy i drugi tych punktéw. Nie zaw-
sze mozna wyznaczy¢ rzuty w kolejnosci za pomoca tylko odnoszacej. I tak: punkt IV! cBW
znajdujemy prowadzac z IV® odnoszaca do przeciecia z B'W', IV wyznaczamy odmierzajac
ceche, nastepnie I1I' prowadzac odnoszaca z III°. Laczymy wierzchotki przekroju i ustalamy
widoczno$¢: rzutu drugiego ze wzgledu na zwrot prostej 2, rzutu pierwszego ze wzgledu na
zwrot prostej 1.

a)
OK2

D]

Rys. 5.197a

202



b)

Rys. 5.197b

10.3. Punkty przebicia wielo$cianow prosta

Dowolna prosta, nie zawierajaca krawedzi wieloscianu i nie nalezaca do Zzadnej $ciany
wielo$cianu, przebija wieloscian wypukly co najwyzej w dwoch punktach. Bez pomocy kon-
strukcji dodatkowych punkty te mozna uzyskaé, jezeli przebite Sciany wieloScianu sa rzutuja-
ce. Na rysunku 5.198 pierwsze rzuty punktéw otrzymujemy od razu, drugie otrzymujemy za
pomoca odnoszacych. W przypadku, gdy prosta jest rzutujaca jak na rysunku 5.199
(m - pierwszorzutujaca), rzuty pierwsze punktéw przebicia otrzymujemy od razu, rzut drugi
punktu P znajduje si¢ na rzucie drugim podstawy, a punkt Q wyznaczamy postugujac si¢ pro-
sta pomocnicza WL.

lZ

— T W2

Rys. 5.198 Rys.5.199
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W innych przypadkach nalezy:
1) przez prosta poprowadzi¢ ptaszczyzne,
2) wyznaczy¢ przekroj wielo$cianu tq ptaszczyzna,
3) wyznaczy¢ punkty przecigcia sig prostej z wielokatem przekroju.
Praktyczne jest wprowadzenie pomocniczej plaszczyzny rzutujacej, a ponadto: przy
graniastostupach — plaszczyzny réwnoleglej do krawedzi bocznych graniastostupa, przy
ostrostupach — ptaszczyzny zawierajacej wierzchotek ostrostupa.

Cwiczenie 107
Wyznaczy¢ punkty przebicia graniastostupa prosta /.

Rozwiqzanie 1

Przez prosta [ prowadzimy plaszczyzng np. drugorzutujaca ¢, ktéra przecina pobocznice
graniastostupa w czworokacie (I II IIT TV) (rys. 5.200). Drugi rzut czworokata przekroju
(1P 11121V?) jest odcinkiem. Wyznaczamy rzut pierwszy czworokata. Pierwsze rzuty bokow
czworokata (I' II'y i (III' IV') przecinaja prosta / odpowiednio w punktach P' i Q. Drugie
rzuty P? i Q* wyznaczamy za pomoca odnoszacych na prostej /*. Ustalamy widoczno$é prostej
wzgledem wieloscianu. Punkt P w obu rzutach znajduje si¢ na Scianie widocznej, a punkt Q
w obu rzutach nalezy do $ciany niewidocznej. Stad prosta / jest widoczna w obu rzutach do
punktu P i od zarysu wieloécianu.

Rys. 5.200

Rozwiqzanie 11

Przez prosta [ prowadzimy plaszczyzne ¢ réwnolegla do krawedzi bocznych graniasto-
stupa (rys. 5.201a, b). Plaszczyzna ¢ jest wyznaczona prostymi przecinajacymi si¢ / i ¢, gdzie
t jest rownolegta do krawedzi graniastostupa. Wyznaczamy krawedz a plaszezyzny ¢ z ptasz-
czyzna & podstawy graniastostupa (@ = ¢Ne). Krawedz ta przecina trojkat podstawy w punk-
tach A i B. Przekrdj graniastostupa plaszczyzna ¢ jest rownolegtobokiem o bokach (AC) || ¢
i (BD) || t. Wielokat przekroju wyznaczony w pierwszym rzucie przecina prosta /' w punktach
P'i Q', ktore sa pierwszymi rzutami punktéw przebicia. Drugie rzuty punktow P i Q wyzna-
czamy za pomoca odnoszacych. Wyznaczamy widoczno$¢ prostej / wzgledem graniastostupa.
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Rys. 5.201

Cwiczenie 108
Wyznaczy¢ punkty przebicia ostrostupa pigciosciennego o wierzchotku W prosta m.

Rozwiqzanie I

Zadanie mozna rozwigza¢ (podobnie jak w ¢wiczeniu 107, rozwigzanie I) wprowadza-
jac przez prosta, plaszczyzng rzutujaca ¢ (rys. 5.202). Przekrojem ostrostupa ptaszczyzna &
jest czworokat (I, 11, III, IV). Rzuty drugie punktow przekroju z wyjatkiem punktu II otrzy-
mujemy za pomoca odnoszacych, natomiast punkt II nalezy do krawedzi DW profilowej i
mozemy go znalez¢ stosujac twierdzenie Talesa lub jak na rys. 5.202 . Punkt II umieszczamy
na prostej Il V zawartej w $cianie (EDW) i réwnoleglej do krawedzi ED. (II' V' |D'E"),
VZeE*W? i V2 I||[E’D?. Ustalamy widoczno$é przekroju i punkty P i Q przeciecia przekroju
Z prosta m.

Rys. 5.202

Rozwiqzanie 11

Przez wierzchotek ostrostupa prowadzimy prosta / przecinajaca prosta m (lub rownole-
gla do niej). Proste m i [ wyznaczaja plaszczyzng ¢, ktdra przecina ostroshup w trojkacie
(rys.5.203a, b). Wyznaczamy krawedz przecigcia si¢ plaszczyzny ¢ i plaszczyzny ¢ podstawy
ostrostupa - f. Krawedz f przecina podstawe w punktach A i B. Przekr6j jest trdjkatem
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(AWB), punkty P i Q przecigcia przekroju prosta m sa punktami przebicia.

Rys. 5.203

10.4. Rozwinigcia wieloScianow

Przez rozwinigcie wielo$cianu rozumiemy sumg ktadow jego $cian. Rozwinigcie wielo-
$cianu nazywane jest tez s iatk a . Rozwinigcia wielo§cianow foremnych wykreslamy bez
uzycia dodatkowych konstrukcji. Rysunek 5.204a,b,c,d,e przedstawia siatki wielo§ciandw fo-
remnych odpowiednio: czworo$cianu, sze$cianu , o$mioScianu, potowy dwunasto$cianu
i dwudziestoscianu.

a) b)
c) d)
e)

VAVAVAVAVAN
INININININ/

VVVVV

Rys. 5.204
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Cwiczenie 109
Wyznaczy¢ rozwinigcie ostrostupa.

Rozwiqzanie I
Obracamy kazda $cian¢ boczna dookota jej krawedzi z podstawa na ptaszczyzng pod-
stawy (rys. 5.205)(Ktad ptaszczyzny zostal omoéwiony w rozdziale V. 7, (rys. 5.91)

Rys. 5.205

Rozwiqzanie 11

Obracamy kazda krawedz boczna dookota prostej / (w tym wypadku pierwszorzutuja-
cej) przechodzacej przez wierzchotek ostrostupa, do potozenia rownolegltego do rzutni drugiej
jak na rysunku 5.88 ( rys. 5.200).

Dlugosci krawedzi bocznych ostrostupa WA ... sa réwne dlugo$ciom odcinkow
(W?A %) ... . Jesli podstawa zawarta jest w plaszczyznie warstwowej, nie musimy wyznaczaé
jej wielkosci. W innym przypadku wielko$¢ podstawy uzyskamy za pomoca transformacji.
Majac dane krawedzie podstawy, jej ksztalt oraz dlugosci krawedzi pobocznicy budujemy
siatke pobocznicy.
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Rys. 5.206

Siatke ostrostupa $cigtego najwygodniej otrzymaé rysujac siatke catego ostroshupa,
a nastgpnie nanie$¢ wierzchotki gornej podstawy na odpowiednie krawedzie. Rysunek 5.207
przedstawia rozwinigcie ostrostupa $cigtego. Zastosowano tu wyznaczanie dtugosci krawedzi
bocznych jak na rysunku 5.90. W przypadku, gdy sa trudnosci w wyznaczaniu siatki nie $cie-
tego ostrostupa, np. niektore elementy konstrukcji wystgpuja poza arkuszem rysunkowym,
mozna podzieli¢ jego §ciany boczne na trojkaty i wyznaczy¢ ich wielkosci lub wpisa¢ w niego
ostrostup podobny o krawedziach bocznych rownolegtych do krawedzi danego ostrostupa
i wyznaczy¢ jego siatke.
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Rys. 5.207

Cwiczenie 110
Wyznaczy¢ rozwinigcie ostrostupa S$cigtego o podstawach réwnolegtych (ABCD)
i (KLMN).

A=C* K, D*

Rys. 5.208

Rozwiqzanie

Przyjmujemy punkt K za wierzchotek ostrostupa podobnego do danego i rysujemy kra-
wedzie jego pobocznicy(KD;)||(ND)(KC)[|(MC) i (KB;) || (LB). Podstawa(AB,C;D,) jest
podobna do (ABCD) (rys. 5.208). Wyznaczamy wielko$¢ krawedzi (KA) , (KB;) , (KC)
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i (KDy) 1 budujemy siatke ostrostupa o wierzchotku K. Na boku A°D; siatki nanosimy odci-
nek (A°D°) = (AD) i z punktu D° kreslimy rownolegla do odcinka (D;K°). Réwnolegta do
A°D° i zawierajaca punkt K° przecina poprzednio wykreslona prosta w punkcie N°. W po-
dobny sposob kreslimy §ciang (D°C°M°N°). Z punktu D° siatki kreslimy odcinek (D°C°®)
=(DC) réwnolegty do D;=C,, a z punktu C° rownolegla do K°C,°, prosta przechodzaca przez
punkt N° i rownolegta do D°C°przecina poprzednio wykreslona rownolegta w punkcie M°.
Podobnie wykre§lamy trzecia $ciang (C°B°L°M°), korzystajac z tego, ze (C°B°) = (CB)
(C°B? ||C1°B;°) i B°L° || B;°K°. Analogicznie tez kreslimy $ciang (B°A°K°L°). Na koniec do
krawedzi (D°C°) dorysowujemy podstawe dolna (A°B°C°D°), a do (M°N°) - podstawe gorna
(K°L°M°N®).

Rozwinigcie graniastostupa prostego, ktorego krawedzie sa prostopadte do rzutni mozna
uzyskaé bez dodatkowych konstrukeji jak na rysunku 5. 209. Przyktady rozwinig¢ graniasto-
stupa pochytego podaja ¢wiczenia 111 i 112, oraz sposob przedstawiony na rys. 5. 212.

Rys. 5.209

Cwiczenie 111
Wyznaczy¢ rozwinigcie graniastostupa pochytego, ktorego krawgdzie boczne sa row-
nolegle do rzutni.

Rozwiqzanie

Pierwsze rzuty krawedzi bocznych sa przystajace do tych krawgdzi (rys. 5.210). Wpro-
wadzamy rzutni¢ 73 réwnolegla do wielokata podstawy i otrzymujemy jego wielkos¢. Mamy
uktady [1, 2] i [1, 3] i ptaszczyzne poréwnawcza ¢L1 (lub osie x;; i x;3). Rozcinamy po-
bocznice graniastostupa wzdhuz krawedzi (AA;) i obracamy wokoét niej pozostale $ciany tak,
aby byly zawarte w plaszczyznie warstwowej. Odcinki (AB) , (BC) i (CA) sa przystajace od-
powiednio do odcinkéw ( A;B; ), (B;C;)i(C;A}).
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Rys. 5.210

Cwiczenie 112
Wyznaczy¢ siatke graniastostupa pochytego.

Rys. 5.211
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Rozwiqzanie

Kreslimy nowy rzut graniastostupa na ptaszczyzng réwnolegta do krawedzi bocznych
i otrzymujemy w tym rzucie dtugosci krawedzi (rys. 5.211). W ukladzie [1,2] prosta 3 jest
prostopadta do krawedzi graniastoshupa; uktad [1,3] i plaszczyzna porownawcza £11.

Przecinamy graniastostup plaszczyzna v prostopadla do krawedzi bocznych i wyzna-
czamy wielkos$¢ przekroju zwanego przekrojem normalnym, stosujac ktad prostokatny plasz-
czyzny v. Kad przekroju (O*P*R*S*) uzyskujemy przez odmierzenie odleglosci jego punk-
tow od nowej rzutni rownych odleglosciom punktéw podstawy od tej rzutni. Boki powstatego
przekroju sa réwne odleglosciom migdzy krawgdziami bocznymi. Kreslenie innych rzutow
przekroju jest zbyteczne. Siatke budujemy nastepujaco: wykreslamy na dowolnej prostej boki
przekroju normalnego i przez punkty O, P, R, S kreslimy proste prostopadie do linii przekro-
ju, po czym odmierzamy na nich dlugosci poszczegodlnych krawedzi bocznych odmierzajac po
obu stronach linii przekroju odcinki lezace przed i za ptaszczyzna v; np.: | OA | =| O’A’ | oraz
| OE | = | O’E® | itd. Uzupetniamy siatke dorysowujac obie podstawy.

Rozwinigcie graniastostupa pochytego mozna jeszcze wykresli¢ przez obrot $cian po-
bocznicy dookota krawedzi podstawy do potozenia na ptaszczyzng podstawy (rys. 5.212).

Rys. 5.212

10.5. Przenikanie wielo$cianow

Linia przenikania nazywamy zbiér punktow wspolnych $cian dwoch wieloScianow.
Wierzchotkami wielokata przenikania sa punkty przebicia §cian jednego wielo$cianu krawe-
dziami drugiego wielo$cianu oraz punkty przebicia Scian drugiego wielo$cianu krawedziami
pierwszego wielo$cianu. Linia przenikania jest na ogot wielokatem przestrzennym, cho¢ mo-
ze rozpadac si¢ na dwa wielokaty. Sposoby wyznaczania linii przenikania wielo$cianéw sa
przedstawione w literaturze F. E. Otto, Z. Lewandowski., T. Rachwat, St. Szerszen i inne.
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ZADANIA

1. Wyznaczy¢ punkty przebicia wielo$cianu prosta (rys. 5.213) oraz ustali¢ widoczno$¢ pro-
stej.

a) b)

Rys. 5.213
2. Wykresli¢ rzuty przekroju wielo$cianu plaszczyzng o = ab (rys. 5.214ab).

a)

Rys. 5.214
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3. Wyznaczy¢ rozwinigcie ostroshupa Scigtego (rys. 5.215).

N=K’ L=M*

Rys. 5.215

4. Wyznaczy¢ rozwinigcie graniastostupa z zadania 1, (rys. 5.213ab) z naniesieniem punktow
przebicia na rozwinigciu.

5. Wyznaczy¢ rozwinigcie ostrostupa z zadania 1. (rys. 5.213cd)z naniesieniem punktow
przebicia na rozwinigciu.

11. Powierzchnie

Przedmiotem rozwazan w niniejszym rozdziale sa wlasciwosci powierzchni stuzacych
do projektowania i budowania obiektéw inzynierskich budowlanych jak powtoki budowlane,
oraz urzadzenia do sktadowania i transportowania materiatow sypkich, ciektych i gazowych
stosowanych w urzadzeniach sanitarnych.

11.1. Klasyfikacja powierzchni

Klasyfikacja powierzchni podana jest tu za Stanistawem Polanskim ,,Geometria wy-
kreslna — podstawy zapisu wykreslnego konstrukcji inzynierskich". Rysunek 5.216 przed-
stawia podzial zbioru powierzchni na odpowiednie podzbiory zwane klasami powierzchni.
Zbioér powierzchni rozpada si¢ na dwa podzbiory: klasg¢ powierzchni prostoliniowych i klase
powierzchni nieprostoliniowych.

Powierzchnia prostoliniowa 7 ma t¢ wlasciwos¢, ze kazdy punkt Xcn nalezy co naj-
mniej do jednej prostej xc 7. Powierzchnia nieprostoliniowa tej wtasciwosci nie ma. Tworza-
caq powierzchni prostoliniowej nazywamy kazda prosta xc7, gdy w jej otoczeniu istnieje inna
prosta a — 77 r6zna od x. Na rysunku 5.217 proste ¢, g, s sa tworzacymi, natomiast prosta a —
nie. Inny podzial zbioru powierzchni wyroéznia klas¢ powierzchni rozwijalnych i nierozwijal-
nych. Powierzchnia prostoliniowa 77 jest rozwijalna, jezeli przez dwa punkty zwyczajne po-
wierzchni, nalezace do jednej tworzacej poprowadzone plaszczyzny styczne sa identyczne.
Wszystkie wyzej wymienione powierzchnie sa albo obrotowe albo nieobrotowe. Powierzch-
nie obrotowe powstajq przez obrét prostej lub krzywej dookota proste;.
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Rys. 5.216

Rys. 5.217

Z rysunku 5.216 wynika, ze mozemy wyr6zni¢ sze$¢ klas powierzchni. Rysunek 5.218
przedstawia dalszy podziat powierzchni rozwijalnych, a rysunek 5.219 - podzial powierzchni
skosnych.

W budownictwie, a w szczeg6lnosci w tworzeniu powlok budowlanych szerokie zasto-
sowanie maja powierzchnie prostoliniowe rozwijalne oraz nierozwijalne zwane sko$nymi.
Omoéwimy tylko niektore z nich. Powierzchnie te przedstawione sa dokladnie w literaturze:
,Geometria powlok budowlanych" — St. Polanskiego oraz w literaturze uzupehniajace;.

Wisrdéd powierzchni rozwijalnych wyrézniamy powierzchnie wiazkowe i niewiazkowe.
Powierzchnie wiazkowe sa to takie, dla ktorych ztacz kazdych dwoch roéznych tworzacych
jest plaszczyzna. Czgscia wspdlng wszystkich tworzacych jest punkt. Jezeli jest on punktem
wlasciwym zwanym wierzcholkiem, to powierzchni¢ nazywamy stozkowa. Jezeli jest to
punkt niewtasciwy — powierzchnia walcowa. Kierownica powierzchni nazywamy krzywa
zawartag w powierzchni przecinajaca wszystkie tworzace tej powierzchni.
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Rys. 5.218

POWIERZCHNIE
SKOSNE

Rys. 5.219
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11.2. Punkt zawarty w powierzchni

Punkt jest zawarty w powierzchni jezeli nalezy do prostej lub krzywej zawartej w po-
wierzchni.

Cwiczenie 113

a) Wyznaczy¢ rzuty punktu A lezacego na potudniku gtéwnym danej sfery, oraz punktu
B lezacego na jej rowniku. Przyjaé, ze jeden z rzutéw obu punktow jest niewidoczny.

b) Dany jest drugi rzut punktu A sfery. Wyznaczy¢ pierwszy rzut punktu A sfery, przy-
jaé, ze w rzucie drugim punkt A jest niewidoczny.

Rozwiqzanie a)

Wykre§lmy rzut pierwszy poludnika gtownego pa(Aepa) oraz rzut drugi réwnika
re(Berp) (rys. 5.220a,b).

Wszystkie punkty potudnika gléwnego pa sa w drugim rzucie widoczne. Wynika z tego,
ze punkt A jest niewidoczny w rzucie pierwszym. Zatem punkt A i jego drugi rzut A* musza
mie¢ mniejsza ceche niz rownik sfery. Przyjmujemy drugi rzut punktu A ponizej rzutu réwni-
ka, po czym odnosimy go do rzutu pierwszego.

a) b)

réwnoleznik

potudnik

réwnik

Rys. 5.220

Wszystkie punkty réwnika rg sa w pierwszym rzucie widoczne. Aby punkt B byt
w drugim rzucie niewidoczny musimy tak przyja¢ jego rzut pierwszy, by jego cecha byta
mniejsza od cechy potudnika gléwnego i odnosimy go do rzutu drugiego.

Rozwiqzanie b)

Kreslimy drugi rzut plaszczyzny & pierwszowarstwowej, zawierajacej punkt A (rys.
5.221). Plaszczyzna ¢ przecina sfer¢ w rownolezniku r,. Wyznaczamy pierwszy rzut rowno-
leznika i za pomoca odnoszacej wyznaczamy A' tak, aby cecha punktu A byta mniejsza od
cechy poludnika gléwnego. Punkt A w rzucie pierwszym jest widoczny poniewaz lezy przed
rownikiem.
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A (piewidoczny)

lo

A widoszny)

Rys. 5.221

Cwiczenie 114
Dane sa rzuty podstawowe powierzchni walcowej o kierownicy zawartej w 7, oraz
drugi rzut punktu A zawartego w tej powierzchni. Wyznaczy¢ pierwszy rzut punktu.

Rozwiqzanie
Zadanie ma dwa rozwiazania. Punkt A moze naleze¢ do widocznej w drugim rzucie
cze$ci pobocznicy walca jak i do niewidocznej. Zapiszmy wige: (A2 = A7) ,(rys. 5.222).

7
’

Rys. 5.222
Przez punkt A} = A poprowadzimy drugi rzut tworzacych  =t, . Tworzace te prze-

cinaja kierownicg walca w punktach L i K. Wyznaczamy pierwsze rzuty tworzacych ¢ i ¢
i na nich pierwsze rzuty punktow A; i A,. W rzucie drugim widoczny jest punkt A, gdyz ma
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wigksza cechg niz punkt A;. W pierwszym rzucie widoczny jest punkt A; gdyz lezy na wi-
docznej w pierwszym rzucie tworzacej ¢;; punkt A, jest niewidoczny, gdyz tworzaca ¢, jest
niewidoczna w rzucie pierwszym.

Cwiczenie 115

Dane sa rzuty podstawowe powierzchni stozkowej o wierzchotku W i kierownicy & za-
wartej w 7 oraz pierwszy rzut punktu A nalezacego do tej powierzchni i widocznego w rzu-
cie pierwszym. Wyznaczy¢ drugi rzut punktu.

Rys. 5.223

Rozwiqzanie

Przez punkt A' kreslimy rzut tworzacej ' widocznej w rzucie pierwszym (rys. 5.223).
Wyznaczamy rzuty punktu przecigcia tworzacej £, z kierownica k: L' i L? i kreélimy rzut drugi
tworzacej 7. A? znajduje si¢ na t} . W rzucie drugim punkt A jest niewidoczny poniewaz na-
lezy do tworzacej ¢, ktorej rzut drugi jednoczy si¢ z rzutem drugim tworzacej £, widocznej
W tym rzucie.

Punkt na dowolnej powierzchni obrotowej znajdujemy prowadzac przez punkt ptasz-

czyzng tnaca powierzchni¢ w okregu jak na rysunku 5.224 .Punkt znajduje sig¢ na okregu.
12

Rys. 5.224
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11.3. Budowa bryl obrotowych

Cwiczenie 116

Dane sa rzuty prostej /12 i prostopadtej do niej prostej g (g12). Wyznaczy¢ rzuty stoz-
ka obrotowego o osi / wysokosci rownej S0mm i okregu podstawy stycznym do prostej g (rys.
5.225a).

a)

Rys. 5.225
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Rozwiqzanie

Prosta g1/ zawarta jest w plaszczyznie all. Plaszczyzna « jest drugorzutujaca (rys.
5.225b). Wprowadzamy 3||/; [1, 2] [1, 3] i ¢L2. W trzecim rzucie otrzymujemy S’=F i prosta
2. p(S’g’)= 1. Wykreslamy okrag podstawy styczny w punkcie E do prostej g. Wygodnie
jest przyjaé¢ na okregu podstawy dwie $rednice prostopadle do siebie: (AB)12 i (CD)||2, (patrz
¢wiczenie 90, rys. 5.157). Drugi rzut okrggu jest odcinkiem o dtugosci 2r, a drugi rzut stozka
jest trojkatem. Wyznaczamy pierwsze rzuty $rednic (AB), (CD) i wykre§lamy elips¢ lub za-
stepujacy ja owal. Punkt E jest punktem stycznos$ci do prostej g. Wyznaczamy z konstrukeji
V, rys. 1.6 styczne do podstawy stozka. Kre§limy rzut pierwszy stozka i ustalamy widocznos$¢
podstawy w rzucie pierwszym postugujac si¢ kierunkiem i zwrotem prostej 1.

Cwiczenie 117

Dany jest trojkat (ABC) w potozeniu rzutujacym (rys. 5.226a). Wyznaczy¢ rzuty stozka
obrotowego o okreggu podstawy opisanym na trojkacie (ABC). Wysokos¢ stozka rowna si¢ 45
mm.

a)

b)

Rys. 5.226

Rozwiqzanie
Obracamy ptaszczyzng o trojkata o 90° 1 rysujemy jego ktad prostokatny na ptaszczy-
zng @. Kreslimy okrag opisany na trojkacie (A*B*C*) i przyjmujemy na nim dwie $rednice (I
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11y i (111 IV) prostopadte do siebie i jedna rownolegla do o', a druga prostopadta. Rzut pierw-
szy okregu jest odcinkiem o dlugosci 2r. Wykreslamy rzut drugi okregu. Jest to elipsa o
osiach (IT1* IV?)=2r i (I* I1?). Zamiast elipsy mozna wykresli¢ owal. W prostej /Lo zawieraja-
cej $rodek S okregu odmierzamy w rzucie pierwszym wysoko$é rowna 45Smm. Rzut pierwszy
stozka jest trojkatem. W rzucie drugim wyznaczamy punkty stycznosci (rys. 1.8) i rysujemy z
punktu W wierzchotka styczne do elipsy. Ustalamy widoczno$¢. W zadaniu na rysunku 5.226
podstawa stozka jest widoczna.

Cwiczenie 118

Dane sa: 0§ walca obrotowego [ oraz prosta drugowarstwowa a prostopadia do osi /.
Wyznaczy¢ rzuty walca obrotowego o okregu podstawy stycznym do prostej @ oraz o wyso-
koS$ci rownej 4 cm (rys. 5.227a).

Rozwiqzanie

Na rys. 5.227b przedstawione jest rozwiazanie za pomoca transformacji. W ukladzie
[1, 2] wprowadzona jest prosta kierunkowa 3L/, powstaje uktad [2, 3] i wprowadzona jest
ptaszczyzna poréwnawcza ol 2. Prosta / jest trzeciowarstwowa a prosta a jest rzutujaca.

Trzeci rzut okregu podstawy walca stycznego do prostej a jest odcinkiem (A*B*).L F.
Odcinek (A’B’) jest érednica okregu w polozeniu trzeciowarstwowym, za$ odcinek
(CD)L(AB) jest trzeciorzutujacy, a tym samym drugowarstwowy. Rzeczywista wielko§¢
promienia okrggu r wystgpuje: » = (A’0*) = (O’B?) = (C*0% = (0’D?). Wyznaczajac rzut
pierwszy nie korzystamy ze znalezienia rzutéw odcinkow (AB) i (CD) gdyz beda to w rzucie
pierwszym odcinki sprzezone elipsy. Odcinek osiowy gtowny (EF) jest prostopadty do osi
I(E'F"Y L I"). Wyznaczamy jeden z punktow elipsy, np. C i za pomoca konstrukcji XIII, rys.
1.21 wyznaczamy odcinek osiowy poboczny (GH). Wysokos¢ walca odmierzamy na prostej
. Odcinek (O°S®) = 4 cm. Rzuty drugiej podstawy walca o $rodku S sa przystajace do po-
przednio wyznaczonej 1 wykresla si¢ ja tak samo. Ustalamy widoczno$¢ podstaw.

a)

Rys. 5.227a
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b)

Rys. 5.227b

Cwiczenie 119

Dane sa dwie proste przecinajace si¢ e i f zawarte w plaszczyznie drugorzutujacej «,
oraz punkt P nalezacy do a. Wyznaczy¢ rzuty walca o wysokosci 60mm i okrggu podstawy
zawierajacym punkt P i stycznym do prostych e i f (rys. 5.228a).

a)

Rys. 5.228a

223



b)

Rys. 5.228b

Rozwiqzanie

W uktadzie [1, 2] wprowadzamy prosta 3 Lo, mamy uktad [2, 3] i ptaszczyzng porow-
nawcza @ L 2 (rys. 5.228b). Plaszczyzna « jest trzeciowarstwowa. W rzucie trzecim wyzna-
czamy dwusieczna d° kata miedzy prostymi e’ /. Na prostej d° obieramy dowolny punkt T*
i kre§limy okrag (k) o $rodku T styczny do prostych e i f. Przez punkt P° rysujemy prosta u° .
Prosta ta przecina okrag (ki) w punkcie P;’. Budujemy trojkat np. (P} T oraz przez punkt
P trojkat podobny (P*S’E*) o bokach réwnolegtych i katach rownych. Punkt S nalezacy do d
jest srodkiem szukanego okregu o promieniu (PS). Zastosowalismy tu jednoktadnos¢ o srodku
w punkcie O. Trzeci rzut walca jest okrggiem poniewaz o$ walca / jest trzeciorzutujaca. Aby
nie zaciemnia¢ rysunku pomijamy przyjecie $rednic sprzgzonych okrggu (Srednic prostopa-
dtych) jak na rysunku 5.226. Rzuty drugie okregdéw podstaw walca sa odcinkami o dlugo-
$ciach réwnych 2r. Odleglo$¢ podstaw jest rowna wysokosci walca. Rzut drugi walca jest
prostokatem. W rzucie drugim przyjmujemy rzuty dwoéch par srednic walca: (AB) 1 (KL).L/
drugowarstwowe 1 (CD) i (MN) drugorzutujace. Wyznaczamy pierwsze rzuty tych $rednic
i kreslimy dwie przystajace elipsy (lub owale). Proste styczne do obu elips sa zarysem walca.
Ustalamy widocznos¢. Ze wzgledu na zwrot prostej 1 widoczna jest podstawa o srodku S,.
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Cwiczenie 120

Dane sa rzuty prostej / oraz punktu A. Wyznaczy¢ rzuty stozka obrotowego o osi /, wy-
sokosci rownej 4 cm i okrggu podstawy zawierajacym punkt A.

Rys. 5.229

Rozwiqzanie

Zadanie rozwiazane jest metoda klasyczna (rys. 5.229b). Podstawa stozka zawarta jest
w plaszczyznie o prostopadtej do osi /, wyznaczonej prostymi warstwowymi a i b, zawieraja-
cymi punkt A i prostopadtymi do osi /. Punkt S jest punktem przebicia prostej / z ptaszczyzna
a. Wielko$¢ promienia okrggu podstawy zostata wyznaczona przez ktad prostokatny odcinka
(SA), |S*A*| = r. Przez punkt S' prowadzimy prosta rownolegta do b', a przez S* prosta row-
nolegta do 4 i odmierzamy na nich $rednice okregu podstawy rowne 2. Srednice (B'C')
i (K’L?) elips bedacych rzutami podstawy sa osiami gtdownymi. Osie poboczne jednocza sie z
rzutami /' i /. Dhugo$¢ odcinkdéw osiowych pobocznych (E'D') i (N*M?) wyznaczamy z kon-
strukcji podanej w rozdziale I (rys. 1.21). Jedng ze znanych metod podanych w rozdziale 1
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wykre§lamy elipsy. Wyznaczamy ktad prostokatny osi / i odmierzamy na /* odcinek
(S*W*) = h. Punkty W' i W? sa rzutami wierzchotka. Z punktow W' i W? wykreslamy stycz-
ne do elipsy jak na rys. 1.6. Ustalamy widocznos$¢ podstaw.

Cwiczenie 121

Dana jest prosta / i odcinek (WQ), przy czym Wel (rys. 5.230a). Wyznaczy¢ rzuty po-
bocznicy stozka obrotowego powstalego w wyniku pelnego ciagtego obrotu odcinka (WQ)
dookota osi /.

a)

Rys. 5.230a

Rozwiqzanie

Kierunki 31 /i 4|| / powoduja to, ze prosta / i 0§ obrotu jest rzutujaca (rys. 5.230). Ma-
my nast¢pujace uktady wiazace [, 2], [2, 3] 1 plaszczyzng pordwnawcza ¢l 1. Przez punkt Q
prowadzimy w rzucie trzecim ptaszczyzng podstawy all. Ina=S - srodek okrggu. Nastgpnym
uktadem wiazacym jest [3, 4] i plaszczyzna pordwnawcza &£13. Rzutnia 7z = o jest plaszczy-
zng obrotu dla punktu Q i kolejne potozenia punktu Q wyznaczaja okrag bgdacy kierownica
wycinka powierzchni stozkowej. Obieramy odcinki $rednicowe sprzezone okregu (A*B*) L 3*
i (C'DY || 3*. Trzeci rzut okregu jest odcinkiem (A’B?), a stozka trojkatem. Pierwszy rzut
okregu jest elipsa o odcinkach osiowych: gtownym (CD) i pobocznym (AB). Rzut drugi
okrggu wyznaczamy jak w ¢wicz. 69, rozwiazanie II (rys. 5.93¢). O$ gtowna (KL) jest prosto-
padta do prostej /. O$ poboczna wyznaczamy za pomocg konstrukeji XIII (rys. 1.21) po
uprzednim wyznaczeniu punktu C. Z punktow W' i W? wyznaczamy styczne do elipsy jak na
rys. 1.6 oraz ustalamy widoczno$¢.
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TR

Rys. 5.230b

Cwiczenie 122

Dane sa rzuty odcinka (WS) oraz plaszczyzna « dwurzutujaca zawierajaca punkt W.
Wyznaczy¢ rzuty stozka obrotowego o wierzchotku W i $rodku podstawy S stycznego do
ptaszczyzny « (rys. 5.131a).

Rozwiqzanie 1

Na rys. 5.231b przedstawione jest rozwiazanie za pomoca metod klasycznych. Przez
punkt S prowadzimy ptaszczyzng £l WS. Wyznaczaja ja proste prostopadte do WS: pierw-
szowarstwowa a 1 drugowarstwowa b. Nastgpnie punkty przebicia prostych a i b: 111l z
plaszczyzna o wyznaczaja krawedz k tych plaszczyzn. Wyznaczamy kilad ptaszczyzny ¢ obra-
cajac punkt I prostej & dookota osi b do polozenia warstwowego. Okrag o $rodku S* = S°
styczny do prostej k® w punkcie M°, jest ktadem podstawy stozka. Rzutem drugim tej pod-
stawy jest elipsa o odcinkach osiowych (A’B%) i (C*D?). Srednica okregu (A°B°) zawarta jest
w osi obrotu h° = b* a wiec (A’B?) jednoczy sie z nia. Punkt C* wyznaczamy przez obrot
punktu C° z ktadu do rzutu. Punkty C* i D? sa symetrycznie potozone wzgledem S. Pierwszy
rzut podstawy wyznaczamy za pomoca odcinkéw osiowych (E'F') i (G'H'). Odcinek osiowy
(E'F') jest prostopadty do prostej I' i zachowuje dtugos¢ 2r okregu podstawy. Wyznaczamy
punkt A'c ' i za pomoca konstrukcji XIII (rys. 1.21) wyznaczamy 1/2 odcinka osiowego
pobocznego . Punkt M jest punktem stycznosci elipsy do prostej k, ktorej rzuty sa jedna z ze-
wngetrznych tworzacych rzutéw stozka. M? wyznaczamy dzieki M°M?156%, M' za pomoca

227



twierdzenia Talesa. Drugi punkt stycznosci jest wraz z M w kazdym rzucie symetrycznie po-
lozony wzgledem osi pobocznych w kierunku osi gléwnych. Wykre§lamy rzuty stozka oraz
widoczno$¢ podstawy w obu rzutach.

a)
2! 1’
o' w! W
S! S?
b)

Rys. 5.231a,b

Rozwiqzanie 11

Do uktadu [1,2] wprowadzamy uktad wiazacy [2, 3] i €12, przy czym 3L /. W rzucie
trzecim mozemy wprowadzi¢ przez punkt S ptaszczyzne £ L [ (rys. 5.231c). Wprowadzamy &
krawedz plaszczyzn: ai f K=di k3:ﬂ %) i obieramy na prostej k dwa dowolne punkty I i 11,
ktdére pozwola na wyznaczenie czwartego rzutu krawedzi w kierunku 4 || /. Mamy uktad [3, 4]
i @L3. Czwartym rzutem podstawy stozka jest okrag o $rodku S* styczny w punkcie L* do
prostej k*. Wyznaczamy dwie prostopadle do siebie srednice okregu (A*B*y 13%i (C*D* || 3.
Tak przyjete $rednice okregu dadza nam w rzucie drugim osie: gtdéwna i poboczna elipsy be-
dacej rzutem okrggu. Rzut pierwszy okrggu wyznaczamy za pomoca innych $rednic okregu,
z ktorych (K'M') jest warstwowa i prostopadta do I, a wiec jej dlugos¢ w rzucie pierwszym
réwna sig 2r okregu podstawy. O§ poboczna znajdujemy z konstrukcji XIII, rys. 1.21 wyzna-
czajac uprzednio dowolny punkt w tym przypadku D. Z punktow W' i W? wyznaczamy
styczne do elips, oraz okreslamy widocznos¢ podstawy w obu rzutach.
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Cwiczenie 123

Dane sa rzuty osi / profilowej oraz rzut pierwszy réwnolegtoboku (ABCD), gdzie B
i Cc [, bedacego prostokatem. Wyznaczy¢ rzuty bryly powstatej w wyniku ciaglego obrotu
prostokata (ABCD) dookota osi / (rys. 5.232a).

Rozwiqzanie

Obracajacy si¢ dookota prostej / prostokat utworzy w przestrzeni walec obrotowy.
W uktadzie [, 2] wprowadzamy 3.1 [, uktad [1, 3] i ¢.L1. Prosta / jest trzeciowarstwowa. Przez
punkty B i C prowadzimy ptaszczyzny £i 3L [ (B>, C*ey?). Poniewaz (AB)L [ i (CD).L [
punkty A i D musza naleze¢ do ptaszczyzn fi y. Wprowadzamy 4||/, uktad [3, 4] 1 6L3. Rzut
czwarty prostokata jest odcinkiem , a rzut walca okrggiem. Podstawy walca znajduja si¢ w
ptaszczyznach f1 y, ich rzuty trzecie s odcinkami. Rzuty pierwsze sa przystajacymi elipsami.
Srednice prostopadle okregu, ktorych rzuty pozwalaja na wykreslenie elips (lub owali) sa
przyjete tylko na jednej podstawie. Proste styczne do obu podstaw sa brzegiem rzutéw walca.
Ustalamy widocznosc.
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ZADANIA

1. Dana jest prosta / oraz punkt A. Wyznaczy¢ rzuty: 1) stozka obrotowego, 2) walca obroto-
wego o osi [, wysoko$ci rownej S50mm i okregu podstawy zawierajacym punkt A (rys.
5.233).

2. Dane sg proste przecinajace e i f zawarte w plaszczyznie pierwszorzutujacej a. Wykreslic
rzuty stozka obrotowego o wysokosci rownej 50mm i okrggu podstawy o promieniu
r=30mm stycznym do prostych e i f (rys. 5.234).

3. Dane sg rzuty trojkata (ABC): a) w polozeniu rzutujacym, b) w potozeniu ogdlnym. Wy-
kresli¢ rzuty stozka obrotowego o wysokosci # = 40mm i okrggu podstawy wpisanym
w trojkat (rys. 5.235a1b).

2|

Rys. 5.234
a) b)
2! I’ 2' 1
B; B B; B
Al A Al A
' C
¢ c

Rys. 5.235
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4. Dane sa rzuty punktu W i plaszczyzny « = Aa. Wyznaczy¢ rzuty stozka obrotowego
o wierzchotku W i okreggu podstawy zawartym w plaszczyznie o. Promien okregu 7=25mm
(rys. 5.236).

o

Rys. 5.236 Rys. 5.237

5. Dana jest prosta [, oraz rzut (A' B' C' D' trapezu prostokatnego (ABCD) o katach pro-
stych przy wierzchotkach A i B (Ael, Bel). Wyznaczy¢ rzuty $cigtego stozka obrotowego
powstatego w wyniku ciagtego obrotu trapezu dookota prostej / (rys. 5.237).

6. Dane sa dwie proste rownolegle a i b i punkt Aea. Wykresli¢ rzuty walca obrotowego dla
ktorego proste a i b sa tworzacymi. Promien podstawy walca rowna si¢ 30mm i punkt A
nalezy do okregu jednej podstawy. Wysokos¢ walca A=60mm (rys. 5.238).

7. Dany jest odcinek (WS) oraz plaszczyzna o= mn do ktorej nalezy punkt W. Wyznaczy¢
rzuty stozka obrotowego o wierzchotku W i §rodku postawy S, stycznego do plaszczyzny
a (rys. 5.239).

Rys. 5.238 Rys. 5.239
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11.4. Przekroje powierzchni

Przekrodj sfery

Cwiczenie 124
Wyznaczy¢ przekroj sfery o srodku O ptaszczyzna drugorzutujaca ¢.

Rys. 5.240

Rozwiqzanie

Linia przekroju sfery ptaszczyzna jest okrag. W przypadku jak na rysunku 5.240 jest to
okrag o Srodku S = nng, gdzie n jest prosta prostopadta do ptaszczyzny siecznej zawierajaca
$rodek sfery. Pierwszym rzutem okregu jest elipsa, za$ rzutem drugim odcinek (A’B?), ktory
jest rowniez rzutem drugowarstwowego odcinka $rednicowego (AB) okrggu. Konce tego od-
cinka $rednicowego leza na potudniku gléwnym sfery. Odcinek $rednicowy (CD) sprzg¢zony
z (AB) zawarty jest w prostej drugorzutujacej przechodzacej przez S. Jej drugim rzutem jest
punkt C* = D?, a rzutem pierwszym odcinek (C'D') = (A’B%). Punkty I i II okregu, ktore nale-
za do rownika dziela elipsg na cz¢s¢ widoczna i niewidoczna.

Cwiczenie 125

Wyznaczy¢ przekroj sfery o srodku O plaszczyzna o= Lp.

Rozwiqzanie 1

Najprostszym sposobem rozwiazania tego zadania jest rozwiazanie za pomoca trans-
formacji, przyjmujac trzeci kierunek rzutowania réwnolegty do prostej pierwszowarstwowej

p(3lp") (rys.5.241a). Kre§limy trzeci rzut sfery i trzeci rzut plaszczyzny @. Tak samo jak
w ¢wiczeniu 124 znajdujemy pierwsze rzuty odcinkéw Srednicowych sprzezonych (AB)
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1 (CD) okregu przekroju, z ktérych jeden jest rownolegly, a drugi prostopadly do trzeciej
rzutni, oraz rzuty punktéw I i II przecigcia przekroju z rownikiem sfery. Wyznaczamy drugie
rzuty punktow A, B, C i D. W rzucie pierwszym odcinki (A'B"Y i (C'D"Y sa odcinkami osio-
wymi elipsy, w rzucie drugim (A*B?) i (C’D?) sa odcinkami sprzezonymi. W dalszej kolejno-
$ci wyznaczamy punkty III i IV wspdlne okrggu przekroju i poludnika glownego sfery.
W tym celu przez $rodek sfery O prowadzimy plaszczyzng drugowarstwowa i znajdujemy
krawedz k = ¢ N . Drugie rzuty tych punktow dziela elips¢ na czgs¢ widoczng i niewi-
doczna.

Rozwiqzanie I1

Jak w rozwiazaniu I postugujemy si¢ transformacja przeksztalcajaca ptaszczyzng ¢ na
rzutujaca. Trzeci i pierwszy rzut przekroju znajdujemy sposobem opisanym w rozwiazaniu I
(rys. 5.241b). W rzucie drugim nie wyznaczamy odcinkéw (A’B?) i (C*D?) bedacych odcin-
kami $rednicowymi sprzezonymi lecz po wyznaczeniu punktow S* i C2 — jednego (dowolne-
go) punktu nalezacego do elipsy, wyznaczamy odcinki osiowe elipsy jak w ¢w. 69 rozw. II,
(rys.5.93b). Odcinek (E*F?) zawarty w prostej drugowarstwowej ¢ jest odcinkiem osiowym
gléownym. Odcinek (G’H?) jest odcinkiem osiowym pobocznym. Punkty III i IVwspélne
okregu przekroju i potudnika gtownego znajdujemy jak w rozwigzaniu I.

a)

Rys. 5.241a
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Rys. 5.241b

Przekroj torusa

Torus, inaczej powierzchnia pierScieniowa powstaje przez obrot okregu k dookota pro-
stej /, ktora nie jest $rednica 1 jest zawarta w ptaszczyznie okrggu. Gdy prosta jest zewngtrzna
wzgledem okrggu — otrzymujemy torus zwykly (rys. 5.242a), gdy jest styczna do okregu —
torus z jednym biegunem (na rysunku 5.242b biegunem jest punkt M), gdy jest sieczna — to-
rus z dwoma biegunami (na rysunku 5.242c¢ biegunami sa punkty M i N). Biegunami nazy-
wamy punkty wspolne powierzchni i osi obrotu.

Rys. 5.242
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Cwiczenie 126

Wykresli¢ rzuty przekroju torusa o pierwszorzutujacej osi / ptaszczyzna pierwszorzutu-
jaca ¢.

Rozwiqzanie

Pierwszy rzut przekroju jest odcinkiem (B'C'Y (rys. 5.243). Punkty te znajduja si¢ na
rowniku torusa. Pozostate punkty wyznaczamy za pomoca rownoleznikéw torusa. W rzucie
drugim tuk przekroju(M?E*C*1°Q?) jest widoczny, pozostala cze$é przekroju jest niewidoczna.

2
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PR = k,
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Rys. 5.243
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Przekroje powierzchni walcowej

Cwiczenie 127
Wyznaczy¢ przekrdj walca obrotowego ptaszczyzna rzutujaca oraz wyznaczy¢ wielkosé
przekroju.

Rys. 5.244

Rozwiqzanie

Walcem nazywamy bryl¢ ograniczona cz¢sécia powierzchni walcowej i dwiema rowno-
leglymi podstawami.

Plaszczyzna a przecina powierzchni¢ walca w elipsie. Pierwszy rzut tej elipsy jest
okregiem (rys. 5.244) o odcinkach $rednicowych sprzezonych (A'B'Y i (C'D"). Drugi rzut
elipsy jest odcinkiem (A’B?). Odcinek $rednicowy (CD) zawarty jest w prostej drugorzutuja-
cej, a wiec C* = D?. Wielkoé¢ przekroju znajdujemy przez obrét plaszczyzny a do potozenia
na rzutni¢ ;. Osia obrotu jest krawedz ai m; n=a N m.

Cwiczenie 128
Wyznaczy¢ przekroj walca ptaszczyzna ogolna a = Pa(a cm).

Rozwiqzanie

Wprowadzamy 73 L a aby plaszczyzna « stata si¢ trzeciorzutujaca (rys. 5.245). Rzut
trzeci przekroju jest odcinkiem, rzut pierwszy okrggiem. Wyznaczamy rzut drugi odcinkow
srednicowych sprzezonych (A?B?) i (C’D?) oraz punkty stycznosci przekroju z zarysem walca
w rzucie drugim. W tym celu przez o§ walca / prowadzimy plaszczyzng [ tnaca walec
w przekroju bedacym brzegiem drugiego rzutu, wyznaczamy prosta f=anf. Punkty EF prze-
cigcia prostej f z zarysem walca sa punktami dzielacymi elips¢ na czg$¢ widoczna i niewi-
doczna. Cechy punktow E i F mierzone w rzucie drugim i trzecim sa rowne. Wielko$¢ elipsy
otrzymujemy w kladzie plaszczyzny « na rzutni¢ pierwsza ;.
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Rys. 5.246
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Cwiczenie 129
Dana jest powierzchnia walcowa obrotowa (opisana na kuli) o osi /|| ;. Wykresli¢ rzuty

kierownicy e tej powierzchni zawartej w 7 oraz rzuty przekroju powierzchni plaszczyzna
normalna @.

Rozwiqzanie

Drugi rzut kierownicy e jest odcinkiem (A’B?). S jest punktem przebicia 7 osia /. Prze-
kroj e powierzchni walcowej rzutnia 7 jest elipsa, ktorej drugi rzut jest odcinkiem (A’B?)
(rys. 5.246). Punkty A, B znajduja si¢ na tworzacych ¢ i t,; punkty C, D na 31 4. Pierwszy
rzut kierownicy e jest elipsa o odcinkach osiowych (A'B') i (C'D").

Przekrdj powierzchni walcowej plaszczyzna ¢ ¢ Ll) jest okrggiem. Jego drugi rzut jest
odcinkiem ( A’B? ), a rzut pierwszy elipsa o odcinkach osiowych: ( AB}) odcinek osiowy po-
boczny i (C|D; ) odcinek osiowy gtéwny.

Cwiczenie 130

Dana jest powierzchnia walcowa nieobrotowa o osi / i kierownicy (e) bedacej okregiem
o srodku S zawartym w plaszczyznie pierwszowarstwowej @, oraz dany jest punkt K (rys.
5.247a). Wyznaczy¢ przekroj powierzchni walcowej plaszczyzna o zawierajaca punkt K
i prostopadia do osi /. Ustali¢ widocznos$¢ bryly ograniczonej ptaszczyznami ¢ i o, oraz wy-
cinkiem powierzchni (rys. 5.247a).

a)

Rys. 5.247a

Rozwiqzanie

W uktadzie [1,2] wprowadzamy prosta 3L / i mamy uktad [l, 3]. Ptaszczyzna porow-
nawcza jest plaszczyzna @11 (rys. 5.247b). Obieramy dowolny punkt P nalezacy do osi po-
wierzchni walcowej i wyznaczamy trzecie rzuty punktow S, P i K. S*P* =P. Trzeci rzut okre-
gu e jest odcinkiem, tworzace bgdace zarysem trzecim powierzchni walcowej sa rownoleglte
do rzutu osi: 7. Prosta / jest w polozeniu trzeciowarstwowym, a wiec plaszczyzna « jest trze-
ciorzutujaca: przez K> kre§limy o’ LP°. Plaszczyzna « przecina powierzchnie walcowa w elip-
sie, ktorej trzeci rzut jest odcinkiem (A’B?). Odcinek $rednicowy (AB) zawarty jest w prostej
trzeciowarstwowej a prostopadly do niego odcinek (CD) jest trzeciorzutujacy i pierwszowar-
stwowy. Rzuty pierwsze i drugie odcinkow Srednicowych (AB) i (CD) wyznaczamy za po-
moca tworzacych w ktorych sa zawarte. Punkty przecigcia wymienionych tworzacych z okre-
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giem e oznaczone sa: I, II, IIT i IV. W rzucie pierwszym zwigzanym z rzutem trzecim odcinki
(A'B"Y1(C'D') sa osiami elipsy; w rzucie drugim odcinki (A?B?) i (C’D?) sa odcinkami $red-
nicowymi sprz¢zonymi. Wazne jest wyznaczenie punktow stycznosci przekroju z zarysem
powierzchni. W rzucie pierwszym tymi punktami sa: C' i D'. W rzucie drugim punkty te wy-
znaczamy nastgpujaco: zewngtrzne tworzace przecinaja okrag e w punktach V i VI. Wyzna-
czamy rzuty pierwsze i trzecie tych punktéw oraz rzuty tworzacych przez nie przechodzacych
i W rzucie trzecim wyznaczamy ich punkty przebicia z ptaszczyzna a. Sa to punkty E i F
(E*F%), oraz punkty symetryczne. Znajdujemy rzuty pierwsze i drugie punktow E i F. E* i F*
sa punktami stycznosci przekroju z zarysem drugim powierzchni. Wykreslamy elipsy oraz
wyznaczamy widoczno$¢ w obu rzutach traktujac figure ograniczong migdzy ptaszczyznami
a1 @i czescia powierzchni jako walec. Ze wzgledu na zwrot prostych 11 2 zardwno w pierw-
szym jak 1 w drugim rzucie elipsa zawarta w ptaszczyznie o jest widoczna.

b)

VT S e IV VI

Rys. 5.247b

Przekroje powierzchni stozkowej

Przekrojem powierzchni stozkowej obrotowej, badZ nieobrotowej o kierownicy bgdace;j
okregiem lub elipsa, jest stozkowa. Gdy plaszczyzna sieczna przechodzi przez wierzcholek,
stozkowa jest zdegenerowana; jesli nie przechodzi przez wierzchotek, stozkowa jest niezde-
generowana i jest elipsa lub okrggiem, parabola lub hiperbola.

Jezeli plaszczyzna sieczna przecina wszystkie tworzace w punktach wiasciwych, to
przekrojem jest okrag lub elipsa (rys. 5.248ab).

Jezeli ptaszczyzna sieczna jest rownolegta do jednej tworzacej, to przekrojem jest para-
bola (rys.5.249).
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Jezeli plaszczyzna sieczna jest rownoleglta do dwoch tworzacych, to przekrojem jest hi-
perbola (rys. 5.250).

a) b)

N7

Rys. 5.248

Rys. 5.249 Rys. 5.250

Cwiczenie 131
Wyznaczy¢ przekrdj stozka obrotowego plaszczyzna drugorzutujaca, przecinajaca
w punktach wlasciwych wszystkie tworzace pobocznicy stozka, oraz wyznaczy¢ ktad prze-

kroju.

Rozwiqzanie
Przekrojem jest elipsa &, ktorej rzutem drugim jest odcinek (A%B) (rys.5.251). Pierwszy
rzut elipsy wyznaczamy znajdujac jej odcinki osiowe (A'B') i (C'D"). Punkty A B znajduje-

241



my na tworzacych t; i t,. Dla wyznaczenia odcinka (CD) prowadzimy przez $rodek elipsy S
plaszczyzng pierwszowarstwowa o. Przecina ona plaszczyzng a w krawedzi s, a pobocznice
stozka w okregu k. Okrag k| przecina prosta s' w punktach C' i D'. Wykre§lamy rzut trzeci
elipsy na rzutni 73/|c. Elipsa & jest przystajaca do elipsy &przekroju.

Rys. 5.251

Cwiczenie 132
Wyznaczy¢ przekrdj stozka w paraboli ptaszczyzna drugorzutujaca « oraz wyznaczy¢
wielko$¢ przekroju.

Rozwiqzanie

Plaszczyzne « kre§limy rownolegle do jednej tworzacej ¢ (rys. 5.252). Drugim rzutem
odcinka paraboli jest odcinek, ktorego koncami sa A* = B i P, Plaszczyzna y przechodzaca
przez o$ [ stozka przecina pobocznicg w tworzacych ¢ i, za$ plaszczyzng o w krawedzi k.
Punkt P jest wierzchotkiem paraboli (P = tonk). Punkty A i B powstate w wyniku przecigcia
okregu K podstawy stozka plaszczyzng o sa punktami paraboli. Dalsze punkty paraboli wy-
znaczamy za pomoca plaszczyzn pierwszowarstwowych 9y, ... prostopadlych do osi stozka.
Ptaszczyzny te przecinaja pobocznicg stozka w okregach K, K, - oraz ptaszczyzng o w pro-
stych by,b;... Punktami przekroju sa punkty I, IT i III, IV, w ktorych proste b; i b, przecinaja
okregi K 1 K,. Przekrojem stozka plaszczyzna o jest obszar ograniczony tukiem paraboli
i odcinkiem (AB). Wielko$¢ przekroju wyznaczamy wprowadzajac 7| c.
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Rys. 5.252

Cwiczenie 133
Wyznaczy¢ przekroj stozka plaszczyzna drugorzutujaca rownolegla do dwoch tworza-
cych t1t.

Rozwiqzanie

Ptaszczyzna « przecina pobocznicg stozka w odcinkach hiperboli (rys. 5.253). Punkty
tej hiperboli wyznaczamy nastgpujaco: przez o$ stozka prowadzimy ptaszczyzng drugowar-
stwowa y przecinajaca pobocznicg stozka w tworzacych #; i t4 oraz plaszczyzng o w prostej k.
Punkty A, B przecigcia k z t; i #4 sa wierzchotkami hiperboli. Srodek S odcinka (AB) jest
srodkiem przekroju. Punkty CD, w ktorych ptaszczyzna « przecina okrag % podstawy stozka
sa punktami hiperboli. Dalsze punkty wyznaczamy przecinajac pobocznice¢ stozka ptaszczy-
znami f, &) 1 & prostopadlymi do osi / stozka. Asymptoty hiperboli otrzymamy prowadzac
przez punkt S proste sy || £ 152 || &. Przekrojem stozka sa dwa obszary ograniczone tukami hi-
perboli i odcinkami (CD) i (EF). 73|| pozwala wyznaczy¢ wielko$¢ przekroju.
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Rys. 5.253

Cwiczenie 134
Wyznaczy¢ przekrdj stozka obrotowego o osi [ plaszczyzna ¢ réwnolegltoboku
(MNPR).

Rozwiqzanie

Wyznaczamy 73 prostopadle do ptaszczyzny ¢ czyli prostopadle do prostych pierwszo-
warstwowych NP i MR (rys. 5.254). Wyznaczamy trzeci rzut plaszczyzny i trzeci rzut stozka.
Plaszczyzna przecina powierzchnig stozka w elipsie, ktorej trzeci rzut jest odcinkiem (A’B?).
Rzut pierwszy wyznaczamy podobnie jak w éwiczeniu 68 krelac odcinki osiowe (A'B')
i (C'D"). Drugie rzuty tych odcinkéw daja odcinki $rednicowe sprzezone elipsy. Punkty U, T
stycznosci elipsy przekroju z zarysem powierzchni stozkowej w drugim rzucie wyznaczamy
wprowadzajac ptaszczyzng drugowarstwowa u przechodzaca przez o$ stozka. Plaszczyzna u
przecina ¢ w prostej m(m=uN@), a powierzchni¢ stozkowa w dwoch tworzacych bedacych
zarysem powierzchni w rzucie drugim. Punkty T 1 U sa wspolne dla m i tych tworzacych i sa
granica widocznosci przekroju w rzucie drugim.
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Rys. 5.254

Cwiczenie 135
Dany jest stozek obrotowy o podstawie k i wierzchotku W e/ oraz prosta pierwszowar-
stwowa a. Wyznaczy¢ przekrdj stozka w paraboli plaszczyzna ¢ zawierajaca prosta a.

Rozwiqzanie

Wprowadzamy rzutni¢ 73 La i wyznaczamy trzeci rzut stozka i trzeci rzut prostej a: a’
(rys. 5.255). Przez prosta a prowadzimy plaszczyzng ¢||t;. Plaszczyzna jest trzeciorzutujaca
poniewaz prosta a jest trzeciorzutujaca. Trzeci rzut przekroju (odcinka paraboli) jest odcin-
kiem (A® = B*,C?). Pierwszy rzut wyznaczamy podobnie jak w éwiczeniu 128 (rys. 5.252).
Punkty A i B znajduja si¢ na podstawie stozka A' i B' na k' i A%2B? na k*. Punkt C, wierz-
cholek paraboli znajduje si¢ na tworzacej t,. Dowolne punkty paraboli jak D i E wyznaczamy
przecinajac stozek i ptaszczyzng ¢ pltaszczyzna pierwszowarstwowa SL/. Plaszczyzna przeci-
na powierzchnig stozka w okrggu ki, a ptaszczyzng ¢ w krawedzi g. Punkty wspoélne dla pro-
stej g 1 okrggu k; sa punktami paraboli. Nastgpnie wyznaczamy punkty wspdlne przekroju
1 zarysu stozka w rzucie drugim. W tym celu przez prosta / prowadzimy ptaszczyzneg drugo-
warstwowa y. Plaszczyzna ta kroi stozek w tworzacych £ i 4. Wyznaczamy trzecie rzuty tych
tworzacych i punkty F* = IN Ng' iG = tjmgf ; nastepnie rzuty F', G' i F?, G*. Plaszczyzna y
dzieli stozek na cz¢§¢ widoczna i niewidoczna w rzucie drugim; punkty F 1 G sa granica wi-
docznosci.
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Rys. 5.255

11.5. Punkty przebicia powierzchni prosta

Aby wyznaczy¢ punkty przebicia powierzchni prosta postgpujemy nastgpujaco: 1° —
przez prosta prowadzimy plaszczyzng, 2° — wyznaczamy przekrdj powierzchni plaszczyzna,
3° — wyznaczamy punkty przecigcia przekroju prosta.

Cwiczenie 136
Wyznaczy¢ punkty przebicia sfery prosta m.

Rozwiqzanie

Przez prosta m prowadzimy pltaszczyzng ¢Lm;. Przekrdj sfery ptaszczyzna ¢ jest okre-
giem k, ktorego pierwszy rzut jest odcinkiem. Wprowadzamy ;||@ i wyznaczamy trzeci rzut
przekroju i trzeci rzut prostej m (rys. 5.256). Punkty P* i Q” przeciecia m® z okregiem &’ sa
trzecimi rzutami punktéw przebicia. Rzuty pierwszy i drugi tych punktéw wyznaczamy od-
powiednio na m' i m*. Okreslamy widoczno$é proste;.
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Rys. 5.256

Cwiczenie 137
Wyznaczy¢ punkty przebicia powierzchni walcowej prosta m.

Rozwiqzanie

Jezeli powierzchnia walca jest rzutujaca, punkty przebicia znajdujemy od razu jak na
rysunku 5.257. W innym przypadku przez prosta n prowadzimy ptaszczyzne « rownolegla do
tworzacych walca za pomoca prostej m przecinajacej prosta n w punkcie K i rownolegla do
tworzacych (rys. 5.258a,b). Punkty przebicia prostych m i n z rzutnia m; wyznaczaja prosta /
ktora przecina okrag podstawy walca w punktach A i B. Przekroj walca ptaszczyzna o jest
réwnoleglobokiem (ABCD). Punkty P i R przecigcia przekroju prosta n sa punktami przebi-
cia. Na rysunku 5.258b wyznaczamy widoczno$¢ prostej n. Tworzaca AD jest widoczna
w obu rzutach, a wigc punkt P jest widoczny w obu rzutach i prosta n jest widoczna do punktu
P. Tworzaca BC jest niewidoczna w obu rzutach, a wigc i punkt R jest niewidoczny i prosta n
jest widoczna od zarysu walca.
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Rys. 5.257

Rys. 5.258

Cwiczenie 138
Wyznaczy¢ punkty przebicia pobocznicy stozka prosta m.

Rozwiqzanie

W przypadku, gdy prosta m jest rzutujaca jak na rysunku 5.259 punkt przebicia P znaj-
dujemy na przecigciu z odpowiednia tworzaca. Gdy prosta m jest prosta ogolna prowadzimy
przez prosta i przez wierzcholek powierzchni stozkowej plaszczyzng ¢ za pomoca prostej /
przecinajacej prosta m i przechodzacej przez wierzchotek W (rys. 5.260a, b). Plaszczyzna ¢
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przecina plaszczyzng podstawy & w prostej 4, ktora w punktach I i II przecina kierownicg po-
wierzchni stozkowej. Tworzace IW i 1IW sa przekrojem powierzchni stozkowej ptaszczyzna
@. Punkty P i Q przecigcia przekroju prosta m sa punktami przebicia. Ustalamy widoczno$é
prostej m.

Rys. 5.259

a) b)

BI

Rys. 5.260
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11.6. Rozwinigcia powierzchni stozkowych i walcowych

Rozwinigcia powierzchni walcowych konstruuje si¢ podobnie jak rozwinigcia grania-
stostupow.

Cwiczenie 139
Wyznaczy¢ rozwinigcie pobocznicy powierzchni walcowej obrotowej ograniczonej
dwoma przekrojami £, i k».

%

N e

s

v

Rys. 5.261

Rozwiqzanie

Przekroj k jest przekrojem normalnym (rys. 5.261). Dzielimy go punktami 1, 2, 3... nan
hukéw rownej dlugosci i przez punkty podziatu prowadzimy tworzace. Na dowolnej prostej m
odmierzamy 27 r = 2a znalezione uprzednio metoda A. Kochanskiego (rozdziat I, rys. 1.3)
i dzielimy na tyle samo czegs$ci jak okrag k. Z punktow 0, 1, 2, ... kreslimy odcinki tworzacych
o dlugosciach réwnych drugim rzutom odpowiednich odcinkéw. Na koniec rysujemy rozwi-
niecie linii 4».

Cwiczenie 140
Wykresli¢ rozwiniecie wycinka powierzchni walcowej ograniczonej przekrojami
ki 1k

Rozwiqzanie

Wprowadzamy 7;||/ (rys. 5.262) i otrzymujemy 0§ / i tworzace powierzchni w potozeniu
warstwowym. Kreslimy przekrdj normalny powierzchni ptaszczyzna ¢ prostopadia do /1 wy-
znaczamy wielko$¢ przekroju. Przekroj jest elipsa, ktorej tuk dzielimy na pewna ilo$¢ odcin-
kéw, np. na 12, punktami 0, 1, 2, ... W dowolnym miejscu kreslimy prosta mz, na ktorej odmie-
rzamy cigciwy zastepujace tuki (0 1), (1 2); (2 3) ... i przez punkty 0, 1, 2, ... kre§limy tworza-
ce prostopadle do m i odmierzamy na nich odpowiednie dtugosci odcinkéw tworzacych, leza-
cych przed i za plaszczyzna ¢.
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Rys. 5.262

Cwiczenie 141
Wyznaczy¢ rozwinigcie powierzchni walcowej o osi /|| 7 ograniczonej przekrojami
kiiko.

Rozwiqzanie

Zamiast wprowadza¢ przekr6j normalny rozwini¢cie wykonujemy nast¢pujaco: okrag &
dzielimy na czgéci i wyznaczamy odcinki tworzacych (AA;),(1 11),(2 2})... (rys. 5.263) Pro-
wadzimy przez o$ [ ptaszczyzne ¢ drugowarstwowa. Odcinek (AA;) tworzacej jest osia ob-
rotu i A’=A°, A;’=A,°. Kolejne tworzace obracamy wokét A°A° do polozenia na plaszczy-
zn¢ @. Poszczegdlne ptaszczyzny obrotu dla punktow 1, 2,... sa prostopadte do A°A,°a dlugo-
Sci tukow | A°1° |, |1° 2°|... sa rowne dlugosciom tukow | A 1,1 2], ... .
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Cwiczenie 142
Wyznaczy¢ rozwinigcie powierzchni stozkowej obrotowej o osi /L ograniczonej
wierzchotkiem W i przekrojem £.

Rozwiqzanie

O$ [ jest prosta pierwszorzutujaca, zatem kierownica powierzchni jest okrag k,Cm
o promieniu ». Dlugos$¢ tworzacej zawartej migdzy W i k, oznaczamy: ¢. Rozwinigciem po-
wierzchni stozkowej obrotowej ograniczonej wierzchotkiem W i rownoleznikiem k, jest wy-

cinek kota o srodku W, promieniu ¢ i kacie srodkowym o = 360° % . Dhugos$¢ tuku £, jest

réwna dtugosci okregu k,,. Na to rozwinigcie przenosimy wybrane tworzace powierzchni: W0,
W1, W2,..., a na nie dlugosci poszczegolnych tworzacych (np. @, b). W ten sposéb powstato
rozwinigcie linii k. Na rysunku 5.264 skonstruowano potowe rozwinig¢cia powierzchni stoz-
kowej obrotowej zawartej migdzy wierzchotkiem W i przekrojem k. Figura © jest polowa
szukanego rozwinigcia.

W

Rys. 5.265
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Cwiczenie 143
Wykresli¢ rozwinigcie powierzchni stozkowej nieobrotowej o kierownicach k; i k, be-
dacych okrggami nalezacymi do jednej rodziny.

Rozwiqzanie

Powierzchni¢ stozkowa niecobrotowa rozwijamy podobnie jak pobocznicg ostrostupa.
Wyznaczamy rzuty wybranych tworzacych: W0, W1, W2 ... i obracamy je dookota prostej
pierwszorzutujacej / do potozenia drugowarstwowego. Odcinki (W?0%), (W21 %), (W22,%) ..
(W?6?) sa przystajace do odcinkéw (WO0), (W1), (W2) ... (W6). Z odcinkow tworzacych
i odcinkow kierownicy k; (0 1), (1 2), ... konstruujemy trojkaty, lecz zamiast linii tamane;j
(0,1,2,...,6) kreslimy krzywa k;. Punkty kierownicy 4, nanosimy na poszczegodlne tworzace
uwzgledniajac ich odlegtosci od W, znalezione na obroconych tworzacych (rys. 5.265).

11.7. Przenikanie powierzchni

Linia przenikania dwu powierzchni nazywamy zbior punktow wspdlnych tych po-
wierzchni. Lini¢ t¢ wyznaczamy na ogot nastgpujaco: kroimy obie powierzchnie plaszczy-
znami wyznaczajacymi latwe przekroje (okrggi, proste) i wyznaczamy punkty wspolne prze-
krojow (rys. 5.266). W szczegdlnych przypadkach zamiast ptaszczyzn wprowadzamy kule,
ktére przecinaja obie powierzchnie w okrggach. Punkty wspdlne okregdw sa punktami prze-
nikania (rys. 5.267). Na ogo6t linia przenikania dwoch powierzchni jest linia przestrzenna,
cho¢ czgsto rozpada si¢ na dwie linie. Jezeli obie powierzchnie opisane sa na wspdlnej kuli,
linia przenikania rozpada si¢ na dwie krzywe ptaskie. Rysunek 5.268 przedstawia takie przy-
ktady.

Rys. 5.266
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Rozdzial VI
PRZYKELADY ZASTOSOWAN POWIERZCHNI

1. Tworzenie lacznikow powierzchniowych

Przewody rurowe moga by¢ potaczone bezposrednio lub za pomoca tacznikéw. Roz-
rézniamy potaczenia boczne lub czolowe. Na rysunku 6.1a dwa przewody rurowe o osiach m
in przenikaja si¢ w dwoch elipsach e i f, ktorych rzutami sa odcinki e’ o koncach A’,B’
if’0 koncach C’, D’. Jesli pozostawimy tylko lini¢ ¢ — potaczenie nazywamy czolowym
(rys. 6.1b). Jezeli pozostawimy czg$¢ linii e 1 czg$¢ linii £ do punktéw K i L jest to potaczenie
boczne (rys. 6.1c¢).




Laczniki moga by¢ obrotowe, badz nieobrotowe. W przypadku powierzchni nieobroto-
wych musimy umie¢ znalez¢ w nich okrggi nalezace do dwoch réznych rodzin. Rysunki 6.2
i1 6.3 przedstawiaja powierzchni¢ stozkowa i walcowa przecigta w dwoch okregach, naleza-
cych do dwoch réznych rodzin i wyznaczonych za pomoca sfery o $rodku S. Srodek sfery S
nalezy do prostych z i g, prostopadtych do ptaszczyzn € i @ zawierajacych okregi i przecho-
dzacych przez $rodki O i P tych okregow. Plaszczyzny przecinajace powierzchnie przedsta-
wione na rysunkach 6.2 i 6.3 i rownolegle do ptaszczyzn € i ¢ wyznaczajg przekroje w okrg-
gach nalezacych do dwdch réznych rodzin.

Wyecinki takich powierzchni moga by¢ wykorzystane jako taczniki dwoch przewodow
rurowych, walcowych obrotowych o osiach # i #, przecinajacych sig. Rysunek 6.4 przedsta-
wia rzut lacznika walcowego nieobrotowego potaczonego bocznie z przewodem o osi ¢
i czotowo z przewodem o osi . Na rysunku 6.5 przedstawiony jest rzut tacznika stozkowego
nieobrotowego potaczonego czolowo z taczonymi przewodami.

v
A
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Jezeli osie taczonych przewodow sa rownolegte, tacznik nicobrotowy tworzymy za po-
moca linii (okrggdw) nasadowych rownolegtych, nalezacych do jednej rodziny.

Rys. 6.6 Rys. 6.7

Rysunek 6.6 przedstawia tacznik walcowy nieobrotowy bedacy potaczeniem dwoch
przewodow rurowych, walcowych, obrotowych o osiach #||t, zawartych w ptaszczyznie war-
stwowej. Lacznik jest czotowo potaczony z obydwoma przewodami. Rysunek 6.7 przedstawia
Iacznik stozkowy nieobrotowy taczacy dwa przewody rurowe, walcowe, obrotowe o osiach
t1 1 t, zawartych w plaszczyznie warstwowej. Z przewodem o osi ¢ tacznik jest potaczony
bocznie, z przewodem o osi ¢, czolowo. Jesli okreggi nalezace do jednej czy tez do dwoch ro-
dzin maja rowne sSrednice - powierzchnia tacznika jest wycinkiem powierzchni walcowe;j. Je-
$li maja rézne $rednice - powierzchnia jest stozkowa.

Laczniki obrotowe tworzymy opisujac je na sferach wpisanych w aczone przewody ru-
rowe (rys. 6.8).

Cwiczenie 144

Dany jest rzut prostokatny dwoch przewodow rurowych & iy o osiach m i n zawartych
w plaszczyznie warstwowej i o réznych $rednicach. Zaprojektuj potaczenie czotowe obrotowe
laczace te przewody (rys. 6.8ab).

Rozwiqzanie

Osie przewodéw O iy zawarte sa w ptaszczyznie warstwowej w zwiazku z czym, zada-
nie mozna rozwiaza¢ w jednym rzucie. Wpisujemy w przewod & sfer¢ o Srodku Tem
i w przewod vy sferg o srodku Sen. Na sferach opisujemy powierzchnig stozkowa y (rys. 6.8c).
Powierzchnia ta jest powierzchnia obrotowa styczna do obu sfer. Wybieramy tak czesci linii
przenikania powierzchni stozkowej z walcowymi aby uzyska¢ potaczenia czotowe. Linig
przenikania powierzchni 7 i d jest elipsa e, a x 1 y elipsa f. Rzuty e i f sa odcinkami odpo-
wiednio (A’B’) i (C’D’). Wyznaczamy rozwini¢cie powierzchni tacznika. W tym celu przez
punkt B prowadzimy ptaszczyzng € prostopadia do osi powierzchni stozkowej. Plaszczyzna €
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przecina powierzchni¢ stozkowa w okregu. Wykonujemy ktad okrggu na plaszczyzng war-
stwowa 1 dzielimy go na pewna ilo$¢ rownych czgséci. Z punktami podziatu (np. 1) wracamy
na rzut okregu; przez te punkty prowadzimy tworzace powierzchni. Nastgpnie rozwijamy po-
wierzchnig stozkowa jak w ¢wiczeniu 141, rys. 5.264 .

a) b)

¢)

Cwiczenie 145

Dane sa osie / i 2 powierzchni walcowych obrotowych I, II o rownych $rednicach za-
warte w plaszczyznie warstwowej. Zaprojektowaé potaczenie czotowe tych powierzchni za
pomoca tacznika walcowego nieobrotowego.

Rozwiqzanie 1

Jak poprzednie zadanie rozwigzujemy w jednym rzucie. Kreslimy rzut sfery o srodku
S’=1"n2’. Sfera przecina powierzchnie walcowe w okregach a i ¢. Rzuty tych okregdw sa
odcinkami a’ i ¢’ (rys.6.9). Wykre§lamy tacznik walcowy Il zawierajacy okregi ¢ i a. W celu
rozwinigcia tego facznika wprowadzamy plaszczyzng o prostopadia do osi tacznika III. Na-
stepnie wykonujemy kfad okregu c¢ i dzielimy go na pewna liczbg czgséci. Przez punkty po-
dziatu przechodza wybrane tworzace tacznika. Obracamy kolejno poszczegdlne tworzace do-
okota tworzacej zawierajacej punkt A jak w ¢wiczeniu 140, rysunek 5.263.
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Rys. 6.10

Rozwiqzanie 11

Plaszczyzna o prostopadta do osi facznika III przecina go w elipsie e (rys. 6.10). Wyko-
nujemy kiad elipsy i dzielimy ja na pewna ilos¢ odcinkdéw. Przez punkty podziatu elipsy pro-
wadzimy tworzace lacznika. Nast¢pnie odmierzamy na prostej a’ odcinki rowne cigciwom tu-
kéw wynikajacych z podziatu elipsy i przez nie prowadzimy odpowiednie tworzace tacznika.
Punkty tworzacych nalezace do okregdéw a i ¢ obracaja si¢ w swoich ptaszczyznach obrotu
prostopadtych do osi.
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Cwiczenie 146

Dane sa przewody rurowe walcowe (o osiach / i 2 zawartych w plaszczyznie warstwo-
wej) o roznych $rednicach. Zaprojektowac tacznik stozkowy nieobrotowy laczacy te przewo-
dy czotowo.

Rozwiqzanie

Okregi wyznaczajace powierzchnig stozkowa otrzymuje si¢ z przecigcia powierzchni
walcowych o osiach / i1 2 sferg o srodku S = /n2. Rzutami tych okrggdéw sa odcinki (A’B’)
i1{(C’D’) (rys. 6.11). Pary punktow A,C i B,D wyznaczaja tworzace zarysu powierzchni stoz-
kowej. Wierzchotkiem tej powierzchni jest punkt W przecigcia tych tworzacych. Rozwinigcie
powierzchni tacznika moze by¢ skonstruowane metoda przedstawiong w ¢wiczeniu 142, ry-
sunek 5.265 .

Rys. 6.11

Cwiczenie 147

Dane sa przewody rurowe walcowe o jednakowych $rednicach i osiach / i m. Zaprojek-
towacé lacznik walcowy obrotowy potaczony czotowo z przewodem o osi m i bocznie z prze-
wodem o osi /.

Rozwiqzanie

Powierzchni¢ walcowa obrotowa opisujemy na dwoch sferach wpisanych w oba prze-
wody, o srodkach zawartych w osiach m i I. Przy zalozeniu, ze osie obu przewoddéw m i [ za-
warte sa w jednej plaszczyznie warstwowej, rzutami linii przenikania sa odcinki (A’B’)
(C’D’) i (E’F). Sa one elipsami. Przy potaczeniu bocznym linia polaczenia obu przewodow
sktada si¢ z tukow elips (I C I) i (I F II) (rys. 6.12). Rozwinigcie powierzchni tacznika kon-
struujemy podobnie jak w ¢wiczeniu 139, rys. 5.261 i rys. 5.262 . Rozwijamy przekroj nor-
malny powierzchni facznika i obracamy kolejne tworzace do potozenia warstwowego.

W niektorych przypadkach w praktyce inzynierskiej stosuje si¢ polaczenia trzech po-
wierzchni. Przyktad takiego potaczenia podaje ¢wiczenie 148 1 149.
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Rys. 6.12

Cwiczenie 148

Dane potproste /, 2, 3 nie przechodzace przez jeden punkt, zawarte w ptaszczyznie war-
stwowej sa osiami powierzchni walcowych obrotowych I, II, III o r6znych $rednicach. Wy-
znaczy¢ potaczenie tych przewodow za pomoca facznika obrotowego zwanego trojnikiem.

Rozwiqzanie

Obieramy trzy rozne punkty Ke/, Le2, Me3 i wyznaczamy proste 4(K,L) i 5(K,M) (rys.
6.13). W powierzchnie walcowe I, II, III o osiach /, 2, 3 wpisujemy kule o $rodkach od-
powiednio w punktach K, L, M. Na kazdych dwoch kulach wyznaczamy powierzchnie
stozkowe IV i V o osiach 4 i 5. Lacznik tworzy si¢ z ustalonych w ten sposob powierzchni
stozkowych oraz z czg$ci powierzchni walcowych I, I, III. Pary powierzchni (II, IV) i (111,
V) sa potaczone czotowo, liniami potaczen sa elipsy a i b. Liniami potaczen trojki po-
wierzchni (I, IV, V) sa tuki trzech elips potaczen czotowych ¢, d, e. W tym przyktadzie zo-
staty wykreslone rozwinigcia powierzchni I, II i IV, sposobami jak na rysunku 5.21, ¢wi-
czenie 139 irys. 5.264 ¢wiczenie 142.
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Cwiczenie 149

Dane sa przewody rurowe o osiach /,2,3 zawartych w jednej ptaszczyznie i $rednicach
d\=d, 1 d5<d,. Osie 1||2 1 In3=L. Wyznaczy¢ potaczenie tych przewodow za pomoca tacznika
nieobrotowego zwanego trojnikiem (rys. 6.14a).

Rozwiqzanie

Poniewaz na rysunku 6.14 osie powierzchni I i II sa rownolegle a Srednice réwne,
przyjmujemy dwa rownolegle okregi (a) i (b) zawarte w powierzchniach walcowych I i II
i tworzymy powierzchni¢ walcowa nieobrotowa IV. Nastepnie z punktu P przecigcia osi 1 3
zakre$lamy okrag bedacy rzutem sfery przecinajacej powierzchnie walcowe I 1 III w okregach

(a)i(c).
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Poniewaz zawarte w sferze okregi (a) i (¢) nie sa rdwne, powstaje powierzchnia stoz-
kowa nieobrotowa V. Linia przenikania powierzchni IV i V rozpada si¢ na dwie krzywe pta-
skie: okrag (a) i elipsa (g). Obie krzywe: (a) i (g) sa rzutujace, rzutem elipsy jest odcinek
(L’M’) przecigcia zewngtrznych tworzacych powierzchni. Poniewaz punkt M jest niedostgpny
wprowadzamy plaszczyzng rzutujaca y przecinajaca powierzchni¢ IV w okregu (d), a po-
wierzchnie V w okregu (e). W kladzie prostokatnym plaszczyzny y okregi (e)* i (d)* przeci-
naja si¢ w punkcie K*. K’ey. Odcinek (L’M’) zawiera punkt K’. Na rysunku 6.14 zostaty
wykres§lone rozwinigcia powierzchni: IV jak w ¢wicz. 141, rys. 5.263 i powierzchni V - éwi-
czenie 142, rys. 5.265 .

2. Laczniki plaskoscienne

W celu transportowania materialéw sypkich stosuje si¢ czasem przewody plaskoscien-
ne. Przewody takie o roznych przekrojach musza by¢ czasem taczone za pomoca tacznikow
ptaskosciennych. Przyktady tworzenia takich tacznikow podaje ¢wiczenie 150 (rys. 6.15)

Rys. 6.15
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Cwiczenie 150

Dane sg linie nasadowe dwoch przewodow rurowych ptaskos$ciennych: czworokat
(ABCD) i trojkat (KLM) oraz ich usytuowanie (rys. 6.15a). Wyznacz lacznik ptaskoscienny
laczacy te przewody oraz jego rozwinigcie.

Rozwiqzanie

Dobieramy kierunki rzutowania / i 2 tak, aby plaszczyzny zawierajace katy znalazly sig
w potozeniach warstwowych. Zwroty prostych moga by¢ dowolne. Wyznaczamy rzuty pod-
stawowe linii nasadowych (rys. 6.15b) a nastgpnie krawgdzie Scian lacznika. Na rysunku po-
gladowym 6.15b krawedzie (AD) i (KL) sa rownolegle a wigc wyznaczaja wielokat (ADKL).
Wyznaczenie trojkata (CBL) nie wymaga zastanowienia. Powstate czworokaty: (ABML)
1 (CDKM) sa czworokatami przestrzennymi i nalezy je podzieli¢ na dwie pary trojkatow tak,
aby powstale Sciany lacznika tworzyly wielokat wypukty. Sa to wige pary:(ABL) i (LBM)
oraz (CDK) i (CKM). Wyznaczamy rzuty podstawowe tacznika oraz widoczno$¢ (rys. 6.15d).
Na rysunku 6.15¢e przedstawiona jest siatka rozwinigcia potowy tacznika. Brakujace dlugosci
odcinkéw wyznaczone sa na rysunku 6. 15d (jak rys. 5.90b), zachowane zostaty dtugosci od-
cinkéw warstwowych jak rowniez katy proste.

Cwiczenie 151
Dane sa linie nasadowe oraz usytuowanie przewodu ptaskosciennego o przekroju pro-
stokatnym (ABCD), oraz przewodu ptaskosciennego o przekroju trojkatnym (KLM). Wy-

znacz §ciany lacznika tych przewodow.
a) b)

Rys. 6.16
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Rozwiqzanie

Na rysunku 6.16a linie nasadowe sa tak usytuowane ze $ciany tacznika sa trojkatami.
Tu réwniez obieramy kierunki rzutowania prostopadte do siebie oraz do plaszczyzn katoéw.
Projektujemy krawedzie $cian, wyznaczamy rzuty prostokatne linii nasadowych (rys. 6.16b)
oraz calego facznika (rys. 6.16d) i wyznaczamy widocznos¢.

3. Laczenie przewodow rurowych obrotowych
z przewodem plaskoSciennym

W przypadkach gdy musimy potaczy¢ przewod rurowy o przekroju normalnym beda-
cym okregiem z przewodem plasko$ciennym stosujemy taczniki bgdace wycinkami po-
wierzchni lub wielo$cianéw, albo stosujemy taczniki mieszane: plaskoScienno-
powierzchniowe.

Cwiczenie 152

Dane sg linie nasadowe dwoch przewodow rurowych: e okrag i f prostokat (ABCD).
Plaszczyzny zawierajace owe linie nachylone sa pod pewnym katem @ (rys. 6.17a). Wyzna-
czy¢ tacznik ptaskosécienno-powierzchniowy taczacy te przewody, oraz wyznaczy¢ jego roz-
winigcie.

e‘\m
1
e

1
€

Rys. 6.17ab

\
Rozwiqzanie

Wyznaczamy cztery trojkaty (ABK), (BCL), (CDM), (DAN) oraz cztery wycinki po-
wierzchni stozkowych nieobrotowych (rys. 6.15b) ktorych wierzchotkami sa punkty A,B,C,D
i kierownicami sg odcinki okrggu e: (NK), (KL), (LM),(MN). Ptaszczyzna ¢ jest ptaszczyzna
symetrii, wystarczy wigc wyznaczy¢ ¥ rozwinigcia (rys. 6.17¢). Trojkat (BPK) bedacy poto-
wa trojkata (ABK) jest wyznaczony nastgpujaco: BPLPK, |BP | :fBlPl | s |PK | = | Pk | .
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Powierzchnig stozkowa o wierzchotku B wyznaczamy znajdujac wielkosci odcinkow tworza-
cych (1B), (2B), (3B), (4B), (5B) sposobem podanym na rysunku 5.90b. Jest to rowniez poka-
zane na przyktadzie wyznaczenia odcinka (B*5*). Majac dane dlugosci tworzacych oraz dtu-
gosci tukow przyjete jako cigciwy wyznaczamy trojkaty (BK1), (B1 2) i.t.d., oraz zastgpuje-
my tamana K1, 1 2, ... 5L, tukiem. Trojkat (BCL) wyznaczamy dzigki odcinkom
|BC | = | B'C! |, |CL | = | C*L* ,|BL | = | B*L* | Powierzchni¢ stozkowa LCM wyznacza-
my podobnie jak KBL, a trojkat (CMR) bedacy polowa trojkata (CDM) wyznaczamy dzigki
IM*C*|=|Mc|, |CR|=|C'R'| i |[MR|=|M?R?|. Kat miedzy odcinkami (CR) i (RM)
jest prosty.
<)

Rys. 6. 17cd

W przypadku gdy chcemy potaczy¢ dwa przewody rurowe o przekrojach normalnych
bedacych okregiem i1 wielokatem, mozemy zaprojektowaé tacznik stozkowy lub ostrostupo-
wy. Przyktady takich tacznikow podane sa w ¢wicz. 153 1 154 na rysunkach 6.18ab, 6.19ab,
6.20ab, 6.21ab.

Cwiczenie 153

Dane sa dwa przewody rurowe: walcowy o linii nasadowej bedacej okrggiem e i ptasko-
Scienny o linii nasadowej f (rys. 6.18a i 6.19a). Wykresl rzuty i rozwinigcie tacznika zbudo-
wanego z ptata powierzchni stozkowej o kierownicy e i wierzchotku W.

Rozwiqzanie

Na rysunkach 6.18ab i 6.19ab, tacznikiem przewodu rurowego o przekroju e bedacym
okregiem i przewodu ptaskosciennego f o przekroju normalnym bedacym kwadratem jest wy-
cinek powierzchni stozkowej obrotowej (rys. 6.18a i 6.19a). Poniewaz plaszczyzny przewodu
ptaskosciennego sa rownolegte do dwoch tworzacych linia przenikania sktada si¢ z czterech
odcinkéw hiperbol. Wyznaczamy je za pomoca tworzacych stozka ktore przecinaja ptaszczy-
zny wieloscianu (rys. 6.18b, 6.19b). Rozwinigcie tacznika wyznaczamy jak na rys. 5.264 i rys.
6.8 . Na rysunkach 6.18b i 6.19b wystepuja dwie plaszczyzny symetrii € i ¢. Wystarczy
rozwina¢ V4 cze$¢ tacznikow.
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Rozwinigcie tacznika z rys. 6.18b.

Dzielimy % tuku e na rowne odcinki punktami 1, 2, 3, 4. Tworzace powierzchni stoz-
kowej sa rowne (W? 1%). Zakreslamy tuk i na nim nanosimy punkty 1, 2, 3, 4, a takze 1 i II.
Punkty linii przenikania D i B znajduja si¢ w odlegtosci |W?D?| od wierzchotka, pozostate
tworzace wraz z punktami AC i E obracamy do potozenia drugowarstwowego i przenosimy
ich odleglo$¢ od wierzchotka z rzutu drugiego. Laczymy kolejne punkty i otrzymujemy roz-
winigcie wycinkow hiperbol.

Sposdb rozwinigcia tacznika z rys. 6.19 podobny jest do poprzedniego. Kierownica po-
wierzchni stozkowej o wierzchotku W jest okrag e. Przedtuzenia tworzacych przecinaja $cia-
ny tacznika ptaskosciennego. Linia przenikania sg cztery wycinki hiperbol, ktorych czgséci to
linia ABC i CDE.

Rozwinigcie: wykre§lamy tuk o promieniu (W? D=(W?I*) i na nim odmierzamy cigciwy
T ID=(" 11", (A1 TD=T" Y, (I V)= IV i IV V=IV' V1. Przez punkty I, II, 111, IV
i V prowadzimy tworzace powierzchni lacznika na ktérych odmierzamy odcinki
(WAY=(WEY=(W?A%), (WB)=(WD)=(W?B°D°), (WC)=(W>C°). Punkty A°B°C°D° naleza do
tworzacych obroconych do potozenia réwnolegtego do rzutni (rys. 6.19b).

Cwiczenie 154

Wykresl rzuty i rozwiniecie tacznika migdzy przewodem walcowym o kierownicy e

i ptaskosciennym o kierownicy f. Lacznik zbuduj z czg$ci wieloScianu ostrostupowego
o wierzchotku W i kierownicy f'(rys. 6.20 1 6.21).

a)

[ ]

Rys. 6.20a,b
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Rys. 6.21a,b

Rozwiqzanie

Rysunki 6.20a i 6.21a przedstawiaja taczniki ostroslupowe taczace przewody walcowe
z plasko$ciennymi. Linia przenikania ostrostupa z powierzchnia walcowa w przyjetych roz-
wiazaniach, sklada si¢ z czterech odcinkéw elips wyznaczonych za pomocg punktow przebi-
cia krawedzi ostrostupa i prostych zawartych na $cianach ostrostupa z powierzchnia walca
(rys. 6.20b i 6.21D).
Rozwinigcie tacznika ostrostupowego wyznacza si¢ jak na rys. 5.205 1 5.206 . W tych przy-
padkach zachowane sa w rzucie pierwszym dtugosci odcinkéw krawedzi linii f oraz katy pro-
ste z wysokosciami trojkatow. Wysokosci §cian zachowane sa w rzucie drugim. Punkty
A,B,C,D,E przekrojow znajdujemy jak poprzednio obracajac proste, w ktorych sa zawarte, do
polozenia rownolegtego do rzutni drugie;j.

4. Laczniki pierscieniowe

Czesto w rozwiazaniach technicznych przy taczeniu dwoch przewoddéw rurowych sto-
suje si¢ taczniki pierScieniowe. Laczniki takie moga by¢é walcowe lub stozkowe, zlozone z
wycinkow powierzchni walcowych lub stozkowych obrotowych Iub nicobrotowych. W prak-
tyce lepsze wiasnosci eksploatacyjne posiadaja taczniki zlozone z segmentdéw powierzchni
obrotowych (przy zastosowaniu tacznikéw ztozonych z segmentéw nieobrotowych wystepuja
wigksze zaburzenia przeptywu).

Cwiczenie 155

Dane sa dwa przewody rurowe o osiach / i m zawartych w jednej ptaszczyznie 1 0 row-
nych $rednicach. Wyznaczy¢ tacznik pierScieniowy taczacy oba przewody. Lacznik zapro-
jektowac z segmentow powierzchni walcowych obrotowych (rys. 6.22a).
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a) b)

m'

c)

Rys. 6.22

Rozwiqzanie
Poniewaz osie m i [/ taczonych przewodow zawarte sa w jednej plaszczyznie zadanie
mozna rozwiaza¢ w jednym rzucie, przyjmujac ptaszczyzng zawierajaca osie jako warstwo-
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wa. Projektowany tacznik potaczony jest z przewodem o osi m bocznie, a z przewodem o osi /
czotowo. Osie m i m przecinaja si¢ w punkcie P (rys. 6.22b). W celu wyznaczenia segmentow
facznika odktada si¢ na osiach m i/ przystajace odcinki (PA) i (PE) po czym przez punkty A
i E prowadzi si¢ proste prostopadle do osi m i / przecinajace si¢ w punkcie O (punkt O jest
srodkiem tuku AE okregu). Luk (AE) dzieli si¢ na dowolna liczbg przystajacych czesci i wy-
znacza si¢ na nim punkty B, C, D, w ktorych rysuje sig¢ styczne do tuku bedace osiami po-
szczegblnych segmentow. Tworzace zarysu poszczegolnych segmentow otrzymujemy kreslac
je réwnolegle do osi segmentéw przy zatozeniu, ze w punktach A, B, C,D i E znajduja si¢
srodki okrggdw przekrojow normalnych segmentow ptaszczyznami przechodzacymi przez
punkt O. Osie poszczegolnych segmentéw przecinaja si¢ w punktach 1, 2, 3, 4. Linie potaczen
segmentow sa elipsami i znajduja si¢ w plaszczyznach zawierajacych punkty O 1, O 2, O 3,
O 4. Lacznik zostat zaprojektowany przy pierwotnym zatozeniu, ze oba potaczenia z przewo-
dami rurowymi o osiach m i [ sa czotowe. Sklada si¢ z pigciu segmentdow, przy czym seg-
menty zewngtrzne stanowia %2 dlugoséci segmentow srodkowych.

Ten sam wynik otrzymamy gdy zamiast przyjmowac okregi normalne w poszczegol-
nych segmentach wyznaczamy rzuty sfer o §rodkach w punktach 1, 2, 3, 4. Poszczeg6lne
segmenty sa styczne do dwoch sasiednich sfer (rys. 6.22d). W dalszej kolejnosci wyznaczamy
lini¢ potaczenia bocznego. Linig ta sa czgSci elips, ktorych rzutem sa odcinki (RS), (SM) i
(MN).

W celu rozwinigcia segmentow tacznika oraz powierzchni o osi m naktadamy je na po-
wierzchni¢ walcowa obrotowa o osi ¢ i Srednicy rownej §rednicom wyznaczanych powierzch-
ni, obracajac o 180 co drugi segment tacznika. Wyznaczamy tak przygotowane rozwinigcie
powierzchni walcowe;.

Cwiczenie 156

Dane sa rzuty prostokatne dwu przewodow rurowych o osiach / i m zawartych w plasz-
czyznie warstwowej. Wykresli¢ rzut i rozwinigcie tacznika pierScieniowego polaczonego z
przewodem o osi / czolowo, a z przewodem o osi m bocznie. Lacznik zaprojektowaé z wycin-
kéw powierzchni walcowych nieobrotowych (rys. 6.23a).

Rozwiqzanie

Wyznaczamy luk (A B) o $rodku O i dzielimy go na réwne odcinki (A 1), (1 2), (2 3),
(3 B). Przez punkty A, 1, 2, 3, B kreslimy rzuty okregdéw o $rednicach rdwnych $rednicom
przewodéw rurowych. Kazde dwa sasiednie okregi wyznaczaja poszczeg6lne segmenty tacz-
nika. Wyznaczamy lini¢ przenikania tacznika z przewodem o osi m (rys. 6.23b). Rozwinigcie
lacznika wykre§lamy nanoszac jego segmenty na powierzchni¢ walcowa nieobrotowa, doko-
nujac obrotdéw co drugich segmentow o 180°. Rozwiniecie wyznaczamy jak na rysunku 5.263,
korzystajac z ktadu okrggu o $rodku B (rys. 6.23c¢).

a)

Rys. 6.23a
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Cwiczenie 157

Wyznaczy¢ tacznik rurowy pier§cieniowy laczacy dwa przewody rurowe o réznych
srednicach i osiach / i m. Lacznik wyznaczy¢ z wycinkdw powierzchni stozkowych obroto-
wych. Wyznaczy¢ rozwinigeie tacznika (rys. 6.24a).

a)

Rys. 6.24a

Rozwiqzanie

Wyznaczamy tuk okregu stycznego do osi /i m w punktach S; i Ss. Luk ten dzielimy na
pewna ilo$¢ réwnych odcinkdw, np. cztery: (S;Sz), (S2S3), (S3S4) 1 (S4Ss). Cigeiwy tych okre-
gow sa osiami poszczego6lnych segmentow (rys. 6.24b). Wszystkie cztery segmenty powinny
mie¢ ten sam kat wierzchotkowy. Na osi S;S; pierwszego segmentu odmierzamy sume cigciw
(S1S2)+(S2S3)+(S3S4)+(S4Ss). W punkcie S; rysujemy rownik kuli wpisanej w przewod wal-
cowy o osi [, a w punkcie Ss rownik kuli wpisanej w przewod walcowy o osi m. Styczne obu
tych rownikoéw wyznaczaja powierzchnig stozkowa obrotowa o wierzchotku W, z ktorej nale-
zy wyciac poszczegolne segmenty. W ten stozek wpisujemy kule w punktach S,, S3, S41 Ss po
czym takie same kule rysujemy w punktach S,, S3, S4 1 Ss na tuku (S;Ss) stycznym do pro-
stych / i m. Powierzchnie stozkowe opisane na dwoch sasiednich kulach sa segmentami tacz-
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nika. Kazde dwie sasiednie powierzchnie sa opisane na tej samej kuli, otrzymujemy wigc roz-
pad linii przenikania na krzywe plaskie elipsy e, ez, €3, €4 1 es, zawarte w plaszczyznach rzu-
tujacych zawierajacych naprzeciwlegle pary wierzchotkéw AB, CD, EF, I J, wyznaczone
z przecigeia zewngtrznych tworzacych dwoch walcodw i czterech stozkow.

b)

Rys. 6.24b

Segment I ABCD jest wycigty z pobocznicy stozka obrotowego o wierzchotku W
i okregu podstawy d zawartej w plaszczyznie prostopadlej do osi stozka i zawierajacej punkt
A. Segment II CDEF wycigty jest z tego samego stozka jako segment CDE(F,, przy
czym |CE|=| DE, li |DF|=| CF, | w nastgpnych parach rownych segmentéw mamy
|EG|=[FoGo| i |FH|=|EoHo oraz [GI|=|Hololi [HI[=[Golo!.

Rozwinigcie %2 pobocznicy stozka obrotowego o wierzchotku W okregu podstawy d,
wraz z jego eliptycznymi przekrojami wyznaczone zostato jak w ¢wiczeniu 141, rys. 5.264
inarys. 6.8 .

Dwa inne sposoby utworzenia pierScieniowego lacznika stozkowego oraz rozwinigcia
przedstawione sa w literaturze: Stanistaw Polanski ,,Zastosowania powierzchni w technice”
(rys. 4.38,4.39).

275



5. Tworzenie niektorych powlok budowlanych

Projektanci budownictwa i architektury zainteresowani sa projektowaniem powtok bu-
dowlanych, bedacych modelami geometrycznymi powierzchni budynkéw, a w szczegolnosei
kosciotow, obiektow sportowych, hal przemystowych i innych. Powtoki budowlane tworzone
sa z wycinkéw powierzchni nieptaskich. Przede wszystkim brane sa pod uwage powierzchnie
prostoliniowe (prostokresine). Powtoki utworzone z takich powierzchni posiadajg ksztattujace
ja elementy prostoliniowe. Oprocz powierzchni prostoliniowych rozpatrywane sa powierzch-
nie bedace wycinkami powierzchni nieprostoliniowych.

5.1. Powierzchnie stycznych.

Powierzchnia stycznych jak kazda powierzchnia rozwijalna moze by¢ wyznaczana
przez dwie kierownice rozlaczne e i f Kazdemu punktowi E, kierownicy e odpowiada jeden
punkt F, kierownicy f taki, ze punkty E,F, wyznaczaja tworzaca powierzchni. Mowimy, ze
utworzong tak powierzchni¢ wyznaczamy w sposéb obwiedniowy. Wezmy pod uwage dwie
kierownice ktore moga by¢:

1) krzywymi przestrzennymi (rys. 6.25)
2) jedna krzywa przestrzenna i jedna krzywa ptaska (rys. 6.26),
3) dwiema krzywymi ptaskimi (rys. 6.27).

Rys. 6.26
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a)

b)

Rys. 6.27

Przypadek 1), jako do$¢ skomplikowany w rozwiazaniach, jest rzadko stosowany. Ry-
sunek 6.25 przedstawia przestrzenne wyznaczanie ptaszczyzn stycznych do powierzchni
1 wyznaczanie jej tworzacych.

Przypadek 2), przedstawiony na rysunku 6.26 przedstawia rozwiazanie gdy kierownica
e jest krzywa przestrzenna, za$§ kierownica f krzywa ptaska zawarta w ptaszczyznie ¢. Two-
rzace tej powierzchni otrzymujemy nastgpujaco: na kierownicy e (nieptaskiej) obieramy
punkt E i wyznaczamy prosta m styczna do niej. Styczna m przebija plaszczyzng ¢ w punkcie
M nalezacym do krawedzi ptaszczyzn €1 ¢. Nastepnie przez punkt M prowadzimy styczna n
do kierownicy f'w punkcie F. Punkty E i F wyznaczaja tworzaca ¢, a proste m i n plaszczyzng
£ styczna do powierzchni.

Przypadek 3), gdy obie kierownice sa ptaskie przedstawiony jest na rysunku 6.27a,b.
Kierownice e i f'znajduja si¢ w plaszczyznach €1 ¢ przecinajacych si¢ krawedzi & (rys. 6.27a).
Z punktu Eee prowadzimy styczna m do kierownicy e w punkcie E. Przebija ona ptaszczyzng
@ w punkcie M na krawedzi k. Przez punkt M prowadzimy styczna n do kierownicy f'w punk-
cie F. Tworzaca ¢ jest wyznaczona punktami E i F.
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Jezeli plaszczyzny €1 ¢ sa rownolegle - krawgdz tych plaszczyzn jest prosta niewtasci-
wa - styczne m i n do obu kierownic sg rownolegle (rys. 6.27b). W obu przypadkach a) i b)
jest obojetne czy najpierw obieramy Ece i moE czy Fef i noF. Punkt M=mn¢ i M=nne.

Cwiczenie 158

Dane sg kierownice powierzchni obwiedniowej: e bedaca krzywa przestrzenna i f -
krzywa ptaska - okrag, oraz tworzaca #=E(F,. Drugi rzut kierownicy e jest parabola o wierz-
chotku E, pierwszy rzut jest elipsa (rys. 6.28). Krzywa f'jest okrggiem. Wyznaczy¢ rozwinig-
cie wycinka powierzchni.

Rys. 6.28

Rozwiqzanie

Na krzywej e obieramy punkty E;, Es... i wyznaczamy styczne sy, s2... do krzywej w obu
rzutach jak na rysunku 6.26 . Nastgpnie wyznaczamy punkty przebicia M, Ma... stycznych s,
s2... z plaszczyzna ¢ zawierajaca krzywa f. Z punktow przebicia M;, M,... prowadzimy stycz-
ne do okrggu i otrzymujemy punkty FF,... . Tworzace ¢, ,, ... wyznaczane sa parami punk-
tow E Fy, EoFs... .

W celu wyznaczenia rozwinigcia powierzchni wygodnie jest przyja¢ dwie krzywe za-
warte w powierzchni rownoleglej do siebie. Na rysunku 6.28 wyznaczony zostal przekrdj
plaszczyzna pierwszowarstwowa . Linig przekroju jest krzywa a. Dzielimy trapezy wpisane
w powierzchnig, lub opisane na powierzchni, zawarte migdzy krzywymi fi a, oraz sasiednimi
tworzacymi. Z kolei trapezy dzielimy na tréjkaty i wyznaczamy ich wielko$¢ (rys. 6.28).
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Trojkat (EcF¢K) ma dwa boki warstwowe, dlugos¢ (KEs) otrzymujemy obracajac odcinek
(K'E'6) do potozenia warstwowego. Nastepne trojkaty wyznaczamy podobnie i na przedtuze-
niach tworzacych znajdujemy punkty F5... . Odcinki tamane (cigciwy krzywych) zastepujemy
hukami.

Cwiczenie 159

Dane sg kierownice e i f powierzchni wyznaczonej metoda obwiedniowa oraz tworzaca
. Kierownica e jest krzywa nieplaska, ktorej rzut drugi jest wycinkiem okregu ¢’ o $rodku
07, a rzut pierwszy e' parabola. Kierownica f jest elipsa zawarta w plaszczyznie ¢ drugorzu-
tujacej, ktorej rzut pierwszy jest elipsa /' o odcinku osiowym (A'B') i wierzchotku gtownym
F'o, Wykresli¢ trzy rzuty powloki zawartej pomiedzy kierownicami e i f; oraz przekroj plasz-
czyzny &l @ (rys. 6.292).

Rozwiqzanie

Obieramy na krzywej e punkty Ey, E,... i kreslimy styczne: m1, m,... (m'; styczna do pa-
raboli, m?, styczna do okregu) jak na rysunku 6.26 . Wyznaczamy punkty przebicia Py, P ...
prostych m »... z ptaszczyzna @ np. min@=P,. Z punktow P';, P'; ... kre§limy styczne do elip-
syf1 (jak w rozdziale I rys. 1.7) i otrzymujemy punkty stycznos$ci F', F'5 .... Odcinki (E|F)),
(E,F,) sa tworzacymi powtloki. Przekréj plaszczyzna & wyznaczamy z przecigcia z tworzacy-
mi jak punkt Q (rys. 6.29b). Rzut trzeci wyznaczamy korzystajac z cech punktow odmierza-
nych od ptaszczyzny porownawczej A.

a)

Rys. 6.29a

Cwiczenie 160

Dane sa okregi e i f zawarte w plaszczyznach ¢ 1 ¢ bedace kierownicami powierzchni
wyznaczonej metoda obwiedniowa, oraz dana jest tworzaca t). Wyznaczy¢ inne tworzace tej
powierzchni (rys. 6.30).

Rozwiqzanie

Zadanie rozwigzujemy wedhug schematu podanego na rysunku 6.27a.

Wyznaczamy krawedz k plaszczyzn €1 ¢, oraz obrét plaszczyzny ¢ do potozenia na
ptaszczyzng ¢ i klad okrggu e:e® poniewaz wygodniej jest kresli¢ styczne do okrggu niz
styczne do elipsy. Obieramy na e° punkty E° i, E®, , E°; ... 1 kre§limy styczne m;, mj... do
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okregu e° do przeciecia z prosta k' w punktach M';, M'; ... . Z punktow M'|,... kreslimy
styczne n, n... do okregu /' w punktach F';, F'; ... . Na elipsie e bedacej rzutem pierwszym
okregu e wyznaczamy punkty E';, E',. Nastepnie wyznaczamy drugie rzuty par punktow
E|F,, E;F; ... . Pary punktéw EF wyznaczaja tworzace powierzchni. Na rysunku 6.30 przed-
stawione sa styczne m° i n'y w punktach E° i F', do okregéw e° i /' przecinajacych sie
w punkcie M',ek' (rzut stycznej mo=m'; nie jest konieczny do wyznaczenia punktu E',).

b)




b)

Rys. 6.30b

Cwiczenie 161

Dane sa kierownice powierzchni wyznaczonej metoda obwiedniowa : e jest parabola
zawarta w plaszczyznie ¢ dwurzutujacej 1 f elipsa zawarta w plaszczyznie drugorzutujacej ¢.
Rzut pierwszy elipsy /' jest okregiem. Parabola jest dana prostymi stycznymi g i %, przecina-
jacymi si¢ w punkcie M. Wyznaczy¢ tworzace powierzchni oraz rzuty powloki bedacej wy-
cinkiem powierzchni ograniczonej kierownicami e i f oraz krzywa ¢ bgdaca przekrojem po-
whtoki ptaszczyzna pierwszowarstwowa vy (rys. 6.31).
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Rozwiqzanie

Wyznaczamy trzeci rzut paraboli e jak w konstrukcji XV za pomoca stycznych do
paraboli (rys. 1.23). Punkty stycznosci oznaczamy Eo, E;, E,, ... . Nastgpnie wyznaczamy
krawedz k plaszczyzn €1 ¢ . Dalej postepujemy jak w schemacie na rysunku 6.17a. Tworzaca
to rysujemy od razu, gdyz styczne w punktach Ey i Fy do krzywych e i f'sa rownolegte do k.
Pozostate tworzace wyznaczamy jak tworzaca t3. Przez punkt E; prowadzimy styczna a do
krzywej e. Prosta a przecina si¢ z krawedzia k w punkcie P; i z P; prowadzimy styczna b do
krzywej /'w punkcie F3. Styczna a jest poprowadzona w rzucie trzecim do e’; a>’nk*=P*. Rzut
pierwszy punktu P:P' ek’ znajdujemy za pomocga cechy wzgledem ptaszczyzny pordwnawczej
a zarazem plaszczyzny symetrii 1. Z P! prowadzimy &' stycznie do f' i otrzymujemy punkt F'.
Prosta E; F3 jest tworzaca #3 powloki. Kolejne tworzace wyznaczamy w taki sam sposob. Li-
nia ¢ jest wyznaczona za pomoca punktow A, C i punktu N przecigcia tworzacej #4 z plasz-

czyzna vy (rys. 6.31b).

Cwiczenie 162

Dane sa dwie kierownice e i f (parabole) zawarte w plaszczyznach réwnoleglych « if.
Wyznaczy¢ rzuty powtoki ograniczonej krzywymi e i f oraz plaszczyzng pierwszowarstwowa
7. Wyznaczy¢ przekrdj ptaszczyzna o (rys. 6.32a).

a)

Rys. 6.32a

Rozwiqzanie

Wyznaczamy trzeci rzut obu kierownic w kierunku 31« i f. Obie parabole sa w poto-
zeniu trzeciowarstwowym (rys. 6.32b). Podobnie jak na rysunku 6.17b obieramy na jednej
z krzywych punkty np. Fy, F; ..., kre$limy styczne i przesuwamy je rownolegle tak, aby byty
styczne do drugiej krzywej (np. styczna b> w punkcie F°| i styczna a® w punkcie E*}; b°||a’).
Linig przekroju powloki ptaszczyzna & wyznaczamy dzigki punktom przebicia tworzacych
z plaszczyzna S (np. P).
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b)

Rys. 6.32b

Cwiczenie 163

Dane sa dwa okrggi zawarte w plaszczyznach réwnoleglych a1 5 przecigte ptaszczyzna
7. Wyznaczy¢ powloke bedaca wycinkiem powierzchni stycznych wyznaczong kierownicami
e 1 fzawarta migdzy plaszczyznami o, S i y(rys.6.33a).

Rozwiqzanie

Poniewaz kierownice e i f zawarte sa w ptaszczyznach rownolegtych, styczne do krzy-
wych sa réwniez roéwnoleglte do siebie i wyznaczaja tworzace (rys. 6.33b). Schemat podajacy
rozwiazanie: rysunek 6. 17b.
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ZADANIA

Wykres$l powtoke wyznaczona z wycinka powierzchni stycznych odwzorowanej na ry-
sunku 6.34 a, b, ¢, d, €.

a) b)

c) d)

[

e)

Rys. 6.34
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5.2. Powloki tworzone z powierzchni skosnych.

Klasyfikacja powierzchni sko§nych wiazkowych przedstawiona jest za St. Polanskim na
rys. 5.218 . Do tworzenia takich powierzchni wymagane sa trzy kierownice. Kazda tworzaca
powierzchni przecina wszystkie trzy kierownice. Rozrézniamy nastgpujace przypadki wystg-
powania kierownic:

1) dwie krzywe, jedna prosta wlasciwa,

2) jedna krzywa, dwie proste wiasciwe,
- powierzchnia utworzona przez kierownice wymienione w punktach 1) i 2) jest po-
wierzchnia stozkowa zwang konusoida,

3) dwie krzywe, jedna prosta niewlasciwa - powierzchnia walcowa - cylindroida,

4) jedna krzywa, jedna prosta wiasciwa, jedna prosta niewtasciwa - powierzchnia stozko-
wo-walcowa - konoida,

5) trzy proste skosne - kwadryka prostokres$lna,

a) dwie proste wlasciwe, jedna niewlasciwa,

b) trzy proste wlasciwe rownolegle do jednej i tej samej ptaszczyzny, a) i b) - para-

boloida hiperboliczna,

¢) trzy proste skosne takie, ze nie istnieje plaszczyzna réwnolegta do kazdej z nich -

hiperboloida jednopowlokowa.

Jezeli dane sa kierownice e, /i g gdzie g jest prosta wiasciwa czy niewtasciwa, to aby
wyznaczy¢ tworzaca powierzchni nalezy przez prosta g poprowadzi¢ plaszczyzng i wyzna-
czy¢ punkty przebicia E i F kierownic e i f'z ta plaszczyzna. Tworzaca wyznaczaja punkty E
i F. Gdy kierownice e i f'sa krzywymi przestrzennymi czy to w przypadku powierzchni stoz-
kowej (rys. 6.35), czy tez w przypadku powierzchni walcowej (rys. 6.39) przy wyznaczaniu
rzutéw takiej powierzchni wygodnie jest aby plaszczyzny yi,... zawierajace prosta g byly
rzutujace. Punkty Ej,,... 1 Fy,5... przecigcia kierownic e i f plaszczyznami znajdujemy od razu
i fatwe jest wyznaczenie tworzacych. Utatwieniem w wyznaczaniu tworzacych jest potozenie
rzutujace jednej z kierownic.

Rys. 6.35

Gdy krzywe e i f sa plaskie, zawarte w plaszczyznach ¢ i ¢ wyznaczamy krawedz &
plaszczyzn €1 ¢, oraz punkty przebicia P i Q prostej g z tymi ptaszczyznami. Plaszczyzna za-
wierajaca prosta g wyznacza krawedzie p i g z plaszczyznami €1 ¢ .Proste p 1 g przecinaja si¢
w prostej k (rys. 6.36). Proste p i g przecinaja krzywe e i f w punktach E i F.
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Moze si¢ zdarzy¢, ze prosta g jest rownolegla do jednej z plaszczyzn & lub ¢, wtedy
jedna z prostych p lub g jest do niej rownolegta (rys. 6.37).

Rys. 6.37

Rys. 6.38

288



Jezeli ptaszczyzny &1 ¢ zawierajace krzywe e i f'sa do siebie réwnolegle, wyznaczamy
punkty przebicia P i Q prostej g z ptaszczyznami ¢ igp. Przez punkty P i Q prowadzimy proste
p 1 g rownolegle, wyznaczajace plaszczyzng zawierajaca kierownicg g. Proste p 1 ¢ przecinaja
krzywe e i fw punktach E i F wyznaczajacych tworzaca ¢ (rys. 6.38).

W przypadku trzecim, gdy kierownice e i f s krzywymi ptaskimi badz przestrzennymi
a kierownica g jest prosta niewlasciwa zawarta w plaszczyznie y, tworzace wyznaczamy za
pomoca plaszczyzn rownoleglych do y przecinajacych kierownice e i f (rys. 6.39). Jezeli kie-
rownice e i f zawarte sa w ptaszczyznach €1 ¢ a prosta g niewlasciwa zawarta jest w ptasz-
czyznie y przecinajacej £1 ¢ w krawedziach p 1 g, tworzace wyznaczamy jak na rysunku 6.40a
i b. Krawedzie kolejnych ptaszczyzn rownoleglych do y z ptaszezyznami ¢ i ¢ sa rownolegle
do p i q. Przecinaja kierownice e i f w punktach E i F, ktdre wyznaczaja tworzace. Na rysunku
6.40a krawedzie p, ¢ i kK maja punkt wspolny, na rysunku 6.40b krawedz p jest rownolegta do
q poniewaz || .

\y .

Rys. 6.40

Cwiczenie 164

Dane sa rzuty pierwsze i trzecie krzywych e i f, oraz rzuty prostej wlasciwej g. Krzywe
e 1 f'1prosta g sa trojka kierownic powierzchni prostokre§lnej zwanej powierzchnia stozkowa
lub konusoida. Wyznaczy¢ powlokg ograniczona krzywymi e i f, powierzchnia, oraz prze-
krojem plaszczyzny y (rys. 6.4la). Krzywa e jest w rzucie pierwszym i trzecim tukiem okrggu,
krzywa f'w rzucie pierwszym jest tukiem okrggu, a w rzucie trzecim Y elipsy. Kierownica g
jest prosta trzeciorzutujaca.
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Rozwiqzanie

Zadanie rozwiazujemy wedhug schematu 6.25. Plaszczyzny zawierajace poszczegodlne
tworzace prowadzimy przez prosta g (np. G € &) w rzucie trzecim. Punkty E i F sa punk-
tami przebicia krzywych e i f'z ptaszczyznami. Wyznaczamy rzut drugi krzywych e i f'(sa to
krzywe przestrzenne), oraz rzuty pierwszy i drugi tworzacych (rys. 6.41b).

a)

b)

Rys. 6.41ab

Cwiczenie 165

Wykresli¢ trzy rzuty powtoki skosnej wiazkowej, bedacej conusoida, dana za pomoca
trojki kierownic: e, f, g, ograniczonej kierownicami e i g, przekrojem plaszczyzna o, oraz
wycinkiem powierzchni (rys. 6.42a). Kierownice e i g sa prostymi wlasciwymi. Kierownica f
jest okrggiem zawartym w plaszczyznie drugowarstwowej ¢.
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Rozwiqzanie

Prosta g jest pierwszorzutujaca, prosta e jest trzeciorzutujaca. Tworzace w rzucie trze-
cim przecinaja si¢ w ¢’ w rzucie pierwszym przecinaja sic w g'. Rzuty drugie tworzacych
znajdujemy dzigki punktom przecigcia poszczegdlnych tworzacych z okrggiem f, oraz pro-
stymi g i e (rys. 6.42b). Wyznaczamy obwiedni¢ tworzacych w rzucie drugim oraz widocz-
nos¢.

Cwiczenie 166

Dane sa trzy kierownice e, f, g wyznaczajace powloke skos$na stozkowa (rys. 6.43a).
Kierownica e jest okrggiem zawartym w plaszczyznie drugorzutujacej &, kierownica f'jest hi-
perbola dana wierzchotkami Fo i W, oraz punktami A i B (wierzchotek W potrzebny jest do
kreslenia hiperboli zgodnie z konstrukcja XVI (rys. 1.25)). Hiperbola f zawarta jest w plasz-
czyznie pierwszowarstwowej ¢. Trzecia kierownica jest prosta wlasciwa g drugowarstwowa.
Wykresli¢ trzy rzuty powloki zawartej pomigedzy krzywymi e i f oraz wyznaczy¢ przekroj
ptaszczyzna y L L.

a) g\ &

Rys. 6.43a

Rozwiqzanie

Kreslimy rzuty: pierwszy i trzeci okregu e - sa to elipsy, oraz wyznaczamy rzut pierw-
szy hiperboli £f'. Nastepnie jak na rysunku 6.26 wyznaczamy punkty przebicia P i Q prostej g
z plaszczyznami ¢ 1 ¢ oraz krawedz k plaszczyzn €1 ¢. Plaszczyzna symetrii hiperboli 412
zawiera prosta g i tworzaca powierzchni # wyznaczona punktami Fy i Ey (Fo=fnA, Ej=enA1).
Pozostate tworzace wyznaczamy w rzucie pierwszym co przedstawiamy na przykladzie ¢.
Obieramy na kierownicy f punkt F; i prowadzimy przez niego i punkt Q prosta q', przecina
ona prosta k w punkcie K' przez ktory i przez punkt P kreslimy prosta p'. Prosta p' przecina
krzywa e' w punkcie E'|. Proste p i ¢ sa to krawedzie plaszczyzny & zawierajacej kierownice
g z plaszczyznami ¢ i ¢. Wyznaczamy brakujace rzuty tworzacych oraz przekrdj plaszczyznag
7 (rys. 6.43Db).
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Cwiczenie 167

Wykresli¢ rzuty podstawowe powloki bedacej wycinkiem powierzchni skos$nej wiaz-
kowej, stozkowej (konusoidy) wyznaczonej trdjka kierownic: paraboli e zawartej w drugo-
rzutujacej plaszczyznie ¢, elipsy f zawartej w drugorzutujacej plaszczyznie ¢ (rzut pierwszy
elipsy jest okrggiem), oraz kierownicy g bedacej odcinkiem prostej wilasciwej rownolegtej do
plaszczyzny . Wyznaczy¢ przekrdj ptaszczyzna y (rys. 6.44a).

Rozwiqzanie

Podobnie, jak w ¢wiczeniu 166 wyznaczamy krawedz k plaszczyzn €1 ¢, oraz punkty
przebicia prostej g z plaszczyznami €1 ¢.e Ng=P (punkt wlasciwy), ¢ N g = Q. (punkt nie-
wlasciwy). Tworzace wyznaczamy jak na rysunku 6.37 . Przez E; i P prowadzimy prosta p,
przecina ona prosta k w punkcie K , przez ktory prowadzimy prosta ¢qllg; ¢ Ng=Qoo. Prosta g
przecina kierownice /' w punkcie Fs. EsF3=t;5. Proste p i ¢ wyznaczajq plaszczyzng zawierajaca
kierownicg g (rys. 6.44b). Punkty przecigcia tworzacych z plaszczyzna y wyznaczaja przekroj.

a)

b)

Rys. 6.44
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Cwiczenie 168

Wykresli¢ trzy rzuty powtoki bgdacej wycinkiem konusoidy - powierzchni skos$nej
wiazkowej ktorej kierownicami sa: okrag e zawarty w plaszczyznie £12, okrag f zawarty
w plaszczyznie @ll, oraz prosta wtasciwa g. Powloka ograniczona jest krzywymi e i f oraz
wycinkiem powierzchni (rys. 6.45a).

Rozwiqzanie

Punkty przebicia P i Q prostej g z plaszczyznami €1 ¢ wyznaczany w rzucie trzecim.
Krawedz k ma rzuty k'=¢' i k’=¢’. Plaszczyzna symetrii ¥ dwurzutujaca wyznacza tworzaca
to=EoFo. Tworzaca ¢, wyznacza plaszczyzna zawierajaca prosta g i posiadajaca krawedz a
z plaszczyzna @ i b z ptaszczyznae. Krawedzie a, b, 1 k posiadaja punkt wspdlny K i zawieraja
punkty przebicia P i Q. Punkty Fef'i Ece wyznaczaja tworzaca (rys. 6.45b). Wyznaczone zo-
staty dwa przekroje ptaszczyznami «||11 S12.

b)

mw

W/ o

m m
A

a) e

Rys. 6.45

Cwiczeniel 69

Dane sa trzy kierownice: e - elipsa zawarta w plaszczyznie & f - parabola zawarta
w plaszczyznie ¢ rownoleglej do € oraz prosta wlasciwa g. Wyznaczy¢ trzy rzuty powtoki be-
dacej wycinkiem powierzchni sko$nej wiazkowej, ktorej brzegiem jest krzywa f, krzywa a -
przekrdj powloki plaszczyzna «, oraz linia c - linia przenikania powtoki z walcem obrotowym
(rys. 6.46a).
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Rozwiqzanie
Kierownice e, f'1 g wyznaczaja konusoidg. Wykreslamy trzecie rzuty kierownic e i f

oraz punkty przebicia P i Q prostej g z tymi plaszczyznami. Poniewaz ¢, jest rownolegta do
@, plaszczyzny zawierajace prosta g posiadaja z €1 ¢ krawedzie rownolegte. Wyznaczamy je

w rzucie trzecim np. : al|b wyznaczaja tworzaca ¢, (schemat rys. 6.38). Lini¢ a wyznaczamy
za pomocga dodatkowego punktu na tworzacej t4, K=t4n« (rys. 6.46b).

a)

b)

Rys. 6.46
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Cwiczenie 170

Wyznaczy¢ trzy rzuty - powierzchni skos$nej wigzkowej danej trzema kierownicami
z ktorych: e -jest elipsa zawarta w plaszczyznie drugorzutujacej &, f - jest prosta wlasciwa
drugorzutujaca i g - jest prosta niewlasciwg zawartag w plaszczyznie y drugowarstwowej. Po-
wloka jest cze$¢ powierzchni ktorej brzegiem jest czes¢ tuku elipsy AB, odcinki tworzacych
(AC) i (BD), oraz odcinek (CD) prostej f (rys. 6.47a). Wyznacz przekr6j powtoki ptaszczy-
zng A.

3) vl g
<

F=C=D

b)

A

Rys. 6.47
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Rozwiqzanie

Powierzchnia, ktorej jedna z trzech kierownic jest prosta wlasciwa, a druga prosta nie-
wlasciwa jest powierzchnia stozkowo-walcowa zwana konoida. Rozwiazuje si¢ ja wykorzy-
stujac potozenia rzutujace kierownic. W przypadku jak na rysunku rzuty drugie tworzacych
zawieraja prosta 7 ktorej rzut drugi jest punktem, pierwsze rzuty zawieraja prosta gl00 czyli sa
réwnolegte do y'. Odpowiednie tworzace przecinaja kierownice e w punktach E;,E, ... (rys.
6.47b). Wyznaczamy trzeci rzut kierownicy e. Tworzace w rzucie trzecim sa réwnoleglte do 7
i przecinaja kierownicg f'w punktach Fy,F, ... . Przekrdj ptaszczyzna A wyznaczamy za pomo-
ca punktow przebicia z tworzacymi.

Cwiczenie 171
Dane sa trzy kierownice powierzchni skosnej-wiazkowej: tuk okrggu f zawarty w plasz-
czyznie pierwszowarstwowej @, e tuk okregu zawarty w plaszczyznie drugowarstwowej &
oraz prosta niewlasciwa g dana punktami P, i Q. nalezacymi do prostych p i ¢, zawarta
w plaszczyznie y=pq. Proste p i g sa krawedziami plaszczyzny y z plaszczyznami ¢i ¢. Wy-
znaczy¢ trzy rzuty powtoki dwusegmentowej dla ktorej brzegiem jednego segmentu jest odci-
nek tworzacej (EoFy), odcinek okregu (Eg Es), odcinek tworzacej (Es Fsy oraz tuk (Fs F¢). Wy-
znaczy¢ dwa przekroje powtoki ptaszczyzna oLl i L2 (rys. 6.48a).
a)

Rys. 6.48a

Rozwiqzanie

Powierzchnia skosno-wigzkowa ktorej jedna z kierownic jest prosta niewlasciwa, a zad-
na z dwu pozostatych kierownic nie jest prosta wlasciwa, jest cylindroida - powierzchnia sko-
$na walcowa. Zadanie rozwiazujemy wedlug schematu na rysunku 6.40a . Krawedz k ptasz-
Czyzn £1 ¢ ma rzuty K'cei kZC(pz. Na przyktadzie tworzacej #; pokazany jest sposob wyzna-
czania tworzacych. Na kierownicy e” obieramy punkt E* i prowadzimy przez ten punkt prosta
a’||p%; a’mk*=K?;. Pierwszy rzut punktu K;K's zawarty jest w prostej k'. Przez punkt K's pro-
wadzimy prosta bl||q1. Przecina ona rzut pierwszy kierownicy /: /' w punkcie F's . Wyzna-
czamy brakujace rzuty punktow E; i F3 i rzuty tworzacej 3. Inne tworzace wyznaczamy po-
dobnie (rys. 6.48b). Oba segmenty sa symetryczne: plaszczyzna symetrii jest ptaszczyzna €.
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W niektorych przypadkach powierzchnie prostokreslne nierozwijalne wyznaczone sg
w sposob bardziej skomplikowany. Ma to miejsce w przypadku cylindroidy, gdy zamiast jed-
nej z kierownic podane sa dwie tworzace.

Cwiczenie 172

Dane sa dwie kierownice ptaskie: e bedaca parabola o wierzchotku Es i f bedaca tukiem
elipsy, ktorej rzutem pierwszym e' jest wycinek huku okregu. Kierownice te zawarte sa
w plaszczyznach drugorzutujacych £ i ¢, ponadto ¢ jest plaszczyzna pierwszowarstwowa,
wiec e=¢'. Dane sa ponadto dwie tworzace powierzchni ¢; i ¢s bedacej cylindroida. Wyzna-
czy¢ pozostate tworzace powierzchni, w rzutach podstawowych, trzeci rzut, oraz przekroj
ptaszczyzna dwurzutujaca (rys. 6.49a).

a)

)
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Rozwiqzanie

Dla uzyskania mozliwosci konstruowania nowych tworzacych musimy wyznaczy¢
ptaszczyzng y rownolegta do obu danych tworzacych ¢ i ts w ktorej zawarta jest trzecia kie-
rownica prostoliniowa g. Jest to prosta niewlasciwa, przecinajaca tworzace #; i 5. Rysunek
pogladowy 6.49b przedstawia potozenie kierownic e i f oraz tworzacych ¢, i ts. Plaszczyzna y
wyznaczona jest prostymi przecinajacymi si¢ all#s i b=t;, anb=E, (rys. 6.49¢). Krawedzie p=¢
Ny 1 g=@ Ny przecinaja si¢ w prostej k=& N @. Dalej postgpujemy jak w schemacie podanym
na rysunku 6.40. Punkty przebicia P i Q prostej niewlasciwej g z plaszczyznami €1 ¢ sa
punktami niewlasciwymi prostych p i ¢q. Prowadzimy ptaszczyzny réwnolegle do y czyli za-
wierajace prosta g.za pomoca par prostych réwnolegtych do p i ¢ i w punktach przecigceia si¢
ich z kierownicami e i f wyznaczamy punkty kolejnych tworzacych (rys. 6.49¢c). Na koniec
wyznaczamy obwiedni¢ drugich rzutéw tworzacych oraz ich widocznos¢.

Przedstawione na rysunkach: 6.36, 6.37, 6.38, 6.40 sposoby wyznaczania tworzacych
powierzchni skosnej wiazkowej wyznaczonej przez kierownice ptaskie z ktorych co najmniej
jedna jest prosta, sa aktualne i wtedy gdy wszystkie kierownice e, /1 g sa prostymi i kazde
dwie proste sa roztaczne. Powierzchnia sko$na wiazkowa wyznaczona przez trzy proste jest
kwadryka prostoliniowa. Jezeli jedna z kierownic jest prosta niewlasciwa lub jezeli istnieje
ptaszczyzna réwnolegta do wszystkich trzech prostych - kwadryka nazywa sie paraboloida
(badz paraboloida hiperboliczng). Jezeli taka ptaszczyzna nie istnieje jest to kwadryka hiper-
boliczna. Cecha kwadryk prostoliniowych jest to, ze istnieja w niej dwie rodziny tworzacych
(9) 1 (u). Trzy dowolne tworzace rodziny (u), obrane na kierownice, ustalaja powierzchnie
sko$na o tworzacych z rodziny (¢), i na odwr6t. Tworzace tego samego ukladu sa prostymi
sko$nymi, nalezace za$ do roznych uktadéw przecinajg sig.

Cwiczenie 173

Dane sa trzy proste skosne e, /i g, z ktorych prosta g jest pierwszorzutujaca, zas rzuty
pierwsze e' i/ prostych e i fnie sa rownolegte. Wykresli¢ tworzace tej kwadryki oraz zazna-
czy¢ jej wycinek o brzegu (1, I, IV, 4) (rys. 6.50).

a)

Rys. 6.50a

Rozwiqzanie

Poniewaz nie istnieje ptaszczyzna rownolegla do prostych e, f, g, , kwadryka jest hiper-
boloida jednopowlokowa. Rzuty tworzacych ¢, #4 ukladu (f) wyznaczone sa za pomoca plasz-
czyzn pierwszorzutujacych &4 zawierajacych prosta g. Przecinaja one kierownice e i f odpo-

301



wiednio w punktach 1, 2, 3, 4 i I, II, III, IV wyznaczajac tworzace (¢; = 1 1...). Tworzace dru-
giej rodziny (1) wyznaczamy podobnie przyjmujac za kierownice trojke jej tworzacych ¢, ¢4
i 15, z ktorych tworzaca £ jest pierwszorzutujaca (f,=e¢'nf") (rys. 6.50b). Wyznaczamy w rzu-
cie drugim obwiedni¢ odpowiednich tworzacych oraz widoczno$¢ zaznaczonego ptata kwa-
dryki.

b)

Rys. 6.50b

Cwiczenie 174

Dane sg trzy kierownice kwadryki prostokreslnej e,f 1 g, ktore sg prostymi parami sko-
$nymi. Rzuty pierwsze tych kierownic e',f!, g' sa do siebie rownolegle. Wyznaczy¢ rzuty wy-
cinka powierzchni ograniczonej odcinkiem (EF;) tworzacej t,, (F,F3) prostej e, tukiem (FsFs)
i odcinkiem (EsE;) prostej /- Ponadto brzegiem rzutu drugiego jest tuk paraboli bedacy ob-
wiednia rzutow odpowiednich tworzacych (rys. 6.51a).

Rozwiqzanie

Tworzace kwadryki wyznaczamy jak na rysunku 6.36 . Przez dwie proste, tu: e i f pro-
wadzimy plaszczyzny €1 @ i wyznaczamy punkty przebicia prostej g z tymi ptaszczyznami: P
i Q, oraz krawedzZ k plaszczyzn ¢ i@. Przez prosta g prowadzimy ptaszczyzny 7...1 wyznacza-
my ich punkty E;... 1 Fy... przecigcia prostych e i f. Plaszczyzny ;... sa wyznaczone za pomo-
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ca krawedzi a i b z plaszczyznami ¢ 1 ¢ przecinajacymi si¢ z prosta k£ w punkcie T. Wyzna-
czamy obwiednig tworzacych w rzucie drugim, (jest ona parabola) oraz widoczno$¢ powtoki
(rys. 6.51Db).

a)

b)

Rys.6.51

Niekiedy zdarza sig, ze kwadryka dana jest dwiema parami tworzacych nalezacych do
dwoch rodzin, przecinajacych si¢ w czworoboku przestrzennym. Pozostate tworzace mozemy
wyznaczy¢ dzielac boki czworoboku na taka sama ilos¢ rownych odcinkéw. Pary punktow
odpowiadajacych sobie wyznaczaja szukane tworzace.
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Cwiczenie 175

Wyznaczy¢ trzy rzuty kwadryki danej przez dwie pary przecinajacych sig¢ tworzacych #
t71 u) u7, oraz wyznaczy¢ powtoke o brzegu 4 zawartym w kwadryce. Rzutem pierwszym linii
B jest: 1) elipsa k' - rys 6. 52a, 2) pigciokat (A'E'F' C'D") (rys. 6.53a).

a) t/J:u/‘ t7:




Rozwiqzanie

Tworzace kwadryki bedacej paraboloida hiperboliczna (rys. 6.52b) lub hiperbolo-
ida(rys. 6.53b) wyznaczamy dzielac odcinki czworoboku (ABCD) na 6 jednakowych czg¢sci
i taczac punkty podzialu. Z przecigcia tworzacych linia # wyznaczamy brzeg kwadryki. Wy-
znaczamy réwniez obwiedni¢ tworzacych w rzutach drugim i trzecim.
a)

b)

Rys. 6.53
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5.3. Powloki utworzone z powierzchni kinetycznych.

Do powierzchni kinetycznych zaliczamy: powierzchnie translacyjne, powierzchnie
rotacyjne ipowierzchniespiralne.
5.3.1. Powierzchnie translacyjne

Wezmy pod uwagg dwie kierownice ey i fo nie zawarte w jednej ptaszczyznie i posiada-
jace punkt wspolny E¢=F, przy czym jedna przesuwa si¢ po drugiej zachowujac potozenia
réwnolegte i na odwrét. Kolejne polozenia krzywych wyznaczaja powierzchnig (rys. 6.54).

Rys. 6.54

Cwiczenie 176

Dane sa kierownice powierzchni translacyjnej: eg i fo przecinajace si¢ w punkcie Eq=F.
Kierownica ey jest ztozona z dwoch wycinkéw okregow danych w rzucie drugim, zawartych
w plaszczyznie drugowarstwowej €. Kierownica f jest tukiem okrggu zawartym w plaszczyz-
nie ¢ dwurzutujacej. Wyznaczy¢ trzy rzuty powloki ktorej brzeg wyznacza w rzucie pierw-
szym kwadrat a' (rys. 6.55a).

a) o

Rys. 6.55a

306



Rozwiqzanie

Na krzywej f obieramy punkty F;, F,... i przesuwamy przez nie krzywa e. Obieramy
réwniez punkty E E; na krzywej /1 przesuwamy przez nie krzywa e. Kolejne potozenia prze-
suwajacych si¢ krzywych sa do siebie rownolegle. Poniewaz plaszczyzna ¢ jest trzeciowar-
stwowa trzecie rzuty kolejnych potozen kierownicy f sa okrggami. W dalszej kolejnosci wy-
znaczamy rzuty: drugi i pierwszy brzegu a (rys. 6.55b).

3 2’

b)

/)

E,=F[

2!

Rys. 6.55ab

Cwiczenie 177

Dane sa kierownice ecel?2, ztozonej z wycinkéw dwoch stycznych tukow okrggow
o tym samym promieniu, oraz fcg ||2 bedacej elipsa, ktorej rzutem pierwszym jest wycinek
tuku okregu. Kierownice e i f'przecinaja si¢ w punkcie Eq=F¢. Wyznaczy¢ trzy rzuty powtoki
ztozonej z wycinka powloki translacyjnej, ktorej brzegiem jest linia (ABCDGHA): (AB) jest
wycinkiem krzywej zawarte] w plaszczyznie dwurzutujacej trzeciowarstwowej 6 do ktorej
nalezy punkt Eq=F,. (BC) i (AH) sa to odcinki krzywej e, (kolejnego jej potozenia). (CD)
i (GH) sa to odcinki przecigcia powierzchni plaszczyzna yLl. (DG) jest tukiem zawartym
w plaszczyznie p trzeciowarstwowej przecinajacej powloke (rys. 6.56a).

Rozwiqzanie

Kolejne tworzace powloki wyznaczamy jak na schemacie 6.54 i w ¢wiczeniu 176 (ry-
sunek 6.55), przesuwajac rownolegle kierownicg e po kierownicy f'i na odwrét kierownicg f°
po kierownicy e. Wyznaczamy brzeg powtoki (rys. 6.56b).
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b)
12
2
¥

Rys. 6.56

5.3.2. Powierzchnie rotacyjne.

Istnieja powierzchnie rotacyjne utworzone za pomoca dwodch przecinajacych si¢ kie-
rownic e i f'z ktorych kierownica e porusza si¢ po kierownicy f zachowujac staly kat z kie-
rownica f- Jest to mozliwe, gdy obie kierownice zawarte sa w plaszczyznach wzajemnie pro-
stopadlych. Osiami obrotu dla kolejnych polozen kierownicy e sa proste rownolegle. Jako
tworzace takiej powierzchni przyjmujemy kolejne potozenia kierownicy e i linie przekrojow
rownolegtych.
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Cwiczenie 178

Dane sa przecinajace sig kierownice e - okrag i f - parabola, wyznaczajace powierzchnig
rotacyjna. Wyznaczy¢ powloke bedaca fragmentem powierzchni rotacyjnej ograniczonej
plaszczyznami dwurzutujacymi « i f. Tworzacymi powtoki sg okregi e, e; ... powstale przez
poruszanie si¢ krzywej e po krzywej f z zachowaniem kata zawartego migdzy ptaszczyzna ¢,
zawierajacg okrag e a styczna do kierownicy f. W tym przypadku na rysunku 6.57a jest to kat
prosty. Druga rodzing tworzacych sa przekroje plaszczyznami réwnolegtymi do plaszczyzny
@ zawierajacej parabolg f-

a) fz

Rys. 6.57
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Rozwiqzanie

Przez obrane na paraboli f punkty, prowadzimy styczne: w tym wypadku styczne s np.
s - styczna do f> w punkcie F,. Pod katem prostym do s; kreslimy drugi rzut ¢’ tworzacej e
zawartej w plaszczyznie drugorzutujacej. Druga rodzing tworzacych wyznaczamy jako linie
przekrojow z plaszczyznami rownolegltymi do ¢. Wyznaczamy trzy rzuty powtoki oraz prze-
kroje ptaszczyznami a i S (rys. 6.57b).

Cwiczenie 179
Wyznaczy¢ powlok¢ bedaca wycinkiem powierzchni rotacyjnej o kierownicach: f - tuk
okregu, e - tuk hiperboli. Plaszczyzny ¢ i £ zawierajace kierownice e i f'sa do siebie prostopa-
dte. Brzegiem powloki jest (AB) - odcinek hiperboli es w potozeniu dwurzutujacym ptaszczy-
zny & (CD) - odcinek hiperboli ey w potozeniu pierwszowarstwowym plaszczyzny &, oraz
dwa tuki okregow (BC) i (AD). Wykresli¢ trzy rzuty powtoki (rys. 6.58a).
a) !

Rys. 6.58
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Rozwiqzanie

Kat migdzy plaszczyzna & zawierajaca e i prosta s styczna do krzywej f jest staly w ko-
lejnych potozeniach tworzacej e. Wyznaczamy kolejne tworzace przesuwajac hiperbolg e po
okregu fzachowujac kat @ (rys. 6.58b).

5.3.3. Powierzchnie spiralne.

Podzbiorem powierzchni spiralnych s3 powierzchnie $rubowe. Kierownicami takiej
powierzchni sa: o$ /, linia Srubowa ¢, oraz poruszajaca si¢ po niej krzywa lub prosta u. Jezeli
kierownica u jest prosta, powierzchnia taka jest powierzchnia prostoliniowa rozwijalng. Spo-
sob wyznaczania takiej powierzchni oraz jej rzuty podstawowe podaja rysunki 6.59a i 6.59b.
W budownictwie powierzchnie spiralne maja niewielkie zastosowanie. Stosuje si¢ je do bu-
dowy np. schodow, oraz w ksztattowaniu drog.

a) 7

b)




Cwiczenie 180

Dane sa trzy kierownice: / - 0§ walca obrotowego, ¢ - okrag bedacy kierownica walca
i prostokat # majacy punkt wspélny z t:unt, = T, (n=0, 1, ...12). Wyznaczy¢ geometryczny
projekt spiralnych schodow, ktoérych stopnie utozone sa na powierzchni Srubowej prostej (rys.
6.60a).

Rozwiqzanie

Przyjmujemy rzuty dwoch walcow: pierwszy #; i drugi £, o promieniu (SA), dzielimy
okregi na 12 rownych czesci. Figury (T',T'; A'g A'}) i nastepne sa rzutami pierwszymi po-
szczegblnych stopni schodow, ktoérych punkt Ty, 1, 2 ... 12 znajduje si¢ kolejno na krzywej ¢
(rys. 6.60b). Rysunek 6.60c przedstawia aksonometrig¢ prostokatna: dimetri¢ zalecana przez
Polska Normg przedstawiona na rysunku 7.11 .Na rysunku 6.60c kreslimy dwie elipsy bedace
rzutami wspotosiowych okrggdéw (podstaw walcow). Podstawy tych walcow dzielimy na 12
czesei (do podziatu elips stosujemy powinowactwo osiowe) 1 na osi walcow odktadamy od-
cinki jednostkowe numerujac ich konce. Na obu walcach wyznaczamy linie $rubowe prowa-
dzac je przez punkty lezace ponad punktami podziatu podstaw na kolejnych wysokosciach
réwnych O 1j, 2j, ... . Punkty te taczymy z punktami podziatu osi lezacymi na takich samych
wysokos$ciach, otrzymujac tworzace powierzchni Srubowej prostej na ktorej bedziemy ukta-
dac kolejne stopnie schodow. Laczymy punkty podziatu podstaw obu walcéw z ich wspdlnym
srodkiem i otrzymujemy podzial na 12 réwnych wycinkéw pierScienia wycigtego z podstawy
wigkszego walca przez podstawe mniejszego. Wycinki te sa rzutami poziomymi kolejnych
stopni schodoéw. Przesuwajac w gore o jedna jednostke, wymienione wycinki otrzymujemy
poszczegolne stopnie. Aby otrzymaé porgeze nalezy podnies¢ w gore (wzdhuz linii 2) obie li-
nie srubowe wykreslone na obu walcach np. o 8j (rysunek na oktadce).

a)

Rys. 6.60a
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Przyktad zastosowania powierzchni §rubowej do ksztaltowania droég podaje rysunek
6.61ab.

Rys. 6.61

5.4. Powloki tworzone z powierzchni obrotowych.

Powierzchnia obrotowa powstaje przez obrot prostej lub krzywej dookota osi obrotu.
Ptaty powierzchni obcigtych ptaszczyznami lub innymi powierzchniami tworza powloki. Mo-
ga to by¢ rowniez sklepienia. Powloki utworzone z powierzchni kuli sa to powtoki kuliste sfe-
ryczne zwane baniami. Znane sg powloki (nazywane inaczej przekryciami) lub sklepienia:
czeskie, zaglowe i inne. Przyktad przekrycia czeskiego przedstawia rysunek 6.62a,b. Powloka
utworzona jest z wycinka sfery rozpigtego nad kwadaratem (ABCD), ktorego przekatna row-
na jest $rednicy sfery. Sklepienie takie ograniczone jest plaszczyzna pierwszowarstwowa o
oraz czterema wzajemnie prostopadtymi plaszczyznami pierwszorzutujacymi Gy, 5o, [, Pa.
Rysunek 6.63a,b przedstawia tzw. przekrycie lub sklepienie zaglowe. W tym przypadku $red-
nica sfery jest wigksza od przekatnej kwadratu (ABCD). Mozna réwniez tworzy¢ powloki z
wycinkow powierzchni powstatych przez obrot innych krzywych jak: elipsoid, paraboloid,
hiperboloid i dowolnie obranych krzywych. Przyktad elipsoidy sptaszczonej podaje rysunek
6.64, elipsoidy wydtuzonej 6.65, paraboloidy 6.66 .

b)




Rys. 6.63
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Rys. 6.64
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a) r b)

a) b)

Rys. 6.66

Cwiczenie 181

Wyznaczy¢ rzuty powtoki powstatej z wycinka powierzchni obrotowej utworzonej z
przecigcia elipsoidy obrotowej wydtuzonej ptaszczyznami «, S 1 y. Jako tworzace powloki
przyjaé przekroje ptaszczyznami zawierajacymi o§ obrotu / i przekroje ptaszczyznami prosto-
padtymi do osi (rys. 6.67a).

Rozwiqzanie

Przekrojami elipsoidy obrotowej wydtuzonej ptaszczyznami prostopadtymi do osi ob-
rotu elipsoidy sa okregi, ktére na rysunku 6.67 sa trzeciowarstwowe. Plaszczyzna ¢ wyznacza
okrag, ktory jest brzegiem rzutu trzeciego. Wyznaczamy przekroje elipsoidy ptaszczyznami:
p (okrag), a1 y. Rzuty przekroju plaszczyzna y rysujemy szukajac punktow przecigcia ptasz-
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czyzny y z okregami. Rzut pierwszy przekroju ptaszczyzna « otrzymujemy albo podobnie jak
w przypadku plaszczyzny y - z przecigcia « z okrggami, albo wyznaczajac odcinki osiowe
elipsy (CD) i (AB). Wyznaczamy przekroje ptaszczyznami zawierajacymi o$ obrotu elipso-
idy, oraz widocznos¢ powtoki (rys. 6.67b).

— :
\ﬂ/l

a)

b)

)

e
=

Vi

=

Rys. 6.67

Powtoki (przekrycia) lub sklepienia moga by¢ tworzone z potowy walca. Takie sklepie-
nie nazywa si¢ kolebka. Najprostsza kolebke podaje rysunek 6.68. Przenikajace si¢ walce ob-
rotowe (kolebki) o jednakowych $rednicach i przecinajacych si¢ osiach posiadaja elipsy jako
linie przenikania. Sklepienia utworzone z gornych ptatow przenikajacych sig kolebek sa to
sklepienia otwarte. Dwie kolebki (powierzchnie walcowe) o prostopadtych osiach przenikaja-
ce si¢ nad kwadratem nazywa si¢ sklepieniem krzyzowym (rys. 6.69). Jest to sklepienie
otwarte. Sklepienia utworzone z dolnych ptatow przenikajacych si¢ kolebek sa to sklepienia
zamknigte. Przyktadem sklepienia zamknigtego jest sklepienie klasztorne (rys. 6.70). Stosuje
si¢ takze sklepienia i powloki wykreslone nad planem wielokata foremnego innego niz kwa-
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drat. Rys. 6.71 przedstawia sklepienie otwarte na planie szesciokata utworzone z trzech prze-
nikajacych si¢ walcow. Plyty tej powloki ograniczone sg potelipsami w ktorych przenikaja sig
sasiednie pary kolebek i potokrggami zawartymi w rzutujacych (pionowych) plaszczyznach
przecinajacych kolebki.

Rys. 6.68

Rys. 6.69 Rys. 6.70

Rys. 6.71
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Rozdzial VII
RZUT AKSONOMETRYCZNY

Jedna z metod odwzorowan, stuzacych do sporzadzania pogladowych rysunkéw obiek-
tow inzynierskich jest rzut aksonometryczny. Nalezy on do grupy rzutéw roéwnoleghych,
a wiec aparatem rzutowania jest rzutnia 7 * i kierunek rzutowania k. Rzutnia n* nazwana rzut-
nig aksonometryczna, jest ptaszczyzna dowolnie usytuowana wzglgdem osi uktadu kartezjan-
skiego x, y, z. Kierunek rzutowania k jest prosta zorientowana nieréwnoleglta do plaszczyzn
Xy, yz, xz. Moze by¢ prostopadly do rzutni n* i wtedy mamy rzut aksonometryczny prostokat-
ny lub krotko: aksonometrie prostokatna; lub & nie jest prostopadly do n* i mamy rzut akso-
nometryczny ukos$ny: aksonometri¢ uko$na. Oprocz rzutu roéwnolegltego utworu geometrycz-
nego w aksonometrii nieodtacznie rysuje si¢ na plaszczyznie rysunku aksonometri¢ trzech osi
uktadu kartezjanskiego x, y, z (rys. 7.1) nazwane osiami aksonometrycznymi. Punkt O’ prze-
cigcia sig osi x’, y’, z’ nazywany jest srodkiem aksonometrii.

Rys. 7.1

Mozna tak ustawi¢ rzutni¢ aksonometryczng i obra¢ taki kierunek rzutowania aby trzy
dowolnej dhlugosci niewspotliniowe odcinki (O’A’), (O’B’) i (O’C’) posiadajace wspolny
punkt O’, byly rzutami trzech odcinkow (OA), (OB) i (OC) réownej dlugosci odtozonych na
osiach x, y, z, uktadu kartezjanskiego od jego srodka O.

. ‘O’A' ‘Ol B ‘Ovcl

Stosunki: s, = ,8, = , =

|0A| "~ |OB| [ele
cji liniowej w kierunku osi X, y, z. Moga one przybiera¢ dowolne wartosci wigksze od zera,
réwne zeru lub mniejsze od zera. Gdy wspolczynniki deformacji sa mniejsze od jednosci na-
zywaja si¢ skroceniami. Jezeli wszystkie wspotczynniki deformacji liniowej sa rowne, akso-
nometri¢ nazywamy izometryczna, jezeli dwa wspotczynniki sg rowne - dimetryczna,
gdy wszystkie trzy sa ré6zne: anizometryczna.

15

nazywamy wspotczynnikami deforma-

1. Aksonometria prostokatna
Rzutnia aksonometryczna ©* jest dowolnie usytuowana wzgledem plaszczyzn xy, xz,

yz; kierunek rzutowania k jest prostopadly do n”. Osie x y, z uktadu kartezjanskiego przecinaja
7" w punktach bedacych wierzchotkami trojkata, a rzutnia ©* przecina plaszczyzny xy, xz, yz
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w krawedziach, ktorych odcinki sa bokami trojkata nazywajacego si¢ trojkatem sladow
(rys. 7.2)

, p
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X X D : n3
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VR ANN
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U
y
Rys. 7.2

Trojkat sladow w aksonometrii prostokatnej jest zawsze trojkatem ostrokatnym. Osie
aksonometryczne x’, y’, z’ sa prostymi zawierajacymi wysokosci trojkata Sladow. Wspot-
czynniki deformacji liniowej sa mniejsze od 1. Aby wyznaczy¢ skrocenia dla poszczegélnych
osi 1 wszystkich odcinkéw réwnoleglych do tych osi, wykonujemy ktady ptaszczyzn, np. xy
i plaszczyzny aksonometrycznie rzutujacej zawierajacej o$ z na rzutnie m * (rys. 7.3c).
W przypadku ktadu ptaszczyzny xy osia obrotu dla punktu O jest prosta zawierajaca bok troj-
kata $ladéw XY, plaszczyzna obrotu €’ jest prostopadia do XY. Ktady x° i y° obu osi x i y
musza przecina¢ si¢ w punkcie O° lezacym na prostej NO’ oraz musza by¢ wzajemnie pro-
stopadte. Stad wynika, ze wierzcholek O° kata prostego bedzie leze¢ na okrggu zakre§lonym
na $rednicy XY. Klad osi z wyznaczamy za pomoca ktadu prostokatnego ptaszczyzny e.
A wige ktad O* $rodka uktadu O bedzie leze¢ na prostej O’O* L z” w punkcie jej przecigcia
si¢ z okregiem o $rodku O’, ktorego $rednica jest odcinek (N’Z). O$ z* jest wyznaczona
punktami ZO*, a w przypadku niedostgpnosci punktu Z z* jest prostopadta do boku N’O*.
Na ktadach osi x, y, z odmierzamy réwne odcinki o dtugosci d i wyznaczamy ich rzuty: na osi
x — 1, na osi y — m, na osi z — n. Nastepnie konstruujemy katy proporcjonalnosci dla

trzech skrocen é,%,%, a mianowicie: promieniem d zakreslamy tuk okregu, na ktéorym od-

mierzamy cigciwe o dlugosci 1, m, n; promienie okregu przechodzace przez punkty koncowe
cigciwy wyznaczaja kat proporcjonalnosci dla kierunku osi x, y, z (rys.7.3d).

Cwiczenie 182
Majac dany trojkat sladow aksonometrii prostokatnej jak na rysunku 7.3b wykresl ak-
sonometri¢ figury przedstawiong na rysunku 7.3a w rzutach Monge’a.

Rozwiqzanie

Po znalezieniu osi aksonometrycznych x’, y’, z’, ktore sa wysokoSciami trojkata, prze-
suwamy je rownolegle w dowolne miejsce (rys 7.3e) i ustalamy zwroty osi x, y, zi x’, y’, z’
celem uniknigcia omytki przy odmierzaniu wspotrzednych punktoéw. Nastepnie wspotrzedne
poszczegodlnych wierzchotkéw odpowiednio skrocone na katach proporcjonalnosci, nanosimy
z rzutu Monge’a na osie aksonometryczne. Dla przyktadu przedstawiony tu zostal jeden ze
sposobow wyznaczania aksonometrii punktu A za pomoca wspotrzednych s, g, w (rys. 7.3).
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a)

b)

d)

Kat proporcjonalnosci
dla kierunku y

Kat proporcjonalnosci
dla kierunku x

S s

d

Kat proporcjonalnosci
dla kierunku z

W, n

Cwiczenie 183

Majac dany uktad aksonometryczny i rzut S’ §rodka okregu e o promieniu r, zawartego
w plaszczyznie € = zy (lub roéwnoleglej do e) wyznaczy¢ rzut aksonometryczny prostokatny
tego okregu.
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Rozwiqzanie

Rzut e’ okrggu e jest elipsa, ktora mozna wyznaczy¢ odcinkiem osiowym gtownym
i punktem. Srednica ¢ okregu zawartego w plaszczyznie &€ = zy réwnolegta do boku ZY troj-
kata §ladow jest prosta warstwowa. Rzutem tej $rednicy jest prosta ¢ prostopadta do osi x’,
a rzutem odcinka $rednicowego (AB)ct jest odcinek (A’B’)c ¢’ o $rodku S’ i o dlugosci row-
nej 2r. (A’B’) jest odcinkiem osiowym gtownym elipsy e’ (rys. 7.4a). Rzut dowolnego punktu
okregu e wyznaczamy nastgpujaco: przez punkty A i B prowadzimy proste g i f prostopadie
i zawarte w plaszczyznie €. Rzuty tych prostych sa rownolegte do osi aksonometrycznych:
2’lly’, f || 2. Proste te przecinaja si¢ w punkcie P < e; P’ = g’nf”’. Odcinek osiowy (A’B’)
i punkt P’ wyznaczaja elipsg e’. Odcinek osiowy poboczny (C’D’) moze by¢ znaleziony za
pomoca konstrukcji podanej na rysunku 1.21. Gdy wyznaczona w ten sposob elipsa nie jest
wydhizona, mozna na jej miejsce wykresli¢ owal (rys. 1.22). Podobnie rysuje si¢ aksonome-
trie prostokatne okrggéw zawartych w plaszczyznach ¢ = xy i 6 = xz, oraz do nich roéwnole-
glych.

a) b)

Rys. 7.4

Cwiczenie 184
Dane sa rzuty podstawowe figury oraz zorientowanej prostej k bedacej kierunkiem rzu-
towania aksonometrycznego (rys.7.5a). Wyznaczy¢ aksonometrig¢ prostokatna figury.

Rozwiqzanie

Sa dwa sposoby przyjmowania osi uktadu kartezjanskiego. Albo jednoczy si¢ on
z osiami xyz - krawedziami trzech prostopadtych do siebie rzutni Monge’a m, 7, 73 jak na
rysunku 7.3 . Albo przesuwamy go do wygodnego potozenia wzgledem rysowanej figury
1 wyznaczamy jego rzuty Monge’a jak na rysunkach 7.5, 7.6.

Prosta kierunkowa k przechodzi przez naroze figury; punkt ten obieramy na poczatek O
uktadu kartezjanskiego (rys. 7.5a). Przyjmujemy osie uktadu kartezjanskiego: drugorzutujaca
x, dwuwarstwowa y i pierwszorzutujacg z. W osi x obieramy punkt X i przyjmujemy, ze jest
on $ladem osi x, czyli punktem przecigcia sig osi x z rzutnia aksonometryczna ©° Lk, nie prze-
chodzaca przez poczatek O ukladu. Plaszczyzne n* wyznaczamy prostymi: pierwszowar-
stwowa ¢ L k i drugowarstwowa e L k. Punkty Y = tny i Z = ez sa pozostalymi §ladami
uktadu kartezjanskiego. Punkt Net jest punktem przecigcia prostej ¢ plaszczyzna pierwszo-
rzutujaca wyznaczona przez proste k i z. Ustalona w ten sposob prosta N’Z’cn” jest rzutem
prostokatnym osi z na plaszczyzng n°. Sporzadzajacy rysunek powinien przeprowadzi¢ resty-
tucje trdjkata sladow, np. odtwarzamy potozenie trojkata wzgledem plaszczyzny poréwnaw-
czej xy.
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Rys. 7.5

Odcinek (XY) jest pierwszowarstwowy, a punkt Z znajduje si¢ przed ptaszczyzna porownaw-
cza. W zwiazku z tym i ze wzgledu na zwrot prostej kierunkowej k, wierzchotki trojkata $la-
dow sa uporzadkowane zgodnie z ruchem wskazowek zegara w kolejnosci XZY. Z kolei
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znajdujemy klad tréjkata (XYZ) i punktu NeXY. Obieramy w rzutni odcinek (X’Y’)
=(X'Y") i odktadamy na nim odcinek (X’N’) = (X'N') lub (Y’N’) = (Y'N") (rys. 7.5b). Na-
stepnie kreslimy prosta z° L X Y’ przechodzaca przez N’ i znajdujemy na niej punkt Z’ z wa-
runku (Y’Z’) = (Y?Z?). Osie x’, y’, sa wysokosciami trojkata: x’ LY’ Z’ )’ 1X°Z’.

Zwroty osi uktadu aksonometrycznego (x’, z’, y’) otrzymujemy z uporzadkowania par
punktow {O,X}, {O0,Y} , {O,Z} danych w rzutach podstawowych. Przy wyznaczaniu katow
proporcjonalnos$ci nie zachodzi potrzeba kreslenia ktadow trojkatow wyznaczonych przez $la-
dy X, Y, Z i poczatek uktadu, bo dlugosci odcinkéw (OX) , (OY) i (OZ) dane sa w rzutach
podstawowych. Na rysunku 7.5¢ wykres$lono katy proporcjonalnosci, za$ rysunek 7.5d przed-
stawia aksonometri¢ figury dang w rzutach podstawowych (rys. 7.5a). Dla przyktadu pokaza-
ne jest postgpowanie w celu wyznaczenia aksonometrii punktu A. Odcinek (O'B'Y zawarty
w osi y' z rzutow podstawowych zostal skrocony za pomoca kata dla osi y i na osi aksonome-
trycznej y’ odmierzono (O’B’). Z punktu B’ kreslimy prosta rownolegla do osi x’ i odmierza-
my na niej odcinek (B’C’), ktory otrzymamy po skroceniu na kacie dla kierunku x odcinka
(B'C'Y = (0'X"). Z punktu C na prostej réwnolegtej do z” odmierzamy odcinek (C’A’) otrzy-
many po skroceniu odcinka (C*A?) na kacie dla osi z. Rzut okregu wykreslamy jak na rysun-
ku 7.4.

Cwiczenie 185
Majac dane rzuty podstawowe figury oraz prostej zorientowanej k (rys.7.6a) wykresl
rzut aksonometryczny prostokatny figury.

Rozwiqzanie

Rozwiazanie jest podobne jak w ¢wiczeniu 184. Przyjmujemy osie xyz w rzutach pod-
stawowych 1 wyznaczamy trojkat $ladow aksonometrycznych. Poniewaz punkt Z ma cecheg
ujemna wzgledem plaszczyzny poréwnawczej xy, wierzcholki trdjkata XYZ sa uporzadko-
wane zgodnie z ruchem wskazowek zegara jak na rysunku 7.6b. Zwroty osi uktadu aksono-
metrycznego (x’, z’, y’) otrzymujemy z uporzadkowania par {OX}, {OY}, {ZO} danych
w rzutach podstawowych. Wykreslamy katy proporcjonalnosci dla kierunkow osi x, y, z (rys.
7.6¢) oraz rysunek aksonometryczny figury (rys.7.6d).

Przyjecie prostej kierunkowej ma t¢ zaletg, ze umozliwia sporzadzenie rysunku pogla-
dowego przedmiotu ogladanego z dowolnego kierunku.
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Rys. 7.6ab
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Rys. 7.6cd

Cwiczenie 186

Dane sa rzuty stozka obrotowego przecigtego ptaszczyznami o, B iy, oraz dane sa rzuty
kierunku rzutowania a aksonometrii prostokatnej. Wyznaczy¢ aksonometrig figury I' wigkszej
czescei stozka powstalej po obcigciu plaszczyznami o, iy (rys. 7.7a).

Rozwiqzanie

Przyjmujemy poczatek uktadu kartezjanskiego O w $rodku okrggu zawartego w ptasz-
czyznie o i 0§ z 0 zwrocie od O do W, jednoczaca si¢ z osia stozka. Przesuwamy prosta a do
poczatku ukladu i orientujemy osie x i y jak na rysunku 7.7b. Obieramy odcinek (X'Y').La'
tak aby X'ex' i Y'ey. X'Y'na'= M'. Wyznaczamy Y?ey? i (Y?Z?)La*; Z*ez*. Na rysunku
7.7¢ wyznaczamy trojkat $ladow jak na rysunku 7.5b oraz katy proporcjonalnosci (katy skro-
cen). Na boku trojkata XY’ |= fX]Y] | odmierzamy [X’M’| = [X'M'|. Z punktu M' kreslimy
rzut aksonometryczny osi zLX’Y” i z punktu Y’ kre$limy tuk o promieniu réwnym [Y?Z?| do
przecigcia z osia z’ i otrzymujemy punkt Z’. Przed narysowaniem trojkata odtwarzamy jego
plozenie wzgledem rzutni Monge’a, co pozwala stwierdzi¢, ze wierzchotki trojkata sa upo-
rzadkowane zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara w kolejnosci XZY. Wyznaczamy pozostate
osie aksonometryczne, ktore sa wysokosciami trojkata, ustalajac ich zwroty zgodnie ze zwro-
tami w rzutach Monge’a. Nastepnie na rysunku 7.7d wyznaczone sa katy proporcjonalnosci.
Dopiero teraz mozna przystapi¢ do kreslenia rzutu aksonometrycznego figury I'. Przesuwamy
w dowolne migjsce osie aksonometryczne. Rzut okregu podstawy — elipsg rysujemy metoda
pokazana na rysunku 7.4. O$ gtowna elipsy bgdacej rzutem okrggu podstawy stozka zawarta
jest w plaszczyznie o, a wigc jest prostopadia do osi z i zachowuje swoja dlugos$é poniewaz
jest prosta warstwowa rownolegla do boku trojkata (XY). Proste rownolegte do osi x i y po-
prowadzone z wierzchotkéw glownych elipsy przecinaja si¢ w punkcie elipsy. Korzystajac z
konstrukeji XIII rys. 1.20 wyznaczamy o$ poboczng i kreslimy elipsg. Na osi z wyznaczamy
punkty O1’, Oy” i W’ korzystajac z kata skrocen dla osi z. Podobng metoda jak poprzednio
kreslimy elips¢ o $rodku O; bedaca rzutem okregu przekroju stozka plaszczyzna . Wykre-
Slamy styczne do obu elips zawierajace punkt W. Plaszczyzna y rownolegla do osi stozka jest
réwnolegla do dwoch tworzacych stozka, przecina stozek w hiperboli. Prosta AB jest rowno-
legta do osi x i przecina 0§ y w punkcie III. Punkt C - wierzchotlek hiperboli zawarty jest w
ptaszczyznie B: na okrggu o srodku O; i tworzacej stozka WD. Na prostej I1IC wyznaczamy
punkt IV przez ktory przechodzi odcinek (I II) réwnolegly do osi x. Punkty I i II sa punktami
hiperboli otrzymanymi w rzutach Monge’a za pomoca ptaszczyzny ¢ (rys. 7.7e).
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Cwiczenie 187
Dane sa rzuty prostokatne sfery przecigtej trzema ptaszczyznami o,f, y, oraz dane sa
rzuty kierunku rzutowania a (rys. 7.8a). Wyznaczy¢ aksonometri¢ prostokatna sfery obcigtej

ptaszczyznami o, 3, iy .
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Rozwiqzanie

Poczatek uktadu przyjmujemy w $rodku sfery punkcie O i przesuwamy do niego pro-
sta a. Prostopadle do siebie rzuty osi x i y: x'iy'sa usytuowane pod katem 45° do a'. Prosta
a” zawiera rozne katy z rzutami:x” i z°. Jest to wige aksonometria zwana dimetria prostokatna,
co pociaga za soba rowno$¢ skrocen dla osi x 1 y, oraz to, ze trojkat bedzie rownoramienny.
Rysujemy w rzutach prostokatnych bok tréjkata §ladow X'Y' La' i z punktu X? prostopadle
do a” bok X* Z? (rys. 7.8b). Odtwarzamy polozenie trojkata patrzac zgodnie ze zwrotem pro-
stej a 1 rysujemy trojkat X Y’Z’ jak na rysunku 7.8c . Zwroty osi aksonometrycznych musza
by¢ zgodne ze zwrotami osi w rzutach Monge’a. Nastgpnie rysujemy katy skrocen: dla osi z
1 wspolny kat dla osi x i y (rys.7.8d). Przesuwamy w dowolne miejsce poczatek uktadu O oraz
osie aksonometryczne. Aksonometria prostokatna sfery jest okrggiem o tym samym promie-
niu co okrag rzeczywisty i w rzutach Monge’a (rys. 7.8¢). Na osiach x’, y’ i z” odmierzamy
odcinki (0’ 0;), (0’ 0,) i (O’ 03) ktore sa skréconymi za pomoca odpowiednich katéw od-
cinkami (0'0;"), (0'0,") i (0?0s%). Punkty O;, O,, O; sa $rodkami okregéw powstalych
w wyniku przecigeia sfery plaszczyznami o, B i y. Rzuty aksonometryczne tych okrggdw sa
elipsami ktore wyznaczamy jak na rysunkach 7.4, 7.517.7.

W praktyce inzynierskiej stosuje si¢ aksonometri¢ prostokatna izometryczna, gdzie troj-
kat $ladow jest trojkatem réwnobocznym, a katy miedzy osiami sa réwne i wynosza 120°
(rys. 7.9). Skrocenia dla kierunkoéw osi x, y iz sa rowne: s, = sy = s, = 0,816. W celu latwiej-
szego rysowania mozna je zaokragli¢ do 1. Otrzymuje si¢ nieco wigkszy rysunek aksonome-
tryczny.

Drugim, chetnie stosowanym rodzajem aksonometrii prostokatnej jest dimetria o katach
migdzy sasiednimi osiami i skréceniami jak na rysunku 7.10 . Sposoby wyznaczania osi ak-
sonometrycznych przy podanych jak na rysunku 7.10 katach migdzy osiami podaje rysunek
7.11.

120°

Rys. 7.9

a)

Rys. 7.11
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2. Aksonometria uko$na

Praktycznie stosuje si¢ dwa rodzaje aksonometrii ukosne;j:

1° — aksonometria kawalerska,

2° — aksonometria wojskowa.

W aksonometrii kawalerskiej przyjmuje si¢, ze osie x i z ukladu kartezjanskiego sa row-
nolegle do rzutni aksonometrycznej, a of y jest do niej prostopadta. W zwiazku z tym osie ak-
sonometryczne x’ iz’ tworza kat prosty, a skrocenia w kierunku tych osi sa rowne 1. W zalez-
nosci migdzy innymi od kata jaki kierunek rzutowania tworzy z rzutnia aksonometryczna kie-
runek rzutu y’ oraz skrécenie moga by¢ dowolne. OS$ z” kreslimy pionowo, a y* nachylong do
x* pod katem ¢ = 30°, 45°, 60° (rys. 7.12). Skrocenie w kierunku osi y przyjmuje si¢: 0,5
lub 1.

Cwiczenie 188
Wykresli¢ aksonometri¢ kawalerska szeScianu z wpisanymi w jego $ciany okrggami
przyjmujac kat ¢ = 45° i ,=0,5.
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Rys. 7.12 Rys. 7.13

Rozwiqzanie

Rzuty aksonometryczne $cian rownolegtych do plaszczyzny xz i okregow lezacych na
tych $cianach sa kwadratami i okrggami; pozostatych za$ rownoleglobokami i elipsami (rys.
7.13). Rzutami $rednic okregu przyjetych rownolegle do bokow kwadratu widocznej $ciany
rownoleglej do plaszczyzny yz sa $rednice sprzg¢zone elipsy, odpowiednio rownolegte do bo-
kéw rownolegtoboku. Rzuty dodatkowych punktow okregu otrzymujemy nastgpujaco: dzie-
limy na réwna ilo$¢ czgsci promien okrggu réwnolegly do x i §rednicg elipsy rownolegta do
y’. Przez punkty podzialu kreslimy réwnolegle do z odpowiednio rowne cigciwy okregu
i elipsy. Elipsa zawarta w $cianie rownoleglej do ptaszczyzny xy jest przystajaca do poprzed-
nio wykreslonej ze wzglgdu na symetrig prostokatna wzgledem osi aksonometrycznej y°.
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W aksonometrii wojskowej przyjmuje si¢, ze osie xy sa rownolegle do rzutni aksono-
metrycznej, a kierunek rzutowania tworzy z rzutnia kat 45°. Osie aksonometryczne x’ i )’ sa
prostopadte, a skrocenia s,=s,=s.=1. O$§ z’ wykre§lamy pionowo, a x’ nachylona do poziomu
pod katem 30°, 45° lub 60° (rys. 7.14). Figury lezace w plaszczyznach réownoleglych do
ptaszczyzny xy posiadaja rzuty przystajace do tych figur. W budownictwie ten rodzaj akso-
nometrii jest czgsto stosowany do przedstawiania obiektow budowlanych (rys. 7.15) i planow
osiedli (rys. 7.16).
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ZADANIA

1. Dane sa: rzuty Monge’a punktu A oraz trojkat sladow aksonometrycznych. Wyznacz akso-
nometri¢ punktu A (rys. 7.17a,b,c). Zadanie rozwiaz wyznaczajac osie i skrocenia akso-
nometryczne.

2 3
a) b) c) 34> é
7 X' \'d 2 A oA’
\/
Xl Y' A
ZV
5! Alo
Rys. 7.17

2. Dane sg osie aksonometrii prostokatnej oraz odcinek jednostkowy rowny 40mm. Wyznacz
dla kazdego kierunku osi odcinek skrocony (rys. 7.18).

Rys. 7.18

3. Dane sa rzuty prostokatne osi uktadu kartezjanskiego xyz, oraz rzut aksonometryczny troj-
kata $ladow. Odtworz rzuty Monge’a kierunku rzutowania (rys. 7.19).

7
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< X O'=y
B XI O‘*Z‘
X' Y
2\
yl

Rys. 7.19
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4. Wyznaczy¢ aksonometrig figury (rys. 7.20 - 7.25). Przyjac¢ rzuty Monge’a kierunku rzuto-
wania aksonometrycznego lub trojkat sladow.

I

o) NI

Rys. 7.20

Rys. 7.21

Rys. 7.22

Rys. 7.23

Rys. 7.24
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Rozdzial VIII

WYZNACZANIE DACHOW

Dachy przykrywajace budynki lub wydzielone przestrzenie sa pod wzgledem geome-
trycznym zbiorem wielokatow, ewentualnie fragmentéw powierzchni. Zajmiemy si¢ dachami
ztozonymi z plaskich wielokatow zwanych potaciami dachu. Najnizsze linie potaci da-
chu tworza poziomy wielokat zwany wielokatem okapu, jego boki nazwane sa oka-
pami.

Zadania zwiazane z geometria dachow polegaja na wyznaczeniu na danym wielokacie
okapu rzutow sasiednich potaci, katow ich wzajemnego nachylenia oraz wielkosci potaci.

Przy wyznaczaniu rzutow krawedzi korzystamy ze zwiazku: trzy plaszczyzny przeci-
najace si¢ posiadaja punkt wspolny, w ktdrym przecinaja si¢ trzy krawedzie tych ptaszczyzn.
Jezeli zalozymy, ze nachylenie wszystkich potaci dachu jest jednakowe, a linia okapu zawarta
jest w plaszczyznie pierwszowarstwowej, wowczas rzuty pierwsze wspolnych krawedzi sa-
siednich potaci bgda dwusiecznymi katow przy wierzchotkach wielokata okapu. Krawedzie
dachu poza okapami maja swoje nazwy i tak:

e krawedzie narozne wychodza z wierzchotkow katow wypuktych wielokata okapu,
e krawegdzie koszowe wychodza z wierzchotkow katow wklgstych wielokata okapu,
e krawedzie zgubne sanachylone do poziomu i nie dochodza do krawedzi okapu,

e kalenice sato krawedzie poziome,

lini¢ tamana taczaca gorne naroza (np. na rysunku 8.1 linig PNMLK) nazywamy
grzbietem dachu.

Cwiczenie 189

Wyznaczy¢ geometryczny projekt dachu nad budynkiem wolnostojacym. Na lini¢ oka-
pu sktadaja si¢ boki wielokata od / do 7. Kat nachylenia potaci dachu do plaszczyzny okapu
wynosi o (rys. 8.1).

Rozwigzanie

W rzucie pierwszym wyznaczamy wszystkie dwusieczne katow wewngtrznych wielo-
kata. Sa one rzutami krawedzi sasiednich potaci 1|2, 2|3, 3|4, 4|5, 516, 6|7, 7|1. Krawedzie 1|2
i 2|3 przecinaja si¢ w punkcie K, przez ktory przechodzi krawedz potaci o okapach 7 i 3. Po-
niewaz okapy / i 3 sa rownolegle, wigc szukang krawedzia jest pozioma prosta /|3 - kalenica.
W punkcie L przecinaja si¢ krawgdzie /|3 1 3|4, a wigc przez punkt przejdzie rowniez kra-
wedz 1|4 tych potaci, ktorych okapy [ i 4 przecinaja si¢ w punkcie A lezacym na ich przedtu-
zeniach. Krawedz /|4 jest krawedzia zgubna, nie dochodzi do przecigcia si¢ / i 4, natomiast
przecina krawedz 4|5 w punkcie M, przez ktory musi przejs¢ trzecia krawedz /|5. Jej rzut jest
dwusieczna kata zawartego migedzy okapami / i 5. Krawedz /|5 przecina si¢ z krawedzia 7|/
w punkcie N, ktory daje poczatek krawedzi poziomej 5|7. Punkt P jest punktem wspolnym
trzech krawedzi 5|7, 5|6, 6|7. Otrzymany w ten sposob rzut pierwszy dachu jest niezalezny od
kata & nachylenia potaci. Wyznaczamy drugi rzut dachu. Kat d jest zachowany w rzucie dru-
gim dla potaci rzutujacej o okapie 2 oraz potaci o okapie 4. Na ich rzuty odnosimy punkty K,
L, M. Drugi rzut odcinka MN kreslimy za pomoca punktu B.
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Rys. 8.1

Moze si¢ zdarzy¢, ze przy wyznaczaniu dachu wedlug zasady statego nachylenia potaci
wystgpuje krotka pozioma linia koszowa jak na rysunku 8.2a. Jest nig krawgdz 5|2 migdzy
potaciami 2 1 5. Poniewaz linie spadu polaci sa prostopadte do linii okapu, powstata krawedz
pozioma koszowa, w ktorej beda si¢ zbiera¢ opady atmosferyczne. Gdy jednak lini¢ koszowa
1|2 doprowadzimy do linii naroznej 2|4 to otrzymamy krotka kalenicg /|4 o kierunku prosto-
padtym do poprzednio wyznaczonej linii koszowe;j (rys.8.2b), co w spos6b korzystny rozwia-
zuje zadanie.

Dla budynkéw przyleglych do innych, badz stojacych na granicy dzialki, przy projek-
towaniu dachu musimy uwzgledni¢ przepisy budowlane, wedtug ktérych woda opadowa po-
winna by¢ kierowana od $ciany sasiada lub co najwyzej rownolegle do $ciany sasiada.

a) b)

Rys. 8.2
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Cwiczenie 190
Wykresli¢ rzuty dachu nad budynkiem przylegtym. Kat nachylenia. potaci dachu do po-
ziomu réwny 3. Wyznaczy¢ wielkos¢ dwu potaci dachu (rys. 8.3).

a)

b)
bl
//// %,\\// — :\\\
e ~ N
e B 3b5 ~ 5 - N
~. p C' 3\:
\\\ 4 3 \ : 32
> ~
3 2
N2
AN
N
Rys. 8.3
Rozwiqzanie

Rozwiazujemy zadanie jak w ¢wiczeniu 189 wyznaczajac dwusieczne katow, ktore sa
rzutami krawedzi sasiednich potaci bez uwzglednienia sasiadéw. Rozwiazanie przedstawione
na rysunku 8.3a pokazuje linie spadu, a wigc kierunki sptywu wody. Z rysunku wynika, ze
Sciany sasiadow sg zagrozone. Rozwiazanie jest wigc zte. Dla ochrony tych §cian wprowa-
dzono okapy a i b prostopadie do zagrozonych $cian co pozwolito uzyska¢ prawidlowe roz-
wiazanie (rys. 8.3b). W celu obliczenia zapotrzebowania materiatlu na pokrycie tego dachu
mozemy wyznaczy¢ prawdziwe wielkosci polaci, np. przez obroty potaci na ptaszczyzng oka-
pu dookota ich linii okapéw. Otrzymujemy tu zarazem prawdziwe dtugosci belek naroznych
i koszowych. Na rysunku 8.3b wyznaczone sa ktady potaci o i B. Kat zawarty migdzy pota-
ciami wyznaczymy, gdy przetniemy obie potacie ptaszczyzna prostopadia do ich krawedzi.
Wedtug tego kata nalezy sciosa¢ gorna Sciang belki naroznej migdzy tymi potaciami. Belki
koszowe maja kat wklgsty, potacie dachu sa wsparte na tej belce.
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Cwiczenie 191
Wyznaczy¢ kat zaciosu belki naroznej (rys. 8.4)

Rozwiqzanie

Potacie a o okapie 2 i B o okapie / przecinaja si¢ w krawedzi k. Wykonujemy ktad £*
krawedzi k za pomoca dowolnie obranego punktu P na plaszczyzng okapu. Przez punkt P

prowadzimy ktad prostej spadu sy* plaszczyzny vy prostopadtej do k*. Przecina ona k w punkcie

S, przez ktory prowadzimy /y - prosta warstwowa [’ L k’. Proste /, s wyznaczaja plaszczyzng
v, ktorej proste a i b sa krawgdziami z o 1 . Poprzez obrét punktu P dookota prostej / uzy-
skujemy ktad @ 1 b oraz wielko$¢ kata zaciosu G.

PZ

Rys. 8.4

Cwiczeniel92
Wyznaczy¢ rzuty dachu nad budynkiem przyleglym do trzech sasiadow jak na rys. 8.5,
o jednakowym nachyleniu wszystkich potaci.

Rozwiqzanie

Numerujemy okapy rzeczywiste, przyjmujac taki sam numer dla potaci o danym okapie.
W rzucie pierwszym wyznaczamy dwusieczne katow ktore sa krawedziami migdzy potaciami.
Podobnie jak w ¢wiczeniach poprzednich: jezeli dwie krawegdzie przecinaja si¢ to przez punkt
przecigcia przechodzi trzecia krawedz taka, aby kazdy z numerow krawedzi powtdrzyt sie
dwa razy. I tak: jezeli przetnie si¢ krawedz /|2 z 2|3 to przez punkt przecigcia musi przecho-
dzi¢ krawedz 1|3. Krawedz 1|3 jest kalenica, woda sptywajaca po potaci / zalewataby sasia-
dal. W tym celu wprowadzamy okap ,teoretyczny” prostopadly do zagrozonej §ciany i wy-
kreslamy dwusieczna kata a|l. Jest to krawedz koszowa. Rysunek fragmentu [a] pokazuje
proste spadu, a wigc kierunki splywu wody. Z punktu przecigcia sig¢ /|3 i a|/ musimy wykre-
$li¢ krawedz a|3. Krawedz a|3 przecina b|3 i powinna by¢ krawedz a|b. Latwo zauwazy¢, ze
wprowadzajac krawedz a|b uzyskaliby$Smy niekorzystne rozwiazanie gdyz woda sptywajac
w kierunku prostopadtym do b zalewalaby sasiada I. Aby tego unikna¢ wprowadzamy ,,teo-
retyczny” okap g prostopadly do zagrozonej $ciany i przecinajacej b tak, aby dwusieczna g|b
przeszta przez zagrozony naroznik. Poniewaz przecinaja si¢ w jednym punkcie trzy krawe-
dzie: a|3, b|3 i b|g 1 aby kazda potaé byla reprezentowana dwa razy, brakuje jeszcze krawedzi
alg (kalenicy). Pozostala czgs¢ dachu, w tym fragmenty [b] i [c], mozna przes$ledzi¢ na rysun-
ku 8.5b. Wyznaczona jest w podobny sposob jak rysunki poprzednie i fragment [a].
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[b]

Rys. 8.5
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Jezeli sasiednie polacie maja inne nachylenie, to rzut krawedzi tych potaci nie jest dwu-
sieczng kata migdzy nimi. Na rysunku 8.6 pokazany jest sposob wyznaczenia krawedzi mig-
dzy potaciami o nachyleniu 3:2 - pota¢ 7 i 2:3 - pota¢ 2. Rysujemy takie rzuty obu potaci aby
byty one rzutujace (moze to by¢ rzut w kierunkach réwnolegtych do okapow, lub ktady pro-
stokatne przekrojow prostopadtych do okapow). Na o* i B* obieramy punkty A; i A, o takich
samych cechach i znajdujemy punkt A,, - na przecigciu si¢ odnoszacych. Punkty P i A wy-
znaczaja krawedz 1|2. W przypadku, gdy chcemy aby dach byt dwuspadowy, o jednakowym
nachyleniu dolnej partii potaci i jednakowym (ale ré6znym od poprzedniego) nachyleniu gor-
nych potaci dachu, w rzucie z gory z kierunku / krawedzie sa jak poprzednio dwusiecznymi
katow. Roznice w nachyleniu potaci oraz katy nachylenia pokazuje rzut drugi i trzeci (rys.
8.7).

(2:3)

o

(3:2)

Rys. 8.6

Rys. 8.7
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ZADANIA

Dany jest wielokat okapu zawarty w plaszczyznie pierwszowarstwowej. Wyznaczy¢
rzuty podstawowe dachu przyjmujac jednakowe nachylenie wszystkich potaci dachu. Wyzna-
czy¢ wielkos¢ potaci oraz kat zaciosu belki naroznej lub koszowej. Rysunki 8.8a,b,c,d przed-
stawiaja okapy nad budynkami wolnostojacymi. Rysunki 8.8e,f,g h,i, przedstawiaja okapy
budynkéw przyleghtych do innych posiadajacych mury ogniowe, attyki lub wieze.
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Rys. 8.8
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SPIS OZNACZEN

- przestrzen euklidesowa

punkty
proste

kierunki rzutowania i osie ukladoéw

E;

W; - przestrzen rzutowa
R - rzutowanie
AB,.,LI,..,1,2, ..

a b, .., 1 2 ..

xvzks I, 2..

o, B - plaszczyzny

LA - figury

A", LdalL T

(dla n=1,2,3) rzuty n-te punktow, prostych, ptaszczyzn, figur

M” - punkt niewlasciwy M

0
m -

(XOO -
0o* -
¢° -
(AB)
|AB|
O

01

prosta niewlasciwa m

plaszczyzna niewtasciwa

ktad ptaszczyzny uzyskany przez obrot o kat 90°

ktad ptaszczyzny uzyskany przez obrét o kat ré6zny od 90°

- odcinek

- dlugo$¢ odcinka

- tuk

- dlugos¢ uku

(AB...F) - wielokat, tamana

)AB)

u

- wektor o poczatku A i koncu B

- wektor

p(Aa) - odlegtos¢ punktu od prostej

p(Aa) - odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny

p(a,B) - odleglos¢ ptaszczyzn o i 3
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G (ab) — kat migdzy prostymi

o (aa) — kat miedzy prosta i plaszczyzna
o (af) — kat migdzy ptaszczyznami

m|ln - prosta m rownolegta do prostej n

m|la. - prosta m rownolegta do plaszczyzny a

al|p - plaszczyzna o rownolegla do ptaszczyzny B
alb - prosta a prostopadta do prostej b

ala - prosta a prostopadia do plaszczyzny a

olB - plaszczyzna a prostopadia do ptaszczyzny B
Ael’ - punkt nalezacy do figury I'

AcT - figura A zawarta w figurze I

ANT - czgd¢ wspdlna -iloczyn —figur Ai
A=T - figura A przystajaca do figury I’

anb - prostaaiprostab

{m, k} - aparat rzutowania

[1,2],[L,3]... - uklady wiazace

({m 1}, {m, 2}, {n3 3} - uklad odwzorowania

cx - cecha punktu X

m, m, - modul prostej a ptaszczyzny o

n,n, - nachylenie prostej a plaszczyzny a

O, 1oy 24,... - warstwice plaszezyzny o

x,y,z - uklad kartezjanski

x’y’z’ - rzut ukladu kartezjanskiego

Sy, Sy, Sz - wspotczynniki deformacji liniowej lub wspotczynniki skrocen

aksonometrycznych
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