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PR Z EDMOWA. 

'fom niniejszy Podręcznika teoryi mostów jest ciągiom dal­
szym wydanego przed dwoma lat.y tomu I. czqści I. tegoż pocln;­
C7.n ika. Tom ten zamyka część I. Poclręcznika. trc~,ktując0 o bel­
kach prostych i obejHmje teoryą belek ciągłych, belek kratowych 
lSłatycznie niewyznaczalnych i natę7.eń drugorzędnych. 

J ak w poprzednim tomie staraJem się, aLy praca niniejsza 
staJa się podręcznikiem nietylko dlG~, mych słuchaczów, ale także 
i d la inżynierów wykonywujących, dlatego te7. umieści łem w nim 
to. co może być w praktyce przy obliczeniu lllostów potrzebne1n, 
a le zarazem tylko o tyle, o ile to jest potrzebnem. Z wielu spo­
sobów n. p. wyznaczania natęże11 drugorzędnych podałem tu tylko 
jeden według mego zdania najprzystępniejszy. Przy teoryi belki 
ciągłej podałem oprócz dokladnej te01·yi dla przekroju sta.łego 

sposób przybliżony L e b e r a, a inne sposoby dla przekroju 
zmiennego opisałem jak najkrócej. 

Rozumie się, że w pracy niniejszej prcypuszC'?.ałem znajo­
mość prawideł statyki budowli i części teoryi mostów, wyłożo­

nej w pierwszym tomie: niejednokrotnie też powolywałem się 

n a dawniej wydane przezemnie podręczniki tych nauk. 
W układzie mej pracy trzymałem się zwłaszcza co do teo­

ryi belki ciągłej głównie dzieł prof. W i n k l e r a i rozumie się, 
korzystałem takie z prac innych uczonych w tym przedmiocie. 
Dla dokładnego wyznaczenia natężeń belki ciągłej i belek krato­
wych statycznie niewyznaczalnych, użyłem prawa M a. x w e 11 a 
i Mo hr a, a nie korzystałem z prawa Cas ti g li ana, które jest 
zawilszem i bez którego przy użyciu prawa M o h r a można się 
było wygodnie obejść. TrzymilJem się bowiem za..<;ady, że w pod­
ręczniku należy podawać tylko sposoby najłatwiejsze i najprzy-
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stępniejsze, które jedynie mogą znaJeść w pral.'"tyce szersze zasto­
sowanie. W dodatl'"U pomieściJem zresztą. spis dzieł i ważniejszych 
artykułów, traktujących odnośne działy nauki dla tych, h.'"tórzyby 
chcieli obszerni~j te działy studyować. 

Jak w poprzednich podręcznikach użyłem zamiast drzewo­
rytów r~rcin, litografowanych w zakładzie tutejszym P r z y­
s z l a k a,, co wpł-ynęło na względne obniżenie ceny dzieła, a nie 
zmniejszylo zdaniem mojem zewnc;trznej wartości dzieła. 

Oddąjąc tę moją pracę pod pobłazlivry sąd inżynieró-w, 

pospieszam wywiązM z miłego obowiązk'll podziękowania komi­
syi wydawniczej Biblioteld politechnicznej, która zajęła się rozpi­
saniem przedpłaty i poparciem moralnem , Towarzystwu poli­
technicznemu we Lwowie, krakowskiemu Towarzystwu techni­
cznemu i Szanownej Redakcyi Przeglądu 1'echnicznego za łaskawe 
poparcie ':vydawnictwa. i bezintereso·wne zbieranie przedpłaty 

i as~rstentowi memu p. Edmundowi L i b a ń s k i e m u za. pomoc 
w części rysunkowej wydawnictwa .. 

Maksymilian Thull ie. 

We Lwowie w lipcu 1892. 
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§. l. w s tę p. 

Vif pier wszym tomie Podręcznika t eoryi mostów podzieli­
liśmy teoryą: belek prostych na siedm dzia!ów. Cztery pierwsze 
działy stanowiły tom pierwszy, w niniejszym tomie wyłożymy 

trzy ostatnie dzia!y. Mówić będziemy mianowicie o belce ciąglej 
bezprzegubowej, o belkach kratowych statyczn ie niewyznaczal­
nych i o natężeniach drugorzędnych. 

A. B e I.k a c i ą g l a b e z prze g u b o w a. 
I. Ogólne ·analityczne wyznaczenie sił we­
wnętrznych belki ciągłej o ściance pełnej 

1 przekroju stałym. 

§. 2. Ogólne uwagi. 

Mówiliśmy już w tomie L, że belkę prostą, spoczywającą 
na więcej niż d w u podporach, nazywamy b e l k ą c i ą g ł: ą lub 
w i e l o przęsło w ą (n. contim~i,·lic1wr Tnigm", f. poub·e contimw, 
a. continuous beam). :Mówiliśmy też, że oddziaływai1 podpór nie 
możeiny tu wyznaczyć za pomocą prawidal statyki, lecz ba­
damy odkształcenie belki , które zależne jest od obcią..żenia 

i stąd otrzymujemy równania , brakujące do wyznaczenia sił 

zewnętrznych. 

Przy wyznaczeniu odkszta!cenia wchodzi jednak w rachubę 
przekrój, _przed obliczeniem belki je~zcze nieznany; st,ąd powstaje 
bardzo wielka trudność. Gdybyśmy chcieli wprowadzić w rachu­
nek przekrój nie·wiadomy jako funkcyą sił wewnętrznych, zada­
nie nie byłoby rozwią:zalnem. Dlatego obliczamy belkę ciągłą 

najprzód w przybliżeniu , przyjmująt.l przekrój :stały. Na podsta­
wie w ten sposób uzyskanych sil zewnętrznych obliczamy prze­
kroje w poszczególnych punktach, a wtedy dopiero, znając w przy­
bliżeniu przekroje, możemy przytitąpić do dokładnego oblicze­
nia belki. 

l'odr. Teor. mostów. l 
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W bieżącym rozdziale wyznaczymy więc sil:y zewnętrzne 
tylko dla przekroju stałego i to w sposób analityczny, odstępu­
jąc w tym wypadku wyjątkowo od równoczesnego używania 
obu sposobów analitycznego i wykreślnego, gdyż w tym wy­
padku oba te sposoby znacznie się różnią. 

W następnych rozdziałach uwzględnimy zmienność prze­
kroju, w rozdziale tym trzymać się będziemy toku dowodzenia 
Winkler a. 

§. 3. Belka pochyło utwierdzona. 

Wiadomo ze statyki budowli *), że równanie różniczkowe 
linii ugięcia, j est : 

' . . .. . . l) 

jeżeli M oznacza moment statyczny sil: zewnętrznych, I mo­
ment bezwładności przekroju, t spół'czynnik sprężystości. 

Jeżeli scalkujemy równanie l), otrzymamy: 
ay r., 

E.[ da; = - Jo M dx+C, Więc 

dla a;= O (rys. 1.) Elst:x = E!T1 = C, a dla 

1·ys.1. 
·s l x=l El st{J= E1T2=-

0 
Mdx+C 

jeżeli T1 =sta a T2 =st~, 

a stąd t[ (T1- T2 )= S:Mdx . 2) 

Scalkowawszy jeszcze raz, bę­

dziemy mieli 

El '!J= - H Mdx 2 +Cx+C1 • 

Wyraz - J S IJ1.dx~ możemy częściowo scalkować i otrzy-

mamy dy---x SMdx+ Sllfxdx+Cx+ 01 • 

J eźeli tel'B.Z za SMdx wstawimy wartość, 
a r 

El'!J= EI X J:c + J.Mxdx+C1 

Dla x=O jest y=O= C., 

dla x= l jest E:lS= Eil-r2 +S:Mxdx , 

Więc El (s-lTJ= tMxdx 

·:.<) p. Pofhęcznil;: statyki budowli s tr. 137. 

będziemy mieli 

3) 

. . • 4) 
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Nazwijmy X 0 moment wypadkowej wszystkich ciężarów 
(bez oddział:ywania.) na dingości A C, M moment wszystkich sił 
zewnętrznych (z oddział:ywaniem), po lewej stronie będ~cych, 
ze względu na punkt C, Q' siłę poprzeczu~ w A , a M' i M" 
momenty w punktach A i B na podporach, które nazywamy 
m o me n tam i p o d por owym i. (Stiil%enrnoment, Norrnalrnoment) , 
t o J['= Q'a, Jf- Q' (a+x)+ X" = M'+Q'x+Xo 5) 

Dla punktu B będzie 
M" = M'+Q'l-t-X" . . . . . 6) 

M" - M' X" 
S~ otrzymamy Q' l - - z- , a wstawi wszy to w ró-

M''-M' X"x 
wnanie 5.) M=M'+ l - x-- T -+Xa. 

Dla belki w dwu punktach podpartej jest M'= M"=O, 
X''w 

więc M= X,, -T-=X, gdy X oznacza moment silzewnętrznych 

dla belki w dwu punktach podpartej. 

M' (l-x)+M"x 
A więc możemy napisać M - --- l +X . 6et) 

Podsta.wiwszy tę wartość w równanie 2), otrzymamy 

' t: l (-r,wrt~= t M•(l-~)+ M"x dx+ i: Xdx, 

albo 2el(-r, - t2)=(M'+M'~ Z+2S:x a();. 
Podstawiwszy zaś wartość za. M w równ. 4), otrzymamy 

I ( -l ) - ('l M' (l - x) x+ 1J.l"x2 ,7Ao rl X d 
E S t 2 - t l uw+ j o X 'X , 

a stąd 6t: l(s- lt~=(M'+2M")l2 +6S:xxax. 
Rozwiązawszy te dwa równania ze względu na. M' i M", 

będziemy mieli 

M'P=2r' X(3x-2l)dx+2el(2lt~. +l•2 - 3s)l 
. ; . . 7) 

M"l2 =2fc X(l - 3x) d.";-2El (lr:1 +2Z.t2 - 3s) 

Nazwijmy im' i Wl" momenty na podporach belki poziomo 
utwierdzonej o tej samej rozpiętości i tak samo obciążonej, to 
tu s= O, o:=~=O, więc t 1 = -r2 = 0, a zatem wedlug równ. 7) będzie 

an·z~=2S:X (3x- 2l) dxl 
IDł"Z2=2f:x (l- 3 x) axf · · · · · · B) 
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Możemy więc :napisać 

M'- ffi1'+ 2 e. J l(2-:-t + -rl ) - 3s l 
- l2 

M'' = ffi1'' - 2 e. Jl(-r1 +2:2) -3s J · · · · 
9
) 

' l 
Z tych dwóch równar1 możemy wyznaczyć -r1 1 " " miano­

wicie otrzymamy 

-r = +- 1
- (~M'+ lłl"- 9ł')+~ l 1 6E J } 

. f l • • • 10) 
• = -_!_ (M' +2M"-9ł")+~ 2 6 e. J l 

jeżeli dla skrócenia nazwiemy 
!Jł '= "! !l'ł'+!W" l 
!'ł"=IR'+2 !W" J · . . ll) 

§. 4. Belka poziomo utwierdzona. 

Momenty ffił' i ffił" dla belki poziomo utwierdzonej możemy 
dla danego obciążenia obliczyć wedlug równa.n. 8). Zbadamy 
tu kilka przypadków. 

a) Obci ążen i e j e dn y m ciężarem s kupio nym. Tu 
musimy rozdzielić ca.J:kę naznac.zoną w równ. 8), bo X = {(x) 
zmienia się, gdy E (rys. 2.) przekracza punkt C, a mianowicie 

rys.2;p dla O< x <e j est X = P~, x , 
.'l' ,.. ' Jl n (,\ 

. . &C X J 
~;·:.:::~ : ·ż::L::?~::. · a dla e <x <l jest X = z' - (x-e)*), 

a więc pierwszy wyraz calkować będziemy 
od O do l, a drogi od e do l . 

Zatem będzie na podstawie równania 8) 

9n'l2=2 P)~ eix (3x- 2 l) dx- 2P):Cx- e) (3x - 2 l) dx. 

Pierwszy wyraz jest między granicami O i l równy zeru, 
drugi zaś upraszcza się bardzo i otrzymujemy : 

ffi1'1 2 = - Pe (l 2+e1
- 2el)= --Pe e, 1• 

Podobnie otrzymamy 9n"l2=- Pe2e1 w1ęc, 

Qlll'- Pee, 2\ 
w - - p - f 12a) 

*; p. Poch-. t. m. toru J . s tr. &CJ. 
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IJł ''= _ Pe1
2

~ e,J . ·. . 12b) 

'l'eraz możemy obliczyć wyrazy 9?' i 9?" z równania 11), 
a mianowicie będzie 

!n'=- ~e «>1 (2 1- e) _ _ P~-d~-et 2) l 
) 2 12 

!lł"=- P e e, (l+e) _ _ Pe W- e~) f 
12 12 

13) 

R ówn&nie 12) otrzymaliśmy w inny sposób w Podręcznilru 
statyki budowli (str. 14.6). - Tam też rozwa.ża.liśmy wypadek, 
gdy belka jest ciężarem q 

b) cał kowicie obci~źon a i otrzymaliśmy 
IIU'!H_ IIIIUII __ l q}2 *) 
,a,. - ,a,. - T V ' • • 

a na podstawie równania. 11) 
Jł'=!ll"=- ~ ql ~ . 

c) Oz ęś cio w e o b c i ~ź e nie je dno s t aj n e. 
ex) Obci~żenie z l ewej strony. 

14) 

16) 

W punlrcie O działa na długości dx (rys. 3.) ciężar pdx. 
Możemy uważać go jako ciężar skupiony, otrzymamy więc 

3 moment, wy wołany tym ciężarem, według 12) rvs.,. 
:x,{f ~ d9R'=-- pdx:;1 ~~ -x, ) 2 

A · ·' 
: · ···6· .. •-----~------ a zatem moment w A 
---------·l -.... -··----

IDł'=+ ~:d !In'=- ~-~: xJ l- x1 )
1
dx= 

= - ~ ~: (x, Z2 
-- 2b:, 2 +x, 3) rl.x= - :;;1 (6l 2+8el ł-3e'), wreście 

2 

IDł'=- -f~ep ([l +2e1l+3e, 2). 

16) 

*\ Podręczuik st aty1.-i lmclO\di str. l 47. równ. 2-1-l.). 
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~) Obcif\źenie z prawej strony. 
Dla obciążenia jednostajnego z prawej strony punktu C 

(rys. 4.) aż do prawej podpory otrzymamy 
momenty podporowe, wstawiając w równa-

rys.4. nie 16) e1 zamiast e i na odwrót i IDł'' 

Ał t'J !m~;;mh zamiast ID!'. A więc 
: ........ e--... ·~·--e-···J J.J e a l 
······-----·Z····--'!.- .. ~ Wl' = -

12
[2 (l+3e) 

2 J . . . . . 18) 
Wl" = - "i;z2 W+2el+3e2

) 

Stąd otrzymamy dalej : 

P ... 2 p 
'f'= - 41•2 (2F- •·,2), 'ł"=- 4p(E2-e2)2. 19) 

W i n k l er pudaje dla ulatwienia następną tabliczkę dla 
91' i 9l", oblicŻoną z równań 17) i Hl) dla rozmaitych wartości e: 

l l !l l 

obciążenie obciążenie 1 

l 
e 

l 
z !ew~i strony (rys. 3.) z prawej strony (rys.4.) 

lW l 91" 91' '91" 

l ·- . 
r~ 

. . 
' 

- - l - l -l o o o l 
()-25000 ()-25000 

l ()-1 000903 

l 
()-00497 ()-24097 o-24503 

()-2 00324.0 0·01!JGO l Q-21700 
1 

()-23(}.1() 
()-3 00&)Q3 0.04298 ; 0·18497 ()-20703 

' ()-4 01024.0 (}()7360 Q-147(;() ()-17640 
05 1·14063 010938 010938 (}14063 
06 017()40 Q-14760 ()-07360 (}1()•24() 
Q-7 020703 0.18497 004298 (}06503 
0·8 023040 ()-21700 0019GO (}03240 -
()-9 024503 ()-24097 0·00497 (}00903 
1·0 025000 ()-25000 o o 

~ 
- --- ---- -

pl2 pl2 pP pP 

§. 6. Momenty podporowe belki ciągłej o równo wysokich podporach. 

Jeżeli belkę ciąglą (rys. 5.) obciążymy, to ugnie si~ 

wskutek tego. Na podporach styczne do linii ugięcia będą, 

rys.5. ogólnie biorąc, nachylone do poziomu. r ~~ o.,.., Każde przęsło tej belki uważać tedy 
~ ~ ~10żemy jako belkę ukośni~ utwierdzoną 
~ -----[.;;.- --- ····-lm.·; , . :; 1 zastosować doń równaUle 10). Przy­

puśćmy przytern, że podpory wszystkie są w równej wysokości, 
to s=O, wi~ dla m go przęsła będzie, jeśli -r.,.= stPm= stet.,., 
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Tm=--~1 (Mm-t+2Mm-91",..), jeśli momenty na podpo-
6e 

rze A oznaczymy znaczkiem (m- 1), a na podporze B znaczkiem 
m, zaś 91 i l oznaczymy znaczkiem przęsła. Dla (m+ l )go przę­
sła. otrzymamy także z równania 10) 

lm+l M m . ) · -J.li · J • Tm= + 
6

e [ (2Mm+ m+1 - ~~m+t 1 Jtm E l m&J I} 

te same wartości , co w poprzedniem przęśle. - Z porównania 
t ych równań otrzymamy 

lm+t (2 M,,.+M.n+t - 9'l'm+t)= - lm (.M,,._t+2 Mm- 91", .. ) 
albo 

Mm- t lm+ 2 Mm (lm+ lm+t)+ Mm+t lm+t='ł".,. 1m+,.'m+t ln,+t 20) 

Ważne to równanie posłuży nam do wyznaczenia momen­
tów podporowych (rys. 6.). 

·rys. 6. Za.stost\imy równanie 20) do wszyst 
g l l { 'fś.2 .!?f- -l!' kich przęseł belki ciąglej i zważmy, 

., l11 z,._, lu. że M
0 
= Mn= O, jeśli belka jest w tych 

punktach wolno podpartą. Mianowicie podstawmy w równa­
niu 20) m = 1, 2, 3, ... (n - 1), a otrzymamy : 

dla m= l . 211.1, (l,+l2 )+M2 l2 = 91,"l, +911 'l2 

" m= 2 M1 l2 +2M2 (l2 +la)+M3l:J=912 "l2 +9ła' l3 
• . . 121) 

" nl=n - 2 
= 9'l"n- 2ln- 2+9'l'.,_tln- 1 

" m= n - 1 M"_gl"_t+2M,._t (l,._ , +l,.)= 9'l- t" ln- t +9'ln'l" 
Widzimy więc, że otrzymujemy (n - l ) równań , które wy­

starczą nam do wyznaczenia (n - l) momentów podporowych. 
Równania te nazywamy r ównaniami momentó w podpo­
r owy ch (n. Normalmomentgleicht,ngen). 

Jeżeli belka na pierwszej podporze jest poziomo utwier­
dzona, to M 0 nie jest = O. A.by M .. wyznaczyć, pomyślmy sobie, 
że przed l1 j est j eszcze j edno przęsło o dlugości Z" = 0, wtedy 
dwa punkty podparcia tego przęsła wyznaczają dwa punkty linii 
ugięcia 1 a zatem styczną poziomą. Widz:imy więc, że potrzebu­
j emy tylko zastosować równ. 20) ta.kźe do przęsła. zerowego, 
czyli wstawić wartość m= O. 

Otrzymamy więc 2M0 l1 +M, l, = 911 'l1 , 

czyli 2 Mo+ M, =,., ' 22) 
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Otrzymujemy zatem jedno równanie więcej, wystarczające 
do wyznaczenia jeszcze jednej niewiadomej M0 • 

Tak sa.mo, jeżeli belka j est poziomo utwierdzona na n tej 
podporze, otrzymamy: M,.- tl.. +2M,. ln= 9?,.''l,., 
czyli M,._ t+ t Mn= !Jln" . . . • . . · 23) 

§. 6. Momenty, siły poprzeczne i oddziaływania. 

Niech przęsło AB (rys. 7.) belki ciągłej będzie dowolnie 
obciążone, wypadkowa wszystkich ciężarów na długości AB dzia-

I'"Jrs 7 łających niech będzie R, a ?'1 jej odstęp 
l':.f' Jf~--~ ~ r :Ar od B. - Nazwijmy dalej momenty pod-
A~/11rmurrrr porowe w A i B, M' i M", silę poprze-
t::::,;:.::~:~::.,c.·.~i;.:::~ czną Q' przy podporze A, Q" przy pod-

porze B, ( obiedwie wewnątrz przęsła), to otrzymamy z równ. 5) 
M"=M·+Q'l-Rr1 , a 

Q"= Q'- R, stąd wynika Q'= M"-31' + Rr,ł 
l l 

Q"= M"~ll' _ ~r ~ - · ~) 
Chcąc wyznaczyć silę poprzeczną Q w dowolnym punkcie 

G, nazwijmy P wypadkowlł ciężarów, działających na długości 
AG= x, a s jej odstęp od G, to Q= Q'-t• . . . . . . 25) 

M=l\l'+Q'x-Ps . . . .. .. 26) 
Nazwijmy 

rys.8. 

dalej 0". oddzi.alywanie w punkcie B, to sila 
poprzeczna przy B (rys. 8.) w m tern przę­
śle j est Qm", a w (m+1)em przęśle Qm+1, ~ ~llm« ~ a Więc Q m-j-1 l = Q m"+ Om' 
czyli 0".=- Q"(+Q'm+t' . . 27) 

• t, m • 
~-- · · ·l~ń.--···*-· lm;:; ---- ·~ 

a stąd dla m= O 0" = Q,', a dla m= n On= - Q,.". 

§. 7. Obciążenie zupełne jednostajnie rozłożone. 

Dla ciężaru stalego jednostąjnie ciąglego g mamy według 
równania 15) 9?'.-9?"=- !gt2, więc 

91 ''=- l gl 2 
l i •. 

m , ·t l 2 
~ll = -- 4 g '2 • 

Ustawmy teraz równania momentów podporowych wedlug 
21), a otrzymamy'*) 

*) porów. Podręcznik s tatyki budowli s tr. 151. 
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2 M 1 (l, +l2 )+11I!ll.1=-! g (l, 3 +l~ 3) l 
M1 Z2+2~ (l~+la)+ M3 l3 = -i g(l2 

3 +l"33
) 

l 
. . 28) 

11fn~2ln~1 + 2.111~-1 Cl"~t _;_lnl=-· ł g Cln~t 3 + ln.3) 

Dla wyzna.czenia sił poprzecznych wstawmy w równanie 
24) i 25) R = gl, r= r, =~l, a otrzymamy 

M'- M" ,, 1 M'- ll'' 
Q'=łgl l Q = - l.! gl- l . 29) 

Q= Q'- gx . . . . . . . 30) 
Otrzymujemy więc równanie linii prostej dla zmiennej z 

i widzimy, że linia sil poprzecznych w każdem przęśle będzie 
prostą (rys. 9.) Jeżeli ciężar jednost -

rys.g. kowy j est ten sam we wszystkich 
~~· OJh,_ · ~ ""l'!Jl!' przęsłach, to linie we wszystkich przę-

słach będą równoległe. Oddziaływania wyznaczamy z rów. 27). 
Momenty otrzymamy z równań 26) 

JJf= lll'+<J'x- kgJ.:1 31) 
a wstawiwszy za Q' wartość z r(~Wn. 29), 

M • (l ) M' {t x) + ~l"x 3S~) =!Igx - x + - T l ~ 

To równanie przedstawia parabolę o osi pionowej. - Jeżeli 

ciężar jednostk owy jest ten sam, to parabole mają ten sam pa-

ra.metr (rys. 10.) Chcąc znaleść największe M, zróbmy ~~ = 0, 

a więc ·wedle równania 31) Q'- gx=O. 
rys.10. Nazwawszy x 1 odcinek dla no.}w M, 

~·'fA1UIIlb.'f~ możemy napisać 
. . Q' • (M' - 11!'') x,=fi = !I l - -- r - . . . 33) 

Tę wartość wstawmy w równanie 32), a otrzymamy 
lll'-M" 

najwM=~gP+k(M'+M•'J+ 2gF . 34) 

Jeżeli M·= M", to x , =ł l, a zatem t~ajw JJI jest w środku 
przęsła , w innym razie wychyla .się tl·ochę ze środka. 

A 
b 

§. 8. Momenty podporowe w przęsłach nieobciążonych. 

Niecha:j r te przęsło 

rys.11. 

-f g EAfiUIDY f {[ 
.; lr :< 

belki ciągłej będzie obciążone (rys. 11.), 
a inne przęsła nieobciążone, wtedy 
otrzymamy nastę1me równania momen­
tów po'dporowych 
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2M, (l. +ł2)+M,l, = 0 
M ,l, +2M2 (Z2 +~)+M3l3=0 

. . . . . 
.M;._2l~-1 +2 Mr- 1 (lr-1 +lr) +Mr lr=9łr' l, 35) 
Mr-Jlr+2M .. (lr+lr+J)+.M,+l lr+l =9ł,." l,. 

Z pierwszego równania mamy: 

11L.z= - 2
:C'· (l1 +l2 )= - M,(2 + 

2
/• ) , a więc M2 i M, maj~ 

2 'l . 

p rzeciwne znaki, a bez względu na znak M2 > 2M, . Dalej 
ot.rzymamy 

"li ( 2l2 ) M l, [ l, (2 M, )] M 1· • .J.Ii3=- M, 2 + la - ' ls = - M2 2 + la +M~ ' M, Jest 

ujemnem i < ~ , więc ( 2 + !: ) > ~ , a zatem bez względu na 

-znak M3 > M 2 ( 2 + ; ~: ) ; Ma znów ma znak przeciwny, niż 
M,. Ogólnie możemy napisa-ć Mm+ 1 > Mm ( 2 + ~ z~:J . . 36) 

A zatem mom e nty podporowe przęseł ni e­
obci~żony ch są naprzemi a n dodatni e i uj e mne i 
każdy n as tępny jes t w i ę c ej, niż 2 razy, większy od . 
p o p r z e d n i e g o. 

Nazwijmy JJ12 = - IJ-2 M , , a. M 3 = - IJ.a M2 , to wtedy !J-2 = 

= 2 (l,_+l2 )
7 
zaś p.

3
= 2 (l, +la) _ -.!i_ __ Jeżeli będziemyliczyli od 

~ ~ ~~ 
ch·ugiego końca belki H, to otrzymamy podobnie 

2(l"+l.,_,) 
Yn-1- 1 l 

"n-1 

2 (ln-1 +l..-2)- l..- t v.,_, 

Ogólnie możemy napisać na podstawie równania 36) 

37) 

•> 3 lm-1 BS 
IJ.m > •+ 2 lm . . . . . . • ) 

·w spółczynniki !J. i v zależne są tylko od rozpiętości przę­
seł i dla danej belki dadz~ się łatwo obliczyć. 

Dla używanych stosunków l l",. =0·9 do 1·3 waha się !J. i v 
m+ l 

między granicami 3·5 a 4·2. 
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§. 9. Siły poprzeczne, oddziaływania i momenty w przęsłach 
nieobciążonych. . 

Jeżeli przęsło jest nieobciążone, to lł=O, w1ęc dla m go 
przęsła otrzymamy z równ. 24) 

Q 
_ ]}f", - 111.,._1 

... - l 
"' 

• 39) 

Ponieważ tu Mm i Mm-t mają znaki przeciwn~, więc <J". 
będzie miało ten sam znak , co )J{", , a więc naprzemia.n będzie 
raz dodatniero , drugi raz ujemnem. "\V (m+ l ) przęśle będzie 

Qm+l -= .ll[,~+t-.Mm. 
1,..+1 

Podzielmy to równanie przez równ. 39), a otrzymamy 

JJf,..+t- Mm l", l+J.Am+t l.,, -~~~n (l "t~J..n+t ) ~ 40) 
Mm - Mm- 1. lm+t- -~-llm+1 Pm+l lm+t 

ll·m 

V·m i !J~+1 są dodatnie, więc cały wyraz jest ujemnym. Po­

uieważ l + l-lm+1 > 3, a l+ ~ < ~ , Więc 
- Qm+1 > 2 .!::!__ 41) 

Qm lm+l 
Z tego wynika , że s i l y p o p r z e c z n e s ą n a p r z e m i a n 

d-odatnie i ujemne i wz r as tają ku przę słu ob c i ążo­
nemu, jeżeli, j ak zwykle, 2lm>lm+1· 

Według równ. 27) jest Om= - Q"/'+Qm+t'i ponieważ Q· mają 
znaki przeciwne, więc z tego wynika, że Om będzie miało ten 
sam znak, co Qm+t', a więc także będzie nap1·zemian dodab:iie 
i ujemne. - Podobnie możemy napisać 

Om+ l= - Qm+l" + Qm+2' • 
Podzieliwszy to drugie równanie przez pierwsze, otrzymamy 

Qm+2+1 
•- Q",+t'' + Qm+21 Q,n+t il = - Q , przyozem opuśc iśmy zna-

- Q".,,+ Q,n+t' ~-l 
Q m;-l 

czki, bo w przęśle nieobciążanem Q'= Q''= Q. 

L . nik . t t d d t . · · ks · • l 2 l.n+l lCZ JeS U O a lli l .Wlę zy, nlZ + l- - 1 zaś mia-
l m+l! 

nownik ujemny i mniejszj, ruż l+ ~ ml+l' więc 
'm 
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. 42) 

Z równania 42) widzimy, że o ddzialywa ni a są na­
przem i an doda.tn,ie i uj emne i wzrastają k u prz ę­
słu o b ciążonemu (jeżeli 4l," nie jest < l,"+2)· Momenty 
obliczymy z równania 26), mianowicie będzie M = Mm-1 + Q."•x. 

W stawmy wartość za Q", , to otrzymamy 
Mm- Mm- 1 li 

M = lJ1'm-l+ l x, czy 
"" 

M= Mm- t 1 - --· +-- . ( 
x ) 1l1". x 
l,11 lm 

43) 

Ze względu na x jest to równanie l go stopnia, linia mo­
mentów będzie więc prostą. W:y1'liki te przedstawiliśmy na rys. 12. 

rys.12. 
A !Jełka U!Jt€ta c JJ .B 
~~...,.:---~::;;;.-. 

' . . 
' ' gitft poprzeczne 

w każdero przęśle są mo­
menty dodatnie i ujemne, to musi być 
w każdero przęśle punkt, w którym 
M = O. Nazwijmy ą odnośne x (rys. 13.), 
to z równania 43) otrzymamy 

O M (l 
a,,.) M". am d JJ1m-1l", li = m- 1 - 1 + l, · , a stą a".= 11"' 11"- , czy a".= 
litu n JJ.J m - 1 - .U.L m 

lm A d M.,. b .::~ -: 1". = --11-"'-- . g Y M - P-m, ę~..~e lłm=1· + 1 _ ./J.Lm m-1 11-m 

11-fm-1 

44). 

Stąd widzimy, że ponieważ !J-111 zależy tylko od rozpiętości, 
a nie zależy od obcią:żenia, a ... pozostaje niezmiannem, które­
kolwiek przęsło z prawej strony danego przęsła dowolnie j est 
obciążonem. Zawsze wtedy linia momentów przechodzi przez I, 
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zatemi jestpunktem stałym (n. Fixpunkt, f. {oyer, point 
fixe, a. intlexion point). Gdy jest obciążone przęsło z lewej strony 
danego przęsła, wtedy otrzymujemy punkt stały K, możemy 
wtedy podobnie napisać 

. 45) 

Moment w lewym punkcie stałym jest niezależnym od 
obciążenia z prawej strony. zaś moment w pra·wym punkcie sta­
łym jest niezależny od obciążenia z lewej strony. 

Jeżeli belka j est na zerowej podporze wmurowana , wtedy 
l0 = 0 1 2l . 

(J.1 =T-=2 WlęC 
l 

n 1 = 1 ~ 2 * l1 . . 46) 

'l'ak samo otrzymamy, jeśli belka jest na. n tej podporze 
u twierdzona, 

. • 47) 

Jeżeli belka ciągla jest na obu skTajnych podporach pod-
parta, to na. tych podporach M= O, więc li 1 = b,.=O 48) 

·w edl:ug równania 38) jest IJ· > 2, więc 

lm d Z". b l", a".< 1 + 2 ' stą Um< -3· , m<a , . . 49) 

a zatem punk ty sta l e leżą w s krajnych trzecich czę­
ściach prz~sla. 'V prz~slach skrajnych leżą one na skrajnych 
podporach, a w razie utwierdzenia poziomego tych przęseł 

w jednej trzeciej dingości przęsła. 

l 

§. 10. Momenty podporowe przęsła obcią.żonego. 

Dla przęsła obciążonego mamy wedlog równania 35) 
M,._2 lr-t +2 Mr- s (l.,._ t +l •. )+ M,.l,.=~Vl,. 

M,.- 11,.+2 M,. (Z,.+lr-r!) + Mr-tslr+t = gV'l,. . ' 50) 

Przypuśćmy na chwilę, że nie r-te przęsło jest obciążone, 
lecz inne na prawo leżące, to byłoby 

M,._lllr-t +2 Mr- t (l,._s +l,.)+M,.l,.=-0. 

A ponieważ M .. =- ~Ar M r- 1 1 więc 

M..-2lr-1 +2 Mr- 1 (lr-1 +l,.) -tJ.rM.·- tl,.= O 51) 
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To równa.nie przedstawia związek między lłf,._l i Mr- 2, 
który, jak wiemy, jest niezależny od obciążenia 1·-tego przęsla, 
więc także prawdziwy, gdy '1'-te przęsło jest dowolnie obciążono. 

Podobnie otr.lymamy 
Mr+tlr~1 +2 JJL.(lr+lr+t) - 'i,. M,.l,.= O • • • 52) 

Te dwA. równania dają w połączeniu z równaniami 50) 

następne: 
IJ.,.llfr-1 +M,.=9ł/ \ 
Yr M,.+ JJ{,._ , + 91,." f . . . . . . 53) 

Z tych dwu równań otrzymamy 

M. v,. m,.' - m,." l 
r-1 l p.,. v,.-

!J. 9ł'' - 91· l lJ{r= - .. -
IL V • • l ....... ,. . 

. • 54) 

Więmy, że spółczynniki !J. i v są większe, niż 2, więc mia­
nowniki ró~vnania 54) są dodatnie. 

Według równarua 11) jest 9~,.' = 2 IDł,.' + IDł,.", 
m .. "= 2 9J!,-'' +m~/, 

wtęc v,. 9ł,.'- 9łr'' = 2 v,. IDl,.' + Vr 9Jł.." - 2 9Jłr''- 9Jł/ = 

=ffił/ (2vr- l)+ 9Jł,." (v,.- 2). . 
Ponieważ momenty 9Jł' i IDł" są zawsze ujemne (według 

rów. 12), a 2v,.- l i v,. - 2 zawsze dodatnie, więc licznik jest 
ujemny, a mianownik dodatni; a zatem M,._1 jest ujemnem. To 
samo możemy udowodnić dla M,.. A zatem m o m e n t y p o d p o­
rowe przę sła o b c iąż onego są zawsze ujemne. 

§. 11. Obciążenie najniekorzystiliejsze dla sił poprzecznych. 

a) Obcią ż enie odnośnego pr zęsł a. 

Niechaj będ7ie tylko j edno przęsło AB (rys. 14.) belki cią­
głej obciążone, i to niech działa w punkcie E siła P, to siła 

poprzeczna Q w punkcie F będzie wedlog 24) i 25), gdy x >e> O, 
M'' -1J1' P(l-e) l 

Q l +- z-- - P, 

M"-JJI' p (l- e) I . . . . 55) 
a gdy l> e> x Q l + ;:.._,l~ 

Z równań powyższych widzimy, że linia wpl,ywowa będzie 
funkcyą e wyższego stopnia, niż pierwszego (bo M' i M" są 
f(e}, a więc będzie to linia krzywa. Wiemy jednak , że dla 
e= O i e=l jest Q=O i że różnica rzędnych w F wynosi P= 
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· = F" F"'. Linie A' F'" i F'' B' będą się mało co różnily od pro­
stych , bo wyraz pierwszy jest stosunkowo maly . Z kształtu 

1' 
l 

l 
l 
l 
l 

. l 
l 

' ' ' ' ' ' \ 
' ' 

rys.14. 

4J] 
' 

' l '\ :D'' ' ,. ,, 
• 

4 * ' ' 

. linii wpływowej widzimy, że dla Mjw Q musi być obciążona 
długość FB, a dla najmn Q dlugość A.F, a więc tak samo, jak 
dla belki jednoprzęsłowej. Tak samo musi też dla ciężarów sku­
pionych jeden ciężar stać w F, największe i najgęstsze ciężary 
blisko F. 

b) Obciążenie reszty przęseł'. 
Przypuśćmy teraz, że odnośne przęsło nie jest obciążone, 

wtedy Q= Q'. Z rys. 12. widzimy, że, aby to Q było dodatniem, 
musi być lewe sąsiednie przęsło obciążone, a prawe nieobciążone, 
in?J.e zaś przęsła naprzemian , gdyżeśmy udowodnili, że siły po­
przeczne są naprzemian dodatnie i ujemne w przęsłach nieobcią­
żonych. Stosownie do tego będzie linia wpływowa w innych 
przęsłach naprzemian pod lub nad osią (rys. 14). A wi~!l dla 

najw ( + Q) i najw 
rys. 1 :>. ( Q·) w punkcie F 

n~fQ) ~ / , 
1 .BjJIWIIH FJitilllillUIJAZL-4JIDL~ przęsła OD musi być 

<"·-·~· · • · belka obciążona we-
nqprd-QJ 

A,WifilllliD]Jil!UzlB cjillinm~ .»MH!IIIIimi!!qc ---!' dlug 1:ys. 15\ 
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§. 12. Największe siły poprzeczne. 

Według ró·wnania 24) i 25) można obliczyć najw. siły po-
rys .16 . przeczne w danym punkcie C 

~R (rys. 16.) dla obciążenia je-
t!ldiii i1~A P!~lll!lillliilĘUElifi!llllllli~ dnost.ajnego ci~łego. Wie-

(. ·-···x .. ..... ...... ) "!' ···· 7; ······) my, że przyt.em musi być 

długość B C obciążona .. 
P odstawmy w t.ych równaniach 

R p (l-x), r 1 =~ rl - x), P= O, 

to . . ( + Q) 1\1"-M' + 1 p {l - x ) ' 
DllJ"' = " l - l 

. 56) 

Dla najmniejszości 

rys.17. 

~~~!p 

sił poprzecznych musi być obciążona 
dlugość A C (rys. 17), więc 

.B 
a; 

R = 2JX, r1 = l- -2 , P px . 

Wstawmy te wartości w ró-
wnania 24) i 25), a otrzymamy 

ltl"- M' 1 px 2 

najw l-Q) 
1 

- -!! -
1
- • . 57) 

Według równ. 30) mamy dla obciążenia 
M"- M' t (Z 2 ) . .3-· • że --=z- + !l p ·- X , WlW!ll iDY w1ęc, 

. naj w (- Q)= Q.- najw ( + Q) . 58) 
co zresztą j est. oczywistem. 

rys .13 . L inie największych i naj­
mniejszych sil poprzecznych , 
będą prawie paraboliczne, wyraz 

Pr"'"""':v bowiem jest wprawdzie 
funkcyą x, ale jest zazwyczaj 
bardzo małym (rys. 18). 

§. 13. Bezwzględnie największe i najmniejsze siły poprzeczne. 

Z rys. 18. i z poprzednich równań widżimy, że największe 

siły poprzeczne są na podporach i to na lewych każdego przę­

sła dodatnie, na prawych ujemne. W rys. 19. oznaczyliśmy 

rvs.1l). obciążenie dla najw (+Q) w C. 
mmmnnr,T!lTlocm~ Bezwzględna największość jest dla 
~lllli!PI'Ii::B!Iiiilił" Cl iiil!lllli~=O, więc oba przęsła, między kro-

(·· ··x ....... 
remi leży punkt A , muszą być 
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obciążone. W .rys. 20) oznaczy­
li9my znów obciążenie dla najmn 
Q w C. Bezwzględna najmniej­
szość jest dla x=l, więc znów 

oba przęsła, między któreroi leży podpora B, muszą być obcią­
żone; reszta przęseł ma być naprzemian obciążoną. Z równ. 56) 
i 57) otrzymamy 

dla x= O bezwzględnie . M"- 111' 1 najw Q= - -z--+łpl 
59) 

l.W'-M' ,. 
" X = l " najm ·Q=--l- - -~ }Jl 

Ponieważ oddziaJ:ywanie równa się różnicy sil poprzecznych 
po obu stronach podpory. a obie siły poprzeczne są największe 
dla tego samego obciążenia, więc oddziaływanie będzie największe 
także dla tego samego obciążenia, t. j. gdy oba przęsła sąsie­
dnie są obciążone. 

Najmniejsze oddziaływanie, powstające z powodu ciężaru 

ruchomego, jest ujemnem. Jeżeli oddziaływanie dodatnie, wywo­
łane · ciężarem wlasnym, jest większe od oddziaJ:ywania ujem­
nego z powodu ciężaro ruchomego, to oddziaŁywanie dla ciężaru 
własnego i ruchomego jest ostatecz11ie dodatnie; w przeciwnym 
razie ujemne. 

W tym o:statnim wypadku belka musi być przytwierdzoną 
do podpory, gdyż inaczej podniosl1:1by się w tern miejscu, czego 
dopuścić nie możemy ze względów ustrojowych. Największe od­
dziaJ:ywanie ujemne powstaje, gdy dwa sąsiednie przęsła są me­
obciążone, a dalsze naprzemian obciążone i nieobciążone. 

§ . 14. Najniekorzystniejsze obciążenie dla momentów. 

a) O b ciąż e ni e prz. ęsl a ba dane g o. 
Niechaj w punĘcie F r-tego przęsła belki ciągl~j działa 

rys.:H. 

! i 
:<----~ -- ~-~.t·--.. · ··-) : . . 
<·····-···e·---··-- -*·-- -----e--· -·---+ 

.J 

sila P (rys. 21.), to wiemy, 
że według równań 12a) i 
12b) będzie 
9R'=- Pee1

2 
ID("- _ Pe

2
e, 

p ' - p . 

Dalej według równań 54) 
mamy po opuszezemu zna-

"9ł'-W' p.9ł"- 9ł' 
czka ?' Mr- 1 = 1 , M,.- • p.v - p.v - 1 

Podr. Teor. mostów. 2 
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Podstawmy w tych równaniach wartości z równań 44) i 45) 

tJ.= ! - l i v= -~ - l , z rys. 21. c= l - a .. _ b i wartości za 91' 

i 91" z równ. 11), to otł"zymamy 

Paee1 l M ,·- t=- cz2-·· (21- 3b - e) 

Pbee1 I Mr=- -cP- (l - 3a +e) 
60) 

Na podstawie równan. 60) dadzą się linie wpływowe dla 
momentów podporowych M,._1 i .Dfr według S o l i n a w następny 
sposób wykreślić (rys. 22.). Zróbmy BR= l - 3b=AB-3BK, 

RD= l -c_=AB _IK . FL momentowi dla belki w dwu punktach 
a AI 1 

podpartej =p~ e~ , DD' = FL i wykreślmy D' R, t o 

FF'= D~~DRF P~e1 • (l- 3~-t_e,) = P:z~, e (2l-3b-e)= Mr-t· 
l . 

a 

rys.22. 

l 

~~~-----~~~~~~-----~4Ł~~--~~--------~n~: 
6 R 

Podobnie otrzymamy F'P"= lJ!l, .. W ten sam sposób możemy 
otrzymać momenty M,._1 i M,. dla innego położenia siły P, a połą­
czywszy końce rzędnych, przedstawiaj::teych momenty, otrzymamy 
linie wpływowe AF'B i AJi'"B. Zróbmy teraz AA1 = FF', 
i BB, FF", połączmy A1 z B 1 i zróbmy L'C= Ji'L, to A. CB1 

będzie przedstawiać linię momentów w przęśle AB, jeżeli sila P 
działa w F . Ponieważ L' leży zawsze niżej L, więc C będzie 
zawsze poniżej AB, a zatem moment w punkcie zaczepienia siły 
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jest zawsze dodatni. Z rysunku widzimy, że, jeżeli siła P leży 
w F, w punktach U i W j est moment równy ze1'U. Wyznaczmy 
położenie tych punktów obojętnych. 

Z rysunku wynika, .że AA1 Ur'-JUFC, więc 2~: (e-~6)= 

= (- M,._ t): M,, gdy M1 = F C, zatem 
u : e= (-111,-- t): (lY/1 - Mr-1), w1ęc 

Mr-t e u- . 
Mr- t - 1111 

Z rys. dalej wynika: 

M, =CL'~FL'= P~e1 +{ .lJL+(M,._t-lYl,.) ~;-}. 
W równaniu t em dajemy znak ( + ). bo M,. i M,. __ 1 s~ uj emnf:'. 
W stawiwszy wartość za M 1 w poprzednie równanie, otr.t;y­

mamy po skróceniu 

. . . 61) 
podobnie będzie 

'V stawmy teraz wartości z rów. GO) za 111,._1 1 M,., to 
otrzymamy 

a (2l - 3 b ·- e) el l 
'l~< -c=P.-+_(,.z.2_a ::_ b) el - - (a+ b ) e 2-

W= - _ b _(2l - 3 a-~1)e1_l ___ , 
cl2 +(2b - a)e, l- (a+b)e, 3 

. 62) 

W przęsłach skrajnych jest w pierwszem a = O, w ostatniero 
b=O; więc dla przęsła pierws~ego u.= O, c= l b, 

W=_ b_(~ ~=:..!J)!! l - = - _!!_ (2 l ~_eJ_ e!_l --=b (P- e
2

>!:_ 63) 
cl2+2be, l - be, 2 za- b (P- 2 et l+ et 2) l 3

- be2 

W ostatniero przęśle jest b=O, r:= l - a , w= O, 
a (2l~ e) el a(l2- e1

2)l 
M=- - - - --- -- =- ------ .. . (i4) 

(l - a) ll+2 ael- ae2 l3 - ae1 
1 

Z rysunku 22. widzimy więc, że, jeżeli sila P stoi w F, 
momenty na dhtgościach ~6 i w są ujemne, zaś na długości UW 
dodatnie. 

Zbadajmy najprzód, jak wielkie mo2e być u i w. 
Z rów. 62) wynika , że dla e=O jest ?ł>=O, 

za.ć; dla e= l jest u= a. 
Podobnie dla e1 =0 jest ~c=O, 

dla e1 =l jest w= b. 
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A zatem widzimy, że gdy u może być naJ'>nęcej = a, 
a najw w= b, a zatem na dlugości IK między punktami sWymi 
moment jest zawsze dodatni, zaś na dlugościach Al i KB może 
być moment ujemnym lub dodatnim. Rozróżniamy z tego powodu 
trzy części w każdem przęśle, część pierwszą AI, część drugą , 

średnią IK i trzeci!} KB. Rozumie się 1 że w przęśle pierwszem 
część pierwsza Al = 0, a w przęśle ostatniero KB = 0. 

A zatem możemy powiedzieć: W części średniej przęsła 

belki ciągłej kaMy ciężar, gdziekolwiek na tern przęśle działa­

jący, s11rawia moment dodatni 1 a więc dla największego M musi 
być to całe przęsło obciążone, dla najmniejszości wcale nie­
obciążone. 

Dla punktu U, leżącego w części pierwszej, jest moment 
równy zeru, jeżeli P stoi w punkcie F J ezeli sila P posunie 
się ml> lewo, moment w punknie U j est dodatnim, j eżeli na prawo, 
ujemnym. A zatem dla na}w JJ1 w punkcie U w części pierwszej 
przęsła musi być to przęsło obciążone od A aż do F, dla najm M 
od F do B. 

'l'o samo da się zastosować do nunktu W w trzeciej czę.~ci 
przęsła. Dla najw M w punkcie W musi być obciążone przęsło 
od F do B , dla najmn lJil od A do F. A zatem badany przekrój 
jest zawsze dla największości obciążony, a dla najmniejszości 
nieobciążony. 

b) Obciążenie reszty p r z ęse ł. 

Z rys. 12. widzimy, że obciążenie przęsła CD sprawia w czę­
ści I i II przęsła sąsiedniego na prawo momenty ujemne, a w czę­
ści III dodatnie, dla przęsła sąsiedniego lewego zaś w części I 
dodatnie, w II i III ujemne. . 

A zatem dla części I dla największości musi być sąsiednie 
prawe przęsło obciążone, sąsiednie lewe nieobciążone, a reszta 
przęsel naprzemian (rys. 23.). Dla części średniej muszą być 

sąsiednie oba przęsła. nieobcią.żone, a inne naprzemian, dla 
części III zaś musi być sąsiednie prawe przęsło nieobciątone, 
a lewe obciążone, inne zaś naprzemian. 

Ogólnie więc możemy powiedzieć dla wszystkich trzech 
c~ści: Do części obciążonej danego przęs!a przytyka przęsło 

nieobciążone, do części nieobciążonej obciążone pr?lęsło. Inne 
przęsła mają. być naprzemian obciążone. 
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W rys. 23. v.rykreśliliśmy schemat najniekorzystniejszych 
obciążeń. ciężarem jednostajnie rozłożonym. Jeżeli mamy bellrę 
obciążać układem ciężarów skupionych, to ponieważ tu otrzy­
mamy linie wplywowe krzywe, nie uzyskujemy tak prostych 

rys.23. 

A!I:"----JlJłillii iJlii!;IIJIIIIlJ! 1 IIil"UJilllJ...---;~lJI~Ili:"'~~[JJII ~rl..-x!.,d[JJI! '!llJ' !![]lu r[J;jr:iilil'"lil!_.---..;.{!o/'w + M 

{ 

'~T ' ' e:zęsc-~. \ ... , ... ; 
_!llluf.!hHf'il • biłł~ ~i!l l !llłlhiHHl JT1IIMjL 

.. «.A r xrr 
~-~-+ 

Jił'olllli!Jillll(l~ j llll, jllilll!!fl '! ~III !!!lilii .li 1111 ~ '' 

f ;,:!t:lt:· ... 111 1111111111111~ e· Jltll! llllllll ttt~ • • 

!1111 11111111111 111 'A " 

-.M 

+ M 

- M 

" - .M 

prawideł dla najniekorzyst~iejszego położenia, jak dla belki 
jednoprzęsłowej . Linia wpływowa będzie miala jednal:r w danem 
przęśle talcle kształt trójkąta , lecz o bokach krzywych, z wierz­
cho!kiem w punkcie badanym tak, że w przybliżeniu możemy 
zastosować dla najniekorzystniejszego obciążenia prawidła dla 
momentów bellci w dwu punktach podpartej. 

Co do obciążenia reszty przęseł kształt linij wpływowych, 
które otrzymamy później wykreślnie, da nam pewne wskazówki 
co do ustawienia ciężarów skupionych w rozmaitych przęsłach. 
Zwrócić jednak musimy uwagę , że obciążenie tego rodzaju, jak 
na rys. 23., jest w praktyce uieprawdopodobnem, a przy mostach 
kolejowych wprost niemożliwem. Przy mostach drogo>vych, gdzie 
obciążenie takie jest możliwe, przypuszczamy przy obliczeniu 
rzeczywiście ci~żar ruchomy podzielony na kilka części, przy 
kolejowych możnaby albo przypuszczając jeden pociąg przyjąć 
na· długości, która by nie po,vhma być obciążoną, wozy próżne 
(ważące 6 t), a zresztą parowozy i wozy ładowne*), albo też 

*) porów. Podr . t. m. tom I. str. 68. 
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przyjm~ljemy tylko dane przęsło obciążone. Przyjmowanie me­
możliwych obciążeń dla obliczenia belki wydaje nam się rue­
uspra.wiedliwionem. 

§. 15. Wyznaczenie największych momentów dla obciążenia ciągłego. 

a) Średnia część prz ęsła. Dla największych momen­
tów musi być dane przęsło cale obciąZone, dla. najmniejsz.ości . 
zaś całe nieobciążone, reszta przęseł naprzemian (rys. 23.). Dla. 
najw (- M) otrzymamy z równ. 24) i 26), gdy P=R= O, 

11ajw (- :li)=M'- ( 1~·-· 31'') ~ 65) 

J estto równanie linii prostej . 
. Teżeli M'= llf'', to najw (- !11.)=111'; . . 66) 

jestto równanie linii poziomej. 
Poilobnie otrzymamy z równań 24) i 26) 

na,iw ( + JJ1)= ftl' - (M'- M.'') -~ + ~ JtX (l - x ) . . 67) 

b) Pi e rw s za czę ś ć przęsła. Dla najto (-M) musi być 
przęsło dane AB obciążone od F do B (rys. 22.) Według 

. . M"-111! 71e,' 
równama 24) otrzymamy w1ęc Q'=-1- -l-"2T · 

Wedle rów. 26) JJ1 = JW+ Q'x , więc 
1\1'- M'' . pe,~x 

unjw (- lU)= M' 
1 

x +2 ·
1
- . . 68) 

Dla najw ( + 1ł1) musi być przęsło AB obciążone od A do 

F. Tu jest Q· -=·M"~M'+pe(2dz-ej, a .tlf=M'-1-Q'x-łpx~, 
x px · 

wtęc najw ( + lU)=M'- (lU'- M") - + -, - . (2 el - e 2-lx) . 69) 
l 21 . . .· 

CleJ 

. . ~ .. 
c) Trz eci a czę ść be lk i. Podobnie otrzy~amy dl& trze-
części 

X pt12 (j -· X) 
najw (- M)=~'- (ltl'- M'ł)y+ 2 1 · 

x p (l - x) ( lx - e2
) 

najw (+M)= M'-(M'- Dl") T+ - -
2 1
--- · 

W e wszysilich częściach przęsła j est 

70) 

71) 

na.jw ( + M)+nojw (- M)=M.. 7 • • • 72) 
jeżeli iJf~ oznacza. moment dla. obciążenia. zupełnego. 

J eźeli wykreślnie przedstawimy linie największych i naj­
mniejszych momentów, to otrzymamy rysunek 24. Dla ujem-

' 
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nych największych momentów otrzymt~jemy w średniej części 
każdego przęsła linie proste. 

rys.Z4. 

§. 16. Wielkość ciężaru jednostajnego ciągłego. 

W poprzednich paragrafach przypuszczaliśmy, że ciężar 

jednostkowy p jeE<t w danem przęśle jednostajny. Dla mostów 
drogowych jest ciężar ruchomy p dla wszystkich przęseł jedno­
stę.jny, jeśli liczymy na podstawie obciążenia tłumem ludzi, co 
zwykle jest wskazanem dla belek głównych większej rozpiętości. 

Jeżeli rozpiętości są nierówne, może się wszelako ciężar wła­

sny g poszczególnych przęseł różnić. Przy mostach kolejowych 
jednak, jeżeli rozpiętość przęseł jest nierówna, przyjąć należy 

dla rozmaitych przęseł różne wartości nietylko dla ciężaru wła­
snego g, ale też i dla ciężarn zastępczego p. Dla ciężarn zastęp­
cz~go dla sil poprzecznych należy przyjmować zmienne p. nj.a 
wedlug długości przęseł, lecz według długości obci~ł§nej. 

' ·~ ~ 
Rozpor?.ą<lzenie austr .. tni1;1. z r. lŚS'i'. Mosty k o lejowe 

(§. 3 c). Dla belek cia.glych nalety przy obliczeniu pasów prnyjmować obcią­
żenia wedle skali a, od powiatłające rozpiętościom obciążonych prnęsel 

i uwzględniać ten rozkład ohcią:':etria, który ·wywołuje najwięk<>ze momenty. 
Dla obliczenia kraty lub ścianki tych belek należy j e<ln ak Pl'7-Yjmo­

wać w elanem pr7-ę{;le obciąienia według :skali b, zaś obciążenia rÓ\-vnoc?.esne 
innych przęseł według skali a.*) 

*) patrz Fodr. t. m. tom I. str. 5Ii. 

----- ---
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II. Belka ciągła dwu- i trzyprzęsłowa. 

§. 17. Momenty podporowe belki dwuprzęsłowej. 

J eźeli rozpiętości pienvszego i drugiego przęsla belki dwu­
przęslow~j nazwiemy l, i la (rys. 25.), to otrzymamy według 

TVS . 2.:> . rów. 21.), zważywszy, że M" = 0 
.A B C i Ma = O, 
"r .. '\" · . '? 2M, a1 +l2 )= 91/'Z1 +912 'l" więc 
(· ······t;·······:><·········lr ······'l moment tlÓdnOTI)W"l !:~ ~!"~,;l]lj P.i 

- - u ... 

podporze B 111 . . _,_ !l? l ~l. +!~l -'l2 '"'3) 
. 2 (l, + ll) - . . - . ( 

Jeżeli oba i'rzęał:a s~ równe, to l, = la =l >vięc 
~ ll " "'l' 

M, = t ;: ~' 2 • • • • • • • ? -1) 

Przypuśćmy, że ciężar jedno~~ovry w pierw:::zem przęśle 
. .. .. 
JeSt p11 w drugtem ; 2 • 

T~~- ~~~ -= --···sz"' _.., · t b · ~ · 2e>' ... .. _ .. . _ x--~· ..., . :i:'rzęMo J es o c1ązone t rys. :, .11 .. o 
m " - t p z 2 m ' - 0 .:1~ , - -:. l ' t ,. !llJ - . 

r ys.26. Wst-P..·.viw~zy to w równ. 73), 
!h t""t '·"'t!t.':r."· 1: .,.., /;'"'l{ t'"". ;IIDJ!l,r.:-' urn!! ,w? :r:n:t o f:.-:-z ,ymam Y 

4 ~ Q l 3 
A~·-··--Z,- "7 ···· ···:}j]. · l, ... z .. ·t' M _ _ P 1 1 

, - 8(l, +ll ) . 75) 

~ p l 2 5-3 ,, 12 
M = - -- .. , ,_ = - - - - .!...!_ 

1 l~~ 8 l +~ 8 
. . 76 

; eieii drugie przęsło jest obciążone (ry;;. ~7.), to otrzymamy 
odnośne wzory, jeżeli zamienimy 

li: rys 27 ~f'lj::HIIl!••il\11\dli p, na p2, l, na 11 i l2 na z., 
: -.: za~m 

A~-.. -- z ~.rt· ... ·- · .... z,,.z .... t.:, 
'.1 p l .l l p 11 

}J = - 1 _'l_- = - --- _2_ • • • 77) 
• 

1 8(Z, +Z1 ) 1+5 8 

Jeżeli teraz oba. przę&la są ohcią:źone, to otrzymamy 

M_ P.l1
3 +P2l2 3

_ (5 3pt + P2) 12 

t - - · ·s (z. ·.:rz~)--- - t;( t +~) 78) 

s-s . l . 
Wyrazy 1 +-"' 1 1 +T oblic~y:t L e b er dla rozmaitych 

używanych stosunków .9'. 
• 

Podajemy tu niel'tóre wartości: 
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~=0·5 0·6 (}7 0•75 0•80 0·85 0·90 0·95 1•00 
53 

OJ\033 0·1350 0·2018 0'2411 0·2844 0'3320 0'3837 0·4397 0·5 1+5 vc ~ 

1~5 o-6667 o·6250 0 ·5882 0·5714 o·5o0S 0·5405 o·52G3 o-5128 o·5 

§. 18. Ciężar własny. 

Dla ciężaru własnego otrzymamy M 11 moment podporowy 
w !J, z wzoru 78), jeśli tylko p 1 i 1J1 . zamienim:v na g1 i g 11 więc 

l a l a ~3 ) 12 M _ !Jr 't . +.Jz z _ ( g, + g, 
. - - s ·cz. =::z~y--- ·sci+~)-

. . '?9) 

. .!t:.żeli jak zwy1-le, l1 =-=l2 = l, wi~o 5'= 1, a g1 = g2 = g, to 
n-p 

l\11 = - ~- . . . . . . . . 80) 

Chcąc l eraz wyznaczy."·. siły j)oprzeczne w pierwszem :przę­
śle, za~tosujen~y rów. 29), :.:w LŻywszy, ż~ '!:iLljcst 111'= 0, JJ1"= M 11 

0' • l g.z,a .L:;•/. 3 • l (:1agt +g,) l 81 
(; :='Ig •• - 8(!;-t-7Jt. = !! g. , -scCi-~.):1- . · ) 

a dla .J= l i g1 =g, = g, 

8.2) 

z~ś Q''=-k ::. 11 -

53~1-=tg, l , 83) 
~ ~· 8(1+..;) ,:-

a dla przęsel równych 

Q"= - ~g l - ł g l=- ~g l = - 0•625 g l . . . 84) 

Wedlug równ. 30) mamy dalej ogólnie Q= Q'-p:c, a dJa. 
..,.przęseł równych Q=~gl-gx=~g(31-8x) ... . . 85) 

J' estto równanie linii prostej. 
Moment otrzymamy według 32) 

Mx 
M= ! g. x (11 - x)+--/- , . . . . . 86) 

, l 

a dla przęseł rownych będzle 
X 

M=~gx(l-x)- ~gl2 l=lgx(31-4-x) 87) 

J' estto równanie paraboli. 
Niech będzie dla naj w M x= X1 , to znajdziemy x1, różniczklJ.-

. , . 86) . dM t (l 2 ) M• . J!l;C rowname , w1ęc a,;;;= 2 g1 1 - x 1 +z;-- =0, zatem x1 = 
=~l1 + M1• • Dla przę~el równych M1 =- ~gP, wię~x. =łl=0'375l. 

g, .• 



Wstawmy tę 

~- · ··· - -··+ ·l···· · ··· · 
' 
' : . 

Ogólnie jest 

- 26 -

wartość w równanie 87), to będżiemy mieli 

rys.28. 

' ' : ~ : : ' . 
o ' o 

·· ·+-= · .... / ........... ) 
· ""'~ .; 

-·---'1" : 

l 

najw M=~ u-i l(3l+ 
a l 9 z2 !1 ' = T!1S9 = 

=. ()·()'jet :ł6gl 2 o 88) 
Z równ. 87) wi­

dzimy, że M= O dla 
3l= 4x', więc dla 

x'=~ l= 0·75l. 
W ynilri te zesta­

wiliśmy na rys 28), 
z któ1·ego jeszcze wi­
dzimy, że oddziały­
wanie w B jest 

H1 =~gl+~gl= 
= igl 89) 

o. =s (-z (g, l , 2 (4ll + l,)+g,l1 
2 (4 1, + 72 )J . 90) 

1 l 

§. 19. Ciętar ruchomy. 

Teraz obliczymy sily zewnętrzne 7 wywołane ciężarem 

ruchomym. 

rys.2,9. 
E 

A ll llllW!tllll!!!ł!llll 11!1!~ c 
4 : ' :<.--~ -)1 : : 

'i(_. - .. ..... .z;----··· ··*---··· · l ---- ----i 

a) Siły po prz eczne. 
Dla najw (+Q) w p.E 
(rys. 29.) musi być obcisr 
żona długość EB, a dru­
gie przęslo nieobciążone. 

Otrzymamy więc z rów. 19) 
p~~ z_ X2)2 

"' ''=-~--- "l ' - 0 .Jlt 4ll 2 ' :J 'J - o 

Mom~11t w B będzie według równ. 73) 

. 9n 
Dalej otrzymamy wedle równania 56), wstawiwszy lYI'=O, 

JJ1"=M1 , 

czyli 92) 
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Ponieważ dla obciążenia zupełnego według rów. 81) i 85) 
p Z 3+p Z ~ • • ." Q~=J.p,l - . •- •- 2 2 -p1x, więc otrzymamy naJW. UJemn!ll Slt.ę 

,. l 8 (l, +l2) l, . 
poprzeczn!ll , odciągnl\iwszy najw (+Q) od Q;, zatem 

. p 1 l 1
3+p, l,:1 2~1(/t- x) 2 (37 ,+ 

naJw (- Q)= k1-'t (l~-2x) - 8((""+t,) ;-; - ·8 z;2(t, +'::~) ··1 

+4.ll --2/ x - x 2)= t 2 l 

=~ Pt (1. - 2 x)- S I, 2(: + l
2
) {pt l, '+p, l, l , 3+ Pt (1. - x)

2 
(311 

2+ 
+ 41 1 12 - t 1, x -- x 2

)} • • • • • • 93) 

Jeżeli l , = l, = l, zatem 5 = 1 , a p 1 p 2 - p 1 to z równ. 92) 
otrzymamy 

mtjw (+Q) . . 94) 

a z równ. 93) 

na.fw (- Q)=~p 1/ - 2 x) -
1
:l3 (2l ' - (1 - x) 2 (7 P - 2/x- x 2))= 

Jl (4 1012 . 2 .4) 9-= - J613 l + X - X . • • . • o 

bJ Ciśnienia na podp o ry. 00 , ciśnienie na podporę A, 
jest największe, gdy pierwsze przE>~o jest obciążone, a drugie 
nie. Otrzymamy więc z równ. 92) 

dla X
=O . , O _ ]11 11 (8 l, +ł 1,) l 

lłll:J \\ u - 8 (l l ) l 
1 T 2 ( • • • • • 96) 

a dla 1, = 12 = l najw 00=-?~ pl J 
.· Największe 0 1 w punkcie B otrzymamy, gdy oba przęsła 

będą obc~ążone, a więc jak dla ciężaru własnego według 90) 

.n~j·w 0 1 = ·~}T [p,l 1 
2 (4 11 + 11)+p21J' (ł 11 + J2)) l 

1 2 J . 97) 
a dl!!- ~ównych przęseł naJw 01 = i pl 

Najw (- 00 ) powstaje, gdy drugie przęsło jest .Q.bciażgń~ 
a pierwsze nie. W tedy otrzymamy z r_ów. 81) i 96) 

. (- 0 ) = ' l _ p ,1,
3 +p,7, 3 _p,l, _(3.!_. +_4l,)_ l 

na.JW 011 !!Pt, 8 (1
1
+/,)l, S{l, + l, ) -

p,J2 
3 

J . 98) 
. =- -8-(11 +~~ 

Dla przęseł r ównych jest m1jw (-00 )11=-t'-~:Pl 

Równocześnie dziaJ'a jednak ciężar własny, więc 
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. (O) l l g,l,3+g1l, 3 p.l.s 
naJW - 0 = <J. g, .- -8-(t-+1 )l- -8-(·l +-"1.,--,),....,l:- ' 

l 2 l l 2 l 

. ( O ) 4g, (l, +l,) lt 2 - (g, l, 3+g•l• l +p2l2 a) 
nCl()W - o 8(lt +12 )1, . 99) 

A więc najw (- 0 0 ) jest ujemnem, jeżeli 
g1 11

3 +(g2 +p2 )12 
3 > 4g1 (t1 +1, )/1

2
1 

czyli jeżeli 100) 

Jeżeli rozpiętości są równe, oddziaływanie 0 0 jest ujemne, 
jeśli p> 6g. 

Możliwem zatem jest oddziaływanie ujemne tylko, jeśli l2 , 

a zatem i g, jest znacznie większe niż l, 1 względnie g,. Przy 
równych dlugościa.ch przęseł mogłoby to nastąpić tylko przy 
b ardzo malych ro.zpiętościach około l= 10"'. O, nie może być 
wcale ujemnem. 

c) M ome n ty. Prz ęsło pierwsz e, c zę ść d ruga. 
W przęśle s1.7ajnem, jak wiem y, nie ma części pierwszej, 

tu punkt stały wpada na punkt 
rys.30. . A (rys. 30). Według równania 

A E F PJ!II::~~~~~IilJI~7) mamy 
4 ·.X ··ł . ~· ·lr 2 (l +l ) 
~ - - - - -· - l..-i7f'ż· -- - --+- - · · ZJt·Z· ------ ~ V = l 2- ) !J. = 0, 
~lii iJ; oq JIII!::II I I!il!łlll ~l !l ll l!i 7U{/1JJ.(+Jif) J. • 1 i , 1 

... -x·-~ 't-Ir·"~ Więc według 45) 

b, = - _z,_=--. 11 2 

- • • • !Ol ) 
1+v1 311 +211 

a dla l, = 72 =l 
b=~ l= 0·2 t . . . . 102) 

Dla najw ( - M) musi być pier wsze przęsło nieobciążone, 

a drugie obciążone, więc według 77) M, = - .8~ ~~) • 
Wstawiwszy w rów. 65) M'= O, M"= 1Jf11 otrzymamy 

. ( llf) "1 X p, l/ X uaJw - ~~ = b 1 - =- - -· - -· . 103) 
l, 8 1,(1, + 1, ) 

Najw (+M) jest dla. obciążenia. uzupełniającego , w1ęc 
nwzględnia.ją;c rów. 86) 

najw (+M)=~p1x (l1 -x)- pllJ 3 +P21,~ X+ _p l i2
3
X . 

8 (1, +'2) l. 8 l,(l. +l,)' 

naj w (+M) ~ (~1: l
2

) [S 11 + 4 12 ) 11 - 4 (l , + l2)x] 104) 
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Dla przęseł równych otrzymamy z rów. 103) 
na.jw ~l =- y1

6 plx , . 
a z rów. 104) ••~jw (+ li)= l r. J'X (7 1 - 8 x) 

P rzę s ł o p i er w s z e, c z ę ś 6 t rzec i a. 

105) 
106) 

Najw (+M) (rys. 31) będzie w punkcie W części trzeciej, 
7llfiruJ-M} 1·ys. 3L jeśli obci~ymy długość FB, 

~-- e--4: ." .. b:D a drugiego przęsla nie bę-
Af:~'~-~:~~:~-- -~~!f,~~-~' 11111W11· · q111ii ' 1 '!! · .;'~c dziemy wcale obciążać . 

., .... -------·-z,.--·---.".,_-·- ----l i--.- --.-) p (t , -e l) 2 
.Ttaiw.(.;Yj ~ Wtedy 91 '' =-

1 1 
---· , 

,, A Fuu:;lli!!:ll:;:"fi c ' 4/1
2 

· l:::::::;~::::i::::~~~-------1 --- -- -J 91/= 0, a zatem 
"1 R 

. . p, (l. 2_ e2)2 
IJI. = - 8 1 (l + l)· ' 

. l l l, 

wedł'ng równ. 73) 

a według równ. 'il), wstawiwszy M'=O, M"= M., 

najw (+M)=M, x +p'-('1= .. x)_(ltx-e2)= 
t, 21, 

p . (l.2 -e2)"lx Pt(l, - x)(l,x-e2) 
= - - -+ - -- -- -

81. 2(lt+l, ) 21, , 

najw (+M)=~ l, 2 ~:+l, ) ((4- 11 l, (11 
2 + e 2)+:·H. ' (P + 2 e2

)- e•)x+ 

- 4-1 1
2 {1 1 + l,)(x2+e 2

)) • • • 107) 
Długość zaś e znajdziemy z równ. 63) 

b(t'-e1 )1. . l. 2 

w=-- - - dla b=- - -
l 3 - b e2 

- - 311+21, 
(b - w) l 

e= l b (l - 1'•) ' - . 108) 

przyozem w=l - x . . . . 109) 
Moźnaby teraz wartość tę dla e wstawić w równanie 107) 

i otrzyroalibyśmy najw (+M) jako funkcy~ x. Odciągnąwszy tę 
wartość od wartości dla obciążenia zupełnego, otrzymalibyśmy 

nagw (- M). Ale ponieważ wzory te byłyby za zawiłe,. więc za­
niechamy ich wyprowadzenia. W skaz-anym j ednak powyżej sposo­
bem możemy w każdym danym przypadku wyzna.czyć najw (+M) 
i naj~o (- M). 

Jeśli 11 = l, = l a p 1 p 2 = p , to otrzymamy z równ. 107) 

najw t+M) p (7l'x+10Z2ex- ełx- 8 l3e2-8Px2) 110) 
16l8 • 

Z równ. 108) otrzymamy dla b=-5l 

e=lVl(~l~:+x) zV'ó--=_-4:! .. _ . 111), 
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Wstawiwszy tę wartość za e w 110), otrzymamy 

unjw ( + l\1)=-=ł p ( 41 x- X
2 

- . ó P+ ~ ~
3

) 
Mz dla obciążenia zupełnego jest według równ. 87) 

~=- btJX (4x - 31), więc 

najw (- M)=-ktJX(4x - 3l) - najw (+M), zatem 

uajw (- M)= - ~ pP(l3 ~- ~W+8 ~2) 

112) 

113) 

rys 32 - Na podstawie 
tych równań wykre­
śliliśmy linie najw. 
momentów dla bel­
ki dwuprzęsłowej o 
równych przęsłach 

(rys. 32.) Dla ta­
kiejże belki obliczył 

według poprzednich wzorów, 
Win kler tablice 

które tu podajemy. 
Ciśnienie na podpory. 

najw ( + 00 )= 0·3750gl + 0·4375pl 
'nl~jw (- 0 0 )= 0·3750gl- 0'()625pl 
najw (+01 )=1.25(g+p) l. 

najmn ( + 0 1 )= 1·25gl. 

S i ł y p o p r z e c z n e. 

X 1

1
j ~iły pop x:zeczne l 

,

1

. ~c~ężax· własny ! _ ____ cięż~_ l'll~~~~Y ____ I 
t( i nujw l+ 9i i nvjw l- 'ł) 

==~~-; .. -- -- .. -- -- ... - - ... -== 
+ o + 0·37;) o_;l;m, 00025 

Ol + 0·275 0·34H7 (}()6!)7 
0·2 +0175 021iZ-! 00874 
0 3 +0·075 OlVH:l Ollb'2 
0·375 o O·U91 O·U9l 
0-! - 0025 01.35!> OlliO'J 
0 5 - 0·125 000!18 021-łB 
(}() - 0 ·225 00.">-1-4 02794 
(}7 - 0 325 00'.1'--;'( 0·3!).'37 
OB - 0425 0·011!J 043<3~1 
O!j -- 0525 o-oo.n 0 5277 
1·0 

i l 
- o-m~lJ o 0·6250 

l g l 1Jl p l 
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M o m e n ty. 

~----------~ru~o ___ m __ e __ n ___ t __________ i 

X e li cięża1· własny \__ ciężar ruchomy 

l_ ~,= =-.....::-====~'':....' =----' =;;;."<-~~~ r+_·"' ___ 1 nrt~k ,u) 

o 
(}l 
(}2 
(}~ 
(}4 
(}5 
O·G 
0·7 
(}75 
(}8 o 
(}85 (}5423 
0·!1 (}745-1 
D-95 (}8885 
1·00 1·00 

l 

o 
+ D-0325 

(}0550 
(}0()(5 
(}0700 
(}()6"25 
D-0460 
(}0175 
o 

- (}0'200 
- (}0425 
- (}{)()(5 

-D-0060 
- o-12.')0 

gl2 

+ o 
(}0.~75 
(}00750 
(}00():25 
(}00500 
(}09375 
(}00'250 
(}()6125 
0·04.688 
o·a~ 
(}01523 
o-oom 
(}0013:-1 
o 

pll 

o 
(}00(>25 
0·01250 
D-01875 
D-0'2500 
(}03125 
D-00760 
D-<»375 
o-OiGoS 
(}0500() 
(}Q577S 
(}078()1 
D-OHGR8 
0·1:!1>00 

( + M0)= +0·0703lglJ, dla X=0·3750/. 

" ( + 11-!1>)= + 0·09566pl 2
, " X= 0·4374l. 

§. 20. Momenty podporowe belki trzyprzęsłowej. 
Tu przypuścimy, .że przęsła. skrajne są równe i że ich roz­

piętość 11 = :I l, zaś rozpiętość przęsła średniego l. 

Otrzymamy wtedy według 21) 
2M, (1, +l) +M,l=~Jł, "/1 +~>ł,'l 

albo 
1J11 1+2M, (l+l, )= 91/'l+ 913 '111 

2 M 1 (l +.9') +M, = 911 "s-+ 91,' 
M , +2M, (l +.5')= 91," ;- 913 ' .9', 

a st.sp. otrzym~y", . 

!1, = ·~{~ +~)(91," 5+",'~ -.::_ (~,'' + '13. 5) l 
4- (·+_j)2 - l 

_ '.! (l +5) i" ," + !»3, 5') - (!», ,, = + !»2 ')f 
M., ----- 4- (1 +.:.-)2 - ł 

114) 

Jeżeli obci11żone jest tylko cale p i er w s z e przęsło cięża­
r em jednostkowym p1 , to 

911 "= !p, t, 2 9łs'=91/=91/'=0, więc 
4.9' (1 +~) P/t2 -! :;a( l +5) }),!2} 

M1 = - 4Cf+5f2- 1 - R =-4 (1+ 5-)2-l S 115 a) 
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. 115b) 

Jeżeli obciążone jest tylko cale d rugie przęsło ciężarem 
jednostkowym p , to 

m " m ·-O m ,_~n "- 1 pZ2 ,..,.1·ęc :.llt = :Jl3 - ' :lll - :Jll - - i , >V 

_ ___ 2(1 +-5') iPP - ł pP 2(1+2.9') pP albo 
.M. -M~- 4(1+.9')2 - 1 4(1+5)2- 1 8' 

" 2 ,,p 
l1 1 =iłl 2 =- :l+ :! 5 S ..... 116) 

Jeśli w s zys t ki e przęsła są catkowicie obciążone, o trzy­
M = M = - [4.9-3 (1+.5') -=~-~-aJJ~~ +~(1+~5)p t2 

mamy 1 2 4 (l+5)2 _ 1 8 ' 

M =M c:: - (1+2.9') 2.9-sp, +2(~+2 !})p p = - 2(!}31'• +p)~ 117) 
l 

2 4 (l+ 5 2
) - l 8 3 + 2 .9' 8 

. . 2 (1+53) pJ 2 
Jezeh p1 = p, to l\l1 = M2 = - -

3
+t.9- -s- .. ... 118) 

L e b e r obliczył dla rozmaitych wartości 5 spółczynniki 

rów. 115), 116), 118). Podajemy tu z nich niektóre: 
dla .9'=0·5, 0·6, 0·7, 0·8, 0·85, 0·9, 0·95, 1·00 

4 .5- (l+.5-) - = 0·375 0·416 0·451 0·482 0-496 0·509 0·521 0·533 
411 +!7)2-1 

-~-;,
3

(l +.52_=0·094 0·150 0·221 0·308 0·358 0·412 0·471 0·533 4(1 +=-?- 1 .. 
•) 

- ' - 0·500 0·476 0·455 0·435 0·426 0·417 0·408 0·400 
3+2.J 

!(l + .5-S)=0·563 0·579 0·610 0·657 0·687 0·720 0·758 0·800 
3+25-

..,....",--.-2...."~= - 0·125 0·130 0·133 0·134 0-134 0·134 0·134 0·133 
4(1+.5-)L1 

2~3 
4(1+.5-)2- 1 0·031 0·047 0·065 0*086 0'097 0·108 0·121 0·133 

§. 21. Ciężar własny. 

a) M omen ty podporowe otrzymamy wecllug 117) 
2(5ag1 +g) P 

M,=ll.l2 = - 3+25 B 119) 

2 (1+53
) gJ2 

a dla g=g1 M1 - Ml=- 3 + 2 .9- -8 120) 

b) Sily poprzeczn e. 
W pierwszem przęśle jest M'= O, M''=M1 , więc według 29) 
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Q' - ' l M, _ , l 2(~sg,+g) .l, 
t - l.U l +~;-7.19 . - -3+~ 8~21 

Q'={3g, .9'2 (3-+2)- g} 4:.9'2(~1+2 ~) , 121) 

a. Q/'=Q,'-g.l,=-{g • .9' 2 (5~+6)+g} 4:.9'2 (!·+2~) , 122) 

a. dla dowolnego punktu Q= Q' -g, x ,· . . . . . . 123) 
'V drugiero przęśle otrzymamy lłf'=M"=1Jf1 , więc 

Q, '=łgl , Q,"=-ł gl , . 
a. dla dowolnego punktu Q=Q,'-gx=~g{l -2x) 
jak dla belJri jednoprzęsłowej. 

124) 
125) 

c) Oddziaływani e 0 11 na podporze skrajnej równe jest 
Q1 •, na drugiej według 27) 

- , ,,_ 1 u.~2(5~+6)+g 
0, - Ql -Q, -Jlgl+ 4.12(3+2.9') l., 

Q 
g(6.9'+4~ 2 +l)+g, (5~8+6~2) l 

4~ (3 +2.1) l • • • 126) 

d) M o m e n t otrzymamy w dowolnym punkcie na podsta­
wie rów. 32) 

rys.33. 

Podr. Teor. mostów. 3 
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W pierwszem przęśle jest M'=O, M''= M, wi~ 
X 

M=M,r+łg,x(l, - x) .. 127) 
1 

W drugiero przęśle jest ]}f'= M''= M , więc 

M= M1 + ł gx (l - x) . . . . . • 128) 

Wykreślnie przedstawiliśmy sily poprzeczne i momenty 
n& rys. 33, 

g. = 0'89l g. 

§. 22. Największe siły poprzeczne. 

r .vs. J't. W pierwszem 
:(-- -... --~ .Tlf!Jltd+OJ łJ przęśle otrzyma-

,4$--- Pi.' .; ·· · ii!.B · C'& (lu;,:·'l!lii4f my najw ( + Q), 
<--·· l;. c.z -- · -- -*··----'Jlq;ii/?qT·--*----· z~.-- ---~ obciążając pier-
p~.a::rrlf K . ·:.:;;· ,1 ·Hit 11, 1' 1:1: '"··;f wsze przęsło od 
:4 .E .lJ . C ] E do B i cale 

R.tff'l~ (.. QJ trzeci~ prz"""'·•o J· ~21.~ :. · j;-- x--k. i·, .:,: •1t.;:r* ~ (rys. M). 'i'= 

ll(lflld- flJ Wtedy otrzy-
r'!T'~P.i· {1 1·· ,., ... , .•. , . l /r --· ·--·-»-'-'-"'~ ~- o ., • • •;·t~ mamy 

Pl(l, •- x2), m''-.:~~, - 4112 

Wl'= iH2 "= 0, 
9?a'=-~p1 l1

2, więc wedlug 114) 
,. 2(l+:r)p,(l, 2 -x2)2 :r-p1 l, ~:t . x 

lh,= - 4 z
1
2[4 (lf. :t)2= l] , a nazwawszy z;=m, 

M. = - 2 (l+S")p2 (l-m 2
)

2 = p 1 l 1 
2S' 

t 4(1 +S') ' - 1 4 , 

[ 
4 (1 +.3').5'3 2 2 2pa :;a ] p 

M . = - 4(0- .5')2- l pl(l -m) ;-4(1+.!7)2 - 1 8 129) 

Jeżeli teraz w rów. 56) wstawimy 1J1'= 0, M"-M17 to 
otrzymamy 

naiw (+ Q)==- 2 (1 +~) p?_(!_-_ m2)2+ Il, 1 • .9-+ •p (l - m)2 J 130' 
. " . 4(t +:r) 2 - l 4 '1 

2 
l J 

Dla najw (-'Q) musi być przęsło pierwsze obciążone od 
A. do E i drngie cale przęsło. A więc 

2 

Wt "=-~at2 (2lt 2_ x2), 9ł,'=~.R2"=- i pl2, Wa'= O, 
l 
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więc wedlog 114) 

2 (l+~) r~a X1 (2!•z: :- X1) ,9-J - ·!pl2 X 

M. = - 4 (l-ł.9') 2 - l , a dla z;=m, 

M [ 
4(1+.9') .9'3 2 2 . 2 2 ] p 131) 

1 = - 4(1+.9')1-l Pa'in ( -m)+ 3+2.9' p 8 · 

Jeżeli teraz w równ. 57) wstawimy .M'= O, M " = M 0 

otrzymamy 

naj w (-Q)= lUt -! Pa X • • • • • 132) 
•• J. 

Dla najw. sil poprzecznych w punkcie E drugiego przęsła 
musimy obciążyć całe pierwsze przęsło, a drugie od E do C. 
A więc będzie: 

" (P - x2)2 
91."= -!v.z. 2, 911 = -p, 4P 

911 '= - p.(~~x)
2 

[2P - (l-xj2] = - p4 (~l2 xjl W+ 2lx- X 2) . 

Według 114) jest 

M M 
911 "~+91,'- 911"- ~ł3 '~ 

l- 1 -= 1+2~ 

a wstawiwszy otrzymane wartości, otrzymamy po skróceniu 
2p.Jl - x) 2 X 1

- p 1 z• .s-a 
M. -M1 = 4l2(1+2.9')-- ' 

a więc według 56) i zważywszy, że 1J1'=M1 , .JJ!"= !J/1 , 

. Pt Z4,9-3- 2p. (t-xj2x2 t (l - x)2 
naJW (+Q)= 4 ls (Ź+2 .3') + '1P, l ' albo 

. p 1l'5' 3+2p, (l-x) 1 {P+2.9-P-x1
) 

?aaJw(+Q)= - . 4la(l+2.9') ' 
• :x; 

a wstaWiwszy -f=n, otrzymamy 

, .· '(+Q) p1 .5'3 + 2p4 (l - n)2 (1+2.9' - n 1
) 1 DR,Jl'l 4 (1+2.5-) . . 133) 

Najw (-Q) otrzymamy z równania 133), zmieniwszy zna.k 
i x na (l - x), Lub n na (1 - n), więc 

. (- '"~)=- p1 l''.9' 3+2p'~x2 (2~Z2+2lx -x1
) 1 b 

naJW ~~ 4lB(l+2.9') ' U 

. , (-Q) - - Il 1 .5'3 +2p5n 2 (2.9'+2 n - n 2
) 1 naJ" - 4(1+2.9') 134) 

'X· 
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§. 23. Największe oddziaływania. 

Największe oddziaływanie ujemne w A otrzymamy, wsta­
wiwszy w rów. 131) i 132) x=O i tn= O. Otrzymamy więc 

z rów. 131) M 1 

pP 

zatem 

4 (8 +2.5) l 

• ( O ) Jll 
Dll,JW- 0 =- 4 ~(3+2~) · . 135) 

• 
Naj w ( +00 ) otrzymamy, odciągnąwszy rów. 135) od rów . 

121) dla obciążenia zupełnego, zmieniwszy w niem g 1 i g na 
p1 i p. Więc 

. . 3p. :t2 (.5'+2) - p l pl 8~(.~+2) 
D3JW ( + 00 )= 4 .:1 (3 + 2 .:1) 1 + 4.9'(3 + 2 .:1) 4 (S+ 2 5') p,l 136) 

Najw (-01 ) otrzymamy, wstawiwszy w rów. 134) x= O 

. o . . . . ( o ) p. l .:ta 137) 
l n= , a rruanoWlme D»JW - 1 =-l (l+ 2 ~) . 

Najw ( + 01) otrzymamy, odciągnąwszy rów. 137) od rów. 
126) dla obciążenia zupełnego i zamieniwszy g1 i g na 1' 1 i p, 

. ( 
0 

)-p(6.!1+4:12 + 1)+p1 (5 :13+6~2) l p,z~s 
naJw + 1 - 4.:1(3+2;,) 1 + 4(1+2.:7)' 

. (+O )=p (6.~+4~q+ l ) (1+2.:7)+ 2 p1 ~2 (6~ 2+ 10~+3) _! 138) 
D3JW t 4 (l +.5-)2 _ l 4 

§. 24. Największe momenty. 

I. przęsło, część ś r ednia. Największy ujemny mo­
ment w części średniej otrzymamy przy obciążeniu średniego 

przęsła, największy dodatni przy obciążeniu obu skrajnych 
przęseł'. Dla n4jw (- M) otrzymamy więc m, = 913 = 0, m,= 
= - jpP, więc według 114) 

(l+ 2 5') pll 1'22 
M , = - 4(4(1+.:7)~-I)=- 4 (3+2.:7) . 

A więc wedlug 65), wstawiwszy M'=O i M"=M1 , otrzy-
mamy 

• ( lt.r ) J.1l1 
2 

X pl1 X 
llłlJW - Lu. = -. 4~2(3+25") z~=- 4,:} ,(3+2~)-

Naju; (+ M ) otrzymamy, jeśli pierwsze 
są obciążone, więc 91, = 913 = - { p 1 l1 

2
1 912 = 0. 

A zatem według 114) 

pJ2 X 

4(3+2.9') I: 139) 

i trzecie przęsło 

l 
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:3ptll2 

4(3+2~) 

... 

' śli . X Je tn=z;. 
Trzecia oz ęś ó. Najw ( -JJ1) otrzymamy w punkcie W, 

gdy pierwsze 
r ys. 35 . ,...,}' b . ż 

r · - t?· ---,---~----~ prz~o o 01~ one 
' ' ~= "b=---~ . d A d F . 

A j l!iilllllliiiii!B i 1 JIW!I !;!llllllt!llll li!ll lllll!tiOZJ, Jest 0 0 1 

~::-..:: ::{-er/(_-_~~------ l --· ----.. ~- --·-·ls·---=> cale drugie przę~ 
l il)~ !l'•ll ll! l !:l !} ruuillljl!llllll ll!l!i!lljf sło c~:d::i· 63) 

jest 
b1 (2l1-e,) e1 l 1 d 

W= l, a- b, (l., - 2 e. l, +e. 2) l a st~~t 

-l (1 - ~(b1 w) l,) . . • . 141) e, - ' b, (l, - w) 

ozy li l , /l, b,-w 12) 
e= .vb,l. - w· ... .. 4 

Odstęp b2 punktu stalego l(, od C w drugiero przęśle jest 
l d 2~+Q według 45) b2 = l+v; 1 zaś we ług 37) v, = - -z -=2 (l +::7)1 w1ęc 

l 
b2 = 3+2 !7-a!1 • . . . . 

l 
V = 2 (l·H.) -y2 2 (1+~) l . 

Dalej 1 z. ~ 2 :3(l +:3) 1 

(3+2 ~)(1+2 ~) . . ~ l, 
"'• 2 ~(l+~) 1 w1ęc1 pomewaz b, 1 +·~, 1 

143) 

2~(1+!7) 
. b, = 3+ lO ~+6~2 l, . . . 144) 

Dla obci~~t~enia pierwszego przęsła od A do F i calego 
drugiego przęsła j est 

2 

m"= _ Pse (2l"- e2) 9ł '-m''- 1 pP 9ł ' - 0 • 4P 1 !1 - 2 - -" 1 a - 1 
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więc według rów. 131), wstawiwszy c zamiast x·, gdy le =m11 
l 

M _ 4 (1 +.9-) .9-3p,m1 
2 (2- m1 

2
) +2 (1-ł-2.9-)p l 2 

.- 4(1+.9-) 2 - 1 8 

r 4(1+.9-).9-3 
2 2 2 2 ] l' 

= 4(1 +.9-r~-= 1p1m1 ( -m. )- 3 + 2.9-p s· 
Teraz otrzymamy wedle 70) 

nłłjw (-M)= Mlx +pte'(l. - x) . . . 145) 
J. 2 J. 

Najw (+M) obliczymy, obciążając długość FB i trzecie 
pi"'Zęslo. Otrzymamy wtedy analogicznie do 129) 

- 2(1+.9-)p, (l-m1
2

)
2 + 2J3 l 1 '.9-

M. 4 (1+.9-)2 - 1 T ' . . 146) 

a według równ. 71) 

• (+'')= "" X+Pt.~ (1-m)(m- m1
2

) 1 2 naJw n -'J• 1 2 t • 147) 

II. przęsło, część pierw sza. 

Tu dla najw (- M) w punkcie U (rys. 36.) musi być 
. r;fs. 36. obciążone cale 

TltPlll.f..Jl{J ~-- -e ........ l!. .. __ " pierwsze przAsło 
J ~=-"· . 'L • "' r~-rr-· ~ . . . lJ.i t: • :: ,.;:•7n::w·.il !l'l l/ mm:i!li.;lii!!!r A i drugie od F d6 

A JJ u l/ F 'C 1J O. Dla najw( +M) 
.77t1fiJ;. (._.~JI) Pfl;iiiiWH!Il' Jł~!,=l 11=l!ii".,.t!l ·=·il !=i lil'"""il!f~!d".".l i!:~ musi być przeci-

i .lJ c IJ wnie obciążone 
drugie przęsło od B do F i trzecie przęsło. 

a(2l- Sb - e)el 
Według 62) U = ci2+(2a-b) cl - (a+b)e 2 ' 

a ponieważ a2 =b,, więc c= l -2b2 , 

b2 (2l- 3 b2 -e) cl 
u -=za'""""_~2 b2 l'+b,el- 2-....,b-,--,e', a ze względu na 143) 

(3+4.9-) l - (3+2~) e el 
u (1+2.9-)l'+el=-2e2- 3+2 .9- · 148) 

albo rozwiązawszy to równanie ze względu na e 
2 _ zl(3+4.9-)-u(3+2.9-) (1+2.9-)ul2

_ () 148 
_e e (3+2;,) (l- 2u) + l- 2u - · aJ 

Przy obciążeniu, dla którego otrzymamy najw (-M) jest 

m 1 l2 cnu _ _ W-e')' 
~~. =- 4 P1 t , ~l, - P 412 , 
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M=[-- 4(1+~) ~3p1 _ 4(1+~)(1-n1 )
1 (1 +2n1-~ 2)p + 

l 4(1+~) 2-1 4(1+~) 1 - 1 

a 

2p (1-n1 
2

)
2

] P 
+4(1+~)2 - 1 8' 

2p (l-e) 2e:~- p1 l•~a 
M, - M 2 = 4P (1+2 ~) 

=(-~p- (1- n )2 n 2_ - ~~~ ~3) !:_ 
1+2 ~2 l l 1+2~ 8 

Teraz otrzymamy według rów. 68) 

149) 

M - M pe 2x 
najw (- M)= M1 -

1 

1 
2 x+ 2J . . . 150) 

Najw (+M) otrzymamy, obci~iywszy drugie przęsło od B do F, 

i cale trzecie przęsło, a zatem m. = 0, 
l 

2 

m'= - pe (2l - e)2 
... , 4P ' 

m " pe (2Z2 2) m 1 l , 
:~~2 =- 4l2 - e ' ;fl a =-ll p, l ' 

2 2 

2 (1+~) ~l2 (2l- e) 2
- ~el2 (2 P - e2)-)p1l1

23 

M. = - 4(1 +~)2-1 

M , = - (4 (1
2!;;,,_1 (2 (1+~)(2 -n1 )

2- (2- n1
2))+ 

2 ~aPt ] l2 
+ -:-4~(1-+--=~) 2- 1 8 . . . . . . 

' 

151) 

152) 
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na.j w ( + M.)=M1 -(H1 - M2 )n+ p
2
n (2 D1 - 111

2
- n) l' 153) 

jeśli n= 7. 
Ś re d n i a c z ę ś Ć. 
Dla średniej części otrzymamy najw (-M), obciążywszy 

pierwsze i trzecie przęsło, zaś na;jw (+M), obci~ywszy drugie 
przęsło. J"eśli pierwsze i trzecie przęsło jest obci~one, otrzymamy 
z rów. 129, robiąc m=O a p~ 111 , 

2~s Pt ~2 
1J11 = M,=- 3+2~ S 154) 

Wstawiwszy w rów. 65) M'= M 1 = M 2 = M", otrzyma-my 
2~3 p p 

na.jw (-M)= M'= M, = - - 1
- 155) 

3+2 ~ ~ 
Jestto równanie linii poziomej. 

Dla 'najw ( + 11{) należy obciążyć drugie przęsło, w1ęc 
m _ m - 0 m , _ m"-- t pza 
.:l l t - .:l l s - ' .:112 ·- .:l l l - "l ' 

2(1+~)91/- 912 " pl2 

zatem M,=JJf,=--4 (1 + ~?---- 1 --4 (3+2~), 
a według 67) 

najw ( + M)=- 4 (3~
1

-.?:t) + ~ px(l- x) 156) 

§. 25. Przykład. 

D a. n e. Most kolejowy ma dwie belki główne ciągłe trzypl'zęsłowe. 

Rozpiętość przęseł skrajnych wynosi Z. = 27·87 Wł, średniego l = 86·2 m. Obli­
czyć należy największe siły JX>plozeczne i momenty, przy})USZC7..ając ciężar 

zastępczy wedle rozpmoządzen.i.a austl·yackiego. Jako ciężar stały })l'Zyjmiemy 
dla przęseł skrajnych wedle wzor u g= 30 Z+ 800*), g, = 80. 27·87 + 800 = 
= 16S6 kgfm = 1·64tfm; g = 80.86·2 + 800 = 1f136kgjm == 1·89 tfm. 

Najednę belkę wypada więc 
g, = 08'2 t/m , g = 094 tJm. 

O b l i c z e n i e. W e<Ue rozporząthenia mi nisteryalnego austry ackiego 
jest dla obu belek ciężar zastępczy dJa momentów dla obciążenia. całkowi­
tego p1·zęsła skrajnego 6145 kg}m, zaś dla ŚJ:edniego 5771, więc p1= 8{]'l3tjm, 
p = 2·8855thn. 

a) Ciężar stały. 

l 27.87 
Spólc~yunik .5-=z. = 86 . 2 0·77, więc według 119) 

2 (0773 .0·82 + 094) 00·22 
M1 = JJ12=- - - 3 + 2-:o.77 -- . - 8- = - Hł .Sltm. 

·lf) patrz Poru·. t. m. tom l. str. G. 
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ex) Si ł y popl'Zeczne. Według 121) 
. ffHJi 

Q.' = (3 .082 .077'(2 + 077)- 077) 4.0772(3+2.077) =8·29ł 

. Q,"= 8,29 - 082. 27·87 = - 14·57 t. 

W drugiero przęśle Q2'=ł 094 X 36·2 = + 17-()lt 
Q2"= - ~ 094 X 36·2 = - 17·01 t. 

~) Odd?.iaływania. O,= Q1 ' = 8·29 t, 

y) Mom en ty. 
Ql = 14·57 + 17·01 = 8 ·1)8 t. 

W pierwszem przęśle otrzymamy według 127) 

M=- 94·84 ~ +~os-2 1~ (t- ~)z, 2, 
X X ( X) M =- 94'84 I; + 318·47 T, l - T, . 

X ma. -z, = o 01 02 os 04 05 . 

M = O +19·18 +31-1}8 +38·42 +38·90 +32·20 tm. 
:x; 
- = 06 07 0 8 0.9 1 {)() 
l, 
M = +19·53 +048 -24·84 -56·70 - 94·84 tm. 

W dl"Ugiem p~e otrzymamy wedłng 128) 

M = -94·84 + ~ 094 -~ (t - 7) =- 94·84+0·47 ; (t- ;) Z2
, 

M= _ 94·84 + 615·91 ~ (l _ n . 
X 

Zatem dla T == O Ol 0 2 03 04 05 

l'rf = - 94·84 - 39-41 +3·70 +34·50 +52·98 +59-14tm. 

b) Cię:iar ruchomy. 
ex) Siły poprzeczn e. 
W pierwszem pt'ZęŚle otrzymamy najwięk~;'Ze dodatnie siły poprzeczne, 

obciążają-c pierwsze przęslo od E do B (rys. 34.) i cale trzecie przęsło. 
Otrzymamy \Vtedy według 130) 

. - 2(1 + 077)p, (1 - m')'+ 3-0'13 
11aJW (+Q)= 4 (l+ 077)l - l 

27·87 . 077 
4 + 

+ ~p, (-1 - 111 )l . 27·87 
najw (+ Q) = ·-1·647 p 2 (l-1i12)2 + 1·429 + I8·935p2 (l - m)2. 

7·049 
Dla ' " = O jest p 2 = - 2- , więc najw ( + Q) = 44·782 t. 

Ws-tawiając dla innych m wartości m i Ph otrzymamy 
·x 
T= O Ol 02 03 04 05 06 07 0 8 09 H ) 

l 

łll(}łl> (+Q) = 4-'!·782 36·465 28·955 2'3-440 17·325 12.8018·328 6·101 8·763 2·132 1'429 t. 
Najw (- Q) otrzymamy z r6w. 181) i 132) 

36·22 
M1 =- (02803 p 3 m 2 (2 - tnl) + 04405 p ) - 8- , 
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. lrll 
a wedle 132) tWJW (-Q)=z; - ~·P;lm2l1 

163·806 
twjw (- Q)= - (02800 p3 m2 (2 -m2)+ (}44.0) X 2-8855) Z"Hfl + 

- ~ Pa m• 'Zl·frl' 
nojw (-Q) = - (l ·G47 p 3 m2 (2-m2) + 7·470 + 13·935p3 m2• 

X 
Wstawiwszy wartości za m = T i za p 3 wedle rozporządzenia aust rya-

' cl;.iego zmienne w edle olugoŚci obciązOJlej, otrzymamy 
dla m = O (}I 0·2 (}3 0·4 (}5 0·6 

'I'WjW (- Q) = -7-470, -9·038, - 12-111, -16·163, -20·572, - 26·014, -31·994, 
(}7 (}8 (}9 1·00 

- 38·410, -45,949, - 54,101, - 62-389 t. 
W dn1giem przęśle otrqmruny twjw ( + Q) z rów. 133) 

. ( Q 3·ffi3X 0775 + 211, (1 - n)2 (l+ 2 X 077 - n2
) 

naJw + ) = 4 (1+2 X 077) z 
najw <+Q)= + 5·0 + 7-126p, (1 - n)l (2·54- n 2

) • 

.c 
Wstawiwszy wartości za n = 1 i p, wedlug ellugości obciążone:i przę-

sła średniego, otrzymamy, 
.'1: 

dla l = O (}l 02 (}3 (}4 (}5 (}6 (}7 (}8 (}9 1·0 

na./lo(+q> = 613-517 54·059 44·747 35·921 'Zl·858 21·210 15·763 11'405 8·302 5·996 5·00. 
Ponieważ belka jest &-ymetryczuą, więc nojw (+Q) dla n j est zarazem 

rÓ\Vlle - najto ( - Q) dla (l - n). Powyższe wartości dają nam więc zarazem 
fl.(ljto (- Q). 

P) Momenty. Pienvsze przęs ł o, część ś1·ednia. 
l 

Weclług 38) jest v:! = 2(1 + .5) = 2(1 + 0·77) = 3·54, zaś b0 = l+ ..,
2 

= 
l l 

= "i + 8·54 = 4·54 = (}22 l = 0·22 X B6·2 = 7·964 m. 

2(1 +.5-) l 2(1 +077) l 
v, = ----:5- - .5-•12 = - o-77 o-n X 3·54 = 4'231 •: 

l, li 
b, = 1 + 4.231 5.231 = 0191211 = 5·328 m. 

W prost możemy otrzymać b1 z rów. 144) 
2X077 (1 +0~ . 

b, = 3 + 10 X o-n+ 6. 6772 'Zl·frl = 01912 X Z7·frl = 5·3"2:8m. 

Według rów. 139) i 140) otrzymamy 
. 2·866 X 36·22 X ~ 

naow (- M) = - 4 (8 + 2 X 0:77) l. = - 208·2 T, ' 
. S (2 +077) - 2(S + 2 X 077)m 

naJw (+M! = 4 (S + 2 X 077) . 3·073 . 'Zl·87' m, 

twjw (+ M)= 1092·25lm - 1193·456 m2. 
Dla tli = O 0·1 0·2 0·3 0·4 (}5 (}6 

najw (+M)= O +97·29 +17(}71 +22026 +247·75 + 247-76 +226·71 
twj1o (-M) = O -2082 - 41-64 - 62·46 - 83·28 - 104·20 -124·92 
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- 145·74 
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08 
+99·!19 

- 1{)6·56. 

Pierwsze przęsło, część trzeci a, 

Tu wyznaczymy najto (+M) i naj~o (-M) tylko jeszcze dla punktów 
dla których m = <Tff i 1·0, czyli dla w = Ol i to = O. 

Z rów. 142) otrzymamy 
, {f;r;:·s2s- 2·787 

dla w= Ol e, = 27-ffl V b. 27-:-87 _ 2.787 = 22·551 m, 

"w=O e1 = l1 • 

Dalej mamy dla w=01, p 1 = 3·192, p = 2·885, 
2'2·551 

m, = 27.87 = 00092, więc według 145) 

4(1 + :7),5-3 2 86·21 
lllt =-[ 411 + :7)2 _ 1 X 3·1WX08092~ (2 - 080922)+ s+ 2 :7 2·885 ) - 8- , 

M 1 ..:: - (02800 X 3·192 X 06ó4.7 X 1·8463 + 04400 X 2-885) 16fN305, 
M1 = - (07880 + 1·2790) 163·805 = B38·585tm. 

. 2·711 X 22·551'(1- 09) 
Naj w (-M)= - 338·585 X 09 + 2 , 

najw (-111) = - 30!·72 + 68·93 = - 2f>ó·'t9 tm. 

Dla to = O, p , = 3·073 i m1 = l 

[ 
4(1 + :7) ';3 2 ] 36·21 

M , =- 4 (1.+ S)l-1 S{)73 + B+ 2:7 2"885 - 8- ' 

111, = - (02800 X 8{)73 + <T·.1405 X 2·885) 163·805, 
Jlf, = - 350525 tm. 

Dalej olazymamy wedhtg 146) 
U308 

dla w = 01 i p 2 = - 2 - = 5·654, 

. - 2 (1+077) 5·654. (1 - 080922)2 + 3·073 27·871 X 0 77 
'I'IIIJ W ( + .111) = - - - --4 (l + 0 77)L.:_ 1- 4 = 

= + 8·85G tm , 
a według rów. 147) 

. 5·654. X o-1 (09 - 000921) 
91.(1JW ( + lll) -= 8·856 X (}9 + 2 27·872 

-

= 7·970 + 41·50 = ł9·ł7 t11ł. 

Dla. w =-- O otrzymamy p, = O, ""1\i.ęe z rów .. 146) 
3·<Yl'3 X 27·872 X 077 

llf. = - 4(4(1 + 077)' -=-~r = 39·8G tm ' 
a więc otr"qmamy 

dla. m - · 09 
1wjw (+ lU) +49·47 
naiw (- lłl) - 255·79 

1·0 
+39-86 tm 

-349·29 " 
Drugie przęs ło, część pierwsza .. 

Otrzymaliśmy pierwiej ~ = ~ 0·22 Z = a., a więc wyznaczymy najwięk­

sze i najmniejsze momenty dla u = Ol l i u = 02l 1 bo dla. u = O, czyli dla. 
średniej podpory, ju2eśmy otrzymali najw (+M) i nnjw (- JIJ ). 
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u 
Z rów. 148a otrzymamy, w stawiwszy v = T, 

• (S+4 XD-77) - v(3+2X0·77) (1 +2'>..0-77)v 
36

.22 0 ~·-eX 36·2 . (3+2.D-77)(1 - 2v) +· l - 2 v = · 

6·08 - 4·5-!v 2·54v 
el -eX 7·97 1 _ 2 v + 1 _ 2 v X 131()-4.4 =O. 

Stąd otrzymnmy dla. v = (}l 

eJ - 56·0ł7 e + 416·065 = O, ·więc 

c = + 28·<!23 - y~·0'232 - 41G·<X:s - 8·81 m, 
a dla 1> = ()-2 e2 - 68·701 e + 1109·2 = O, zatem . 

e = 3<.1-35 - V34·35l- iioo72 = 25·H4m. 
M 1 wyznaczymy z rów. 149), 

u 8·81 
zatem dla v = T= 0·1, 1111 = 36.2 = D-24.34, a p 1 = 3·073tjm 

[ 
2 (1+0-77)(3·073 X 0-773+ 3·®(1- D-24.3!)2 (1+2XD-2434-0-2434')) 

M. = - 4(X4(l + 077)l - l) + 
- 3®(1- (}2-!S·P)l ] + -4-(4 (1 f.-0:77)1 :_ 1 3G·22, czyli 

M. =- S23·55tm. 
Dalej mamy 

2 X 8·08! (l - 02434)2 0243-.P - 3·073 X 077' 
:lłf, - M2 = 4 (l + 2 X 077) X 36·211= - 122·8H t m, 
więc według 150) 

3-084 X 27·392 X o-1 
tłajw C+ M) = - 323·55 + 122·89 X Ol + 2 = 

==- 323·55 + 12·2fl + 1llHi8 = - 19a·58tm. 

'" 25·94 Dla V=T = 02, 1111 = 36.2 = D-7060, p = 4·214 t/m , J = 077, 

otrzymamy wedle 14.9) 

M1 = [-0 2803 X 8·073 - 0-614 (l - Q-7066)2 (1 + 2 X 0·7066 - 0 70662) 4·214 + 
+ 017!\.t (1 - D-70662)24·214]163·805 = 18o-98tm. 

Dalej mamy lłf1 -M 2 = [1-5748 (1 - 07066)3 0 7066' X 4.214 - 0·7874 X 
X 0·4565 X 3·073) 163·805 = - 134·67, więc według 150) 
ttajw (-M)=- 180·98 + 13-!-67 X 02 + ~ 4·214 X 10262 X 0·2 ~ 109·i 0 tm. 

Najw ( + M) otrzymamy według r6w. 151), 152) i 153), a mianowicie 
9·214 

dla v =O 1, wstawiwszy e = 8·81 m , 11 = - 2- = 4·607 tj111, p 1 = 3·073 tm, 

M1 = (-O 1734 X 4:007 X D-24iW (2 (l + D-77) (2 - Q-2434)2 - (2 - 024!W)] + 
+ ()-07918- 3·a73) l68·1:nJ = - 29·72 tm. 

Dalej 1111 - M2 = (-4 X 0·3937 X 4:607 X 024St.P)(1-D-2434)l + 
+ D-8937 X o-n• X 2 X 8·073) 163·805 = 14067 tm. 

4-()07 
Najw (+ M)= - 29·72 - 14·07 + 2"" Ol (2 X 02.J,f34 - 0·24&.12 + 

-Ol) 36·22 = 45·09tm. 
6·232 

Dla v = 07 jest e= 25·94 m a p = - 2-- = 8·116tjm, 9H1 = 0·7066, więc 
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llft = (- 0-17&1: X i.Hl6 X U"7061P [2 (1 +0·77)c,2 -o-7006)'- (2 -o-700G')] + 
+ 0·07918 X 3·073) Hii5·805 =- 141·01 tm. 

Dalej mamy lift - M, = ( - 4 X Q-B~~a7 )<. 3·116 X ()-70052) (l - ()-7066).2 + 
+ (0-3037 X Q-772 ><.. 2 X 3·078) 16.~·805 = 14G·.JOtm. 

Zatem 1wjtv ( + 1\f) = - 141 -Q l - 14.6·4 "'- o-2 + i 3·116 X 0-2 (2 X 
X 0·7066 - Q-70661 - 0·21 3G·22 =- 170·~ + :3'Jbld = + 12l · l f> tm. 
Przę sł o d r ugi e, częl$ć druga .. 
Według rów. 155. oti·z)'lnamy 

2 ~~ 36·2 2 
1~ajw (-M) = - S + 2 .5- 3·073 X - 8 , 

najtv (-M) = -0-4!05B X (}45% X 3·073 X 183·805 = 101·23 t m. 
Najw (+ M) otrzymamy z rów. 156), mianow:icio 

najto ( + M) = - (}44()53 X 2·885 X 1G3·005 + ~ 2·8R5 ?t (l -n) 86·22 = 
=-- 200·18- l8!X)-97 11 (1-n\ 

.{; 

a więc cUa • n = z = (}3 0-4 0·5 

tVJjtv ( + J',l) = 1SS·IJ2 2~H)i> 264: [)(: tm. 

III. Przybliżone wyznaczenie sił wewnętrznych. 

§. 26. Zasada. 

Widzieliśmy na przykładzie, jak żmudne jest obliczenie 
sil zewn~trznych belki ciągłej trójprz~s!owej. Jeżeli belka ma 
więcej prz~sel , obliczenie staje się j eszcze żmudniejszem. 

Znacznie uprościć da się jednak rachunek, jeżeli według L e­
b e ra przyjmować będziemy dla momentów tylko całkowite 

obciążęnie przęseł. Wiemy z poprzedniego rozdziaJ:u , że każde 

przęsło średuie da się podzielić na trzy części. W części średniej 
otrzymamy największe lub najmniejsze momenty, gdy dane 
przęsło jest całe obciążone lub całe nieobciążone, a inne przęsła. 
naprzemian. \V ]Jierwszej i trzeciej części linie największych 
i najmniejszych llf są liniami czwar tego stopnia., które jednak 
dadzą się w przybliżeniu zastąpić prostą i parabolami, przyczem 
otrzymamy zamiast A 1 K 1 (rys. 37.) linią A,NK , . Ta linia łamana 
odpowiada obciążeniu całkowitemu przęseł , i tak naj w (- M) 
w A odpowiada. obciążeniu I (rys. 38.), gdy e= O, dla którego 
otrzymujemy parabolę At N. Naj w (- 111) w K odpowiada. obcią­
żenie I, gdy e= l, dla którego otrzymujemy prostą NK,, prze­
chodzącą: przez punkt stal'y I. 

L e b er ud owadnia, że linie te naj w (- Jf) przybliżonych 
mają wspólne styczne z linią dokładną w A 1 i K

1 
tak, że wy-
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rys. 37. 
L ' 

-' ' l --- ----... .... ' : -'-l\{1..--_. ...-

kreśliwszy te 
.4 linie mogli­

byśmy jeszcze 
na podstawie 
tych stycz­

nych wykre-
ślić A 1 K 1 • 

Różnice są je­
dnak tak ma­
łe, że w pra­
ktyce może-
my się nawet 
zadowolnić 

liniami przy­
bliżonemi *). 

Ponieważ 

dla obliczenia 
przekroju 

chodzi zwy­
kł~ głównie 

ff 1="-·-': :_:-',l!!r-----,"~r:Ii!.cl !1.'""; ::!.._.''~_,_"i !.~..Li;! !"""; : 1trl ----,!!";l""'iliu.:!lil.:.Li~:!""i p'-'1,! [ o bez wzglę-
A<· ·····l ··-· •.U dnie najwięk-

rys.38. 

IA 

sze wartości, więc, jeśli chcemy je otrzymać, obrócimy najw 
(-JJ!) około osi poziomej. Przełóżmy je na górę, wtedy punkt L 
przypadnie na L'. Widzimy stąd, że bezwzględnie największe 

momenty możemy łatwo wyznaczyć w przybliżeniu , przYJmu­
jąc obciążenie całkowite przęseł. 

MetodaLebera polega na tem, że obliczamy momenty 
podporowe clla obciążenia całkowitego każdego przęsła z osobna. 
Obciążenia te i momenty kombinujemy w ten sposób, aby o~rzy­
mać przybliżoną linią momen~ów. L e b e r uwzględnia zarazem 
ciężar własny, inny dla ka.żdego przęsła; można jednak łatwo 
obliczyć osobno momenty podporowe w sk11tek ciężaru własnego, 
:a osobno w skutek ciężaru ruchomego. Znając momenty podpo­
rowe, łatwo obliczymy albo wykreślimy zapomocą szablonu pa­
rabolicznego momenty w drugiem przęśle całkowicie obciążo­

nem lub nieobciążonem. Dla sil poprzecznych musi być w da-

*) Wey rauch przyjmuje nawet w przyNiżeniuproste A 1K, i I ,B" 
linie te są jednak zanadto niedokładne. 
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nem przęśle obciążenie jednostronne. Dla tego obciążenia oblicza 
się momenty podporowe i dodaje do nich momenty, powstałe 
z obciążenia całkowitego innych przęseł. Na tej podstawie obli­
cza się największe sily poprzeczne w kilku punktach przęsła. 

§. 27. Najniekorzystniejsze obciążenia. 
Na .rysunku 40. i 41. są wykreślone linie największych 

i najmniejszych momentów i sił poprzecznych dla sumy cięża­
rów stalego i ruchomego dla przęsła średniego i skrajnego. Na 

rys. 42. podajemy wedle 
L e bera schemat obcią­

1 ~ 
l --

~ 

,) 

' \ 
\ 
\ 

\ 

l'}' S. /.1.1. .. 

żeń, które sprawiaJą 

w różnych częściach bel­
ki najw. i najmn. mo­
menty. Jeśli belka jest 

symetryczna, liczba 
kombinacyj znacznie się 
zmmeJsza. 

Ciężar wlasny, który 
zmienia się wedle rozpię-
tości, przedstawiliśmy 

czarn~ kreską, ciężar ru­
chomy prostokątami bia­
łymi. J.,iczby wpisane 

odnoszą się do rys. 40 i 41. 
i wskazują, którą część linii 
najw ( + .:tl) lnb najw (-111) 
otrzymamy danem obciąże­
niem. Znaki + i - na rys. 
42. oznaczają , że w tern 
przęśle po dodaniu obcią­

żenia jednostronnego dla 
tego obciążenia przęseł 

otrzymamy na:iw ( + Q) lub 
naj. w (- Q). 

· ' §. 28. Belka trzyprzęsłowa. 
J ak o przy kład wskaże­

my tu sposób wyznaczema 
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l')'S.42. 

1 I51 1 1 .,. 11 5 1 ł 1 n 
2 d ! s X l l 2 a: [ 5 1 t l A 

3[q.Rf61 3f"1 15111 
't.o: 3 Jlf13a lt-PQ3f2l3a 

na.jw. sil ze- 5.o: + 2i ~n 5.,. ~m 3m 
wnętrznych dla 6 r:1 \ 

4 
_ 

4 
belki trzyprzę-

przęsłowej, której przęsła 

skrajne sst równe (rys. 43.) 
Na. podstawie równań 11.5) i 
116) otrzymamy, jeżeli pierwsze przęsło jest obciążone (rys. 44.) 

1.·ys. 45. 

]} 
A 

A }{f.'" l' • " : • • i l fiT'lTil.nl d ==a·. 11 11'1 ;1· wJ:u;f· 

Jeżeli drugie przęsło 
jest całkowicie obcilltŻone 

(rys. 45.), otrzymamy . ~-·· .. z .. · · ·· ·>{·-· · · · l ----~> 
CI 

2 pJ2 
M. = M2=- 3 + 2:; S . . . . . 158) 

·rys.4f>. Jeżeli pierwsze przę­
sło jest obciążone od E 
do B (rys. 46.), to otrzy­

~e 
mamy z 129) gdy m=z; , 

4 (1+5-).5'3 
2 212 

Mt=- 4 (1- .5')2_ 1 P2 (l - m ) 8- ... 159) 
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Je żeli pierwsze prz~ 
·f··~-~ rys.47. sl:o (rys. 47.) j est obcią-

p..,.~iJIE .g g f żone od .A. do E, to we-
~- --· - - - l - ------ - ~ dług 131) 

~ 

4 (1 +~)~3 J' 
Mt =- 4(1 +.9-)~-l PaiD2(2 - m 2) 8 160) 

Tys. 48. Jeżeli drugie przęsło 
A (~l::illillll ili\llif• ~ j est obciążone od E do C 
f : E : (rys. 48.), to wedlug 133), 
~-----~------i- ----l -----,; . • li X Jeze z=n, 

4 (1 - n) 1 D 1 P 
Mt - M2 l + 2 _9. P4 8 . 

Nakoniec olirzymamy wedle 56) i 57) 

M"- M.' l naJw (+Q)= Im ~ ~ Pm (1 - m)2 1m 

M"'- M' l najw (- Q)= - ... m- -! Pm m1
) .,. 

§. 29. "Przykład. 

161) 

162) 

Dla porównania sposobu L e b er a ze sposobem dokładnym, 
obliczymy przybliżonym sposobem ten sam. przykład, co w §. 25. 

Dla cięj;aru własnego wzory są tak proste i obliczenie tak 
łatwe, że użycie sposobu L e b er a nie przedstawia tu żadnej 
korzyści. ·Ograniczymy się więc tylko na ciężarze ruchomym. 

a) Mo m en ty.· Najpt?..ód oblic:ti)'IDy, jak w §. 25., odstępy punktów 
stałych, potem momenty podporowe. 

JefkJi jest obciążone pie rwsze J>lV_,ę.'S!O , to U)a ~=0·77 wedle 157) 
36·2' 

M, = - (}2803 X 8·073 ·-s- - -- 141 -()9 tm , 

36·2' 
ftft=+(}()7'J~X S-o73 - s - =+ 39·8'2ttlł . 

. Jezeli d r ugie przęsło jC$t obcią.żone, otrzymamy wedlog 1?8) 
36·21 

M, . M 1 = - (}4405 X 2·8855 - -8 = - 208·20 t m. 

Pierw s ze pr zęsł-o. Dla wyzn aczenia linii ( i (rys. 49.) t. j. linii 
1wjw ( + M) w piet-wszem pr~ęśle śre<:lniej części, obci~yć musimy pierwsze 
i trze<;ie przę.-;ło (rys. 42. ukłlu-1 3), więc 

M, = - 141·09 + 89·87 = - 101·22t:Jn 
Wykl'eślnie moglibyśmy więc zrobić B6= l01·22 tm i wykl·e:<lić :sza­

błoną pat'Rboliczną. dla p1 = 3·078 lil1ię 6. Szablonę tę możemy '-YJ'Ciąć z pa-

P odr. Teor. moetów 4 
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pien' wykreśliwszy parabolę moment6w według rów. M = p2 x (l-x), jak 

dla belki zwyklej. 

rys. 4.9. 

\ ~ 
\ 

\ 

' \ 
\ 

J.-iczebnie m<Y"emy obliczyć punkty linii 6 wedle równania b7): 
l , 

?tajto( +M>=-M1·m + -~ 3·073 m (l - m) = 101·22m + SSS·37X3-o73m (1-m), 

1wj w (+ M)= 1092-25 m - 1193·45m2, 
zupeh1ie jak ~ §. 25. 

Z wzoru tego ota:zymamy, jak pop1-zednio: 
dla m = O, (} l (}2 (}3 (}4 0·5 (}6 (}7 (}8 

najw (+M) = O, 97·29, 17(}71, 22(}26, 247-75, 247-76, 225·71, 179·79, 99·99. 

Lmia 3. leży poniżej 6,· nie potrzebujemy więc jej koniecznie wyzna­
czać, co zresztą nie przedst awia żadnej t1·udnoki. Dla najw ( - M) mu.si być 
przęsło ś1·ednie obciążone (rys. 42. układ 4), a za.tem 1tajw (-M)= - 208·2 m, 
j ak w ~- 25; a więc 

dla m = O (}l (}2 (}3 (}4 (}5 (}6 
?lajW (- M ) = o,, -20-82, - 41·64, - 6'2·46, - 83·28, - 104"2, -124·92, 

(}7 0·8 
- 14.5·74, - 166·56tm. 

Dla wyznaczenia linii 5) obciążymy pierwsze i drugie })1-zęBło (1-ys. 42. 
uklad 1), a więc 

X 
M1 = -141·09-208·20 =- 349·29 (punkt B1 1·ys. 49.). Dla. m = l; otrzymamy 

l 2 . 
M =-34.9·29m+ lr 3-o73 m(l - m)=844·16 m - 1193·45m2• 

Więc dla. n1 = 0 8 · (}9 
M = -88·48 - 206·95tm. 

Wiclzimy, że w §. 25. otlozymaliśmy dla m = (}9, M = - 255·79tm, 
gdy według L e b e r a otrzymujemy tylko -206·95tm. Jeżeli jednak zaoJmr 
glimy kąt pr zy F łukiem parabolicznym, to zbliźymy się znacznie do war· 
tości dokładnych. P unkt B'J możemy także la~'I"O otrzymać , gdyż dla 
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taaj-.o (+M) musi być wtedy obciążon~ tylko trzecie przęsło, więa M,= 
= + 39·87 tm, j ak w §. 25. 

Drugi e· przęsło. 

Dla wyznaczenia linii l. w drugiem pr:z~le obciążamy pienvsze dwa 
przęsła (t-ys. 42, układ I) '"ięc 

M, = - 849-29 tm 
M 2 = + 89·87 - 208·20 = - Hl8·33 tm , 

a według 67) 
86·23 

M =- 349-29- (-849·29 + 168·S8)n + - 2- 2·8855n (l - n), 

M =- 849-29 + 180-91n + 1890-66n (1 - n), 

A zatem dla n = (}l 

M = -161·05 
n = 0·2 

- 1(}60tm. 

Dla wyznaczenia linii 2 obciążamy tylko pierwsłle przęsło, więc 
MI = - 141{)9, M2 = + 39·87, 
M = - 141-()9- (-141"09- 39-87) n =- 141·09 + 180-96n. 

Stąd dla n = 0-1 (}2 0-3 
M = - -12'2·99, 104·8H, 82·79tm. 

I tu widzimy, że linie l i 2 dość znacznie odstępują od linii 
1W\iw (-M), że jednak w1·ysowawszy mi~:r te dwie linie łuk paraboliczny 
:znacznie się zbliżymy do prawdy. 

Dla wyznaczenia poziomej 3 obciążymy oba. pt-.tęSła skrajne,.Jvięc 
~ = ~=M= - W-o9 + ~87 = - @~~-

Dla. wyznaczelti.A paraboli 6 obciążamy tylko średnie przęsło, więc 

M1 = - 200·2tm a .l'.l = - 208·2 + 189(}65 tl(1 - n), zatem jak w §. 2&. 
Dla n = 0·2 o-s (}4 05 

M = 104·3 1 188·8! 245·55 264-46tm. 

b) Siły poprz ecz n e. • 
P i erw s ze przęs ło. Dla nojw (+Q) w pienvszem p1ozęśle musi 

być opt·6cz obciążenia jednostronnego w tern przęśle obciążone ta.kże S-cie 
przęsło, więc według 159) 

o 36·22 
M 1 = - (}2803 P! (1 - m 1) 1 ---s- + 39·87. 

111. = - 45·914 Pl (1 - ł1ł 'P + S9-87 o 

Jeżeli tet·a.z w równ. 56) wsta.wimy 111' = 0 i lll'' = M1 , to n':ljw (+ Q)= 
= 1·647 p2 (1 - m2)2 + 1·431 + 13·985 p. (1 - m)1, jak w §. 25. 

Dla łlqiw (- Q) . obciążamy pxzęsło pierwsze z lewej strony danego 
punktu i drugie przęsło, ·więc według 160) 

4(1 +.5-) :i3 p 
M. = - 4 (1 + _jY - i Pa 7112 (2 - m2) 8 - 208·20, 

M1 = - 45·914 p3 tn
2(2 - m2)- 208·20. 

Jeżeli teraz wstawimy w rów. 57) tę wartość, to 
M. 

nąiw (- Q)= T- ~Pa m2l .5' = - 1·647p3 m 2 (2 -m2) -7·470 -13·W6Ps łll•, 
jak w §. 25. 

* 
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Drugi e przę sło. 
Dla. najw ( + Q) obciążymy pierwsze pr~o całe, a clrugie po prawej 

~.-tronie danego punktu , więc według 161) 
• . 4(1 - tł)2 tł2 l 2 

M , - M 2 =- 141·09 - 39·87 + l+ 2~ 8 = 

=- 180-96 + 257·95!) (l - n)1 ta2p4. 
18096 - 257·959 p4 (1 - n)2 ta• 

Więc według 162) najw ( + f/) = + 36·2 + 
+ ~p, (1-n)2 3G·2 = 5·0 - 7-12Gp4 (1-n)1 tl~ + 18·lpa (l - n)2, jak w §. 25. 

IV. Belka o nieskończonej ilości przęseł. 

§. 30. Ogólne uwagi. 
Jeżeli belka ciągła ma. 4 lub 5 przęseł , to możemy 

w praktyce obliczać siły zewnętrzne w ten sposób, jak gdyby 
ilość przęseł była nieskończona. Stosuje się to zwła-szcza do obli­
czenia szyn kolejowych i podłużnic. Z tego powodu zasta.no­
wimy się tu nad belkfł o nieskończonej ilości przęseł. 

Przypuśćmy przytam , że wszystkie przęsła są równe, to 
według rów. 37) 

• 

~=4 , !l-4 = 3·733, 

p.~ = !J.c = 3·732, więc otrzymamy z rów. 44) 
dla przęsła 2 3 4 o 

-r-= 0·2000 0·2105 0·2113 0·2113. 

Przy dowolnem obcią~eniu możemy teraz momenty i siły 
poprzeczne obliczyć według rozdziaJ.u n. J.\l!y tu jednak zasta­
nowimy się bliżej nad tem , gdy belka jest obci~ona ciężarem 
stałym jednostajnie _rozłożonym g i gdy jeden ciężar skupiony 
może leżeć w j ednem przęśle. 

§. 31. Obciążenie zupełne jednostajne ciągłe. 

Jeżeli belka o nieskof>:czonej ilości równych przęseł je::~t 

obciążoną całkowicie ciężarem jednostkowym g, to według 
rów. 28) oti·zymamy następno równania. 

2 M 1 (t+ l)+M2 l=- ! Y(l3+t3)=- łgl31 
M 1 l+2M2 (l+ l)+M3 l= - łgl3 

. . . . czyli 
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4M, +M2=-~gl
2

1 
~~ :-4.M2.~~fa:=-. ł.gl~ 

~~~+~~n~1+.M:+~. ·-. ~gl~~ 
llfn- 1 + 4111 .. = - !gl" 

. . . 163) 

Jeżeli n jest nieskończenie wielkie, to możemy' przyjąP 

Mm= .Df"o+,=.D1m+Z , więc 6Mm=-ł gl1, a stąd momenty podpo­
rowe przęsla średniego 

Mm=- y111 gP = - 0•0833 gl2 
• • • • • 164) 

Wstawiwszy w pierwsze dwa równania 163) M 3=- ·l•.Igl 2
, 

otrzymamy 4.llf1 +M2=- ~gl2 , 
M, + 4M2 +(- r''lgP)= - łgl2, z czego wynika 

M2 = ·rlagP=- 0·07778gl ~} . 165) 
lłl1 =- O·H>833 gP . . . . 

Na podstawie tych momentów podporowych, możemy wy­
znaczyć sily poprzeczne i momenty. 

Według rów. 29) otrzymamy 
dla p r zę s la Rkraj n eg o 

Q,'~ !gl+ ~' -+0·3917gll 

Q."= - ł g l+ .li~, = - 0·6083 gil . . . . 166) 

Q. = 0·3917gl-gx, 
dla prz ęs ła dr ugi ego 

Q/=~gl- M' l M, ~+0·5306gll 

Q2"= - ~ gl - M,~ ]}f1 = - 0·4004gll· . . 167) 

Q, = 0•5306 g l- gx , 
a dla przęseł średnich 

Q'=~ yl= + O•ógll 
Q"=-~gl=-0·5gl J. . . 168) 

Q= O·ógl-gx 
Momenty zaś otrzymamy z rów. 32) dla przęs ła 

skrajnego 
M"x 

M=~gx(Z-x)+-l -=~gx(l-x) - O•l088glx . 169) 
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Najw (+M) jest dla X0 , dla którego Q= O, więc wecll:ug 
r. 166) x0 =0·3917l , zatem 

najw (+M)= +0•0767 gP . . . . . 170) 
Dla przęseł ś rednich otrzymamy z powodu, że M•=M", 

M=~ gx(l-x)- 0·0833gP. . . . • 171) 

Najw t+ M) jest dla X0 = ~ 1, więc 
naj"' ( + M)= 0·125gZ2 - 0·08B3gl2= +0•0417 gP . 172) 

§. 32. Momenty podporowe dla obciążenia układem ciężarów 
skupionych. 

Jeżeli r- te przęsło jest obciążone ciężarem skupionym P, 
to według 13) 

m , _ _ Pe. (P-et2) 
:lir - p 1 

:zaś wecllug 54) 
m, m 11 v,. :.r11. - :.r1,. 

J.l·r v,. - ·T 1 

albo wstawiwszy v,.= J.Lr= 3·7321 
3·7321 Pe1 (l

2
- e1 

2
) - Pe W- e2

) 

Mr-t=- 12·9287P 

=-~- (3·732le(l - e)(2l-e)-e{P-e2
) ) • 173) 

12·9287l2 • 

Najw Mr- i , a zatem i największe wszystkie momenty pod­
:porowe po lewej stronie r- tego przęsła, otrzymamy dla e0 , dla 

któ dMr- 1 
rego de O, zatem 

3·7321(2P - 2e0 l - 4e0 l+3e. 2)- Z2+3e0
1=0, a stąd 

e0 =0·7886l - V0·7886 1t2 -=·o·4554t2= 038047t 
a wstawiwszy to w r. 173), otrzymamy dla obciążenia r- tego 
przęsła · najw M,._1 = - 0·08505 Pl . . . • . 17 4) 

.. l 
Dalej otrzymamy M ,.-2= -

3
.
7321 

M,._1= +0·02279 Pl 

M ,._ a=- 0·2682 x 0-()8505 Pl=- 0·00610 Pl 
Mr- 4=- 0.268 3 x 0·085051:'1= + 0·00164Pl 
M,..... l)=~ 0·268' x 0·08505 Pl=- 0·00044Pl 
Mr-6= + 0·00011 Pl. 

Jeżeli więc co drugie przęsło na prawo r- tej podpory jest 
()bciążone ciężarem skupionym P, to 

najw (-M,.)=- (0·08505+(}()()610+0·00044)Pl= 
=- 0•09169 Pl . . . . . • . 175) 
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Jeżeli co drugie przęsło z obu stron r- tej podpory jest 
najniekorzystniej obciążone, to 

najw (-M,.)= - (0·09159+0-o9159)P l=- O·t8318 PI. 176) 
Dla przęsła skrajnego jest 

a= O, b=0·211321, c= 0·78868l. 
Wstawiwszy to w rów. 60), jeżeli ciężar P znajduje się 

w skrajnem przęśle, otrzyma.my 
M _ 0 M _ _ Pbee1 (l+ ,) _ _ Pbe(l2 - e2

) 
o- ' , - cl' e/ - cl,. ' 

a ~ajw (-M1 ) jest dla e0 , dla kMrego d::~ O, 

więc ~ (l:J- 3el) 2)= 0, stąd eo=v3 = 0·57741. 

. Pl0·21132 X 0·5774(1 - 0·57742) 
Zatem na1w (- M )= - - - - = 

" 
1 0'78868 

=- 0•10313 Pl . . . . . . . . . . . . . . . 177) 
Dla drugiego przęsłajest a= 0·2l, b= 0·21.132l, c= 0·58868 l, 

więc według f30) 
Pae(t - e) 

M =- ----- (21 -- 3b - e) •. ct2 , 
dM Pa · . 

ae' = - ct2 (2 P- 3bl- 6le. +6e0 b+3e0 
2)= 0, 

więc e0 = (l -b)- V (t - b)2
- ~ l 2 + bl, a po wstawieniu wartości 

e0 = 0·78868l- 0·40827 l= 0·38041l. Dla tej wartości e0 będzie 

zatem 
M = - Pl (0·2 X 0·3804 X 0·6196 (2-3 X 0_·~1132- 0·38041) 

l 0·58868 ' 
M1 = -0·07893 Pl . . . . . . . . . . . . 178) 
A zatem najw (- M1) = - (0·10313 + 0·07893+0·00160+ 

+ 0{)0044)Pl=- 0"1841 Pl . . . . . . . . . . . • 179) 
Chcąc otrzymać najw (+M,.) na r- tej podporze, musimy 

umieścić ciężary P w przęsłach przedtem nieobciążonych, otrzy­
mamy więc na,jw (+M,.)= +(0·02279+0·00164+0·0001l) Pl, 

najw ( + M,.)=+0·0245ł Pl , . . . . 180) 
a jeśli obciążymy w ten sposób belkę po obu stronach 1·- tej 
podpory, to najw ( + M,-) = 0·04908 Pl . . . . . 181)• 

Aby otrzymać najw ( + lJf,) możemy zastosować wzór 180), 
. . tylk - -- ,__ 3'732 b 4 o zmmeJszywszy o moment w sto:sUJ..Lhu 4.000 , o !J.2 = · , a za-

tem najw ( + M1 )= + 0·02290Pl . . . . . . . . . . 182) 



-56 -

§. 33. Największe momenty dla obciątenia układem ciętarów 
skupionych. 

Momenty podporowe, któreśmy wyznaczyli w poprzednim 
paragrafie s~ największymi momentami ujemnymi , dodatnie 
najw. momenty otrzymamy zawsze w punktach zaczepienia 

M" M' Pe 
siły P. W tym wypadku mamy wedlug 24) Q= --z- +--f, 

a wedlug 26) 

111=M' +(lY1"-M' ) ~ + P;,e . . . . . 183) 

Przęsło s kraj n e. 
Jeżeli tylko przęsło skrajne jest obci~one ciężarem P, to 

M O M
" Pbe (l2

- e2
) • '= , = - 12 , Więc c , 

M = - P~e2 
(l

2 =-_! 2
) + _ Pe (l - e) 

cl3 l · 

Chcąc wyznaczyć najw (+M), zróbmy 

dll!_ Pb t2 l 2 4 3\ p (l 2 ) O -d --- l a, eo - C0 1+ -/.- ·- e .. = , zatem e c · 
2 b 4 b 3 2 o d ·42'"'l - -cl e" + et-~ Co + 1 - t C0 = , a Stą e0 = 0 ( , 

a zatem najw ( +.lJ-!)=+0·2047 Pl. 
Jeżeli oprócz tego obci~żymy inne przęsła najniekorzy­

stniej , to otrzymamy wedlog 182) M, = 0-o2290Pl, a JJI= 

= 0·02290Pl ·[ . Wstawiwszy x=0 ·427 l i dodawszy ten moment 
do poprzedniej wartości , otrzymamy 

najw( + M)=0·2047 Pl+(H)()98Pl= + 0•2l45 Pl . 184) 
P r z ę s l o ś r e d n i e. W przęśle średnie m największy mo­

ment otrzymamy, gdy e0 =ł l, a to z powodu, że lJ.f•=M", a zatem 

według rów. 183), M=lJ.f' + :l . . . . . . . . . . 185) 

Wstawiwszy e={- w rów. 173) otrzymamy wreście 

M - i2·9:s7P (3•7321 łl3-P3)+ =~=0·17076Pl 186) 

.Jeżeli oprócz tego obci~ymy inne przęsła na prawo i na 
lewo najniekorzystniej , to wedlog rów. 180) 

najw (+ M)= ( 0·17076+0·02454 _lz-_ ~b) Pl= +0•18873Pl 187) 
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§~ 34. Największe siły poprzeczne. 

Największą silę poprzeczntł otrzymamy, gdy ciężar P leży 
na którejkolwiek podporze, wtedy z 24) ob:zymamy M"=M'=O, 
r 1 =l, więc Q' = P. 

Oprócz tego należy inne przęsła tak obciążyć, aby M"-; M: 

M' było największością. Dla przęsła skrajnego musi być l naj-

większością, więc wedle rów. 182) 
najw ( +Q)= (l+0·02290) P=- + t·0229P 188) 

W przęśle średni e m otrzymamy dla najkorzystniejszego 
obciążeniajednostronnego zrów.175) Jtf,.= -0·09159Pl, a .lU,.-1= 

+0·09159 . 
3

.
732 

Pl= 0·02454 Pl, lJi,.-2= - 0·0658 Pl. Dla rtaJW (+Q) albo 

najw (- Q) musi być obciążone dane przęsło i co drugie na 
prawo i na lewo, a zatem będzie 

Jtf,.= - (0·09159+0{l0658) Pl= -0·09817 Pl, 
Mr- t= + (0·02454+0·02454)Pl= 0·04908Pl, 

więc najw (-Q)=-(1+0·09817 +0·04908) P= -l·U725Pl 
" (+Q) · · · · · . . . . = + t·U72ó P f 

189) 

Najw (- Q) w pierwsze m przęśle otrzymamy, obciążając 
przęsło pierwsze, drugie, czwarte itd. najniekorzystniej. Otrzy-
mamy zatem według 174) · 

najw (- Q)=- (1+0·08505)P= - l·0850óP . 190) 

§. 35. Największe oddziaływania. 

Oddziaływanie 0 0 na podporze O jest równe sile po-
przeczneJ, wtęc 

Najw ( +00)= 1·.02290 P} . 
( O ) l 085 

. . . • 191) 
" ~ o=- OóP 

"\Vedlug 27) jest Om= - Q"."+ Qm+t'· Dla najniekorzystniej­
szego obciążenia ob:zymamy więc z rów. 189), zważywszy, że 

siły P na 1·- tej podp01:ze wcale nie kładziemy, 
najw (- 0,.)=- (0·14725+0·14725)P= -0·294:ó P. 

Najw (+O,.) otrzymamy z rów. 189), jeżeli zważać będziemy 
na to, że ciężar P na r- tej podporze wywiera oddzialywanie P 
i uwzględniając rów. 27) 

najw ( +0,.)=(1+0·14725+0-14725)=+1•294-óP. 
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V. Wykreślne wyznaczenie sił zewnętrznych 
dla przekroju stałego. 

§. 36. Pierwszy wielobok sznurowy. 

Jeżeli belka ci~gła jest obci~ona ciężarami P 0 P 1 , P51 

P4 , P11 (rys. 50.), to możemy wykreślić dla tych ciężarów wie­
lobok sil i wielobok sznurowy, zamknąć ich jednak nie możemy, 

bo ·wiemy wprawdzie, że P1 + Pl + P3 + P4 + P5 = 00 +O, + 01 + 03 , 

lecz wielkości pojedynczych oddziaływań nie znamy. Gdybyśmy 

rys. 50. 

ą, .t Jl q ~ ł f4 q 

l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l 
l l l 
l l 
l l 

l 

+ . l ... ~= . o 

5 ··" 
w jakikolwiek sposób wyznaczyli momenty podporowe, to mo-
glibyśmy zamknąć wielobok sznurowy i wielobok sił i wszystkie 
sił'y zewnętrzne byłyby wyznaczone. Momenty M .. i M,. Słl! równe 
zeru , pozostałe (n-l) momenty odciąwszy w pionowych pod­
porowych, możemy teraz łatwo wykreślić zamykające abl> b.c,, 
c1d we wszystkich przęsłach. Jeżeli teraz wykreślimy w wielo­
boku sil równoległe do zamykających, to otrzymamy oddzialy­
wa.nia 0 0 , 011 Ol, 03 • 

Jeżeli znamy oddziaływania , wyznaczenie momentów i sił 
poprzecznych nie podlega już najmniejszej trudności*). Widzimy 
więc, że w celu wyznaczenia sił zewnętrznych belki ciągłej 
d~~yć nam wypada najpierw do wyznaczenia momentów pod­
porowych. 

·») por. Po<lręcznik statyki budowli s tr. 14. 

o 
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§. 37. Unia ugięcia. 

Wiemy ze statyki budo w li *)., że równanie linii ugięcia. jest: 

d2y )Jf ( :;) 

di 2= - -.. i -e~) 
. . 192) 

w kt.órem moment sil zewnętrznych M wyrazić mamy jako 
fnnkcyę x , a a oznacza długość, którą możemy dowolnie przyją.ć. 

Róvma.nie zaś linii sznurowej (lub linii ciśnienia w sklepie-

niu **) jeb-t 
d,y q 
ax-2=- ft · . . • • 103) 

jeśli q oznacza. ciężar jednostkowy, a H odległość biegunową. 

Widzimy więc, że obie linie będ~ te same, gdy zrobimy 
bf H El li . . . . l" . q= - 2 , a =-, ,a zatem nla ugręClaJest 1111ą sznu r owlł , a a 

d la kt órej o b ciążenie j e dno stkow e jes t pro por­
cyonalne do momentu M , a o dle głoś ć bieguno wa 
do ei, ilocz yn u momentu b ezwładności i spółczyn­
nika s prężys to ści. 

Więc jeśli powierzchnię momentów uważamy jako po­
wierzchnię obciążenia i do wykreślenia wieloboku sznurowego 

użyjemy odległości biegunowej b=~{ (b w podziałce sil), to ten 

wielobok sznurowy będzie przedstawiał oś belki. Jestto twier­
dzenie Mohr a. 

J Ż l. . b E I . . b 1 "' I t dn l. . . e e 1 zaDllast = - 2- , przyJmiemy = - - 1 , o ~ e mu a n a 
ugięcia będą n razy większe. Jeżeli więc długości były wykre-

ślone w podziałce .!. , to teraz rzędne linii ugięcia będf\ w ua-
?l 

tnralnej wielkości. 

Jeżeli więc belka .AB (rys .. 51.) jest dowolnie obciążona 

i dla tego obciążenia wyznaczymy zapomocą odległości biegu­
nowej h momenty, to uważamy teraz według twierdzenia M o h ra. 
powierzchnię momentów, jako powierzchnię obciążenia, dzielimy 
j~ na części dowolnie liniami mn. i m'n', kreślimy wielobok s:i.l 
0123, używając clo p1-zemia.ny powie1·zchni na linie podstawy a, 

*) po1-ów. l'odręcznik s tatyki budowli s tr. 137. 

**) n n " " " 2'20. 
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AJmmnunm!IDIIIIIIliiiiinmrm~ 
l • 
l 
l 

l 
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&>o 

obieramy biegun 01 w odle­
głości b i kreślimy drugi 
wielobok sznurowy. Jeżeli 

linie podziaJ'u są: pionowe, 
to, jak wiemy*), wielobok 
ten jest styczny do linii 
sznurowej. W ten sposób 

otrzymujemy wykreślnie 

ugięcie belki o przekroju 
stałym. Jeżeli zaś linie po­
działu mn i m1 n1 nie ~ pio­
nowe, to wielobok sznurowy 
a b c d e nie będzie stycznym 
do linii sznurowej. Tylko 

b oki skrajne, równolegle do promieni skrajnych wieloboku są 

styczne w a i e do linii sznurowej , 1..-tóra według twierdzenia 
M o hr a przedstawia ugiętą oś belki. Boki skrajne drugiego wie­
loboku sznurowego są więc stycznymi do linii sznurowej na pod­
porach czyli tak zwanemi st y czneroi p odp o r owam i (n. 
Stutzentangente, a. tangental liw!S over the poimts ot" support). 

Z rów. 192) i 193) wynika, że 
q M n =;t , . . . . . . . 194) 

a jeśli chcemy, aby rzędne linii ugięcia były n razy większe, 

b . q nM nhy dzi ...,,.1 lin" to ro 1my H=-Er=~, g e y oznacza. rz""'ną u momen-

t ów, a h pierwszą odległość biegunową. Jeżeli zrobimy teraz 
· l i y nhy an= y . l i WstaWimy b= ." to - ==- ·- WlAC 

:< ' a b a I 1 
'"' 

e. I 
n= a b h ' 

przyozem b odczytać należy w podziałce sil. 

. . . . 195) 

Jeżeli podpory są w nierównej wysokości , to należy różnice 

wysokości rysowaó w edlug n razy większej_ podzialki niż długość. 

§. 38. Wielobok ugięcia. 

Dla belki ciąglej potrzebne nam są tylko styczne podpo­
r owe, które dla. pewnej podpory są: te same dla obu sąsiednich 

·~') porów; Podręcznik statyki budowli str. 18. 
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przęseł'. 'V ta.lrim razie powierzchnię momentów możemy podzie­
lić . prostemi ukośnemi, a że na podporach momenty zwykle są 
ujemne, więc dzielimy powierzchnię momentów, ja.k to uwi­
doczniliśmy, na rys .. 52, na trzy części prostemi A"B' i A'•B". 

A" 

._, ___ -fśf __ -- 'JK- -
0 ' 

~--- -- -------{---
1 
l 

rys. 52. 

B' l 
l 
l 

b 

- --· r'1t-· · ···· --!f.ll--~ a 

_}{. ___ "' 
' l 

~ 

' c -----~--- --------?. ·..J,·------b ---- ---·-
• ! f ~--- ... 
l : ; ~ 
l ' ' 
~--11 a a- !.---), : , 
: 7.J l 1 -,e --"'- --"' 
' : l 

' 
--~tlf 

Powierzchnię 

A''C''B", którąby­
śmy otrzymali jako 
powierzchnię mo­
mentów dla belki 
jednoprzęslowej, 

gdyby A"B" była 
zamykającą , nazy­

wamy zwykłą 
powierzchnią 

momentów (ein-
fach.e Momenten­
fliiche). Niech bę-

dzie wielkośC jej ac~ to 
A"A"O'B"B'= - A'A"B'-A"B"B~-t A"C"B"= a( - t1 - t1 4- c). 

Z rysunku widzimy, że 

at - A'A"B'- • m'l- • M'l . - -l! - l! h -, 

at2 =A'B'B"=łm"l=ł ~:'l, 
nareszCie ac~ A" 0" B"= !m l J. eżeli IDl oznacza średni moment h , 
belki jednoprzęslowej. 

Kreślimy teraz wielobok sił a b e{, obieramy biegun O 

w odległości b=i~ według poprzedniego paragrafu, więc będzie 
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o. I 
b= -r a n 

196) 

Długość a, służącą za podstawę przy wyrażaniu płaszczy­

zny przez proste, możemy przyjąć dowolnie, a więc np. możemy 
przyjąć a= średniej rozpiętości albo jednej z rzeczywistych roz­
piętości. Gdy wszystkie przęsla są równe, wtedy przyjmujemy 

. . M' M" ID? a= l, w1ęo mamy następne sily: t. = ~ T, t, ~ ~ h , c==h . 

Gdyby styczne podporowe były znane, to konstrukcya dru­
giego wieloboku sznurowego byłaby następną: 

w odstępie b od vionowej przez środek ciężkości s zwykłej 
powierzchni moment.ów odcinamy z obu stron długość C=~ -:h 
i łączymy te punkty na krzyż, otrzymane w ten sposób proste 
nazywamy l i n i a m i krzyż o w e m i (n. Kreu:zlin,iet>, fr. trans­
versales ), które pierwszy wprowadził C u l l m a n n, a które przed­
stawiają promienie wieloboku sil. 

Jeżeli znamy styczne podporowe A 1 U i B 1 V, to zróbmy 
UU1 =mm1 i VV1 =ntz1, połączmy U Z V1 i U1 Z V, 8. Ot-rzy­
mamy drogi wielobok sznurowy, który przedstawia linię ugięcia. 
i kt.óry dlatego nazywamy dru g im wielob o kiem sznuro­
w ym lub wie l obokiem ugięcia (n. elastisches Polygon, fr.· 
l,e second połygon funiculaire). Konst.rukoyę powyższą podal M o h r. 

§. 39. Wyznaczenie momentów podporowych. 

Z rys. 52. widzimy, że AM U'"" ab O i BNV <'->O (e, a Wlęc 
AM:t. =~ l :b i BN:t~=ll: b, 

a. s~d .AM= ~~ i B.N= ~~ . 
Podsta.wmy Wintości za t, i t1 , a oti"zymamy 

' M~ l l 
v · ah M ' P M"P 

AJJf Sb 6 abh ' BN= 6 ahh' 

a. więc odcinki A.M i B.N są proporcyonalne do momentów pod­
porowych. J eźeli przyjmiemy 

b=ła, w AM=~ (~Y l 
M ' ( l ) 2 I . . . . . . 197) 

BM=-~:- a ' 
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a. jeżeli a= l, to M' l AM=h= m' 
198) 

BN= - = ?n" 
M" I . . . . . 
h 

Jeżeli chcemy wynaleść odle­
głość x (rys. 53.), w której pio­
nowy odcinek między . przedłuże­

niami 'pierwszego .i drugiego boku 

'----~--------=~li drugiego wieloboku sznurowego 
o • M' 

: 1 1 Z : ó · ~------ -· 13 - --··----->: r wna s1ę -,---
0 h , to otrzymamy 

o o 
o o (----- ·-------X----------- -- !11 M' . M'! l 

-,;- : AM= x: }l, w1ęcx= M ' (Z)-.= 
h--

1l a 
• a = a T a, a zatem plonowa w odległości x= ł !j a /1'(' 

odcina. 1~ 
(rys. 52.). 

Gdy a= l, 

§. 40. Porównanie z belką poziomą obu końcami . utwierdzoną. 

Poprzednia konstrukcya da się wprost zastosować do belki 
jednostronnie lub obustronnie poziomo utwierdzonej. P oprzednio 

przyjęliśmy b= 
6

; , przyczem b mierzymy wedł:ng podzia.lki sil, a tl 
teraz przypuszczamy b= i a według podziałki · długości. Jeśli 

więc zrobimy oba te przypuszczenia, to stosunek podziałki sił 

do podziałki długości jest już da.ny. 
Dla belki obustronnie poziomo utwierdŹonej są obie styczne 

podporowe poziome, więc oba odnośne promienie Oa i O{ (rys. 54.) 
poziome; zatem punkt a. wpada na f', a stąd c= t1 +tu albo 
A'A"E+B'B"E'= EE'O', cv się da slowami wyrazić: D l a 
be l ki pozi omo obu koń cami utwierdz o nej j es t 
suma powierz c hni ujemnych momentów r ów n a p o­
w i er z'c h n i m o m e n t ó w d o d a t n i c h $:). A zatem 9R l= 
= ł 9R'l+ ł 9W'l , jeżeli ID1' i 9R" oznaczają momenty podporowe 
belki poziomo utwierdzonej, a więc ID1'= Hffil'+IDl"). Dla belki 
poziomo utwierdzonej otrzymamy więc drugi wielobok sznurowy 
AU0 S0 V0 B 0 , a dla t ak samo obciążonej belki ciągłej A US V B . 

• 

*) porów. Pod.ręcznik st-atyki budowli str. 232. 
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Z rys. widzimy, że AU0 111u <"'V U0 V0 V0 ', więc AM0 = 

rys. 54. 

: , l 
• l 

1<- --- - -m -- ---- --------:zi -----) 

c 

= V0 V0 '= JlV', 
odstępowi linij 
krzyżowych MT 
i NS. Dalej otrzy• 
mamy AlJ10 : Al= 
t1 : b, a zatem 

wstawiwszy 
wartość za t1 , 

tllnl l •l 
1[.:ł,.IL h•• "g ' 

. All10 • b 

9R' p . ż li l- l • 
=Gabh, a Je e v=6 a, Więc 

AM0 =9Jł' (D 2 

=- vo v.; vv·, 
ID!"( l)2 a podobnie B 0 N0 =-,; a = 

= U.. Uo• = UU'. Widzimy 
stąd, że odstępy linij krzy­
żowych w pionowyc,h 

trzecich części 

(n. ])1-ittelverticale, fr. verticale trisectrice) sa. proporcyonalne do 
momentów IDł" i ID1'. Dla a= l a b=ł l byłyby te odstępy po­
mnożone przez odległość biegunową równe momentom IDi' i~". 
Zmieniwszy odpowiednio podziałkę i odczytujł}C 9n' i ID1'' w po­
działce momentów, otrzymamy ID1' i 9Jł" wprost równe odstępom 
linij krzyżowych w pionowych trzecich części. Na przyszłość., 

przyjmować będziemy, że momenty odczytujemy według osobnej 
podziałki momentów. 

Z rysunl'1l widzimy, że 

QM= 2 UU'=2~" (!f, QS= VV' . 9Jł' ( !f• w1ęc 

MS= (2 9Jł'' +9Jł') (! r = 91" (! r~ podobnie NT-91' ( !-r1 a więc 
od stępy linij krzyżowych w pionowy ch podporo­
wych są proporc yonalne do iloś c i 91"' i <n~, a dla a= l 
równe ilościom 91"' i 91'. ilości ID1' i IDłn i 91' i 91" są zależne 
tylko od obciążenia i dadzą się, jak wiemy, analitycznie wy-

"7 

znaczyć (§. 4). Znając je, możemy linie krzyżowe wykreślić. 
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Z rysunku widzimy też, że odcinki :1/ S i NT są to mo­
menty statyczne siły c, działającej w S, ze względu na pionowe 
podporowe AS i BT*). Mamy więc 

S b Ms=~·bm l JJ1. • =cm, 

NT.b= c.n, NT=!_~t l 
199) 

Długości c, m i n są znane, jeżeli obciążenie jest dane, dla 
danego b możemy więc obliczyó także w ten sposób lJ'IS i NT 
i wykreślić linie krzyżowe. 

Jeżeli belka jest tylko z jednej strony poziomo utwier­
dzona, to tylko ta strona ma styczną poziomą AU0 (rys. 55.) 

rys 55. Ponieważ na drogiej podporze B 
moment jest równy zeru, B N= O, y,; 

tf-__;"~:j::;~::::=--=e zatem UVB jest linii! prostą. Znając 
V linie krzyżowe potrzebujemy więc li 

tylko wykreślić U l!0 = odstępowi 

odnośnemu linij krzyżowych i wykreślić BS i U.,S. 

§. 41. Przęsło nieobciążone. 

Jeżeli dane przęsło jest nieobciążone, a którekolwiek inne 
przęsło obciążone, to c=O, więc drugi wielobok sił sklada się 

tylko z dwóch sil t
1 

= ł M' lh_ i t 3 = ~ lll" · z,, . Jeżeli styczne pod-
a a ł 

rys: 56. porowe są dane, to jest 
on zupełnie oznaczony. 
Wiemy z poprzedniego, 
że momenty podporowe 
w przęsłach nieobciążo­
nych są naprzemian do­
datnie i uJemne i wzra­
stają ku pr-~łu o~ciążo­
nemu (rys. 56). Wykre­
śliwszy drugi wielobok 

' 71J / 
.Lf,lł'"" . . . 

'1---a ---~ 
l :.. 
l 

• 
lr..-------- ·---1 -

't 

• 
- ·---· ---)1 

sznurowy, mamy: 
M' ( l )2 AM=h a , BN= 

= ~,. ( ~) 
3

1 więo AM: BN-M': M". Z rysunku widzimy też, że 

·~) por. Podręcznik statyki budowli str. 12. 

Podr . Teor. mostów. 6 
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a, :(l-a,)=AM:BN, więc a1 :(l-a,)= lli': M", a że także 
A,I: IB, = M': IJ1", więc 

a,=A,I, (l - a1)=IB,. 

A zatem punkt I , przecięcia się boku średniego UV z pro­
st~ AB wyznacza punkt, w którym moment staje się zerem 
w przęśle nieobcią.żonem. Jestto ów punkt stały znany z§. 9; 
że rzeczywiście j est on punk-tem stałym, udowodnimy to w na· 
stępnym paragrafie. 

§. 42. Dwa przęsła sąsiednie nieobciążone. 

Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę dwa sąsiednie przęsla. 
r1ieobciążone (rys. 67.), to wiemy, że styczna podporowa w B 

ryt>.57. jest wspól-

A l/ 

; l : 
K··~, ; ... ~.~~ 
• • 
' • • • • . 

t ' 
7 

• . 
l ' 1 ; 
• • • '(-- ----·· ---- 7, . .... ·--- -------liE·· - -- -- . --- l ... --.----··---- -- ---)1 

na dlaoby­
dwu przę­

seł. J e.żeli 
przedłuży­

my boki 
średnie 

wieloboku 
ugięciaobu 

przęseł, to 
WW., wy -
znaczy kie­

runek wypadkowej dwóch sil: t, i t,', działających w l?) i ul. 
A t e t2 :t1 '=~{' ~: k ~· ~=l1 :l, więc odstępy poziome wypad­

lmwaj W 0 W 1 od V i U. musz~ się mieć jak l: l1 , a. zatem x={. 
Pionową WW01 odlegtą od l ' o -J;- a od U1 o !g 1 niezależną 

od obciążenia, nazywamy przesuniętą pi onową. poJpo­
r ową (n. verschrimkte Stfdze'łwerticale, fr. verticale auxiliaire, 
contreverticale); widzimy więc, że przedłużenia boków średnich 
dwóch przęseł: nieobciążonych przecinają się w przesuniętej 
podporowej. 

Z rysunku widzimy dalE>j, że 1, U0 : 1, W 0 = 11., U
1 

: WW,,, 
a także U0 U,: V. V = l : l1 , V .. V: WW0 = IV0 : 1W0 , a więc 
U0 U1 : WW0 = l PV0 : l1 .1 W0 , na.reszci4 I, U0 : I 1 W0 

= l1V0 :l, IW0 • 
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Wickimy w1ęc że poło.żenie pm'lktu I, jest przy danych 
l i l , zależne tylko jeszcze od położenia punktu I , więc dl& 
jakiegokolwiek wieloboku sznurowego pozostaje punkt ~ ten 
sam 1 jeżeli ptmkt I się nie zmienia . Poniewa-ż w przęśle skraj­
nem punkt I, w którym moment staje się zerem 1 jest zawsze 
n a podporze, więc polo?.en:ie j ego się nie zmienia, a zatem i w na­
stępnych przęsłach punkty lnie zmieniają swego położenia, Sfł 

więc stałymi. Z t ego wynika następna kon&trukcya. wyznaczenia. 
punktów stałych: Z punktu stalego I (a w pierwszem przęśle 

z podpory A) kreślimy dowolną prostą IW i otrzymujemy pun­
kty V i W, kreślimy VB aż do przecięcia się z pionow~ trze­
cich części w U, i łączymy U1 z lV. P unkt przecięcia się z pro­
stą AB wyznacza punkt sW y I,. Jeżeli A, B i C nie leżą w linii 
prostej, to właściwym punktem stalym dla przę:sla BC jest 
punkt 10 , a punkt I , leży w pionowej punk-tu stal'ego. 

W rys. 58. wyznaczyliśmy w ten sposób punkty stale 12 i 13 

dla J>Odpór równo wysokich. Zaczyna:jąc z drugiego ko1'lCa E 
wyznaczyliśmy też drugie punkty stale K, i K,. 

rye .GB. 

l 
Jeżeli belka jest na pierwszej pódpor ze w 4 poziomo 

ut,vierdzona , to wedle poprzedniego (~. 9.) punkt stały I, leży 

nie w A, lecz w jednej t.rzeciej pierwszego przęsła. 

Z konstntkcyi tej poda.nej · przez JYI o h r a wy'lli ka bezpo­
średnio, że punkty stałe leżeć muszą; w skrajnych trzecich czę­
ściach przęsla. 

§. 43. Siły poprzeczne, oddziaływania i momenty w przęsłach 
nieobciążonych. 

Rysm1ek 59. przedstawia pier wszy ·wielobok sznurowy dla. 
belki ciągłej, której n- te przttsło jest obciążone. Linie momen­
tów są w przęsl~ch nieobciążonych proste i przechodzą; przez 
punkty stale, stąd momenty :podporowe są naprzemian dodatnie 
i ujemne, wzrastaj!l ku prt~ęsłu obciążonemu i są; więcej niż dwa 
razy większe od poprze~nich. Siły poprzeczne są to pochodne 

... 
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funkeyi momentów, a więc w przęsłach nieobciąłonych linie eił 
poprzecznych Sił poziome. a te st ~ jest naprzemian dodatnia 

-rys. 59. 

A 

i ujemna, wi~c i siły poprzeczne są naprzemian dodatnie 
i '1\iemne. Oddziaływania równają si~ różnicy algebraicznej sił 
poprzecznych z prawej i lewej strony podpory, a wi~ gdy siły 
poprzeczne zmił'niają naprzemian znaki , oddziaływania są też 

naprzemian dodatnie i ujemne. 

§. 44. Przfłło obciątene. 

Jeteli przęsło AB (rys. 60.) jest obei,tone, a inne przęsła 
nieobci~one, to można. podobnie, jak w §. 41, łatwo dowieść, 

l"\'8. 60. te przedłutt>-
..ił{. l "p ! i" nia boków 

· , 1-1 -~; ! / i średnich dru· 
'-f' : .?J' ' . .. ·t \ : : . ··i.. giego wie lo-

~ ..... · : · \ . ' l 1 • • •• "... boku sznuro· 

. ' . ' 

'wego dwóch 
sąsiednich 

prz~ prze. 

. 
w przesumę. 

tej podporo 
wej i przedlu­
tania boków 

.. średnich SM 
i BN przechodzą przez punkty stałe I i K. gdy podpory ~ 
w jednej linii prostej, inaczej zaś przez punkt przecięcia si~ 
prostej CA wzgl~ie BE i pionowej przez punkt stały. .łby 
wi~ wykreślić drugi wielobok sznurowy przęsła obciflłonego, 

posttpnjemy w następny sposób. Jeteli mamy dane obcitłłenie, 
wykreślamy linie krzytowe. W ·§. 40 udowodniliśmy, te (JU1 

i VV1 Sił równe odnośnym odstępom linij krzyłowyeh , a łe 
odnosi si~ to i do innych odcinków, wi~ i do I I. i K~., które. 
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robimy równe odnośnym od.etępom linij krzytowyoh, kreślimy 

IK, i KI, i w ten sposób otrzymujemy dwa średnie boki dru­
giego wieloboku sznurowego. Odoinki .AM i BN, któ.reśmy ~raz 
uzyskali, Sil proporoyonalne ~mo~~n~\'1! podp<rowych. 

Ponieważ AI < ł l, a AUS < lSOO, wi~ siła dzialajlle& 
w U ł M'!._ działa do góry i jest ujemna, a ~ i M' jest it. 

G 

ujemnem. Widzimy wi~, te momenty podporowe prz«r 
sła obciąłonego są ujemne. 

Jateli podpory le~ w linii prostej. to do wyznaczenia mo­
mentów podporowych motemy użyć następnej konstrukcyi (rys. 61). 

Jeteli A,C,B, jest zwykł• 
rys. 61. powierzchniłl momentów, a BN 

MT liniami krzytowemi, to 
spusz~amy z punktów stałych 
I i K pionowe, które przecinaj" 
linie krzy!owe w I• i K', a PK' 
jest wtedy liniłl zamykajflC\ AB, 
jak w (rys. 60.), odcinki zatem 
AM i BN~ równe (jełeli a 1 -l) , 
albo proporoyonalne do momen-

tów M' i M". Robimy teraz momenty M'=A.~ i M"= B,B., 
a A..,B2 jest linitt zamykAj~~ dla belki ciągłej. 

f. 46. Dwa sąsiednie przflła o~one. 
I tu (rys. 62.) W. W jest wypadkową sił t, ił,', lety więc 

w odległości ~ od J~ a zatem przedłutenia boków średnich 
dwóch sąsiednich 

pfięsel_przecinaj ~t si-a 
w przesuniętej pod-

4 porowej. Mo~my tu 
~-=:::::::tr-rvt:::=;?-""lt"';" kże ndowoduić, łe 

·'Y. : l l prosta I• I,' popro· 
1 ..,! c; ~• • 1 

: ., •·· : : · • wadzona przez punkt 
ł l l f • 
~ - -··-----~-- ~ -·- -- - -*·r ·-·- - ·- -- l ----- --------) B przecina przedłn-

. ;.' ··$---·.,; ienia boków śre-
dnich VS i U. S. w pionowych punktach stałych. Widzimy bo­
wiem z rysunku, le: (J.U, i VV. = l:l1 i VV.: WW.-I·V.:I·W., 
a zatem u. U1 : ww. -=l l' v. : l11' w •. 
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Dalej mamy 1!0 U11'(~ w. W l', więc 
u.. FI : ww.- u. II ,: W,. I,', zatem 
U.,l,': W. I1' = l.l'V0 : l 1FW0 • 

Gdy punkt J• porusza się w pionowej, nie zmienia si~ sto­
sunek I· v.: I· W., więc i stosunek D'ol,': W,,I.· zostaje ten sam, 
a zatem I 1 ' pozostaje w tej samej pionowej. Gdy więc punkt P. 
jest stałym, to i l' jest t.akte punktem stałym. 

l· 46. Dowolne obciętenie prztseł. 

Jeżeli belka ciągła o nierówno wysokich podporach jest 
dowolnie obciążona (rys. 63.), to korzystając z poprzednich 
twierdzei1, możemy wykreślić drugi wielobok sznurowy i zeń 

rys.63. 

wyznaczyć momenty podporowe. Postępttjtomy wtedy w nas~n' 
lq>OSÓb. ' 

l . Wyznaczamy punkty stałe A~, I" I, ... K., K, ... zapo­
moą konstrukcyi , opisanej w §. 42.' 

2. Wykreślamy we wszystkich przęsłach linie knytow•, 
a to według §. 38., wykreśliwszy drugi wielobok sił i przyj4w•7 
odpowiedni~ odległoM bi~gunow~ b-= 1 a, lub teł, co iepi•j 
i prędzej, obliczając ~· i 9łn, a stą.c:l odst-ępy linij krzyżowych 
w pionowych podporowych według §. 40. 

Według §. 38. odst"1p między śr~dnimi bokami w piono­
wych trZf)()ieh c~ci, a zatem i w innych pionowych jest ró"ffDT' 
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odpowiedniemu odstępowi Imij krzytowych. A wi~ robimy 
AC=O,Q., kreślimy CA, aż do D,, do przecięcia si~ z pionow' 
punktu st.Mego w drugiem przęśle, wtedy D, jest punktem boku 
średniego dragi~go wielobo).u sznurowego według §. 45. Dalej 
robimy DgC,=O,Q" kreślimy C,A, aż do D, i t. d. Potem 
zaczynamy znów od A4 • robimy A, E, =B,P., kreślimy E4.A, at 
do F,, robimy F3E, =.R,P, itd. 

4. W ten sposób otrzymamy dla każdego boku średniego 
dwa punkty C i F., C, i F11 A i E, itd. tak, ż& te boki mo­
żemy wykreślić. Pionowe trzecich części, przecinające boki śre­
dnie, wyznaczają punkty boków skrajnych, które teraz możemy 
wykreślić. Odc~kiJion~we między _ _przedłużeniami boków śre­
~~-a J>..~~po~~i S§, j~k wiadomo, proporcjonalne do inomen:.. 
tów podporowych, które w ten sposób m~emy wyznaczyć. Czy 
konstrukcya była dokładna, możemy sprawdzić w następny sposób: 

l. Boki średnie przecinają się w przesuniętych podporo­
wych np. CI!', i E .. D, w F. 

2. Punkt przecięcia si~ boków średnich jednego p~a 
mnsi leżeć w pionowej nad punktem przecięcia si~ linij krzy­
żowych np. S1' nad S1 • 

3. Prosta łącząca punkty przecięcia si~ boków średnich 
z pionowemi trzecich części w przęsłach sąsiednich musi prze­
chodzić przez podporę, np. punkty l'., A, i ~ muszą leżeó 
w prostej. Jeżeli przęsło ~ nie jest obci~one, y1'ó obie linie 
krzyżowe wpadają na siebie. Konstrukcyę t~ podał pierwszy 
Culmann. 

Co się tyczy podziałek musimy pamiętaó, że stosunek po­
działki momentów jest, jak wiemy, hl , jeżeli stosunek podziałki , ... 
<llugości jest 1/m. Druga odległość biegunowa b ma być równ, 
; . Jeżeli nie chodzi nam o ugięcie, a podpory Sił w linii pro­
stej, to obojętna. jest podstawa a do zamieniania powierzchni; 
jeżeli zaś podpory są w nieróWllych wysokościach, a różnioo 
wysokości wykre~limy w podziałce _! , to musimy we<llug 196) 

" Przyjąć b=!!: 1 . Przyjmujemy więc najprzód a równe rozpięto· a m 
ści średniej lub jednej z danych rozpiętości, przyjmujemy dalej 
b--i w podziałce długości i obieramy taką podziałkę sil, aby 

tul b-- -­tJ2m • 

• 

• 
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§. 47. Oboi~enie jednostajne zupełne. 
Jeżeli przęsło AB (rys. 64.) belki cięgłej jest jednostajnie 

obciątone, to linia momen­
. tów jest tu parabol.., n~i 

rys.Olt. 9l" i m'' wyznaczymy we-
dług równania 15), miano­

wicie 9l'=9l"=--lgl't 
a więc według §. 40) od­
cinki podporowe linij krzy-

towych OP=-QR-ł gl' {!)' 
( l)ł . 

=~ga2 a . WyznaczeDle 

momentów podporowych 
w ogóle odbywa się podług 

Q poprzedniego paragrafa 
O w razie, jeśli podpory znaj­

dują się w linii prostej, 

k 
według §. 44 (rys. 61). 

~· · · e Znaj~ momenty pod-
l pórowe AA: i BB•, kreślimy 

f!; g~O, A' B' i w· połowie przęsła 
: 'D pionową DEc:a! gl2

, wtedy 
~ .. ;r, A' E i EB' są styczneroi p&· 

l rabo li a DC= ~E= ł gl'. 

Siły _poyrzeczne w,vznaczamy w następny sposób : Robimy 1'{ =gl, 
('0, /1 EB• i eO, i/ A' E, to otrzymamy biegun O, i pierwszą odle­
głość biegunową ''· Prowadzimy teraz Og ,}, lB, jako zamykają­
oej, a będzie eg= Q', gf Q". Zróbmy teraz A 1 A.'=Q'=-eg i 
BB'= Q''=gl~ to A, 'B,· jest linią sił poprzecznych. 

A1 A 1 ' i B, B1' możemy też wprost otrzymać. Zróbmy B1 Il­
=A,S=h, dalej SA.'t/E~l'iHB1 '/.1 B'E, to otrzymamy Q' i Q". 

§. 48. Obciątenie jednostajne cztściowe. 
Jeteli tylko część przęsła C.B. (rys. 65.) jest jednostajnie 

obci~a, to linia sznurowA składa się z prostej A C i paraboli 
CB. Jeżeli w wieloboku sił Vkreślimy promienie równoległe 
do stycznych podporowych, to dla obciątenia całego przęsła 
styczna byłaby EF', więc odnośny promień OE' l! EF'. Zróbmy 

• 
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tet 0.4' /1 CA i OB•jj BG, to A'B': B'E• .... Ę1 : l. Z rysunku wi· 
dzimy, te GDT~OA•B•, więc BT: B' .A• ...... g, !h. A że 

A'D'-=pĘ1 , więc BT:p;1 =&;,:h, a zatem 
p~, 2 

BT= 
2

h . • • • . • . • 200) 

Jeżeli długości B'I = d dla zmiennej ~. wykreślimy jako 
rzędne, to otrzymamy według ~00) parabolę dla Ę1 -=l, a więc 

dla obci~enia zupełnego jest BT' =-2 FF' = ~~, więo gdy na-

zwiemy FF'-t, to d.-BT=~:Ę. 2=2t(Ę;-r . .... 201) 

J estto równanie 
paraboli , a na niem 

rys.65. dz . 
zasa a Slfi2 następna. 

c]limlllllllllllll!ilili ~lillliii!I! IHI III IIII(' konstrukcya (rys. 66.). A, .. 

• -nJ ; .k. 

r · r····'······ O l l l 
l l l 
l p~, . . 
l 

l 

: ,--/; f,- ····ll W znany sposób wy-
' · -y-y- --- --- - --~ kreśla.my parabolę 

1 B A erb, dla d według 
"':" równ. 201), zrobiwszy 
l B.h=2 t. Zróbmy 

.A..n=-Ę,, to nr=d, ro­
bimy więc d= nr= 

{! =~T, łączymy A z T, 
~ w połowie C .. B .. spusz-

czamy pionową , 
otrzymujemy G i sty-

,;. ozną· G B, poezero wy­
kreślamy bez t.rudno­
ści paraboliczną linię 

sznurową O.B . 

ł· 49. Obclątenle je­
diYIW cittarern sku­

pionJIII. 

Jeżeli cięiar sku­
piony P działtL w pun­
kcie D. (rys. 67.), 
a trójkflt A OB jest po­
jedynczą powierzchnią 



l 
l 

rys.fl6. 
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momentów, to jeieli 
CD-=f. ABC= ł l{, 
• · ABC 

Wlę<} Wł= l - łf. 
Zróbmy AE= EB, 

EF-= iED, to przez F 
przechodzi oś ciężkości 
trójkąta. ACB, bo 

EF' = lEC. Poniewa.ł 
CD= (jest proporoyo­
na.lne do IDł, więc mo­
żemy tu zaraz wykre-

• 
'f- - - - • - - -- --- y~,- --------- ślić drugi wielobok 

sznurowy. Z powodu, 
te f= 2'fR, 
więc dla­

tego i b 

(J_,_.---- -----­-. . .. -.. ·-­ --. 

p 

~-
r'fi.67. 

. . 
prZYJmte-

my 2 razy 
wi~ksze, 
więc b­
=2ła=ła. 

Jeżeli 

chodzinam 
o wyzna.-. . . 

·- . czeme mo-
mentów 
podporo­

wych tylko dan go przęsla., to możemy przyjąć l-=a; jeżeli zaś 
jest kilka przęseł nierównych równocześnie obci~nych, a mo­
menty wyznaczamy według §. 46), to wtedy musimy przyjąć a 
wspólne dla. wszystkich przęseł, najlepiej średnią dłngość p~. 

Tu przyjmiemy a-=l, zatem b=łl. Jeżeli więc N jest dru­
gim biegunem, to ND i NO są promieniami skrajnymi drugiego 
~eloboku sznurowego. Jeżeli NK 1/ AB, to NK=ł AB. Linie 
krzyżowe są równoległe do ND i NC, jeteli chcemy, aby prze­
chodziły przez A i B, to wykreślmy AMII NC i BL/1 ND. Pankt 
przecięój.a. się linij ·krzyżowych 8 musi leżeć w pionowej pod 
środkierlt ci~żkości pojedynczej powierzchni momentów i mamy 
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SBM ''-' NDC, zatem BM: CD= BF: NK. Alt~ BF= & AB + 
+Hł AB- AD)=ł(2AB-AD), a NK-=ł .4B, 

więc BM: CIJ=(2 AB- AD): AD. 
Zróbmy teraz DG="AB i DH= AB, to BG= 2AB-AD. 

A więc prosta GC musi przechodzić przez punkt Jf, gdyt 
w takim razie 

BM: CIJ= BG: GD, czyli 
BM:f1D= (2AB-AJJ):AB. jak pierwiej. 

Podobnie otrzymamy, przedłutając linią HC, punkt L . 
Jeżeli punkt G wypada za papier, użyć możemy drugiego 

sposobu wyznaczenia punktów L i M. 
Wykreślmy VW t! AB (rys. 68.), CL!/ BV i CM /l AW. 

Wtedy linie AM i BL są liniami krzyżoweroi, jak to zanz 
udowodnimy. Przedłutmy AB i JJIC d do G, to GDC~' ABW, 

bo J)f;=BW, 
rys. 68. a wszystkie 

boki równole­
głe, więc GD= 
=AB, a zatem 
na mocy po­
przedniego do­
wodu punkt .lJf 
jest punktem 
linii krzyto­

wej. To samo 
możemy udo­
wodnić co do 

punktu L. Z konstrukcyi powyższej wynika, że punkt S musi 
le~eć wewn,trz trójkąta ABC. Po wykreśleniu linij krzyżowych 
możemy teraz łatwo według §. 44) wyznaczyć momenty w da­
nem przęśle. Spu..~zamy z punktów st-ałych pionowe do prze­
cięcia się z liniami krzyżoweroi w l' i K' i kreślimy przez I' 
i K• zamykającą A 'B '. \Powierzchnia kreskowana przedstawia 
powierzchnię momentów. 

§. &O. Linie wpływowe. 

Na podstawie poprzednich twierdzeń możemy wyznaczyć 
łatwo linie wpływowe sił poprzecznych i momentów. Tok kon• 
strokcyi wedle Steinera (tabl. I, rys. 1.) jest następuj~y: 
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l. Wyznaczamy punkty ·stałe (rys. ll} według §. 42. 
w znany sposób. 

2. Dzielimy kaide przęslo na pewną ilość części np. na 
4 części i wyznac2amy momenty dla położenia c~ęłaru w pun­
ktach 1, 2, 3, 5, 6. Niech np. ciętar P-1 t dziala. w punkcie 2. 
Pr . .l-' ~k l t . l mm t • ....J.l . l bok 'l 

zyjąwszy pow.lat . ę 2em 1 -
1 
~- , wylU~ amy Wie o - Sl , 

a mianowicie a'b'= P (rys. y), obieramy biegun O w odległości 
h=łt, kreślimy promienie i wielobok sznurowy (rys. ~). A~'B' 
jest pojedynczą powierzchnią momentów. 

Zrobiwszy 2H- A'B', kreślimy H2' aż do ..4.", a prosta 
B• A" jest linią krzyżową. Druga linia krzyżowa przechodzi 
przez A. Z punktów stałych A i K. spuszczamy pionowe at do 
przecięcia z liniami krzyżoweroi, łączymy punkty przecięcia się 
i otrzymujemy zamykającą A'b, która odcina na pionowej w B 
odcinek B'b, równy momentowi podporowemu dla tego obciąże­
nia. Linię t.ę momentów sprowadzamy teraz do poziomej zamy­
kającej (rys. ~~ i wykreślamy t.et momenty w innych przęsłach, 
prowadząc linie momentów przez punkty stale. Linie te momen­
tów oznaczyliśmy na rysunku cyframi 2. Tak samo wykreoślamy 
linie momentów dla położeń ciężaru P w punk-tach ' aż do 6 
i linie te ozt1aczone ~ znaczkiem punktu zaczepienia sily. Teraz 
możemy wykreślić. linie wpływowe momentów (rys. ·'l). Jeżeli 

chcemy np. wykreślić linią wpływową dla punktu 2, to gdy 
siła P stoi w 1, w punkcie 2 ftf= 2" a, robimy więc (rys. "l) 
l'a'=2"a. Gdy ciężar P stoi w punkcie 2, to moment w tym 
punkcie 2"2, robimy więc (rys. r.) 2'2=2"2 i t. d. 

Jflteli ciężar stoi w punkcie 7, to sprawia ten sam moment 
w punkcie 2, co ciężar w punkcie ó sprawia w punkcie 10, 
więc b 10'', robimy więc b 10'' = 7'b' i t. d. Folączywszy poszcze­
gólne punkty, otrzymamy Jinią wpływową momentów dla 2. 
Tak samo wykreślamy linie wpływowe dla innych punktów. 
St k dz.-l L! dl tó "'""~ · l mm l mJM osune po 1auu. a momen w ~z1e ·1-- ,

1 
= , t • m 3 t ~, 111 

• 
Na rys. t wykreśliliśmy linie wpływowe dla ru poprze 

oezuych. Pełna linia jest dla punktu 2 , dla innych linie kresko­
wane. Jeżeli ciętar P stoi w punkcie 2, jak w danym wypadku, 
to kreślimy w wieloboku sił promień Om/J.A•b, a wtedy Om-().,. 
Na długości od A do 2 jest więc Q= o. ==a'm, dla punktów zaś 
od 2 do 4 Q=00 -P mb'. Widzimy więc, że wszystkie linie 
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wpływowe dla punktów od A do 2 b~dłł miały w 2 t.ę samfł rzę· 
dni}, zaś linie wpływowe dla punktów od 2 do B mają w 2 rzędną 
c:2'. Długość 2'2-=P. Wyznaczenie linij wpływowych dla sil po­
przecznych jeSt więc bardzo łatwe, bo te nakrywają się po części. 

J eteli ciężary przenosz" się na ~lkę za pomoc" poprzecznic, 
to linie te zmieniaj 'l się wskutek tego tak , jak przy belce jedno­
przęsłowej. Zamiast linij wpływowych otrzymujemy wieloboki. 
których wierzchołki, odpowiadaj'lce poprzecznicom, leżą na tych 
liniach krzywych. 

§. &1. Naj•iekorzystniejsze obciętenie dla sił poprzecznych 
i momentów. 

Z kształtu linij wpływowych sil poprzecznych widzimy, że 
siła poprzeczna w danym przekroju jest największą lub n{l>j­
mniejszą, gdy obciążenie sięga od przekroju do prawej lub lewej 
podpory Ulgot prtęsła, a następne przęsła 8łl naprzemian obcią­
żone. Chcąc wyzuac~yć najniekorzystniejsze położenie dla mo­
mentów, załóżmy, te w punkcie D przęsła .AB (rys. 68.) działa. 
ciętar P. Dla tego położenia ciężaru wyznaczyliśmy linią zamy­
kajflCą A'B', a więc jeśli a_=l, AA• i BB- &l równe momentom 
podporowym. Z rysunku widzimy, że jeżeli cięjar jest w D, 
w O moment jest równy zeru. Jeżeli ciętar posuuie się na prawo, 
w O moment jest ujelłll\Y, jf'żeli na lewo, dodatni. Dla najw lJJ 
w punkcie O musi więc b:tć obciążona długość AD, dla twjmn M 
długość DB. Ponieważ ptlOkt S jest wewn"trz trójkąta .ABC, 
więc punkty O i R leżą po za punktami stałymi. Widzimy więc, 
te tylko dla punktów pier'W'tlzej i trzeciej części przęsła mamy 
punkt obojętny, dla punktów cz~i średniej mi~zy punktami 
stałymi nie ma takiego punktft obojętnego, moment jest zawsze 
dodatni, a zatem najw M jest aia zupełnego obciątenia (ta.bl I, 
rys. 2 Yi)· In-ne przęsła muszą być · naprzemian obciątone. 

§. &2. Najwlfksze siły zewnttrzne. 

Siły poprzeczne i momenty dla obciążenia układem ci~ 
rów skupionych najlepiej oblic~ymy zapomOCfł linij wpływowych. 
Sposób wyznaczenia. największych sił zewnętrznych na podsta­
wie linij wpływowych podaliśmy w Podr. teor. mo~t. w tomie I 
(atr. SS). Jeżeli belka jest obcillżona ciętarem jednostajnym 
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cil\głym, to największe siły poprzeczn~ i momenty wyznaczymy 
w następny sposób: 

l. Wyznaczamy najpierw }lUnkty stałe znanym sposobem 
według §. 42 (tab. I , rys. 2 ~). 

2. Dla wyznaczenia momentów podporowych (rys.~) postę­

})ttjemy w ua~.;tępny S}>osób: 
Na pionowej przez podporę A odcinamy T. odległość linij 

krzyżowych na podporach dla obcią~nia zupelnego pierwszego 

pr~sła. Według §. 47) jest T. =~Jł' ('~Y =i 1Jl1 
2 (~r. Gdy przyj-· 

miemy a= l., to T. =9l'=łpl/, a .z konstrukcyi otrzymamy 
W}.Jrost moment podporowy M. T. możemy tet otrzym~tó Z8}l0-

mocą konstrnkcyi, łącząc B z wierzchołkiem paraboli wykre­
ślonej dla belki zwykłej, T. będzie wtedy także -2łpl1 2= 
= łpl, 2• Dalej obliczymy 'I,, T, i T1 dla obciftżeń częściowych · 
pierwszego przęsła od podpory A do punktu 3, 2 lub l (§. 40.) 
Jeżeliśmy, jak tu, przyjęli a- l, , to T3 = 913 ' i t. d., zaś 92' wy­
znaczymy według równania 17). ..Punkty w ten S})OSÓb wyzna­
czone łączymy z B 1 , a punkty przecięcia się tych prostych 
z pionową punktu stałego K,, pol'łCzone z A, wyznaczają na pod­
porowej B punkt.a l, 2, 3, 4. Odcinki B 1, B 2, B 3, B 4 są to 
momenty podporowe dla obciążeń długości A l, A 2, A 3 i AB. 

Podobnie otrzymujem·y i w drugiero przęśle momenty pod­
porowe B5~ B6, B7, B8 i C5, C6, C1, C8. I tu odcinamy naj­
pierw na obu pionowych podporowych ilości T~, T, . . . T6', T,' . . , 
ł~CZJlnY te })Unkty z C, a wzgl~ie z B i przez })Unkty przecię­
cia się z pionoweroi punktów saałych })rowadzimy zamykające, 
które odcinają momenty podporowe dla odnośnych oboiążefl 

częściowych drugiego przęsła. 
3. Teraz rysujemy najmniejsze momenty i to najprzód· 

w pierwszem przęśle. Na długości AK1 są najmniejsze momenty, 
gdy jest obciątone przęsło średnie (obciążenie I, rys. r), wtedy 
moment na podporze B jest B8. Zróbmy (rys. a) B'O'u= B8 i po­
łączmy A' z 0'", wtedy prosta ta do K 1 będzie linią najmniej­
~~ych momentów. Dla wykreślenia dalszej części tej linii najle-

})iej będzie wyznaczyć ją styczneroi dla obciążenia ~- 2~· 8~!. i 
4
; 

i dla równoczesnego obciążenia drugiego przęsła [II, III, IV, 
V, rys. ·(). Najprzód wyznaczymy według rów. 201) długość 

(e )1 d-2t ~ dla powyższych obciJl~eń i otrzymamy a. = 2t-



-79-

= A'4111 (rys. a), d3 =-A'3"~, d2 =- A"2"', d, .... .A'l"'. Moment podpo­
rowy dla obcifłłenia II jest = B1+B8= B0'"+0'"1'''-Bl'", 
zatem 1'' 1"' jest styczną do linif. sznurowej dla obciążenia II. 
Podobnie otrzymamy styczne 2"2"', 3"3"', 4'1 4"' dla obciążenia 
m, IV i V, które wyznaczają resz~ linii najmniejszych mo­
mentów w pierwszem przęśle. 'V przęśle średniero ta.ltźe najpierw wykreślimy linią naj­
mniejlilzych momentów. Dla obcifłłenia IV (rys. y) otrzymamy mo­
ment ujemny w C CO'""""B4. Polączmy O 2 Fu a. otrzymamy 
moment podporowy w B. Punkt K, 1 tej prostej wyznacza naj mn. 
moment w punkcie K; jeteli wi42C przez K,' poprowadzimy po­
ziomą , to F2 " K, 1 będzie linią najJnniejszych momentów. Pozo­
staje jeszcze krzywa 4go stopnia K,•8•, któr,. znowu wyznaczymy 
stycznemi. 

Dla najmniej!'łZYch momentów na trzeciej, części średniego 
przęsła musi być obciążona pewna długość od /B i trzecie przęsło 
(obciąl:. VII do X, rys. y). Najprzód więc wy'L/naczymy momenty 
podporowe dla kaMego obciflżenia. Np. ąia obciążenia Vll, 
otrzymamy ujemny moment w C dodając COf do C 5, otrzymamy 
więc C5', na podporze zaś B będzie M = /J5 - BO. Teraz wy-
znaczamy według §. 48) l 

d, = 2t,=B'8', d, 1= B7• itd., odcią$amy od tego odnośny 
moment podporowy w B i otrzymujell)y wtedy punkty 8" 7" 
i t . d. ; które połączone z punktami 8• ,i 7• itd. dają styczne do 
linii najmniejszych momentów. ' 

Resztę linii najmniejszych momentów dopełniamy, rysując 
symetrycznie do środka belki. 

Liniąnajwiększych momentów otrzymamy przez odc~e.nie 
rzędnych linii . najmniejszych momentów od linii momentów dla. 
całkowitego obcią~enia. Aby zaś tę linię otrzymać, za.uwa.tymy, 
że tUa. zupeluego obci,żenia otrzymamy momenty podporowe, 
dodając momenty, wywołane obciążeniem każdego przęsła, więc 
w punkcie B będzie M=- B4-B8+B0. W C będzie moment 
także tak wielki , a znając teraz momenty podporowe, wykreślić 
motemy z łatwością paraboliczne linie sznurowe. 

Wyznaczenie sił poprzecznych jest łatwe; zwatyó nam 
tylko trzeba, te obciążenia. w schemacie (rys. y) uwidocznione, 
wywołuj~ tłajmn Q dla odnośnych punktów. Je~eli wi42C od pun­
ktu A, 1, 2, 3, B, 6, 6 itd. (rys. a) na lewo odetniemy odległość 
biegunową a i wykreślimy równoległe do odnośnych stycznych 
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A 0'", 1"1111
, 2''2"' itd., otrzymamy punkty linii naj mn. sił po.; 

przecznych. 
Dla obcił\żenia zupełnego linie sił poprzecznych SI\ proste, 

dość więc wyznaczyć dla katdej po dwa punkty, co robimy 
w ten sam sposób, kreślł\C n. p. On' 11 A't~ i t. d. Linie naj­
większych sił poprzecznych otrzymujemy znów przez odci~nie 
rz~nych najmtł Q od linii sił poprzecznych dla obci~enia zupeł­
nego. Ostatnie 3 rysunki (~. T,, a) przedstawiaj'\ wyznaczenie 
sił zewn~trznych, wywołanych ci~żarem własnym. Tu wyzna­
czamy tylko momenty podporowe dla. obcił\żenia całkowitego 

przęseł, a wi~ B4, BS i CO. Moment w B b~dzie ltl­
= -B4-B8+C0; dalsza konstrukcya. jest wobec tego, cośmy 
wyżej powiedzieli, zupełnie jasnł\. 

. . 

VI. Obliczenie analityczne belki ciągłej o prze-
kroju zmiennym. 

§. 63~ Belka pochyło utwierdzona. 

Dotychczas przypuszczaliśmy, że pr~ekrój belki ci~głej, 

a więc i moment bezwładności był staly, teraz zbadajmy, o ile 
obliczenie to się zmieni, jeśli przekrój będzi~ zmienny, przy­
czem wyłożymy rzecz według W i n kler a. 

Dla bolki pochyło utwi~rdzonej otrzymamy wtedy zamia.,;t 
równań 2) 3) i 4), jeśli l jest zmienne 

r' !t! 
ł ('tl- 't,)=- Jo -1 dx 

t.y-=r.x~11 + r lJ! xih 
dx JI 

r' ltl , t.(s-lt,)=J
0 

-J"xdx • .. 

202) 

203) 

204) 

Równania 5) i 6a) pozostajł\ niezmienione. Wstawiwszy 
rów. 6a) w 202) i 204) otrzymamy 

~(t,-t2}= .M'f
1 (l-x~~-+ M"f

1 x~ .S' Xdx . 205) 
l J.. I l Jo I o I 

e:( -.-l ).-ltl'f
1
x(l·-x)dx M"S1

x 2 dx r' Xxdx 205:) 8 
<t, l Jo I + l ., I + Jo I a 

Nazwijmy 10 średni mome/łt bezwładności, t. j. taki, aby 
l l dx "E""" 1 ' . . . . . . . 206) 
• 
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przyczem c.a.łkować mamy od początku do końca belki przez 
wszystkie przęsła. 

Nazwijmy dal~j dla pewnego przęsła 

I~ f'~=A 2[. f'~ dx=B 3I,.f' x2c~=C 
l J o I ' l' J o I ' l 3 J., I ' 

to, jeśli I stale, A= B = C= l. 
Nazwijmy jeszcze dla skrócenia 

_ 6_!.,f' X xdx =m·• ~!oS' ~f~-- x)d{l - x) - m· 207) 
l'' Jl) I ' l"l o I ' 

to ~1'+91"=- .6 I.S' Xda_: . . • . 208) 
l o I 

Wstawiwszy te wartości w rów. 205) i 20óa), otrzymamy 
6&I"l (T1 - T2)= 3(2A-B)M'l2 +3BM"l2 - (~'+9ł") l9, 
6! I., (s - l-:~t)=(3 B-2 C) ;.l!' l'+ 2 CM" l' - 9ł"l2• 
A stąd otrzymamy 

-:. = 6!1• (2dl'+rM" - 911)+-j l 
209) 

'!:'1 = - _ l_ (·(K'+2 ~M"- 91")+ sJ 
6&~ l 

jeżeli a= 3A - 8B+C, ~,.". c, -:=-3B - 2 0 . . . 210)' 
Dla przekroju stałego otrzymamy znowu a=~=-:= l t 

a wtedy rów. 209), przechodzi w rów. 10). 
Jeżeli dla belki poziomo utwierdzonej nazwiemy, jak pier­

wej,- momenty podporowe IDl' i IDl", to wedlug rów. 209) 
0= 2 aiDl' +r IDl" -~', O= riDl' +2 ~ ID1"-9ł"t 

wi~c łł'=2~!R'+r!R"t 91"-r!R'+t ~ !R" .. 211) 
Dla przekroju stalego przechodzi rów. 211) w rów. 11). 

f. 54. Wrznaczenie ilołci pomocniczych. 

rys.69. 

Podr. Teor. moetów. 

W celu wyznacze­
nia ilości pomocniczych 
lt t ~ i r. wykreślmy 
w każdym punkc:e b~lki 
rzędn, propo!'cyonaln, 
do odwrotności momen­
tu bezwładności, wi~ 

~(rys. 69.). Końce tych 

r~ych, wyznaczaj' 
6 
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Jinię krzywfł, a powierzchnia między tfł lini~ a osi\ niech się 
nazyws odwrotn~ powierzchnią bezwładności (n. 
Kri~mmungsfli.iche). 

e-lki r' d:e r' xdx ci x'łd;r: • te . h . 
~ J o · i , J o -y·, J o -y- oznaczaJą za m powterze mę 

odwrotną bezwładności .A', moment jej statyczny 8' i ~zwła­
dno~ci I' z~ względu na .A H, więc 

l A' 21 8' 31 l' 
A=-·r' B = -- l; t C= - z~ - . 

Nazwijmy moment statyczny i bezwładności ze względu 

BL 811 • Tli • B =2L.~' C = 3Iol" to na 1 .L 1 1 12 , 1 l' , 

S"= r' _(l- x)ilx = l S' dx- f' ~-dx = A'l-8', 
Jo I o I Jo I 

l"= r (l_- x)2dx = l1(' ~x- 2l(' xa.:+ (' x'dx = A,zt - 2lS'+I·, 
• o I Jo I Jo I Jo I 

WH~C B, =
2z-f" (A'l-S')= 2A.- B, 

C,-= 
3
1:" (A1 l 2

- 21 8'+1') ,...-=3A -3B+C, 

a zatem według 210) 
Gl=-C11 ~=C, -r=:łB- 2C=3A-Gl- {3 .. 212) 

Do wyznaczenia ilości pomocniczych a, ~ i r potrzebujemy 
więc tylko A, C i C1 , ~ więc powierzchnię i momenty bezwła­
dności o-l.wrotnej powierzchni bezwładności, co motamy wyzna­
czyć albo rachunkiem sposobem zwykłym lub Simpsona albo 
konstrukcyą albo ])lanimetrem. 

§. 66. Wyznaczenie ilości tl' i tl". 
Według rów. 207 

TVS. 70. 
u 

6 I., "' X xM: .9ł'· =- ,,-~o --l - ' 

9ł'=+~I'! f' X(l ~)d(l-.~) 
Ił Jo l ' 

przyczer;p. - X oznacza 
moment dla belki w dwu 
punk-tach podpartej. Je­
!eli wykreślimy zwykłą 
li~ momentów .ACB 
(1-ys. 70.) i je.teli katdą 
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1 • 
rzędną pomnotymy przez i , to nowe rzędne dadzą nam po-

wierzchnię kreskowaną ADOEB, którą nazwiemy skurczoną 
powierzchnią momentów (n. verurrre Momentenfliiclie). 

Nazwijmy S, moment statyczny tej powierzchni dla pio­
nowej AA', a s, dla pionowej BB', to 

i.\!11 _ __ 68, <n• +68, • 213) 
;rł - ' li ' ;n -= [2 • • • 

§. 66. Momenty podporowe belki c~głej. 

Jeteli równanie· 20!ł) zastosujemy do dwóch ~iednioh 

p~ł belki ciągłej o równo wysokich podporach , jak w §. ó, 
w otrzymamy 

6 tJ.,-:".= -l.,. (y,.. M ... ;.t +2 ~·~ Jf,. -mm") 

~stąd 
G t I. -r.,= +l." -t t (2 :z,.,+t .Jf.,. +;,.,+' ltl,..+, - m ... + s') 

im J.,. llm-1 -T-2 (~,..l ... +Grr~+tl.,.-ts) Mm+i•~+tl..,+t M".+1 == 
=ł ... !Jł.,."+l ... +t !Jł ... +t' . . . • • . 21~) 

Równanie to posłuży nam do wyznaczenia momentów pod­
perowych , jak dla przekroju sta.łego. 

§. 67. Punkty llałe. 

Jeżeli tylko jedno przę.oło jest obciątone, to w nieobcią­
żonych przęsłach otrzymamy momenty podporowe, podstawi~ł}C 
w rów. 214) m= 1, ·2, itd. i m·-91"-0, więc 

- 2 (~1 71 +n, l,) M, +r,l:~ M, -=0, 
r,l,N, + 2 (~111 + cx,l3 ) llf, +-r,l3 M, .... o. 

' -. . . . . . . . . . . . . . 
Z pierwszego równania wynika 

. M, = - 2 («, + ~· 1

1•) 111,, z drugiego 
y, ., ~ 

M .,..-[2-et' +ls (2 ~~ +·~,_ lłt, )] M a zatem 
3 'V l V V :11.1 1t • 

•• a u· •• .a.t., 

2(~,1, +ex, l,)-~;:' 
~ _ 2G\~~~~,_11), SJ.,-·--- ~.l,- _ . . 216) 

Podobnie więc, jak dl& przekroju s"...ałego, momenty podpo­
rowe ~ naprzemian dodatnie i wstrastaj' ku przęsłu oboitliO-

* 



• 

-84-
- ·.-."\i":oYL"mJ 

<,, • ''ti""'i\f~c 
~'.'.' t'r'"'~ .. ,,:;(.p -t1 
~' ... ' .. · 1,}-. . . .. .. ..., . ·:~ .. 

• '· ~'.f· ....... 
' ~ •. ··)j 

nemu; podobnie tet w ka.żdem przęśle znajdują się dwa p~.mkty f,2~ 
staJe, dla których, jak w 44 i 45), :;;~~ 

l l . ~ 
11= b= - . 216) 

l+JJ.' 1+·, 
Dalsze obliczenie odbywa się zupełnie, jak dla przekroju 

stal ego. 

§. 58. Przykład. 

Jako przykład obliczmy momenty, wywolane ciężarem własnym, dla 
tej samej belki trzyprZęsłowaj, którą obliczyliśmy dla przekroju stalego ·· 

·w§. 25. A więc niech będzie Z. -=27·87 m, l=S6~ m• g1 = f>'82t!m, g=0·94tfm, 
Na rys. l. tab. IT. wyznaczyliśmy . na ~wie popl'zedniego obli~enia 
przybliżonego dla przekroju stałego przekroje pasów, do których przy•stał:ej .. 
wysokości pl'Oporcyonalne są momenty bez"'ladności. Jeżeli przyjmiemy 

wysokość belki S· 16m, to I= A;2 

= 5.A. Na/ rys. 8. wykreśliliśmy na tej . 

podstawie ~ (linie kreSkowane), i wypisali~~y 1~: Dla poJ:ow~ belki obli­
czyliśmy teraz powierzchnie pt·ostokątów, ,6dczyt'qjąc długości w 1/łłll, wyso- · 

. (1000) / 
kości według liczb na rysunku ~ r otrzymaliśmy powierzchnię 215~9. 
Podzieliwszy tę powierzchnię przez dl;6gość 1S8·5tmlł, otrzymali.Smy 1·56 

f . l 
czyli właściwie 000156 ,jako średni filwrotny moment bezwładności p· 
Ab Ć Io d · .1'1"-- ! 1 1 · kr ·rn· · · li y wyznaczy ·y , po z1e 1 ..... my I; pl'Zez lo 1 wy es 1 1 oznaczy _na. 

Io ' . . 
rysunku -y (linie pełne). j .. 

Jdeli la=l1 mierzyć będziemy w mmi więc l3=88·9mt.łl, to A<= 88·Z. 
88·2 i 

a J.e I 0 = l , więc A= 88.9 = 1-oFrl • . 

Dla pierwszego przęsła jestl I'= 17294, 1"=252025, więc · gdy I ., · l 
s . 17294 _j s. 252025 . . . 

c= 83·9' = 0'870 = ~.' c. ; 88·9• = 1·111 = Ot" y=8 .1-()51-(}870+ 
-1'111=1'172. :. 

Podobnie otrzymamy dla drugiego przęsła 
103·8 

A = ~ . 0919, I• = 1" = 877533, 

. . 

S.S77533 , · 
oc, = i3l = l09·2' =0944, Yt = S.0'919 - 2.~44·= 0'869. 

w celu wyznaczenia -~· i w· wykreślamy zwykłe powierzchnie 'mo­
mentów (rys. 2.). W pi~rw szem przęśle otrzymamy dla a: = ł l1 

ł 0'82 . 27·87l= 79·6tm 1 w (\rugiem ł 0·94. 86·22 = 154-<>tm Mnożąc odnośne 

rzędne przez 7 otr.tymaliśmy skurczoną powierzchnię momentów. . 

Dalej otrzymamy moment statyczny tej powierzchni w., J;lierwszem.. 
przęśle 81 = S90S8tma, S$= 4682Stm3

1 
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a więc według 21S) 
. 6.80038 

~." = - 27·87i- : 901·66 tm 

6.468'lS ' 
911'= + · 27·871··=001·7ltm. 

Dla drugiego przę.~t\ otr~ymamy 
81 = S,=- }17900tm~, ·a więc według 21S) 

6. 97900 
~~~ = ~·= 00-2' 448·47tm. 

Teraz ustawimy równanie momentów podpOl'Owych. Ponieważ tu 
z powodu ~.<ymetryi M 1 = Mt, wi~ wyst.arczy jedno r6wuanie, które otrzy­
mamy z 214), w.-tawinjąc m - l, 

2(~,l, + o,l) M1 + y1łM1 =l,~."+ 1~1·, 
a po wstawieniu wn.rt~.i 

{2(<>-87 .27·87 +<H~.B6 .. 2) + 0'86H. !16·2} M, - 27·87 . 001·66 + &;·2 .44!H7, 
a stąd M1 = M 1 """" - 16&4 tm. 

W §. 25. oh·zymali.·<my llla pr.t.eboju stałego M1= M,=- 94·84ttlł. 
"1dzimy więc, że WJ:Iływ zmienno:<ci pl'7.ekroju jest batxlzo znaczny. 

VII. Obliczenie dokładne belki ciągłej kratowej 
o przekroju · zmiennym. 

f. &9. Dokładnoł6 rozmaitych sposeb6w obliczenia. 

Powyż~i wyłotony sposób obliczenia belki ciągłej o prze­
kroju zmiennym jest bardzo żmudny, a pomimo tego. dla belek 
kratowjch, o . który tu zwykle chodzi, niedokładny. Obliczając 

bowiem belki cil\głe kratowe, · według poprzedniego sposobu 
u:względnimy przy wyznaczeniu momentu bezwładności tylko 
przekrój pasów, k:zyżulców zaś wcale nie uwzględniamy. Błąd. 
jaki ~ tego powodu popełniamy w wyznaczeniu momentów pod­
porowych jest bardzo znaczny, tak dalece, że mniejszy bł~ 
popełniamy, licZ\C według sposobu dla przekroju stałego, nit 
uwzględniaj\c zmienność pe.sów, a nie uwzględni&j\C krzyżulców. 
Dlatego licz\C sposobem przybliionym, będziemy zawsze przyj­
mować przekrój stały, a licząc dokładnie, musimy uwzględnić 
także i krzyżulce. 

f. 60. Zuada dokładnego obliczenia. 
• 

Zasada obliczenia dokładnego belki ciągłej polega na tem *), 
że uważamy belkę jako· w dwu punktach na skrajnych podpo-

, 

*)p. sposób Fontviolan ta. Koc h lin. Statique grsj)hique str. 888. 
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rach A i D (rys. 71.) podpartą i wyżnaczamy ~ęcie obciąloneJ 
belki liczebnie lub wykreślnie. Otrzymujemy w ten spo,sób ugię-

. cianapodporach y1 , y, ... 
cys. 71. Teraz przypuszcza.-

~. ::"!l!lll iJIIIIII IUII~I~.~ ~::0~
0

::~· ~ · 

~~(! ~ t~ na belkę nieobciążoną. . 
• l ł l 

! ! : (ani ciężarem. wlasnym) 
l l • • "' • • : , • , 1 wyznaczamy ugtęc1a - ~ 

~ f f f na y~f:~r:!o ~~a~ 
czan;ty ugięcie, jeśli siła = l działa na drugiej podi'Orze i otrzy­
mujemy -y..'', -y2 " itd. Dla belki ciąglej ugięcia w punktach 
B, C. . . muszą byc równe zeru, więc 

'Y.- O,y,' - O,yt''- . .. = 0} . 217) 
O . 0" o .... y, - t 'Y l - ~y, - ... = 

Otrzymamy w ten sposób (n- 1) równań, właśnie tyle, 
co mamy nieznajomych .. Z równań tych wyznaczymy tera.z 
01 , O, ... dla danego obciążenia . . 

Ponieważ dla rozmaitych prętów belki najniekorzystniej­
sze obciJtżenia są. rozmaite, więc dla każdego z nich mu'sieli-. . 
byśmy powtórzyć cały żmudny rachunek. 

Dla wyznaczenia linij wpływowych trzebaby przyjąć P= l 
działające po kolei we ~szystkich węzlach dolnych i dla tych 
przypadków wyznaczyć siły wewnętrzne. Droga,to dość 'Żmudna, 
do wykreślenia linij wpływowych możemy dojść jeszcze innym 
sposobem, który poniżej podamy. 

Przykład. Belka ciągła ABC (t. III r . l ) dwuprzęsłowa o rozpiętosci 
:2 razy po 24m jest obciążona tylko w .drugiem pr~ęśle BC, pierwsze przęsło 
.AB nie jest wcale obciążone. Niechaj będzie cięźar własny jednej belki 
:(}9tfm, z czego wypada (}6 tfm na pas dolny a Q-S t/m na górny. Ciężar 
ruchomy niech będzie 3·16tjm. Według teg<l obliczone ciężary węzłowe są 

oznaczone na rysunku. 
Przekroje pojedynczych prętów, które należy tymczasowo wyznaczyć 

wedle przybliżonej zwykłej teoryi , uwidoczniliśmy po~j' w tabliczce. 'Pp;y­
puszczając, że belka jest tylko podparya na J>Odporach skrajnych A i C, kre-, 
ślimy wielobok sznurowy i plan sil (rys. 2. i S.), obliczamy skrócenia i prze­
dłużenia wszystkich prętów i wyznaczamy ugięcie belki ·sposobem W ii­
li o ta*) (rys. 4.). Otrzymaliśmy w ten &pos6b ugięcie punktu B y1 - 168mm. 

*) patrz Podr. t. m. to.m L str. 161. 
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1'era.z pr.typutićmy, że ''"' B działa sila P = 40t do góry. Dla tego 
-obciążenia kreślimy plan &ił (t·ys. ó.) i otx-,~;yml\iemy :>iły, 7.est.awione w ta­
bliczce w rubryce P'. Obliczywt~zy odpowiednie dl', wykreślamy połow~ 
(z powodu symetryi) u.gięte,j belki i ottozymujemy ugięcie punktu B 165 mm. 

165 
Zatem dla l"iły P = l tlt'= 40 1 a według 217) 

165 l~ 
H'~-01 40 = 0, stąd 0 1= 40. 165= 4<r7t. 

W rysunku 2. otrzymalhśm:y 0 0 = 31·7, O, - ~ &:HS, od tego odjąć aaa-
40-7 

ll'iy -2- = 20'35, więt 

00 = 11·35t, 0 1 = ł0-7t, O, = 37·S.'3t. 
Na tej podstawie wykre.~lilil<my plan sił (rys. 7.), z którE'go otrz~'tllU· 

jemy dokła(lne siły wewn~trzne clla dau~go obciążenia (P" w tabliczce). 

~ 61. Prawo pracy przygotowanej. 

Jeżeli na pręt jakiś belki kratowej działają równe i wprost 
-przeciwne siły B (rys. 72.), to praca ich, t. j. iloczyn sil przez 
drogi w kierunku sil, jest w czasie jakiegokolwiek ruchu pręta 

s 
Ił;-

' \ 

Tys.72 
P4S 

1 
F 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

s ~s 

= 0. Ruch ten. możemy bowiem rozlot.yć na 
'Eostęwwy 1 podczas którego prace obu sił S 
są równe i wprost przeciwne i znoszą się 

i na.~~~· około dowolnego punktu pręta 
E, podczas którego }lra.c&. jest równa zeru, bo 
kierunki sił przechodzą }lrzez punkt obrotu. 

Jeżeli długość pręta wzrośnie z jakich· 
kolwiek przyczyn (a więc niekoniecznie wsku­
tek sił S) o .H, to praca sił S da się wy­
razić równaniem 

f'b 
A = S ·' d~s=Sls. 

~o 

Ponieważ odnosi się ona do jakichkolwiek, byle tu~d~wy­
cza.j małych możliwych przesunięć, więc nazywa si~ ona pracą 
możliwą, vrzygot owauą (n. virttulle Arbeit). Dla całej 
belki kratowej będzie 

218) 

Siły wewnętrzne, działające w prętach belki, możemy za­
stllpić każdy dwiema siłami S, dzia.lającemi w· kierunku pręta, 
zaczepia.jącemi w węzłach. Ponieważ mają one zatem kierunek 
wprost przeciwny, więc praca ioh jest - l'. Sds. Przypuśćmy, te 
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na belkę ~ działajłl siły zewnętrzne P, które Słl w równowadze 
między sobą i z siłami wewnętrzneroi , a rzuty przesunięć się 

odnośnych punktów zaczepienia na kierunki tych sił nazwiemy 
dp 1 to w k&źdem węźle dla równowagi• suma składowych pio­
nowych i poziomych wszystkich sił jest równa zeru, a. na pod­
stawie zasady momentów przygotowanych*) i praca ich jest 
równa zeru. Zatem praca możliwa wszystkich sił zewnętrznych 
i wewnętrznych musi być równa zeru. Więc 

l: Pdp - ~ Sds==O . • . • • • • 219) 
Prawo powyższe zwane prawem pracy przygotowa­

nej**) lub możliwych przesunięć (n. Princi.p der virluel­
len Arbeit, der virtuell.en V ersckiebungen) można w ten sposób 
wyrazić: W stanie równowagi s ił zewnętrznych 
i wewnętrznych praca przygotowana sił zewnętrz­

nych równa się pracy odkształcenia belki krato­
wej (n. Formiinill:rungsarbeit). 

ł· 62. Prawo Maxwella. 
że wskutek jakichkolwiek sił zewnętrznych 

zmieniły się długości s prętów belki 
kratowej ..4.1.A1 (rys. 73.) o ~s, przy­
ozem węzeł A, zrobił drogę ~. =A, B, 
a węzeł A, drogę a, = A1 B 1 • 

4\c.r Na mocy prawa pracy przygo-
• \:.t towanej możemy wyznaczyć a., które 
~ powstają wskutek .l s, nazwawszy S, 

- siły wewnętrzne, wywołane sił-. =l, działajłlQ'l w A
1 

w kierunku 
.A.1 B,. Mianowicie mamy wtedy l. a,=~ S1 A s. 

Podobnie wyznaezym.y a,, nazwawszy S1 siły wewnętrzne, 
wywołane siłą -=l, działając-. w A, w kierunJs..u ~B,. Otrq­
mamy wtedy 

l.~,=! S, .la. 
Dla pewnego obciążenia jest 

Ss *"') 
.l s=-

'A ' . . 

*) p. ł'rank e. Mechanika teoretyczna :;tr. 16.'3. 

• • • . 220) 

**) Yohr. Bekag :tur Theorie de~; }'achwerke~> Z. d. Ar. u. J. V. 
zu Hann. 1874. 1875. 

***) p. Podręcznik statyki budo\vli str. 81. 
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jeżeli S oznacza siłę wewnętrzną, odpowiadającą danemu obcią­
żeniu a A przekrój pręta. A zatem otrzymamy 

, ,. S1 Ss ,_ =~ S,Ss. 
::, = - (A ' "'· - !A 

Za.lótmy, że S=S'J, to a =~ s_~s,s 
' ! A ' 

. . . 221) 

a =~ ~,_S,s 
, ~A. 

, . . . . 22Ia) 

a ponieważ wtedy e1 =a,, zatem możemy wypowiedzieć nastęl>ne 
twierdzenie : 

Siła równa jedności, zaczepiająca. w A 1 w kierunku A,B, 
przesuwa. punkt A, w kienmku A, II, o długość. która jest ta.k 
wielką, jak długość A,B., o którą przesuwa się A., gd.~ w Ał· 
t.lziała siła == l w kierunku A,B,. 

Twierdzenie to nazywamy twierdzeniem M a.x w c li a. 

Aby 

§. 63. Unia wpływowa ugięcia. 
wynaleść linię wpływową ugięcia punktu C (rys. 7 4 ) 

rys.74. 

f 

P.R 

f 
postąpimy według 

:Mullera. Bresłana 
w następny sposób : 

Zaczepmy w C 
siłę pionową = l i 
wyznaczmy w znany 
sposób liczebny • lub 
wykreślny wielobok 

, ugięcia pa.su, na któ-
' : rym leży pomost (np. 

A'·.· ' ~-----,r----..-.,..,- :9' pasu górnego), to rzę-
~ ~l .?f 1J.l'i7 dna. yd oznacza ugię-

"-----.l ____ _.._j_...,..~ -~ ci e punktu D, gdy 

w C działa siła = l. Uwzględniamy tu jednak tylko ugięcia 
pionowe. Na mocy prawa Maxwella bęcłzie jednak yd ozna­
czać takte ugięcie punktu C, jeżeli w punkcie D działa siła = l. 
To samo możemy powiedzieć o katdym innym punkcie pa.su 
A DB, a zatem linia A'D'B' jest linią wpływową ugięcia pun­
ktu C. 

Jeżeli więc siły P,, P11 i P3 działają na belkę, to ugięcie 
w punkcie C będzie Y~=P,y, + P,y, +P3 y1 • 
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§. 64. Linia wpływowa oddziaływania belki dwuprzęsłowej • 
. Jeśli mamy wyznaczyć oddziaływanie O, belki ciągłej 

dwuprzęsłowej na środkowej podporze B (rys. 75.), przypuszczamy, 
rys. 7Ś. że belka jest podparta 

l /\7VVv~f..\ZSZ\ tylko w A i c, a w B 
-4~ ~ - JJ ~c działa na dół siła pio-
l 1q · i nowa -= l i kreślimy 

.M ; lU/~" dla niej wielobok 
~ ic ~ ugięcia pasu dolnego 

)J· A' B' C'. Na mocy po-
przedniego paragrafu jest A' B' C' zarazem linią wplywuwą ugię­
cia punktu B. 

Przypuśćmy teraz, że na belkę ciągłą ABC działa w D 
·siła P, to w B powstanie oddziaływanie nieznane nam jeszcze 
· 01• Z linii wpływowej otrzymamy ugięcie punktu B, które dla 
belki ciągłej jest równe zeru, w1ęc Py - 0 1 c= O, a zatem 

-·-r 
' 

l 
rys. 76. 0 1 = c Py . 222) 

Ponieważ c jest 
ilością stałą, więc wi­
dzimy, że linia .A' B' C' 
jest zarazem linią 

wpływową oddziały-
. o l . warua 1, a - JeSt c 

mnożnikiem dla tej 
linii. 

W podobny spo­
sób przypuszczajqc, że 
belka podparta j est 
w B i C a obciążona 
siłą = l w · A , otrzy­
mamy (rys. 76.) linią 

wpływowft A"B"C" 

dla .oddziaływania 00 , przyozem 00 =_!_ Py. 
c 

§. 66. Linie wpływowe sił poprzecznych i momentów. 
Wyznaczmy teraz linie wpływowe siły poprzecznej w prze· 

dziale FG (rys. 76.). 
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Jeżeli u< x Q=04 - P 
" u> x+a Q=00 • 

Jeśli więc zrobimy A" l:'" f! A'B', to różnica rzędnych linij 
A"F" i A"F' wyznacza Q. Dla u> x+a jest linia wpływowa 
dla 00 zarazem linitt wpływową dla Q. W prz.;dziale FG jest 
linia wpływowa prost", więc F"G'. 

Dla momentu statycznego jest znowu, 
jeśli u> x., M= O.x., 

,., u <x,, lJ1= 00x,- }J(.x,- u). 

Niech będzie lrl' = M 1 to dla u> x, M' =00 , . ~. 

a ~ u < x ~l'= O - P x, --:- " . 
l·' • • • ,J; 

l 

A więc dla ~' > x, Iima wpływowa dla 00 jest zarazem 
linitt W}.>ływową dla ~l', a więc i dla M z mnożnikiem x1 , dla 

długości AG mamy od rzędnej linii 0 0 odciągnąć !la = P x\c~ u • Dla 
u=O jest y, = P. dla U = X1 jest y, = 0, a więc powierzchnia kre­
skowana jest powierzchnią wpływową momentów. 

Widzimy więc, że do wykreślenia linij wpływowych sil 
poprzecznych i momentów potrzebujemy jednego tylko wykresu 
ugiętej belki i kilku linij prostych. 

W jaki sposób na podstawie linij wpływowych wyznaczamy 
największe siły popr-.t:eczne i momenty i największe siły we­
wnętrzne, wiemy z tomu pierwszego. 

VIII. Wpływ podpór. 
§. 66. Ogólne uwagi. 

Dotychczas przypuszczaliśmy, bada.jtte belkę analitycznie, 
że podpory znajdywały się w jednej linii, a właściwie, że belka· 
jest t.ak podpa.rt.a w kilku punktach, że t> rzez to pod parcie 
nie powstają żadne momenty, gdy ciężaru własnego nie uwzgłę· 
dnimy. Badając belkę ciągłą sposobem v.rykreśh1ym przypuszcza­
liśmy już jednak także nierówno wysokie podpory, to samo mu­
simy teraz zrobić przy użyciu sposobu liczebnego zwłaszcza, że 
podpory czasami umyślnie umieszczamy w nierównej wysokości~ 
czasem zaś wskutek osiadania się filarów niektórych nierówność 
ta powstaje pomimo naszej woli. 

Po'krótce wspomnimy też w tym rozdziele o wpływie 

na momenty łożysk szerokich albo podwójnych i przytwierdze­
nia belki stałej do filaru. 
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§. 87. Momenty podporowe przr nieriwno wrsokich pedperach. 

Niechaj odstępy pionowe podpór od poziomej, przechod~­
cej przez pierwsztt podporę b~dtt s,, sJ . .. s", przyozem oznaczamy 
je jako dodatnie dla podpór niżej le!ąoych, to jeśli przypuścimy, 
że belka nie jest wcale obci,.tona, wi~c 91'=9l" O, otrzymamy 
dla m- tej podpory belki ciągłej, analogicznie jak w §. 5, na 
podstawie rów. 10) 

l", (M. 21111. ) Sm - S,n - 1 
-:,..= - 6al "'-1+ "' +- lm --·. ' 

· 1",+1 2 111 llif. ) Sm+l - S", t".= +-6····-J ( LUm+ m+l + l • 
ł m·t-1 

A. st,d 
)("._, 1.,.+2 )l.,.(l",+l ... +t)+M ... +,J,.,+t = 

-=6 ł l (8". - 8m- !-S..._+t - S.n) . . . . 223) 
lm Jm+t 

Wstawiaj~c w tem równaniu za m wartości od l do tt-1, 
otrzymamy n- l równań momentów podporowych, z których 
możemy wyznaczyć n-l niewiadomych momentów podporowych, 
wywołanych nierów~ wysokości" podpór. 

Do tych momentów dodać nałety momenty, wywołane 
obcią!eniem, kt&e wyznaczyliśmy w poprzednich rozdziałach. 
'Vidzimy stfld, te najniekorzystniejsze obciąienie i linie wpły­
wowe sił poprzecznych i momentów dla obc~tenia są niezawisłe 
od wysokości podpór, których wpływ zupełnie osobno obliczamy. 

1. 88. WpłJW zmianr wrsokołci jednej pedpery. 

Jeżeli jedna podpora si~ zniży o s (rys. 77.), to na tej 
podporze linia ugięcia jest ku doło~i wypukł,, a zatem powstaje 

rvs. 77. tu mom~nt 
· dodatm. 

4 ~· ---] - --A= --·· -i- :,;::n:-
podpory średniej powstaje przeciwnie moment ujemny. 

Ponieważ obci,tenie belki sprawia na średnich . podporach 
moment ujemny, zatem przez podwy~enie podpory moment 
ten si~ powiększa, przez zniżenie ~za. /' v: 1 1 • , 'i , t r .. 



-94-

Momenty na sąsiednich podporach zmieniają znak i stają 
się coraz mniejsze, co możuaby udowodnić zupełnie w ten sam 
sposób, co dla. obciążenia jedn~go przęsła w §. 8. 

Udowodnione w § 9. twierdzenia co do sil poprzecznych 
i oddzialywai1 stosują się i tutaj. 

§. 69. Najkorzystniejsza wysokość podp4r. 
Przez zmianę wysokości podpór zmieniają si~ momenty. 

Zaohodzi więc teraz pytanie, w jakiej wysokości muszą leżeć 
podpory dla. najmniejszej ilości materyału. 

Jeżeli p~ekrój belki ciągłej jest s t a ł y, to obliczamy go 
według największego momentu. Bezwzględnie największe mo­
menty są tu uj.,mne na podporach (rys. 78.). Jeżeli środkowe 

podpory zniżymy, zmmeJSzamy naJt-V (- ftf), za to wzra.st.a 
rvs.78. na}w (+M). Naj-

w 

korzystniej byłoby 
, więc znityć o tyle 

1mrr;_,11,1;,. / c '< ·:rr fT" podpory. średnie, 
!·li!~~!· p / ' aby naJW (- M) 

'--·-·;; było bez względu 
na znak równe naj-zv (+M). 

Jateli przekrój belki ciągłej jest zmienny, wtedy o ilo­
ści materyatu rozstrzyga powierzchnia momentów i sił poprze­
cznych. Tn musimy w każdym wypadku szukać, kiedy te po­
wierzchnie będą najmniejsze. Wiele nie motamy jednak zaoszczę­
dzić na materyale przez zmianę wysokości podpór, bo jeśli· 
w jedne m miejscu momenty maleją, to w drugiero wzrastają 
ta.k, że wysokość podpór prawie nie wpływa na ilość materyBJu. 

§. 70. B~lka dwu- i lrzyprztsłewa. 

Jeżeli średnia podpora belki d w u p r z ę sł o w ej zniży su~ 
o s, to z rów. 223) ot.rzyma.my 

2lf1 (l1 +12)=6~ I (t+ 1:), zatem 

3 c Js { 1 l ) 3 ds 
M,=l, +l, l, + -l~ = 1~1, · . . . . . 224) 

... _ 3_ciR 

...... - Jl . . . . . . . . ~25) 



'· 

-95-

Rozumie się , że dle. podwy~ązenie. podpory ~redniej o ... 
otrzyme.my· równie wielki moment ujemny. 

Ponieważ M 1 = 00 11 1 więc ' 
M, s~IR 

f) - - -··- = -
o - l l 2) ' 

l l J 
• • • • • . 226) 

3tls 
0 1 = - (00 +0,)= - f.lT2 (ls +12 ) • • • 227) 

Dla l, = l,=l 
• 

•• Stls 0, =-6~1s 22S) v,. = p ' l' . . . . 

Je.~li obie średnie podpory belki trzyprzęsłowej zniżą się 

o s, a rozpiętości jej są l1 .,...,:3l= ls, 10 =l, to otrzymamy J-!1 -JJJ~, 
do określenia którego wystarcza jedno równanie według 223) 

2M1 (/1 +l)+M,l= 6&1 z:, a zatem 

6,18 
Ms = (3+t ~)joli ' . . . 

6tls 
a Oo=-0, - (3+2:3)~213 . . . . . . 200) 

Rów. 225) i 229) możemy ogólnie wyrazie J-fw= a. {,8 , gdzie 

a oznacza pewien spółczynnik. Moment ś~ wywołany obcią­
żeniem, da się przedstawi6 w kształci~ b .ql2, sił& wewnętrzna 

. bql' k • . bql2 b ł d . w pas1e ·h , prze roJ pasu h" , a moment ezw a nosc i 
. .dh2 bql2h bql2hs obnqls . • • I -= · = - - - zatem J-f. =a - - - -=--·- -· = c.ls Jeteh p1'2Vl-

4 4t ' "' 4tP 4t ' . --.," 

miemy l•=ln, przyozem c i n oznaczają pewne ilości ste.łe. 

Jeżeli ne.jwiększy mo~nt, wywołany oboi~niem, na­
zwiemy M.,=b,ql', ·to 

M.., cls s 
Me =b,qli= c, l · · · • . 231) 

Zatem stosunek momentu podporowego, wywołanego zmiantt 
wysokości podpór do momentu, wywołanego obcią2eniem, jest 
wprost proporcyonalny do różnicy wysokości s, 
a odwrotilie do rozpiętości. 

Winkler oblicza, że jeśli s wyrazimy w mm, a l w m, 
to d.1a belki dwup~owej c, -=Q-25, dla belki trzyprzęsłowej 
c, = 0·11, a wi~ jeśli s-!Omm będzie 
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dla l = 10 30 50 100 150m 

dla belki dwuprzęsłowej . ~~ = 0·25 0·08 0 ·05 0·025 0-()16 

" ~ trzyprzęsłowaj ; ; = o-u (}()4 0-()2 o-on 0·007. 

Wpływ małej zmiany względnej wysokości podpór jest 
więc dla belki cięglej bardzo znaczny przy małych rozpięto­
ściach , mały przy wielkich. 

§. 71. Podwójne łożyska. 
Dawniej utywano ~sto dla belek ci~łych na jednej pod­

porze dwu łotysk tak, te właściwie ~wstawały oprócz wielkich 
przęseł, także przęsła małe między dwoma. łożyskami jednej pod­
pory. Chociaż teraz nie używamy już nigdy dwu łożysk na 
jednej podporze, to ta.kte szerokie jedno łotysko działa podobnie 
jak dwa łotyska.. 

Mogtl przytem zajść dwa wypadki. .Jeżeli oddziaływanie 

w C (rys. 79.) wypada ujemne, a belka nie jest zakotwioną 1 to 
belka. w tem miejscu się podnosi i przy obliczeniu przyjąć na-

rys .?9. lety, że belka. w C nie 
jest podpartą. Jeżeli od­
działywania w B i C Sil 

.lJ dodatnie (rys. 80.), to wtedy 

80 długość BC stanowi rze-rvs. . 
~ L .. t czywist.e przęsło, które przy 

A '; ....... !1:-·r:- ::Z::": ~i! lllf% .Ą obliczeniu należy uwzglę· 
H C D dni.ć. 

Z powodu, że obecnie unikamy tak: podwójnych, jak i sze­
rokich łożysk 1 nie bęchiemy wchodzić w szczegóły obliczenia 
takich belek , które zreszU. małoco się różni od obliczenia. belek 
o pojedynczych.łotyskacb, trzeba tylko dodatkowo badać, czy 
oddziaływania sil ujemne, czy dodatnie. 

§. 72. WpłJw przrtwierdzenia belek do filar6w. 

Jeteli belki s-. stale połączone z filarami, to filary muszą 
wził}Ó udział w ugięciu belek (rys. 81.)1 a więc pewna część 
momentu podporowego .1 M zostaje zueył.t\ na ugięcie fila.ru. 
Jeteli moment przy podporze po lewej stronie oma.czymy jedn!l1 

a po prawej dwiema kresk.mi, to 
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tys. St. 

M 1'-M1"=.lM,, 
M,'-M2 ''= f&M2 itd. 

Nazwijmy k\ty nachylenia stycznej linu ugięcia na. podpo-
rach t 0 , t., t 1 ••• t., to na podstawie rów. 10) otrzymamy 

6 tir:,= +l, (2M," +M, •- 9l,•) 
Śtl:, =-lj (2.M.'-9ł,") l 
6 t I•, ==-l, (M1 " +2 M1 '-m,") f . ·: . 232) 

6:I~, ~+.l, ~2~,".+~-~-~3~') . 

Z rysunim widzimy, że t 2 = :~, a że r. I, =.l M2r, jeżeli I, 

oznacza moment bezwładności filaru, a możemy przyjąć h' =(}7 h
2

, 

to t 1 = -- 2d - = ~i h2 (M, -M,') 0'7h,f&M, 0·35 " l 
t 2 

0·35 

1 

. . . 233) 
podobnie t 1 =-i I.- h, (M,"- .ilf,') 

Z porównania rów. 232) i 233) otrzymamy 

2·1 -I_h (M. " - M ')-=-l (2M '- 91'') 1 l l l l l 
l 

2·1 I_ h (M. "-M ')= +l (2M "+M. ·-m') 11 l l l 1 2, 
l 

2•1 I h (M "-M.')--1 (M ''+2M ·-m") O!>A) 1 'l a li - 1 1 2 , • ~ 
2 

2•1 f h, (MliJ'-M,') .... +la (2~"+M3'-m,•) , 
• • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • 

Otrzym~emy w ten sposób 2 (n-1) równai1, które nam 
_ słuq do wyznaczenia 2(n-1) niewiadomych. 
~. Teor. 111oatów. 7 
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Foniewat równania 234) maj~\ ten sam kształt, co równania 
momentów podporowych 21), więc też i wszystkie twierdzenia 
co do· najniekorzystniejszego obciążenia, co do stosunków mo­
mentów podporowych przęseł · nieobci~onych , co do zmiany 
znaku sil poprzecznych i oddziaływań Sił i tu wdne. Odstępy 
punktów stałych obliczyć można ze stosunku dwóch momentów 
podporowych. 

Momenty po obu stronach każdej podpory majł\ ten sam 
znak (rys. 82.). 

\ 

B. Belki kratowe statycznie niewyzoamllne 
i na~ienia drugorzędne. 

IX. Belki kratowe statycznie niewyznaczalne. 

f. 73. Pftty nadliczbowe. 

Belki ~towe mogł\ byći jak wiadomo*), albo statycznie 
wyinaczałne, albo statycznie niewyznaczalne, albo też chwiejne. 
Belek kr&towych prostych ost-atniego rodzaju nie powinniśmy 
w praktyce nływać, o statycznie wyznaczamych jułeśmy mó­
wili, teraz mówić mamy o belkach kratowych etatycznie nie­
wyznaczalnyh. 

Jeteli ilość w~zlów nazwiemy m, ilość prętów tł, to otrzy­
mamy belkę kratowi\ statycznie niewyznaczalną, jeśli 2m- 3 <n. 
Chcąc z takiej belki kratowej utworzyć belkę atatycznie wyzna.. 
czalną, musimy n - 2m+3 prętów opuścić, a zatem te k= n+ 
-2m+3 pręty nazywamy nadliczbo wymi (n. uberziiklig), 
inne pręty nazywamy potrzebnymi (n. ncthwendig). • 

Opuściwszy pręty nadliczbowe, możemy dla danego obcią­
tenia wyznaczyć w pozostałych prętach siły wewnętrzne ~., 

*) por. Podręeznik statyki budowli str. 183. 
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6,, 6 1 ••• , poczem w miejsce pr~tów nadliczbowych przyczepiamy 
po kolei za. kaMy pr~t dwie siły równe jedności i wprost 
przeciwne, działające w kierunku tego pr~ta. Nazwijmy eily 
wewnętrzne, wywołane siłami =l zamiast pierwszego pręta nad­
liczbowego, u1 •, u, 1 , u, • ... , zamiast drugiego pręta u, ", u,", u1 u • •• , 

·-~ t . "' III Ul -~J. • •• 8 B Z&DllDD" rzec1ego U1 , u, , ·u3 ••• , na~cu~ nazWIJmy 1, ,, 

S1 ••• rzeczywiste siły wewn~trzne pr~tów potrzebnych belki 
statycznie niewyznaczalnej, a S, S", S"' prętów nadliczbowych, to 

S, = f61 +u1'S'+u, "S" +u.msm + .. ·} 
S11 =®,+u,•S'+~"S"+u,1118'"+... . . . . l) 
S8 =s®1 +u3

1S'+u3"S''+u,"'8'"+ ... J 

§. 74. Obliczenie sił wewnttrznJch pl'fł6w nadliczbowJch, 

Z powyższych równań widzimy, te moglibyśmy łatwo obli­
czyć S1 , S, ... , gdybyśmy znali siły wewnętrzne pr~tów nad­
liczbowych S', S", S"'. Siły te wyznaczymy na podstawie od­
kształceń. Nazwijmy odkształcenia prętów potrzebnych ds11 cisu 
ds1 ••• a prętów nadliczbowych ds', ds", ils'", to na mocy prawa 
pracy (§. 61.), możemy napisać 

IPdp- ~Sds=O, • . • . . . . 2) 

a wstawiwszy wartość za S 

'!Pdp- ~6ds-S'ds'!u'- S'dst.u"- ....... o 3) 

R6wnanie to jest watne ogólnie dl& jakichkolwiek sił w ró­
wnowadze zostających i dla jakichkolwiek przesunięć motliwych 
wskutek zmiany długości prętów. Załótmy, te wszystkie P 8\ 
równe zeru, S• = 1, ~'==S"' -=-0, ·to 

ds ~ u• =0, czyli 
u1'ds, +u,•ds,+u,·ds~+ ... ds'--=0 l 

Podobnie motamy napisac k równań. 4) 
u1 "ds,' +u, "ds, +t~, "ds1 ;-••• ds"=O J 

u1 "'ds1 +u,. "'ds, +u1'"ds, +· .. ds"'=-0 
Je!eli ciepłota prętów potrzebnych jest t 01 to dla tej oie­

płoty są długości prętów, a zatem i położenie wszystkich węzlów 
oznao&one. Jeśli przy tej ciepłocie wstawimy pręty nadliczbowe 
tak, te przez to nie nastąpi zmiana kształtu belki, to przy każdej 
innej ciepłooie odstępy węzłów Sil inne i wstawienie prętów na.d­
.liczbOwyoh wywołuje natężenia. 

* 
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Dla innej ciepłoty t i dla. obciążenia innego zmieru&Ją się 
siły wewnętrzne, a zatem i długości prętów, przyczem motemy 
napisać ogólnie 

. . . . . . 5) 

jeteli ~~ oznacza. spółczynnik rozszerzalności , s długość pręta, 

:a A przekrój. 

N 
.. $ 

azw•Jmy p= ·,.A. . . . . . . . . 6) 

1 U= «{t- 'f.)tA . 7) 
to ds= p(U+S) . . • R) 

Widzimy zatem, że wpływ zmiany ciepłoty możemy uwzglę-­
dnić jako zmianę siły wewnętrznej , że podwyższenie ciepłoty 
o (t-t0 ) odpowiada ciągnieniu a(t-t.)t. 

Przyjąć motamy dla żelaza :x= 0·000012 ::= 2000000kg.'cm' 
dla stali «=0"()()()()11, t=2150000kg/cm 7, więc w przybliżeniu 

dla. obydwóch '«= 24 kgfcm 2
• 

Równanie 4) możemy więc teraz napisać: 
u, •p1 ( (!1 + S,)+u2 ' p2 (U, +8,)+ ... +p' (l!' +8'}= 0 l 

u1 "p1 {U, +81 ) t-u,"p, (U, +8,)+ .. . +p" ( U"+8")= 0 k ró-

~·":P• ~U,_+~,).+~, .... p; ~U~+~,).+ .... :p-:~(~~~~.+~:--:=~~wnań · 9) 

Jeżeli mamy ·dane przekroje prętów, względnie jeśli j e po 
obliczeniu belki w sposób przybliżony przyjmiemy, jeśli znaną 

nam jest ciepłota t 01 przy której belkę zestawiano i ciepłota 

w danej chwili t, to motamy obliczyć dla każdego pręta p i U. 
Siły S są funkcyami sił znanych nam S, u i nieznanych s-, S", 
8"'. Widzimy więc, że w rów. 9) mamy tylko k nieznajómych 
8•, S", S"' ... , dla których wyznaczenia mamy k równań. W ten 
sposób wyznaczymy siły zewnętrzne pr-ętów nadliczbowy'lh. 

Jeśli ciepłota się nie zmieniła, czyli •-=t0 , to ll-=0, w1ęo 
rów. 9) nieco się upraszczają i .możemy napisać 

u1•p1S1 +u1 •p,S1 +u8 't>1 S1 + ... +p'S'=O l 
U.'~p1 S1 +u,"p1 S, +u1"p1 S, +· .. +p"S'•=O J .. . 10) 

u1
111p181 +u, "'p18, +u,"'p1S1 + ... +p"'S"'=O 

.Jeżeli w rów. 9) i 10) wszystkie ilości p pomnożymy przez 
dowolną stałą liczbę, to przez to wartości 8'. 8". 8"' się ni& 
zmieniaj-., Widzimy wi~c, te aby otrzymać w rachunku liczby 
wygodniejsze, motemy wszystkie p przez stosow1u' liczbę stał\ 
pomnożyć, co zupełnie na wynik rachunku nie wpływa. · 
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Zamiast oblicza6 ds według rów. 6) możemy wyznaczyć je 
wykreślnie według W i 11 i o ta. 

Prz,kła .. Belka równoległa o kracie równoramiennej podwójnej (rys. 83.) 
obciążona jest w punkcie l ci~ 
rem lO t. Belka ta jest statycznie 

a 

A~<~ 
niewyznaczalnl\ • bo • = 10, n=18 
więc 

. J'o 1 2 .'ł : 

. .............. . ·-· · Mnt . . ·· ·Y 

IOł 

k - "+S-2m = 18+8-20=-= 1, 
a zatem jestto belka statycznie 
niewyŻnaczalna pierwszego rzędu, 
która ma jeden p~t nadliczbowy. 
Niech zastrzał ~ l będzie p~tem 

rys .83. nadliczbowym. 

r~~~~~~~~~~--~~~~ 

·DA 

Na rys. 83o) z p1·awej strony wypisaliśmy długości pr~tów, z lewej 
przekroje w tm1• \\'yznaczmy za pomoc.ą. planu sil siły e dla danego obcil!'­
tenia (rys. 8:-l b). 

!· j l 

l i ' ! 11000000 l 
Nazwa ' e l u 8 .A p U@ l u pe l u'p 
p~ta 11.__ _ _ ___ - '-,.., l 

s 

: . ~ ' . ' ----~-. i- "'---·--~"'' l ~; . l -· --~ i .. l .A O jj- 7·6~ --0-00'! S·O l 40 S·7ó i- 1·87ó l+ 14-o6 o-9371 - 7·641 

O I , -12·5' -o-87 5·0 SO 8·33 '-7·247 + 90-59 6·906: - 12-761

1 I II 11 - 12·5
1
· +0'87' 6-Q . 70 , 3·ó7 'j+3·1()6 i- 38·82 2·7021-12·26 

II lll .. - 4·2 --0-87j ó-Q 70 . S·67 .- 3·106 :+ 18·06 2·70'2 - 4-45j 
III IY 11- 4·21 +o-87• ó·O SO 8·33 ,+7·247 1- 30-44 6·005; - 3·951 
.A l : O --0-87 5-o SO 8 SS - 7·247 O 6·SOó' - o-25 

l l 2 l+ 8·6· +0'871 w . 70 ll-ó! 1+ 3.106 !+ 2~·40 2.7021 + 8·751 
2 s . + 8-5 -0-87; 5·0 70 3·5, , - 3·106 ,- 26·40· 2·70'2! + 825 
s B i' o ' +O'R?I 6·0 00 8·38 + 7·247 ; o ; 6·8051 + o-251 o l .! +14-9 +1-oo 6·831 so 9-72

1+ 9-72 +144·83 9-72 +11>-19 
I 2 'li O - 1-oo &·831 15 19-441-19-44 ! O ; 19-44 1- o-29• 

1 II 8 •- 4·8 +HX> 5·831 15 19-44 +19-44 1- 9S·Sll 19-44 - 4·51 
j III B 11 O . - HX> 5-831• SO 9·72 - 9·72 ' O j 9·72 l - o-29 
1 l II .

1

.+ 4·8' - 1-oo ó·831 15 1!1-44 - 19-44 1- 93·81

1

19·44 ! + 4·51·

1 l. 2 Ul . O l +1-oo 5-8311 ló , 19-44 +19-44 l O 19·44 l + o-29 
S IV ·1 + 4·8 - 1'00 5·831 SO : 9-72 - 9·7'2 - 46·66

1 

9-72 l + 4·51 
! IY B 1: - 2·51 +0'50, 3-Q 40 ~ 3·75 + 1·875!- 4·44 o-981 - 2·36: 
1 .A I . - ! - 5·831 80 9·72 - __ =.__ _ ;::_i + o-291 

li l ;- 44·55,144·8-2'.? 
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Pl-0'pu...4ćmy teraz 1 że zamia.'lt A l działają na belkę 2 &iły =l w A i l 
wpro-<--t p17.eciwne. Siły, powstająee wtedy we wszystkicl1 prętach potrt.ebnycb, 
znajdziemy również ?.apomoeą plrom <:ił (83c). Są to siły u, których wielkość 
i znak, jakoteż i wielkOI<ć t-;ił 6 z('StĄwili~my "' tabliC?.()(>- W tabliczce tej 
zestawili{;my też <lługo.-ki prętów s, prz~~ie A i obliczyMmy 100000 p. 

Ponieważ tu jest jeden pręt nadliczbowy, czyli k= l, więc 
otrzymamy z rów. l) 

S, = <;,+u,s•, 8 3 =<;1 +u,S' , ... 11) 
itd. Zatem rów. 10) przedstawi się w na.stępnym kształcie 

u, p, (51 +u1S')+u1 p2 (<;, +u3 S'')+·· .+p'S'=O, 
czyli !: up<;~(!: u~p+p')S'=O, 

Y.atem 
~up~ s·- - ---- -=O 

~u"p+p' . . . . . . 12) 

W stawiwszy wartość otrzymamy 
-44·55 

8' = -
144

-.822+
9

.
72

=fr288t. Gdy tę wartość 

za S' wstawimy w 11) otrzymamy S,, 81 itd., któreto wartości 
uwidoczniliśmy w ostatnim rzędzie tabliczki. 

Z porównania rubryk <; i S widzimy, o ile się rótni~ wy­
niki dokJadne od przybliżonych. Ze znaków sił u widzimy td, 
ie gdyby siła lOt działała w St otrzymalibyśmy "• a zatem 
i u S' równe, lec.z ze znakiem przeciwnym. Jeżeliby więc dzia­
łały symetrycznie dwie równe siły w l i 3 to u i u s· byłyby 
równe zeru , a więc dla obciąi:enia jednostajnego zupełnego 
wyniki dokładnego obliczenia belki równoległej o kracie dwu­
krotnej nie różnią się wcale od wyników obliczenia przybliio­
nego. A te pasy obliczamy dla obciątenia całkowitego, więc 

obliczenie przyHiżone będzie dla pasów zupełnie, dla krzyźul­
oow w praktyce dostatecznie dok:ładnem. 

§. 1&. Belka równoległa o kracie złotonej. 

Jako przyklad wyznaczenia sił wewnętrznych w belce sta­
tycznie niewyznaczalnej wyższego rzędu wyznaczamy siły we­
wn~trzne dla tej samej belki, w której jednak urządzimy jeszcze 
slupy (rys. 84 a). 

Teraz belka będzie miała 4 pręty nadliczbowe : A I, i słupy 
l I, 211, 3ffi 

Siły 6 i u zostają te same, co w poprzednim paragrafie. 
Rys. 84b przedstawia plan sił , jeżeli zamiast I 1 działaj~ w I i 1 · · 
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rys.84. 

-.l/f .nr +l .l 

+2.J 
+l H' 

-.J.B 

siła m.//.? 
c 

siły równe jedności i wprost przeciwne, rys. 84 c, jeśli w n i 2 
działają siły równe jedności, a 84d, jeśli w III i 3 działają siły 
równe jedności. Siły wewnętrzne w pierwszym wypadku nazwijmy 
u', w drugim u", w trzecim u"'. Wyniki zestawiliśmy w tabliczce. 

l Nazwa S l u l 
l =prę=ta=!t:='==i~jl =' ==±=·::,=_=*=_=-~' :=§=-=-='-=-'*=-=-m==-!::··===· ::cm~ł-q~~l=l u=p=S=J. 

.A o - 7·51 -0-50: o l o o 3'() l 40 ! 3·75 + 14-of 
O I -12-5 - Q-87 O O O W 80 8·33 + 90-59 
l II - 12·5 +o-87 +Hl O O 5·0 70 3·57 - 88·82 
II III - 4·2 - Q-87 - 1-61. +1-61 O 5'() • 70 3·57 . + 13-o5 
III IV - 4·2 +o-87 +1-61" -1'61 +1·61 15-Q 00 8-33 - 80-44 
..4 l o -0-87 o o o 15-o 00 8·33 o 
l 2 + 8•5 +o-87 +1·61 o l o w 70 3·57 + 26·40 
2 3 + 8·5 - Q-87 - 1-61 +1-61 o ' 5-o 70 3·57 - 26·40 
S B + O +0'87 +1-61 - 1·61 ! +1·6l j5-o SO 8·33 O 
o l +14·9 +l<JO o o ' o 15·831 00 9-72 +144·83 
I 2 O - l<JO -NK> O 

1 
O 5-831 15 19-« O 

II 3 1- 4-8 +l<J0
1 
+HK> - 1·90 j O ! 5-831 1 15 1 19-44 - 93·31 

8 
l 1000000 

.A c; 
• 
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Nazwa i e · u . u' ! u" 1: u1
" j s j .A ! 1~ 

1 pręta 1-j-, --: .' ~ -,-
1
--d.-.:-;~;~-~~ up$ 

m B o - J-oo
1
- t·90! +t·901-1·90 [ 1Y83t l 90 l 9-72 o 

l IJ + 4·8 - 1-<X>l -1·90. O O 16·831 : 16 1 19-44 - 9S·Sl 
2 Ul o +1-<X>I +l·OOI - 1·00 o &831 16 1 19-44 o 
1
3VIBV + 4·8 -1-oo1 -1·~ +1·90 - 1·90 6·831 90 l 9-72 .

1

- 46·.66. 
- 2·6 +0'50 -l -()Ol +HX) - 1-QO l SoQ 40 8·76 - 4-44 ~ 

.4 I - - - l - - 6·831 90 . 9·72 - l 

l 
l I l - - - : - - SoQ 16 j tOOO l -
2 n - - - 1 - - s-o 15 1 1o-o 1 - ' 

l S lii !i - l - - l - - l s-o j 15 ! 10oQ 1·-.:: 44·i>f> , 

Nazwa 1 l 
p~ta u

1
p uu'p ~ """'P u'p __ j u'pS J M'

1p 

-.AO I ~;:! g , 8 g g 8 1 g 
~ I~ 2-702 + 6-()()1 : O ., O + 5·76 · - 71·88 1 + 9-26J 

l
ilii I

1
TIV j

11 
2·7021 + 6-()()1 - 5·001 O - 5·76 J + 24-16 9-26, 
6·SOó1 +J 1"668 - U668'' +1N>GR +13·49 - 49-()() ' 21-71 

t ~ ~:~1 + ~-()()1 ! g g + ~75 + ~-88 ~.?61 
2 s 2·702 + 5-ool - 6-()()11 o - &75 - 48·88 9·26' 
S B 6•805 +Il-668 - 11'6181 +11·668 +18·49 O 21-71 ~ 
o l 9·72 o o o l o o o l 

I 2 19-44 ! +S6-9S6 l O 1 O - SG-94 O 7(} 191 
11 s 19-44 +36·936 - S6·9S6 o +36·94 -177·31 7(}19' 
III B 9-72 l +18·468 - 18·468 +18·468 -18·47 O SIS-101 
l II 19-44 ' +00·986 O O - 86-94 - 177·51 7(}19' 
2 III ' 19-44 +00·986 - 86·986 O +36·94 O 7(} 19[ 
S IV 9-72 +18·468 - 18·468 +18·468 - 18·47 - 88·65 35·10: 
IV B 

1 

. . 0937, - 1·875 + 1·876 - 1·876 - 3·75 + 9-38 S·76'1 
.A I . -
l I . l l 

2 II !l = J - - l - l 
8 III ·; - · l - - . - 1 1ri44:82 - 2'.26·Is- l -=i42·27 r +58·39 1 - - - ...::580-62 +485-17' 

l ;1 l l l l 1 l Nazwa! N'N"o u'u""o v"'p u"u"'p u"...c tł'"p6 • u"'1p S · 
pręt-a ;: • • .. l l ł'""' . l 
~o-t·- o l--o l o 1-- o ·, o 1

1 

_ o _......._! ~ ! - 4~~1 
O I . O l O O O 1 O O O ~ - 7·55' 
1 II ~· O O l O O O ; O ! O - 1097' 
li III jl- 9-26 1 O ; 9-261 O - 24'15! O : O : - 6-ffi! 
III IV ·- 21-71 1 21·71 ; 21·71 - 21'71. + 49-oo' - 49-oo1 21'71 .,_ 2-54 

l .A 1 o l o l o l o l o l o l o + 4·96 
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· [ ~~~ l u'u"p u'u"'p ~ u"1p ! u"N'"p l u"p6 : u"'pel v"''p l S 

l 2 l' o o l o ! o l ~ ! o ~ o -- j ~; ... 
2 R l! - 9-26 O · 9'261 O l+ 48·88! O O 1 + 6·62 
8 B 1,·- 21'71· 21·71

1 

21·711 - 21·71: O l O 21·71, + HO 
o l l o . o o l o : o o l o l + 9·21 
I 2 ~ O l O l O O O • O l O l - 1·96 
II S ,. - 70'191 O 7(}191 O +I77·Stl O O !- · 2·42 
III B - SIYt0

1
- SIY10 3&10; - 3&10 O l O 3&10.- 1'61 . 

l II -~ O O O l O l O O O + 2·SU 

l 2 III - 7<Fl9t O 70'19 O O l O O l + 2·88 
3 IV , - 35-10 Só-10 :l.''>'IO - 35·10,+ 88-65 - 88·6ó 85-10· + 3·19 
IV B . - 8·75 3·75• S·7ó - 8·75 - 9-38 + 9·38 3-75 7·00 
A I ·j - • - - - l - 1 - 1 .. 5·69 

~A : = l= =i = . = ! ~~ -= ! i:~~ 
3 III . - 1 - - 1 - l - ·- ' - : - (}00 l 

~ -276·27: ll7·S7 276-271 · . . ti7·87i-f.380-Sl. - 128·27 117·871 . . - -

Według rów. 2) mamy 
S1 = S 1 +u,S'+tl1 'S"+u, "S'"+u1 '"sn· ł 
S, = S, +~S' +u, 'S"+~ "S"' +u, "'S1 ' . 

~· -:-~+_"·~·~ .. ·~s-:+~,"-8":+:"~8': l ... 13) 
Gdy wstawimy wartości za S 1 w rów. 10), otrzyma.my 

u 1p1 (S1 +u,S'+u1•S''+u1 "S"'+u1"'S1'}+u,p, (S, +u,S'+~'S"+ 
+u, "B'" +u,111S11r) + ... +p'S'=O, czyli 

IupS+(~u2p+p')S•+S" !.uu'p+S"' !uu"p+S11'~UU'"p=0 l 
~ u'pS+S'!.u•up+S'' (I. u'2p+p")+ S"' !.u'U''p+S1" Iu'u"'p=0 

Iu"p S+S'Iu"u;>+S" Iu''u'p+S"' (I u"'p+p"')+ 14) 
+SI''~ u''U'"p=O 

I u'"pe+ s·~ u"' up+ S"I U111U1p + S"'I U"'1ł"p+ S11' (I u'"2p :ł­
+F~~')=O 

Wstawiwszy wartości otrzymamy 
-44·65+(144·82+~H2)S'+226·15S" - 142·27 S'"+58·39S~~'=O, 

- 530·62+226·1óS'+(43ó·17 +lO) S"- 276·27 S'"+111·36S"'= 0, 
+330-31 - 142·27 S'-276·27 S"+(276·27 +10)8"'-117·37 S11'=0, 
- 128·27 + 58·39S'+117·37 S" - 117·37 S"'+ (117·37+10) S11'=-0. 

A stąd po rozwifl.Zaniu równań mamy 
S'=- 5·694 , S''=-t-4·026, S"'= - 0'220, sn· =-0·296. 

Na podstawie tych wartości i wartości u mo!emy nareście 
·obliczyć według 13.) dokładne wartości sił wewn~trznych s,· 
któ~ znajdują si~ w ostatnim rządku tabliczki. 
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Z porównania tych sił, ze siłami wewnętrznymi, któreśmy 
ótrt:ymali w poprzednim paragrafie widzimy, że przez dodanie 
słupów zmieniliśmy zupełnie siły wewnętrzne i to nietylko 
w krzyżnicach , ale i w pasach. A zatem obliczenie kraty zło­
ionej o krzyżulcach tęgich przez nieuwzględnienie słupów i rozło­
żenie na dwa układy daje wyniki zupełnie niezgodne z rzeczy­
wistości~. Dodanie słupów wzmaga w niektórych prętach siły 
wewnętrzne. A że obliczenie dokładne jest nadzwyczaj żmudne, 
więc lepiej nie używiać takiej kraty. 

§. 76. Belka wieloboczna. 

Sposób obliczenia belki wielobocznej statycznie niewyzna­
czalnej jest taki sam , jak belki równoległej i nie potrzebujemy 
się więc powtarzać. Wyniki j ednak obliczenia są tu inne, nit 
w poprzednich paragrafach. Winkler oblicza jako przykład belkę 
pa.raboliczn~ zbieżną o kracie równoramiennej dwukrotnej 
i dwóch slupach*) i otrzymuje wprawdzie dla pasów wyniki 
dokładne mało co się różniące od przybliżonych, dla krzyżulców 
zaś zupełnie odmienne. 

Jeżeli krata jest więcej, niż dwukrotn~, to liczba prętów 
nadliczbowych jef't większa, niż 1. Dla belki równoległej rozkla­
danie na pojedyncze układy jest dozwolone, gJyż błąd jest bar­
dzo mały, dla belki wielobocznej daje sposób ten przybliżony 
tylko dla pasów dość dokładne wyniki , dla kraty zaś nie. 

To samo stosuje się także do belek o kracie prostokątnej 

i podwójnych gibkich krzyżulcach. Belki takie równoległe mo­
żemy snadnie obliczać według sposobu przybliżonego. 

§. 77. Bełka Howe'a. 

Belka Howe'a ma kratę złożoną ze sztncznem nat-ężeniem. 
W celu obliczenia jej dok.ła.dnego należy obliczyć j~ naprzód 
bez względu na sztuczne natężenie, a więc według §. 72, uwzglę­
dniając tę okoliczność, te dt·zewo ma inny spółczynnik spręży­
stości , niż ilelazo, a potem uwzględnić wpływ ~tucznego 

natętenia. **). 

*) p. 1V i n kler. Tbeorie. der ge.gliederte Balke11trll.ger, f'tr· 252. 
-) p. Poda-. t. most. t.om J. ~tr. 90. 
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Wprawdzie obliczenie przybliżone kraty złożonej daje wy­
niki bardzo niedokładne, jednak z powodu, że natężenia stuczne 
nie dadzt\ się dokładnie wyznaczyć, więc dokładniejeze wyznar­
ezenie sił wewnętrznych już z tego powodu nie jest możliwe; 
w praktyce więc wystarcza wyznaczenie przybliżone. 

f. 78. Belka ciągła. 

Sposób ten wyznaczenia sił wewnętrznych da. się zastoso­
wać także do belki wieloprzęsłowej. Jeżeli w belce dwuprzęsło­
wej (rys. 85.)1 opuścimy pręt m n, to otrzymamy dwie belki 

rys.65 statycznie wyznaczalne. 
~ Pręt mtt jest więc tu prę­

~~-~---- tem nadliczbowym. W belce 
.A B C trzyprzęsłowaj mamy dwa 

takie pręty nadliczbowe, w czteroprzęsłowej trzy. Jeżeli przy­
tem krata jest podwójna lub potrójna., liczba prętów nadliczbo­
wych wzrasta. Dalsze obliczenie jest takie samo, jak w poprze­
dnich paragrafach. 

§. 79. Wpływ zmiany ciepłoty. 
Jeżeli ciepłota~~~ belki statycznie niewyznaczalnej się zmieni 

o (T- t 0), to zamiast rów. 10) musimy użyć pierwotnych równai1 9) 
i wprowadzić w rachunek ilości U-2 ('t-t0)&A według rów. 7). 

Jeżeli belka składa się z części drewnianych i telaznych, 
musimy uwzględnić tę okoliczność, że :.: i ' są inne dla części 
drewnianych a. inne dla żelaznych. 

X. Natężenie drugorzędne. 

f. 80. Określenie natęień drugorzfdnych. 
Przy obliczeniu belek kratowych przypuszczaliśmy dotych­

czas zawsze, że pręty połączone są między sobą przegibnie, bez 
tarcia, a co za tem idzie, że siły zewnętrzne działają w osi 
prętów. Tymczasem przy mostach europejskich łl:}czymy pojedyn­
cze pręty zawsze nitami, wskutek czego kąty, jakie tWOtzt\ pręty 
belki kratowej przy ugięciu jej nie mogą się zmieniać, a więc 
w w~ach powstają momenty, zginające pręty, których osi nie 
są już teraz proste, lecz wyginają si*: w jednym kierunku lub 
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esowato. A nawet jeżeli poł~nie p~tów jest przegibne ·(w mo­
stach amerykańskich), to występuje zawsze tarcie, w skutek czego 
sily wewn,trzne przyjmuj~ połotanie mniej lub więcej mimo­
środkowe. 

Natężenia, wywołane siłami wewnętrznami w przypuszcze­
niu ~zenia przegibnego beztarciowego, nazywamy natęże­
niami pierw.szorzędnemi (n. llauptspannung, primare 
Spannung), natężenia, które powstają wskutek stałych połączeń 

węzłowych, nazywamy natężeniami dr u g orzę d n e m i (n. Se­
cundii,rspannung, fr. effort seCMUlaire, oz. sekunderne napjeti). 

Oprócz tych natężeń powstaj~ jeszcze dodatkowe natężenia 
wskutek mimośrodkowegp poł\(lZenia prętów, wskutek nagłej 

zmiany przekroju, ugięcia poprzecznic itd. Niektórzy nazywają 
te natężenia także drugo~nemi , my jednak dla odróżnienia 
od natężeń, powstałych z powodu stałych połączeń węzłowych 
będziemy je nazywać d o d a t k o w e m i. W tym rozdziale mó­
wić będziemy tylko o natęż~niach drugorzędnych i wyłożymy 
rzecz tę według Ritter a*). · 

§. 81. Zasada obliczenia natęień drugorzędnych. 
Według M a n d er l i*), który rozwiązał pierwszy trudne 

zadanie wyznaczenia natężeń drugorzędnych, postępujemy w na• 
stępny sposób: 

Obliczamy najprzód siły wewnętrzne pierwszorzędne w przy­
pus?.czeniu poł~zeń beztarciowych przegibnych, z tych natę­
żenia pierwszorzędne i zmianę kątów przy ugięciu, które by 
powstały przy połączeniach przegibnych beztarciowych. Momenty, 
które powstają wskutek stałych połączeń węzłowych , uważamy 
jako nieznajome, które wyznaczamy w ten sposób, aby przez 
ugięcie prętów wskutek tych momentów, kąty te odzyskały 

pierwotną wif'lkość. Z momentów węzłowych wyznaczamy wreście 
w zwykły sposób natętenia drugorzędne. 

DJa obliczenia natężeń drugorzędnych potrzeba według po­
przedniego wyznaczenia natęteń pierwszorzędnych i znajomości 
przekrojów A zatem musimy zawsze aajprzód wyznaczyć w zwy· 
kły sposób siły wewnętrzne i obliczyć przekroje, dla których 
dopiero możemy obliczać natężenie drugorzędne. 

*) Ritter W. Anwen<łungen der graphi~heu Statik. 1800. 
- ) p. Ałlgt-meine Bauzcitmtg lSf(). 
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§. 82. Zmiana k•t6w w trijqcie. 

Zmian~ kątów trójkąta wskutek zmiany długości jego 
boków wyznaczyliśmy jut w tomie I*). Nazwijmy zmianę kąta 
przy A (rys. 86.) aa., pr-.ly B a~ , przy C ar, v,, v, i v3 na~żenia 

prętów s1 , s2 i s,, to według rów. 90 (t. I, str. 169). 
« ~ .. = (vg- v1 ) dot B+(v1 - v,) dot C l 
,a6 = (v, - v1) dot A+(v,- v1) dot C 
t~c=(v1 - v2 ) dot B+(v1 - -t1 )dot.A 

• . 16) 

Równanie 16) da si~ wykreślnie te! przedstawić. Spuśćmy 
z A, B i C (rys. 87.J prostopadłe na przeciwległe boki i ode­
tnijmy na nich natęłenia v przeciwległych boków, poczem wy­
kreślmy do nich równoległe, a ot.rzymamy 

. 
W l~ 

tys.86. 

A 

• • • • • 16) 

f. 83. Kllł odchrlenia osi prfł6w. 

Teraz będziemy się starali 
wyznaczyć styczne kątów od­
chylenia osi prętów w w~zlach. 

Powie.dzieliśmy wyiej, te 
sila wewn~trzna 8 nie działa 
w osi pręta i wywołuje mo-
menty w~złowe M i M' (rys. · 
88. ), wskutek czego pręt się 

wygina. Nazwijmy styczne 
k-.tów nachylenia linii ugięcia 

*) p. Pod~znik statyki budowli tom I , str. 158. 
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w A i B -: i r, to otrzymamy je, wykreśliwszy drugi wielobok 
sznurowy, jak dla belki cięgłej. Powierzchni~ momenlów dzie-­
limy na dwa trójkąty, których powierzchnie ł Ms i -ł M's 
zaczepiają w pionowych trzecich części. A, U i YB1 ~ to sty­
czne podporowe. 

Z rysunku widzimy, że B,·B,", pomnotone przez odległość 
biegunową tJ, jest moment statyczny siły ~ Ms, a więc 

J ." 11 2 1118, 'lll:•s 2 B 'B u_t.w.S.sS .w. . B B '=-.vJ.-
a a eJ StJ 1 ' 2 6t!.J t 

więc B B "=(2M--:~)s, stąd T=J!~B,·~ ... J2•-•')8l 
l l 6t.J t s 6&J 

17) 
a podobnie T'=i!_ lll'-ll)!_ J 

6&J • 

f. 84. R6wnania moment6w wtzłowrch. 

Przypuśćmy, że rys. 89. przedstawia nam ugiętą belkę, 
rys. 89. przyozem wykreśliliśmy 

,., S pełno cięciwy prętów, 

a wykreskowaliśmy 

ugięte pręty, schodzące 

się w węźle 4. Kąt za-
~-~---~~ warty między ugiętymi 

'·~ prętami 24 i 84 jest taki 
sam, jaki byl przed ugięciem z powodu połączenia stałego nitami, 
kąt 3 4 2 jest. o <t3 - T1 większy od t.ego kąta, zatem ~H =<t1-<t3 , 

a ze względu na rów. 17) 

.~ ... - S11 (2M,-_M,') _ Ss (2M.-1J!,') 8) 
.. g ... 6J, 6 J, , . . l 

przyozem M, i .M, oznaczają momenty węzłowe przy danem 
węźle M,' i M,' w przeciwległym końcu prętów. 

Podobne równ&nia otrzymamy dla ~3·b i aH. 

Ponieważ wszystkie momenty węzłowe w w~e 4 muszą 
·byó w równowadze, więc 

~+~+~+~=0 .. .... l~ 
Otrzymamy więc dla węzła 4 cztery równania, które mo­

żemy także inaczej napisać, nazwawszy 
s M ·c..;=- 11-· • • • • • • • 20) 



• 
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Otrzymamy mianowicie dla węzla 4 
'a11 •1 ==(2 1-'s - ~Ag~) - (2~ot, - ~ ') 

1 !~1.,-(2;t.,-;t.,')-(2 ;t.1 -;t.1') •••• 21) 
,a, .• = (2;t.$- v-r.') - (2JJ.a - .,._ ') 

J1 J, J, J. - ~ +- ~ota +- .,., + - - .,.. - o . s, Sa s, s. 
Podobne równania dadzą się ustawić dla każdego węzła, 

a otrzymamy ich tyle1 ile jest momentów węzłowych; moiemy 
je zatem obliczyć, rozwiązawszy równanie wedle ;t. . 

•. aa. Wrtrełlne WJZ•ozealt ......... WfZłOWJOh. 

Rozwiyanie 2n równań byłoby l'ZieCZil bardzo tmud.ną 1 

~dzej, chociaż próbowaniem, dojdziemy do celu ·droga\ wykre­
ś~ą, podan~ przez Ritter a. 

Przypuśćmy, że znamy ;t.' dla węzła. 4., a staramy się 
w~naczyć ;t.. 

Wykreślmy wielobok sił (rys. 90.), odcinajllC siły .-!, potem • 
wykreślmy kierunki tych sił w ~pe.ch 'a i przesuńmy te 

rvs.90. 
~ 

, --1J?,;, ···-···· ··r·ct&,.-----l-----1·· -L4J ··f'-···· ··-;t.;- ·· . ~-- 'Jii•• 
! 6 

·... R a l · -s 
' . 

.. , 'L l 
~ , ,,~ 

---•• _ ... -!_u- ... l. .... !~ .. . --·' 
"' ,'3 . 'l , 
.. ,, l ,.",'' 

.. . , l 

r------=~o '·. i · / : s ........ i~, - - ---'--:··· 't·- • ·;&~-- -· ff"6-·---->1 
', ł. ,,"' . , 

' l 

ł • 

siły o ;t.'. Złóżmy teraz te siły, a otrzymamy wypadkow~ 4. 
Ods~py pr~suniętycb sił od wypadkowej SI} równe 21-\-

Konstrnkcya. ta czy~ zadość wszystkim rów. 21). Odstępy 
sił nieprzesuniętych od wypadkowej są 2 ;t. - ;t.', a róinica tych 
odstępów równa się ! a, przez co wypehllają się pierwsze trzy 
równania. Ostatnie rów. 21) orzeka , że suma momentów doty-
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cących sił · ?. ze względu na wypadkową jest równą zeru co 
3 

wedle konstrukcyi się sprawdza. . 
Zachodzi tylko ta okoliczność, te nie znamy wielkości JA•. 

Nie pozostaje nam nic innego, jak w pierwszem przybliżeniu 
przyjąć JA' = 0. Otrzymamy przybliżone wartości !J., które dla 
syiednioh w~ztów dadzą nam JA', motemy więc tam jut dokła· 
dniej wyznaczyć JA , które znów są dla sąsiednich węzłów JA'. 

Na podstawie tych JA' obliczamy po raz drugi, a jeśli potrzeba 
i trzeci, JA tak długo, aż nie okaż\ się już więcej znaczniejsze 
różnice. 

Przy tej konstrukcyi trzeba, rozumie się, uwzględniać znł!-k 
ta i JA'. Kreślmy więc w każdero węźle pręty w porZ\dku. jak 
wskazówką posuwa się na zegarze i odcinajmy dodatnie a na 
prawo, na prawo od wypadkowej Idące !J. uważajmy jako do­
datnie, na lewo jako ujemne. 

Na rys. 91. widzimy dwa wieloboki sznurowe dla węzła 
3 i 4 (rys. 89.). Nazwijmy odstęp nieprzesuniętej siły od wy­
padkowej 11, to 

s 

2JA,=-~J..'+"i, i 2~J-3=~J.a'+r,l. 
ryŚ. 91 . 

l· 

I 

l 

ł"' '~ •. J i l 

! 

s ! 6 
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Ponieważ dalej !J., =v-a' i V.a = p.,·, więc 
, "'a+ 2 ·r,, ll, +2 Y, l 

fl, = 3 tJ.,= ·- 3 . . 22) 

Gdybyśmy znali położenie wypa,dkowych 1 tobyśmy mogli 
wprost obliczyć tJ.', tymczasem ponieważ zwykle wypadkowe 
niewiele si~ przesuwaj", wi~c na podstawie tych równań możemy 
w przybliżeniu wyznaczyć p.'. Podwajamy cyrklem 'tJ,, dodajemy 
do tego Yls i dzielimy przez 3, o tę długośĆ !J.3 ' przesuwamy 
eiłę 3 na lewo. 

Wyznaczywszy w ten sposób !J., możemy łatwo obliczyć 

natężenie v'. Mamy bowiem v' I M e, a ż.e według 20) 

. . M
. 61tJ. . , 6c 
= S -- 1 WięC V = S fl . 23) 

Prr}kład. Jłll:o p~yklad wyzp~zymy na~enia drl.lgQrzę<\ne mostu 
11ad Pegllieą kolei Norymbergia - Neuhaus o J"Oilpięt~ści H6m (tabl. IV), 
dla k~go Steinet· wyZlllW.tył te uat~cnia imaym ><posobem (łic7.ebnym*). 
Pomost leży u góry, c.iężar wła~>'lty wynosi dla pasu dolnego 029 t/m, dla 
pnego 071 tjm, ciężar m chomy 2·»4 f /IH jedn('j belki. Belka j e.'<t całkowicie 
obciążona. 8i.ły wewn~trl'.ne pierw><7.on..ędne B, pr:7..ekroje prętów A, momenty 
bezwładtt~ci I, ods~1> włókna ~<kl-o.jneg<> cxl o..,.i obo~tnej e i długości pr~ 
tów 8 podane są w porumej tablicy . ' 

i .. i l ,, : l 
· .. l ' I 
1 • 8 1 .A I e S . f1l p.1 v1 "• • V 

: Pr~t ; . l l l 11 i l 
• ! 1 -,:;;;-~ ...,.. !·-~".· .. :;;- ~ t - cm;-! Ar1/~;,.; ~ ł;~m; -l koJe"'' . kfJ/e>~;.- i' ·1.;;,.".-;· 

. l • • l • 
.o---łi ·- - - -· . ~ -· - · -- ---~- , _.......::.:.. - - :..:= - :=-=- ..:. --... -

" '1 1 s 11400; 86i 0010 i UH>I 3M1
1 

ó·1 - 1270' - 1400
1 

254 l 286 11-410 
s 5 :· 400 166 7110 lts-oi na-o. J7·75 - fł60: - 6.<10 104 l186 . -660 
ó 7 : 400· 2'26 l~ 2'00 134·8 ln-5 - 20, - 400. 6 120 , - 696 

l 7 9 ! 4001253 10000 w-o; 159-7; 132·5 1 + 2'20 - 400! 66 188 -621 
• : 9 11 ; 400 253 15100 1 20-Q H>R-() lri-75 + 400~ - 400' 120 120 1 - 664 

i O 2 , 9:XJ 48 2140 18·8
1
1 IM) 107 1- 1200 - 1470, 497 • 009 l +312 1 l 2 4 jl 400 96, 4270 lS·H (;(>··( 1(}(.'7 -- soo: - 800. 76 l 178 +699 1 

· 4 s '400 182 oooo 16-o, mn; t.t·oo! - ooo. - 6!50 72 . 156 , +642 1 
_ : 6 S ,1400 2'24 12200

1
200. 149-H·

1 
H06.') - r,o1 - t>.<K> 15 i 207 +667 

- ·• 8 10 l 4001·239 13000 20()' 165·9 3'2-5 + GOOI + 500: 180 l 150 +694 
! O l . 300i 14H' 4410 12·6! 70!}111-(il l +H:ro1 + MO 2'23 : 107 -496 
l 2 S 1429'

1

186, 69'JO Ul·O 706 16·13 + 740. + S!JO 186 1 98 . -527 
l 4 5 :1 429 117( 5690 1.7·8! 52·8. 13·261 + 700: + 000 182 149, - 461 l 
1 6 7 1 429. 891 swo us' 85-o N5~ + 760: + 110

1 
157 

1 
147 -898 

1 l 8 9 429, ó&, H>40 12-H 17·2 3·łt.? + lW> + 140. 67 • 25 . -818 ; 
: l 2 ·429' 96 12800 ' 200 71·~J 29-Bł + 00 + lltlO! 17 ' 107 : +749 ' 

l s 4 . 42!}1 ni 6&r>O • H;·d M·tl t6·27· + ~~iol + ~ ro ! no i +700 l 
. 5 6 · 429j M, 3(i(j() 14-o' as·s: s·&.'ł + ~ + mo, 159 ' 112 . +648 : 
i 7 8 ' 429. 40 740 H·6 18·5. 1 ·71ł + 750 + ~ 107 1 38 ., +462 : 
! 9 10 1429

1 
4Si 1100 . 11·1 Oti6: 2·Ga + 400! + so~ (i2 & + 14 : 

*) p. Handbuch der Ingenieurwi<>Sen..'!Chaft.en t. II. str. 862. 
PodY. Teor. moet6w.. fl 
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Nl\iprzó<l wyT..naczylib"DlY nat~ienia pierwszorzę<lne i dotyczale kfłt6w 
i ozu czyli j e na ryt!. l. Na p<Xbtawie rów. 14) oblic~ylif!.my potem zmian~ 
k4t6w co i z uwzglę<lnieniem znaku o,-.naczywmy wartości te w rys. 2., 
poozem przystępujemy do wyznaczenia ~ i ~· według §. 8'2 (.rys. S. do 18). 
W każdym z tych rysunków wylcreśliliśmy dla danego wę~rJa wielobok sił 

l . 
n. p. w rys. 4. dla w~la 4 siły 

8 
dla pręt6w 18, 12, 10 zawsze w porządku 

tym, w jakim nan:afiamy pręty, posuwając &if, jak wtSkazówka na zegarze. 

Dalt>J kret$limy kierunki tych sił w odstępach co w podziałce tov~:;".., 
lic:r~c <lodatnie lO 11a prawo, ujemne na lewo ; kierunki te wyciągnąć należy 
od 1·azu tu!"7..em. Siły te skła<lamy teraz zapomoc·ą wieloboku !:'ZJI\Irowego 

i otnytnuj emy tymczasowe położenie wypadkowej. Teraz przeiłuwarny kie­
runld o ~·, które nam jednak jeszcze nie j t'8t znane, prz~jmujemy więc ~ 
w przybliżeniu, korzystając z 1-ów. 2'2), l"' i~·. leżące na prawo od wypadko­
wej, uważaq~y jako dodatnie, na lewo jako ujemne i prze-suwamy odpowie­
dnio k:iel'unki ~ił w pierwszym wypadku na lewo, w dnigim u a prawo. Dla 
prze!iU llięt.ycl• sil ln·etilimy znów wil•lohok S?.nurowy i ot.rzymujemy popra­
w iot•y kienmek wypadkowt>j . Teraz :--prawdzamy, czy dla j ed11ego pręta ~ 
ot.rzymnne z jednego t~tmku rówua ~i',! p! ·w drugim, n. )l. ozy 0(\~:~~p wy­
padkow~j l w 1·ys. 4. (w~ l ) od ~;iły 3, wi\IC ~p.3 •-<•wnA. f'ię podwójnemu 
odstępowi wypadkowej 3 (ry~. fi.) i popmwiamy rysunki te dopóty, aż tę 

~uO.Sć osiągniemy, wtedy odczyt.ujemy p. z ry~uttk6w wedh~g podziałki 

c& (tu 100\;"..). Wpisali,~my wartości te w tabliczkę w ntbrykach ~ i p.'. 

Na podstawie rów. :!3. oblicumy t:tąd wreśoie v1 i v1 ' , natęże11ia drugorzędne 

li& obu koi•cach vr~ta. 

t. 86. Wpływ minaośrodkowego utwierdzenia Prt16w. 
Jeśli niektóre pręty ą mimośrodkowo utwierdzone, to 

powstaj~ wskutek tego dodatkowe natężenia , a oprócz tego 
zmieniaj~ si~ natężenia drugorzędne. 

Nazwijmy odstęp osi pręta od węzła c, dodatnie lub ujemne 
wedle tego, czy wskutek tego koniec pręta zgina się na prawo 
lub lewo, to odnośne momenty s~ M= Sc i M'=Sc', a według 17) 

12M- M•)s (2c -c·)Ss 
't = = ·----· . 
" 6tl 6&1 • 24) 

K\tY zmieniaj~ się wi~ nietylko wslmtek odkształcenia 
prętów, ale i mimośrodkowego utwierdzenia. Konstrukcya wska­
zana w poprzednim paragrafie cała małoco się zmi~nia, miano­
wicie ka.tde poprzednie a powi~ksza si~ 0 T<'l ka..tde następne 
pomniejsza się o tę ilośó, a więc w rys. 88. i 89. , p o s u w a my 
kierunki sił o· Te na prawo. Zreszt" konstrukcya się nie 
zmienia. W ten sposób otrzymujemy natężenia drugorzędne, 
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oprócz tego obliczamy wprost natętenia, powstale wskutek 
mimośrodkowego utwierdzenia; mają one zwykle znak przeciwny 
tak, te na~tenia te po części się znoszą. 

§. 86. Wpływ przekroju prtt6w. 

Aby zbadaó wpływ przekroju pr-ętów na na~tenie drugo­
rzędne, pomyślmy, że momenty bezwładności l wszystkich prę­
Uw sta.ly się n razy większe, a przekrój ich A i odstęp skraj­
nej warstwy od osi pozostał niezmie1my, to przez to v. się nie 
zmniejsza, natężenia drugorzędne pozostaną te same. Przypuśćmy 
teraz, ~e także wszystkie A stały się n razy większe, e pozo­
stały te same, wtedy natężenia stały się n razy mniejsze, a więo 
i a i ł" n razy mniejsze, zatem natężenia zmniejszyły się n razy. 
Jeżeli zaś A nie zmienimy, lecz e stanie n razy większem, to 
natężenia n razy wzrosną. 

Z powyższego widzimy, te natężenia drugorzędne są w pro­
stym stosw1ku proporcyoyalne do szerokości prętów i natężeń 
pierwszorzędnych, a w odwrotnym do przekroju prętów. A zatem 
chcąc uniknąć wielkich natężeń drugorzędnych, należy robić 
pręty tak w,.skie, jak na to pozwala dokładne pol~zenie nitami 
i wzgląd na wyboczenie p~tów ciśnionych. 

Ponieważ w mostach dla małych rozpiętości szerokości 
prętów ~ w stosw1ku do ich długości największe, wi~ też przy 
takich mostach }>OWstają największe natężenia drugorzędne. 

§. 87. Wpływ obciątenia. 

Jeżeli na belkę działa ciężar ruchomy, to powstaje pyta­
nie, dla jakiego obciążenia powstają największe natętenia drn· 
go~ne. Najprędzej wyznaczyć je możemy zapom~ linij wpły­
wowych. Wprawdzie tu metoda linij wpływowych nie da si' 
ściśle zastosować, bo tu zmiany rłUJlion momentów wskutek 
odkształceń sprętystych nie ~ w stosunku do wymiaru p~tów 
nadzwyczaj małe, ale i cała powyi:iZ& teorya jest tylko przybli­
Wntl, motemy więc równem prawem uływaó linij wpływowych. 
W tym celu naleła.łoby badać wpływ cięłam P= l, zaczepi<>· 
nego w pojedynczych węzłach ; badanie takie byłoby jednak za 
tmudne. W i n kler doszedł przytem do wyniku, te w ogóle 
motna przyj~ te na~łenia drugorzędne 8fł najwi~ksze dla tego 
samego obci~enia, co pierwszorzędne. 

* 
... 
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§. 88. Wpłrw ustroju belki. 
W i n kle r badał natętenia drugorzędne <lia rozmaitych 

belek kratowych ; my tu podamy tylko wyniki, do jakich on 
doszedł. 

W belce kratowe-j równoległej o kracie prostokątnej po­
wstaj~ natęŻflnia drugorzędn~ wynosq.ce w pasach 10 do 24°/., 
w kracie równoramiennej 5 - 14"/., pierwszorzędnych. Natętenia 

drugorzędne w kracie ~ą równie:! w pierwszym przypadku 
więhze, niż w drugim. 

Jeśli belki kratowe o kracie wielokrotnej obciążymy tak, 
że tylko jeden układ jest obciążony, powstają bardzo znaczne 
natężenia drugorzędne w pasach. W i n k l er otrzymał w pewnym 
wypadku natężenia drugor~ędne, sięgające do 88°;.. pierwszo­
rzędnych, średnio 45~/. . Przy obciątenin wszystkich węzłów 

otrzymał on tylko natężt-nia wynoszące 12ĄI •. 
Jdeli przytern krzyżulce są połączone, natężenia drugorzę· 

dne wzrastają jeszcze bardziej. W i n kler otrzymał w pasach 
natężenia drugor~dne, wynoszące 27 <lo 113°I0 , przeciętnie 66"'/., 
w krzytuleach przeciętnie 5Pt~. 

Na średniej podporze belek ciągłych powstają znaczne natę· 
żenia drugorz~4<lne w pt\Sie zwlMzcza dolnym, natęż<>nia te mogą 
byó dwa razy więbze, niż w innych częściach belki. 

§. 89. Połączenia przegibne. 

Jeżeli pręty belki kratowej połączone są przegibnieo, to 
jednak obrót pręta . ~koło sworznia nast.ą:vi dopiero wtedy, gdy 
mometlt M,., wywołany tarciem, mniejszy jest, niż moment 
węzłowy M, obliczony poprzednim sposobem. Siła S (rys. 92.) 

rys.92. ·· .· ... 
• 

r.ozkłada się na N= S~ 
x dost p i T= S wst t=""' 

= N st rp, przyozem ~jest 
.,_ - - --- - kąt t-arcia, więc st ł=-f. 

, : · ------5- · ·- · - - · - Jdeli wykreślimy pro-
:a~··- --· - mieniem a koło, to dopóki 

koło, nie może ruch nastąpić, 
.L}" • d, mo ... twy Jest a=- -2 wst !f • 

kierunek siły S przecina 
a zatem największy mimośród 

. . • . • • • • . 24) 
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Mimowśród ten największy możemy odrazu obliczyć . 
.Wyznaczenie wi~ na~żeń drugorzędnych pozostaje takie 

samo, jak wprzódy, tylko baczyć musimy, że najw M,.= Sa. 
Z powyższego wynika , że aby natężenia były jak naj­

mniejsze, powinne być j ak n aj c i e ń s z e s w orz n i e, o ił e 
tylko wytrzymałość materyału na to pozwala. Tam 
wi~, gdzie natężenia drugorzędne są wielkie, dadzą się urzą­
dzeniem połączeń przegibnych zmniejszyć natężenia drugorzędne, 
ale tylko do pewnej granicy, zależnej od wielkości średnicy 

sworznia. Na każdy sposób widzimy, te nawet przy użyciu połą­
czeń przegibnych nie dadzą się natężenia drugorzędne zupełnie 
nsnnąć. 



- ll8-

DODA TEl(. 

Literatura. 

ł,_ . 
t 
\ -JlCL p 

Podajemy tu w porządku chronologicznym spis ~zni­
ków i niektórych ważniejszych artykułów i nowszych dzieł, 

odnoszl\(:ycp się do części teoryi mostów, zawartej w niniej­
szym tomie. 

1. Ogólne dzieła. 

Re b h a n n: T/•eqrie der Hol•- un.d Eisenconstructionen. Wie­
deń 1856. 

M o 11 i n o s i Pro n n i er : 1 rai te thćorique et pratique ile la con­
stł-uction des poms mćtalliques. Pę.ryż 1857. 

L a i s s l e i S c h t1 b l er , .. ~~-~f!.r;ckentriiger. Stuttgart 
1857. 4 wyd. 187~ .,• 

Bresse : Cours ile la ~canique applłquee. ii cz~. Paryż 1862. 
S c h e ffl er: Uiber GiU nd Bogtntr!J[Jłi: Brunszwik 1862. 
C u l m a n n : Di.e graph · . 1866. 2 wyd. 1875. 
W i n kle r : D~ Lelwe von ikr as łli.U und Festigkeit. Praga 1867. 
C o li i g o o n: Cours ile la mecanłque appUquee aux constructions. 

Paryż 1869. 
O t t : Die Gnmthiłge des graphischen Bechnem tmd der graphischen 

&ati.k. Praga 1870, 4 wyd. 1886. 
Ritter W. D~ elastuche Linie und ihre AnwePJdung au{ den 

continuirlicheta Balken. Zurych 1871, 2 wyd. 1883. 
Ot t : Vorlriige i4ber Baumechanik. Praga 1872. 2. wyd. 1878-1891 . . _ 
W e y r a u c h : Allgemeine Theorie der eotłlinuirlichen und ein{achen 

Triiger. Lipsk 1873. 
L e v y : La statil}ł4t graphique et ses applicaticns m.x conslructi<ms. 

Paryż 1874. 2. wyd. 
W i n k l'e r : V ortrii;le i4ber Brockenbau L He(t .Aeussere Krii{te 

gerailer Triiger. 1875. 3. wyd. 1886. 
Ritter: Lehrbuch der Ingeniefw-Mechunik. Hannower 1876. 
Ja y d u B o i s : The elements of graphical statics and tlłeir appli­

cation to {ramtd structures. Nowy York 1875. 2. wyd. 1877. ·• 



- 119 -

ad er : V qrtriige «ber Brfu;kenhau. II. H. Imm-e Kr(ifle.. 
geruder Triiger. 2. wyd. 1881. 

-Bddy: Researches in graphical slatics. Nowy York 1878., tłóm. 
niem. 1880. 

. C a s t i g l i a. n o : Theqrie de l' eqmlilwe des systi-mes elastłques et s es 
application$. Turyn 1879. 

B u r r: A amrse on tke stresses in bridge and roof trusses. N o wy 
Y~kl880. . 

C h a l m er s: Grapitical determination o{ forces in engineering 
structures. Londyn 1881. 

SchAffer i Sonne: Bandbuch der Ingenieurwissenschaft II. B . 
Der Brfcckenbau. Lipsk 1882. 2. wyd. 1886- 1890. 

S te l z e l: Grt.ndzU!Je der graphłschen Statik und tleren Anwendung 
auf den C(mtinuirlichen Triiger. Gradziec 1882. 

Weyranoh : Theorie elastisclter Kórper. Lipsk 1884. 
Re s a l : Ponts ntłtalliques. Paryż 1885- 1889. 
M u 11 er B re s la u : Die neueren Metlwden ckr Festigkeitslehre. 

Lipsk 1886. 
M dll er B re s l a n : Gt'aphiscłte Statik ckr Bawxmstructiofłen 

Berlin 1879., 2. wyd. 1887-1891. 
Planat: Pratique de la me.canique appliquee. Paryż 1887. 
L e b er: Die neue BrUckfflverqrdnung des .iJsterr. Handel8ministe­

riums. Wiedeń 1886. 
Koechlin: Applicati<ms de ut. statique graplłique. Paryż 1889. 
Ritter W. : Anwendungen de !}ł'aphisclłtn Statik IL Th. Das 

Fachwerk Zurych 1890. 

2. Belka ciągła. 

C l a p e y ro n: Cakul d'unt poutre elastłqw reposant librentent sur 
·tZt;s appuis inegalement e:qH>Sees. Comptes renduB. 1857. 

W i n kler: Beitriige nAr TMorie der contimM-licken BrUckentrager. 
Civilingenier 1862. 

S c h m i d t: Uiher die Bestimmung der iiusSeren a-uf ein Briłck,.­
system wirktnden Krii{te. Allg. Baw. 1866. 

Li p p i ć h: Tl~ des kontińuirlichen Tragers konstante-n Quer­
schnitks. Allg. Batu. 1871. 

S o l i n: Oeomelrische T/teOrie der hmtinuirlichen Trager. Mittheil. 
d. Arch. u. Ing. Ver. itJ .Bahmm. 1878., 1874. 



- 120-

G re e n e: Grapitical mPtlwd f o,· the analys-is of bridge trusi 
tended to cxmtinuous :~irders and draw spans. Nowy "York lS'io 

M er i m a n: On tl•e tJ~eory and calculaticm of continuous bridg~~a 
. Nowy Jork 1876. 
S c h a f f er: BelastungsgeS(>Jte fw den geraden stab{Qrmigetł Kuł'per 

Zeit. f. Bauw. 1876. 
K l e i t z : N ot e sur l es calculs de stabilitć des pMitres ccmtinues. 

ayantes eks t11oments d'inerlie variables • .An. d. pouts et chaus. 
1876., 1877. 

H u l e w i c z : Obliczenie wytrzymaloki belek wielopnęsłowych. 
Pam. tow. nauk ścisłych. Paryż 1876., to samo po franc. 
Ann. d. pon. et cha. 1882. 

Kro h n: Bcreclmutlg k<mtinuirlicher Faeltwerkstriiger au{ Grunii der 
Dc{ormaticmen der eintelnen Faclu~erkstiihe. Civilingenieur 1880. 

L a n d s b e r g: Reitrag sur grapltisclten Bereclłnut'!J lwntinuirlicher 
Tr,~qer. Centr. der Bauver. 1881. 

Ryt ił: Der konlinuirlłclte Balken. Allg. Bau:eit. 188"2. 
M ull er B re s la u : Influentlinum fur den continuirliclten Triiger 

au{ drei Stutze., Wocltenh. f Arclł. u. Ing. 1883. 
T h u 11 i e : Graphische Bestimmung der im ccmtinuirlichen Gitter­

triigtr mil 2 Feldern wirkentlen Krii{te au{ Grtmd der Durch­
bi-·gu"!J. (Wocll. der .Arclt. u. Ing. 1884. i po polsku Przegl. 
Techn. 1887). 

· . . Ś o li n : Zur Theorie des kontinuirliclles Triigers veriinderliclten 
· ..... QuerscJmittes. Civilingenieur 1885. 

Ś o l i n: Theorie uvnitfniclt sil t·ramu pfimych. Praga 1885. 
S te i n e" : Uiber den Ein/!;U..§.Lf:iner B!'wiirmung der Gurte au( 

- -~ -
den kontinuirli.c/1-ffl Triiger 1887, 1888: · ~ . 

M u 11 er-P e t e r w i t z : Einflusslinien fur kontinu-rPli:ełtf 2Pliger 
DeutscJ,.e Bauz. 1888. 

T h u 11 i e: Bestimmung der Einflusslinien fi'r die łnneren Kriifh 
des ccmtinuirlicl•en Triigers mit drei SUU•punkten. Woclt 
osterr. Ing. u. ArcJ". 1891. 

3. Belki kratowe statyeznle niewyznaczalne. 

F r i n k e l: /Ja.rs PrinciJ> der kleitlSfen Arbtit der inneren Krii{h 
elastiscllcr Systeme Z. d. Arclł. u. Ing. Ver. "" Hann 
188'2. 



'r·-·- -- ·---,-,'7 
' / . ' ""' , ' ' . ' . 

,",," :' 
l ,, , 

ł ,' , 

•K ., 
Tab.L 

' ' • . l ' 

.,...6. 

fWaiełłre .tł .. .. .. .. • .. "\"t ' l l l l l 

f.u~ f t l 
fW•i.tka lłtię~ia 
l l l l • .. 



--····'~ --

. . . • . o o 
o: . . . . 

.... - ~ .. ~ ~ ~ ar ; , .... 
6 

~ 

••• 
u o 
IIIIII ~ f ,. 

$-' 

. . . . . :o ;o: 
• ł 

~ 

o 

eysA. 

rys.2 . 

eys.3. 

,. 
-l ar 

' ........ _,, 

o 

. ' 

eo 
4t\ 

yo 

l . , . 

Tał.Z 

o o 

i tnv 

łO() -; cm-' 


