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Wykaz wa»niejszych oznacze«

Φ � dowolna funkcja potencjalna (potencjaª elektryczny [V] w Elektrostatyce,

g¦sto±¢ fotonów w przypadku Dyfuzyjnej Tomogra�i Optycznej).

q � pochodna normalna Φ (∂Φ(r)
∂n

).

n � wektor normalny do krzywej lub powierzchni.

G � funkcja Greena.

δ � funkcja delty Diraca.

r � wektor poªo»enia punktu obserwacji.

r′ � wektor poªo»enia punktu ¹ródªa.

R � odlegªo±¢ pomi¦dzy punktem obserwacji a punktem ¹ródªa.

x, y, z � wspóªrz¦dne kartezja«skie.

Ω � rozwa»any obszar.

Γ S � kraw¦d¹ lub powierzchnia rozwa»anego obszaru Ω.

ξ η ζ � wspóªrz¦dne lokalne.

ξ1 ξ2 η1 η2 � wspóªrz¦dne lokalne, oznaczenia przyj¦te w procesie regularyzacji

(rozdziaª 4.1.3).

Ni, Mi � bazowe funkcje interpolacji dla i-tego w¦zªa.

J(ξ) � jakobian przeksztaªcenia.

[A] , [B] � odpowiednio macierze zawieraj¡ce caªki z pochodn¡ normaln¡ funk-

cji Greena i sam¡ funkcje Greena.
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wi � funkcja wagi dla kwadratur: Gaussa, Gaussa �Legendrea, Gaussa �

Laguerra i zmody�kowanych kwadratur Gaussa).

L � dªugo±¢ elementu brzegowego.

c(r) � wspóªczynnik w równaniu caªkowo-brzegowym.

k � liczba falowa [cm−1].

D � wspóªczynnik dyfuzji [cm].

i =
√
−1 .

ω � pulsacja [rad/s].

f � cz¦stotliwo±¢ [1/s].

γ � konduktywno±¢ [1/(Ω m)].

c � pr¦dko±¢ ±wiatªa [mm/ps].

µa Σ � wspóªczynnik absorpcji (pochªaniania ±wiatªa) [mm−1].

µs � wspóªczynnik rozpraszania ±wiatªa [mm−1].

µs
′
� zredukowany wspóªczynnik rozpraszania [mm−1].

α � wspóªczynnik zale»ny od wspóªczynnika zaªamania ±wiatªa.
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Wst¦p

Strona teoretyczna niniejszej pracy dotyczy elementów brzegowych niesko«-

czonych (ang. In�nite Boundary Elements - IBE) jedno i dwuwymiarowych

stosowanych do bada« obiektów odpowiednio dwu i trój wymiarowych oraz

metod ich wprowadzenia do Metody Elementów Brzegowych (MEB, ang. Bo-

undary Element Method - BEM). Strona praktyczna wi¡»e si¦ z zastosowaniem

wzbogaconej o elementy niesko«czone MEB do zagadnie« tomogra�i impedan-

cyjnej i optycznej odpowiednio do poszukiwania rozkªadu zawilgoce« murów

i przesiewowego wykrywania nowotworów piersi. Opracowane elementy brze-

gowe niesko«czone zostaªy wprowadzone do powstaªego autorskiego oprogra-

mowania i u»yte do rozwi¡zywania zadania prostego (analizy) i odwrotnego

(tomogra�i) wspomnianych praktycznych zastosowa«. Zawilgocony mur sta-

nowi ±rodowisko niejednorodne. Z tego wzgl¦du niezb¦dne byªo rozszerzenie

pracy o omówienie zagadnie« oblicze« Metod¡ Elementów Brzegowych doko-

nywanych w ±rodowiskach z niejednorodno±ci¡ ci¡gª¡.

Praca obejmuje siedem rozdziaªów.

W rozdziale pierwszym wyja±niono na ogólnym pogl¡dowym przykªadzie

przyczyny i sens zainteresowania elementami niesko«czonymi i Metod¡ Ele-

mentów Brzegowych. Dokonano przegl¡du literatury w zakresie opracowa«

dotycz¡cych elementów niesko«czonych, ±rodowisk niejednorodnych i ich za-

stosowania w Metodzie Elementów Brzegowych w Polsce i na ±wiecie. Na

ko«cu tego rozdziaªu przedstawiono cel i zakres pracy, oraz sformuªowana zo-

staªa teza pracy.

Rozdziaª drugi zawiera omówienie podstawowych poj¦¢ MEB, które w ko-

lejnych rozdziaªach b¦d¡ mody�kowane b¡d¹ ª¡czone z klasyczn¡ MEB do

postaci metody zhybrydyzowanej MEB zawieraj¡cej elementy standardowe i

niesko«czone.

W rozdziale trzecim opisane zostaªy jednowymiarowe elementy niesko«-
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czone z funkcjami zaniku i elementy niesko«czone odwzorowane (z transforma-

cj¡ geometrii). Oba typy s¡ u»ywane do analizy obiektów dwuwymiarowych.

Wyniki oblicze« odniesiono do rezultatów uzyskanych na podstawie rozwi¡za-

nia analitycznego i otrzymanych z oblicze« standardow¡ Metod¡ Elementów

Brzegowych.

W rozdziale czwartym przedstawiono dwuwymiarowe elementy brzegowe

niesko«czone stosowane do analizy obiektów trójwymiarowych. Rozdziaª ten

zawiera przykªad który rozwijany b¦dzie w rozdziale szóstym zwi¡zany z tomo-

gra�¡ impedancyjn¡ i rzeczywistymi pomiarami. Przedstawiony jest równie»

przykªad skojarzony z dyfuzyjn¡ tomogra�¡ optyczn¡ stosowan¡ w medycynie.

W rozdziale pi¡tym przedstawiono zagadnienia teoretyczne zwi¡zane z ana-

liz¡ ±rodowisk niejednorodnych w MEB.

Kolejny rozdziaª zwi¡zany jest z obiektem rzeczywistym - badaniami zawil-

gocenia muru. Wyniki oblicze« wykorzystuj¡cych pomiary z tomografu rezy-

stancyjnego i MEB z elementami niesko«czonymi zostaªy porównane z danymi

pomiarowymi uzyskanymi metod¡ suszarkowo-wagow¡ z odwiertów wykona-

nych w murze [37].

W rozdziale siódmym przedstawiono podsumowanie i dyskusj¦ wyników.

Wskazano równie» mo»liwo±ci dalszego praktycznego zastosowania opracowa-

nych elementów brzegowych niesko«czonych. Przedstawiony zostaª te» wkªad

autora w omawian¡ dziedzin¦ wiedzy.

Wyniki przeprowadzonych bada« przedstawione zostaªy w formie publika-

cji w materiaªach konferencyjnych oraz w czasopismach.

Praca doktorska byªa cz¦±ciowo �nansowana z grantu promotorskiego: N N510

342334, �Elementy brzegowe niesko«czone i ich zastosowanie w tomogra�i im-

pedancyjnej i optycznej� oraz wªasnego N N519 1203 33 �Dyfuzyjna tomogra�a

optyczna, metoda niesko«czonych elementów brzegowych oraz zbiorów pozio-

micowych w zastosowaniu do nieinwazyjnej diagnostyki piersi w aspekcie zmian

nowotworowych� ze ±rodków na badania w latach 2008/2009.
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

W praktycznych zastosowaniach Metody Elementów Brzegowych cz¦sto

mamy do czynienia z obiektami o tzw. otwartym brzegu b¡d¹ z obiektami

w których analizowane zjawisko rozci¡ga si¦ poza badany obszar. W takich

przypadkach najcz¦±ciej powi¦ksza si¦ siatk¦ elementów przyjmuj¡c w du»ej

ale sko«czonej odlegªo±ci od interesuj¡cego nas obszaru sztuczne warunki brze-

gowe. Takie klasyczne podej±cie wi¡»e si¦ ze zwi¦kszeniem liczby elementów i

wzrostem �kosztów� obliczeniowych. W przypadku gdy granica zaniku pola zo-

stanie przyj¦ta zbyt blisko pojawiaj¡ si¦ dodatkowe bª¦dy obliczeniowe. Dobór

wªa±ciwej odlegªo±ci zaniku opiera si¦ wi¦c gªównie na do±wiadczeniu a general-

nie odbywa si¦ metod¡ balloningu [82, 81, 34] poprzez stopniowe rozszerzanie

siatki elementów poza gªówny obszar poszukiwania rozwi¡zania. Alternatyw-

nym rozwi¡zaniem jest zastosowanie elementów brzegowych niesko«czonych

jak to po raz pierwszy zasugerowaª Watson [92] analogicznie do elementów nie-

sko«czonych stosowanych w Metodzie Elementów Sko«czonych. Jest to bardzo

efektywna metoda jako, »e w Metodzie Elementów Brzegowych dyskretyzacji

podlega generalnie jedynie powierzchnia obszarów a rozwi¡zanie podstawowe

speªnia automatycznie warunki brzegowe w niesko«czono±ci.

Dla przybli»enia zagadnienia przedstawimy przykªad zastosowania elemen-

tów brzegowych niesko«czonych w medycynie. Przykªad dotyczy bada« prze-

siewowych zwi¡zanych z wczesnym wykrywaniem nowotworów piersi. Metoda

Elementów Brzegowych jako mechanizm rozwi¡zania zadania prostego jest klu-

czowym elementem tomografu impedancyjnego lub optycznego, pozwalaj¡cym

w zadaniu odwrotnym na okre±lenie obrazu medycznego niedost¦pnej tkanki

wn¦trza piersi. W tej dziedzinie szczególne znaczenie ma mo»liwo±¢ zastoso-
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wania MEB w badaniach nieinwazyjnych a dla naszych rozwa»a« dodatkowo

niemo»liwo±ci dokonania pomiarów lub trudnych do okre±lenia warunków brze-

gowych na niektórych powierzchniach diagnozowanych narz¡dów.

Rys. 1.1. Ewolucja uproszczonego modelu piersi, zorientowana na popraw¦ do-

kªadno±ci wyników i zwi¦kszenie efektywno±ci obliczeniowej

Uproszczony model piersi przedstawiony jest w postaci póªsfery jak na ry-

sunku 1.1. W praktyce na powierzchni póªsfery umieszcza si¦ elektrody pomia-

rowe (w przypadku tomogra�i impedancyjnej) lub ¹ródªa ±wiatªa zintegrowane

z detektorami zliczaj¡ce kwanty ±wiatªa (w przypadku dyfuzyjnej tomogra�i

optycznej). Podstawa póªsfery odpowiadaj¡ca granicy pomi¦dzy tkank¡ piersi

i klatki piersiowej pacjentki nie jest jednak dost¦pna pomiarowo. Proste ob-

ci¦cie siatki elementów brzegowych powoduje powstanie istotnych bª¦dów u
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podstawy. Klasyczne rozszerzenie siatki elementów w postaci dodania walca

odpowiadaj¡cego fragmentowi klatki piersiowej wi¡»e si¦ z eksperymentowa-

niem zarówno wielko±ci¡ dodatkowego obszaru jak i jego ksztaªtem. Widoczne

jest to jako przypadki �a� i �b� przedstawione na ±rodkowym poziomie rysunku

1.1. Poprzez zastosowanie elementów niesko«czonych jak to jest zaprezento-

wane w postaci dolnego modelu z rysunku, unikamy problemów zwi¡zanych z

rozszerzeniem siatki oraz przyj¦ciem sztucznych warunków brzegowych. Do-

datkowo nale»y zauwa»y¢ ze powstaªy model jest otwarty u podstawy póªsfery.

1.1 Wiadomo±ci wst¦pne

Mówi¡c o elementach niesko«czonych w Metodzie Elementów Brzegowych

nale»y odnie±¢ si¦ do samej MEB. Warto porówna¢ j¡ te» z innymi siostrza-

nymi metodami przybli»onego rozwi¡zania zagadnie«, opisanych przez ukªady

równa« ró»niczkowych takimi jak Metoda Elementów Sko«czonych (MES, ang.

Finite Element Method - FEM) [98, 100, 99, 16, 82] czy te» Metoda Ró»nic

Sko«czonych (MRS, ang. Finite Di�erence Method - FDM) [16]. Gªównym

konkurentem MEB jest MES której popularno±¢ jest jednocze±nie dobrym wy-

ja±nieniem i prognostykiem celowo±ci rozwijania MEB. Wachlarz zastosowa«

MES jest bardzo szeroki - od bada« wytrzymaªo±ci konstrukcji w mechanice

poprzez ich dynamik¦ i kinematyk¦ maszyn, defektoskopi¦, po badania z za-

kresu przepªywy pªynów, ciepªa i elektromagnetyzmu. Gama oprogramowania

bazuj¡cego na MES jest równie szeroka. Spo±ród wielu pakietów pozwol¦ so-

bie wymieni¢ przykªadowo - komercyjne: Multiphysics �rmy COMSOL, FLUX

�rmy Cedrat, Opera-3D �rmy Vector Fields, ABAQUS - ABAQUS Inc., AN-

SYS - ANSYS, Inc. lub powstaªe w o±rodkach akademickich programy takie

jak rodzimy FAT (Field Analysis Translator) - Politechniki Warszawskiej [80]

czy SONMAP (System Oprogramowania Numerycznych Metod Analizy Pól)

Politechniki Szczeci«skiej [34].

Ró»nice pomi¦dzy poszczególnymi metodami numerycznymi u»ywanymi do

rozwi¡zywania zagadnie« polowych wskazuj¡ na ich obszary zastosowa«. Po-

równuj¡c Metod¦ Elementów Brzegowych z Metod¡ Elementów Sko«czonych

mo»emy powiedzie¢, »e:
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Zaletami MEB s¡:

• Wymagana dyskretyzacja jedynie powierzchni obiektu. Skraca to czas

przygotowywania danych co jest szczególnie istotne podczas rozwi¡zy-

wania zagadnienia odwrotnego np. przy optymalizacji lub identy�kacji

ksztaªtu (tomogra�a - siatki dedykowane badanemu pacjentowi).

• Wysoka dokªadno±¢ niezale»nie od gradientu funkcji stanu. Rozwi¡zanie

jest dokªadne i ci¡gªe wewn¡trz analizowanego obszaru. Automatycznie

wskazuje to na zastosowania w modelowaniu problemów o gwaªtownie

zmieniaj¡cym si¦ gradiencie funkcji stanu.

• Mo»liwo±¢ skrócenia czasu oblicze« i mniejsze wymagania sprz¦towe zwi¡-

zane z mniejsz¡ ni» w MES liczb¡ analizowanych w¦zªów i elementów.

• Mo»liwo±¢ wyznaczania poszukiwanych warto±ci w podobszarze bez ko-

nieczno±ci analizy caªego wn¦trza obiektu.

• �atwiejsza analiza obszarów o otwartym brzegu.

• W zagadnieniach odwrotnych zwªaszcza optymalizacji ksztaªtu, nie jest

konieczne ponowne generowanie siatki elementów.

Do wad MEB nale»y zaliczy¢:

• Bardziej skomplikowany aparat matematyczny ni» w MES (wymagana

jest znajomo±¢ rozwi¡zania podstawowego, operowanie na du»ych, peª-

nych i niesymetrycznych ukªadach równa« algebraicznych, które s¡ trud-

niejsze do numerycznego rozwi¡zania oraz bardziej skomplikowane caª-

kowanie w MEB w tym konieczno±¢ liczenia osobliwo±ci wpªywaj¡cych

istotnie na dokªadno±¢ rozwi¡zania [49]).

• Powstaj¡c¡ peªn¡ niesymetryczn¡, nie dodatnio okre±lon¡ i gorzej uwa-

runkowan¡ ni» w MES macierz.

• W problemach, w których wymagana jest analiza wn¦trza (równania

Poissona, materiaªy niejednorodne) MEB traci najwa»niejsz¡ zalet¦ -

redukcje wymiaru o jeden.

• Problematyczne zastosowanie w warstwach cienkich. Modelowanie warstw

cienkich wymaga specjalnego potraktowania.
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• Zastosowanie ograniczone jest zasadniczo do problemów liniowych. Ko-

nieczna jest znajomo±¢ rozwi¡zania podstawowego a przykªadowo niejed-

norodno±ci wymagaj¡ znalezienia specjalnej funkcji Greena.

• Podobnie specjalnego podej±cia wymagaj¡ zagadnienia z symetri¡ osiow¡.

Metody te s¡ nie tylko wzajemnie konkurencyjne ale równie» uzupeªniaj¡ce sie

w ró»nych zastosowaniach. Warto te» wspomnie¢, »e s¡ one równie» ª¡czone

w ramach jednolitych pakietów narz¦dziowo-obliczeniowych.

Ilo±¢ pakietów bazuj¡cych na MEB jest znacznie skromniejsza. Z programów

MEB wymieni¢ mo»na przykªadowo rodzim¡ bibliotek¦ BEMLIB realizowana

na licencji GNU [85, 93], rozwijane akademickie oprogramowanie MEB [77]:

BEAN (Boundary Element Analysis) - Prof. Glaucio Paulino, University of

Illinois at Urbana-Champaign, BEFE Boundary and Finite Element Computer

Program: Prof. Gernot Beer, Technical University Graz, Austria.

W »adnym ze znanych autorowi komercyjnych programów MEB nie ma ele-

mentów niesko«czonych. Dopiero najnowsza wersja pakietu MES COMSOL-

Multiphysics [19] zostaªa wzbogacona o niesko«czone elementy sko«czone. Praw-

dopodobnie cz¦±ciowo tªumaczy¢ to nale»y najpopularniejszymi zastosowa-

niami MES i MEB najcz¦±ciej odnosz¡cymi si¦ do mechaniki i rzadko wy-

magaj¡cymi analizy obszarów nieograniczonych. Inaczej jednak przedstawia

si¦ sytuacja, w której analizujemy zjawiska elektromagnetyczne, geologiczne,

akustyczne czy generalnie falowe. Dotyczy to równie» zagadnie« tomogra�i

impedancyjnej i optycznej w technice i medycynie. Powstaj¡ce peªne niesyme-

tryczne, nie dodatnio okre±lone i gorzej uwarunkowane ni» w MES macierze,

skutkuj¡ wy»szymi wymaganiami dotycz¡cymi zasobów i wydajno±ci sprz¦tu

obliczeniowego. Najwyra¹niej widoczne jest to w przypadku obiektów o skom-

plikowanych ksztaªtach, cz¦sto wielowarstwowych z jakimi mamy do czynienia

np. w dziedzinie medycyny. Bardzo porz¡dne s¡ wówczas mo»liwie najszyb-

sze procesory i pami¦ci rz¦du gigabajtów. Maj¡c na wzgl¦dzie stale rosn¡c¡

wydajno±¢ komputerów i spadek cen pami¦ci mo»na powiedzie¢, »e wydajno±¢

komputerów i wymagania metody zbli»yªy si¦ obecnie do rozs¡dnych granic.

Z tego powodu mo»na spodziewa¢ si¦ rosn¡cej popularno±ci zastosowa« MEB.

Jak si¦ wi¦c wydaje wysiªek wªo»ony w rozwój czy te» praktyczne zastosowania

Metody Elementów Brzegowych jest uzasadniony i warty po±wi¦cenia czasu i

uwagi.
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1.2 Stan bada« nad elementami brzegowymi nie-

sko«czonymi na podstawie literatury przed-

miotu

Pierwsze opracowania elementów niesko«czonych wi¡»¡ si¦ z pracami R.L.

Unglessa [91] i D.L. Andersona z roku 1973 odnosz¡cymi sie do Metody Ele-

mentów Sko«czonych. Pierwsze publikacje to praca C.O. Zienkiewicza i P.

Bettessa [101] z roku 1975 i ponownie R.L. Unglessa i D.L. Andersona [6] z

roku 1977. Na gruncie Metody Elementów Brzegowych do rozwoju elementów

niesko«czonych przyczyniaj¡ si¦ prace J.O. Watsona i G. Beera [92, 11, 10] z

lat osiemdziesi¡tych ubiegªego wieku. Pierwsze opracowania dotycz¡ elemen-

tów niesko«czonych z tzw. funkcjami zaniku (ang. decay function in�nite

elements). Po nich pojawiaj¡ si¦ tzw. elementy niesko«czone odwzorowane

(ang. mapped in�nite elements) [101, 92, 14, 15, 50]. Najcz¦stsze opracowania

zwi¡zane z elementami brzegowymi niesko«czonymi dotycz¡ geologii - prace

[10, 11, 20, 33, 50, 92] i akustyki - praca [96] gdzie propagacja analizowanych

zjawisk mierzona jest cz¦sto w kilometrach. Szczegóªowe opracowanie elemen-

tów niesko«czonych w MES stanowi ksi¡»ka P. Bettessa [15] i monogra�a St.

Gratkowskiego [34]. Warto te» zwróci¢ uwag¦ na mi¦dzynarodowe patenty St.

Gratkowskiego zwi¡zane z elementami niesko«czonymi w MES [35].

Opracowania dotycz¡ce elementów brzegowych niesko«czonych maj¡ natomiast

charakter rozproszonych artykuªów [10, 11, 20, 33, 92, 101, 79, 1, 46, 87, 32, 9]

a wªa±nie w MEB ich implementacja jest szczególnie korzystna jak to wskazuje

przytoczone wcze±niej porównanie MES i MEB. Wydaje sie wi¦c, »e warto po-

kusi¢ si¦ o caªo±ciowe uj¦cie tematyki elementów niesko«czonych w MEB do

czego przyczynek ma w zamierzeniu da¢ niniejsza praca.

Omawiaj¡c caªo±ciowo literatur¦, na której bazuje niniejsza dysertacja za ko-

nieczne uznaje autor wskazanie prekursorskich prac C.O. Zienkiewicza [98,

100, 99] dotycz¡cych MES, C.A. Brebbii [17] - MEB, pierwszych zastosowa«

MES do zagadnie« elektromagnetycznych A.M. Winslowa [95] i pierwszych w

Polsce prac w tej dziedzinie powstaªych na Politechnice Warszawskiej [16]. W

niniejszej dysertacji autor odwoªywa¢ si¦ b¦dzie równie» do prac Prof. Jana

Sikory i zespoªu jego doktorantów [80, 81, 82, 84, 83, 12, 27, 26, 58, 42, 86].

Za gªówn¡ prac¦ dotycz¡c¡ ±rodowisk niejednorodnych w Metodzie Elemen-
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tów Brzegowych, na której oparto obliczenia w rozdziaªach pi¡tym i szóstym

przyj¡ª autor monogra�e E. Kurgana [44]. Artykuªy zwi¡zane z t¡ tematyk¡

podobnie jak i inne dotycz¡ce przykªadowo funkcji Greena czy liczenia osobli-

wo±ci wyst¦powa¢ b¦d¡ sukcesywnie w stosownych rozdziaªach pracy.

1.3 Cel, teza pracy i przyj¦te ograniczenia

Cel: Opracowanie jednolitych podstaw teoretycznych dla elementów brze-

gowych niesko«czonych z transformacj¡ geometrii i z funkcjami zaniku w prze-

strzeni 2D i 3D oraz ich implementacja w zadaniach prostych i odwrotnych

(tomogra�a).

Element nowo±ci:

Implementacja ro»nych typów niesko«czonych elementów brzegowych stopnia

drugiego w zadaniach prostych (analizy) i zadaniach odwrotnych pola (tomo-

gra�i impedancyjnej i optycznej).

Na podstawie przeprowadzonej analizy problematyki autor stawia nast¦pu-

j¡c¡ tez¦, któr¡ stara si¦ uzasadni¢:

Zastosowanie elementów brzegowych niesko«czonych pozwala na

efektywne modelowanie zagadnie« polowych, bez zaburzenia jednoli-

to±ci Metody Elementów Brzegowych, zapewniaj¡c zadowalaj¡c¡ do-

kªadno±¢ przy minimalnych �kosztach� obliczeniowych co jest szcze-

gólnie istotne w zagadnieniach odwrotnych.

Przyj¦te ograniczenia:

Poniewa» funkcje interpolacyjne w elementach niesko«czonych wymagaj¡

zale»no±ci rz¦du wy»szego ni» pierwszy dla funkcji wielomianowych lub zªo-

»enia z zale»no±ciami wykªadniczymi, wykorzystano elementy rz¦du drugiego,

ewentualnie w przypadku elementów niesko«czonych z funkcjami zaniku, rz¦du

pierwszego. Dotyczy to zarówno zagadnie« dwuwymiarowych jak i trójwymia-

rowych. W rozwa»aniach teoretycznych i przykªadach obliczeniowych 3D nie

stosowano popularnych elementów trójk¡tnych, poniewa» z zasady elementy

niesko«czone bazuj¡ na elementach czworok¡tnych. Omówienie procesu trans-



1.3 Cel, teza pracy i przyj¦te ograniczenia 12

formacji elementu standardowego do niesko«czonego wymaga odniesienia si¦

do wyj±ciowego elementu czworok¡tnego. Natomiast wykorzystanie jako ele-

mentów standardowych elementów innych ni» czworok¡tnych nie wnosi niczego

nowego do przedmiotu rozwa»a«, a teoria takich elementów jest dobrze omó-

wiona w literaturze [8, 5, 81, 82, 80, 16, 39, 47].

W zagadnieniach trójwymiarowych podstawowym ograniczeniem przyj¦tym w

pracy b¦dzie wi¦c zaw¦»enie rozwa»a« do elementów niesko«czonych bazuj¡-

cych na rozwini¦ciu standardowych czworok¡tnych, o±miow¦zªowych izopara-

metrycznych elementów brzegowych drugiego rz¦du.
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Rozdziaª 2

Poj¦cia podstawowe Metody

Elementów Brzegowych

2.1 Metoda Elementów Brzegowych

Niniejszy rozdziaª prezentuje generalnie znan¡ z literatury [81, 16, 80, 39,

47, 40, 5, 8, 17, 96, 73] standardow¡ Metod¦ Elementów Brzegowych. Autor

zdecydowaª sie na krótkie naszkicowanie metody i zacytowanie poszczególnych

jej kroków poniewa» nie istniej¡ obiekty których modele obliczeniowe skªada-

ªyby si¦ wyª¡cznie z elementów niesko«czonych. Powstaªe wªasne oprogramo-

wanie zawiera zarówno elementy standardowe jak i niesko«czone. Elementy

brzegowe niesko«czone bazuj¡ na mody�kacji o±miow¦zªowych czworok¡tnych

izoparametrycznych elementów brzegowych drugiego rz¦du. Teoria takich ele-

mentów nie jest zbyt popularna. W szczególno±ci dotyczy to liczenia osobli-

wo±ci. Proces transformacji elementów brzegowych standardowych w niesko«-

czone wymaga odniesie« do wspomnianych elementów czworok¡tnych i przed-

stawienia nast¦puj¡cych po tym implikacji dla caªego schematu obliczeniowego

MEB. Wyodr¦bnienie tego rozdziaªu pozwala na ªatwiejsze wielokrotne odwo-

ªywanie si¦ do podstawowych zale»no±ci dostosowywanych do elementów nie-

sko«czonych w kolejnych rozdziaªach. Istotne równie» wydaje si¦ uj¦cie

w rozprawie przynajmniej minimalnego zakresu �dokumentacji� ª¡-

cz¡cej dysertacj¦ z powstaªym oprogramowaniem.

Metoda elementów brzegowych jest jednym z przybli»onych sposobów roz-

wi¡zywania zagadnie« pola elektromagnetycznego obok metody ró»nic sko«-
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czonych, metody elementów sko«czonych, metod parametrycznych czy te» me-

tod wariacyjnych. Ujmuj¡c ide¦ MEB w skrócie poszczególne kroki metody

wi¡»¡ si¦ z:

• Zast¡pieniem ukªadu równa« ró»niczkowych równaniem caªkowo-brzegowym

i zadaniem stosownych warunków brzegowych. Wi¡»e si¦ to z wyznacze-

niem tzw. rozwi¡zania podstawowego (funkcj¡ Greena). J¡dra równania

caªkowo-brzegowego s¡ równe funkcji Greena oraz jej pochodnej normal-

nej na brzegu. Dla typowych zagadnie« funkcja ta mo»e by¢ znana.

Generalnie jednak, tak jak w przypadku ±rodowisk niejednorodnych oma-

wianych w rozdziale szóstym rozwi¡zanie podstawowe jest przedmiotem

zªo»onego procesu poszukiwa«. Nie zawsze jest to proces uwie«czony

sukcesem - przykªadowo równanie Boltzmana stosowane w Dyfuzyjnej

Tomogra�i Optycznej nie posiada rozwi¡zania fundamentalnego [83].

• Podziaªem analizowanego obszaru na siatk¦ elementów. W MEB dyskre-

tyzacji podlega jedynie linia lub powierzchnia brzegowa obiektu ewentu-

alnie powierzchnie rozdzielaj¡ce jego warstwy.

• Okre±leniem i wyborem wªa±ciwych bazowych funkcji interpolacji. Rów-

nania caªkowo-brzegowe rozwi¡zywane s¡ dla elementów, zdyskretyzo-

wanego modelu poprzez aproksymacj¦ funkcjami brzegowymi w w¦zªach

elementów i funkcjami interpolacyjnymi. Ilo±¢ równa« do rozwi¡zania

zale»y od g¦sto±ci dyskretyzacji obszaru i wyboru rz¦du elementu aprok-

symuj¡cego. Dla elementów zerowego rz¦du liczba równa« odpowiada

ilo±ci elementów, a dla elementów pierwszego lub drugiego rz¦du równa

jest liczbie w¦zªów.

• Obliczenia dla danego elementu mog¡ by¢ dokonywane symbolicznie je-

»eli jeste±my w stanie okre±li¢ wªa±ciwe zale»no±ci analitycznie. Dla bar-

dziej zªo»onych zale»no±ci i skomplikowanych ksztaªtów badanego obiektu

wykorzystuje si¦ caªkowanie numeryczne.

• Obliczeniu rozwi¡zania na brzegu obszaru.

• Przeprowadzeniem oblicze« dodatkowych zwi¡zanych z wyznaczeniem

warto±ci zmiennych stanu we wn¦trzu obszaru.
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2.1.1 Równanie bazowe i podziaª obiektu na elementy

brzegowe

Dla zaprezentowania Metody Elementów Brzegowych przyjmiemy za punkt

wyj±ciowy zagadnienie Dirichleta. Równanie ró»niczkowe dla tego przypadku

i obiektu dwu-wymiarowego mo»e by¢ zapisane w postaci (2.1):

∇2Φ(r) =
∂2Φ(r)

∂x2
+

∂2Φ(r)

∂y2
, (2.1)

gdzie Φ(r) odpowiada dowolnej funkcji potencjaªu (np. potencjaªowi elektrycz-

nemu w elektrostatyce) a x i y stanowi¡ wspóªrz¦dne w ukªadzie kartezja«skim.

Rozwa»aj¡c obszar poszukiwania rozwi¡zania jak na rysunku 2.1 okre±lamy

ustalony punkt wewn¦trzny r tzw. punkt obserwacji w którym wyznaczamy

(obserwujemy) warto±¢ Φ. Zmiennymi caªkowania w zale»no±ci (2.2) s¡ wspóª-

rz¦dne punktu r′ który przebiega obszar dziaªania pola tzn. obliczany jest

caªkowity wpªyw ka»dego z punktów r′ rozmieszczonych na dªugo±ciach kolej-

nych elementów. Dlatego te» punkty r′ nazywane s¡ punktami ¹ródªa (¹ródªa

pola). Przej±cie z postaci ró»niczkowej do caªkowo-brzegowej (2.2) zrealizo-

Rys. 2.1. Obszar poszukiwania rozwi¡zania we wspóªrz¦dnych lokalnych

wane jest poprzez wykorzystanie funkcji Greena o znanej postaci (2.3)

c(r)Φ(r) +
∫
Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ =
∫
Γ
G(|r− r′|)∂Φ(r′)

∂n
dΓ, (2.2)
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G(|r− r′|) =
1

2π
ln

1

|r− r′|
=

1

2π
ln

1√
(x− x′)2 + (y − y′)2

, (2.3)

gdzie x′ y′ s¡ wspóªrz¦dnymi kartezja«skimi punktu obserwacji a x y punktu

¹ródªa.

W MEB kierunek numerowania w¦zªów w elemencie decyduje o zwrocie wek-

tora skªadowej normalnej. Przy numerowaniu w¦zªów w elemencie przeciw-

nym do ruchu wskazówek zegara, tak jak na rysunku 2.2 a, opisany zostanie

obszar wewn¡trz aproksymowanej kraw¦dzi. W przypadku kierunku zgodnego

z ruchem wskazówek zegara analizowany jest obszar na zewn¡trz kraw¦dzi co

przedstawiono na rysunku 2.2 b. Z uwagi na dokonany w dalszej cz¦±ci pracy

Rys. 2.2. Kierunki numerowania elementu brzegowego: a) zagadnienie we-

wn¦trzne b) zagadnienie zewn¦trzne

wybór typu elementów obiekt dwuwymiarowy podzielimy na elementy dru-

giego rz¦du jak na rysunku 2.3

Generalnie standardowym krokiem MEB jest dyskretyzacja analizowanego

obszaru. Czasem mo»liwe jest okre±lenie zale»no±ci analitycznych dla cz¦±ci

podobszarów lub cz¦±ci elementów. Wówczas korzystnie jest poª¡czy¢ obli-

czenia numeryczne i analityczne. Przykªadem tego typu opracowa« mo»e by¢

praca [33]. Obliczenia dla poszczególnych elementów siatki prowadzone s¡ w

lokalnych ukªadach wspóªrz¦dnych w których standardowo przyjmuje si¦ za

±rodek ukªadu ±rodek elementu. Rzeczywiste wspóªrz¦dne punktów kra«co-

wych transformowane s¡ do warto±ci odpowiednio -1 i +1. Pojedynczy element
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Rys. 2.3. Dyskretyzacja obszaru elementami 2-go rz¦du [81]

krzywoliniowy i jego lokalny ukªad wspóªrz¦dnych przedstawia rysunek 2.4.

Bazowe funkcje interpolacji Nk(ξ) skojarzone z ka»dym z w¦zªów transformu-

Rys. 2.4. Izoparametryczny element brzegowy drugiego rz¦du

j¡ce wspóªrz¦dne globalne do lokalnych zgodnie z zale»no±ci¡:

x(ξ) =
2∑

k=0

Nk(ξ)xk = N0(ξ)x0 + N1(ξ)x1 + N2(ξ)x2,

(2.4)

y(ξ) =
2∑

k=0

Nk(ξ)yk = N0(ξ)y0 + N1(ξ)y1 + N2(ξ)y2,
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wyra»aj¡ si¦:

N0(ξ) = −ξ

2
(1− ξ) = 0.5ξ(ξ − 1),

N1(ξ) = (1 + ξ)(1− ξ) = 1− ξ2, (2.5)

N2(ξ) = +
ξ

2
(1 + ξ) = 0.5ξ(ξ + 1).

Cech¡ bazowych funkcji interpolacji jest to, »e przyjmuj¡ one warto±¢ Nk(ξ) =

1 we wªasnym w¦¹le i Nk(ξ) = 0 w pozostaªych w¦zªach. Stosuj¡c elementy

brzegowe izoparametryczne u»ywamy tych samych bazowych funkcji interpo-

lacji (2.5) zarówno do transformacji geometrii jak i dla przeliczenia wielko±ci

�zycznych:

Φ(ξ) =
2∑

k=0

Nk(ξ)Φk = N0(ξ)Φ0 + N1(ξ)Φ1 + N2(ξ)Φ2, (2.6)

∂Φ(ξ)

∂n
=

2∑
k=0

Nk(ξ)
∂Φk

∂n
= N0(ξ)

∂Φ0

∂n
+ N1(ξ)

∂Φ1

∂n
+ N2(ξ)

∂Φ2

∂n
. (2.7)

Rysunek 2.5 przedstawia gra�cznie bazowe funkcje interpolacji dla standardo-

wych elementów izoparametrycznych drugiego rz¦du (2.5).

Wprowadzaj¡c powy»sze przeksztaªcenia obszaru i wspóªrz¦dnych równanie

caªkowo-brzegowe (2.2) przyjmie posta¢ (2.8):

c(r)Φi(r) +
M−1∑
j=0

∫ +1

−1

1∑
k=0

Φ
(j)
k (r′)Nk(ξ)

∂G(|r− r′|)
∂n

J(ξ)dξ =

=
M−1∑
j=0

∫ +1

−1

1∑
k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n
Nk(ξ)G(|r− r′|)J(ξ)dξ, (2.8)

gdzie M � jest caªkowit¡ liczb¡ elementów a J(ξ) jakobianem przeksztaªcenia

globalnego kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych x, y do wspóªrz¦dnych lo-

kalnych ξ.

Transformacja lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych do granic <-1;+1> umo»liwia

zastosowanie caªkowania numerycznego wykorzystuj¡cego kwadratur¦ Gaussa

[2, 15, 81]. Jakobian tego przeksztaªcenia (równanie (2.8))przedstawia si¦ na-

st¦puj¡co:

J(ξ) =
dΓ

dξ
=

√√√√(dx(ξ)

dξ

)2

+

(
dy(ξ)

dξ

)2

. (2.9)
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Rys. 2.5. Gra�czna prezentacja bazowych funkcji interpolacji N0, N1 i N2

Poniewa» warto±ci funkcji stanu w w¦zªach s¡ staªe równanie (2.8) mo»na

zapisa¢ jako (2.10):

c(r)Φi(r) +
M−1∑
j=0

1∑
k=0

Φ
(j)
k (r′)

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ =

=
M−1∑
j=0

1∑
k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n

∫ +1

−1
G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ, (2.10)

oznaczaj¡c:

a
(j)
i,k(r, r′) =

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ, (2.11)

b
(j)
i,k(r, r′) =

∫ +1

−1
G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ. (2.12)

Podstawiaj¡c a
(j)
i,k i b

(j)
i,k do równania (2.10) otrzymujemy równanie o postaci:

c(r)Φi(r) +
M−1∑
j=0

1∑
k=0

a
(j)
i,k(r, r′)Φ

(j)
k (r′) =

=
M−1∑
j=0

1∑
k=0

b
(j)
i,k(r, r′)

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n
. (2.13)
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Dla gªadkiego brzegu funkcje a
(j)
i,k i b

(j)
i,k zebrane jako elementy macierzy

Ai,j i Bi,j pozwalaj¡ na utworzenie ukªadu równa« liniowych, którego posta¢

macierzowa przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

[A] [Φ] = [B]

[
∂Φ

∂n

]
. (2.14)

W równaniu tym macierze [A] i [B] odwzorowuj¡ odpowiednio caªki po-

chodnej normalnej ∂G (|r− r′|) /∂n i G (|r− r′|). Czªon c (r) Φ (r) uwzgl¦d-

niony jest w macierzy [A]. W praktyce elementy wektora [Φ] oraz wektora[
∂Φ
∂n

]
stanowi¡ zbiór danych znanych z okre±lonych lub pomierzonych warunków

brzegowych wraz z warto±ciami poszukiwanymi. Dla danej klasy zagadnie«

w klasycznej Metodzie Elementów Brzegowych funkcja Greena (rozwi¡zanie

podstawowe) G przykªadowo z równania (2.2) jest znana lub jak to zostanie

przedstawione w rozdziale 5 b¦dzie procesem odr¦bnego poszukiwania. Nale»y

tu nadmieni¢, »e w przypadkach gdy nie istnieje rozwi¡zanie podstawowe np.

równania Boltzmana, F. M. E. Duddeck proponuje podej±cie oparte na teorii

dystrybucji tzw. Fourier BEM [24, 23].

2.1.2 Caªkowanie numeryczne

Ilustracj¦ caªkowania numerycznego dla elementów drugiego rz¦du przed-

stawiono na rysunku 2.6. Punkt obserwacji umieszczony jest w w¦¹le jedena-

stym (licz¡c od 0, i = 11) a caªkowany jest element o numerze j = 2.

Analiza obiektów metod¡ elementów brzegowych wymaga obliczenia caªek

funkcji na brzegu lub powierzchni elementów. W przypadku obiektów dwu-

wymiarowych caªkowanie numeryczne mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:∫ +1

−1
f(ξ)dξ =

n∑
k=1

f(ξi)wi. (2.15)

Warto±ci punktów caªkowania Gaussa i wspóªczynników wag s¡ opisane w lite-

raturze np. [5]. Przykªadowo najcz¦±ciej wykorzystywane warto±ci przedstawia

tabela 2.1.

2.1.3 Osobliwo±ci

Caªkowanie numeryczne daje dokªadne wyniki za wyj¡tkiem sytuacji kiedy

punkt obserwacji i punkt ¹ródªa pokrywaj¡ si¦ lub znajduj¡ si¦ bardzo blisko
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Rys. 2.6. Caªkowanie numeryczne dla elementów brzegowych 2-go rz¦du [81]

siebie. Osobliwo±ci zwi¡zane z wzajemn¡ blisko±ci¡ tych punktów wymagaj¡

specjalnego podej±cia. Poni»ej omówiona zostanie zastosowana w obliczeniach

metoda regularyzacji [5, 81].

W przypadku, gdy punkt ¹ródªa pokrywa si¦ z punktem obserwacji tj. r = r'

pojawi¡ si¦ osobliwo±ci. Wida¢ to wyra¹nie w równaniu (2.3), gdzie G (r, r′) =
1
2π

ln 1
|r−r′| . Caªka tej postaci mo»e by¢ liczona z wykorzystaniem specjalnej

logarytmicznej kwadratury Gaussa [81, 39, 44, 47]:

1∫
0

f (η)ln 1
η
dη =

gl−1∑
i=0

wif (ηi), (2.16)

gdzie gl jest liczb¡ punktów caªkowania logarytmicznej kwadratury Gaussa.

Przykªadowe warto±ci punktów caªkowania jedno-wymiarowej logarytmicz-

nej kwadratury Gaussa i wspóªczynników wag [5] przedstawia tabela 2.2.

Odlegªo±¢ R = |r− r′| =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 odpowiednio dla w¦zªów

i=0,1,2 liczymy ponownie wykorzystuj¡c bazowe funkcje interpolacji:

R2 = [x′ (ξ)− xi]
2
+ [y′ (ξ)− yi]

2
=

= [N0 (ξ) x0 + N1 (ξ) x1 + N2 (ξ) x2 − xi]
2 + (2.17)
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Rys. 2.7. Transformacja elementu zawieraj¡cego osobliwo±ci z ukªadu wspóª-

rz¦dnych ξ <�1,+1> do η <0,1> [81]. a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym w¦¹le,

b) gdy r znajduje si¦ w drugimw¦¹le - wówczas element brzegowy dzielimy na

dwa subelementy, c) gdy r znajduje si¦ w trzecim w¦¹le

+ [N0 (ξ) y0 + N1 (ξ) y1 + N2 (ξ) y2 − yi]
2 .

Punkt r znajduje si¦ w w¦¹le 0 elementu:

R2 = (x′(ξ)− x0)
2 + (y′(ξ)− y0)

2 =

= (N0(ξ)x0 + N1(ξ)x1 + N2(ξ)x2 − x0)
2 + (2.18)

+ (N0(ξ)y0 + N1(ξ)y1 + N2(ξ)y2 − y0)
2,

gdzie bazowe funkcje interpolacji: N0(ξ), N1(ξ) i N2(ξ) s¡ zgodne z zale»no-

±ciami (3.22).

Zatem:

R2 =

[
−ξ

2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x0

]2

+

+

[
−ξ

2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y0

]2

. (2.19)

Punkt r znajduje si¦ w w¦¹le 1 elementu:

R2 =

[
−ξ

2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x1

]2

+

+

[
−ξ

2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y1

]2

. (2.20)

Punkt r znajduje si¦ w w¦¹le 2 elementu:

R2 =

[
−ξ

2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x2

]2

+
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+

[
−ξ

2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y2

]2

. (2.21)

Dodatkowa liniowa transformacja z ukªadu wspóªrz¦dnych ξ do η przedsta-

wia si¦ nast¦puj¡co:

a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym w¦¹le: η = 0.5(1 + ξ) ,

b) gdy r znajduje si¦ w drugim w¦¹le: η = −ξ dla −1 < ξ < 0 i η = ξ dla

0 < ξ < 1 ,

c) gdy r znajduje si¦ w trzecim w¦¹le: η = 0.5(1− ξ) .

Caªkowanie numeryczne odbywa si¦ po wspóªrz¦dnej η (zale»no±¢ 2.16 i

tabela 2.2). Transformacj¦ t¡ nale»y uwzgl¦dni¢ przy wyznaczaniu Jakobianu

(2.9), w którym pochodne cz¡stkowe staj¡ si¦ pochodnymi funkcji zªo»onej:

J(η) =
dΓ

dη
=

√√√√[dx(ξ)

dξ

dξ(η)

dη

]2

+

[
dy(ξ)

dξ

dξ(η)

dη

]2

=

=

∣∣∣∣∣dξ(η)

dη

∣∣∣∣∣
√√√√[dx(ξ)

dξ

]2

+

[
dy(ξ)

dξ

]2

. (2.22)

Licz¡c numerycznie caªki osobliwe u»ywamy logarytmicznej kwadratury

Gaussa dla stablicowanych (tabela 2.2) warto±ci η. W praktyce w progra-

mie BEM wywoªuje si¦ standardowe bazowe funkcje interpolacji i Jakobian

wstawiaj¡c w wywoªaniu:

a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym w¦¹le: ξ = 2η − 1,

b) gdy r znajduje si¦ w drugim w¦¹le: ξ = −η dla −1 < ξ < 0 i ξ = η dla

0 < ξ < 1,

c) gdy r znajduje si¦ w trzecim w¦¹le: ξ = 1− 2η.

Dodatkowy czynnik
∣∣∣dξ(η)

dη

∣∣∣ wyst¦puj¡cy w równaniu 2.22 uzupeªnia wi¦c

potencjaªy warstwy pojedynczej i podwójnej postaci numerycznej równania

caªkowo-brzegowego po wªa±ciwym wywoªaniu oblicze« jakobianu.

Oczywi±cie dla wspomnianej transformacji b¦dzie on przyjmowaª warto±¢:

a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym w¦¹le: 2,

b) gdy r znajduje si¦ w drugim w¦¹le: 1,

c) gdy r znajduje si¦ w trzecim w¦¹le: 2.

2.2 Zgadnienie proste i odwrotne

Uproszczony schemat blokowy tworzenia obrazu w tomogra�i komputero-

wej, wskazuj¡cy relacje pomi¦dzy zadaniem prostym i odwrotnym przedstawia
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si¦ nast¦puj¡co:

�
�

�
�MEB start

Zebranie danych

pomiarowych

Przyj¦cie

pocz¡tkowego

rozkªadu γ

Rozwi¡zanie

Zadania Prostego

ZP

Rozwi¡zanie

Zadania

Odwrotnego

ZO

�
�

�
��Q

Q
Q

QQ
�

�
�

��Q
Q

Q
QQ
Warunek zako«czenia

�
�

�
�stop

Rys. 2.8. Uproszczony schemat blokowy tworzenia obrazu w tomogra�i kom-

puterowej (TK)

2.2.1 Rozwi¡zanie zadania prostego

Rozwi¡zanie zagadnienia prostego ZP (ang. Forward Problem) polega na

wyznaczeniu rozkªadu potencjaªu wewn¡trz obszaru Ω przy peªnej informa-

cji o rozpatrywanym obszarze (tzn. znanych warunkach brzegowych, roz-

kªadzie wspóªczynników materiaªowych wewn¡trz obszaru, wymiarach geome-
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trycznych itp.). Do rozwi¡zania zagadnienia prostego w niniejszej dysertacji

zastosowano Metod¦ Elementów Brzegowych MEB.

2.2.2 Rozwi¡zanie zadania odwrotnego

Zadanie odwrotne ZO (ang. Inverse Problem) formuªowane jest, gdy bra-

kuje pewnych informacji o analizowanym obiekcie b¡d¹ warunkach brzegowych.

W zagadnieniach tomogra�cznych ZO formuªowane jest dla wspóªczynników

materiaªowych wewn¡trz obszaru przy znanych warto±ciach potencjaªu Φ na

brzegu obiektu (pomiary).

De�niowana jest tzw. posta¢ funkcji celu (ang. objective function) FC(γ).

Warto±¢ funkcji celu ma odzwierciedla¢ odlegªo±¢ pomi¦dzy warto±ciami ob-

liczonymi numerycznie a warto±ciami uzyskanymi z pomiarów. Zadanie al-

gorytmu konstrukcji obrazu polega na wyznaczeniu takich wspóªczynników

interpolacji funkcji γ, dla których funkcja celu osi¡ga przynajmniej minimum

lokalne.

Analiza wra»liwo±ci realizowana jest w dwóch krokach:

• poprzez wyznaczenie gradientu funkcji celu:

∂FC

∂γ
=

[∇FC

∇a
,
∇FC

∇b
,
∇FC

∇c

]
, (2.23)

gdzie n - jest rozmiarem wektora γ.

Funkcj¦ celu ró»niczkujemy wzgl¦dem wspóªczynników materiaªowych.

Przykªadowo dla zawilgocenia muru interpolowanego w rozdziale 6 wy-

cinkiem funkcji kwadratowej γ = f(a, b, c) = γ0(az2 + bz + c).

• i wyznaczenie kierunku poprawy γ metod¡ optymalizacyjn¡.

W przykªadach z rozdziaªu (6) analiz¦ wra»liwo±ci dla wspóªczynników inter-

polacji rozkªadu konduktywno±ci przeprowadzono Metod¡ Ró»nic Sko«czonych

[16].

Minimalizacj¦ funkcji celu przy poszukiwaniu wspóªczynników materiaªowych

zrealizowano wykorzystuj¡c metod¦ BFGS (ang. Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno) [86, 52].
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Tablica 2.1. Warto±ci wspóªrz¦dnych punktów Gaussa i odpowiadaj¡ce im

wspóªczynniki wag
n i ξ1 wi

3 1 -0.77459666924148337704 0.55555555555555555556

2 0.0 0.88888888888888888889

3 +0.77459666924148337704 0.55555555555555555556

4 1 -0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

2 -0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

3 +0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

4 +0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

6 1 -0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

2 -0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

3 -0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

4 +0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

5 +0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

6 +0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

10 1 -0.97390652851717172008 0.06667134430868813759

2 -0.86506336668898451073 0.14945134915058059315

3 -0.67940956829902440623 0.21908636251598204400

4 -0.43339539412924719080 0.26926671930999635509

5 -0.14887433898163121089 0.29552422471475287017

6 +0.14887433898163121089 0.29552422471475287017

7 +0.43339539412924719080 0.26926671930999635509

8 +0.67940956829902440623 0.21908636251598204400

9 +0.86506336668898451073 0.14945134915058059315

10 +0.97390652851717172008 0.06667134430868813759

12 1 -0.98156063424671925069 0.04717533638651182719

2 -0.90411725637047485668 0.10693932599531843096

3 -0.76990267419430468704 0.16007832854334622633

4 -0.58731795428661744730 0.20316742672306592175

5 -0.36783149899818019375 0.23349253653835480876

6 -0.12523340851146891547 0.24914704581340278500

7 +0.12523340851146891547 0.24914704581340278500

8 +0.36783149899818019375 0.23349253653835480876

9 +0.58731795428661744730 0.20316742672306592175

10 +0.76990267419430468704 0.16007832854334622633

11 +0.90411725637047485668 0.10693932599531843096

12 +0.98156063424671925069 0.04717533638651182719

16 1 -0.98940093499164993260 0.02715245941175409485

2 -0.94457502307323257608 0.06225352393864789286

3 -0.86563120238783174388 0.09515851168249278481

4 -0.75540440835500303390 0.12462897125553387205

5 -0.61787624440264374845 0.14959598881657673208

6 -0.45801677765722738634 0.16915651939500253819

7 -0.28160355077925891323 0.18260341504492358887

8 -0.09501250983763744019 0.18945061045506849629

9 +0.09501250983763744019 0.18945061045506849629

10 +0.28160355077925891323 0.18260341504492358887

11 +0.45801677765722738634 0.16915651939500253819

12 +0.61787624440264374845 0.14959598881657673208

13 +0.75540440835500303390 0.12462897125553387205

14 +0.86563120238783174388 0.09515851168249278481

15 +0.94457502307323257608 0.06225352393864789286

16 +0.98940093499164993260 0.02715245941175409485
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Tablica 2.2. Warto±ci wspóªrz¦dnych punktów Gaussa i odpowiadaj¡ce im

wspóªczynniki wag dla logarytmicznej kwadratury Gaussa
n i ηi wi

4 1 0.04144848019938322080 0.38346406814513512485

2 0.24527491432060225194 0.38687531777476262734

3 0.55616545356027583718 0.19043512695014241536

4 0.84898239453298517465 0.03922548712995983245

6 1 -0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

2 -0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

3 -0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

4 +0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

5 +0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

6 +0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

8 1 0.01332024416089246501 0.16441660472800288683

2 0.07975042901389493841 0.23752561002330602050

3 0.19787102932618805379 0.22684198443191912637

4 0.35415399435190941967 0.17575407900607024499

5 0.52945857523491727771 0.11292403024675905186

6 0.70181452993909996384 0.05787221071778207239

7 0.84937932044110667605 0.02097907374213297804

8 0.95332645005635978877 0.00368640710402761901
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Rozdziaª 3

Elementy Brzegowe Niesko«-

czone w odniesieniu do obiek-

tów 2D

3.1 Klasy�kacja elementów niesko«czonych

Istniej¡ dwie zasadnicze grupy elementów niesko«czonych [101, 13, 14, 15,

10, 34, 11, 50, 92, 33, 20]:

• elementy niesko«czone z funkcjami zaniku (ang. decay function) wyko-

rzystuj¡ce standardowe bazowe funkcje interpolacji,

• elementy niesko«czone odwzorowane (z transformacj¡ geometrii, ang.

mapping) transformuj¡ce geometri¦ elementu niesko«czonego do sko«-

czonego.

W przypadku elementów niesko«czonych bazowe funkcje interpolacji musz¡

speªnia¢ dwa dodatkowe warunki. Po pierwsze musz¡ by¢ realne, tzn. musz¡

zachowywa¢ zgodno±¢ rozkªadu badanych warto±ci w przestrzeni z rzeczywisto-

±ci¡ i po drugie musz¡ umo»liwia¢ caªkowanie po elemencie daj¡ce sko«czone

warto±ci.
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3.2 Elementy Brzegowe Niesko«czone z funkcjami

zaniku

Zasadnicza idea elementów niesko«czonych z funkcjami zaniku polega na

wykorzystaniu iloczynu standardowych bazowych funkcji interpolacji znanych

z klasycznych elementów brzegowych i tzw. funkcji zaniku [101, 13, 14, 15, 10,

11, 34]. Powstaªe w ten sposób nowe bazowe funkcje interpolacji nazywa¢ b¦-

dziemy w dalszym ci¡gu niesko«czonymi bazowymi funkcjami interpolacji M.

Zadaniem funkcji zaniku jest zapewnienie takiego rozkªadu warto±ci zmien-

nych stanu, który mo»liwie poprawnie odpowiada¢ b¦dzie �zyce problemu

w niesko«czono±ci. Tak wi¦c zwi¡zek pomi¦dzy niesko«czonymi bazowymi

funkcjami interpolacji M, standardowymi bazowymi funkcjami interpolacji N

i funkcjami zaniku D jest nast¦puj¡cy:

Mi(ξ) = Ni(ξ)Di(ξ), (3.1)

gdzie Mi, Ni i Di s¡ warto±ciami stosownych funkcji dla i-tego w¦zªa ele-

mentu.

Obie bazowe funkcje interpolacji M i N musz¡ przybiera¢ warto±¢ 1 we wªa-

snych w¦zªach zatem równie» funkcje zaniku D we wªasnych w¦zªach przybiera¢

winny warto±¢ 1:

Di(ξ) = 1. (3.2)

Dodatkowo w du»ych odlegªo±ciach od obiektu Mi musz¡ d¡»y¢ do warto±ci

polowych osi¡ganych w niesko«czono±ci.

3.2.1 Funkcje zaniku

Wielomianowe funkcje zaniku

Przyjmuj¡c, »e funkcje zaniku s¡ odwrotnie proporcjonalne do odlegªo±ci

w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych mo»na to wyrazi¢ [101, 13, 15, 34]:

Di(ξ) =

(
ξi − ξo

ξ − ξo

)n

. (3.3)

gdzie ξo jest punktem pocz¡tkowym (ang. origin point) a n jest dobiera-

nym wspóªczynnikiem pot¦gowym.



3.2 Elementy Brzegowe Niesko«czone z funkcjami zaniku 30

Punkt ξo musi le»e¢ poza elementem po stronie przeciwnej do jego niesko«-

czonej cz¦±ci. Je»eli przyjmiemy, »e zanikanie nast¦puje w dodatnim kierunku

osi ξ wówczas ξo < −1. Wymóg ten jest konieczny dla unikni¦cia osobliwo-

±ci wewn¡trz elementu. Ponadto n musi by¢ wi¦ksze ni» najwy»sza pot¦ga ξ

wyst¦puj¡ca w bazowych funkcjach interpolacji Ni. Zapewnia to dla ξ → ∞,

Mi → 0. Dla zanikania w ujemnym kierunku wzdªu» osi ξ funkcja zaniku

przedstawia¢ si¦ b¦dzie nast¦puj¡co:

Di(ξ) =

(
ξo − ξi

ξo − ξ

)n

. (3.4)

wówczas ξo musi przyjmowa¢ warto±ci ξo > 1.

Wykªadnicze funkcje zaniku

Wykªadnicze funkcje zaniku postaci e−r oferuj¡ szybsze zanikanie. W przy-

padku zanikania jedynie w dodatnim kierunku osi ξ, przy uwzgl¦dnieniu wa-

runku przyjmowania przez funkcje zaniku warto±ci 1 we wªasnych w¦zªach

analogicznie jak w przypadku równania (3.2) funkcj¦ zaniku zapiszemy jako:

Di(ξ) = e(ξi−ξ)/L, (3.5)

gdzie L jest wspóªczynnikiem decyduj¡cym o szybko±ci zanikania, a uwzgl¦d-

nienie ξi zapewnia speªnienie warunku (3.2).

W przypadku zanikania w ujemnym kierunku osi ξ, funkcj¦ zaniku zapi-

szemy jako:

Di(ξi) = e(ξ−ξi)/L. (3.6)

Wybór funkcji zaniku podyktowany winien by¢ charakterem badanego zja-

wiaska. Je»eli szybko±¢ zanikania zjawiska jest wprost proporcjonalna do odle-

gªo±ci nale»y wybra¢ wielomianowe funkcje zaniku. Stopie« wielomianu (rów-

nanie (3.3)) mo»na dostosowa¢ do �zyki analizowanego problemu. Je»eli zani-

kanie ma charakter wykªadniczy jak w przypadku zawilgocenia muru (rozdziaª

6) warto posªu»y¢ si¦ funkcjami wykªadniczymi. Nale»y równie» pami¦ta¢, »e

w elementach izoparametrycznych te same bazowe funkcje interpolacji zasto-

sowane s¡ do transformacji geometrii.
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3.2.2 Caªkowanie numeryczne

Wielomianowe funkcje zaniku - Gauss-Legendre

Dla elementów o zanikaniu odwrotnie proporcjonalnym do odlegªo±ci jako

jedna z mo»liwo±ci caªkowania numerycznego wykorzystana zostanie zmody�-

kowana metoda Gaussa-Legendrea dla obszarów nieograniczonych [2, 21, 76,

15]. Generalnie ide¡ jest zastosowanie znanych reguª caªkowania Gaussa-

Legendrea w przedziale od -1 do +1 dla przedziaªu od -1 do∞. Transformacja

zaproponowana przez Daviesa i Rabinowitza [21] zostanie przedstawiona:

∫ b

a
f(x)dx = (b− a)

∫ ∞

0
f

(
a + bt

1 + t

)
dt

(1 + t2)
. (3.7)

Dla a = −1 i b = +1 otrzymamy:

∫ +1

−1
f(x)dx = 2

∫ ∞

0
f
(

t− 1

t + 1

)
dt

(1 + t2)
, (3.8)

gdzie x = (t− 1)/(t + 1) i t = 1 + 2x/(1− x).

De�niuj¡c now¡ zmienn¡ ξ tak¡, »e ξ = t− 1, t = 1 + ξ otrzymamy:

∫ ∞

−1
f(ξ)dξ = 2

∫ +1

−1
f
(

2x

1− x

)
dx

(1− x2)
. (3.9)

Nale»y jeszcze uwzgl¦dni¢ zmian¦ warto±ci punktów caªkowania i funkcji

wag wprowadzon¡ przez powy»sze przeksztaªcenie:

ξ = 2x/(1− x), (3.10)

oraz

Wnew = Wold2/(1− x)2, (3.11)

gdzie x odpowiada stablicowanym warto±ciom punktów caªkowania Gaussa-

Legendrea a Wold ich wagom.

Wykªadnicze funkcje zaniku - Gauss-Laguerre

Wykorzystanie caªkowania numerycznego Gaussa-Laguerrea wi¡»e si¦ z przej-

±ciem od klasycznej formuªy (3.12):∫ ∞

0
f(x)e−xdx, (3.12)

do wªa±ciwych dla elementów niesko«czonych granic caªkowania i postaci wy-

ra»enia podcaªkowego odpowiadaj¡cej zanikowi zgodnie z zale»no±ci¡ (3.5). W
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przypadku elementów niesko«czonych z wykªadniczymi funkcjami zaniku ty-

powa posta¢ bazowych funkcji interpolacji skªada si¦ z iloczynu wielomianu

zwi¡zanego ze standardowymi bazowymi funkcjami interpolacji i z wykªadni-

czej funkcji zaniku:

p(ξ)e−ξ/L. (3.13)

Podobny charakter maj¡ pochodne niesko«czonych funkcji interpolacji:

q(ξ)e−ξ/L. (3.14)

Poniewa» funkcje te i ich pochodne tworz¡ iloczyn w macierzy elementu a

element rozci¡ga si¦ od −1 do ∞, typowa posta¢ obliczanych caªek wyra»a si¦

nast¦puj¡co: ∫ ∞

−1
g(ξ)e−2ξ/Ldξ. (3.15)

Stosowne odwzorowanie pozwalaj¡ce na zmian¦ granic caªkowania od −1 do

∞ na garanice od 0 do ∞ dla caªki postaci (3.15) mo»na zde�niowa¢ jako:

t =
2

L
(ξ + 1) ,

(3.16)

ξ =
L

2
t− 1,

dt

dξ
=

2

L
,

(3.17)
dξ

dt
=

L

2
.

Zmiana granic caªkowania przedstawia si¦ nast¦puj¡co:∫ ∞

−1
g(ξ)e−2ξ/Ldξ =

∫ ∞

0
g(ξ)(L/2)e2/Le−tdt. (3.18)

Nale»y jeszcze uwzgl¦dni¢ zmian¦ warto±ci punktów caªkowania:

ξ =
L

2
t− 1, (3.19)

oraz nowe warto±ci wag:

Wnew = Wold
L

2
e2/L. (3.20)

Dla zanikania w kierunku ujemnych warto±ci ξ równanie (3.18) przyjmie po-

sta¢: ∫ +1

−∞
g(ξ)e2ξ/Ldξ =

∫ ∞

0
g(ξ)(L/2)e2/Le−tdt, (3.21)

a ξ = 1− L
2
t .
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3.2.3 Zmody�kowane równanie caªkowo-brzegowe

Dla izoparametrycznych elementów brzegowych niesko«czonych z funk-

cjami zaniku bazuj¡cych na elementach drugiego rz¦du wykorzystujemy stan-

dardowe bazowe funkcje interpolacji Nk(ξ) skojarzone z ka»dym z w¦zªów

transformuj¡ce wspóªrz¦dne globalne do lokalnych [31, 8, 17, 73, 81, 16, 80,

39, 44, 5]:

N0(ξ) = −ξ

2
(1− ξ) = 0.5ξ(ξ − 1),

N1(ξ) = (1 + ξ)(1− ξ) = 1− ξ2, (3.22)

N2(ξ) = +
ξ

2
(1 + ξ) = 0.5ξ(ξ + 1).

W poª¡czeniu z wielomianowymi funkcjami zaniku (3.3) otrzymamy nie-

sko«czone bazowe funkcje interpolacji:

Mp
0 (ξ) = 0.5ξ(ξ − 1)

(
−1− ξo

ξ − ξo

)3

,

Mp
1 (ξ) =

(
1− ξ2

)( −ξo

ξ − ξo

)3

, (3.23)

Mp
2 (ξ) = 0.5ξ(ξ + 1)

(
1− ξo

ξ − ξo

)3

.

Gra�cznie niesko«czone bazowe funkcje interpolacji wykorzystuj¡ce wielo-

mianowe funkcje zaniku (3.23) przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji (3.23) wynios¡:

∂Mp
0 (ξ)

∂ξ
=

(ξo + 1)3 (2ξξo − ξo + ξ2 − 2ξ)

2(ξ − ξo)
4 ,

∂Mp
1 (ξ)

∂ξ
= −ξo

3 (2ξξo + ξ2 − 3)

(ξ − ξo)
4 , (3.24)

∂Mp
2 (ξ)

∂ξ
=

(ξo − 1)3 (2ξξo + ξo + ξ2 + 2ξ)

2(ξ − ξo)
4 .

(3.25)

W przypadku poª¡czenia z wykªadniczymi funkcjami zaniku (3.5) otrzy-

mamy niesko«czone bazowe funkcje interpolacji:
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Rys. 3.1. Gra�czna prezentacja bazowych funkcji interpolacji M0, M1 i M2 z

wielomianowymi funkcjami zaniku

M e
0 (ξ) = 0.5ξ(ξ − 1)e(−1−ξ)/L,

M e
1 (ξ) =

(
1− ξ2

)
eξ/L, (3.26)

M e
2 (ξ) = 0.5ξ(ξ + 1)e(1−ξ)/L.

Gra�cznie niesko«czone bazowe funkcje interpolacji wykorzystuj¡ce wy-

kªadnicze funkcje zaniku (3.26) przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji (3.5) wynios¡:

∂M e
0 (ξ)

∂ξ
= −−2xL + L + x2 − x

2L
e(−x−1)/L,

∂M e
1 (ξ)

∂ξ
= −2xL + x2 − 1

L
ex/L, (3.27)

∂M e
2 (ξ)

∂ξ
= −−2xL− L + x2 + x

2L
e(1−x)/L.

(3.28)

Funkcje te stosowane b¦d¡ zarówno do transformacji geometrii:

x(ξ) =
2∑

k=0

Mk(ξ)xk = M0(ξ)x0 + M1(ξ)x1 + M2(ξ)x2,
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Rys. 3.2. Gra�czna prezentacja bazowych funkcji interpolacji M0, M1 i M2 z

wykªadniczymi funkcjami zaniku

(3.29)

y(ξ) =
2∑

k=0

Mk(ξ)yk = M0(ξ)y0 + M1(ξ)y1 + M2(ξ)y2,

jak i wªa±ciwo±ci �zycznych obiektu:

Φ(ξ) =
2∑

k=0

Mk(ξ)Φk = M0(ξ)Φ0 + M1(ξ)Φ1 + M2(ξ)Φ2, (3.30)

oraz:

∂Φ(ξ)

∂n
=

2∑
k=0

Mk(ξ)
∂Φk

∂n
= M0(ξ)

∂Φ0

∂n
+ M1(ξ)

∂Φ1

∂n
+ M2(ξ)

∂Φ2

∂n
. (3.31)

Zmody�kowane równanie caªkowo-brzegowe dla przypadku obiektów dwu-

wymiarowych przyjmie wi¦c posta¢:

c(r)Φi(r) +
n−1∑
i=0

2∑
k=0

∫ +1

−1
Φ(r′)

∂G(|r− r′|)
∂n

JN(ξ)dξ +

+
m−1∑
j=0

2∑
l=0

∫ ∞

−1
Φ(r′)

∂G(|r− r′|)
∂n

JM(ξ)dξ = (3.32)

=
n−1∑
i=0

2∑
k=0

∫ +1

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)JN(ξ)dξ +

+
m−1∑
j=0

2∑
l=0

∫ ∞

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)JM(ξ)dξ.
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Rys. 3.3. Obszar poszukiwania rozwi¡zania we wspóªrz¦dnych lokalnych dla

przypadku otwartego brzegu

Gdzie: n - liczba elementów standardowych, po których nast¦puje sumowa-

nie warto±ci liczonych we wszystkich w¦zªach i=0. . . n-1, ka»dego z elementów

standardowych, oraz m - liczba elementów niesko«czonych, po których nast¦-

puje sumowanie warto±ci liczonych we wszystkich w¦zªach i=0,1,2 , ka»dego z

elementów niesko«czonych.

3.2.4 Osobliwo±ci

Kolejnym elementem schematu obliczeniowego MEB wymagaj¡cym mody-

�kacji zwi¡zanych z wprowadzeniem elementów niesko«czonych s¡ osobliwo±ci.

Analogicznie dla elementów niesko«czonych z wielomianowymi funkcjami

zaniku i w¦zªów i = 0, 1, 2 wykorzystamy niesko«czone bazowe funkcje inter-

polacji Mp
i zgodnie z zale»no±ciami (3.3):

R2 = [x′ (ξ)− xi]
2
+ [y′ (ξ)− yi]

2
=

= [Mp
0 (ξ) x0 + Mp

1 (ξ) x1 + Mp
2 (ξ) x2 − xi]

2 + (3.33)

+ [Mp
0 (ξ) y0 + Mp

1 (ξ) y1 + Mp
2 (ξ) y2 − yi]

2 ,

a dla elementów niesko«czonych z wykªadniczymi funkcjami zaniku i w¦-

zªów i=0,1,2 wykorzystamy niesko«czone bazowe funkcje interpolacjiM e
i (wzór 3.5):
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R2 = [x′ (ξ)− xi]
2
+ [y′ (ξ)− yi]

2
=

= [M e
0 (ξ) x0 + M e

1 (ξ) x1 + M e
2 (ξ) x2 − xi]

2 + (3.34)

+ [M e
0 (ξ) y0 + M e

1 (ξ) y1 + M e
2 (ξ) y2 − yi]

2 .

Dodatkowa liniowa transformacja z ukªadu wspóªrz¦dnych ξ do η przedsta-

wia si¦ nast¦puj¡co:

a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym w¦¹le: η = 0.5(1 + ξ),

b) gdy r znajduje si¦ w drugim w¦¹le: η′ = −ξ dla −1 < ξ < 0 i η = ξ dla

0 < ξ < 1,

c) gdy r znajduje si¦ w trzecim w¦¹le: η = 0.5(1− ξ).

Nale»y równie» pami¦ta¢ o mody�kacji wspóªrz¦dnych i funkcji wag zwi¡-

zanej ze zmian¡ granic caªkowania od 0 do 1 na granice od 0 do∞ adekwatnie

do granic stosownych elementów jak na rysunku 3.4. O wyborze formuªy caªko-

wania numerycznego Gaussa-Legendrea czy Gaussa-Laguerrea zdecyduje typ

zastosowanych elementów niesko«czonych.

Rys. 3.4. Transformacja elementu zawieraj¡cego osobliwo±ci z ukªadu wspóª-

rz¦dnych ξ < ˘1, +∞ > do η < 0, 1 >. a) gdy r znajduje si¦ w pierwszym

w¦¹le (k=0), b) w drugim (k=1), c) w trzecim (k=2)

3.3 Elementy brzegowe niesko«czone odwzoro-

wane

Dla elementów brzegowych niesko«czonych odwzorowanych (z transforma-

cj¡ geometrii) wprowadzamy specjalne bazowe funkcje interpolacji M [101, 79,

50] transformuj¡ce element niesko«czony (rys. 3.5), do wspóªrz¦dnych lokal-

nych ξ. B¦dziemy operowa¢ dwoma zestawami bazowych funkcji interpolacji.
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�Niesko«czone� bazowe funkcje interpolacji Mm
i b¦d¡ u»ywane do transformacji

geometrii a standardowe bazowe funkcje interpolacji N std
i [92, 10, 11] jedynie

do interpolacji warto±ci zmiennej stanu. Bazowe funkcje interpolacji M po-

Rys. 3.5. Izoparametryczny element brzegowy niesko«czony drugiego rz¦du i

jego transformacja ze wspóªrz¦dnych x do ξ

dobnie jak standardowe N musz¡ przyjmowa¢ warto±¢ 1 we wªasnym w¦¹le i

0 w pozostaªych. Jednak w elementach niesko«czonych w obliczeniach nie s¡

uwzgl¦dniane w¦zªy �uciekaj¡ce� do niesko«czono±ci jak w¦zeª 2 w przykªadzie

z rys.3.5. W elementach standardowych w¦zeª ±rodkowy 1 le»y dokªadnie w

±rodku pomi¦dzy w¦zªami brzegowymi 0 i 2. Jak to zostaªo wykazane przez

Zienkiewicza, Emsona i Bettessa [101] lub Mosera, Dunsera i Beera [50], w

elementach niesko«czonych dobre rezultaty uzyskiwane s¡ dla szerokiego za-

kresu poªo»enia w¦zªa ±rodkowego, który nie musi le»e¢ dokªadnie w ±rodku

elementu. Istotne jest aby bazowe funkcje interpolacji M speªniaªy warunek:

M0(ξ) + M1(ξ) = 1. (3.35)

Dla jednowymiarowego elementu niesko«czonego jak na rys. 3.5 geometria jest

interpolowana jako:

x = M0x0 + M1x1,

M0 = − 2ξ

1− ξ
; M1 =

1 + ξ

1− ξ
. (3.36)

Dla x = x0 w ξ = −1, x = x1 w ξ = 0 i

x2 = lim
ξ→1

−2ξx0 + (1 + ξ)x1

1− ξ
= ∞.
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W elementach niesko«czonych odwzorowanych, niesko«czone bazowe funkcje

interpolacji M pozwalaj¡ na transformacj¦ geometrii uwzgl¦dniaj¡c¡ trzeci

uciekaj¡cy do niesko«czono±ci w¦zeª. Tworzenie macierzy stanu przebiega stan-

dardowo z wyj¡tkiem wykorzystania odwzorowania funkcjami M0 i M1 u»ytymi

do wyznaczenia jakobianu, jego odwrotno±ci i wyznacznika. Gra�czn¡ prezen-

tacj¦ bazowych funkcji interpolacji M0 i M1 przedstawia rysunek 3.6.

Równanie (3.37) zawieraj¡ce oba podobszary � sko«czony i niesko«czony w

Rys. 3.6. Gra�czna prezentacja bazowych funkcji interpolacji M0 i M1

postaci zdyskretyzowanej umo»liwiaj¡cej wskazanie umiejscowienia wymienio-

nych wcze±niej elementów transformacji jest nast¦puj¡ce:

c(r)Φi(r) +
n−1∑
i=0

2∑
k=0

∫ +1

−1
Φ(r′)Nk(ξ)

∂G(|r− r′|)
∂n

JN(ξ)dξ +

+
m−1∑
j=0

1∑
l=0

∫ ∞

−1
Φ(r′)Ml(ξ)

∂G(|r− r′|)
∂n

JM(ξ)dξ = (3.37)

=
n−1∑
i=0

2∑
k=0

∫ +1

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)Nk(ξ)J

N(ξ)dξ +

+
m−1∑
j=0

1∑
l=0

∫ ∞

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)Ml(ξ)J

M(ξ)dξ.

W przedstawionym zapisie ró»nica w stosunku do równania bazowego z

elementami niesko«czonych z funkcjami zaniku wi¡»e si¦ z pomini¦ciem w ob-
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liczeniach ostatniego �uciekaj¡cego do niesko«czono±ci� w¦zªa w elementach

niesko«czonych. Stosuj¡c elementy niesko«czone z funkcjami zaniku w oblicze-

niach uwzgl¦dniamy wszystkie w¦zªy, natomiast w elementach niesko«czonych

odwzorowanych pomijamy w¦zªy �uciekaj¡ce do niesko«czono±ci�.

3.4 Przykªad obliczeniowy

Jako przykªad obliczeniowy zastosowania elementów niesko«czonych wy-

znaczony zostanie rozkªad pochodnej normalnej potencjaªu (∂φ(r)/∂n) w prze-

strzeni mi¦dzy dwoma póªniesko«czonymi przewodz¡cymi pªaszczyznami, usta-

wionymi prostopadle, których ró»nica potencjaªów wynosi V0 jak na rysunku 3.7

Rys. 3.7. Dwu-wymiarowy przykªad obliczeniowy oraz jego dyskretyzacja

Istotne jest, »e zadanie to posiada znane rozwi¡zanie analityczne [84] wy-

ra»one wzorem (3.38):

φ(x, y) =
V0

π
2arctg

y

x
,

∂φ(x, y)

∂x
=

V0

π
2

y

x2 + y2
, (3.38)
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∂φ(x, y)

∂y
=

V0

π
2

x

x2 + y2
.

Pochodna normalna potencjaªu wyrazi si¦ wzorem (3.39):

∂φ(x, y)

∂n
=

V0

π
2

(
x√

x2 + y2
1y −

y√
x2 + y2

1x

)
. (3.39)

W celu unikni¦cia osobliwo±ci zwi¡zanej ze skokiem potencjaªu na kraw¦dzi

styku naªadowanych powierzchni w modelu numerycznym zmieniono ten frag-

ment geometrii i wyst¦puj¡ce na nim warunki brzegowe. W miejsce ostrego

naro»a wprowadzono krzyw¡ gªadk¡ zbudowan¡ z pojedynczych elementów na

których nast¦puje stopniowy spadek potencjaªu od warto±ci V0 do 0.

Uzyskane rozwi¡zanie numeryczne porównano z analitycznym oraz z przy-

padkiem u»ycia do oblicze« jedynie elementów standardowych. W oblicze-

niach wykonanych Metod¡ Elementów Brzegowych bez zastosowania elemen-

tów brzegowych niesko«czonych dwukrotnie powi¦kszono analizowany obszar.

Powi¦kszenie prezentuje prawa cz¦±¢ rysunku 3.8. Wªa±ciwy obszar poszuki-

wania rozwi¡zania zaznaczony jest jako zakreskowana uko±nie cz¦±¢. Caªy -

powi¦kszony analizowany obszar zbli»ony jest ksztaªtem do ¢wiartki koªa. Jest

to klasyczne podej±cie w którym obszar obj¦ty siatk¡ elementów brzegowych

jest powi¦kszany metod¡ prób i bª¦dów a» do uzyskania zadowalaj¡cej dokªad-

no±ci rozwi¡zania. Metoda ta okre±lana jest mianem balooningu [54, 80, 34].

Dokªadny opis tej i innych metod analizy obszarów nieograniczonych mo»na

znale¹¢ np. w pracach [80, 82]. Jednocze±nie nale»y zaznaczy¢, »e dodany

obszar zostaª zdyskretyzowany mniejsz¡ ilo±ci¡ elementów. Jest to równie» ty-

powe przy rozbudowywaniu siatki elementów i wi¡»e si¦ z wprowadzeniem

sztucznych warunków brzegowych, których blisko±¢ wpªywa negatywnie na

otrzymywane wyniki oblicze«. Rysunek 3.8 przedstawia porównanie podej-

±cia klasycznego z metod¡ wzbogacon¡ o elementy niesko«czone.

Wyniki teoretyczne porównane s¡ z obliczeniami numerycznymi. Poszcze-

gólne porównywane modele zawieraj¡ odpowiednio wyª¡cznie elementy stan-

dardowe i elementy standardowe z doª¡czonymi elementami niesko«czonymi.

Kolejno prezentowane modele z elementami niesko«czonymi zawieraj¡ odpo-

wiednio elementy z wielomianowymi funkcjami zaniku, elementy z wykªad-

niczymi funkcjami zaniku oraz elementy niesko«czone odwzorowane. Zapre-

zentowane na rysunku 3.9 gra�cznie wyniki odnosz¡ si¦ do warto±ci pochodnej
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Rys. 3.8. Idea zmniejszenia rozmiaru analizowanego obszaru poprzez zastoso-

wanie elementów niesko«czonych. Proporcje i ksztaªty obszarów odpowiadaj¡

przyj¦tym dwuwymiarowym modelom obliczeniowym

normalnej potencjaªu na osiach ukªadu. Rysunek 3.10 przedstawia porównanie

bª¦dów obliczeniowych przy zadanej dyskretyzacji modeli.

3.5 Dyskusja wyników

Dyskutowany model skªada si¦ z 18 elementów, oprócz 5 naro»nych i 1

niesko«czonego, na ka»dej z osi. Jest to stosunkowo niedu»a dyskretyzacja.

W przypadku obiektów rzeczywistych, przewa»nie trójwymiarowych siatka ele-

mentów jest przewa»nie znacznie g¦stsza. Dla dwuwymiarowych rozwa»a« teo-

retycznych uznano j¡ jednak za wªa±ciw¡ oferuj¡c¡ wystarczaj¡c¡ dokªadno±¢

czy �gªadko±¢� rozwi¡zania i jednocze±nie pozwalaj¡c¡ na ªatw¡ mody�kacj¦ -

zag¦szczanie b¡d¹ rozrzedzanie siatki elementów. Wyniki zaprezentowane na

rysunkach 3.9 i 3.10 z uwagi na symetri¦ (o± symetrii przebiega wzdªu» prostej

y = x) przedstawiaj¡ rozkªad wyników na osi 0− x.

Porównuj¡c otrzymane wyniki nale»y zauwa»y¢, »e:

• wszystkie modele s¡ wra»liwe na odst¦pstwo od modelu teoretycznego
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Rys. 3.9. Porównanie wyników numerycznych z wynikami rozwi¡zania anali-

tycznego

Rys. 3.10. Porównanie bª¦dów oblicze« numerycznych
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jakim jest wygªadzenie naro»a (punkt 0,0 na rysunku 3.7) i zast¡pienie

skoku potencjaªu w punkcie (0,0) liniowym spadkiem potencjaªu.

• wszystkie modele zawieraj¡ce elementy niesko«czone wykazuj¡ du»e wa-

hania bª¦du w w¦zªach elementów niesko«czonych,

• model zbudowany wyª¡cznie z elementów standardowych zachowuje jed-

nolity poziom bª¦du, jednak przy zaproponowanym dwukrotnym powi¦k-

szeniu analizowanego obszaru bª¡d ten jest nie do zaakceptowania i w

stosunku do rozwi¡zania analitycznego (teoretycznego) wynosi 100%.

Zast¡pienie skoku potencjaªu w punkcie (0,0) liniowym jego spadkiem w

kolejnych w¦zªach elementów naro»nych od 10V poprzez 5V w punkcie (0,0) do

0V byªo niezb¦dne z uwagi na osobliwo±¢ wywoªan¡ skokiem potencjaªu. Ostre

naro»e ukªadu (otoczenie punktu (0,0)) zast¡piono krzyw¡ gªadk¡ co pozwoliªo

na zachowanie staªego wspóªczynnika c(r) w równaniu caªkowo-brzegowym.

Kwestie w¦zªów naro»nych s¡ szerzej omówione w pracach zwi¡zanych z MEB

przykªadowo [81]. Analiz¦ tego punktu modelu przeprowadzono badaj¡c kilka

przypadków bazuj¡cych na dwóch zasadniczych podej±ciach:

• w pierwszym zgodnym z rysunkiem 3.11 a) otoczenie punktu (0, 0) zdy-

skretyzowan¡ dziesi¦cio-krotnie g¦stsz¡ siatk¡ elementów brzegowych o

w¦zach rozªo»onych na ¢wiartce koªa. Spadek potencjaªu od 10V do 0V

równie» rozªo»ono równomiernie na wszystkich w¦zªach tego ªuku zªo»o-

nego w sumie z 10 elementów .

• w drugim przypadku wygªadzenie naro»a i spadek potencjaªu ograni-

czono do dwóch elementów, po jednym na ka»dej osi x i y najbli»szych

punktowi (0, 0) jak to jest przedstawione na rysunku 3.11 b).

Istotniejsze okazaªo si¦ zmniejszenie rozmiaru deformacji i liniowego spadku

potencjaªu, ni» gªadko±¢ otoczenia punktu (0,0). Do budowy wªa±ciwego mo-

delu wybrano przypadek z dziesi¦cioma g¦stszymi elementami w otoczeniu

punktu (0,0) i liniowym spadkiem potencjaªu oraz wygªadzeniem naro»a obej-

muj¡cym tylko dwa elementy naro»ne. Wyniki z takiego wªa±nie modelu za-

prezentowane s¡ na rysunkach 3.9 i 3.10.

Drugi zauwa»ony problem jakim s¡ wahania warto±ci i bª¦du poszukiwanej

pochodnej normalnej ∂Φ/∂n w w¦zªach elementu niesko«czonego analizowano

porównuj¡c wpªyw:
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Rys. 3.11. Przykªadowe sposoby zast¡pienia skoku potencjaªu i ostrego naro»a

w punkcie (0,0) liniowym spadkiem potencjaªu i krzyw¡ gªadk¡

• g¦sto±ci siatki elementów standardowych w pobli»u elementów niesko«-

czonych. Oprócz modelu o jednakowej wielko±ci elementów (z wyj¡tkiem

otoczenia punktu (0,0), zbudowano równie» model o siatce g¦stszej w po-

bli»u naro»a ukªadu i w s¡siedztwie elementów niesko«czonych - rysunki

3.12,

• g¦sto±ci punktów caªkowania numerycznego w elementach niesko«czo-

nych i s¡siaduj¡cych z nimi standardowych zgodnie z tabel¡ 2.1.

Zmiana g¦sto±ci siatki w elementach standardowych nie wpªyn¦ªa zauwa»al-

nie na uzyskane warto±ci w w¦zªach elementów niesko«czonych. Przykªadowe

porównanie dla modelu z zastosowanymi elementami brzegowymi niesko«czo-

nymi odwzorowanymi przedstawia rysunki 3.13 i 3.14.

Podobnie zwi¦kszenie g¦sto±ci punktów caªkowania numerycznego i »onglowa-

nie odmienn¡ ilo±ci¡ tych punktów w elementach niesko«czonych i standar-

dowych nie wpªywaªo znacz¡co na uzyskiwane wyniki w w¦zªach elementów

niesko«czonych. Nale»y uwzgl¦dni¢ fakt, i» zgodnie z zasad¡ stosowan¡ w

metodzie balooningu [54, 80, 34] nale»y odrzuci¢ wyniki z w¦zªów siatki b¦d¡-

cych poza tym obszarem rzeczywistego poszukiwania rozwi¡zania. Elementy

niesko«czone stanowi¡ analogiczny dodatkowy obszar jak w klasycznym po-

dej±ciu z metod¡ balooningu i równie» winny by¢ pomini¦te. W zwi¡zku z

tym gra�czna prezentacja wyników winna by¢ w¦»sza ni» przedstawiona na

rysunku 3.9. Oznacza to obci¦cie wykresu bª¦dów 3.10 o oscylacje widoczne

w w¦zªach elementów niesko«czonych. Bardzo istotny jest równie» fakt, i»
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zarówno warto±ci uzyskiwane z oblicze« analitycznych jak i numerycznych s¡

bardzo maªe, bliskie zeru. Z tego te» powodu nawet ró»nice na pi¡tym miejscu

po przecinku skutkuj¡ du»ymi waro±ciami na wykresie bª¦dów. W rzeczywi-

stych zastosowaniach MEB zwi¡zanych z obliczeniami w tomogra�i wspóªczyn-

niki materiaªowe badanych obiektów ró»ni¡ sie o kilka rz¦dów wielko±ci a za

wiarygodne przyjmowane s¡ jedynie wyniki pochodz¡ce z obszaru w którym

analizowana wielko±¢ �zyczna przyjmuje dobrze mierzalne warto±ci. Ostatnim

wartym zauwa»enia wydaje si¦ by¢ fakt, »e zaburzenie wywoªane odst¦pstwem

od modelu rzeczywistego w pojedynczym elemencie w naro»u ukªadu propa-

guje sie na ponad poªow¦ analizowanych elementów. Porównuj¡c to do wpªywu

równie» pojedynczego elementu niesko«czonego nale»y powiedzie¢, »e jest on

znacznie mniejszy a wyniki najbli»sze rozwi¡zaniu analitycznemu znajduj¡ si¦

w cz¦±ci wykresów bli»szych elementom niesko«czonym ni» naro»u modelu.

Porównuj¡c wyniki uzyskane z oblicze« modeli zawieraj¡cych elementy nie-

sko«czone mo»na zauwa»y¢, »e oba typy elementów z funkcjami zaniku (wielo-

mianowymi i wykªadniczymi) oferuj¡ praktycznie identyczne rezultaty a tak»e

poziom i rozkªad bª¦dów. Model z elementami niesko«czonymi odwzorowa-

nymi równie» pozwala na uzyskanie bardzo zbli»onych wyników. Generalnie

elementy niesko«czone spowodowaªy minimum trzy-krotn¡ popraw¦ dokªad-

no±ci rozwi¡zania z poziomu bª¦dów 100% do wachaj¡cych sie od kilku do

ok 30% oraz skrócenie czasu rozwi¡zywania zadania prostego z 44 sekund do

20 sekund. Czas poszukiwania obrazu rozwi¡zania we wn¦trzu obiektu w za-

danu odwrotnym w którym zadanie proste rozwi¡zywane jest wielokrotnie, jest

bardzo istotny w praktycznych zastosowaniach tomogra�znych, podobnie jak

i wymagania dotycz¡ce pami¦ci RAM rz¦du gigabajtów w bardziej zªo»onych

obiektach trójwymiarowych.
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Rys. 3.12. Modele dwuwymiarowe o ró»nej siatce elementów brzegowych. Po

lewej siatka elementów o staªym rozmiarze (z wyj¡tkiem zag¦szczonego na-

ro»a). Po prawej siatka elementów rozszerzaj¡cych si¦ stopniowo od punktu

(0,0) do poªowy dªugo±ci modelu a nast¦pnie ponownie stopniowo zag¦szcza-

j¡ca si¦ w miar¦ zbli»ania si¦ do elementu niesko«czonego

Rys. 3.13. Porównanie wyników dla siatek elementów jak na rysunku 3.12 z

zastosowanymi odwzorowanymi elementami brzegowymi niesko«czonymi
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Rys. 3.14. Porównanie bª¦dów dla siatek elementów jak na rysunku 3.12 z

zastosowanymi odwzorowanymi elementami brzegowymi niesko«czonymi
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Rozdziaª 4

Elementy Brzegowe Niesko«czone

w odniesieniu do obiektów 3D

4.1 Elementy Brzegowe Niesko«czone z funkcjami

zaniku

Dla dwuwymiarowych elementów niesko«czonych z funkcjami zaniku pod-

stawowa zasada polegaj¡ca na wykorzystaniu iloczynu standardowych bazo-

wych funkcji interpolacji znanych z klasycznych elementów brzegowych i funk-

cji zaniku taka jak w elementach jednowymiarowych pozostaje niezmieniona.

W elementach takich funkcje zaniku musz¡ uwzgl¦dnia¢ oba kierunki ξ i η.

Rozwa»one zostan¡ dwa przypadki. Pierwszy kiedy standardowy sko«czony

element brzegowy b¦dzie transformowany do niesko«czonego w sposób od-

zwierciedlaj¡cy zanikanie badanej wielko±ci �zycznej wzdªu» jednej tylko wspóª-

rz¦dnej oraz drugi przypadek kiedy zanikanie nast¦powa¢ b¦dzie w obu kie-

runkach ξ i η jednocze±nie (element naro»ny) - rysunek 4.1.

4.1.1 Funkcje zaniku

Wielomianowe funkcje zaniku

W przypadku funkcji zaniku odwrotnie proporcjonalnych do odlegªo±ci w

lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych wyra»one b¦d¡ one nast¦puj¡co [101, 13, 15,

34]:

dla zanikania w dodatnim kierunku osi ξ:
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Rys. 4.1. Elementy brzegowe niesko«czone z funkcjami zaniku. Po lewej trans-

formowany do niesko«czono±ci wzdªu» jednej wspóªrz¦dnej ξ i po prawej ele-

ment naro»ny z transformacj¡ wzdªu» obu wspóªrz¦dnych ξ i η

Di(ξ) =

(
ξi − ξo

ξ − ξo

)n

, (4.1)

dla zanikania w dodatnich kierunkach obu osi ξ i η:

Di(ξ, η) =

(
ξi − ξo

ξ − ξo

)n (
ηi − ηo

η − ηo

)m

, (4.2)

gdzie (ξo, ηo) jest punktem pocz¡tkowym (ang. origin point). Punkt ten

musi le»e¢ poza elementem po stronie przeciwnej do jego niesko«czonej cz¦±ci.

Je»eli przyjmiemy, »e zanikanie nast¦puje w dodatnim kierunku osi ξ wówczas

ξo < −1 i analogicznie dla osi η, ηo < −1. W przypadku zanikania w ujemnych

kierunkach osi ξ lub η , ξo > 1 lub odpowiednio ηo > 1. Wymogi te s¡ konieczne

dla unikni¦cia osobliwo±ci wewn¡trz elementu. Ponadto wykªadniki pot¦gowe

n i m musz¡ by¢ wi¦ksze ni» najwy»szy wykªadnik odpowiednio ξ i η wyst¦-

puj¡cy w bazowej funkcji interpolacji Ni. Zapewnia to osi¡ganie sko«czonych

warto±ci przez funkcje Mi przy niesko«czonej warto±ci ich argumentów ξ i η.

Przy ξ →∞ granica limξ→∞ Mi = 0 i przy η →∞ granica limη→∞ Mi = 0.

Przyjmuj¡c dla standardowych kwadratowych funkcji bazowych interpola-

cji (4.3) wykªadniki z zale»no±ci (4.2) n = 3 i m = 3

N0(ξ, η) = −(1− ξ)(1− η)(1 + ξ + η)/4,

N1(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η)/2,

N2(ξ, η) = −(1 + ξ)(1− η)(1− ξ + η)/4,

N3(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η2)/2,
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N4(ξ, η) = −(1 + ξ)(1 + η)(1− ξ − η)/4, (4.3)

N5(ξ, η) = (1− ξ2)(1 + η)/2,

N6(ξ, η) = −(1− ξ)(1 + η)(1 + ξ − η)/4,

N7(ξ, η) = (1− ξ)(1− η2)/2,

otrzymamy bazowe funkcje interpolacji dla elementów niesko«czonych ba-

zuj¡cych na standardowych o±miow¦zªowych elementach drugiego rz¦du. Dla

zanikania w dodatnim kierunku osi ξ wielomianowe niesko«czone bazowe funk-

cje interpolacji przyjm¡ posta¢:

M0(ξ, η) = −(1− ξ)(1− η)(1 + ξ + η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3

,

M1(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η)/2 ·
(
−ξo

ξ − ξo

)3

,

M2(ξ, η) = −(1 + ξ)(1− η)(1− ξ + η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3

,

M3(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η2)/2 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3

,

M4(ξ, η) = −(1 + ξ)(1 + η)(1− ξ − η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3

, (4.4)

M5(ξ, η) = (1− ξ2)(1 + η)/2 ·
(
−ξo

ξ − ξo

)3

,

M6(ξ, η) = −(1− ξ)(1 + η)(1 + ξ − η)/4 ·
(
−1− ξo

ξ − ξo

)3

,

M7(ξ, η) = (1− ξ)(1− η2)/2 ·
(
−1− ξo

ξ − ξo

)3

.

Gra�cznie wykre±lone niesko«czone bazowe funkcje interpolacji (4.4) dla

elementów z wielomianowymi funkcjami zaniku (4.2) przedstawiaj¡ si¦ jak na

rys. 4.2.

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji (4.4) odpowiednio po ξ i

η wynios¡:

∂M0(ξ, η)
∂ξ

= −
(ξo + 1)3 (η − 1)

(
2ξη + ξoη − 3η + ξ2 + 2ξoξ − 3

)
4(ξ − ξo)

4 ,

∂M1(ξ, η)
∂ξ

=
ξo

3
(
ξ2 + 2ξoξ − 3

)
(η − 1)

2(ξ − ξo)
4 ,
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Rys. 4.2. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu niesko«-

czonego z wielomianowymi funkcjami zaniku bazuj¡cego na standardowym

czworok¡tnym 8-w¦zªowym elemencie brzegowym i zanikaniu w dodatnim kie-

runku osi ξ (ξ0 = −2)

∂M2(ξ, η)
∂ξ

= −
(ξo − 1)3 (η − 1)

(
−2ξη − ξoη − 3η + ξ2 + 2ξoξ − 3

)
4(ξ − ξo)

4 ,

∂M3(ξ, η)
∂ξ

= −
(ξo − 1)3 (2ξ + ξo + 3)

(
η2 − 1

)
2(ξ − ξo)

4 ,

(4.5)

∂M4(ξ, η)
∂ξ

=
(ξo − 1)3 (η + 1)

(
2ξη + ξoη + 3η + ξ2 + 2ξoξ − 3

)
4(ξ − ξo)

4 ,

∂M5(ξ, η)
∂ξ

= −
ξo

3
(
ξ2 + 2ξoξ − 3

)
(η + 1)

2(ξ − ξo)
4 ,

∂M6(ξ, η)
∂ξ

=
(ξo + 1)3 (η + 1)

(
−2ξη − ξoη + 3η + ξ2 + 2ξoξ − 3

)
4(ξ − ξo)

4 ,

∂M7(ξ, η)
∂ξ

=
(ξo + 1)3 (2ξ + ξo − 3)

(
η2 − 1

)
2(ξ − ξo)

4 ,

oraz po η:
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∂M0(ξ, η)
∂η

=
(ξo + 1)3 (ξ − 1) (2η + ξ)

4(ξ − ξo)
3 ,

∂M1(ξ, η)
∂η

= −
ξo

3
(
ξ2 − 1

)
2(ξ − ξo)

3 ,

∂M2(ξ, η)
∂η

=
(ξo − 1)3 (ξ + 1) (ξ − 2η)

4(ξ − ξo)
3 ,

∂M3(ξ, η)
∂η

=
(ξo − 1)3 (ξ + 1) η

(ξ − ξo)
3 , (4.6)

∂M4(ξ, η)
∂η

= − (ξo − 1)3 (ξ + 1) (2η + ξ)
4(ξ − ξo)

3 ,

∂M5(ξ, η)
∂η

=
ξo

3
(
ξ2 − 1

)
2(ξ − ξo)

3 ,

∂M6(ξ, η)
∂η

= − (ξo + 1)3 (ξ − 1) (ξ − 2η)
4(ξ − ξo)

3 ,

∂M7(ξ, η)
∂η

=
(ξo + 1)3 (1− ξ) η

(ξ − ξo)
3 .

Dla zanikania w dodatnich kierunkach obu osi ξ i η wielomianowe niesko«-

czone bazowe funkcje interpolacji (4.7) przyjm¡ posta¢:

M0(ξ, η) = −(1− ξ)(1− η)(1 + ξ + η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3 (
1− ηo

η − ηo

)3

,

M1(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η)/2 ·
(
−ξo

ξ − ξo

)3 (−1− ηo

η − ηo

)3

,

M2(ξ, η) = −(1 + ξ)(1− η)(1− ξ + η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3 (−1− ηo

η − ηo

)3

,

M3(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η2)/2 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3 ( −ηo

η − ηo

)3

,

M4(ξ, η) = −(1 + ξ)(1 + η)(1− ξ − η)/4 ·
(

1− ξo

ξ − ξo

)3 (
1− ηo

η − ηo

)3

, (4.7)

M5(ξ, η) = (1− ξ2)(1 + η)/2 ·
(
−ξo

ξ − ξo

)3 (
1− ηo

η − ηo

)3

,

M6(ξ, η) = −(1− ξ)(1 + η)(1 + ξ − η)/4 ·
(
−1− ξo

ξ − ξo

)3 (
1− ηo

η − ηo

)3

,
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M7(ξ, η) = (1− ξ)(1− η2)/2 ·
(
−1− ξo

ξ − ξo

)3 ( −ηo

η − ηo

)3

.

Gra�cznie wykre±lone niesko«czone bazowe funkcje interpolacji (4.7) dla ele-

mentów z wielomianowymi funkcjami zaniku (4.1) przedstawiaj¡ si¦ jak na

rys. 4.3. Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposób bazowych funkcji

Rys. 4.3. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu niesko«-

czonego z wielomianowymi funkcjami zaniku bazuj¡cego na standardowym

czworok¡tnym 8-w¦zªowym elemencie brzegowym i zanikaniu w dodatnich kie-

runkach obu osi ξ i η (ξ0 = −2 i η0 = −2)

interpolacji (4.7) odpowiednio po ξ i η wynios¡:

∂M0(ξ, η)

∂ξ
=

(−1 + η)(η0 + 1)3
(
−3 + ξ2 + 2ξξ0 + η(−3 + 2ξ + ξ0)

)
(ξ0 + 1)3

4(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

∂M1(ξ, η)

∂ξ
= −

(−1 + η)(η0 + 1)3
(
−3 + ξ2 + 2ξξ0

)
ξ0

3

2(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

∂M2(ξ, η)

∂ξ
= −

(−1 + η)(η0 + 1)3
(
3− ξ2 − 2ξξ0 + η(3 + 2ξ + ξ0)

)
(ξ0 − 1)3

4(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

∂M3(ξ, η)

∂ξ
=

(
−1 + η2

)
η0

3(3 + 2ξ + ξ0)(ξ0 − 1)3

2(η − η0)3(ξ − ξ0)4
, (4.8)

∂M4(ξ, η)

∂ξ
= −

(1 + η)(η0 − 1)3
(
−3 + ξ2 + 2ξξ0 + η(3 + 2ξ + ξ0)

)
(ξ0 − 1)3

4(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,
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∂M5(ξ, η)

∂ξ
= −

(1 + η)(η0 − 1)3
(
3 + ξ2 + 2ξξ0

)
ξ0

3

2(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

∂M6(ξ, η)

∂ξ
=

(1 + η)(η0 − 1)3
(
3− ξ2 − 2ξξ0 + η(−3 + 2ξ + ξ0)

)
(ξ0 + 1)3

4(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

∂M7(ξ, η)

∂ξ
= −

(
−1 + η2

)
η0

3(−3 + 2ξ + ξ0)(ξ0 + 1)3

2(η − η0)3(ξ − ξ0)4
,

oraz po η:

∂M0(ξ, η)

∂η
=

(η0 + 1)3(−1 + ξ)
(
−3 + η2 + (−3 + η0)ξ + 2η(η0 + ξ)

)
(ξ0 + 1)3

4(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M1(ξ, η)

∂η
= −

(−3 + 2η + η0)(η0 + 1)3
(
−1 + ξ2

)
ξ0

3

2(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M2(ξ, η)

∂η
= −

(η0 + 1)3(1 + ξ)
(
−3 + η2 + 2η(η0 − ξ)− (−3 + η0)ξ

)
(ξ0 − 1)3

4(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M3(ξ, η)

∂η
=

(
−3 + η2 + 2ηη0

)
η0

3(1 + ξ)(ξ0 − 1)3

2(η − η0)4(ξ − ξ0)3
, (4.9)

∂M4(ξ, η)

∂η
= −

(η0 − 1)3(1 + ξ)
(
−3 + η2 + (3 + η0)ξ + 2η(η0 + ξ)

)
(ξ0 − 1)3

4(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M5(ξ, η)

∂η
= −

(3 + 2η + η0)(η0 − 1)3
(
1 + ξ2

)
ξ0

3

2(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M6(ξ, η)

∂η
=

(η0 − 1)3(−1 + ξ)
(
−3 + η2 + 2η(η0 − ξ)− (3 + η0)ξ

)
(ξ0 + 1)3

4(η − η0)4(ξ − ξ0)3
,

∂M7(ξ, η)

∂η
= −

(
−3 + η2 + 2ηη0

)
η0

3(−1 + ξ)(ξ0 + 1)3

2(η − η0)4(ξ − ξ0)3
.

Wykªadnicze funkcje zaniku

Wykªadnicze funkcje zaniku postaci e−r oferuj¡ szybsze zanikanie. W przy-

padku zanikania jedynie w dodatnim kierunku osi ξ, przy uwzgl¦dnieniu wa-

runku przyjmowania przez funkcje zaniku warto±ci 1 we wªasnych w¦zªach

funkcj¦ zaniku zapiszemy jako:

Di(ξ, η) = e(ξi−ξ)/L, (4.10)

gdzie L [m] jest wspóªczynnikiem decyduj¡cym o szybko±ci zanikania.
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Skªadaj¡c funkcje zaniku (4.10) ze standardowymi funkcjami bazowymi

interpolacji (4.3) otrzymamy bazowe funkcje interpolacji dla elementów nie-

sko«czonych:

M0(ξ, η) = (ξ − 1) (1− η) (η + ξ + 1) /4 · e(1−ξ)/L,

M1(ξ, η) =
(
1− ξ2

)
(1− η) /2 · e−ξ/L,

M2(ξ, η) = (−ξ − 1) (1− η) (η − ξ + 1) /4 · e(−ξ−1)/L,

M3(ξ, η) = (ξ + 1)
(
1− η2

)
/2 · e(−ξ−1)/L,

M4(ξ, η) = (−ξ − 1) (−η − ξ + 1) (η + 1) /4 · e(−ξ−1)/L, (4.11)

M5(ξ, η) =
(
1− ξ2

)
(η + 1) /2 · e−ξ/L,

M6(ξ, η) = (ξ − 1) (−η + ξ + 1) (η + 1) /4 · e(1−ξ)/L,

M7(ξ, η) = (1− ξ)
(
1− η2

)
/2 · e(1−ξ)/L.

Gra�cznie wyznaczone niesko«czone bazowe funkcje interpolacji dla ele-

mentów z wykªadniczymi funkcjami zaniku (4.10) przedstawiaj¡ si¦ jak na

rys. 4.4.

Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposób bazowych funkcji interpola-

cji odpowiednio po ξ i η wynios¡:

∂M0(ξ, η)

∂ξ
= −

(ξ − 1) (1− η) (η + ξ + 1) e
1−ξ

L

4L
+

(1− η) (η + ξ + 1) e
1−ξ

L

4

+
(ξ − 1) (1− η) e

1−ξ
L

4
,

∂M1(ξ, η)

∂ξ
= −

(
1− ξ2

)
(1− η) e−

ξ
L

2L
− ξ (1− η) e−

ξ
L ,

∂M2(ξ, η)

∂ξ
= −

(−ξ − 1) (1− η) (η − ξ + 1) e
−ξ−1

L

4L
−

(1− η) (η − ξ + 1) e
−ξ−1

L

4

−
(−ξ − 1) (1− η) e

−ξ−1
L

4
,

∂M3(ξ, η)

∂ξ
=

(
1− η2

)
e
−ξ−1

L

2
−

(ξ + 1)
(
1− η2

)
e
−ξ−1

L

2L
,

∂M4(ξ, η)

∂ξ
= −

(−ξ − 1) (−η − ξ + 1) (η + 1) e
−ξ−1

L

4L
−

(−η − ξ + 1) (η + 1) e
−ξ−1

L

4

−
(−ξ − 1) (η + 1) e

−ξ−1
L

4
, (4.12)

∂M5(ξ, η)

∂ξ
= −

(
1− ξ2

)
(η + 1) e−

ξ
L

2L
− ξ (η + 1) e−

ξ
L ,
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Rys. 4.4. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu niesko«-

czonego z wykªadniczymi funkcjami zaniku bazuj¡cego na standardowym czwo-

rok¡tnym 8-w¦zªowym elemencie brzegowym, dla zanikania w dodatnim kie-

runku osi ξ (L = −2)

∂M6(ξ, η)

∂ξ
= −

(ξ − 1) (−η + ξ + 1) (η + 1) e
1−ξ

L

4L
+

(−η + ξ + 1) (η + 1) e
1−ξ

L

4

+
(ξ − 1) (η + 1) e

1−ξ
L

4
,

∂M7(ξ, η)

∂ξ
= −

(1− ξ)
(
1− η2

)
e

1−ξ
L

2L
−

(
1− η2

)
e

1−ξ
L

2
,

oraz po η:

∂M0(ξ, η)

∂η
=

(ξ − 1) (1− η) e
1−ξ

L

4
−

(ξ − 1) (η + ξ + 1) e
1−ξ

L

4
,

∂M1(ξ, η)

∂η
= −

(
1− ξ2

)
e−

ξ
L

2
,

∂M2(ξ, η)

∂η
=

(−ξ − 1) (1− η) e
−ξ−1

L

4
−

(−ξ − 1) (η − ξ + 1) e
−ξ−1

L

4
,

∂M3(ξ, η)

∂η
= − (ξ + 1) ηe

−ξ−1
L ,
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∂M4(ξ, η)

∂η
=

(−ξ − 1) (−η − ξ + 1) e
−ξ−1

L

4
−

(−ξ − 1) (η + 1) e
−ξ−1

L

4
, (4.13)

∂M5(ξ, η)

∂η
=

(
1− ξ2

)
e−

ξ
L

2
,

∂M6(ξ, η)

∂η
=

(ξ − 1) (−η + ξ + 1) e
1−ξ

L

4
−

(ξ − 1) (η + 1) e
1−ξ

L

4
,

∂M7(ξ, η)

∂η
= − (1− ξ) ηe

1−ξ
L .

W przypadku zanikania w dodatnich kierunkach obu osi ξ i η, funkcj¦

zaniku zapiszemy jako:

Di(ξ, η) = e(ξi+ηi−ξ−η)/L. (4.14)

W przypadku zanikania w ujemnym kierunku obu osi ξ i ujemnym osi η,

funkcj¦ zaniku zapiszemy jako:

Di(ξ, η) = e(ξ+η−ξi−ηi)/L. (4.15)

Skªadaj¡c funkcje zaniku (4.14) ze standardowymi funkcjami bazowymi

interpolacji (4.3) otrzymamy bazowe funkcje interpolacji dla elementów nie-

sko«czonych:

M0(ξ, η) = −(1− ξ)(1− η)(1 + ξ + η)/4 · e(−2−ξ−η)/L,

M1(ξ, η) = (1− ξ2)(1− η)/2 · e(−1−ξ−η)/L,

M2(ξ, η) = −(1 + ξ)(1− η)(1− ξ + η)/4 · e(−ξ−η)/L,

M3(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η2)/2 · e(1−ξ−η)/L

M4(ξ, η) = −(1 + ξ)(1 + η)(1− ξ − η)/4 · e(2−ξ−η)/L, (4.16)

M5(ξ, η) = (1− ξ2)(1 + η)/2 · e(1−ξ−η)/L,

M6(ξ, η) = −(1− ξ)(1 + η)(1 + ξ − η)/4 · e(−ξ−η)/L,

M7(ξ, η) = (1− ξ)(1− η2)/2 · e(−1−ξ−η)/L.

Gra�cznie wyznaczone niesko«czone bazowe funkcje interpolacji dla ele-

mentów z wykªadniczymi funkcjami zaniku (4.14) przedstawiaj¡ si¦ jak na

rys. 4.5.

Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposób bazowych funkcji interpola-

cji odpowiednio po ξ i η wynios¡:
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Rys. 4.5. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu niesko«-

czonego z wykªadniczymi funkcjami zaniku bazuj¡cego na standardowym czwo-

rok¡tnym 8-w¦zªowym elemencie brzegowym, dla zanikania w dodatnich kie-

runkach obu osi ξ o η (L = −2)

∂M0(ξ, ξ)

∂ξ
=

−
((

η2 + (2ξ − 1) η − 2ξ
)

L + (1− ξ) η2 +
(
ξ − ξ2

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ−2)/L

4L
,

∂M1(ξ, ξ)

∂ξ
=

(
(2ξη − 2ξ) L +

(
1− ξ2

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ+1)/L

2L
,

∂M2(ξ, ξ)

∂ξ
=

((
η2 + (−2ξ − 1) η + 2ξ

)
L + (−ξ − 1) η2 +

(
ξ2 + ξ

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ)/L

4L
,

∂M3(ξ, ξ)

∂ξ
=

−
((

η2 − 1
)

L + (−ξ − 1) η2 + ξ + 1
)

e(−η−ξ+1)/L

2L
, (4.17)

∂M4(ξ, ξ)

∂ξ
=

((
η2 + (2ξ + 1) η + 2ξ

)
L + (−ξ − 1) η2 +

(
−ξ2 − ξ

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ+2)/L

4L
,

∂M5(ξ, ξ)

∂ξ
=

−
(
(2ξη + 2ξ) L +

(
1− ξ2

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ+1)/L

2L
,

∂M6(ξ, ξ)

∂ξ
=

−
((

η2 + (1− 2ξ) η − 2ξ
)

L + (1− ξ) η2 +
(
ξ2 − ξ

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ)/L

4L
,

∂M7(ξ, ξ)

∂ξ
=

((
η2 − 1

)
L + (1− ξ) η2 + ξ − 1

)
e(−η−ξ−1)/L

2L
,
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oraz po η:

∂M0(ξ, η)

∂ξ
=

−
((

(2ξ − 2) η + ξ2 − ξ
)

L + (1− ξ) η2 +
(
ξ − ξ2

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ−2)/L

4L
,

∂M1(ξ, η)

∂ξ
=

((
ξ2 − 1

)
L +

(
1− ξ2

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ−1)/L

2L
,

∂M2(ξ, η)

∂ξ
=

((
(2ξ + 2) η − ξ2 − ξ

)
L + (−ξ − 1) η2 +

(
ξ2 + ξ

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ)/L

4L
,

∂M3(ξ, η)

∂ξ
=

−
(
(2ξ + 2) ηL + (−ξ − 1) η2 + ξ + 1

)
e(−η−ξ+1)/L

2L
, (4.18)

∂M4(ξ, η)

∂ξ
=

((
(2ξ + 2) η + ξ2 + ξ

)
L + (−ξ − 1) η2 +

(
−ξ2 − ξ

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ+2)/L

4L
,

∂M5(ξ, η)

∂ξ
=

−
((

ξ2 − 1
)

L +
(
1− ξ2

)
η − ξ2 + 1

)
e(−η−ξ+1)/L

2L
,

∂M6(ξ, η)

∂ξ
=

−
((

(2ξ − 2) η − ξ2 + ξ
)

L + (1− ξ) η2 +
(
ξ2 − ξ

)
η + ξ2 − 1

)
e(−η−ξ)/L

4L
,

∂M7(ξ, η)

∂ξ
=

(
(2ξ − 2) ηL + (1− ξ) η2 + ξ − 1

)
e(−η−ξ−1)/L

2L
,

Przykªadem zagadnienia wymagaj¡cego zastosowania elementów naro»nych

(zanikanie w kierunkach obu osi ξ i η jednocze±nie) mo»e by¢ rozwini¦cie ana-

lizowanego w rozdziale (3.4) przypadku, rysunek 3.7, dwóch niesko«czenie roz-

legªych póªpªaszczyzn o ró»nych potencjaªach. Trójwymiarowy model wraz ze

stosown¡ dyskretyzacj¡ przedstawiony jest na rysunku 4.6.

4.1.2 Jakobian

Ka»dy element powierzchni Ω transformuje si¦ do ukªadu krzywoliniowego

ξ, η, ζ. Przej±cie z globalnego ukªadu kartezja«skiego x, y, z do lokalnego

krzywoliniowego ukªadu ξ, η, ζ, gdzie ξ, η s¡ wspóªrz¦dnymi lokalnymi a o±

ζ pokrywa si¦ z kierunkiem i zwrotem wektora normalnego, zewn¦trznego, do

powierzchni Ω opiera si¦ na przeksztaªceniu danej funkcji u okre±lonym zale»-

no±ci¡: 
du
dξ

du
dη

du
dζ

 =


dx
dξ

dy
dξ

dz
dξ

dx
dη

dy
dη

dz
dη

dx
dζ

dy
dζ

dz
dζ

 ·


du
dx
du
dy

du
dz

 , (4.19)

gdzie macierz kwadratowa stanowi jakobian tego przeksztaªcenia.
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Rys. 4.6. Model zagadnienia wymagaj¡cego zastosowania naro»nych niesko«-

czonych elementów brzegowych N1, N2, N3 oraz N4

Poniewa» o± ζ le»y na kierunku normalnym do powierzchni elementu, wek-

tor normalny n mo»na wyznaczy¢ jako iloczyn wektorowy dwóch wektorów

stycznych ∂r/∂ξ i ∂r/∂η jak to przedstawiono na rysunku 4.7. Element po-

wierzchni dΩ mo»na wi¦c wyrazi¢ nast¦puj¡co [81, 16]:

dΩ = dξdη =

∣∣∣∣∣drdξ
× dr

dη

∣∣∣∣∣ dξdη =
√

nx
2 + ny

2 + nz
2dξdη, (4.20)

gdzie

nx =
dy

dξ

dz

dη
− dy

dη

dz

dξ
,

ny =
dz

dξ

dx

dη
− dz

dη

dx

dξ
, (4.21)

nz =
dx

dξ

dy

dη
− dx

dη

dy

dξ
.

Istotne jest jeszcze uwzgl¦dnienie wektora normalnego n do powierzchni ele-

mentarnej dΩ (rysunek 4.7). Jest to realizowane w obliczeniach poprzez okre-

±lenie zwrotu wektora normalnego, wi¡»¡c pocz¡tki i ko«ce wektorów w ele-

mencie z ustaon¡ zasad¡ numerowania w¦zªów w kierunku przeciwnym do ru-

chu wskazówek zegara.
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Rys. 4.7. Elementarny przyrost powierzchni brzegowej i wektor normalny do

powierzchni elementu w punkcie M

Korzystaj¡c z bazowych funkcji interpolacji (4.4, 4.7, 4.11 lub 4.16) dx
dξ
, dy

dξ

i dz
dξ

mo»na zapisa¢:

dx(ξ, η)

dξ
=

dM0(ξ, η)

dξ
x0 +

dM1(ξ, η)

dξ
x1 +

dM2(ξ, η)

dξ
x2 +

dM3(ξ, η)

dξ
x3 +

+
dM4(ξ, η)

dξ
x4 +

dM5(ξ, η)

dξ
x5 +

dM6(ξ, η)

dξ
x6 +

dM7(ξ, η)

dξ
x7,

dy(ξ, η)

dξ
=

dM0(ξ, η)

dξ
y0 +

dM1(ξ, η)

dξ
y0 +

dM2(ξ, η)

dξ
y0 +

dM3(ξ, η)

dξ
y3 +

+
dM4(ξ, η)

dξ
y4 +

dM5(ξ, η)

dξ
y5 +

dM6(ξ, η)

dξ
y6 +

dM7(ξ, η)

dξ
y7, (4.22)

dz(ξ, η)

dξ
=

dM0(ξ, η)

dξ
z0 +

dM1(ξ, η)

dξ
z0 +

dM2(ξ, η)

dξ
z0 +

dM3(ξ, η)

dξ
z3 +

+
dM4(ξ, η)

dξ
z4 +

dM5(ξ, η)

dξ
z5 +

dM6(ξ, η)

dξ
z6 +

dM7(ξ, η)

dξ
z7.

Analogicznie dx
dη
, dy

dη
i dz

dη
:

dx(ξ, η)

dη
=

dM0(ξ, η)

dη
x0 +

dM1(ξ, η)

dη
x1 +

dM2(ξ, η)

dη
x2 +

dM3(ξ, η)

dη
x3 +

+
dM4(ξ, η)

dη
x4 +

dM5(ξ, η)

dη
x5 +

dM6(ξ, η)

dη
x6 +

dM7(ξ, η)

dη
x7,
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dy(ξ, η)

dη
=

dM0(ξ, η)

dη
y0 +

dM1(ξ, η)

dη
y0 +

dM2(ξ, η)

dη
y0 +

dM3(ξ, η)

dη
y3 +

+
dM4(ξ, η)

dη
y4 +

dM5(ξ, η)

dη
y5 +

dM6(ξ, η)

dη
y6 +

dM7(ξ, η)

dη
y7, (4.23)

dz(ξ, η)

dη
=

dM0(ξ, η)

dη
z0 +

dM1(ξ, η)

dη
z0 +

dM2(ξ, η)

dη
z0 +

dM3(ξ, η)

dη
z3 +

+
dM4(ξ, η)

dη
z4 +

dM5(ξ, η)

dη
z5 +

dM6(ξ, η)

dη
z6 +

dM7(ξ, η)

dη
z7.

Korzystaj¡c z równa« (4.5), (4.6), (4.8), (4.9), (4.12), (4.13), (4.17) i (4.18)

nx, ny, nz dla bazowych funkcji interpolacji (4.4), (4.7), (4.11), (4.16) otrzy-

mujemy jakobian transformacji pozwalaj¡cej na przej±cie z globalnego ukªadu

wspóªrz¦dnych x, y, z do lokalnego ukªadu ξ, η, ζ.

4.1.3 Caªkowanie numeryczne

Zale»no±ci z rozdziaªu o jednowymiarowych elementach niesko«czonych z

funkcjami zaniku zwi¡zane ze zmian¡ granicy caªkowania dla elementów nie-

sko«czonych odpowiednio, kwadratura Gaussa-Legendrea i Gaussa-Laguerrea

rozdziaª 3.2.2 pozostaj¡ aktualne równie» dla dwuwymiarowych elementów nie-

sko«czonych.

Caªkowanie numeryczne caªek nieosobliwych w odniesieniu do ele-

mentów czworok¡tnych

Rys. 4.8. Lokalny ukªad wspóªrz¦dnych krzywoliniowych ξ, η dla pojedynczego

czworok¡tnego elementu brzegowego
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Numeryczne caªkowanie elementów brzegowych na powierzchni obiektów

trójwymiarowych mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

I =
∫ +1

−1

∫ +1

−1
f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =

n∑
i=1

 n∑
j=1

f(ξ1j, ξ2i)wj

wi. (4.24)

Przykªadowe wspóªrz¦dne punktów Gaussa i odpowiadaj¡ce im wspóªczynniki

wag s¡ analogiczne jak w przypadku elementów jednowymiarowych - tabela

2.1. Warto±ci kolejnych wspóªrz¦dnych ξ2 s¡ powtórzeniem ξ1 a wspóªczynniki

wag s¡ wspólne dla kolejnych par ξ1, ξ2.

Caªkowanie numeryczne caªek osobliwych w odniesieniu do elemen-

tów czworok¡tnych

Je»eli punkt obserwacji (r) pokrywa si¦ lub le»y bardzo blisko w¦zªa ele-

mentu pojawiaj¡ si¦ osobliwo±ci wymagaj¡ce odmiennego numerycznego caª-

kowania ni» (4.24). Jedn¡ z najefektywniejszych metod jest metoda regulary-

zacji. Zostaªa ona zastosowana w obliczeniach i b¦dzie zaprezentowana poni-

»ej [81]. Schemat post¦powania dla osobliwo±ci zlokalizowanych w kolejnych

w¦zªach o±miow¦zªowego elementu czworok¡tnego (osobliwo±ci zakre±lono kóª-

kiem) rozpoczyna odwzorowanie trójwymiarowej przestrzeni Kartezja«skiej w

przestrze« dwuwymiarow¡ za pomoc¡ bazowych funkcji interpolacji. Nast¦p-

nie element z lokalnych wspóªrz¦dnych krzywoliniowych ξ1, ξ2 jest dzielony jest

na dwa lub trzy trójk¡tne elementy zale»nie od lokalizacji punktu osobliwego

jak to przedstawiono na rysunku 4.9. Ostatecznie powstaªe elementy trój-

k¡tne s¡ ponownie odwzorowywane w kwadrat tak aby mo»na byªo zastosowa¢

standardow¡ kwadratur¦ Gaussa. W ten sposób wprowadzony zostaje kolejny

jakobian zwi¡zany z unikni¦ciem osobliwo±ci w dwóch wymiarach.

W¦zeª 0

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = η1 ξ2 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
. (4.25)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
ξ2 = η1. (4.26)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych Jr(η1, η2), przedstawia
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Rys. 4.9. Punkt osobliwy w w¦¹le 0 (po lewej), w w¦¹le 1 (w ±rodku) i w w¦¹le

2 (po prawej) [81]

si¦ nast¦puj¡co:

Jr =

∣∣∣∣∣∣
dξ1
dη1

dξ1
dη2

dξ2
dη1

dξ2
dη2

∣∣∣∣∣∣ = 1 + η1

2
. (4.27)

W¦zeª 1

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = −1 + η1

2

ξ2 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
(4.28)

JrT1
=

1 + η1

4
.

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1 + η1

2

ξ2 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
(4.29)

JrT2
=

1 + η1

4
.
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Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = −(1 + η1)η2

2
ξ2 = η1. (4.30)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych JrT3
(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

JrT3
=

1 + η1

2
. (4.31)

W¦zeª 2

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
ξ2 = η1. (4.32)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = −η1 ξ2 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
. (4.33)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych Jr(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

Jr =
1 + η1

2
(4.34)

Podobnie post¦pujemy dla osobliwo±ci znajduj¡cych sie w w¦zªach 3, 4 i 5.

W¦zeª 3

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
ξ2 = −1 + η1

2
, (4.35)

JrT1
=

1 + η1

4
. (4.36)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
ξ2 =

1 + η1

2
, (4.37)

JrT2
=

1 + η1

4
. (4.38)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = −η1 ξ2 = −(1 + η1)η2

2
. (4.39)
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Rys. 4.10. Punkt osobliwy w w¦¹le 3 (po lewej), w w¦¹le 4 (w ±rodku) i w w¦¹le

5 (po prawej) [81]

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych JrT3
(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

JrT3
=

1 + η1

2
. (4.40)

W¦zeª 4

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
ξ2 = −η1. (4.41)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = η1 ξ2 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
. (4.42)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych Jr(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

Jr =
1 + η1

2
. (4.43)
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W¦zeª 5

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = −1 + η1

2
ξ2 =

1− η1 − (1 + η1)η2

2
, (4.44)

JrT1
=

1 + η1

4
. (4.45)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1 + η1

2
ξ2 =

1− η1 + (1 + η1)η2

2
, (4.46)

JrT2
=

1 + η1

4
. (4.47)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 =
(1 + η1)η2

2
ξ2 = −η1. (4.48)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych JrT3
(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

JrT3
=

1 + η1

2
. (4.49)

Analogicznie post¦pujemy dla osobliwo±ci znajduj¡cych sie w ostatnich w¦-

zªach 6 i 7.

W¦zeª 6

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
ξ2 = −η1. (4.50)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = η1 ξ2 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
. (4.51)

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych Jr(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

Jr =
1 + η1

2
. (4.52)
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Rys. 4.11. Punkt osobliwy w w¦¹le 6 (po lewej) i w w¦¹le 7 (po prawej) [81]

W¦zeª 7

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
ξ2 = −1 + η1

2
, (4.53)

JrT1
=

1 + η1

4
. (4.54)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
ξ2 = −1 + η1

2
, (4.55)

JrT2
=

1 + η1

4
. (4.56)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = η1 ξ1 =
(1 + η1)η2

2
. (4.57)
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⇒

Rys. 4.12. Koncentracja punktów caªkowania Gaussa wokóª osobliwo±ci w

w¦¹le 0

⇒

Rys. 4.13. Koncentracja punktów caªkowania Gaussa wokóª osobliwo±ci w

w¦¹le 1

Jakobian regularyzacji zwi¡zany z zamian¡ zmiennych JrT3
(η1, η2), przedstawia

si¦ nast¦puj¡co:

JrT3
=

1 + η1

2
. (4.58)

Rysunki 4.12 i 4.13 pokazuj¡ w jaki sposób podziaª elementu i odwzorowa-

nia geometrii powoduj¡ koncentracj¦ punktów caªkowania wokóª osobliwo±ci.

4.2 Elementy brzegowe niesko«czone

odwzorowane

Podobnie jak dla jednowymiarowych elementów brzegowych niesko«czo-

nych odwzorowanych (z transformacj¡ geometrii) w przypadku elementów dwu-

wymiarowych (obiektów trójwymiarowych) wprowadzamy specjalne bazowe

funkcje interpolacji M [15, 101, 79, 50] transformuj¡ce element niesko«czony

(rys. 4.14), do wspóªrz¦dnych lokalnych ξ. Operujemy dwoma zestawami ba-

zowych funkcji interpolacji. �Niesko«czone� bazowe funkcje interpolacji Mm
i
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s¡ u»ywane do transformacji geometrii a standardowe bazowe funkcje interpo-

lacji N std
i [92, 10, 11] jedynie do interpolacji warto±ci zmiennej stanu. Bazowe

Rys. 4.14. Izoparametryczny element brzegowy niesko«czony drugiego rz¦du i

jego transformacja ze wspóªrz¦dnych x, y, z do ξ, η

funkcje interpolacji M dla elementów dwuwymiarowych uzyskujemy poprzez

wªa±ciwe poª¡czenie funkcji jednowymiarowych standardowych i niesko«czo-

nych.

Wybór elementów brzegowych niesko«czonych bazuj¡cych na standardo-

wych czworok¡tnych izoparametrycznych elementach 8-w¦zªowych poci¡ga za

sob¡ zastosowanie tzw. przypadkowych (ang. serendipity type) bazowych

funkcji interpolacji [100, 15]. Pomimo zªudnej nazwy s¡ one logiczne i pro-

ces ich wyznaczania zostanie naszkicowany. O±miow¦zªowy element brzegowy

Rys. 4.15. Czworok¡tny 8-w¦zªowy element brzegowy i bazuj¡cy na nim od-

wzorowany element niesko«czony

i jego przeksztaªcenie do 5-w¦zªowego elementu brzegowego niesko«czonego

przedstawia rys. 4.15.
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Nale»y zaznaczy¢, »e element niesko«czony zgodny z rys. 4.15 skªada¢ si¦

b¦dzie z jedynie 5 w¦zªów o numerach 0, 1, 5, 6 i 7. Na pocz¡tek wyznaczone

zostan¡ niesko«czone bazowe funkcje interpolacji Mi dla w¦zªów ±rodkowych.

W¦zeª 7 (ξ = −1 i η = 0):

Bazowa funkcja interpolacji M7 jest iloczynem jednowymiarowej liniowej nie-

sko«czonej bazowej funkcji interpolacji wzdªu» wspóªrz¦dnej ξ i jednowymia-

rowej kwadratowej standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku η:

M7 =
2

1− ξ
·
(
1− η2

)
. (4.59)

W¦zªy 1 (ξ = 0 i η = −1) i 5 (ξ = 0 i η = 1):

Bazowe funkcje interpolacji M1 i M5 s¡ iloczynem jednowymiarowej kwadra-

towej niesko«czonej bazowej funkcji interpolacji wzdªu» wspóªrz¦dnej ξ i od-

powiedniej liniowej standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku η:

M1 =
1 + ξ

1− ξ
· 1

2
(1− η) , M5 =

1 + ξ

1− ξ
· 1

2
(1 + η) . (4.60)

W¦zªy 0 (ξ = 0 i η = −1) i 6 (ξ = 0 i η = 1):

Bazowe funkcje interpolacji M0 i M6 s¡ konstruowane dwuetapowo. W pierw-

szym kroku s¡ one iloczynem liniowej niesko«czonej bazowej funkcji interpola-

cji wzdªu» wspóªrz¦dnej ξ i odpowiedniej liniowej standardowej bazowej funkcji

interpolacji w kierunku η:

M̂0 =
2

1− ξ
· 1

2
(1− η) =

1− η

1− ξ
,

(4.61)

M̂6 =
2

1− ξ
· 1

2
(1 + η) =

1 + η

1− ξ
.

Funkcje (4.61) nie speªniaj¡ jednak warunku przyjmowania warto±ci zerowych

odpowiednio w w¦zªach ±rodkowych 7 i 1:

M̂0 (−1, 0) =
1

2
, M̂0 (0,−1) = 2. (4.62)

oraz w w¦zªach ±rodkowych 7 i 5:

M̂6 (−1, 0) =
1

2
, M̂6 (0, 1) = 2. (4.63)

Korygowane jest to w drugim kroku. Jako, »e bazowe funkcje interpolacji

M1 , M5 i M7 we wªasnych w¦zªach przyjmowa¢ musz¡ warto±¢ 1 a w pozo-

staªych 0 wystarczy doªo»y¢ ich przemno»one przez staª¡ warto±ci do funkcji
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M̂0 i M̂6:

M0 = M̂0 − 2M1 −
1

2
M7 =

−1− ξ + ξη + η2

1− ξ
,

(4.64)

M6 = M̂6 − 2M5 −
1

2
M7 =

−1− ξ − ξη + η2

1− ξ
.

Grupuj¡c razem wyprowadzone bazowe funkcje interpolacji dla odwzorowa-

nych elementów brzegowych niesko«czonych mo»emy zapisa¢:

M0 =
−1− ξ + ξη + η2

1− ξ
,

M1 =
1 + ξ

1− ξ
· 1

2
(1− η) ,

M5 =
1 + ξ

1− ξ
· 1

2
(1 + η) , (4.65)

M6 =
−1− ξ − ξη + η2

1− ξ
,

M7 =
2

1− ξ
·
(
1− η2

)
,

Gra�czna prezentacja niesko«czonych bazowych funkcji interpolacji przed-

stawia si¦ jak na rysunku 4.16. Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpo-

lacji M po zmiennej ξ i η przedstawiaj¡ sie nast¦puj¡co:

∂M7

∂ξ
=

2

(1− ξ)2 ·
(
1− η2

)
,

∂M1

∂ξ
=

1− η

(1− ξ)2 ,

∂M5

∂ξ
=

1 + η

(1− ξ)2 , (4.66)

∂M0

∂ξ
=

−2 + η + η2

(1− ξ)2 ,

∂M6

∂ξ
=

−2− η − η2

(1− ξ)2 .

a po zmiennej η jak poni»ej:

∂M7

∂η
=

−4η

1− ξ
,

∂M1

∂η
= −1

2
· 1 + ξ

1− ξ
,
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Rys. 4.16. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla odwzorowa-

nego elementu niesko«czonego bazuj¡cego na standardowym czworok¡tnym

8-w¦zªowym elemencie brzegowym dla przypadku zanikania w dodatnim kie-

runku osi ξ

∂M5

∂η
=

1

2
· 1 + ξ

1− ξ
, (4.67)

∂M0

∂η
=

ξ − 2η

1− ξ
,

∂M6

∂η
=

2η − ξ

1− ξ
.

Analogicznie jak dla jednowymiarowych elementów niesko«czonych odwzo-

rowanych w obliczeniach nie s¡ uwzgl¦dniane w¦zªy �uciekaj¡ce� do niesko«-

czono±ci. Dla przypadku jak na rys.4.15 b¦d¡ to w¦zªy 2, 3 i 4.

Podobnie jak w przypadku elementów brzegowych niesko«czonych z funk-

cjami zaniku w elementach odwzorowanych równie» mo»emy mie¢ do czynienia

z elementami naro»nymi. Logika wyznaczenia stosownych bazowych funkcji in-

terpolacji jest podobna jak w przypadku zanikania w jednym tylko kierunku,

tzn. funkcje te skªadane s¡ ze stosownych funkcji jednowymiarowych.

Bazowa funkcja interpolacji dla w¦zªa 1 (ξ = 0 i η = −1) jest iloczynem jed-

nowymiarowej niesko«czonej kwadratowej bazowej funkcji interpolacji w kie-

runku ξ i jednowymiarowej niesko«czonej liniowej bazowej funkcji interpolacji
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w kierunku η:

M1 =
1 + ξ

1− ξ
· 2

1− η
=

2 (1 + ξ)

(1− ξ) (1− η)
. (4.68)

Bazowa funkcja interpolacji dla w¦zªa 7 (ξ = −1 i η = 0) jest iloczynem jed-

nowymiarowej niesko«czonej liniowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku

ξ i jednowymiarowej niesko«czonej kwadratowej bazowej funkcji interpolacji w

kierunku η:

M7 =
2

1− ξ
· 1 + η

1− η
=

2 (1 + η)

(1− ξ) (1− η)
. (4.69)

Bazowa funkcja interpolacji dla w¦zªa 0 (ξ = −1 i η = −1) jest iloczynem

jednowymiarowych niesko«czonych kwadratowych bazowych funkcji interpo-

lacji w ka»dym z kierunków. Analogicznie jak w przypadku funkcji (4.61) jest

ona konstruowana dwuetapowo. W pierwszym kroku b¦dzie to iloczyn linio-

wej niesko«czonej bazowej funkcji interpolacji wzdªu» wspóªrz¦dnej ξ i liniowej

standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku η:

M̂0 =
2

1− ξ
· 2

1− η
=

4

(1− η) (1− ξ)
. (4.70)

Funkcja (4.70) nie speªnia jednak warunku przyjmowania warto±ci zerowych

odpowiednio w w¦zªach ±rodkowych 1 i 7:

M̂0 (0,−1) = 2 , M̂0 (−1, 0) = 2. (4.71)

Korygowane jest to w drugim kroku. Jako, »e bazowe funkcje interpolacji

M1 i M7 we wªasnych w¦zªach przyjmowa¢ musz¡ warto±¢ 1 a w pozostaªych

0 wystarczy doªo»y¢ ich przemno»one przez staª¡ warto±ci do funkcji M̂0 i M̂6:

M0 = M̂0 − 2M1 − 2M7 =
4− 4 (1 + ξ)− 4 (1 + η)

(1− η) (1− ξ)
,

M0 =
−4 (1 + ξ + η)

(1− η) (1− ξ)
. (4.72)

Gra�czna prezentacja niesko«czonych bazowych funkcji interpolacji w przy-

padku zanikania w dodatnim kierunku osi ξ i η przedstawia si¦ jak na ry-

sunku 4.17.
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Rys. 4.17. Gra�czna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla odwzorowa-

nego elementu niesko«czonego bazuj¡cego na standardowym czworok¡tnym

8-w¦zªowym elemencie brzegowym dla przypadku zanikania w dodatnim kie-

runku osi ξ

Warto jeszcze sprawdzi¢ podobnie jak w wypadku elementów jednowy-

miarowych (równanie (3.36)) czy po transformacji z lokalnego do globalnego

ukªadu wspóªrz¦dnych, wspóªrz¦dne x i y przyjm¡ poprawne warto±ci (xi, yi).

Czyli sprawdzi¢ dla kolejnych w¦zªów wynik:

x(ξ, η) =
7∑

i=0

Mi(ξ, η)xi = M0(ξ)x0 + M1(ξ)x1 + M7(ξ)x7,

(4.73)

y(ξ, η) =
7∑

i=0

Mi(ξ, η)yi = M0(ξ)y0 + M1(ξ)y1 + M7(ξ)y7.

Podstawiaj¡c do (4.73), bazowe funkcje interpolacji ((4.72), (4.68) i (4.69))

otrzymamy dla w¦zªów nie �uciekaj¡cych� do niesko«czono±ci i uwzgl¦dnia-

nych w obliczeniach ich wªasne wspóªrz¦dne :

w w¦¹le 0 (ξ = −1, η = −1): x = x0, y = y0,

w w¦¹le 1 (ξ = 0, η = −1): x = x1, y = y1,

w w¦¹le 7 (ξ = +1, η = −1): x = x7, y = y7.

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji M po zmiennej ξ i η przed-
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stawiaj¡ sie nast¦puj¡co:

∂M0

∂ξ
=

−4 (2 + η)

(1− ξ)2 (1− η)
,

∂M1

∂ξ
=

4

(1− ξ)2 (1− η)
, (4.74)

∂M7

∂ξ
=

2 (η + 1)

(1− ξ)2 (1− η)
,

∂M0

∂η
=

−4 (2 + ξ)

(1− ξ) (1− η)2 ,

∂M1

∂η
=

2 (ξ + 1)

(1− ξ) (1− η)2 , (4.75)

∂M7

∂η
=

4

(1− ξ) (1− η)2 .

W elemencie odwzorowanym naro»nym w obliczeniach uwzgl¦dniane s¡

tylko trzy w¦zªy: 0, 1 i 7.

Równanie caªkowo brzegowe zawieraj¡ce oba podobszary � sko«czony i nie-

sko«czony w postaci zdyskretyzowanej wraz ze standardowymi bazowymi funk-

cjami interpolacji N (stosowanymi jedynie do interpolacji warto±ci zmiennej

stanu) i niesko«czonymi bazowymi funkcjami interpolacji M (transformuj¡-

cymi geometri¦) jest nast¦puj¡ce:

c(r)Φi(r) +
n−1∑
i=0

7∑
k=0

∫ +1

−1

∫ +1

−1
Φ(r′)Nk(ξ, η)

∂G(|r− r′|)
∂n

JN(ξ, η)dξdη +

+
m−1∑
j=0

4∑
l=0

∫ ∞

−1

∫ +1

−1
Φ(r′)Ml(ξ, η)

∂G(|r− r′|)
∂n

JM(ξ, η)dξdη = (4.76)

=
n−1∑
i=0

7∑
k=0

∫ +1

−1

∫ +1

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)Nk(ξ, η)JN(ξ, η)dξdη +

+
m−1∑
j=0

4∑
l=0

∫ ∞

−1

∫ +1

−1

∂Φ(r′)

∂n
G(|r− r′|)Ml(ξ, η)JM(ξ, η)dξdη.

W przedstawionym zapisie ró»nica w stosunku do równania bazowego z

elementami niesko«czonych z funkcjami zaniku wi¡»e si¦ z pomini¦ciem w ob-

liczeniach �uciekaj¡cych do niesko«czono±ci� w¦zªów w elementach niesko«czo-

nych.
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4.3 Przykªad obliczeniowy - niesko«czony tunel

Pierwszy trójwymiarowy przykªad wykorzystuj¡cy elementy niesko«czone

stanowi model niesko«czonego tunelu przedstawiony na rysunku 4.20. Model

ten jest ª¡cznikiem do rozdziaªu pracy odnosz¡cego si¦ do rzeczywistych pomia-

rów zwi¡zanych z badaniem zawilgoce« murów. W pierwszym etapie oblicze«

dokonano na uproszczonym modelu, rysunek 4.18, skªadaj¡cym si¦ z minimal-

nej ilo±ci elementów. Rysunki 4.18 oraz 4.19 przedstawiaj¡ konstrukcj¦ siatki

elementów, numeracj¦ w¦zªów, ich wspóªrz¦dne oraz kierunek numerowania

w¦zªów w elementach.

Rys. 4.18. Uproszczony model niesko«czonego tunelu z numerami i wspóªrz¦d-

nymi w¦zªów

Poniewa» nie istniej¡ generatory siatek, które pozwalaªyby na konstrukcj¦

obiektów z elementami niesko«czonymi niezb¦dne byªo zwery�kowanie tworzo-

nej samodzielnie tej i kolejnych siatek oraz implementacji elementów niesko«-

czonych na tego typu prostym obiekcie zªo»onym z 9 standardowych elementów

i 4 niesko«czonych.

W celu uzyskania rozs¡dnej dokªadno±ci oblicze« liczb¦ elementów w mo-

delu tunelu w drugim etapie zwi¦kszono do 856. Geometri¦ z rysunku 4.20

mo»na najpro±ciej opisa¢ jako: 12-elementów × 13-elementów × 13-elementów

standardowych na poszczególnych bokach modelu i 50 kolejnych niesko«czo-
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nych elementów zamiast górnej powierzcni. Na wszystkich bokach tunelu przy-

j¦to warto±¢ potencjaªu Φ = 0V a na podstawie Φ = 10V . Podobnie jak w

modelu dwuwymiarowym z rysunku 3.7 na styku naªadowanych powierzchni

pojawi si¦ skok potencjaªu i zwi¡zane z nim obliczeniowo osobliwo±ci. Z tego

powodu w elementach których w¦zªy nale»¡ do kraw¦dzi styku tych powierzchni

przyj¦to, »e potencjaª maleje stopniowo z 10V poprzez 7,5V do 5V na wspo-

mnianej kraw¦dzi i po drugiej stronie kraw¦dzi z 5V poprzez 2,5V do 0V.

Warto±ci¡ poszukiwan¡ jest rozkªad pochodnej potencjaªu ∂Φ/∂n. Na wy-

Rys. 4.19. Siatka elementów brzegowych odpowiadaj¡ca modelowi niesko«czo-

nego tunelu ja na rysunku 4.18 z zaznaczonym kierunkiem numerowania w¦-

zªów w elementach
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Rys. 4.20. Model niesko«czonego tunelu zbudowanego z 856 elementów z ele-

mentami niesko«czonymi analogiczny do modelu uproszczonego z rysunku 4.18

kresie 4.21 przedstawiono kolejne warto±ci ∂Φ/∂n w w¦zªach znajduj¡cych

si¦ na kraw¦dzi przekroju poprzecznego zaznaczonego szarym kolorem na ry-

sunku 4.20 pocz¡wszy od punktu znajduj¡cego si¦ u szczytu jednej kraw¦dzi

(x = 7, y = 0, z = 13.5) w dóª do podstawy (x = 7, y = 0, z = 0) wzdªu» pod-

stawy (x = 7, y = 12, z = 0) i ponownie do szczytowego w¦zªa drugiej kraw¦dzi

przekroju (x = 7, y = 12, z = 13.5). Dodatkowo na wykresie umieszczono wy-

niki uzyskane dla analogicznego modelu dwuwymiarowego. Jak mo»na si¦ byªo

spodziewa¢ z analogii modeli przebiegi te wykazuj¡ podobie«stwo do przedsta-

wionych w rozdziale 3.4. Zwi¦kszenie szeroko±ci muru (przez zwi¦kszenie liczby

elementów lub proste zwi¦kszenie szeroko±ci elementów wzdªu» wspóªrz¦dnej x

) powoduje zbli»anie sie rozwi¡za« 2D i 3D. Dalsze rozwini¦cie powy»szego mo-

delu stanowi¢ b¦dzie analiza zawilgoce« murów zaprezentowana w rozdziale 6.

4.4 Przykªad obliczeniowy - model piersi

Przykªadem zastosowania elementów brzegowych niesko«czonych mo»e by¢

model piersi u»ywany w tomogra�i impedancyjnej i dyfuzyjnej optycznej w od-

niesieniu do wykrywania nowotworów piersi. Tomografy takie najcz¦±ciej wy-
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Rys. 4.21. Wykres ∂Φ/∂n na brzegu przekroju poprzecznego jak na ry-

sunku 4.20

korzystuj¡ form¦ w postaci póªsfery lub sto»ka wewn¡trz której rozmieszczone

s¡ ¹ródªa i detektory. Przykªady takich urz¡dze« prezentuj¡ zdj¦cia z rysun-

ków 4.22 i 4.23. Warto zwróci¢ uwag¦, »e siatki elementów w obu przypadkach

zawieraj¡ dodatkowe obszary sze±cienny z siatk¡ czworok¡tn¡ i cylindryczny

z siatk¡ trójk¡tn¡ o mniejszej g¦sto±ci dyskretyzacji obejmuj¡ce dodatkowy

obszar poza stref¡ pomiarów.

Rys. 4.22. Przykªad geometrii formy z elektrodami oraz siatki elementów sto-

sowanych w tomogra�i impedancyjnej piersi [97]

Z obliczeniowego punktu widzenia Metoda Elementów Brzegowych wymaga
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Rys. 4.23. Przykªad geometrii formy o siatki modelu stosowanej w mammo-

gra�i optycznej piersi

aby warunki brzegowe okre±lone byªy na wszystkich powierzchniach badanego

obiektu. Siatk¦ elektrod lub detektorów zliczania fotonów ±wiatªa mo»na roz-

mie±ci¢ jedynie na powierzchni skóry pacjenta. Nie ma natomiast mo»liwo±ci

dokonania takich pomiarów na styku klatki piersiowej i tkanki piersi. Uzyska-

nie precyzyjnych warto±ci wspóªczynników dla mieszanych warunków brzego-

wych na takiej powierzchni drog¡ pomiarow¡ jest niemo»liwe. Trudno równie»

dla ka»dego pacjenta czy uªo»enia ciaªa precyzyjnie okre±li¢ granic¦ tkanki

piersi i tkanek mi¦±niowo-kostnych klatki piersiowej. Nale»y przy tym pami¦-

ta¢ »e nawet niewielkie bª¦dy w okre±leniu warunków brzegowych na powierzchi

skutkuj¡ w MEB du»ymi bª¦dami w wyznaczanym obrazie wn¦trza obiektu.

W celu przeanalizowania tego zagadnienia porównano cztery modele piersi.

Dla wszystkich przypadków pojedyncze ¹ródªo ±wiatªa umieszczono w tym sa-

mym miejscu w pobli»u podstawy póªsfery. Pierwszy model przedstawiony

na rysunku 4.24 stanowi póªsfera. Drugi model rozszerzono dodaj¡c walec

odpowiadaj¡cy obj¦ciu siatk¡ elementów fragmentu klatki piersiowej (rysu-

nek 4.25). Trzeci model stanowi dalsze rozwini¦cie tej idei. Dodany walec

ma w tym przypadku wi¦ksz¡ ±rednic¦ podstawy (rysunek 4.26). Wszystkie

te modele zbudowane s¡ z 1536 czworok¡tnych, o±miow¦zªowych elementów

brzegowych drugiego rz¦du [15, 10, 11] i 4610 w¦zªów. W ka»dym z tych przy-

padków poªowa elementów pokrywa póªsfer¦. Ostatni model przedstawiony na

rysunku 4.27 zbudowany jest z takiej samej liczby elementów ulokowanych na

póªsferze tj. 768 oraz z 64 pi¦ciow¦zªowych elementów niesko«czonych odwzo-

rowanych bazuj¡cych na o±miow¦zªowych czworok¡tnych elementach standar-
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dowych drugiego rz¦du. Liczba w¦zªów zostaªa w tym przypadku zredukowana

do 2433.

Rys. 4.24. Model piersi w postaci

póªsfery

Rys. 4.25. Model piersi w postaci

póªsfery z dodanym obszarem cy-

lindrycznym odpowiadaj¡cym frag-

mentowi klatki piersiowej

Rys. 4.26. Model piersi w postaci

póªsfery z dodanym rozszerzonym

obszarem cylindrycznym odpowia-

daj¡cym fragmentowi klatki pier-

siowej

Rys. 4.27. Model piersi w postaci

póªsfery z otwartym brzegiem i ele-

mentami niesko«czonymi

Zagadnienie opisane jest równaniem dyfuzji w dziedzinie cz¦stotliwo±ci [7,

81, 90] (równaniem Helholtza przy zaªo»eniu, »e tkanki s¡ jednorodne z punktu

widzenia wspóªczynników odbicia i rozpraszania ±wiatªa):

∇2Φ (r, ω)− k2Φ (r, ω) = −q0 (r, ω)

D
, ∀r ∈ Ω/Γ, (4.77)

gdzie Φ odpowiada g¦sto±ci fotonów, k =
√

µa

D
− j ω

cD
liczba falowa, D =

[3 (µa + µ′S)]−1 [mm−1] wspóªczynnikowi dyfuzji, µ′S tzw. zredukowanemu wspóª-

czynnikowi rozpraszania, µa wspóªczynnikowi pochªaniania, c pr¦dko±¢ ±wiatªa
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w medium a q0 punktowemu ¹ródªu ±wiatªa (liczba fotonów na jednostk¦ ob-

j¦to±ci emitowana przez punktowe ¹ródªo ±wiatªa znajduj¡ce si¦ w pozycji r o

cz¦stotliwo±ci modulacji ω).

Generalnie w tomogra�i optycznej piersi a ±ci±le w dyfuzyjnej tomogra�i

optycznej poszukuje si¦ rozkªadu µa i µ′s.

Stosowne warunki brzegowe to warunki Robina [7, 81, 90]:

Φ (r, ω) + 2αD
∂Φ (r, ω)

∂n
= 0, ∀r ∈ Γ. (4.78)

W analizowanych przykªadach przyj¦to zgodnie z literatur¡ przedmiotu

[7, 90] µa = 0.025[mm−1], µ′s = 2[mm−1], α = 1, f = 100kHz

dla tkanki piersi.

Równanie caªkowo brzegowe dla modelu z elementami niesko«czonymi mo»na

zapisa¢ nast¦puj¡co:

C(r)Φ(r) +
∫
Ω

∂G (|r− r′| , ω)

∂n
Φ(r′)dΩ +

+
∫

Ω∞

∂G (|r− r′| , ω)

∂n
Φ(r′)dΩ∞ =

∫
Ω

G (|r− r′| , ω)
∂Φ(r′)

∂n
dΩ +

+
∫

Ω∞

G (|r− r′| , ω)
∂Φ(r′)

∂n
dΩ∞ −

nS−1∑
S=0

QSG (|rS − r| , ω).

gdzie QS odpowiada amplitudzie punktowego ¹ródªa ±wiatªa (q0 = QSδ(rS))

a nS odpowiada liczbie tych ¹ródeª. Dla równania dyfuzji w przestrzeni 3D

rozwi¡zanie podstawowe ma posta¢:

G (|r− r′| , ω) =
1

4π |r− r′|
e−k|r−r′|. (4.79)

Pochodna normalna funkcji Greena wynosi:

n · ∇G = n · r− r′

|r− r′|

(
−1

4π |r− r′|2
− k

4π |r− r′|

)
e−k|r−r′|. (4.80)

Pochodne wzgl¦dem poszczególnych wspóªrz¦dnych przedstawiaj¡ si¦ na-

st¦puj¡co:

∂G

∂x
=
−k − 1

|r−r′|

4π |r− r′|
(x− x′) e−k|r−r′|,
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∂G

∂y
=
−k − 1

|r−r′|

4π |r− r′|
(y − y′) e−k|r−r′|, (4.81)

∂G

∂z
=
−k − 1

|r−r′|

4π |r− r′|
(z − z′) e−k|r−r′|.

Porównano wyniki uzyskanych warto±ci brzegowych w w¦zªach siatki znaj-

duj¡cych si¦ na ªuku przekroju poprzecznego póªsfery wzdªu» y = 0. Warto±ci

moduªu i fazy przedstawiono odpowiednio na rysunkach 4.28 i 4.29. Porówna-

nie wyników w odniesieniu do podstawowego modelu póªsfery przedstawiaj¡

rysunki 4.28 i 4.29.

Rys. 4.28. Porównanie wyników dla moduªu ∂Φ/∂n(Ψ) w odniesieniu do pod-

stawowego modelu póªsfery

4.5 Dyskusja Wyników

Generalnie uzyskane warto±ci z trzech zmody�kowanych modeli s¡ zbli»one

(wykresy 4.28 i 4.29) i najbardziej odbiegaj¡ od modelu wyj±ciowego póªsfery.

�redni bª¡d dla moduªu wynosi ok. 30% a dla fazy okoªo 3%. Trzydziesto pro-

centowe ró»nice s¡ wystarczaj¡co du»e aby usprawiedliwi¢ konieczno±¢ obj¦cia

siatk¡ elementów nie tylko samej póªsfery odpowiadaj¡cej tkance piersi ale

równie» fragmentu klatki piersiowej odpowiadaj¡cego tkankom mi¦±ni i ko±ci.

Warto te» zauwa»y¢, »e wykres moduªu ∂Φ/∂n 4.28 ma skal¦ logarytmiczn¡.
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Rys. 4.29. Porównanie wyników dla fazy ∂Φ/∂n(Ψ) w odniesieniu do podsta-

wowego modelu póªsfery

Korzy±ci¡ wnoszon¡ przez zastosowanie elementów niesko«czonych jest po-

nad czterokrotna redukcja czasu oblicze« przy dokªadno±ci zbli»onej do modeli

rozszerzonych o walec u podstawy póªsfery.

Liczb¦ elementów zredukowano prawie o poªow¦ co ma fundamentalne zna-

czenie w zagadnieniach odwrotnych gdy zagadnienie proste rozwi¡zywane jest

wielokrotnie w procesie iteracyjnym. Nale»y dodatkowo zaznaczy¢, »e liczba

elementów brzegowych we wszystkich modelach zbudowanych jedynie z ele-

mentów standardowych jest taka sama. G¦sto±¢ siatki na powierzchniach do-

danych u podstawy cz¦±ci cylindrycznych jest mniejsza ni» na powierzchni póªs-

fery obejmuj¡cej wªa±ciwy obszar poszukiwania rozwi¡zania czy te» w praktyce

obrazu tomogra�cznego wn¦trza piersi. Jest to typowe praktyczne podej±cie,

w którym dodatkowy obszar b¦d¡cy poza sfer¡ zainteresowa« dyskretyzowany

jest siatk¡ o mniejszej g¦sto±ci. Dyskusja nad mo»liwo±ci¡ zwi¦kszenia g¦sto-

±ci siatki celem zwi¦kszenia dokªadno±ci oblicze« czy te» zmniejszenia g¦sto±ci

siatki modelu celem skrócenia czasu oblicze« wi¡»e si¦ bardziej z sam¡ Me-

tod¡ Elementów Brzegowych ni» z omawianymi elementami niesko«czonymi.

Warto jednak wspomnie¢, »e oprócz zaprezentowanej siatki skªadaj¡cej si¦ z

4610 w¦zªów obliczenia wykonywano równie» dla modeli skªadaj¡cych si¦ z
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384 elementów i 1154 w¦zªów oraz 6144 elementów i 18434 w¦zªów. Model 384

elementowy oferowaª zbyt nisk¡ dokªadno±¢ i oscylacje wyników tworz¡c lekko

piªoksztaªtny wykres rozwi¡zania. Model z 6144 elementami wymagaª z kolei

bardzo dªugich czasów rozwi¡zania. Przekraczaª te» dost¦pny rozmiar pami¦ci

rz¦du 8 GB (szacunkowo wymaga ponad 16GB pami¦ci RAM). Czasy obli-

cze« zadania prostego przy zmianie modelu z 384 elementowego � 1154 w¦zªy

na 1536 elementowy � 4610 w¦zªów, wzrósª z 18 sekund do czterech minut i

47 sekund. Zastosowanie elementów niesko«czonych z ª¡cznie 832 elementami

odpowiadaj¡cego g¦sto±ci¡ siatki klasycznemu modelowi z 1536 elementami

zredukowaªo czas oblicze« do 1 minuty i 24 sekund. Model zbudowany z 6144

elementów i 18434 w¦zªów z uwagi na u»ycie pami¦ci wirtualnej typu swap

byª zbyt kosztowny obliczeniowo i nieadekwatny do porównania. Z tego te»

powodu do dyskusji efektów zastosowania elementów niesko«czonych i porów-

nania z klasyczn¡ metod¡ rozszerzania obszaru (balooningu) wybrano siatk¦

opart¡ o 4610 w¦zªów. Nale»y równie» doda¢, »e wymienione g¦sto±ci siatki wy-

nikaj¡ z braku generatora siatki, który umo»liwiaªby wygenerowanie nie tylko

modelu otwartego z elementami niesko«czonymi ale równie» modelu zbudowa-

nego w �cz¦±ci standardowej� z tylko i wyª¡cznie elementów o±miow¦zªowych.

Ten ostatni mankament dotyczy sk¡din¡d bardzo dobrego programu NETGEN

[51]. Programy komercyjne jak przykªadowo �QUAD-SURFACE 3.5� [75] byªy

poza zasi¦giem cenowym (ponad 5 tys. USD). Wykorzystanie siatki mieszanej

trójk¡tno-kwadratowej podwajaªoby zarówno wysiªek obliczeniowy jak i ob-

j¦to±¢ pracy nie wnosz¡c zmian jako±ciowych do prezentowanej teorii. Przy

generowaniu siatki elementów brzegowych wykorzystano wi¦c wªasny genera-

tor zwi¦kszaj¡cy za ka»dym razem jej g¦sto±¢ czterokrotnie. Dokªadnie rzecz

bior¡c ka»dy element dzielony jest na cztery nowe. St¡d wynika sekwencja 384

elementy, 1536 elementów (4× 384) i 6144 elementów (4× 1536).
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Rozdziaª 5

�rodowiska niejednorodne

5.1 Wprowadzenie

Zagadnienia w których wªa±ciwo±ci parametrów materiaªowych zale»¡ od

wspóªrz¦dnych przestrzennych wymagaj¡ specjalnego potraktowania aby mo-

gªy by¢ rozwi¡zywane Metod¡ Elementów Brzegowych [44]. Wynika to z faktu,

»e MEB odnosi si¦ tylko do warto±ci rozwi¡zania na brzegu obszaru. Badany

obszar dzielony jest wówczas na jednorodne warstwy lub przyjmuje si¦, »e

niejednorodno±¢ ma charakter funkcyjny i ci¡gªy. Przypadek zawilgoconego

ceglanego muru rozwa»any w nast¦pnym rozdziale 6 zawiera oba wspomniane

podej±cia. Uwzgl¦dnienie zmian zawilgocenia muru wzdªu» jego grubo±ci zwi¡-

zane z przesychaniem powierzchni zewn¦trznych uwzgl¦dnione jest w postaci

modelu 4 warstwowego. Natomiast zmiana zawilgocenia w pionie wywoªana

nasi¡kaniem muru od jego podstawy uwzgl¦dniana jest jako niejednorodno±¢

opisana w pionie wycinkiem funkcji kwadratowej lub funkcj¡ wykªadnicz¡.

Rozwa»ania zawarte w niniejszym rozdziale dotyczy¢ b¦d¡ materiaªów z nie-

jednorodno±ci¡ ci¡gª¡ (ang. Functionally Graded Materials) [44, 56, 88, 55]

a przedstawione zale»no±ci teoretyczne znalazªy zastosowanie obliczeniowe w

badaniach zawilgoconego muru.
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5.2 Równanie Bazowe MEB i funkcja Greena

dla ±rodowisk z niejednorodno±ci¡ ci¡gª¡

Równanie bazowe opisuj¡ce potencjaª caªkowity w materiale niejednorod-

nym przedstawia si¦ nast¦puj¡co [44, 39]:

c(r)Φ(r) +
∫
Γ
γ(r′)

∂G∗(|r− r′|)
∂n(r′)

Φ(r′)dΓ(r′) =

(5.1)

=
∫
Γ
γ(r′)G∗(|r− r′|)∂Φ(r′)

∂n(r′)
dΓ(r′).

Funkcja G∗(r, r′) nie jest jednak rozwi¡zaniem fundamentalnym dla równania

Laplace'a. Równanie ró»niczkowe cz¡stkowe, które nale»y rozwi¡za¢ wzgl¦dem

Φ przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

∇ [γ(r)∇Φ(r)] = 0. (5.2)

Przyjmujemy nast¦pnie, »e G∗(r, r′) jest funkcj¡ Greena dla równania (5.2),

czyli:

∇ [γ(r)∇G∗(r, r′)] = −δ(r− r′). (5.3)

Rozwi¡zanie analityczne równania (5.3) mo»na uzyska¢ tylko dla pewnych

szczególnych funkcji γ [44].

Równanie caªkowo-brzegowe (5.1) mo»na wyprowadzi¢ stosuj¡c twierdzenie

Gaussa-Ostrogradskiego (twierdzenie o dywergencji wektora) [43] do wektora

γ(r)G∗(r, r′)∇Φ(r):

∫
Ω
∇(γ(r)G∗(r, r′)∇Φ(r))dΩ(r) =

∫
Γ
γ(r)G∗(r, r′)

∂Φ(r)

∂n(r)
dΓ(r). (5.4)

Dalszy tok post¦powania jest analogiczny jak przy klasycznym wyprowa-

dzaniu równania caªkowo-brzegowego [39, 16] dla Metody Elementów Brzego-

wych.

Funkcj¦ pod caªk¡ powy»szego równania mo»na zapisa¢ w postaci:

∇(γ(r)G∗(r, r′)∇Φ(r))=G∗(r, r′)∇(γ(r)∇Φ(r))+γ(r)∇G∗(r, r′)∇Φ(r). (5.5)

Równanie (5.4) przybierze posta¢:
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∫
Ω

[G∗(r, r′)∇ (γ(r)∇Φ(r)) + γ(r)∇G∗(r, r′)∇Φ(r)] dΩ(r) =

=
∫
Γ
γ(r)G∗(r, r′)

∂Φ(r)

∂n(r)
dΓ(r). (5.6)

Analogicznie jak przy wyprowadzeniu drugiej formuªy Greena zamieniaj¡c

miejscami G∗(r, r′) i Φ(r) miejscami otrzymamy:

∫
Ω

[Φ(r)∇ (γ(r)∇G∗(r, r′)) + γ(r)∇Φ(r)∇G∗(r, r′)] dΩ(r) =

(5.7)

=
∫
Γ
γ(r)Φ(r)

∂G∗(r, r′)

∂n(r)
dΓ(r).

Odejmuj¡c stronami równania (5.6) i (5.7) otrzymamy:

∫
Ω

[G∗(r, r′)∇ (γ(r)∇Φ(r))− Φ(r)∇ (γ(r)∇G∗(r, r′))] dΩ(r) =

(5.8)

=
∫
Γ
γ(r)G∗(r, r′)

∂Φ(r)

∂n(r)
− γ(r)Φ(r)

∂G∗(r, r′)

∂n(r)
dΓ(r).

Uwzgl¦dniaj¡c równanie (5.2) oraz na podstawie wªa±ciwo±ci delty Diraca:

−
∫
Ω
Φ(r)∇(γ(r)∇G∗(r, r′)) dΩ(r)=

∫
Ω
Φ(r)δ(r−r′)dΩ(r)=c(r′)Φ(r′), (5.9)

otrzymamy równanie caªkowo-brzegowe (5.1) odpowiadaj¡ce równaniu ró»-

niczkowemu cz¡stkowemu (5.2):

c(r)Φ(r)+
∫
Γ
γ(r′)Φ(r′)

∂G∗(r, r′)

∂n(r′)
dΓ(r′)=

∫
Γ
γ(r′)G∗(r, r′)

∂Φ(r′)

∂n(r′)
dΓ(r′). (5.10)

Wprowadzamy now¡ zmienn¡ Φ(r′) speªniaj¡c¡ zale»no±¢:

Φ(r, r′) = γ
1
2 (r)G∗(r, r′). (5.11)

Druga pochodna tej funkcji wzgl¦dem x wynosi:

∂2Φ

∂x2
=

∂2

∂x2
(γ

1
2 )G∗ + 2

∂

∂x
(γ

1
2 )

∂G∗

∂x
+ γ

1
2
∂2G∗

∂x2
=

=
∂2

∂x2
(γ

1
2 )G∗ + γ−

1
2

[
∂γ

∂x

∂G∗

∂x
+ γ

∂2G∗

∂x2

]
= (5.12)

=
∂2

∂x2
(γ

1
2 )G∗ + γ−

1
2

∂

∂x

(
γ
∂G∗

∂x

)
.
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Uwzgl¦dniaj¡c analogiczne pochodne po y i z otrzymamy:

∇2Φ(r, r′) = ∇2
(
γ

1
2 (r)

)
G∗(r, r′) + γ−

1
2 (r)∇r (γ(r)∇rG

∗(r, r′)) . (5.13)

Przyjmuj¡c, »e przewodno±¢ γ speªnia nast¦puj¡cy warunek:

∇2
(
γ

1
2 (r)

)
= 0, (5.14)

równanie (5.13) ulega uproszczeniu do postaci:

∇2Φ(r, r′) = γ−
1
2 (r)∇r (γ(r)∇rG

∗(r, r′)) . (5.15)

Podstawiaj¡c (5.9) do (5.15) dostajemy:

∇2Φ(r, r′) = −γ−
1
2 (r)δ(r− r′). (5.16)

Wykorzystuj¡c nast¦pnie symetryczno±¢ funkcji Diraca wzgl¦dem swoich zmien-

nych tj. δ(r− r′) = δ(r′ − r) dostajemy równie»:

∇2
r′Φ(r, r′) = −γ−

1
2 (r′)δ(r′ − r). (5.17)

Jako rozwi¡zanie powy»szego równania otrzymujemy:

Φ(r, r′) = γ−
1
2 G(r− r′), (5.18)

gdzie G(r, r′) jest ju» funkcj¡ Greena dla równania Laplace'a. Podstawiaj¡c

to do (5.11) otrzymujemy ko«cowy wzór:

G∗(r, r′) = γ−
1
2 (r)γ−

1
2 (r′)G(r, r′). (5.19)

Pochodna normalna ∂G∗/∂n jest równa:

∂G∗(r, r′)

∂n
= ∇G∗(r, r′) · n

n
=

(5.20)

= − 1√
γ(r)γ(r′)

∇
√

γ(r)√
γ(r)

G(r, r′) +∇G(r, r′)

 · n
n

,

gdzie n jest wektorem normalnym a n jego dªugo±ci¡.
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5.3 Wspóªczynniki równania bazowego dla ±ro-

dowiska z niejednorodno±ci¡ ci¡gª¡

5.3.1 Obiekty dwuwymiarowe

Dla przypadku 2D na podstawie równania (5.21) mamy:

G∗(r, r′) =
1

2π
√

γ(r)γ(r′)
ln

1

|r− r′|
, (5.21)

oraz pochodn¡ normaln¡

∂G∗(r, r′)

∂n
= − 1

2π
√

γ(r)γ(r′)

∇
√

γ(r)√
γ(r)

ln
1

|r− r′|
+

r− r′

|r− r′|2

 · n
n

. (5.22)

Wspóªczynniki macierzy A i B :

Ai,j(r, r
′) =

∫ +1

−1
γ(r)

∂G∗(|r− r′|)
∂n

J(ξ)dξ,

(5.23)

Bi,j(r, r
′) =

∫ +1

−1
γ(r)G∗(|r− r′|)J(ξ)dξ.

Oznaczaj¡c:

R = |r− r′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2, (5.24)

otrzymujemy:

∂G∗(|r− r′|)
∂n

=
∂G∗

∂R

∂R

∂n
=

∂G∗

∂R

[
∂R

∂x

∂x

∂n
+

∂R

∂y

∂y

∂n

]
=

(5.25)

= − 1

2πR2
[(x′ − x)nx + (y′ − y)ny] ,

gdzie:

∂R

∂x
=

x′ − x

R
,

∂R

∂y
=

y′ − y

R
,

(5.26)
∂x

∂n
= nx,

∂y

∂n
= ny,

nx i ny s¡ zde�niowane jako (5.27):

nx =
y1 − y0

L
, ny = −x1 − x0

L
, (5.27)

L jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy w¦zªami brzegowymi elementu.
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5.3.2 Obiekty trójwymiarowe

Analogicznie dla przypadku 3D na podstawie równania (5.19) mamy:

G∗(r, r′) =
1

4π
√

γ(r)γ(r′)|r− r′|
, (5.28)

oraz pochodn¡ normaln¡

∂G∗(r, r′)

∂n
= − 1

4π
√

γ(r)γ(r′)

∇
√

γ(r)√
γ(r)

1

|r− r′|
+

r− r′

|r− r′|3

 · n
n

. (5.29)

Wspóªczynniki macierzy A i B wyznaczane s¡ analogicznie jak dla przy-

padku 2D.

Szczegóªowe rozwini¦cie równa« (5.28) i (5.29) przedstawione jest w na-

st¦pnym rozdziale gdzie s¡ on stosowane do oblicze« zawilgocenia muru.

W przypadku gdy niejednorodno±¢ γ opisana jest funkcj¡ wykªadnicz¡ za-

le»n¡ od jednej tylko wspóªrz¦dnej z:

γ(x, y, z) = γ(z) = γ0e
2βz, (5.30)

gdzie β jest wspóªczynnikiem niejednorodno±ci materiaªu,

równanie (5.2) mo»na zapisa¢ w postaci:

∇2Φ + 2β
∂Φ

∂z
= 0, (5.31)

Funkcja Greena b¦dzie rozwi¡zaniem równania:

∇2G(r, r′)− 2β
∂G

∂z
= −δ(r− r′), (5.32)

gdzie standardowo r jest punktem ¹ródªa a r′ punktem obserwacji.

Rozwi¡zanie równania (5.32) jest wyprowadzone w pracach [36, 45] i przed-

stawia si¦ nast¦puj¡co:

G(r, r′) =
eβ(−|r−r′|+Rz)

4π |r− r′|
, (5.33)
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a Rz = zr′ − zr.

Warto jeszcze zapisa¢ zale»no±¢ (5.33) w postaci:

G(r, r′) =
1

4π |r− r′|
+

eβ(−|r−r′|+Rz) − 1

4π |r− r′|
. (5.34)

Pierwsza cz¦±¢ równania (5.34) jest funkcj¡ Greena dla równania Laplacea

w ±rodowisku jednorodnym. Druga cz¦±¢ zanika gdy β → 0 czyli gdy mamy

do czynienia ze ±rodowiskiem jednorodnym. Jednocze±nie ta posta¢ równania

wskazuje, »e gdy r → r′ mamy odczynienia z identycznym sformuªowaniem

osobliwo±ci jak dla równania Laplacea w przestrzeni trójwymiarowej.

Do oblicze« Metod¡ Elementów Brzegowych niezb¦dne b¦dzie jeszcze przed-

stawienie pierwszej pochodnej funkcji Greena:

G(r, r′) = − Rzβ

2π(|r− r′|)2 e
β(−|r−r′|+Rz)

2π|r−r′| , (5.35)

oraz sformuªowanie równania caªkowo-brzegowego:

c(r)Φ(r) +
∫
Γ

(
∂G(|r− r′|)

∂n
− 2βnzG(|r− r′|)

)
Φ(r′)dΓ =

(5.36)

=
∫
Γ
G(|r− r′|)∂Φ(r′)

∂n
dΓ,

nz jest skªadow¡ z wektora normalnego n.
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Rozdziaª 6

Analiza rozkªadu zawilgocenia

muru

Wprowadzenie

Celem wery�kacji przedstawionych w poprzednich rozdziaªach rozwa»a«

teoretycznych przytoczone zostan¡ wyniki pomiarów i bada« wykonane na

obiekcie rzeczywistym. Badania wi¡zaªy si¦ z nieinwazyjnym, opartym o to-

mogra�¦ impedancyjn¡ okre±laniem rozkªadu zawilgocenia murów ceglanych.

Prowadzone one byªy przez zespóª bada« tomogra�cznych Instytutu Elektro-

techniki w Mi¦dzylesiu kierowany przez dyr. dr in». Stefana Wójtowicza i

zespóª prof. dr hab. in». Jerzego Hoªy z Instytutu Budownictwa Politechniki

Wrocªawskiej.

Zawilgocenie ±cian i murów zbudowanych z materiaªów porowatych takich

jak cegªa czy beton jest cz¦stym problemem w budownictwie zwi¡zanym szcze-

gólnie w starszych budynkach, z niewystarczaj¡c¡ izolacj¡ poziom¡ i pionow¡

±cian fundamentowych. W takich przypadkach podci¡gana kapilarnie z gruntu

wilgo¢ mo»e si¦gn¡¢ nawet na wysoko±¢ 3 metrów. Towarzysz¡ce temu zjawisku

zanieczyszczenie struktury murów roztworami soli, zasad czy kwasów organicz-

nych wzmaga niszcz¡ce dziaªanie wilgoci. Wytrzymaªo±¢ muru spada. Zama-

rzaj¡ca zim¡ woda i krystalizuj¡ca si¦ sól mog¡ prowadzi¢ do p¦kania murów.

Wilgo¢ i zagrzybienie takich murów s¡ równie» szkodliwe dla zdrowia ludzi.

Abstrahuj¡c od stosowanej metody osuszania nale»y powiedzie¢, »e kontrolo-

wanie zawilgocenia w czasie takiego procesu jest niezb¦dne. Konduktywno±¢

muru ró»ni si¦ w zale»no±ci od jego skªadu, stopnia zasolenia czy zawarto-
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±ci dodatkowych substancji zmieniaj¡cych jego wªa±ciwo±ci u»ytkowe. Jednak

czynnikiem najbardziej wpªywaj¡cym na zmiany konduktywno±ci muru jest

jego wzgl¦dna wilgotno±¢. Poniewa» konduktywno±¢ muru zmienia si¦ wraz

z jego wilgotno±ci¡ mo»na j¡ okre±la¢ stosuj¡c metody elektryczne takie jak

tomogra�a impedancyjna do której walorów zaliczy¢ nale»y nieinwazyjno±¢ i

powstanie obrazu rozkªadu zawilgocenia wewn¡trz muru.

6.1 Opis obiektu i zaªo»enia wst¦pne

Rzeczywisty obiekt bada« stanowiª mur ceglany specjalnie zbudowany do

bada« w certy�kowanym laboratorium Instytutu Budownictwa we Wrocªawiu

o wymiarach 1m× 1m× 0.51m - zdj¦cia 6.1.

Rys. 6.1. Zdj¦cia badanego muru ceglanego w Instytucie Budownictwa we Wro-

cªawiu.

Mur zalany zostaª wod¡ do poªowy wysoko±ci. Nast¦pnie wod¦ odprowa-

dzono i nast¦pnego dnia dokonano pomiarów. Mur zostaª nawiercony na 3

ró»nych wysoko±ciach w celu pobrania próbek z ró»nych gª¦boko±ci dla okre-

±lenia stopnia zawilgocenia metod¡ suszarkowo-wagow¡. Jednocze±nie doko-

nano pomiarów napi¦¢ na 26 elektrodach tomografu impedancyjnego jak na

rys. 6.2 w celu okre±lenia rozkªadu zawilgocenia muru. Uzyskanie tomogra-

�cznego obrazu zawilgocenia muru wymagaªo uwzgl¦dnienia niejednorodno±ci

badanego ±rodowiska. Wynika to z ró»nego stopnia zawilgocenia zmieniaj¡-

cego si¦ wraz z wysoko±ci¡ muru. Istot¡ niniejszego rozdziaªu jest porównanie

wyników uzyskanych z pomiarów tomogra�cznych w których aparacie oblicze-

niowym zastosowano Metod¦ Elementów Brzegowych z elementami wyª¡cznie

standardowymi oraz po hybrydyzacji z elementami niesko«czonymi. Zaªo»ono

na podstawie pomiarów dokonanych metod¡ suszarkowo-wagow¡ i spodziewa-
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Rys. 6.2. Zawilgocony ceglany mur z elektrodami tomografu rezystancyjnego

e1÷e26 i trzema punktami, w których dokonano odwiertów dla pomiarów me-

tod¡ suszarkowo-wagow¡ 1÷3 - po lewej oraz odpowiadaj¡cy mu 4 warstwowy

model z siatk¡ czworok¡tn¡ - po prawej.

nego oddziaªywania ±rodowiska, »e wilgotno±¢ muru maleje wykªadniczo wraz

z oddalaniem si¦ od nasi¡kni¦tej podstawy muru.

6.2 Pomiary

6.2.1 Wyniki pomiarów uzyskane metod¡ suszarkowo-

-wagow¡

Wyniki pomiarów dokonanych z odwiertów umiejscowionych na 3 ró»nych

wysoko±ciach muru przedstawione zostaªy w tabeli 6.1 natomiast wyniki po-

miarów potencjaªów dla kolejnych k¡tów projekcji w tabeli 6.2. Poprzez k¡t

projekcji rozumiany jest ukªad elektrod doprowadzaj¡cej napi¦cie i uziemionej.

Przykªadowo k¡t projekcji 1-26 oznacza, »e napi¦cie podano na pierwsz¡ elek-

trod¦, dwudziesta szósta elektroda zostaªa uziemiona a potencjaªy mierzone s¡

kolejno na wszystkich pozostaªych elektrodach pomiarowo-doprowadzaj¡cych.
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Tablica 6.1. Wyniki pomiarów uzyskane metod¡ suszarkowo-wagow¡ dla zawil-

goconego muru

wysoko±¢ gª¦boko±¢ [m]

miejsce punktu 0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.51 wilgotno±¢

pomiarowe pom. [m] wilgotno±¢ [%] ±rednia [%]

1 0.27 12.40 13.16 11.00 10.50 11.74 12.50 12.30 11.84

2 0.57 2.54 2.26 1.50 2.26 1.70 2.00 2.50 2.11

3 0.80 1.48 1.56 1.64 1.70 1.74 2.13 1.50 1.68

Rys. 6.3. Niejednorodno±¢ materiaªu okre±lona funkcj¡ wykªadnicz¡ lub wielo-

mianem stopnia drugiego

6.2.2 Zastosowanie tomogra�i rezystancyjnej z u»yciem

MEB i elementów standardowych

Z uwagi na przyj¦te ograniczenia (5.14) wykªadniczy sposób zanikania za-

wilgocenia muru wraz z oddalaniem si¦ ku górze od nasi¡kni¦tej podstawy

zostaª zast¡piony aproksymacj¡ funkcj¡ kwadratow¡ jak na rysunku 6.3:

Przyjmuj¡c γ = γ0(Ay2 + By + C) otrzymujemy:

G∗(x, y) =
ln 1√

(x−x′)2+(y−y′)2

2πγ0

√
(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)

, (6.1)

∂G∗(x, y)
∂x

=
(x− x′)

2πγ0 [(x− x′)2 + (y − y′)2]
√

(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)
−

(6.2)
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−
γ2
0(Ay2 + By + C)(2Ay′ + B)ln 1√

(x−x′)2+(y−y′)2

4π [γ2
0(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)]

3
2

,

∂G∗(x, y)

∂y
=

(y − y′)

2πγ0 [(x− x′)2 + (y − y′)2]
√

(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)
−

(6.3)

−
γ2
0(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)ln 1√

(x−x′)2+(y−y′)2

4π
[
γ2
0(Ay2 + By + C)(2Ay′ + B)

] 3
2

.

W przypadku ±rodowiska o odmiennym rozkªadzie niejednorodno±ci w pio-

nie i w poziomie przyjmuj¡c γ = γ0(ax2 +bx+c)(Ay2 +By+C) otrzymujemy:

G
∗
(x, y) =

ln 1√
(x−x′)2+(y−y′)2

2πγ0

√
(ax2 + bx + c)(ax′2 + bx′ + c)(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)

, (6.4)

∂G∗(x, y)

∂x
=

(x − x′)

2πγ0

[
(x − x′)2 + (y − y′)2

]√
(ax2 + bx + c)(ax′2 + bx′ + c)(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)

+

(6.5)

−

γ2
0 (ax2 + bx + c)(ax′2 + bx′ + c)(Ay2 + By + C)(2Ay′ + B)ln 1√

(x−x′)2+(y−y′)2

4π
[

γ2
0 (ax2 + bx + c)(2ax′ + b)(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)

] 3
2

,

∂G∗(x, y)

∂y
=

(y − y′)

2πγ0

[
(x − x′)2 + (y − y′)2

]√
(ax2 + bx + c)(ax′2 + bx′ + c)(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)

+

(6.6)

−

γ2
0 (ax2 + bx + c)(2ax′ + b)(Ay2 + By + C)(Ay′2 + By′ + C)ln 1√

(x−x′)2+(y−y′)2

4π
[

γ2
0 (ax2 + bx + c)(ax′2 + bx′ + c)(Ay2 + By + C)(2Ay′ + B)

] 3
2

.



6.2 Pomiary 100

T
ab
lic
a
6.
2.

W
yn
ik
i
p
om

ia
ró
w
uz
ys
ka
ne

z
to
m
og
ra
fu

re
zy
st
an
cy
jn
eg
o
dl
a
¹r
ód
ªa

o
cz
¦s
to
tl
iw
o±
ci
1k
H
z

k
¡
t

n
u
m
e
r
e
le
k
tr
o
d
y

p
ro

je
k
c
ji

1
2

3
4

5
6

7
8

9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
-2
6

6
.9
9

3
.6
1
8
9
1

2
.3
2
9
1
9

1
.6
5
2
0
1

1
.5
5
7
4
3

1
.4
2
9
3
8

1
.3
8
3
9
8

1
.2
8
2
3
9

1
.2
3
5
6
1

1
.2
1
8
0
2

1
.1
7
9
6
2

1
.1
6
4
8
3

1
.1
6
4
0
4

2
-2
5

4
.2
3
5
7
4

6
.9
1

2
.9
6
3
9
1

1
.8
9
6
0
4

1
.7
7
9
9
2

1
.6
0
1
2
8

1
.5
4
6
5
9

1
.4
1
6
9
9

1
.3
5
9
2
7

1
.3
3
8
4
2

1
.2
9
2
3
9

1
.2
7
3
1
5

1
.2
7
3
8
1

3
-2
4

3
.3
8
7
8
6

3
.7
5
4
5
3

6
.9
5

2
.7
0
8
9
5

2
.3
6
0
3
7

2
.0
7
8
1
7

1
.9
8
5
0
1

1
.8
1
9
2
1

1
.7
4
9
3
2

1
.7
2
7
7
6

1
.6
7
9
9
2

1
.6
6
0
3
7

1
.6
6
2
1
4

4
-2
3

3
.0
1
8
6
3

3
.0
8
3
0
2

3
.4
7
0
4
6

6
.9
3

4
.0
4
3
1
7

3
.0
1
9
3
1

2
.7
0
2
5
7

2
.3
7
9
5

2
.2
8
0
5
6

2
.2
4
9
8
1

2
.1
9
4
2
7

2
.1
7
7

2
.1
7
5
8
5

5
-2
2

3
.0
7
5
3
3

3
.1
4
2
7
1

3
.3
0
8
0
7

4
.4
2
0
3

6
.9
5

3
.6
0
5
4
9

3
.1
5
8
6

2
.6
3
8
3
7

2
.5
2
3
7
8

2
.4
8
7
4
9

2
.4
2
8
7
3

2
.4
1
0
6
7

2
.4
1
0
2
6

6
-2
1

3
.2
8
2
8
1

3
.3
0
6
3
2

3
.3
9
6
4
5

3
.8
5
3
9
5

4
.2
3
3
3
4

6
.9
6

4
.4
0
7
5
6

3
.2
8
5
1
4

3
.0
6
6
6
2

3
.0
1
8
8
8

2
.9
4
3
8
1

2
.9
2
5
8
3

2
.9
2
3
2
9

7
-2
0

3
.5
6
7
8
6

3
.5
8
9
6

3
.6
4
6
0
1

3
.8
9
2
3
6

4
.1
6
5
1
2

4
.8
5
2
9
3

6
.9
3

3
.8
8
1
0
3

3
.6
1
1
6
4

3
.5
4
5

3
.4
6
7
1
7

3
.4
5
1
9
5

3
.4
4
7
6
4

8
-1
9

3
.8
6
9
1
6

3
.8
7
6
5
9

3
.9
1
3
2
2

4
.0
2
5
6
1

4
.0
8
1
9
2

4
.3
0
8
3
3

4
.4
4
3
6
4

6
.9
4

4
.6
6
7
6
9

4
.3
7
7
0
5

4
.0
9
2
1
3

4
.0
5
0
6
6

4
.0
4
1
1
5

9
-1
8

4
.1
8
8
2
4

4
.1
9
1
6
6

4
.2
3
1
4
2

4
.3
2
6
2
4

4
.3
7
2
1
5

4
.4
9
4
8
7

4
.5
8
8
3
3

5
.1
5
6
4
3

6
.9
4

5
.3
5
2
5
8

4
.6
9
6
4
1

4
.6
2
0
6
1

4
.5
9
6
2
1

1
0
-1
7

4
.3
3
2
0
7

4
.3
3
7
3

4
.3
7
7
4
8

4
.4
7
2
0
3

4
.5
1
2
5

4
.6
2
3
8
4

4
.6
8
7
2
1

5
.0
7
0
4
3

5
.5
6
4
7
5

6
.9
1

5
.0
2
6
7
8

4
.8
6
7
6
1

4
.8
4
3
2
3

1
1
-1
6

4
.8
1
7
1
5

4
.8
2
4
1
6

4
.8
7
5
6
2

4
.9
8
0
7

5
.0
1
9
7
7

5
.1
1
2
9
1

5
.1
5
9
8
5

5
.3
2
7
5
9

5
.4
7
3
9
5

5
.6
1
9
4
7

6
.9
3

5
.8
0
1
1
2

5
.6
8
1
5
7

1
2
-1
5

5
.0
9
3
0
3

5
.0
9
5
1
4

5
.1
5
1
1
9

5
.2
5
2
0
2

5
.2
8
5
7
2

5
.3
6
9
3
4

5
.4
0
8
7
2

5
.5
3
3
8
2

5
.6
3
3
1
9

5
.6
8
2
3
8

5
.9
9
5
6

6
.8
6

6
.2
0
9
1
3

1
3
-1
4

5
.3
4
7
0
7

5
.3
5
2
8

5
.3
9
7
0
8

5
.4
8
3
9
1

5
.5
1
4
1
4

5
.5
8
3
1
2

5
.6
1
5
8
6

5
.7
1
8
6
9

5
.7
9
2
8
9

5
.8
3
5
2
4

6
.0
4
0
5
2

6
.3
1
6
5
3

6
.9
3

k
¡
t

n
u
m
e
r
e
le
k
tr
o
d
y

p
ro

je
k
c
ji

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

1
-2
6

1
.5
8
3
1
9

1
.5
7
7
6
7

1
.5
3
5
6
9

1
.4
5
3
7

1
.4
2
5
2
9

1
.3
5
9
5
3

1
.3
2
8
6
1

1
.2
3
0
3

1
.1
5
9
3
7

1
.1
1
8
3
8

1
.0
1
4
5
3

0
.6
3
9
2
8
7

0

2
-2
5

1
.7
6
6
4
1

1
.7
6
5
1
6

1
.7
1
1
9
2

1
.6
1
6
2
5

1
.5
8
4
6
6

1
.5
0
3
8
3

1
.4
6
6
5
6

1
.3
4
5
2
5

1
.2
4
9
5
4

1
.2
0
0
8
3

1
.0
2
3
8
5

0
0
.6
6
2
3
2
8

3
-2
4

2
.1
5
6
5
6

2
.1
4
9
8
8

2
.1
0
1
9
1

1
.9
9
9
7
2

1
.9
5
9
0
6

1
.8
6
6
9
4

1
.8
1
4
4
7

1
.6
3
4
5
5

1
.4
0
7
1
2

1
.2
2
6
3
7

0
1
.3
3
9
3
9

1
.4
3
2
2
1

4
-2
3

2
.5
6
7
8
7

2
.5
6
4
3
7

2
.5
2
5
2
8

2
.4
3
3
6
1

2
.3
9
4
6
5

2
.2
8
4
7
2

2
.2
2
2
5
8

1
.8
4
7
4
8

1
.3
5
5
8
4

0
1
.6
3
5
7
5

1
.9
9
8
6
3

2
.0
2
3
1
3

5
-2
2

2
.7
3
5
9
6

2
.7
3
4
8
2

2
.6
9
5
5
7

2
.6
0
3
7
6

2
.5
6
0
3
9

2
.4
3
8
5

2
.3
4
8
4
8

1
.7
9
0
4
9

0
1
.5
5
4
2
8

2
.0
3
3
3
1

2
.2
6
3
1
6

2
.2
8
8
2
8

6
-2
1

3
.0
5
5
4
8

3
.0
4
9
9
6

3
.0
1
4
4
9

2
.9
0
6
4
5

2
.8
5
1
9
7

2
.6
3
1
7
1

2
.4
9
7
3
5

0
2
.2
1
6
1
4

2
.4
9
7
3
4

2
.7
3
5
9
5

2
.8
2
4
4
2

2
.8
3
4
3
2

7
-2
0

3
.3
2
6
6
5

3
.3
0
8
2

3
.2
5
3
4
8

3
.0
1
6
3
8

2
.7
5
6
3

2
.0
7
6
5
9

0
2
.9
5
7
6
4

3
.2
2
2
7
8

3
.2
9
0
2
1

3
.3
5
1
2
9

3
.3
8
6
3
8

3
.3
9
1
2
1

8
-1
9

3
.6
4
5
7

3
.6
2
4
6
6

3
.5
3
9
9

3
.1
0
1
2
3

2
.7
3
0
7
7

0
2
.4
9
6
4
9

3
.5
8
0
7
8

3
.8
0
1
5
4

3
.8
5
0
3
9

3
.9
1
3
3
7

3
.9
4
8
9
3

3
.9
5
1
9
3

9
-1
8

3
.8
5
5
2
7

3
.7
9
3
0
5

3
.6
3
3
9
3

2
.5
4
3
9
9

0
3
.2
7
0
2
8

3
.7
0
6
0
1

4
.2
3
0
2
7

4
.3
4
9
3

4
.3
8
8
1
2

4
.4
3
8
2
5

4
.4
7
1
3
1

4
.4
7
2
4

1
0
-1
7

3
.8
9
1
9
1

3
.8
3
0
9
2

3
.4
6
1
2
1

0
2
.8
3
3
0
7

3
.8
2
2
4
2

4
.1
3
9
1
4

4
.4
6
9
3
6

4
.5
7
3
7
9

4
.6
0
6
7
9

4
.6
5
4
3
2

4
.6
8
6
5
4

4
.6
8
8
2
4

1
1
-1
6

3
.5
9
9
2
3

3
.2
3
7
7
7

0
4
.2
0
0
4
5

4
.5
5
3
3
2

4
.8
4
9
0
2

4
.9
4
6
8
5

5
.1
3
1
4
6

5
.2
0
8
6
4

5
.2
3
6
9
3

5
.2
8
2
1
3

5
.3
1
6
8

5
.3
1
8
5
7

1
2
-1
5

2
.6
5
8
7
1

0
3
.8
4
1
1
3

4
.9
0
5
1
2

5
.0
2
5
5
2

5
.2
1
7
5

5
.2
7
6
4
6

5
.4
2
0
4

5
.4
8
4
6
7

5
.5
0
8
8
3

5
.5
5
0
7
1

5
.5
8
3
7

5
.5
8
3
8
2

1
3
-1
4

0
.0
1

3
.2
7
7
7
6

4
.5
3
3
9

5
.2
2
5
4
6

5
.3
2
6
3
2

5
.4
6
6
7
7

5
.5
1
6
9
1

5
.6
3
1
7
2

5
.6
8
4
8
6

5
.7
0
5
4
3

5
.7
3
9
8
2

5
.7
6
7
7
7

5
.7
6
9
3
3



6.2 Pomiary 101

T
ab
lic
a
6.
3.

W
yn
ik
i
ob
lic
ze
«
B
E
M

z
za
st
os
ow

an
ie
m

w
yª
¡c
zn
ie
el
em

en
tó
w
st
an
da
rd
ow

yc
h.

k
¡
t

n
u
m
e
r
e
le
k
tr
o
d
y

p
ro

je
k
c
ji

1
2

3
4

5
6

7
8

9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
-2
6

6
.9
1

3
.3
2
4
7

2
.6
3
1
9

2
.1
9
5
0

1
.8
3
2
0

1
.4
9
7
3

1
.1
9
1
0

0
.9
3
2
9

0
.7
3
8
7

0
.6
0
9
0

0
.5
3
4
3

0
.5
0
4
2

0
.5
1

2
-2
5

4
.2
4
0
5

6
.9
1

3
.3
9
0
4

2
.4
9
2
6

1
.9
2
6
9

1
.5
1
0
4

1
.1
8
3
7

0
.9
2

0
.7
0
4
9

0
.5
3
0
9

0
.3
9
4
6

0
.2
9
4
1

0
.2
2
4
9

3
-2
4

3
.8
7
8
8

4
.2
3
8
6

6
.9
5

3
.4
1
7
2

2
.5
0
8
8

1
.9
2
9
3

1
.4
9
8
7

1
.1
6
0
7

0
.8
9
2
5

0
.6
8
5
1

0
.5
3
4
0

0
.4
3
1
3

0
.3
6
4
0

4
-2
3

3
.6
9
3
1

3
.8
3
9
8

4
.2
0
8
2

6
.9
3

3
.3
9
0
4

2
.4
7
3
8

1
.8
8
8
9

1
.4
6
2
7

1
.1
4
7
6

0
.9
2
5
8

0
.7
8
0
3

0
.6
8
8
5

0
.6
2
9
3

5
-2
2

3
.5
9
4
2

3
.6
6
9
1

3
.8
1
7
6

4
.1
8
9
8

6
.9
5

3
.3
8
2
4

2
.4
7
8
4

1
.9
3
7
9

1
.5
9
4
0

1
.3
8
4
9

1
.2
6
2
3

1
.1
8
8
7

1
.1
4
1
5

6
-2
1

3
.5
2
8
6

3
.5
6
8
0

3
.6
4
0
3

3
.7
9
1
9

4
.1
8
0
4

6
.9
6

3
.5
4
0
6

2
.8
0
0
2

2
.4
4
9
6

2
.2
7
6
1

2
.1
8
7
7

2
.1
3
9
0

2
.1
0
9
4

7
-2
0

3
.4
8
8
4

3
.5
0
5
9

3
.5
4
7
6

3
.6
3
9
6

3
.8
4
1
9

4
.3
1
6
4

6
.9
3

4
.2
5
3
3

3
.8
4
9
7

3
.7
1
1
5

3
.6
6
1
4

3
.6
4
4
0

3
.6
3
9
2

8
-1
9

3
.4
8
1
0

3
.4
9
3
0

3
.5
3
9
4

3
.6
4
9
3

3
.8
6
9
0

4
.2
5
1
2

4
.8
6
8
5

6
.9
4

5
.2
7
1
7

5
.1
0
2
7

5
.0
7
2
2

5
.0
7
8
4

5
.0
9
4
9

9
-1
8

3
.4
6
5
9

3
.4
9
5
6

3
.5
8
5
3

3
.7
7
0
5

4
.0
7
9
3

4
.4
9
9
8

4
.9
8
9
9

5
.5
4
9
8

6
.9
4

5
.9
7
7
7

5
.9
1
5
6

5
.9
2
5
8

5
.9
5
1
9

1
0
-1
7

3
.4
7
1
8

3
.5
4
7
9

3
.7
1
9
9

4
.0
0
9
0

4
.3
9
6
1

4
.8
2
5
4

5
.2
4
7
2

5
.6
4
3
8

6
.0
4
1
0

6
.9
1

6
.3
7
0
5

6
.3
5
6
8

6
.3
8
1
9

1
1
-1
6

3
.5
8
2
1

3
.7
3
8
0

4
.0
1
5
9

4
.3
8
9
9

4
.8
0
0
8

5
.1
9
6
4

5
.5
5
1
6

5
.8
6
2
3

6
.1
3
7
0

6
.4
0
0
4

6
.9
3

6
.6
3
8
8

6
.6
4
8
9

1
2
-1
5

3
.7
7
1
0

4
.0
1
8
2

4
.3
7
2
1

4
.7
6
4
4

5
.1
4
0
2

5
.4
7
3
7

5
.7
5
9
7

6
.0
0
2
2

6
.2
0
8
3

6
.3
8
6
9

6
.5
5
3
5

6
.8
6

6
.7
2
1
5

1
3
-1
4

4
.2
2
4
7

4
.5
2
6
4

4
.8
9
1
3

5
.2
4
8
4

5
.5
6
5
7

5
.8
3
6
1

6
.0
6
2
7

6
.2
5
1
9

6
.4
0
9
9

6
.5
4
2
6

6
.6
5
6
1

6
.7
5
9
5

6
.9
3

k
¡
t

n
u
m
e
r
e
le
k
tr
o
d
y

p
ro

je
k
c
ji

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

1
-2
6

2
.1
8
3
0

2
.2
9
5
9

2
.2
5
9
0

2
.0
9
8
2

1
.8
5
1
9

1
.5
5
8
9

1
.2
5
9
1

0
.9
9
1
6

0
.7
8
1
5

0
.6
3
0
1

0
.5
1
8
8

0
.4
1
0
9

0

2
-2
5

3
.1
9
8
4

2
.9
9
5
2

2
.6
6
8
1

2
.2
7
6
8

1
.8
8
3
9

1
.5
2
6
3

1
.2
1
5
9

0
.9
5
1
1

0
.7
2
5
4

0
.5
2
9
1

0
.3
4
5
1

0
0
.1
6
4
2

3
-2
4

3
.4
0
0
6

3
.2
8
5
1

3
.0
5
1
5

2
.7
0
6
5

2
.2
9
8
8

1
.8
8
7
8

1
.5
0
9
5

1
.1
7
4
4

0
.8
7
6
1

0
.5
8
8
3

0
0
.3
3
2
4

0
.3
2
6
1

4
-2
3

3
.4
6
2
1

3
.4
1
1
8

3
.2
7
9
2

3
.0
3
4
5

2
.6
7
6
7

2
.2
5
0
7

1
.8
1
2
3

1
.3
8
9
4

0
.9
5
9
2

0
0
.6
0
8
4

0
.6
2
9
1

0
.6
0
6
1

5
-2
2

3
.4
7
7
9

3
.4
6
1
7

3
.3
9
7
0

3
.2
5
1
2

2
.9
8
7
5

2
.5
9
6
6

2
.1
0
7
2

1
.5
1
9
4

0
1
.0
7
7
9

1
.1
5
5
1

1
.1
5
0
1

1
.1
2
6
4

6
-2
1

3
.4
6
5
3

3
.4
5
8
2

3
.4
2
3
5

3
.3
3
7
0

3
.1
5
4
9

2
.8
1
4
2

2
.2
1
3
3

0
1
.8
5
8
7

2
.0
6
2
4

2
.1
0
7
5

2
.1
0
8
6

2
.0
9
6
6

7
-2
0

3
.4
4
1
9

3
.4
2
4
2

3
.3
8
5
5

3
.3
0
2
5

3
.1
1
9
3

2
.6
7
2
2

0
2
.8
7
2
6

3
.3
4
2
1

3
.5
1
4
6

3
.5
8
3
1

3
.6
1
1
4

3
.6
2
3
3

8
-1
9

3
.4
1
7
5

3
.3
7
7
1

3
.3
0
4
7

3
.1
5
5
5

2
.7
7
4
2

0
3
.4
7
3
6

4
.2
6
4
1

4
.6
6
1
2

4
.8
6
7
7

4
.9
7
5
9

5
.0
3
6
1

5
.0
7
2
8

9
-1
8

3
.3
4
3
8

3
.2
6
8
9

3
.1
2
0
4

2
.7
4
9
5

0
3
.5
6
3
0

4
.4
7
5
0

5
.0
3
3
5

5
.4
0
3
9

5
.6
3
9
6

5
.7
8
1
7

5
.8
6
7
3

5
.9
2
1
5

1
0
-1
7

3
.2
2
0
4

3
.0
7
6
0

2
.7
0
9
4

0
3
.5
2
4
4

4
.4
3
6
4

5
.0
1
9
7

5
.4
4
8
7

5
.7
7
2
9

6
.0
0
9
4

6
.1
7
0
3

6
.2
7
3
7

6
.3
3
9
9

1
1
-1
6

3
.0
5
3
9

2
.7
0
0
5

0
3
.5
2
2
1

4
.4
2
6
1

5
.0
0
1
6

5
.4
2
8
9

5
.7
6
4
9

6
.0
3
3
8

6
.2
4
5
9

6
.4
0
5
2

6
.5
1
6
9

6
.5
9
0
9

1
2
-1
5

2
.6
3
6
9

0
3
.4
9
8
5

4
.3
8
9
8

4
.9
4
9
8

5
.3
6
1
0

5
.6
8
2
8

5
.9
4
2
4

6
.1
5
4
4

6
.3
2
7
2

6
.4
6
4
9

6
.5
6
9
2

6
.6
4
2
8

1
3
-1
4

0
3
.5
7
6
7

4
.4
8
7
9

5
.0
4
7
7

5
.4
5
0
7

5
.7
6
1
0

6
.0
0
8
5

6
.2
0
9
5

6
.3
7
4
4

6
.5
0
9
9

6
.6
2
0
0

6
.7
0
7
1

6
.7
7
2
4



6.3 Dyskusja wyników 102

Gra�czn¡ prezentacj¦ wyników pomiarów oraz oblicze« dla modeli dwu- i

trój-wymiarowego przedstawiaj¡ rysunki 6.5 i 6.6.

6.3 Dyskusja wyników

Przedstawione rzeczywiste pomiary do±wiadczalnych, zawilgoconych mu-

rów wykonane zostaªy w celu opracowania metody nieinwazyjnego, bez ko-

nieczno±ci dokonywania odwiertów, badania i monitorowania zawilgoce« mu-

rów ceglanych za pomoc¡ tomografu impedancyjnego. Zmody�kowana o uwzgl¦d-

nienie ±rodowisk z niejednorodno±ci¡ ci¡gª¡ Metoda Elementów Brzegowych

sªu»yªa do rozwi¡zywania zadania prostego. Wspomniane muru miaªy sko«-

czone rozmiary porównywalne do wysoko±ci zawilgocenia � przed odprowadze-

niem wody zalewane byªy do poªowy wysoko±ci. Ponadto elektrody pomiarowo-

doprowadzaj¡ce rozmieszczone byªy na caªej wysoko±ci muru. Z tego wzgl¦du

istotniejsze wydawaªo si¦ jak najrzetelniejsze odzwierciedlenie mo»liwo±ci i do-

kªadno±ci oferowanej przez zastosowanie tomografu impedancyjnego wykorzy-

stuj¡cego pomiary z wszystkich elektrod. Mimo, »e przypadek ten nie zawieraª

elementów niesko«czonych stanowi on doskonaªy przykªad mo»liwo±ci ich za-

stosowania. Rzeczywiste mury budynków osi¡gaj¡ zazwyczaj kilkana±cie razy

wi¦ksze wysoko±ci co ª¡cznie z nieznan¡ wysoko±ci¡ zawilgocenia stanowi wska-

zanie do zastosowania elementów niesko«czonych. Poszukiwanie obrazu niedo-

st¦pnego wn¦trza obiektów w badaniach tomogra�cznych wi¡»e si¦ okreslaniem

rozkªadu wspóªczynników materiaªowych tak jak to ma miejsce w ±rodowiskach

niejednorodnych. Mo»liwo±¢ do±wiadczalnej wery�kacji analizy ±rodowisk nie-

jednorodnych z u»yciem MEB uzna¢ mo»na za wa»ny krok w kierunku prak-

tycznego zastosowania tej metody w tomogra�i a wi¦c równie» omawianych w

rozprawie elementów brzegowych niesko«czonych. Przybli»eniem obiektu ta-

kiego jak omawiany mur byª przypadek niesko«czonego tunelu jak w rozdziale

4.3. Porównanie rysunków 4.20 i 6.2 uwidacznia celowe podobie«stwo zbudo-

wanych modeli. Inny model muru odnosz¡cy si¦ do przypadku rzeczywistego

mo»na wyobrazi¢ sobie tak jak to ideowo jest przedstawione na rysunku 6.4.

Odnosz¡c si¦ do samych wyników uzyskanych z pomiarów i oblicze« nale»y

uzna¢ rezultaty z modelu dwu-wymiarowego za zadowalaj¡ce natomiast efekt

oblicze« modelu trójwymiarowego za zdecydowanie dobry. Oprócz ró»nicy

wymiarów modele te ró»niªy si¦ zastosowan¡ do interpolacji zaªo»on¡ funkcj¡
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Rys. 6.4. Pogl¡dowy model zawilgoconego muru z elementami niesko«czonymi

rozkªadu przewodno±ci. W modelu dwuwymiarowym zastosowano interpolacj¦

wycinkiem funkcji kwadratowej natomiast w modelu trójwymiarowym funkcj¡

wykªadnicz¡. Efektem takiego podej±cia byªo zastosowanie w zadaniu odwrot-

nym funkcji celu zale»nej od trzech wspóªczynników materiaªowych a, b, c dla

modelu dwuwymiarowego (γ = γo(az2+bz+c)) a w przypadku modelu trójwy-

miarowego zale»nej od jednego wspóªczynnika materiaªowego β (γ = γoe
2βz).
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Rys. 6.5. Potencjaªy na poszczególnych elektrodach w przypadku muru zawil-

goconego do polowy pomiary dla pobudzenia 1KHz, symulacja numeryczna

dla zmian wªasno±ci materiaªowych ±rodowiska aproksymowanych wielomia-

nem stopnia drugiego w przypadku 2D i funkcj¡ wykªadnicz¡ w przypadku

3D. K¡ty projekcji od 1-26 do 8-19
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Rys. 6.6. Potencjaªy na poszczególnych elektrodach w przypadku muru zawil-

goconego do polowy pomiary dla pobudzenia 1KHz, symulacja numeryczna

dla zmian wªasno±ci materiaªowych ±rodowiska aproksymowanych wielomia-

nem stopnia drugiego w przypadku 2D i funkcj¡ wykªadnicz¡ w przypadku

3D. K¡ty projekcji od 9-18 do 13-14
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Rozdziaª 7

Podsumowanie

Zgodnie ze sformuªowan¡ na pocz¡tku pracy tez¡ i celem pracy, tematem

niniejszej rozprawy byªo opracowanie teoretyczne elementów brzegowych nie-

sko«czonych odwzorowanych i z funkcjami zaniku oraz ich praktyczna imple-

mentacja w zagadnieniach tomogra�i komputerowej - impedancyjnej i optycz-

nej, wykorzystuj¡cej w zadaniu prostym Metod¦ Elementów Brzegowych.

W kolejnych rozdziaªach opracowano i przedyskutowano teori¦ elementów

brzegowych niesko«czonych i ich implementacj¦ w kodzie Metody Elementów

Brzegowych. Jak to wskazano w pierwszym rozdziale pracy siostrzana Metoda

Elementów Sko«czonych doczekaªa si¦ zbiorczych opracowa« tego zagadnienia

[15, 34, 35], natomiast opracowania dotycz¡ce elementów niesko«czonych w

MEB maj¡ przewa»nie charakter rozproszonych artykuªów [101, 10, 11, 20, 33,

50, 79, 9] lub niewielkich dodatków w ksi¡»kach dotycz¡cych MEB[8, 17, 96].

Mówi¡c o pozycjach ksi¡»kowych jest to zazwyczaj kilka zda« lub pojedyn-

czych stron w zasadzie bardziej wzmiankuj¡cych istnienie takiego rozwi¡zania

ni» przedstawiaj¡cych je w szczegóªach, które mogªyby by¢ pomocne w prak-

tycznym zastosowaniu. Kolejne trzy rozdziaªy prezentuj¡ wªa±nie szczegóªowo

opracowane elementy brzegowe i zwi¡zane z ich wprowadzeniem moduªy al-

gorytmu obliczeniowego MEB kolejno dla obiektów dwu- i trój-wymiarowych.

Dwa ko«cowe rozdziaªy omawiaj¡ zagadnienie oblicze« ±rodowisk niejedno-

rodnych Metod¡ Elementów Brzegowych. Wskazuj¡ na zarówno praktyczne

wykorzystanie MEB w tomogra�i jak i na mo»liwe praktyczne zastosowanie

elementów brzegowych niesko«czonych.

Autor opracowaª nast¦puj¡ce zagadnienia:

1. elementy brzegowe niesko«czone bazuj¡ce na standardowym izoparame-
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trycznym elemencie drugiego rz¦du - jednowymiarowe stosowane do obiek-

tów dwu-wymiarowych z wielomianowymi funkcjami zaniku, z wykªad-

niczymi funkcjami zaniku oraz odwzorowane (z transformacj¡ geometrii)

wraz z z ich analiz¡ porównawcz¡,

2. analogiczne elementy brzegowe niesko«czone bazuj¡ce na standardowym

czworok¡tnym, o±miow¦zªowym izoparametrycznym elemencie drugiego

rz¦du - dwuwymiarowe stosowane do obiektów trój-wymiarowych z wie-

lomianowymi funkcjami zaniku, z wykªadniczymi funkcjami zaniku oraz

odwzorowane (z transformacj¡ geometrii),

3. szczegóªy implementacji wymienionych elementów brzegowych niesko«-

czonych w Metodzie Elementów Brzegowych,

4. opracowanie i przetestowanie efektywnych modeli piersi zbudowanych z

o±miow¦zªowych elementów brzegowych czworok¡tnych i odpowiadaj¡-

cych im opracowanych elementach niesko«czonych w zastosowaniu do

mammogra�i optycznej lub impedancyjnej,

5. wprowadzenie do zagadnie« odwrotnych zwi¡zanych zarówno z elemen-

tami niesko«czonymi jak i ±rodowiskami niejednorodnymi,

6. dokonanie identy�kacji zawilgocenia muru dla danych rzeczywistych,

Za wªasne osi¡gni¦cia w pracy uwa»am zbiorcze opracowanie elementów

brzegowych niesko«czonych w zastosowaniu do mammogra�i optycznej i to-

mogra�i impedancyjnej, pocz¡wszy od generowania jednorodnej siatki elemen-

tów brzegowych czworok¡tnych drugiego rz¦du po szczegóªy implementacji i

niezb¦dnych mody�kacji algorytmu MEB jak równie» porównanie takiego po-

dej±cia z klasyczn¡ metod¡ rozszerzania obszaru i doboru na jego sztucznej

granicy warunków brzegowych w obszarach nieograniczonych.

Znaczenie opracowanych elementów brzegowych niesko«czonych i zasto-

sowanie ich w MEB w zagadnieniach odwrotnych zwi¡zane jest z redukcj¡

liczby w¦zªów i wynikaj¡cym st¡d kilkukrotnemu skróceniu czasu oblicze«. Ma

niebagatelne znaczenie w aspekcie bada« tomogra�cznych gdzie poszukiwanie

obrazu niedost¦pnego wn¦trza obiektu jest procesem powtarzanym wielokrot-

nie. Jednocze±nie nale»y zauwa»y¢, »e dwukrotne zwi¦kszenie analizowanego

obszaru w metodzie klasycznej oferuje znacznie gorsz¡ dokªadno±¢ wyników
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ni» wprowadzenie elementów niesko«czonych. Twierdzenie postawione w tezie

pracy o mo»liwo±ci efektywnego modelowanie zagadnie« polowych z wykorzy-

staniem MEB i elementów niesko«czonych wydaje si¦ wi¦c caªkowicie uzasad-

nione.
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