POLITECHNIKA LUBELSKA
WYDZIAY, ELEKTROTECHNIKI T INFORMATYKI

INSTYTUT INFORMATYKI

Maciej Panczyk

Rozprawa doktorska

Elementy nieskonczone w metodzie

elementow brzegowych

Promotor pracy

Prof. dr hab. inz. Jan Sikora

Lublin, 9 listopada 2009.



Sktadam serdeczne podgkowania mojemu
promotorowi prof. dr hab. inz. Janowi Sikorze
za cierpliwosé¢, bezcenngpomoc i caty wysitek

zwigzany z realizacp pracy.

Maciej Razyk



Praca naukowa finansowanasredkéw na naukw latach 2008 — 2009
jako projekt badawczy, grant N N510 3423 34 ,Elementy brzegowe
nieskaczone 1 ich zastosowanie w tomografii impedancyjnej
I optycznej” oraz N N519 1203 33 ,Dyfuzyjna tomografia optyczna,
metoda nieskiicczonych elementéw brzegowych oraz zbioréw

poziomicowych w zastosowaniu do nieinwazyjnej diagnostyki piersi
w aspekcie zmian nowotworowych”.



Spis tresci

Wstep 3

1 Wprowadzenie 5
1.1 Wiadomo$ci wstepne . . . . . . ... 7
1.2 Stan badan nad elementami brzegowymi nieskonczonymi . . . . 10
1.3 Cel, teza pracy i przyjete ograniczenia . . . . . . . . . ... .. 11

2 Pojecia podstawowe Metody Elementéw Brzegowych 13
2.1 Metoda Elementéw Brzegowych . . . . .. ... .. ... ... 13
2.1.1 Rownanie bazowe i podzial obiektu na elementy brzegowe 15

2.1.2 Calkowanie numeryczne . . . . . ... ... ... L. 20

2.1.3 Osobliwo$ci . . . . . .. ..o 20

2.2 Zgadnienie proste i odwrotne. . . . .. ..o 0oL o L 23
2.2.1 Rozwiazanie zadania prostego . . . . . . .. .. ... .. 24

2.2.2 Rozwiazanie zadania odwrotnego . . . . .. .. .. ... 25

3 Elementy Brzegowe Nieskoniczone — obiekty dwuwymiarowe 28
3.1 Klasyfikacja elementéw nieskonczonych . . . . . .. .. .. .. 28
3.2 Elementy Brzegowe Nieskoriczone z funkcjami zaniku . . . . . . 29
3.2.1 Funkcje zaniku . . ... ..o 29

3.2.2 Calkowanie numeryczne . . . . . ... ... ... L. 31

3.2.3 Zmodyfikowane réwnanie catkowo-brzegowe . . . . . .. 33

3.2.4 Osobliwo$ci . . . . . .. ..o 36

3.3 Elementy brzegowe nieskoriczone odwzorowane . . . . . . . . .. 37
3.4 Przyklad obliczeniowy . . . .. .. ..o 40

3.5 Dyskusja wynikow . . . ..o oo 42



4 Elementy Brzegowe Nieskoiiczone — obiekty tréjwymiarowe 49

4.1 Elementy Brzegowe Nieskonczone z funkcjami zaniku . . . . . . 49
4.1.1 Funkcje zaniku . . . .. . ... oo 49
4.1.2 Jakobian . . . . . . ... 60
4.1.3 Catkowanie numeryczne . . . . . .. .. .. .. ... .. 63
4.2  Elementy brzegowe nieskonczone odwzorowane . . . . . . . . .. 70
4.3 Przyktad obliczeniowy - nieskonczony tunel . . . . . . . .. . .. 78
4.4  Przyktad obliczeniowy - model piersi . . . . . . ... ... ... 80
4.5 Dyskusja Wynikow . . . . . .. o000 85
5 Srodowiska niejednorodne 88
5.1 Wprowadzenie . . . . . . . . ... 88
5.2 Rownanie Bazowe MEB i funkcja Greena dla srodowisk z nie-
jednorodnoscia ciagta . . . . .. ..o oL 89
5.3  Wspotezynniki réwnania bazowego dla srodowiska z niejedno-
rodnocig ciggla . . . . . .. oL Lo 92
5.3.1 Obiekty dwuwymiarowe . . . . ... ... ... ..... 92
5.3.2  Obiekty tréjwymiarowe . . . . . . . . ... ... ... 93
6 Analiza rozkladu zawilgocenia muru 95
Wprowadzenie . . . . . . . . ... 95
6.1 Opis obiektu i zalozenia wstepne . . . . .. ... ... .. ... 96
6.2 Pomiary . . . . .. .. 97

6.2.1  Wyniki pomiaréw uzyskane metoda suszarkowo-wagowa . 97

6.2.2 Zastosowanie tomografii rezystancyjnej z uzyciem MEB

i elementow standardowych . . . ... ... 000 98

6.3 Dyskusja wynikow . . . . ... .o 102

7 Podsumowanie 106
Bibliografia 109
Spis rysunkéw 119

Spis tablic 124



Wykaz wazniejszych oznaczen

® — dowolna funkcja potencjalna (potencjal elektryczny [V]| w Elektrostatyce,
gestosé fotonow w przypadku Dyfuzyjnej Tomografii Optycznej).

80 (r) )

q — pochodna normalna ® (%5

n — wektor normalny do krzywej lub powierzchni.

G — funkcja Greena.

0 — funkcja delty Diraca.

r — wektor potozenia punktu obserwacji.

r’ — wektor polozenia punktu zrodla.

R — odleglo$¢ pomiedzy punktem obserwacji a punktem Zrodta.
x,y, 2z — wspolrzedne kartezjanskie.

2 — rozwazany obszar.

'S — krawedz lub powierzchnia rozwazanego obszaru ).

En( — wspolrzedne lokalne.

&1 &M me — wspolrzedne lokalne, oznaczenia przyjete w procesie regularyzacji
(rozdzial 4.1.3).

N;, M; — bazowe funkcje interpolacji dla i-tego wezla.
J(&) — jakobian przeksztalcenia.

[A] , [B] — odpowiednio macierze zawierajace catki z pochodna normalng funk-

cji Greena i samg funkcje Greena.



w; — funkcja wagi dla kwadratur: Gaussa, Gaussa —Legendrea, Gaussa —

Laguerra i zmodyfikowanych kwadratur Gaussa).
L — dhugosé elementu brzegowego.
¢(r) — wspotezynnik w rownaniu catkowo-brzegowym.
k — liczba falowa [em™'].
D — wspotezynnik dyfuzji [cm].
i=+-1.
w — pulsacja [rad/s|.
f — czestotliwos¢ [1/s].
v — konduktywnosé¢ [1/(Q2m)).
¢ — predkosé swiatta [mm /ps|.
e X — wspotczynnik absorpeji (pochlaniania $wiatta) [mm™1.
s — wspoOtczynnik rozpraszania $wiatta [mm—1].
s — zredukowany wspotezynnik rozpraszania [mm=1].

a — wspoélezynnik zalezny od wspotczynnika zatamania swiatta.



Wstep

Strona teoretyczna niniejszej pracy dotyczy elementéw brzegowych nieskon-
czonych (ang. Infinite Boundary Elements - IBE) jedno i dwuwymiarowych
stosowanych do badan obiektéw odpowiednio dwu i tr6j wymiarowych oraz
metod ich wprowadzenia do Metody Elementéw Brzegowych (MEB, ang. Bo-
undary Element Method - BEM). Strona praktyczna wiaze sie z zastosowaniem
wzbogaconej o elementy nieskoriczone MEB do zagadnien tomografii impedan-
cyjnej i optycznej odpowiednio do poszukiwania rozktadu zawilgocen murow
i przesiewowego wykrywania nowotwordéw piersi. Opracowane elementy brze-
gowe nieskonczone zostaly wprowadzone do powstatego autorskiego oprogra-
mowania i uzyte do rozwigzywania zadania prostego (analizy) i odwrotnego
(tomografii) wspomnianych praktycznych zastosowan. Zawilgocony mur sta-
nowi Srodowisko niejednorodne. 7 tego wzgledu niezbedne bylo rozszerzenie
pracy o omo6wienie zagadnien obliczenn Metoda Elementéw Brzegowych doko-
nywanych w $§rodowiskach z niejednorodnoscig ciagtla.

Praca obejmuje siedem rozdzialow.

W rozdziale pierwszym wyjasniono na ogdélnym pogladowym przyktadzie
przyczyny i sens zainteresowania elementami nieskoriczonymi i Metoda Ele-
mentéow Brzegowych. Dokonano przegladu literatury w zakresie opracowan
dotyczacych elementow nieskoniczonych, srodowisk niejednorodnych i ich za-
stosowania w Metodzie Elementéw Brzegowych w Polsce i na $wiecie. Na
koricu tego rozdzialu przedstawiono cel i zakres pracy, oraz sformutowana zo-
stala teza pracy.

Rozdzial drugi zawiera omowienie podstawowych poje¢ MEB, ktére w ko-
lejnych rozdziatach beda modyfikowane badz taczone z klasyczna MEB do
postaci metody zhybrydyzowanej MEB zawierajacej elementy standardowe i
nieskonczone.

W rozdziale trzecim opisane zostaly jednowymiarowe elementy nieskon-



czone z funkcjami zaniku i elementy nieskorniczone odwzorowane (z transforma-
cja geometrii). Oba typy sa uzywane do analizy obiektow dwuwymiarowych.
Wyniki obliczert odniesiono do rezultatéw uzyskanych na podstawie rozwiaza-
nia analitycznego i otrzymanych z obliczen standardowa Metoda Elementow
Brzegowych.

W rozdziale czwartym przedstawiono dwuwymiarowe elementy brzegowe
nieskoniczone stosowane do analizy obiektow trojwymiarowych. Rozdziat ten
zawiera przyktad ktory rozwijany bedzie w rozdziale szostym zwigzany z tomo-
grafig impedancyjng i rzeczywistymi pomiarami. Przedstawiony jest rowniez
przyktad skojarzony z dyfuzyjna tomografia optyczng stosowang w medycynie.

W rozdziale piatym przedstawiono zagadnienia teoretyczne zwiazane z ana-
lizg $srodowisk niejednorodnych w MEB.

Kolejny rozdziat zwiazany jest z obiektem rzeczywistym - badaniami zawil-
gocenia muru. Wyniki obliczen wykorzystujacych pomiary z tomografu rezy-
stancyjnego i MEB z elementami nieskoriczonymi zostaty poréwnane z danymi
pomiarowymi uzyskanymi metoda suszarkowo-wagowa z odwiertéw wykona-
nych w murze [37].

W rozdziale si6dmym przedstawiono podsumowanie i dyskusje wynikow.
Wskazano rowniez mozliwosci dalszego praktycznego zastosowania opracowa-
nych elementéw brzegowych nieskoniczonych. Przedstawiony zostal tez wktad
autora w omawiana dziedzine wiedzy.

Wyniki przeprowadzonych badan przedstawione zostaly w formie publika-
¢ji w materialach konferencyjnych oraz w czasopismach.

Praca doktorska byta czesciowo finansowana z grantu promotorskiego: N N510
342334, “Elementy brzegowe nieskoniczone i ich zastosowanie w tomografii im-
pedancyjnej i optycznej” oraz wlasnego N N519 1203 33 “Dyfuzyjna tomografia
optyczna, metoda nieskonczonych elementéw brzegowych oraz zbioréw pozio-
micowych w zastosowaniu do nieinwazyjnej diagnostyki piersi w aspekcie zmian

nowotworowych” ze srodkéw na badania w latach 2008/2009.



Rozdzial 1
Wprowadzenie

W praktycznych zastosowaniach Metody Elementéw Brzegowych czesto
mamy do czynienia z obiektami o tzw. otwartym brzegu badz z obiektami
w ktorych analizowane zjawisko rozciaga sie poza badany obszar. W takich
przypadkach najczesciej powieksza sie siatke elementow przyjmujac w duzej
ale skonczonej odlegtosci od interesujacego nas obszaru sztuczne warunki brze-
gowe. Takie klasyczne podejscie wiaze sie ze zwiekszeniem liczby elementow i
wzrostem “kosztow* obliczeniowych. W przypadku gdy granica zaniku pola zo-
stanie przyjeta zbyt blisko pojawiaja sie dodatkowe btedy obliczeniowe. Dobér
wlasciwe] odlegtosci zaniku opiera sie¢ wiec gtéwnie na do$wiadczeniu a general-
nie odbywa sie metoda balloningu [82, 81, 34| poprzez stopniowe rozszerzanie
siatki elementéw poza gtowny obszar poszukiwania rozwigzania. Alternatyw-
nym rozwigzaniem jest zastosowanie elementéw brzegowych nieskoriczonych
jak to po raz pierwszy zasugerowal Watson [92| analogicznie do elementow nie-
skoniczonych stosowanych w Metodzie Elementoéw Skoriczonych. Jest to bardzo
efektywna metoda jako, ze w Metodzie Elementow Brzegowych dyskretyzacji
podlega generalnie jedynie powierzchnia obszaréw a rozwiagzanie podstawowe
spetnia automatycznie warunki brzegowe w nieskoniczonosci.

Dla przyblizenia zagadnienia przedstawimy przyktad zastosowania elemen-
tow brzegowych nieskonczonych w medycynie. Przyktad dotyczy badan prze-
siewowych zwiazanych z wczesnym wykrywaniem nowotworéw piersi. Metoda
Elementéw Brzegowych jako mechanizm rozwigzania zadania prostego jest klu-
czowym elementem tomografu impedancyjnego lub optycznego, pozwalajacym
w zadaniu odwrotnym na okreslenie obrazu medycznego niedostepnej tkanki

wnetrza piersi. W tej dziedzinie szczegblne znaczenie ma mozliwosé zastoso-



wania MEB w badaniach nieinwazyjnych a dla naszych rozwazan dodatkowo
niemozliwosci dokonania pomiaréw lub trudnych do okreslenia warunkéw brze-

gowych na niektérych powierzchniach diagnozowanych narzadow.

Rys. 1.1. Ewolucja uproszczonego modelu piersi, zorientowana na poprawe do-

ktadnosci wynikow i zwiekszenie efektywnosci obliczeniowe;j

Uproszczony model piersi przedstawiony jest w postaci polsfery jak na ry-
sunku 1.1. W praktyce na powierzchni polsfery umieszcza sie elektrody pomia-
rowe (w przypadku tomografii impedancyjnej) lub zrodta $wiatta zintegrowane
z detektorami zliczajace kwanty $wiatta (w przypadku dyfuzyjnej tomografii
optycznej). Podstawa polsfery odpowiadajaca granicy pomiedzy tkanka piersi
i klatki piersiowej pacjentki nie jest jednak dostepna pomiarowo. Proste ob-

ciecie siatki elementéw brzegowych powoduje powstanie istotnych bledow u
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podstawy. Klasyczne rozszerzenie siatki elementéw w postaci dodania walca
odpowiadajacego fragmentowi klatki piersiowej wiaze sie z eksperymentowa-
niem zaréwno wielkoscia dodatkowego obszaru jak i jego ksztalttem. Widoczne
jest to jako przypadki ,a” i,b” przedstawione na srodkowym poziomie rysunku
1.1. Poprzez zastosowanie elementoéw nieskonczonych jak to jest zaprezento-
wane w postaci dolnego modelu z rysunku, unikamy probleméw zwigzanych z
rozszerzeniem siatki oraz przyjeciem sztucznych warunkéw brzegowych. Do-

datkowo nalezy zauwazy¢ ze powstaly model jest otwarty u podstawy potsfery.

1.1 Wiadomosci wstepne

Moéwigc o elementach nieskoniczonych w Metodzie Elementéw Brzegowych
nalezy odnie$¢ sie do samej MEB. Warto poréwna¢ ja tez z innymi siostrza-
nymi metodami przyblizonego rozwigzania zagadnieri, opisanych przez uktady
rownan rozniczkowych takimi jak Metoda Elementow Skoriczonych (MES, ang.
Finite Element Method - FEM) [98, 100, 99, 16, 82| czy tez Metoda Roznic
Skoriczonych (MRS, ang. Finite Difference Method - FDM) [16]. Gléwnym
konkurentem MEB jest MES ktorej popularno$é jest jednoczesnie dobrym wy-
jasnieniem i prognostykiem celowo$ci rozwijania MEB. Wachlarz zastosowan
MES jest bardzo szeroki - od badan wytrzymatosci konstrukeji w mechanice
poprzez ich dynamike i kinematyke maszyn, defektoskopie, po badania z za-
kresu przepltywy ptynéw, ciepta i elektromagnetyzmu. Gama oprogramowania
bazujacego na MES jest réwnie szeroka. Sposrod wielu pakietow pozwole so-
bie wymieni¢ przykladowo - komercyjne: Multiphysics firmy COMSOL, FLUX
firmy Cedrat, Opera-3D firmy Vector Fields, ABAQUS - ABAQUS Inc., AN-
SYS - ANSYS, Inc. lub powstate w o$rodkach akademickich programy takie
jak rodzimy FAT (Field Analysis Translator) - Politechniki Warszawskiej [80]
czy SONMAP (System Oprogramowania Numerycznych Metod Analizy Pol)
Politechniki Szczecinskiej [34].

Roznice pomiedzy poszczegbdlnymi metodami numerycznymi uzywanymi do
rozwigzywania zagadnienn polowych wskazuja na ich obszary zastosowan. Po-
rownujac Metode Elementow Brzegowych z Metoda Elementow Skonczonych

mozemy powiedzie¢, ze:
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Zaletami MEB sa:

e Wymagana dyskretyzacja jedynie powierzchni obiektu. Skraca to czas
przygotowywania danych co jest szczegdlnie istotne podczas rozwigzy-
wania zagadnienia odwrotnego np. przy optymalizacji lub identyfikacji

ksztaltu (tomografia - siatki dedykowane badanemu pacjentowi).

e Wysoka doktadnosé¢ niezaleznie od gradientu funkeji stanu. Rozwiazanie
jest doktadne i ciagle wewnatrz analizowanego obszaru. Automatycznie
wskazuje to na zastosowania w modelowaniu probleméw o gwaltownie

zmieniajacym sie gradiencie funkcji stanu.

e Mozliwosé skrocenia czasu obliczen i mniejsze wymagania sprzetowe zwia-

zane z mniejsza niz w MES liczba analizowanych weztow i elementow.

e Mozliwos¢ wyznaczania poszukiwanych wartosci w podobszarze bez ko-

nieczno$ci analizy calego wnetrza obiektu.
e lLatwiejsza analiza obszaréow o otwartym brzegu.

e W zagadnieniach odwrotnych zwlaszcza optymalizacji ksztaltu, nie jest

konieczne ponowne generowanie siatki elementow.
Do wad MEB nalezy zaliczy¢:

e Bardziej skomplikowany aparat matematyczny niz w MES (wymagana
jest znajomos¢ rozwiazania podstawowego, operowanie na duzych, pel-
nych i niesymetrycznych uktadach réwnan algebraicznych, ktore sa trud-
niejsze do numerycznego rozwigzania oraz bardziej skomplikowane cal-
kowanie w MEB w tym konieczno$c¢ liczenia osobliwosci wplywajacych

istotnie na dokladnos$¢ rozwiazania [49]).

e Powstajaca pelng niesymetryczng, nie dodatnio okreslona i gorzej uwa-

runkowang niz w MES macierz.

e W problemach, w ktérych wymagana jest analiza wnetrza (réwnania
Poissona, materiaty niejednorodne) MEB traci najwazniejsza zalete -

redukcje wymiaru o jeden.

e Problematyczne zastosowanie w warstwach cienkich. Modelowanie warstw

cienkich wymaga specjalnego potraktowania.
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e Zastosowanie ograniczone jest zasadniczo do problemoéw liniowych. Ko-
nieczna jest znajomos¢ rozwigzania podstawowego a przyktadowo niejed-

norodnosci wymagaja znalezienia specjalnej funkcji Greena.
e Podobnie specjalnego podejscia wymagaja zagadnienia z symetrig osiows.

Metody te sa nie tylko wzajemnie konkurencyjne ale rowniez uzupekiajace sie
w roznych zastosowaniach. Warto tez wspomnieé, ze sa one réwniez tgczone
w ramach jednolitych pakietéow narzedziowo-obliczeniowych.

lloé¢ pakietow bazujacych na MEB jest znacznie skromniejsza. 7 programow
MEB wymieni¢ mozna przyktadowo rodzima biblioteke BEMLIB realizowana
na licencji GNU [85, 93], rozwijane akademickie oprogramowanie MEB [77|:
BEAN (Boundary Element Analysis) - Prof. Glaucio Paulino, University of
Mlinois at Urbana-Champaign, BEFE Boundary and Finite Element Computer
Program: Prof. Gernot Beer, Technical University Graz, Austria.

W zadnym ze znanych autorowi komercyjnych programéw MEB nie ma ele-
mentow nieskonczonych. Dopiero najnowsza wersja pakietu MES COMSOL-
Multiphysics [19] zostala wzbogacona o nieskonczone elementy skoriczone. Praw-
dopodobnie czesciowo tlumaczyé to nalezy najpopularniejszymi zastosowa-
niami MES i MEB najczesciej odnoszacymi sie do mechaniki i rzadko wy-
magajacymi analizy obszar6w nieograniczonych. Inaczej jednak przedstawia
sie sytuacja, w ktorej analizujemy zjawiska elektromagnetyczne, geologiczne,
akustyczne czy generalnie falowe. Dotyczy to réowniez zagadnien tomografii
impedancyjnej i optycznej w technice i medycynie. Powstajace pelne niesyme-
tryczne, nie dodatnio okreslone i gorzej uwarunkowane niz w MES macierze,
skutkuja wyzszymi wymaganiami dotyczacymi zasobow i wydajnosci sprzetu
obliczeniowego. Najwyrazniej widoczne jest to w przypadku obiektéow o skom-
plikowanych ksztaltach, czesto wielowarstwowych z jakimi mamy do czynienia
np. w dziedzinie medycyny. Bardzo porzadne sa wowczas mozliwie najszyb-
sze procesory i pamieci rzedu gigabajtow. Majac na wzgledzie stale rosnaca
wydajnos$¢ komputeréw i spadek cen pamieci mozna powiedzie¢, ze wydajnoscé
komputeréow i wymagania metody zblizyty sie obecnie do rozsadnych granic.
7 tego powodu mozna spodziewac sie rosnacej popularnosci zastosowan MEB.
Jak sie wiec wydaje wysitek wtozony w rozwoj czy tez praktyczne zastosowania
Metody Elementéw Brzegowych jest uzasadniony i warty pos§wiecenia czasu i

uwagi.
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1.2 Stan badan nad elementami brzegowymi nie-
skoniczonymi na podstawie literatury przed-

miotu

Pierwsze opracowania elementéw nieskonczonych wiaza sie z pracami R.L.
Unglessa [91] i D.L. Andersona z roku 1973 odnoszacymi sie do Metody Ele-
mentéw Skoriczonych. Pierwsze publikacje to praca C.O. Zienkiewicza i P.
Bettessa [101] z roku 1975 i ponownie R.L. Unglessa i D.L. Andersona [6] z
roku 1977. Na gruncie Metody Elementow Brzegowych do rozwoju elementow
nieskoriczonych przyczyniaja sie prace J.O. Watsona i G. Beera [92, 11, 10] z
lat osiemdziesiatych ubiegtego wieku. Pierwsze opracowania dotycza elemen-
tow nieskoriczonych z tzw. funkcjami zaniku (ang. decay function infinite
elements). Po nich pojawiaja sie tzw. elementy nieskonczone odwzorowane
(ang. mapped infinite elements) [101, 92, 14, 15, 50|. Najczestsze opracowania
zwigzane z elementami brzegowymi nieskoficzonymi dotycza geologii - prace
[10, 11, 20, 33, 50, 92| i akustyki - praca [96] gdzie propagacja analizowanych
zjawisk mierzona jest czesto w kilometrach. Szczegotowe opracowanie elemen-
tow nieskoniczonych w MES stanowi ksiazka P. Bettessa [15] i monografia St.
Gratkowskiego [34]. Warto tez zwrdcié uwage na miedzynarodowe patenty St.
Gratkowskiego zwiazane 7z elementami nieskonczonymi w MES [35].
Opracowania dotyczace elementéw brzegowych nieskoniczonych maja natomiast
charakter rozproszonych artykutow [10, 11, 20, 33, 92, 101, 79, 1, 46, 87, 32, 9]
a wlasnie w MEB ich implementacja jest szczego6lnie korzystna jak to wskazuje
przytoczone wczesniej porownanie MES i MEB. Wydaje sie wiec, ze warto po-
kusi¢ sie o calosciowe ujecie tematyki elementéw nieskonczonych w MEB do
czego przyczynek ma w zamierzeniu daé¢ niniejsza praca.

Omawiajac catosciowo literature, na ktorej bazuje niniejsza dysertacja za ko-
nieczne uznaje autor wskazanie prekursorskich prac C.O. Zienkiewicza |98,
100, 99| dotyczacych MES, C.A. Brebbii [17] - MEB, pierwszych zastosowari
MES do zagadnien elektromagnetycznych A.M. Winslowa [95] i pierwszych w
Polsce prac w tej dziedzinie powstalych na Politechnice Warszawskiej [16]. W
niniejszej dysertacji autor odwolywaé sie bedzie rowniez do prac Prof. Jana
Sikory i zespotu jego doktorantow [80, 81, 82, 84, 83, 12, 27, 26, 58, 42, 86].

Za glowna prace dotyczaca srodowisk niejednorodnych w Metodzie Elemen-
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tow Brzegowych, na ktorej oparto obliczenia w rozdziatach pigtym i széstym
przyjal autor monografie E. Kurgana [44]. Artykuly zwiazane z ta tematyka
podobnie jak i inne dotyczace przyktadowo funkcji Greena czy liczenia osobli-

wosci wystepowaé beda sukcesywnie w stosownych rozdziatach pracy.

1.3 Cel, teza pracy i przyjete ograniczenia

Cel: Opracowanie jednolitych podstaw teoretycznych dla elementow brze-
gowych nieskoriczonych z transformacjg geometrii i z funkcjami zaniku w prze-
strzeni 2D i 3D oraz ich implementacja w zadaniach prostych i odwrotnych
(tomografia).

Element nowosci:
Implementacja roznych typoéw nieskoniczonych elementéw brzegowych stopnia
drugiego w zadaniach prostych (analizy) i zadaniach odwrotnych pola (tomo-

grafii impedancyjnej i optycznej).

Na podstawie przeprowadzonej analizy problematyki autor stawia nastepu-

jaca teze, ktora stara sie uzasadnié:

Zastosowanie elementéw brzegowych nieskonczonych pozwala na
efektywne modelowanie zagadnien polowych, bez zaburzenia jednoli-
toéci Metody Elementéw Brzegowych, zapewniajac zadowalajaca do-
kladno$é przy minimalnych ,kosztach” obliczeniowych co jest szcze-

goblnie istotne w zagadnieniach odwrotnych.
Przyjete ograniczenia:

Poniewaz funkcje interpolacyjne w elementach nieskonczonych wymagaja
zalezno$ci rzedu wyzszego niz pierwszy dla funkeji wielomianowych lub zto-
zenia z zaleznosciami wyktadniczymi, wykorzystano elementy rzedu drugiego,
ewentualnie w przypadku elementéw nieskonczonych z funkcjami zaniku, rzedu
pierwszego. Dotyczy to zaréwno zagadnien dwuwymiarowych jak i tréjwymia-
rowych. W rozwazaniach teoretycznych i przyktadach obliczeniowych 3D nie
stosowano popularnych elementéw trojkatnych, poniewaz z zasady elementy

nieskoniczone bazuja na elementach czworokatnych. Oméwienie procesu trans-
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formacji elementu standardowego do nieskoiiczonego wymaga odniesienia sie
do wyjsciowego elementu czworokatnego. Natomiast wykorzystanie jako ele-
mentow standardowych elementéw innych niz czworokatnych nie wnosi niczego
nowego do przedmiotu rozwazan, a teoria takich elementéw jest dobrze omo-
wiona w literaturze [8, 5, 81, 82, 80, 16, 39, 47|.

W zagadnieniach trojwymiarowych podstawowym ograniczeniem przyjetym w
pracy bedzie wiec zawezenie rozwazan do elementow nieskonczonych bazuja-
cych na rozwinieciu standardowych czworokatnych, oSmioweztowych izopara-

metrycznych elementéw brzegowych drugiego rzedu.
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Rozdzial 2

Pojecia podstawowe Metody

Elementow Brzegowych

2.1 Metoda Elementéw Brzegowych

Niniejszy rozdzial prezentuje generalnie znana z literatury [81, 16, 80, 39,
47, 40, 5, 8, 17, 96, 73| standardowa Metode Elementow Brzegowych. Autor
zdecydowal sie na krotkie naszkicowanie metody i zacytowanie poszczegolnych
jej krokéw poniewaz nie istniejg obiekty ktorych modele obliczeniowe sktada-
tyby sie wylacznie z elementow nieskoriczonych. Powstale wlasne oprogramo-
wanie zawiera zarowno elementy standardowe jak i nieskonczone. Elementy
brzegowe nieskoriczone bazuja na modyfikacji o§mioweztowych czworokatnych
izoparametrycznych elementéw brzegowych drugiego rzedu. Teoria takich ele-
mentow nie jest zbyt popularna. W szczegdlnosci dotyczy to liczenia osobli-
wosci. Proces transformacji elementow brzegowych standardowych w nieskon-
czone wymaga odniesienn do wspomnianych elementéw czworokatnych i przed-
stawienia nastepujacych po tym implikacji dla calego schematu obliczeniowego
MEB. Wyodrebnienie tego rozdziatu pozwala na tatwiejsze wielokrotne odwo-
lywanie sie do podstawowych zaleznosci dostosowywanych do elementéow nie-
skoniczonych w kolejnych rozdziatach. Istotne réwniez wydaje sie ujecie
w rozprawie przynajmniej minimalnego zakresu “dokumentacji”’ 1a-

czacej dysertacje z powstalym oprogramowaniem.

Metoda elementow brzegowych jest jednym z przyblizonych sposobéw roz-

wigzywania zagadnieni pola elektromagnetycznego obok metody réznic skon-
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czonych, metody elementow skonczonych, metod parametrycznych czy tez me-
tod wariacyjnych. Ujmujac idee MEB w skrocie poszczegolne kroki metody

wiaza sie z:

e Zastapieniem uktadu réwnan rézniczkowych réwnaniem catkowo-brzegowym
i zadaniem stosownych warunkéw brzegowych. Wiaze sie to z wyznacze-
niem tzw. rozwigzania podstawowego (funkcjg Greena). Jadra réwnania
catkowo-brzegowego sa réwne funkcji Greena oraz jej pochodnej normal-
nej na brzegu. Dla typowych zagadnien funkcja ta moze by¢ znana.
Generalnie jednak, tak jak w przypadku $rodowisk niejednorodnych oma-
wianych w rozdziale szo6stym rozwigzanie podstawowe jest przedmiotem
ztozonego procesu poszukiwari. Nie zawsze jest to proces uwienczony
sukcesem - przyktadowo réwnanie Boltzmana stosowane w Dyfuzyjnej

Tomografii Optycznej nie posiada rozwiazania fundamentalnego [83].

e Podzialem analizowanego obszaru na siatke elementéw. W MEB dyskre-
tyzacji podlega jedynie linia lub powierzchnia brzegowa obiektu ewentu-

alnie powierzchnie rozdzielajace jego warstwy.

e Okresleniem i wyborem wtasciwych bazowych funkcji interpolacji. Row-
nania catkowo-brzegowe rozwigzywane sa dla elementow, zdyskretyzo-
wanego modelu poprzez aproksymacje funkcjami brzegowymi w weztach
elementow i funkcjami interpolacyjnymi. Iloé réwnan do rozwiazania
zalezy od gestosci dyskretyzacji obszaru i wyboru rzedu elementu aprok-
symujacego. Dla elementow zerowego rzedu liczba réwnan odpowiada
iloéci elementow, a dla elementow pierwszego lub drugiego rzedu réwna

jest liczbie weztow.

e Obliczenia dla danego elementu moga by¢ dokonywane symbolicznie je-
zeli jesteSmy w stanie okreéli¢ wlasciwe zaleznosci analitycznie. Dla bar-
dziej ztozonych zaleznosci i skomplikowanych ksztattéw badanego obiektu

wykorzystuje sie catkowanie numeryczne.
e Obliczeniu rozwigzania na brzegu obszaru.

e Przeprowadzeniem obliczei dodatkowych zwigzanych z wyznaczeniem

wartosci zmiennych stanu we wnetrzu obszaru.
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2.1.1 Réwnanie bazowe i podzial obiektu na elementy

brzegowe

Dla zaprezentowania Metody Elementéw Brzegowych przyjmiemy za punkt
wyjéciowy zagadnienie Dirichleta. Réwnanie rozniczkowe dla tego przypadku

i obiektu dwu-wymiarowego moze by¢ zapisane w postaci (2.1):

V20(r) = ai@ + a;;(;)’ (2.1)

gdzie ®(r) odpowiada dowolnej funkeji potencjatu (np. potencjatowi elektrycz-
nemu w elektrostatyce) a « i y stanowia wspotrzedne w uktadzie kartezjanskim.
Rozwazajac obszar poszukiwania rozwiazania jak na rysunku 2.1 okreslamy
ustalony punkt wewnetrzny r tzw. punkt obserwacji w ktorym wyznaczamy
(obserwujemy) wartos¢ ®. Zmiennymi catkowania w zaleznosci (2.2) sa wspot-
rzedne punktu r’ ktory przebiega obszar dzialania pola tzn. obliczany jest
catkowity wplyw kazdego z punktéw r’ rozmieszczonych na dtugosciach kolej-
nych elementéw. Dlatego tez punkty r’ nazywane sg punktami zrodla (zrodla

pola). Przejicie z postaci rozniczkowej do catkowo-brzegowej (2.2) zrealizo-

Rys. 2.1. Obszar poszukiwania rozwigzania we wspotrzednych lokalnych

wane jest poprzez wykorzystanie funkcji Greena o znanej postaci (2.3)

0P (r)
on

c(r)q>(r)+/F(W@(r')dr:/rc:(yr—r'y) dr,  (2.2)
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G-t =~ = Ly ! 23
2r  |r—7v/| 2rm \/(af—x’)2 +(y —y)2

gdzie 2’y sa wspoélrzednymi kartezjanskimi punktu obserwacji a xy punktu

zrodia.

W MEB kierunek numerowania weztow w elemencie decyduje o zwrocie wek-
tora sktadowej normalnej. Przy numerowaniu weztow w elemencie przeciw-
nym do ruchu wskazowek zegara, tak jak na rysunku 2.2 a, opisany zostanie
obszar wewnatrz aproksymowanej krawedzi. W przypadku kierunku zgodnego
z ruchem wskazowek zegara analizowany jest obszar na zewnatrz krawedzi co

przedstawiono na rysunku 2.2 b. Z uwagi na dokonany w dalszej czesci pracy

Rys. 2.2. Kierunki numerowania elementu brzegowego: a) zagadnienie we-

wnetrzne b) zagadnienie zewnetrzne

wybor typu elementéw obiekt dwuwymiarowy podzielimy na elementy dru-
giego rzedu jak na rysunku 2.3

Generalnie standardowym krokiem MEB jest dyskretyzacja analizowanego
obszaru. Czasem mozliwe jest okreslenie zaleznosci analitycznych dla czesci
podobszaréw lub czesci elementow. Wowezas korzystnie jest potaczy¢ obli-
czenia numeryczne i analityczne. Przykladem tego typu opracowan moze by¢
praca [33]. Obliczenia dla poszczegodlnych elementow siatki prowadzone sa w
lokalnych uktadach wspotrzednych w ktorych standardowo przyjmuje sie za
srodek ukladu srodek elementu. Rzeczywiste wspotrzedne punktow krarico-

wych transformowane s3 do wartosci odpowiednio -11i +1. Pojedynczy element
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Rys. 2.3. Dyskretyzacja obszaru elementami 2-go rzedu [81]

krzywoliniowy i jego lokalny uktad wspotrzednych przedstawia rysunek 2.4.

Bazowe funkcje interpolacji Ny (&) skojarzone z kazdym z weztoéw transformu-

5

E=+1

wezel brzegowy

£-0

=0 wezel srodkowy

wezel brzegowy

Rys. 2.4. Izoparametryczny element brzegowy drugiego rzedu

jace wspotrzedne globalne do lokalnych zgodnie z zaleznoscia:
2
r(§) = Z Ni(&)zr = No(§)xo + N1(€)z1 + Nao(§) o,
k=0
(2.4)

y(§) = z_: Ne(&)yr = No(§)yo + N1(§)yr + Na(§)yso,
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wyrazajg sie:

No(©) = —5(1-8) =05¢(€ - 1),
M) = 1+1-H=1-¢, (2.5)
M) = +5(1+6) =056+ 1)

Cecha bazowych funkcji interpolacji jest to, ze przyjmuja one wartosé¢ Ni.(£) =
1 we whasnym wezle i Ni(§) = 0 w pozostalych weztach. Stosujac elementy
brzegowe izoparametryczne uzywamy tych samych bazowych funkcji interpo-

lacji (2.5) zaréwno do transformacji geometrii jak i dla przeliczenia wielkosci

fizycznych:
2
B(E) = D Ni(€)Pr = No(€)o + N1 (£)@1 + No(€)Ds, (2.6)
=0
(9 0P 0P 0P 0P
Z Ni(€ J = Ny () 8n0 N.(€) 8n1 n Nz(g)a—;, (2.7)

Rysunek 2.5 przedstawia graficznie bazowe funkcje interpolacji dla standardo-
wych elementow izoparametrycznych drugiego rzedu (2.5).
Wprowadzajac powyzsze przeksztalcenia obszaru i wspotrzednych réwnanie

catkowo-brzegowe (2.2) przyjmie postaé (2.8):

e + ¥ [ 3o T e -

M—-1 .41 1 ])
-2/ X > Oy e - e (28)

1 k=0
gdzie M — jest calkowita liczba elementow a J(&) jakobianem przeksztalcenia
globalnego kartezjariskiego uktadu wspoétrzednych x, y do wspotrzednych lo-
kalnych &.
Transformacja lokalnego uktadu wspotrzednych do granic <-1;41> umozliwia
zastosowanie catkowania numerycznego wykorzystujacego kwadrature Gaussa

[2, 15, 81]. Jakobian tego przeksztatcenia (réwnanie (2.8))przedstawia sie na-

stepujaco:

o= = | () (e 29
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1
o 0.5 -
z
or ! I I I I ‘ L —— ]
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 g 0.2 04 086 08 1
1 T
Z‘_ 05 -
0 i I I I I i I I I
-1 -0.8 -0.8 -04 -0.2 g 0.2 04 0.6 08 1
1 T
o 0.5 -
s
O\r\‘ ! /\/’/\ I | I ]
-1 -0.8 -0.6 -04 -0.2 g 0.2 04 086 08 1

Rys. 2.5. Graficzna prezentacja bazowych funkeji interpolacji Ny, N1 i Ny

Poniewaz wartodci funkcji stanu w weztach sa stale rownanie (2.8) mozna

zapisaé¢ jako (2.10):

ewle) + 33 o) [ :l aG('gn_r,DNk(f)J(g)dg -

M-1 1 8@,9) (I‘/)

= 2>

0=  On

/+ G(jr = ')NL(€)J(§)d,  (2.10)

07ZNaczajac:

ey = [P 6 epae, (.11)

n

) n — 1 o
b ) = [ Gl = )N T()de: (2.12)

Podstawiajac agjk) i bﬁf,z do rownania (2.10) otrzymujemy rownanie o postaci:

D) + XX ai(rr)e () =

l .
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Dla gtadkiego brzegu funkcje afjk) i bl(j,z zebrane jako elementy macierzy
A;; 1 B;; pozwalaja na utworzenie ukladu réwnan liniowych, ktérego postacé

macierzowa przedstawia sie nastepujaco:

Al (o) (8] | (214)

8@]
on |’

W réwnaniu tym macierze [A] i [B] odwzorowuja odpowiednio catki po-
chodnej normalnej 0G (Jr —1'|) /On i G (Jr —r'|). Czlon ¢(r) ® (r) uwzgled-
niony jest w macierzy [A]. W praktyce elementy wektora [®] oraz wektora
{g—ﬂ stanowia zbior danych znanych z okreslonych lub pomierzonych warunkow
brzegowych wraz z wartosciami poszukiwanymi. Dla danej klasy zagadnien
w klasycznej Metodzie Elementéw Brzegowych funkcja Greena (rozwiazanie
podstawowe) G przyktadowo z réwnania (2.2) jest znana lub jak to zostanie
przedstawione w rozdziale 5 bedzie procesem odrebnego poszukiwania. Nalezy
tu nadmieni¢, ze w przypadkach gdy nie istnieje rozwigzanie podstawowe np.
rownania Boltzmana, F. M. E. Duddeck proponuje podejscie oparte na teorii
dystrybucji tzw. Fourier BEM [24, 23].

2.1.2 Calkowanie numeryczne

[lustracje catkowania numerycznego dla elementéw drugiego rzedu przed-
stawiono na rysunku 2.6. Punkt obserwacji umieszczony jest w wezle jedena-

stym (liczac od 0, i = 11) a calkowany jest element o numerze j = 2.

Analiza obiektoéw metoda elementow brzegowych wymaga obliczenia calek
funkcji na brzegu lub powierzchni elementow. W przypadku obiektow dwu-
wymiarowych catkowanie numeryczne mozna przedstawi¢ nastepujaco:

+1 n
[, 1€ = X si@pue (2.15)
Wartosci punktow catkowania Gaussa i wspotezynnikéw wag sa opisane w lite-

raturze np. [5]. Przykladowo najczesciej wykorzystywane wartosci przedstawia
tabela 2.1.

2.1.3 Osobliwosci

Catkowanie numeryczne daje dokltadne wyniki za wyjatkiem sytuacji kiedy

punkt obserwacji i punkt zrédla pokrywaja sie lub znajduja sie bardzo blisko
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Rys. 2.6. Catkowanie numeryczne dla elementéw brzegowych 2-go rzedu [81]

siebie. Osobliwo$ci zwigzane z wzajemna bliskoscia tych punktéow wymagaja
specjalnego podejscia. Ponizej omdwiona zostanie zastosowana w obliczeniach
metoda regularyzacji [5, 81].

W przypadku, gdy punkt zrodta pokrywa sie z punktem obserwacji tj. r =1’
pojawia si¢ osobliwosci. Widaé¢ to wyraznie w rownaniu (2.3), gdzie G (r,r') =
iln % Calka tej postaci moze by¢ liczona z wykorzystaniem specjalnej

|[r—r

logarytmicznej kwadratury Gaussa [81, 39, 44, 47|:

1 gl—1
[ £ wmdan = 3 wif (). (2.16)
0 =0

gdzie gl jest liczbg punktow catkowania logarytmicznej kwadratury Gaussa.
Przykladowe wartosci punktéw catkowania jedno-wymiarowej logarytmicz-
nej kwadratury Gaussa i wspolczynnikow wag [5| przedstawia tabela 2.2.

Odlegtos¢ R = |[r —1'| = \/(x’ — )’ + (y —y)® odpowiednio dla wezlow

i=0,1,2 liczymy ponownie wykorzystujac bazowe funkcje interpolacji:

R* = [/ —al +[y () —ul =
= [No (&) mo+ Ni (&) a1+ No (&) 2 — i) + (2.17)
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Rys. 2.7. Transformacja elementu zawierajacego osobliwosci z uktadu wspolt-
rzednych £ <—1,+1> don <0,1> [81]. a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle,
b) gdy r znajduje sie w drugimwezle - wowczas element brzegowy dzielimy na

dwa subelementy, ¢) gdy r znajduje sie w trzecim wezle

+ [No (&) mo+ N1 (&) wr+ Na(€) y2 — wi]”

Punkt r znajduje sie w wezle 0 elementu:

R = ((6) — w0+ (5(€) — ) =
= (No(&)wo + N1 (€)1 + No(&)wa — 30)* + (2.18)

(
+ (No(&)yo + Ni(&)yr + Na(&)ya — 10)?,

gdzie bazowe funkcje interpolacji: Ny(§), N1(§) i N2(&) sa zgodne z zalezno-
Sciami (3.22).

Zatem:

R = l—g(l—g)xo—i-(l—i-{)(l—{)xl—i-g(l—i-ﬁ)xg—xo] +

§(1 + &)y — Yo ] . (2.19)

b 50O 100 - O+

2

Punkt r znajduje sie w wezle 1 elementu:

R = |-S0-00+ 1400 -0n+ S0+ 90 —n| +
_ .
+ —3(1 —Oyo+ (1 +A = yr + g(l 8y -y | . (2.20)
Punkt r znajduje sie w wezle 2 elementu:
I 12
R o= [-0-80+0+90-9n+ 50+ 80 —n| +




2.2 Zgadnienie proste i odwrotne 23

b On 10—+ SO | 221)

Dodatkowa liniowa transformacja z uktadu wspotrzednych & do n przedsta-
wia sie nastepujaco:
a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle: n = 0.5(1+¢) ,
b) gdy r znajduje sie w drugim wezle: n = —¢ dla —1 < < 0in = ¢ dla
0<é<t,
¢) gdy r znajduje sie w trzecim wezle: n = 0.5(1 — &) .

Catkowanie numeryczne odbywa sie po wspoétrzednej n (zaleznosé 2.16 i
tabela 2.2). Transformacje ta nalezy uwzgledni¢ przy wyznaczaniu Jakobianu

(2.9), w ktorym pochodne czastkowe staja sie pochodnymi funkeji ztozonej:

- SO e

Liczac numerycznie calki osobliwe uzywamy logarytmicznej kwadratury
Gaussa dla stablicowanych (tabela 2.2) wartosci n. W praktyce w progra-
mie BEM wywoluje sie standardowe bazowe funkcje interpolacji i Jakobian
wstawiajac w wywolaniu:

a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle: £ = 2n — 1,

b) gdy r znajduje siec w drugim wezle: £ = —npdla —1 < <01 =ndla
0<¢<,

¢) gdy r znajduje sie w trzecim wezle: £ =1 — 2n.

Dodatkowy czynnik ‘di—sm wystepujacy w réwnaniu 2.22 uzupetnia wiec
potencjaty warstwy pojedynczej i podwdjnej postaci numerycznej réwnania
catkowo-brzegowego po wlasciwym wywotaniu obliczen jakobianu.

Oczywiscie dla wspomnianej transformacji bedzie on przyjmowat wartosé:
a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle: 2,

b) gdy r znajduje sie w drugim wezle: 1,

c¢) gdy r znajduje sie w trzecim wezle: 2.

2.2 Zgadnienie proste i odwrotne

Uproszczony schemat blokowy tworzenia obrazu w tomografii komputero-

wej, wskazujacy relacje pomiedzy zadaniem prostym i odwrotnym przedstawia
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sie nastepujaco:

MEB start

Zebranie danych

pomiarowych

Przyjecie

poczatkowego

rozkladu vy

|7

Rozwiazanie

Zadania Prostego

7P

Rozwiazanie

Zadania

Odwrotnego

Rys. 2.8. Uproszczony schemat blokowy tworzenia obrazu w tomografii kom-

puterowej (TK)

2.2.1 Rozwigzanie zadania prostego

Rozwiazanie zagadnienia prostego ZP (ang. Forward Problem) polega na
wyznaczeniu rozkladu potencjatu wewngtrz obszaru €2 przy pelnej informa-
cji o rozpatrywanym obszarze (tzn. znanych warunkach brzegowych, roz-

ktadzie wspotczynnikow materiatowych wewnatrz obszaru, wymiarach geome-
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trycznych itp.). Do rozwigzania zagadnienia prostego w niniejszej dysertacji

zastosowano Metode Elementow Brzegowych MEB.

2.2.2 Rozwigzanie zadania odwrotnego

Zadanie odwrotne ZO (ang. Inverse Problem) formutowane jest, gdy bra-

kuje pewnych informacji o analizowanym obiekcie badz warunkach brzegowych.
W zagadnieniach tomograficznych ZO formulowane jest dla wspélczynnikow
materialowych wewnatrz obszaru przy znanych wartosciach potencjatu ® na
brzegu obiektu (pomiary).
Definiowana jest tzw. postaé¢ funkcji celu (ang. objective function) Fo(7).
Wartosé funkeji celu ma odzwierciedla¢ odlegto$¢ pomiedzy wartosciami ob-
liczonymi numerycznie a warto$ciami uzyskanymi z pomiaréw. Zadanie al-
gorytmu konstrukcji obrazu polega na wyznaczeniu takich wspdtczynnikow
interpolacji funkcji v, dla ktérych funkcja celu osigga przynajmniej minimum
lokalne.

Analiza wrazliwo$ci realizowana jest w dwoch krokach:

e poprzez wyznaczenie gradientu funkcji celu:

OFs _ [VFo VFo Vi
oy [ Va’ Vb’ Vel’

(2.23)

gdzie n - jest rozmiarem wektora .
Funkcje celu rozniczkujemy wzgledem wspoélczynnikow materialowych.
Przyktadowo dla zawilgocenia muru interpolowanego w rozdziale 6 wy-

cinkiem funkcji kwadratowej v = f(a, b, c) = yo(az? + bz + ¢).
e i wyznaczenie kierunku poprawy 7 metoda optymalizacyjna.

W przykladach z rozdziatu (6) analize wrazliwosci dla wspotezynnikow inter-
polacji rozktadu konduktywnosci przeprowadzono Metoda Réznic Skonczonych
[16].

Minimalizacje funkcji celu przy poszukiwaniu wspoétczynnikéw materiatowych
zrealizowano wykorzystujac metode BFGS (ang. Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) 86, 52].
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Tablica 2.1. Warto$ci wspotrzednych punktéw Gaussa i odpowiadajace im

wspoOtczynniki wag

n ‘ i ‘ &1 w;
3 1 -0.77459666924148337704 0.55555555555555555556
2 0.0 0.88888888888888888889
3 +0.77459666924148337704 | 0.55555555555555555556
4 1 -0.86113631159495257522 0.34785484513745385737
2 -0.33998104358485626480 0.65214515486254614263
3 +0.33998104358485626480 | 0.65214515486254614263
4 +0.86113631159495257522 | 0.34785484513745385737
6 1 -0.93246951420315202781 0.17132449237917034504
2 -0.66120938646626451366 0.36076157304813860757
3 -0.23861918608319690863 0.46791393457269104739
4 +0.23861918608319690863 | 0.46791393457269104739
5 +0.66120938646626451366 | 0.36076157304813860757
6 +0.93246951420315202781 | 0.17132449237917034504
10 1 -0.97390652851717172008 0.06667134430868813759
2 -0.86506336668898451073 0.14945134915058059315
3 -0.67940956829902440623 0.21908636251598204400
4 -0.43339539412924719080 0.26926671930999635509
5 -0.14887433898163121089 0.29552422471475287017
6 +0.14887433898163121089 | 0.29552422471475287017
7 +0.43339539412924719080 | 0.26926671930999635509
8 +0.67940956829902440623 | 0.21908636251598204400
9 +0.86506336668898451073 | 0.14945134915058059315
10 | +0.97390652851717172008 | 0.06667134430868813759
12 1 -0.98156063424671925069 0.04717533638651182719
2 -0.90411725637047485668 0.10693932599531843096
3 -0.76990267419430468704 0.16007832854334622633
4 -0.58731795428661744730 0.20316742672306592175
5 -0.36783149899818019375 0.23349253653835480876
6 -0.12523340851146891547 0.24914704581340278500
7 +0.12523340851146891547 | 0.24914704581340278500
8 +0.36783149899818019375 | 0.23349253653835480876
9 +0.58731795428661744730 | 0.20316742672306592175
10 | +0.76990267419430468704 | 0.16007832854334622633
11 +0.90411725637047485668 | 0.10693932599531843096
12 | +0.98156063424671925069 | 0.04717533638651182719
16 1 -0.98940093499164993260 0.02715245941175409485
2 -0.94457502307323257608 0.06225352393864789286
3 -0.86563120238783174388 0.09515851168249278481
4 -0.75540440835500303390 0.12462897125553387205
5 -0.61787624440264374845 0.14959598881657673208
6 -0.45801677765722738634 0.16915651939500253819
7 -0.28160355077925891323 0.18260341504492358887
8 -0.09501250983763744019 0.18945061045506849629
9 +0.09501250983763744019 | 0.18945061045506849629
10 | +0.28160355077925891323 | 0.18260341504492358887
11 +0.45801677765722738634 | 0.16915651939500253819
12 | +0.61787624440264374845 | 0.14959598881657673208
13 | +0.75540440835500303390 | 0.12462897125553387205
14 | +0.86563120238783174388 | 0.09515851168249278481
15 | +0.94457502307323257608 | 0.06225352393864789286
16 | +0.98940093499164993260 | 0.02715245941175409485
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Tablica 2.2. Warto$ci wspotrzednych punktéw Gaussa i odpowiadajgce im

wspolczynniki wag dla logarytmicznej kwadratury Gaussa

n

i

T

w;

4

0.04144848019938322080
0.24527491432060225194
0.55616545356027583718
0.84898239453298517465

0.38346406814513512485
0.38687531777476262734
0.19043512695014241536
0.03922548712995983245

-0.93246951420315202781
-0.66120938646626451366
-0.23861918608319690863
+0.23861918608319690863
+0.66120938646626451366
+0.93246951420315202781

0.17132449237917034504
0.36076157304813860757
0.46791393457269104739
0.46791393457269104739
0.36076157304813860757
0.17132449237917034504

0 N O Ot W NN RO O R WN e W N -

0.01332024416089246501
0.07975042901389493841
0.19787102932618805379
0.35415399435190941967
0.52945857523491727771
0.70181452993909996384
0.84937932044110667605
0.95332645005635978877

0.16441660472800288683
0.23752561002330602050
0.22684198443191912637
0.17575407900607024499
0.11292403024675905186
0.05787221071778207239
0.02097907374213297804
0.00368640710402761901
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Rozdzial 3

Elementy Brzegowe Nieskon-

czone w odniesieniu do obiek-
tow 2D

3.1 Klasyfikacja elementé6w nieskonczonych

Istnieja dwie zasadnicze grupy elementow nieskorniczonych [101, 13, 14, 15,
10, 34, 11, 50, 92, 33, 20|

e clementy nieskonczone z funkcjami zaniku (ang. decay function) wyko-

rzystujace standardowe bazowe funkcje interpolacji,

e clementy nieskoriczone odwzorowane (z transformacja geometrii, ang.
mapping) transformujace geometrie elementu nieskonczonego do skori-

czZonego.

W przypadku elementéw nieskoriczonych bazowe funkcje interpolacji musza
spetnia¢ dwa dodatkowe warunki. Po pierwsze musza by¢ realne, tzn. musza
zachowywac zgodnos¢ rozkltadu badanych wartoéci w przestrzeni z rzeczywisto-
Scig 1 po drugie muszg umozliwia¢ catkowanie po elemencie dajace skoniczone

wartosci.
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3.2 Elementy Brzegowe Nieskonczone z funkcjami

zaniku

Zasadnicza idea elementow nieskonczonych z funkcjami zaniku polega na
wykorzystaniu iloczynu standardowych bazowych funkcji interpolacji znanych
7 klasycznych elementéw brzegowych i tzw. funkeji zaniku [101, 13, 14, 15, 10,
11, 34]. Powstale w ten sposob nowe bazowe funkcje interpolacji nazywa¢é be-
dziemy w dalszym ciggu nieskonczonymi bazowymi funkcjami interpolacji M.
Zadaniem funkcji zaniku jest zapewnienie takiego rozkladu wartosci zmien-
nych stanu, ktory mozliwie poprawnie odpowiadaé¢ bedzie fizyce problemu
w nieskonczonosci. Tak wiec zwiazek pomiedzy nieskonczonymi bazowymi
funkcjami interpolacji M, standardowymi bazowymi funkcjami interpolacji N

i funkcjami zaniku D jest nastepujacy:

M;(§) = Ni(§)Di(), (3.1)

gdzie M;, N; i D; sa wartosciami stosownych funkcji dla i-tego wezla ele-
mentu.

Obie bazowe funkcje interpolacji M i N musza przybiera¢ wartosé 1 we wia-
snych weztach zatem rowniez funkcje zaniku D we wlasnych weztach przybierac¢

winny wartos¢ 1:

D;(§) = 1. (3.2)

Dodatkowo w duzych odleglosciach od obiektu M; musza dazy¢ do wartosci

polowych osiaganych w nieskonczonogci.

3.2.1 Funkcje zaniku
Wielomianowe funkcje zaniku

Przyjmujac, ze funkcje zaniku sg odwrotnie proporcjonalne do odleglosci

w lokalnym ukladzie wspotrzednych mozna to wyrazi¢ [101, 13, 15, 34]:

pio - (48] (33

5 - 50
gdzie &, jest punktem poczatkowym (ang. origin point) a n jest dobiera-

nym wspotczynnikiem potegowym.
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Punkt &, musi leze¢ poza elementem po stronie przeciwnej do jego nieskon-
czonej czesci. Jezeli przyjmiemy, ze zanikanie nastepuje w dodatnim kierunku
osi & wowczas &, < —1. Wymog ten jest konieczny dla unikniecia osobliwo-
Sci wewnatrz elementu. Ponadto n musi byé¢ wieksze niz najwyzsza potega &
wystepujaca w bazowych funkcjach interpolacji N;. Zapewnia to dla & — oo,
M; — 0. Dla zanikania w ujemnym kierunku wzdtuz osi ¢ funkcja zaniku

przedstawiac¢ si¢ bedzie nastepujaco:

pig - (£24) . 3.0

wowcezas &, musi przyjmowaé wartosci &, > 1.

Wyktadnicze funkcje zaniku

Wyktadnicze funkcje zaniku postaci e™" oferuja szybsze zanikanie. W przy-
padku zanikania jedynie w dodatnim kierunku osi &, przy uwzglednieniu wa-
runku przyjmowania przez funkcje zaniku wartosci 1 we wtasnych weztach

analogicznie jak w przypadku rownania (3.2) funkcje zaniku zapiszemy jako:
Di(€) = e©9/E, (3.5)

gdzie L jest wspotczynnikiem decydujacym o szybkosci zanikania, a uwzgled-
nienie & zapewnia spelnienie warunku (3.2).
W przypadku zanikania w ujemnym kierunku osi &, funkcje zaniku zapi-
szemy jako:
D;(&) = e&8)/L, (3.6)

Wybor funkeji zaniku podyktowany winien by¢ charakterem badanego zja-
wiaska. Jezeli szybko$¢ zanikania zjawiska jest wprost proporcjonalna do odle-
glosci nalezy wybraé wielomianowe funkcje zaniku. Stopien wielomianu (row-
nanie (3.3)) mozna dostosowaé do fizyki analizowanego problemu. Jezeli zani-
kanie ma charakter wyktadniczy jak w przypadku zawilgocenia muru (rozdzial
6) warto postuzyé sie funkcjami wykladniczymi. Nalezy réwniez pamietac, ze
w elementach izoparametrycznych te same bazowe funkcje interpolacji zasto-

sowane s3 do transformacji geometrii.
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3.2.2 Calkowanie numeryczne
Wielomianowe funkcje zaniku - Gauss-Legendre

Dla elementéw o zanikaniu odwrotnie proporcjonalnym do odlegtosci jako
jedna z mozliwosci catkowania numerycznego wykorzystana zostanie zmodyfi-
kowana metoda Gaussa-Legendrea dla obszaréw nieograniczonych |2, 21, 76,
15].  Generalnie idea jest zastosowanie znanych regul catkowania Gaussa-
Legendrea w przedziale od -1 do +1 dla przedziatu od -1 do co. Transformacja

zaproponowana przez Daviesa i Rabinowitza [21] zostanie przedstawiona:

/abf(x)dx:(b—a)/ooof<a+bt> dt__ (3.7)

1+t ) (1+1¢?)

Dla a = —11i b= +1 otrzymamy:

/ fla dx_Q/ (i:) 1jlrtt2)’ (3.8)

gdziex = (t —1)/(t+1)it =1+ 2z/(1 —x).
Definiujac nowa zmienng & taka, ze { =t — 1, t = 1 + £ otrzymamy:

/— d§_2/ (1—:13) (1?7;2)‘ (3.9)

Nalezy jeszcze uwzgledni¢ zmiane warto$ci punktow catkowania i funkceji

wag wprowadzong przez powyzsze przeksztalcenie:

E=2x/(1—x), (3.10)

oraz

Wnew = old2/(1 - x)Q, (311)

gdzie x odpowiada stablicowanym wartosciom punktow catkowania Gaussa-

Legendrea a W,y ich wagom.

Wykladnicze funkcje zaniku - Gauss-Laguerre

Wykorzystanie catkowania numerycznego Gaussa-Laguerrea wiaze si¢ z przej-

sciem od klasycznej formuty (3.12):

/OOO f(x)e *dz, (3.12)

do wtasciwych dla elementéw nieskonczonych granic catkowania i postaci wy-

razenia podcatkowego odpowiadajacej zanikowi zgodnie z zaleznoscia (3.5). W
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przypadku elementow nieskoriczonych z wykladniczymi funkcjami zaniku ty-
powa posta¢ bazowych funkcji interpolacji sktada sie z iloczynu wielomianu
zwiazanego ze standardowymi bazowymi funkcjami interpolacji i z wyktadni-
czej funkcji zaniku:

p(&e ", (3.13)

Podobny charakter maja pochodne nieskoniczonych funkcji interpolacji:

g(&)e /", (3.14)

Poniewaz funkcje te i ich pochodne tworzg iloczyn w macierzy elementu a
element rozcigga sie od —1 do oo, typowa postaé obliczanych catek wyraza sie
nastepujaco:

| at@erkag. (3.15)

Stosowne odwzorowanie pozwalajace na zmiane granic catkowania od —1 do

oo na garanice od 0 do oo dla catki postaci (3.15) mozna zdefiniowa¢ jako:

2
= — 1
= (e+1),
(3.16)
L
=—t—1
E=Ft-1,
a2
¢ L’
(3.17)
a _ L
a2
Zmiana granic calkowania przedstawia sie nastepujaco:
/ g(€)e % de — / €)(L/2)e¥ Fetdt. (3.18)
Nalezy jeszcze uwzgledni¢ zmiane wartosci punktow catkowania:
L
E=—1—1, (3.19)
2
oraz nowe wartosci wag: I
Wnew = Wold 9 62/L (320)

Dla zanikania w kierunku ujemnych wartosci £ rownanie (3.18) przyjmie po-

stac:
+
/ €)%/ e — / €)(L/2)e¥ betdt, (3.21)
aé=1- %t .
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3.2.3 Zmodyfikowane réwnanie calkowo-brzegowe

Dla izoparametrycznych elementéw brzegowych nieskoriczonych z funk-
cjami zaniku bazujacych na elementach drugiego rzedu wykorzystujemy stan-
dardowe bazowe funkcje interpolacji Np(§) skojarzone z kazdym z weztow
transformujace wspoltrzedne globalne do lokalnych [31, 8, 17, 73, 81, 16, 80,
39, 44, 5|

No(§) = ~5(1-8) =058~ 1)
M) = (HOU-g=1-¢ (3.22)
M) = +5(1+€) =056+ 1)

W potaczeniu z wielomianowymi funkcjami zaniku (3.3) otrzymamy nie-

skoniczone bazowe funkcje interpolacji:

Aﬁ@>::osag—n(‘1‘@),

=
e = (1-) (%) (3.9
My(e) = o%@+n<§:zf.

Graficznie nieskoniczone bazowe funkcje interpolacji wykorzystujace wielo-
mianowe funkcje zaniku (3.23) przedstawiaja sie nastepujaco:

Pierwsze pochodne bazowych funkeji interpolacji (3.23) wyniosa:

OME(E) (& +1)° (2868, — &+ &2 —28)

86 2(£ - 50)4 7
aM{)(g) 503 (2650 + 52 - 3)
- — , 3.24
¢ (€ - &) (824
OMI(E) (& —1)" (266 + & + €+ 2€)
85 2(5 - 50)4 ‘
(3.25)

W przypadku potaczenia z wykladniczymi funkcjami zaniku (3.5) otrzy-

mamy nieskoriczone bazowe funkcje interpolacji:
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Rys. 3.1. Graficzna prezentacja bazowych funkeji interpolacji My, My i M, z

wielomianowymi funkcjami zaniku

Mg(€) = 0.56(§ — 1)/,
Mi(€) = (1-¢)e/, (3.26)
MS(€) = 0.5¢(€+ 1)e=9/E,

Graficznie nieskoriczone bazowe funkcje interpolacji wykorzystujace wy-

ktadnicze funkcje zaniku (3.26) przedstawiaja sie nastepujaco:

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji (3.5) wyniosa:

OME(€) _ _—2:1:L—|—L—I—x2 ~ T (1)L
0¢ 2L ’
DM (€) 2oL +a2—1 .,
— D " T .2
OM5(§) _ __2$L_L+5172+936(1_x)//;
0¢ 2L ’
(3.28)

Funkcje te stosowane beda zaréwno do transformacji geometrii:

r(§) = Z_: My(§)xr = Mo(§)xo + Mi(§)x1 + Ma(§) o,
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Rys. 3.2. Graficzna prezentacja bazowych funkcji interpolacji My, My i M, z

wyktadniczymi funkcjami zaniku

(3.29)
2
y(€) = > Mi(&yx = Mo(§)yo + Mi(E)yr + Ma(€)ya,
k=0
jak 1 wlasciwosci fizycznych obiektu:
2
(&) =D My(&)Pr = Mo(E)Po + My(§) Py + Ma(E) Do, (3.30)
oraz: =
oB(&) 0Py, 0Py 0P, 0P,
B = 2 MO = MO F MO G+ MO B (331

Zmodyfikowane réwnanie catkowo-brzegowe dla przypadku obiektéw dwu-

wymiarowych przyjmie wiec postaé:

c(r)Pi(r) + n::ki‘a /_th)(r’)aG(ETZ_rIDJN(é)dé+
+ j__:li; [ o) D prgae = 3
= 3 [ O e +
B 3D o e L Tel R WS

<
Il
=)
—
Il
=)
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Rys. 3.3. Obszar poszukiwania rozwiazania we wspolrzednych lokalnych dla

przypadku otwartego brzegu

Gdzie: n - liczba elementow standardowych, po ktorych nastepuje sumowa-
nie wartosci liczonych we wszystkich weztach i=0...n-1, kazdego z elementow
standardowych, oraz m - liczba elementé6w nieskoriczonych, po ktorych naste-
puje sumowanie wartosci liczonych we wszystkich weztach i=0,1,2 , kazdego z

elementow nieskoriczonych.

3.2.4 Osobliwosci

Kolejnym elementem schematu obliczeniowego MEB wymagajacym mody-
fikacji zwigzanych z wprowadzeniem elementoéw nieskoriczonych sa osobliwosci.
Analogicznie dla elementéw nieskoriczonych z wielomianowymi funkcjami
zaniku i weztow ¢ = 0, 1,2 wykorzystamy nieskoriczone bazowe funkcje inter-

polacji M? zgodnie z zalezno$ciami (3.3):

R = [ —al+[ (&) —ul =
= [ME (&) w0+ MP (&) 1 + ME (€) 23 — x.]” + (3.33)

( )
+ Mg (§) yo + MY (&) ya + M3 (&) ya — 3/1]2 ;
a dla elementéw nieskoriczonych z wykladniczymi funkcjami zaniku i we-

ztow i=0,1,2 wykorzystamy nieskoriczone bazowe funkcje interpolacji M¢ (wzor 3.5):
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R = [ () —al +[y () —ul=
= [M§ (&) o+ Mg (&) my + M (&) wo — z)* + (3.34)
+ [IME (&) yo + Mi () yn + Ms (&) ya — ]

Dodatkowa liniowa transformacja z uktadu wspotrzednych & do n przedsta-

wia sie nastepujaco:

a) gdy r znajduje sie w pierwszym wezle: n = 0.5(1 + &),

b) gdy r znajduje sie w drugim wezle: 0’ = ={ dla —1 < { < 0in = ¢ dla
0< &<,

¢) gdy r znajduje sie w trzecim wezle: n = 0.5(1 — &).

Nalezy réwniez pamieta¢ o modyfikacji wspotrzednych i funkcji wag zwia-
zanej ze zmiang granic catkowania od 0 do 1 na granice od 0 do oo adekwatnie
do granic stosownych elementéw jak na rysunku 3.4. O wyborze formuty catko-
wania numerycznego Gaussa-Legendrea czy Gaussa-Laguerrea zdecyduje typ

zastosowanych elementéw nieskonczonych.

Rys. 3.4. Transformacja elementu zawierajacego osobliwosci z uktadu wspot-
rzednych £ < “1,400 > don < 0,1 >. a) gdy r znajduje sie w pierwszym
wezle (k=0), b) w drugim (k=1), ¢) w trzecim (k=2)

3.3 Elementy brzegowe nieskonczone odwzoro-

wane

Dla elementow brzegowych nieskonczonych odwzorowanych (z transforma-
cja geometrii) wprowadzamy specjalne bazowe funkcje interpolacji M [101, 79,
50| transformujace element nieskonczony (rys. 3.5), do wspotrzednych lokal-

nych . Bedziemy operowaé¢ dwoma zestawami bazowych funkcji interpolacji.
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»Nieskonczone” bazowe funkcje interpolacji M beda uzywane do transformacji
geometrii a standardowe bazowe funkcje interpolacji N7 [92, 10, 11] jedynie

do interpolacji wartosci zmiennej stanu. Bazowe funkcje interpolacji M po-

Rys. 3.5. Izoparametryczny element brzegowy nieskonczony drugiego rzedu i

jego transformacja ze wspotrzednych = do &

dobnie jak standardowe N musza przyjmowaé warto$¢ 1 we wlasnym wezle i
0 w pozostalych. Jednak w elementach nieskoriczonych w obliczeniach nie sa
uwzgledniane wezty ,uciekajace” do nieskoiiczonosci jak wezet 2 w przyktadzie
z rys.3.5. W elementach standardowych wezel srodkowy 1 lezy dokladnie w
srodku pomiedzy weztami brzegowymi 0 i 2. Jak to zostalo wykazane przez
Zienkiewicza, Emsona i Bettessa [101] lub Mosera, Dunsera i Beera [50], w
elementach nieskoniczonych dobre rezultaty uzyskiwane sg dla szerokiego za-
kresu potozenia wezta §rodkowego, ktory nie musi leze¢ doktadnie w §rodku

elementu. Istotne jest aby bazowe funkcje interpolacji M spetnialy warunek:
Mo(§) + Mi(§) = 1. (3.35)

Dla jednowymiarowego elementu nieskoriczonego jak na rys. 3.5 geometria jest

interpolowana jako:

x = Mozo + Mz,

2 14+¢
My=———; M, =——. 3.36
0 1_5; 1 1_§ ( )
Dar=xzywé=—-1,z=x,w&=0i
. —2§$0+<1+f)$1
T9 = lim =00
£—1 1-¢
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W elementach nieskoniczonych odwzorowanych, nieskonczone bazowe funkcje
interpolacji M pozwalaja na transformacje geometrii uwzgledniajaca trzeci
uciekajacy do nieskonczonosci wezel. Tworzenie macierzy stanu przebiega stan-
dardowo z wyjatkiem wykorzystania odwzorowania funkcjami My i My uzytymi
do wyznaczenia jakobianu, jego odwrotnosci i wyznacznika. Graficzng prezen-
tacje bazowych funkcji interpolacji My i M, przedstawia rysunek 3.6.

Rownanie (3.37) zawierajace oba podobszary — skoriczony i nieskoniczony w

Rys. 3.6. Graficzna prezentacja bazowych funkeji interpolacji My i M;

postaci zdyskretyzowanej umozliwiajacej wskazanie umiejscowienia wymienio-

nych wczesniej elementow transformacji jest nastepujgce:

() + T3 [ e €ae +

i=0 k=0 1 0

+ T3 e prgac - ()
j=0 1=0"~

- nZZ/t aq;(r/)G(Vr—r’l)N (&) JN(€)de +

+ T3 [T (e - () 1 ()

W przedstawionym zapisie roznica w stosunku do réwnania bazowego z

elementami nieskoniczonych z funkcjami zaniku wiaze sie z pominieciem w ob-
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liczeniach ostatniego “uciekajacego do nieskonczonosci” wezta w elementach
nieskoniczonych. Stosujac elementy nieskoriczone z funkcjami zaniku w oblicze-
niach uwzgledniamy wszystkie wezty, natomiast w elementach nieskonczonych

odwzorowanych pomijamy wezly “uciekajgce do nieskoriczonosci”.

3.4 Przyklad obliczeniowy

Jako przyktad obliczeniowy zastosowania elementéw nieskoniczonych wy-
znaczony zostanie rozklad pochodnej normalnej potencjatu (0¢(r)/0n) w prze-
strzeni miedzy dwoma potnieskoriczonymi przewodzacymi ptaszczyznami, usta-

wionymi prostopadle, ktorych réznica potencjatow wynosi V4 jak na rysunku 3.7

a0

y

Vi =0

S
I
S

%‘\IIII[[I\\\\\\\\I\

{ N N I Y S Ay I Iy | o0

¢ =0

Rys. 3.7. Dwu-wymiarowy przyktad obliczeniowy oraz jego dyskretyzacja

Istotne jest, ze zadanie to posiada znane rozwiazanie analityczne [84] wy-

razone wzorem (3.38):

o(x,y) = E2amtgg,
T xXr
Op(x,y) _ Vo, y

—_— 3.38
oz 7?4 y?’ (3:38)
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9d(z,y) Vo, =@

oy  w a4y

Pochodna normalna potencjatu wyrazi sie wzorem (3.39):

Wy Vo = .y
om Ve Ve )

W celu unikniecia osobliwosci zwigzanej ze skokiem potencjatu na krawedzi

(3.39)

styku natadowanych powierzchni w modelu numerycznym zmieniono ten frag-
ment geometrii i wystepujace na nim warunki brzegowe. W miejsce ostrego
naroza wprowadzono krzywa gtadka zbudowana z pojedynczych elementéow na
ktorych nastepuje stopniowy spadek potencjatu od wartosci V4 do 0.

Uzyskane rozwigzanie numeryczne poré6wnano z analitycznym oraz z przy-
padkiem uzycia do obliczen jedynie elementéw standardowych. W oblicze-
niach wykonanych Metoda Elementéw Brzegowych bez zastosowania elemen-
tow brzegowych nieskonczonych dwukrotnie powiekszono analizowany obszar.
Powiekszenie prezentuje prawa czes¢ rysunku 3.8. Wtasciwy obszar poszuki-
wania rozwiazania zaznaczony jest jako zakreskowana ukosnie czesé. Caly -
powiekszony analizowany obszar zblizony jest ksztaltem do é¢wiartki kota. Jest
to klasyczne podejécie w ktorym obszar objety siatka elementéw brzegowych
jest powiekszany metoda prob i btedow az do uzyskania zadowalajgcej doktad-
nosci rozwigzania. Metoda ta okreslana jest mianem balooningu [54, 80, 34].
Dokladny opis tej i innych metod analizy obszaréw nieograniczonych mozna
znalez¢ np. w pracach [80, 82|. Jednoczes$nie nalezy zaznaczy¢, ze dodany
obszar zostal zdyskretyzowany mniejszg iloscig elementéw. Jest to rowniez ty-
powe przy rozbudowywaniu siatki elementow i wiaze sie z wprowadzeniem
sztucznych warunkéw brzegowych, ktorych bliskosé wplywa negatywnie na
otrzymywane wyniki obliczen. Rysunek 3.8 przedstawia poréwnanie podej-
Scia klasycznego z metoda wzbogacona o elementy nieskoriczone.

Wyniki teoretyczne poréwnane sa z obliczeniami numerycznymi. Poszcze-
gblne poréwnywane modele zawieraja odpowiednio wylacznie elementy stan-
dardowe i elementy standardowe z dotagczonymi elementami nieskoiczonymi.
Kolejno prezentowane modele 7z elementami nieskoniczonymi zawierajg odpo-
wiednio elementy z wielomianowymi funkcjami zaniku, elementy z wyktad-
niczymi funkcjami zaniku oraz elementy nieskonczone odwzorowane. Zapre-

zentowane na rysunku 3.9 graficznie wyniki odnosza sie do wartosci pochodnej
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element nieskonczghy 0

v

10V

10V

//?nent nieskoriczony 1
CRRRR ~—» QO

X

Rys. 3.8. Idea zmniejszenia rozmiaru analizowanego obszaru poprzez zastoso-
wanie elementéw nieskoriczonych. Proporcje i ksztalty obszarow odpowiadaja

przyjetym dwuwymiarowym modelom obliczeniowym

normalnej potencjalu na osiach uktadu. Rysunek 3.10 przedstawia poréwnanie

bledéw obliczeniowych przy zadanej dyskretyzacji modeli.

3.5 Dyskusja wynikéw

Dyskutowany model sklada si¢ z 18 elementoéw, oprocz 5 naroznych i 1
nieskoriczonego, na kazdej z osi. Jest to stosunkowo nieduza dyskretyzacja.
W przypadku obiektéw rzeczywistych, przewaznie trojwymiarowych siatka ele-
mentow jest przewaznie znacznie gestsza. Dla dwuwymiarowych rozwazan teo-
retycznych uznano jg jednak za wtasciwa oferujaca wystarczajaca doktadnosé
czy “gtadkosé” rozwiazania i jednoczesnie pozwalajaca na tatwa modyfikacje -
zageszczanie bad7 rozrzedzanie siatki elementéw. Wyniki zaprezentowane na
rysunkach 3.9 1 3.10 z uwagi na symetrie (0§ symetrii przebiega wzdtuz prostej
y = x) przedstawiajg rozktad wynikéw na osi 0 — z.

Poréwnujac otrzymane wyniki nalezy zauwazy¢, ze:

e wszystkie modele sg wrazliwe na odstepstwo od modelu teoretycznego
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Rys. 3.9. Poréwnanie wynikéw numerycznych z wynikami rozwigzania anali-

tycznego

Rys. 3.10. Poré6wnanie btedéw obliczenn numerycznych
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jakim jest wygladzenie naroza (punkt 0,0 na rysunku 3.7) i zastapienie

skoku potencjalu w punkeie (0,0) liniowym spadkiem potencjatu.

e wszystkie modele zawierajace elementy nieskonczone wykazuja duze wa-

hania btedu w weztach elementéw nieskonczonych,

e model zbudowany wytacznie z elementéw standardowych zachowuje jed-
nolity poziom btedu, jednak przy zaproponowanym dwukrotnym powiek-
szeniu analizowanego obszaru btad ten jest nie do zaakceptowania i w

stosunku do rozwiazania analitycznego (teoretycznego) wynosi 100%.

Zastapienie skoku potencjalu w punkcie (0,0) liniowym jego spadkiem w
kolejnych weztach elementow naroznych od 10V poprzez 5V w punkcie (0,0) do
0V byto niezbedne z uwagi na osobliwo$¢ wywotang skokiem potencjalu. Ostre
naroze uktadu (otoczenie punktu (0,0)) zastapiono krzywa gladka co pozwolito
na zachowanie stalego wspolczynnika ¢(r) w réwnaniu calkowo-brzegowym.
Kwestie weztow naroznych sa szerzej omoéwione w pracach zwigzanych z MEB
przyktadowo [81]. Analize tego punktu modelu przeprowadzono badajac kilka

przypadkéw bazujacych na dwoch zasadniczych podejsciach:

e w pierwszym zgodnym z rysunkiem 3.11 a) otoczenie punktu (0,0) zdy-
skretyzowana dziesiecio-krotnie gestszg siatka elementéw brzegowych o
wezach roztozonych na ¢wiartce kota. Spadek potencjatu od 10V do 0V
rowniez roztozono rownomiernie na wszystkich weztach tego tuku ztozo-

nego w sumie z 10 elementow .

e w drugim przypadku wygltadzenie naroza i spadek potencjatlu ograni-
czono do dwoch elementow, po jednym na kazdej osi x i y najblizszych

punktowi (0,0) jak to jest przedstawione na rysunku 3.11 b).

Istotniejsze okazalo sie zmniejszenie rozmiaru deformacji i liniowego spadku
potencjatu, niz gtadkosé otoczenia punktu (0,0). Do budowy wlasciwego mo-
delu wybrano przypadek z dziesiecioma gestszymi elementami w otoczeniu
punktu (0,0) i liniowym spadkiem potencjatu oraz wygtadzeniem naroza obej-
mujacym tylko dwa elementy narozne. Wyniki z takiego wtasnie modelu za-
prezentowane sa na rysunkach 3.9 i 3.10.

Drugi zauwazony problem jakim sg wahania wartoéci i btedu poszukiwanej
pochodnej normalnej 9P /0n w weztach elementu nieskoniczonego analizowano

poréwnujac wplyw:
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Rys. 3.11. Przykladowe sposoby zastapienia skoku potencjatu i ostrego naroza

w punkcie (0,0) liniowym spadkiem potencjatu i krzywa gtadka

e gestosei siatki elementow standardowych w poblizu elementéw nieskori-
czonych. Oprocz modelu o jednakowej wielkodci elementow (z wyjatkiem
otoczenia punktu (0,0), zbudowano réwniez model o siatce gestszej w po-
blizu naroza uktadu i w sasiedztwie elementéw nieskoriczonych - rysunki
3.12,

e gestodci punktow calkowania numerycznego w elementach nieskonczo-

nych i sasiadujacych z nimi standardowych zgodnie z tabelg 2.1.

Zmiana gestosci siatki w elementach standardowych nie wplyneta zauwazal-
nie na uzyskane warto$ci w weztach elementoéw nieskonczonych. Przykladowe
poréwnanie dla modelu z zastosowanymi elementami brzegowymi nieskonczo-
nymi odwzorowanymi przedstawia rysunki 3.13 i 3.14.

Podobnie zwiekszenie gestosci punktow catkowania numerycznego i zonglowa-
nie odmienng ilocig tych punktéow w elementach nieskonczonych i standar-
dowych nie wplywalo znaczaco na uzyskiwane wyniki w weztach elementow
nieskoniczonych. Nalezy uwzglednié¢ fakt, iz zgodnie 7z zasada stosowana w
metodzie balooningu [54, 80, 34| nalezy odrzuci¢ wyniki z weztow siatki beda-
cych poza tym obszarem rzeczywistego poszukiwania rozwigzania. Elementy
nieskoriczone stanowia analogiczny dodatkowy obszar jak w klasycznym po-
dejéciu z metoda balooningu i réwniez winny by¢ pominiete. W zwiazku z
tym graficzna prezentacja wynikow winna by¢ wezsza niz przedstawiona na
rysunku 3.9. Oznacza to obciecie wykresu btedow 3.10 o oscylacje widoczne

w wezlach elementow nieskonczonych. Bardzo istotny jest réwniez fakt, iz
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zaréwno wartosci uzyskiwane z obliczen analitycznych jak i numerycznych sa
bardzo mate, bliskie zeru. Z tego tez powodu nawet roznice na piatym miejscu
po przecinku skutkuja duzymi warosciami na wykresie btedow. W rzeczywi-
stych zastosowaniach MEB zwiazanych z obliczeniami w tomografii wspotczyn-
niki materialowe badanych obiektéw réznig sie o kilka rzedow wielkosci a za
wiarygodne przyjmowane sa jedynie wyniki pochodzace z obszaru w ktorym
analizowana wielko$¢ fizyczna przyjmuje dobrze mierzalne wartosci. Ostatnim
wartym zauwazenia wydaje sie by¢ fakt, ze zaburzenie wywotane odstepstwem
od modelu rzeczywistego w pojedynczym elemencie w narozu uktadu propa-
guje sie na ponad polowe analizowanych elementéw. Poréwnujac to do wplywu
rowniez pojedynczego elementu nieskoriczonego nalezy powiedzieé, ze jest on
znacznie mniejszy a wyniki najblizsze rozwigzaniu analitycznemu znajduja sie

w czesci wykresow blizszych elementom nieskoriczonym niz narozu modelu.

Poréwnujac wyniki uzyskane z obliczent modeli zawierajacych elementy nie-
skoriczone mozna zauwazy¢, ze oba typy elementow 7 funkcjami zaniku (wielo-
mianowymi i wyktadniczymi) oferujg praktycznie identyczne rezultaty a takze
poziom i rozktad bledéw. Model z elementami nieskoniczonymi odwzorowa-
nymi réwniez pozwala na uzyskanie bardzo zblizonych wynikéw. Generalnie
elementy nieskonczone spowodowaly minimum trzy-krotna poprawe doktad-
nosci rozwigzania z poziomu bledow 100% do wachajacych sie od kilku do
ok 30% oraz skrocenie czasu rozwigzywania zadania prostego z 44 sekund do
20 sekund. Czas poszukiwania obrazu rozwiazania we wnetrzu obiektu w za-
danu odwrotnym w ktérym zadanie proste rozwigzywane jest wielokrotnie, jest
bardzo istotny w praktycznych zastosowaniach tomografiznych, podobnie jak
i wymagania dotyczace pamieci RAM rzedu gigabajtéw w bardziej ztozonych

obiektach trojwymiarowych.
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Rys. 3.12. Modele dwuwymiarowe o roznej siatce elementéw brzegowych. Po
lewej siatka elementéw o stalym rozmiarze (z wyjatkiem zageszczonego na-
roza). Po prawej siatka elementow rozszerzajacych sie stopniowo od punktu
(0,0) do potowy dtugosci modelu a nastepnie ponownie stopniowo zageszcza-

jaca sie w miare zblizania sie do elementu nieskonczonego

Rys. 3.13. Poréwnanie wynikoéw dla siatek elementéw jak na rysunku 3.12 z

zastosowanymi odwzorowanymi elementami brzegowymi nieskonczonymi
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Rys. 3.14. Por6éwnanie btedéw dla siatek elementéw jak na rysunku 3.12 z

zastosowanymi odwzorowanymi elementami brzegowymi nieskonczonymi
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Rozdzial 4

Elementy Brzegowe Nieskoiiczone

w odniesieniu do obiektéow 3D

4.1 Elementy Brzegowe Nieskonczone z funkcjami

zaniku

Dla dwuwymiarowych elementéw nieskonczonych z funkcjami zaniku pod-
stawowa zasada polegajaca na wykorzystaniu iloczynu standardowych bazo-
wych funkcji interpolacji znanych z klasycznych elementow brzegowych i funk-
cji zaniku taka jak w elementach jednowymiarowych pozostaje niezmieniona.
W elementach takich funkcje zaniku musza uwzglednia¢ oba kierunki & i 7.
Rozwazone zostana dwa przypadki. Pierwszy kiedy standardowy skonczony
element brzegowy bedzie transformowany do nieskoniczonego w sposéb od-
zwierciedlajacy zanikanie badanej wielkoéci fizycznej wzdtuz jednej tylko wspot-
rzednej oraz drugi przypadek kiedy zanikanie nastepowa¢ bedzie w obu kie-

runkach £ i n jednoczesnie (element narozny) - rysunek 4.1.

4.1.1 Funkcje zaniku

Wielomianowe funkcje zaniku

W przypadku funkeji zaniku odwrotnie proporcjonalnych do odleglosci w
lokalnym uktadzie wspotrzednych wyrazone beda one nastepujaco [101, 13, 15,
34]:

dla zanikania w dodatnim kierunku osi &:
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Rys. 4.1. Elementy brzegowe nieskoticzone z funkcjami zaniku. Po lewej trans-
formowany do nieskonczonosci wzdtuz jednej wspotrzednej £ i po prawej ele-

ment narozny z transformacjg wzdhuz obu wspotrzednych £ i n

zmaz(ijg), (4.1

dla zanikania w dodatnich kierunkach obu osi £ i n:

pien = (Eo8) (22k) (12)

gdzie (&,,1,) jest punktem poczatkowym (ang. origin point). Punkt ten

musi leze¢ poza elementem po stronie przeciwnej do jego nieskonczonej czesci.
Jezeli przyjmiemy, ze zanikanie nastepuje w dodatnim kierunku osi ¢ wowczas
&, < —1ianalogicznie dla osi n, n, < —1. W przypadku zanikania w ujemnych
kierunkach osi & lub n , £, > 1 lub odpowiednio , > 1. Wymogi te sa konieczne
dla unikniecia osobliwosci wewnatrz elementu. Ponadto wykladniki potegowe
n i m musza by¢ wieksze niz najwyzszy wykladnik odpowiednio & i n wyste-
pujacy w bazowej funkcji interpolacji N;. Zapewnia to osigganie skonczonych
wartosci przez funkcje M; przy nieskonczonej wartosci ich argumentéow £ i 7.
Przy £ — oo granica lim¢_. M; = 0 i przy n — oo granica lim, ., M; = 0.

Przyjmujac dla standardowych kwadratowych funkcji bazowych interpola-
cji (4.3) wykladniki z zaleznosci (4.2) n=31m =3

) = (=90 =1 +&+n)/4,
) = (1-¢)(1-n)/2

) = —(1+HA =) -E+n)/4,
) = 1+HA-nY)/2,
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Ny(&m) = —(1+9A+n)—-E—n)/4, (4.3)
Ns(&m) = (1-&)(1+n)/2,

Ne(&m) = 1=+ +&—n)/4,

N7(&m) = (1-91—n%)/2,

otrzymamy bazowe funkcje interpolacji dla elementéw nieskoniczonych ba-
zujacych na standardowych o§mioweztowych elementach drugiego rzedu. Dla
zanikania w dodatnim kierunku osi £ wielomianowe nieskoriczone bazowe funk-

cje interpolacji przyjma postac:

Mo(en) = —(1—&)(1—n)(1+¢+n)/a- (2 g)

Mien) = 1-@-nf (2 )

§—&
Ma(€,n) = —(1+§><1—n><1—§+n>/4-(;:2)3,
My(&,m) = <1+f><1—n2>/2-(§j§:)3,
M) =~ O+ 0§/ (= g) (4.4
M(em) = (1—€)(1+n)/2- (5‘_520)3,
Myem) = —(1—6)(1+77)(1+€—77)/4-(;1__50)3,

Mi(&n) = (1—5)(1_7]2)/2,(—51_—550) |

Graficznie wykreslone nieskoniczone bazowe funkcje interpolacji (4.4) dla

elementow 7z wielomianowymi funkcjami zaniku (4.2) przedstawiaja sie jak na

rys. 4.2.
Pierwsze pochodne bazowych funkeji interpolacji (4.4) odpowiednio po ¢ i
7 Wyniosa:
OMo(&m) _ (Gt 1) (n—1) (260 +E&om — 30 + € + 2606 — 3)
af 4(§ - 50)4 ,
OMi(E,n) & (2 +266-3)(n—1)

)

85 - 2(5 _50)4
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Rys. 4.2. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu nieskon-
czonego z wielomianowymi funkcjami zaniku bazujacego na standardowym

czworokatnym 8-weztowym elemencie brzegowym i zanikaniu w dodatnim kie-

runku osi £ (§o = —2)

OMy(&m) (G —1)* (n—1) (=260 — &n — 30 + & +26,€ —3)

85 4(5 - 50)4 ’
OMy(&m) _ (G-1) (26 +6+3) (i — 1)

ag 2(5 - 50)4 ’

(4.5)

OMa(&m) (60— 1)* (n+1) (260 + Eon + 30 + €2 + 26,€ - 3)

¢ ¢ - &) ’
OMs(&m) _ & (€426 -3)(n+1)

65 2(§ - 50)4 ,
OMs(&m) (ot 1) (n+1) (=260 — & + 30 + € + 266 — 3)

¢ 4¢ - &) ’
OM7(&m) (Gt 1) (26+& —3) (i — 1)

8€ 2(5 - 50)4 ’

oraz po n:
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IMo(&m) _ G+ (E-D@2n+¢)
877 4(5_50)3 ’
OM(Em) & (€ 1)
877 2(5750)3 ,
IMy(&m) (&1 (E+1) (€~ 2n)
an A€ —¢&,)° ’
OMs(€,n) (& —-1)°(E+1)n
o €-&) 40
IMy&n) _ (G- D’(E+1)(2n+9)
an A(E - &)’ ’
OMs(&m) &7 (& -1)
877 2(5_50)3 ’
OMo(&m) _ (ot D' (€D (E—2n)
877 4(5_50)3 ’
OMr(&n) _ (G+1) (-8
877 (5_50)3

Dla zanikania w dodatnich kierunkach obu osi £ i 7 wielomianowe nieskon-

czone bazowe funkcje interpolacji (4.7) przyjma postac:

Mofen) = —(1—5)(1—n)(1+§+n)/4-(1_6")3(1_%)3,

§—& ="
Mien) = (1-€)(1-n)2- (5‘_520)3 (‘771_‘77’3")3,
Mylen) = —(1+E1—n)(1—E+m)/d- (gjz)s(j_‘n:b)g,
My(en) = (1+6)(1—P)/2- (2:2)3(”‘_";’70)3,
Mien) - —(1+€)(1+77)(1—§—77)/4-(é:i’)g(,}?:?}:)g, (4.7
e = e () (=)

_ N SR ANIETAY
Mien) = -9+ p0e-n/a (FE2) (k)
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i . - ‘—1—503 n, 3
Mi(&m) = (=81 =n)/2 <€—£o> <77—no> '

Graficznie wykreslone nieskoriczone bazowe funkcje interpolacji (4.7) dla ele-

mentoéw z wielomianowymi funkcjami zaniku (4.1) przedstawiaja sie jak na

rys. 4.3. Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposéb bazowych funkcji

Rys. 4.3. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu nieskon-
czonego z wielomianowymi funkcjami zaniku bazujacego na standardowym
czworokatnym 8-weztowym elemencie brzegowym i zanikaniu w dodatnich kie-

runkach obu osi {17 (§ = —21nm = —2)

interpolacji (4.7) odpowiednio po £ i 7 wyniosa:

oMy(&,m)  (“l+m(no+1)° (—3+£2 +2¢&o +n(—3+2§+£o)) (6o +1)3
o€ B 4(n—mno)3(& — &)t ’
oMy(&,m)  (CLEmmo+1)* (=3 +€ +266) &o°
0’3 - 2(n —n0)3(& — €0)*
oMy(gm)  (CLEm(mo+1)° (3 € — 2660 + (3 + 2 +£o)) (6o — 1)
o€ B 4(n —m0)3(€ — &o)* ’
oMs(e,n) (14 n%) mP(B3+ 26+ €0) (o — 1)° )
¢ B 2(n —n0)3(€ — €0)* ' '
OM4(€,m) (1+m) (o — 1)% (=3 + €2 + 2660 + n(3 + 26 + £0)) (&0 — 1)°

73 4(n—no)3(€ — &)t ’
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oMs(&,m)  (L+mmo—1)* (3+€ +266) &°
€3 - 2(n — n0)3(€ — €0)*
oMs(e,m)  (L+mmo —1)% (3 — €2 — 2660 + (=3 +2€ + &) (€0 + 1)°
o€ - 4(n—10)*(€ — &) ’
oMr(e,m)  (F140?) moP(=3 426 +&o)(6o + 1)
0¢ - 2(n — 10)3(€ — €0)* ’
oraz po n
OMo(e,n) (0 +1)*(=146) (=341 + (=34 m0)& + 2n(no + &) (0 + 1)?
on a 4(n —no)*(€ — &) ’
oMi(em)  (S3+20+m)(mo+1)° (-1+€) &
on B 2(n —no)*(€ — &o)3 ’
oMy(gm) o+ DA +E) (=340 +2n0(m0 — &) — (=3 +m)§) (§o — 1)°
on - 4(n—m0)*(€ — &)° ’
oMs(€m) (=347 +20m0) moP(1+8)(6 —1)° .
on a 2(n —no)*(& — €0)3 ’ '
oMu(&,m) (0= D348 (=3 + 77+ (B +m0)é + 20000 +8)) (o~ 1)°
on a 4(n —no)*(€ — &) ’
OMs(em)  (BF20+m0)(mo — 1) (1+6°) &
an - 2( — n0)*(€ — €0)? ’
Mg (€,m) (o — 13(=14&) (=3 +n% +2n(n0 — &) — (B +m0)€) (&0 + 1)
an - 4(n — m0)*(€ — €)® ’
oMz (&n)  _ (=341 +2mm0) no®(—1 + &) (&0 + 1)°
on B 2(n —no)*(€ — €o0)3

Wykladnicze funkcje zaniku

Wyktadnicze funkcje zaniku postaci e™" oferuja szybsze zanikanie. W przy-
padku zanikania jedynie w dodatnim kierunku osi &, przy uwzglednieniu wa-
runku przyjmowania przez funkcje zaniku wartosci 1 we wtasnych weztach

funkcje zaniku zapiszemy jako:
Di(&,n) = e&=9/L, (4.10)

gdzie L [m] jest wspolczynnikiem decydujacym o szybkosci zanikania.
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Skladajgc funkcje zaniku (4.10) ze standardowymi funkcjami bazowymi

interpolacji (4.3) otrzymamy bazowe funkcje interpolacji dla elementéw nie-

skoniczonych:

~~ N I/~ I/~~~

SRS EEEEE

3 3 3 3 3 3 3 03

~— ~— S S ~— ~—

= DA - m+E+1) /4O,
= (1-&)a-m/2-c9",
(

3
= €+ D) (1—97) /2.0
= (=€-D(=n—=E+ 1) (n+1)/4- 70 (401)
= (1-¢)m+1/2- e,
E-D)(=n+E+1)(n+1)/4- 790,
1= (1=n?) /2. 070/,

Graficznie wyznaczone nieskonczone bazowe funkcje interpolacji dla ele-

mentéw z wykladniczymi funkcjami zaniku (4.10) przedstawiaja sie jak na

rys. 4.4.

Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposob bazowych funkcji interpola-

cji odpowiednio po & i n wyniosa:

8]\40 (5) 77)
0¢

8]\/Il (5’ 77)

8M2 (5’ 77)
og

8M3(£) 77)

E-DA-nmte+DeT +<1—m<n+g+1>e%f
4L 4
€E-1D-neT
4 bl

1-€2)(1— e_%
- 5)(% D¢ _ca-met,

S

(DO -mm-t+De T (A-m-£+De T
4L 4
£—1

(—¢-1(1-ne L
4 ?

(1—772>87£ljl (&+1) (1—7]2)67371
2 - 2L

(= D(m—E+DmFDe T (cn—E+Dm+ et
4L 4

(—€—1)(n+1)e T
4 b

(4.12)

S

(1-€2)(mn+1)e”
B 2L

—E(m+1)e T,
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Rys. 4.4. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu nieskon-

czonego z wykltadniczymi funkcjami zaniku bazujacego na standardowym czwo-

rokatnym 8-weztowym elemencie brzegowym, dla zanikania w dodatnim kie-

runku osi § (L = —2)

OMs (&, m) _ 7(6_1)(_77"'5"'1)(77"‘1)5%+(—77+£+1)(77+1)e1;f
23 a AL 1
N (&—1)(n+1)el%f7
4
oMr(en) (1= (1-n?)eT 7@_wyiﬁ
oraz po 1:
OMo(§,m)  _ (5—1)(1—77)61%57({—1)(774—5.;.1)@1%5
on B 1 1 ,
omen) _ (1-€)et
on B 2 '
w _ (7571)(1777)6%_(7571)(71*54*1)6%
on - 4 1 )
OM3(€,m)

= —(E+DmeT,
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OMiem) _ (E-D(n-grheT  (e-DmineT (4.13)
on 4 4
ovsen) _ (=€)t
on B 2 ’
OMg(E,m) (571)(—n+£+1)e%7(671)(n+1)e¥
on B 4 4 ’
8M78(£777) = —(1-6 nelL;s,
n

W przypadku zanikania w dodatnich kierunkach obu osi ¢ i 7, funkcje

zaniku zapiszemy jako:
Di(&,n) = el&itmi—&—n)/L (4.14)

W przypadku zanikania w ujemnym kierunku obu osi £ i ujemnym osi 7,

funkcje zaniku zapiszemy jako:
Di(&,n) = elsHrsmml/t, (4.15)

Skladajac funkcje zaniku (4.14) ze standardowymi funkcjami bazowymi
interpolacji (4.3) otrzymamy bazowe funkeje interpolacji dla elementéw nie-

skoniczonych:

= (=M= )L+ &t m)/A- T,

= (=) —n)/2- T,

= (14O =1 = &+n)/a- T,

= (L@ =n")/2- =/

—(1+ O+ =g —m)/d- e (4.16)
= (=) +m)/2- T,

= (1= Q@+ +E—n)/a- T,

= (1= —n)/2-

SEfEEEEFEE

~—~~ o~ —~ o~ o~ o~~~

AR TECA S A A A A A A

S 2322232 3E S 2
I

Graficznie wyznaczone nieskonczone bazowe funkcje interpolacji dla ele-
mentéw 7z wykladniczymi funkcjami zaniku (4.14) przedstawiaja sie jak na
rys. 4.5.

Pierwsze pochodne otrzymanych w ten sposob bazowych funkcji interpola-

¢ji odpowiednio po £ i n wyniosa:
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Rys. 4.5. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla elementu nieskon-
czonego z wykltadniczymi funkcjami zaniku bazujacego na standardowym czwo-
rokatnym 8-weztowym elemencie brzegowym, dla zanikania w dodatnich kie-
runkach obu osi £ o n (L = —2)

oMo(e,6)  —((mPH+@-1n—20) L+ 01—+ (£ n+62 1) el-n=ED/L

o - AL :
OMi(£,6) (261 —20)L+ (1-€)n+€ —1)el-n-&tD/L

85 N 2L k]
oMa(e,e) (P H+ (26 -Dn+2) L+ (-E-1r + (€ +8) n—& +1) enO/0

85 - 4L b
OM3(&:€) - ((772 - 1) L+ (—¢—-1)n?+€+ 1) e(—n—€+1)/L

¢ B 2L ) (4.17)
oMa(e,e) _ ((P+@E+Dn+2) L4 (—€- D0’ + (€ —¢)n—€ +1)enetD/b
B ar ;
OMs(¢,§) ((2tn+2) L+ (1-€2)n—€241)el-n-e+D/L

85 - 2L k]
oMsc,e)  —((P+ (=200 —2) L+ (1 - n?+ (& — &) n+€ 1) en9/E

o - 4L ;
OMz7(§, ) ((772*1)L+(175)772+571) o(—n—€—1)/L

¢ n 2L ’
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oraz po 1:

oMo(§,n) —(((25—2)n+§2—§)L+(1_g)n2+(5_52)n+§2_1) o(—n—€-2)/L

% - AL :
or(en) ((€-1)L+(1-€2)n+e—1)eln=s-D/L

o6 N 2L ;
OMa(&m) (((2£+2)n7§275)L+(7€71)772+(£2+5)77*52+1) o(cn—)/L

o - aL :
OMs(&,n) —(@+2nL+ (== 1)n? +&+1) e+ D/L

o B 2L ) (4.18)
omae,n)  ((6+2Dn+E+) L+ (—6-1)n*+ (=62 =€) n— & +1) el E+2/L
B 4L :
oMsem) _ —((E-1)L+(1-€)n—g+1)enern/t
B 2L ;
oMgen) _ —((E-2n-+EL+1-n*+ (€ -¢)n+& 1)L
e aL ,
OM7(&m) ((25*2) nL+(1-¢) 772+§71) e(—n—€-1)/L
B 2L :

Przyktadem zagadnienia wymagajacego zastosowania elementéw naroznych
(zanikanie w kierunkach obu osi £ i 7 jednoczesnie) moze by¢ rozwiniecie ana-
lizowanego w rozdziale (3.4) przypadku, rysunek 3.7, dwoch nieskoniczenie roz-
legtych poétptaszczyzn o réznych potencjatach. Tréjwymiarowy model wraz ze

stosowna dyskretyzacja przedstawiony jest na rysunku 4.6.

4.1.2 Jakobian

Kazdy element powierzchni {2 transformuje sie do uktadu krzywoliniowego
&,n,C. Przejscie z globalnego ukladu kartezjanskiego x, y, z do lokalnego
krzywoliniowego uktadu &,n,(, gdzie &, 1 sa wspolrzednymi lokalnymi a oS
¢ pokrywa sie z kierunkiem i zwrotem wektora normalnego, zewnetrznego, do

powierzchni €2 opiera sie na przeksztatceniu danej funkcji u okreslonym zalez-

noscia:
du do dy dz du
e dE de dE d
du | _ | do dy dz | .| du
dn dn dn dn dy ’ (419)
du de dy dz du
ac ac  d¢ ¢ dz

gdzie macierz kwadratowa stanowi jakobian tego przeksztaltcenia.
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z=1E40 66
4
z=1E30 620
55
2=11 Y
26 510 X

. 3‘5«,\1\ N m&- i:;“:
/ﬁb o83 5% f O -0V

22

x=6 /f;\\v ' %’ \\ 17

x=11
o 10
x=1E30 7 O/.
5 © y=1E40
x=1E40
y=1E30

y=-1E40 y=-1E30

Rys. 4.6. Model zagadnienia wymagajacego zastosowania naroznych nieskori-

czonych elementéw brzegowych Ny, Ny, N3 oraz Ny

Poniewaz 0§ ( lezy na kierunku normalnym do powierzchni elementu, wek-
tor normalny n mozna wyznaczy¢ jako iloczyn wektorowy dwoéch wektorow
stycznych Or/0¢ i Or/0n jak to przedstawiono na rysunku 4.7. Element po-

wierzchni df2 mozna wiec wyrazi¢ nastepujaco [81, 16]:

dr dr
dQ = dédn = &% ar dédn = \/n,? +n,? +n.2dedn, (4.20)
gdzie
p_yds_dyds
©dédn  dnd€’
dzdx dzdx
=== 1.21
_dedy  dedy
YT agay T dnde

Istotne jest jeszcze uwzglednienie wektora normalnego n do powierzchni ele-
mentarnej d2 (rysunek 4.7). Jest to realizowane w obliczeniach poprzez okre-
Slenie zwrotu wektora normalnego, wigzac poczatki i konce wektorow w ele-
mencie z ustaong zasada numerowania weztow w kierunku przeciwnym do ru-

chu wskazowek zegara.
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Rys. 4.7. Elementarny przyrost powierzchni brzegowej i wektor normalny do

powierzchni elementu w punkcie M

Korzystajac z bazowych funkeji interpolacji (4.4, 4.7, 4.11 lub 4.16) ‘;—‘g, %
i Z—Z mozna zapisac:
dz(&,m) _ dMo(€,n) dMi (&, 1) dMa(&,1) dM3(&,m)
& d o + d T1 + de T2 + dé 3 +
dMa(&m) . dMs(Em) o dMe(§n) - dM7(&m)
d§ 4 d§ 5 d-ﬁ 6 d& e
dé = dé Yo + dE Yo + e Yo + e Y3 +
d d dMg d
dz(§,m) _ dMo(§,n) dMi(€,m) dM3(€,m) dM3(€,m)
de = dé 20 + de 20 + de 20 + e z3 +
+dM4;(£€,77) vt dM&’;i(;,n) 5 4+ nd;(gﬁ,ﬂ) 26+ szi(;,Tl) o
. o d dy . dz.
Analogicznie ﬁ a1 é.

d: dM dM dM: dM.
1(5777) — 0(£7n)x0 + 1(&7 T])$1 + 2(5777) xo & 3(57"7):z
dn dn dn dn dn
dMy (&, dMs (€, dMsg (&, dMr (&,
4(§ n)mJr 5(€ 77)305+ 6(¢ 77)366Jr 7(§ ?7)3:7
dn dn dn dn

3+

+

)
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dy&,n) _ dMo(&m) -, A& ) o dMa(En) o dMs (€, )

dn dn 0 dn 0 dn 0 dn Y3 +
dMy (€, dMs (¢, dMg (&, dM~ (€,
n 4(€ 77)y4Jr (¢ 77)y5+ 6(¢ 77)%Jr 7(€ n)y% (4.23)
dn dn dn dn
dZ(f, 77) — dMO(fJI) 20 + d]\/ll (57 7)) 20 + dA/IQ(&? 7)) 20 + d]\/13(€) 77) 25 +
dn dn dn dn dn
dMy(€, dMs (€, dMg/(€, dM~ (€,
N 4(€ 77)Z4+ 5(€ n)z5+ 6(¢ n)Z6+ 7(€ n)z7_
dn dn dn dn

Korzystajac z rownan (4.5), (4.6), (4.8), (4.9), (4.12), (4.13), (4.17) i (4.18)
Ny, Ny, N, dla bazowych funkeji interpolacji (4.4), (4.7), (4.11), (4.16) otrzy-
mujemy jakobian transformacji pozwalajgcej na przejscie z globalnego uktadu

wspolrzednych x, y, 2 do lokalnego uktadu &, 7, C.

4.1.3 Calkowanie numeryczne

Zaleznodci z rozdzialu o jednowymiarowych elementach nieskoniczonych z
funkcjami zaniku zwiazane ze zmiana granicy catkowania dla elementow nie-
skoniczonych odpowiednio, kwadratura Gaussa-Legendrea i Gaussa-Laguerrea
rozdzial 3.2.2 pozostaja aktualne rowniez dla dwuwymiarowych elementéw nie-

skoniczonych.

Calkowanie numeryczne calek nieosobliwych w odniesieniu do ele-

mentéw czworokatnych

Rys. 4.8. Lokalny uktad wspotrzednych krzywoliniowych &, n dla pojedynczego

czworokatnego elementu brzegowego
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Numeryczne catkowanie elementéow brzegowych na powierzchni obiektow

trojwymiarowych mozna przedstawic¢ nastepujaco:

I — /_:1 /:1 f(&1,&)dE1dEs = 2": (zn: f(flj,fgi)wj) w;. (4.24)

i=1 \j=1

Przykladowe wspotrzedne punktow Gaussa i odpowiadajace im wspotezynniki
wag s analogiczne jak w przypadku elementéw jednowymiarowych - tabela
2.1. Wartosci kolejnych wspotrzednych & sa powtorzeniem &; a wspotezynniki

wag sa wspolne dla kolejnych par &, &.

Calkowanie numeryczne caltek osobliwych w odniesieniu do elemen-

tow czworokatnych

Jezeli punkt obserwacji (r) pokrywa sie lub lezy bardzo blisko wezla ele-
mentu pojawiaja sie osobliwo$ci wymagajace odmiennego numerycznego cal-
kowania niz (4.24). Jedna z najefektywniejszych metod jest metoda regulary-
zacji. Zostala ona zastosowana w obliczeniach i bedzie zaprezentowana poni-
zej |81]. Schemat postepowania dla osobliwosci zlokalizowanych w kolejnych
weztach o$mioweztowego elementu czworokatnego (osobliwosci zakreslono kot-
kiem) rozpoczyna odwzorowanie trojwymiarowej przestrzeni Kartezjanskiej w
przestrzen dwuwymiarowa za pomoca bazowych funkcji interpolacji. Nastep-
nie element z lokalnych wspotrzednych krzywoliniowych &1, & jest dzielony jest
na dwa lub trzy trojkatne elementy zaleznie od lokalizacji punktu osobliwego
jak to przedstawiono na rysunku 4.9. Ostatecznie powstate elementy troj-
katne sa ponownie odwzorowywane w kwadrat tak aby mozna bylo zastosowac
standardowa kwadrature Gaussa. W ten sposob wprowadzony zostaje kolejny
jakobian zwigzany z uniknieciem osobliwosci w dwoch wymiarach.

Wezel 0

Dla tréojkata T7:

LA (L)

Si=m &= 5 (4.25)

Dla tréjkata T5:

~14m—(1+
¢ = m 2( 1)1 € = (4.26)

Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiang zmiennych J.(n,7,), przedstawia



4.1 Elementy Brzegowe Nieskoriczone z funkcjami zaniku

65

i = - > . . |
Fo 1 2 Soom 1 2 . 1 2T,
‘ T , 2 | ) .T voaT
"‘J[Tz v Ty 'IL‘TJ ‘:JrTz g b ST :
“‘ My I“ ANy My Mz : My “, Mz My r

6 : 4 : 0 . ; 6 4 0 6

n, m, m, n ) My Qi
0 0 1 1 2

L (R R B B B R G
- 4 T - 2 6 4 4 4 2 - 6 4 4

Rys. 4.9. Punkt osobliwy w wezle 0 (po lewej), w wezle 1 (w srodku) i w wezle

2 (po prawej) [81]

sie nastepujaco:

Wezel 1

Dla tréojkata T7:

Dla trojkata T5:

&1
&2

TTI

&
&2

T’T2

‘ &y

dm
déo
dm

d&i
dnz
déa
dna

_1+771

2

1+m

2

—14m — (L +n0)n

1+m
4

1+m
2

2

—1+n+ (1 +n)n

IT+m
4

2

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Dla trojkata Tj:

&1 = _(1“‘2771)772 o =1 (4.30)

Jakobian regularyzacji zwigzany z zamiang zmiennych J,.,, (m,m2), przedstawia

sie nastepujaco:

L+m
Jrp, = 5 (4.31)
Wezel 2
Dla tréojkata T7:
1—m -1+

&1 = n ; ) &2 =1m. (4.32)

Dla trojkata T5:

—1+m—(1+

Si=-—m &= m = 771)772. (4.33)

2
Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiang zmiennych J.(n,7,), przedstawia
sie nastepujaco:

_l+m
2

J, (4.34)

Podobnie postepujemy dla osobliwosci znajdujacych sie w weztach 3, 4 i 5.
Wezet 3
Dla tréojkata T7:

1-— 1 1
g=tomrlrmn o, ldm (1.35)
L+m
Jrp, = T (4.36)
Dla trojkata T5:
1—m —(1 1
g = t=m (1 +m1)m ¢, = 2m7 (4.37)
1
g, =M (4.38)
2 4
Dla trojkata Tj:
1+
Si=—-m &= _{Em)m 771)772- (4.39)

2



4.1 Elementy Brzegowe Nieskoriczone z funkcjami zaniku 67

Rys. 4.10. Punkt osobliwy w wezle 3 (po lewej), w wezle 4 (w $rodku) i w wezle
5 (po prawej) [81]

Jakobian regularyzacji zwigzany z zamiang zmiennych J,.,, (m,m2), przedstawia

sie nastepujaco:

L+m
Jrp, = 5 (4.40)
Wezel 4
Dla trojkata Ti:
—1+m+(1+

&1 = n 2( ) §o = —m. (4.41)

Dla trojkata T5:

I—m+(1+

G=m &=—0" é ) (4.42)

Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiang zmiennych J.(n,7,), przedstawia
sie nastepujaco:

1
J = J;”l- (4.43)
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Wezel 5
Dla trojkata T;:

1 1—m—(01
g=-1tm g lomo (1.44)
2 2
1
J, = (4.45)
1 4
Dla trojkata T5:
1 1-— 1
= tm o lomrUtmn (4.46)
2 2
L+m
Joay = = (4.47)
Dla trojkata Tj:
1+
§1 = L+ ) §o = —1. (4.48)

2

Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiang zmiennych J.,. (m,m2), przedstawia

sie nastepujaco:

1
J_+771

T3 - 2

. (4.49)

Analogicznie postepujemy dla osobliwosci znajdujacych sie w ostatnich we-
ztach 61 7.

Wezel 6

Dla trojkata T;:

—1+m+(1+
&1 = n 2( ) §o = —1. (4.50)

Dla trojkata T5:

(4.51)

1—m+ 1+
& =m £y = m é 771)772.

Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiana zmiennych J,.(n1,12), przedstawia

sie nastepujaco:

1
J = +2771, (4.52)
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Rys. 4.11. Punkt osobliwy w wezle 6 (po lewej) i w wezle 7 (po prawej) [81]

Wezel 7
Dla trojkata T7:

& =

Dla trojkata T5:

& =

Dla tréjkata T;:

—Ltm A+ A+ m)n £ =
5 2
1+m
JTT1 ==
_1+771—(1+7]1)T]2 &= —
5 2
T+m
JTT2 =—7
1+
51 =1 51 — ( 771)772‘

2

_1+771

2

14+m
2

)

?

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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Rys. 4.12. Koncentracja punktéw calkowania Gaussa wokol osobliwo$ci w

wezle 0

Rys. 4.13. Koncentracja punktoéw catkowania Gaussa wokol osobliwosci w

wezle 1

Jakobian regularyzacji zwiazany z zamiana zmiennych J,.,. (m1,m2), przedstawia

sie nastepujaco:

1
J_+771

'I'T3 - 2 .

(4.58)

Rysunki 4.12 i 4.13 pokazuja w jaki sposob podziat elementu i odwzorowa-

nia geometrii powoduja koncentracje punktow catkowania wokot osobliwosci.

4.2 Elementy brzegowe nieskonczone

odwzorowane

Podobnie jak dla jednowymiarowych elementéw brzegowych nieskonczo-
nych odwzorowanych (z transformacja geometrii) w przypadku elementow dwu-
wymiarowych (obiektow tréjwymiarowych) wprowadzamy specjalne bazowe
funkcje interpolacji M [15, 101, 79, 50| transformujace element nieskoriczony
(rys. 4.14), do wspotrzednych lokalnych €. Operujemy dwoma zestawami ba-

zowych funkcji interpolacji. ,Nieskonczone” bazowe funkcje interpolacji M
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sa uzywane do transformacji geometrii a standardowe bazowe funkcje interpo-

lacji N#* (92, 10, 11] jedynie do interpolacji warto$ci zmiennej stanu. Bazowe

Rys. 4.14. Izoparametryczny element brzegowy nieskoriczony drugiego rzedu i

jego transformacja ze wspotrzednych z,y, 2z do &, n

funkcje interpolacji M dla elementéw dwuwymiarowych uzyskujemy poprzez
wlasciwe potaczenie funkcji jednowymiarowych standardowych i nieskoriczo-
nych.

Wybor elementéow brzegowych nieskoniczonych bazujacych na standardo-
wych czworokatnych izoparametrycznych elementach 8-weztowych pociaga za
soba zastosowanie tzw. przypadkowych (ang. serendipity type) bazowych
funkgcji interpolacji [100, 15]. Pomimo zludnej nazwy sa one logiczne i pro-

ces ich wyznaczania zostanie naszkicowany. O$mioweztowy element brzegowy

Rys. 4.15. Czworokatny 8-wezlowy element brzegowy i bazujacy na nim od-

wzorowany element nieskonczony

i jego przeksztalcenie do 5-weztowego elementu brzegowego nieskoriczonego

przedstawia rys. 4.15.
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Nalezy zaznaczy¢, ze element nieskoriczony zgodny z rys. 4.15 skladaé sie
bedzie z jedynie 5 weztéw o numerach 0, 1, 5, 6 i 7. Na poczatek wyznaczone
zostang nieskonczone bazowe funkcje interpolacji M; dla weztéw srodkowych.
Wezet 7 (£ =—-11in=0):

Bazowa funkcja interpolacji M; jest iloczynem jednowymiarowej liniowej nie-
skoniczonej bazowej funkcji interpolacji wzdtuz wspotrzednej € i jednowymia-
rowej kwadratowej standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku 7:
My = 135 (1=n?). (4.59)
Wezty 1 (€=0in=-1)i5({=0in=1):
Bazowe funkcje interpolacji M; i M; sg iloczynem jednowymiarowej kwadra-
towej nieskonczonej bazowej funkcji interpolacji wzdtuz wspotrzednej £ i od-
powiedniej liniowej standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku 7:

1 1 1 1
:14:?2(1—77),M5—+§ 5 (1+mn). (4.60)

=1=% '3
Wezty 0 (£ =0in=-1)i6 ({=0in=1):

Bazowe funkcje interpolacji My i Mg sa konstruowane dwuetapowo. W pierw-

M

szym kroku sa one iloczynem liniowej nieskonczonej bazowej funkcji interpola-
cji wzdhuz wspotrzednej € i odpowiedniej liniowej standardowej bazowej funkcji

interpolacji w kierunku 7:

. 2 1 1—n
My=-—"—--(1—p)="—2"

(4.61)
~ 2 1 1+n
Mzi'fl = —\

Funkcje (4.61) nie spehiaja jednak warunku przyjmowania wartosci zerowych

odpowiednio w weztach §rodkowych 71 1:

A 1 ~
My(=1,0) = 5 My (0,~1) =2 (4.62)

oraz w wezlach srodkowych 71 5:

~ 1 ~
M (=1,0) = 5, Mg (0,1) = 2 (4.63)

Korygowane jest to w drugim kroku. Jako, ze bazowe funkcje interpolacji
My , M5 i M; we wlasnych weztach przyjmowaé¢ musza warto$¢ 1 a w pozo-

statych 0 wystarczy doltozy¢ ich przemnozone przez stalta wartosci do funkcji
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MO 1 Mﬁi
. 1 1 2
My = My — 2M; — =M = St
2 1-¢
(4.64)
. 1 1 2
My = Ny — 2Ms — S M; = i ?+”.

Grupujac razem wyprowadzone bazowe funkcje interpolacji dla odwzorowa-

nych elementow brzegowych nieskoriczonych mozemy zapisac:

1 2
1
M1=1J_r§~2(1—?7),
ME,_if-;(Hn), (4.65)
1 _ 2
Mﬁ_ ! é]:_in_}—n?
M= 2 (1),
1-¢

Graficzna prezentacja nieskonczonych bazowych funkcji interpolacji przed-
stawia sie jak na rysunku 4.16. Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpo-

lacji M po zmiennej & i 1) przedstawiaja sie nastepujaco:

oM~ 2 9
- = (1=
5’]\/[1 . 1-— n
o€ (1-¢)”
OMs 1+
= — 4.66
oMy _ —2+n+1p
0¢ (1-¢)" °
oMs  —2—n—n?
0¢ (1-¢)°
a po zmiennej 1 jak ponizej:
8M7 . —47'}
o 1-&
oM, 1 1+4¢

an 2 1-¢
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Rys. 4.16. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla odwzorowa-
nego elementu nieskoriczonego bazujacego na standardowym czworokatnym
8-wezlowym elemencie brzegowym dla przypadku zanikania w dodatnim kie-

runku osi &

OM; 1 14¢

ST R s (4.67)
oMy — £—127

o 1-&7

OMs . 2n—¢&

o  1-&°

Analogicznie jak dla jednowymiarowych elementéw nieskoriczonych odwzo-
rowanych w obliczeniach nie sa uwzgledniane wezty ,uciekajace” do nieskon-
czono$ci. Dla przypadku jak na rys.4.15 beda to wezly 2, 3 1 4.

Podobnie jak w przypadku elementéw brzegowych nieskoniczonych z funk-
cjami zaniku w elementach odwzorowanych rowniez mozemy mie¢ do czynienia
z elementami naroznymi. Logika wyznaczenia stosownych bazowych funkcji in-
terpolacji jest podobna jak w przypadku zanikania w jednym tylko kierunku,
tzn. funkcje te sktadane sag ze stosownych funkcji jednowymiarowych.
Bazowa funkcja interpolacji dla wezta 1 (£ = 01 n = —1) jest iloczynem jed-
nowymiarowej nieskonczonej kwadratowej bazowej funkcji interpolacji w kie-

runku ¢ i jednowymiarowej nieskoniczonej liniowej bazowej funkcji interpolacji
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w kierunku 7:

1+ 2 2(1+¢)
C1-¢ 1-n (-9 -n)

Bazowa funkcja interpolacji dla wezta 7 (£ = —1 i n = 0) jest iloczynem jed-

M, (4.68)

nowymiarowej nieskonczonej liniowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku

¢ 1 jednowymiarowej nieskonczonej kwadratowej bazowej funkcji interpolacji w

kierunku 7:
2 1+n 2(14n)
M; = . = . 4.69
Tl-6 1-n (-9 (469
Bazowa funkcja interpolacji dla wezta 0 (§ = —11in = —1) jest iloczynem

jednowymiarowych nieskoniczonych kwadratowych bazowych funkcji interpo-
lacji w kazdym z kierunkow. Analogicznie jak w przypadku funkeji (4.61) jest
ona konstruowana dwuetapowo. W pierwszym kroku bedzie to iloczyn linio-
wej nieskoriczonej bazowej funkcji interpolacji wzdtuz wspoétrzednej € i liniowe]j

standardowej bazowej funkcji interpolacji w kierunku n:

- 2 2 4
S A () 7

Funkcja (4.70) nie spelnia jednak warunku przyjmowania wartosci zerowych

odpowiednio w weztach srodkowych 11 7:

My (0,—1) =2, My (—1,0) = 2. (4.71)

Korygowane jest to w drugim kroku. Jako, ze bazowe funkcje interpolacji
My i M7 we wlasnych weztach przyjmowaé¢ musza wartos¢ 1 a w pozostatych

0 wystarczy dotozy¢ ich przemnozone przez stala wartoséci do funkcji My i Mg:

4—4(14+& —4(1+n)

My = My — 2M; — 2M; = Ty :

41 +&+)
M=a"p0u—¢

Graficzna prezentacja nieskonczonych bazowych funkcji interpolacji w przy-

(4.72)

padku zanikania w dodatnim kierunku osi £ i n przedstawia sie jak na ry-
sunku 4.17.
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Rys. 4.17. Graficzna prezentacja funkcji interpolacyjnych dla odwzorowa-
nego elementu nieskoriczonego bazujacego na standardowym czworokatnym
8-weztowym elemencie brzegowym dla przypadku zanikania w dodatnim kie-

runku osi &

Warto jeszcze sprawdzi¢ podobnie jak w wypadku elementéow jednowy-
miarowych (réwnanie (3.36)) czy po transformacji z lokalnego do globalnego
uktadu wspotrzednych, wspotrzedne x i y przyjma poprawne wartosci (x;, y;).

Czyli sprawdzié¢ dla kolejnych weztow wynik:

z(€,m) = )2 M;(&,n)zi = Mo(§)zo + My(§)r1 + M7 (§)wr,
) (4.73)
y(&,m) = Z Mi(&,m)y: = Mo(E)yo + M1 (E)yr + M7 (E)yr.

Podstawiajac do (4.73), bazowe funkcje interpolacji ((4.72), (4.68) i (4.69))
otrzymamy dla weztéw nie “uciekajacych” do nieskonczonosci i uwzglednia-
nych w obliczeniach ich wlasne wspotrzedne :

wwezle 0 ((=—1,n=—1): x = x9, y = Yo,

wwezle 1 (£=0,n=—1): x =21, y =y,

wwezle 7 (E=+4+1,n=—-1): x =27, y = y7.

Pierwsze pochodne bazowych funkcji interpolacji M po zmiennej £ i n przed-
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stawiaja sie nastepujaco:

%6 T (—0f(l-n)

oM, 4

%6 T 1—o-n) @
%6 T 1—¢of(-n)

oM, _ —4(2+¢)

m T A—9Q-n’

oM, 2(E+1)

o T G—oi-n (475)
oM; 4

o T A0 -n’

W elemencie odwzorowanym naroznym w obliczeniach uwzgledniane sa
tylko trzy wezty: 0, 11 7.

Roéwnanie catkowo brzegowe zawierajace oba podobszary — skonczony i nie-
skoniczony w postaci zdyskretyzowanej wraz ze standardowymi bazowymi funk-
cjami interpolacji N (stosowanymi jedynie do interpolacji wartosci zmiennej
stanu) i nieskoriczonymi bazowymi funkcjami interpolacji M (transformuja-

cymi geometrie) jest nastepujace:

cn + £ [ [ o mien U € apdean +
S [ [ w6 s = o
Sy [ O e vite ) o +

1530 3) I I R R

W przedstawionym zapisie réznica w stosunku do réwnania bazowego z
elementami nieskoniczonych z funkcjami zaniku wiaze si¢ z pominieciem w ob-
liczeniach “uciekajgcych do nieskoniczonosci” weztéw w elementach nieskonczo-

nych.
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4.3 Przyklad obliczeniowy - nieskonczony tunel

Pierwszy trojwymiarowy przyktad wykorzystujacy elementy nieskonczone
stanowi model nieskoiczonego tunelu przedstawiony na rysunku 4.20. Model
ten jest tacznikiem do rozdziahu pracy odnoszacego sie do rzeczywistych pomia-
row zwigzanych z badaniem zawilgocenn muréw. W pierwszym etapie obliczen
dokonano na uproszczonym modelu, rysunek 4.18, sktadajacym sie z minimal-
nej ilosci elementow. Rysunki 4.18 oraz 4.19 przedstawiaja konstrukcje siatki
elementow, numeracje weztow, ich wspédtrzedne oraz kierunek numerowania

weztow w elementach.
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Rys. 4.18. Uproszczony model nieskoriczonego tunelu z numerami i wspotrzed-

nymi wezlow

Poniewaz nie istnieja generatory siatek, ktore pozwalalyby na konstrukcje
obiektow z elementami nieskoriczonymi niezbedne bylo zweryfikowanie tworzo-
nej samodzielnie tej i kolejnych siatek oraz implementacji elementéw nieskoni-
czonych na tego typu prostym obiekcie zlozonym z 9 standardowych elementow
i 4 nieskonczonych.

W celu uzyskania rozsadnej doktadnosci obliczent liczbe elementéw w mo-
delu tunelu w drugim etapie zwiekszono do 856. Geometrie z rysunku 4.20
mozna najprosciej opisaé jako: 12-elementéow x 13-elementow x 13-elementow

standardowych na poszczegélnych bokach modelu i 50 kolejnych nieskoriczo-
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nych elementow zamiast gornej powierzeni. Na wszystkich bokach tunelu przy-
jeto wartosé¢ potencjalu & = 0V a na podstawie & = 10V. Podobnie jak w
modelu dwuwymiarowym z rysunku 3.7 na styku naladowanych powierzchni
pojawi sie skok potencjatu i zwiazane z nim obliczeniowo osobliwosci. 7 tego
powodu w elementach ktorych wezty naleza do krawedzi styku tych powierzchni
przyjeto, ze potencjal maleje stopniowo z 10V poprzez 7,5V do 5V na wspo-
mnianej krawedzi i po drugiej stronie krawedzi z 5V poprzez 2,5V do 0V.
Wartoscia poszukiwana jest rozktad pochodnej potencjatu 0®/0n. Na wy-
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Rys. 4.19. Siatka elementéw brzegowych odpowiadajaca modelowi nieskoriczo-
nego tunelu ja na rysunku 4.18 z zaznaczonym kierunkiem numerowania we-

716w w elementach
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Rys. 4.20. Model nieskoniczonego tunelu zbudowanego z 856 elementéw z ele-

mentami nieskoniczonymi analogiczny do modelu uproszczonego z rysunku 4.18

kresie 4.21 przedstawiono kolejne wartosci 0®/0n w weztach znajdujacych
sie na krawedzi przekroju poprzecznego zaznaczonego szarym kolorem na ry-
sunku 4.20 poczawszy od punktu znajdujacego sie u szczytu jednej krawedzi
(x =7,y =0,z =13.5) w dot do podstawy (x =7,y = 0,z = 0) wzdluz pod-
stawy (z = 7,y = 12,z = 0) i ponownie do szczytowego wezla drugiej krawedzi
przekroju (x = 7,y = 12,z = 13.5). Dodatkowo na wykresie umieszczono wy-
niki uzyskane dla analogicznego modelu dwuwymiarowego. Jak mozna sie byto
spodziewa¢ z analogii modeli przebiegi te wykazuja podobienistwo do przedsta-
wionych w rozdziale 3.4. Zwiekszenie szerokosci muru (przez zwiekszenie liczby
elementow lub proste zwickszenie szerokosci elementéow wzdtuz wspotrzednej x
) powoduje zblizanie sie rozwiazan 2D i 3D. Dalsze rozwiniecie powyzszego mo-

delu stanowi¢ bedzie analiza zawilgocenn muréw zaprezentowana w rozdziale 6.

4.4 Przyklad obliczeniowy - model piersi

Przykladem zastosowania elementéw brzegowych nieskoriczonych moze by¢
model piersi uzywany w tomografii impedancyjnej i dyfuzyjnej optycznej w od-

niesieniu do wykrywania nowotworow piersi. Tomografy takie najczesciej wy-
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Rys. 4.21. Wykres 0®/0n na brzegu przekroju poprzecznego jak na ry-
sunku 4.20

korzystuja forme w postaci potstery lub stozka wewnatrz ktorej rozmieszczone
sa zrodta i detektory. Przyktady takich urzadzeri prezentuja zdjecia z rysun-
kow 4.22 1 4.23. Warto zwrdci¢ uwage, ze siatki elementéw w obu przypadkach
zawieraja dodatkowe obszary szeScienny z siatka czworokatng i cylindryczny
z siatka trojkatna o mniejszej gestosci dyskretyzacji obejmujace dodatkowy

obszar poza strefa pomiaréw.

Rys. 4.22. Przyktad geometrii formy z elektrodami oraz siatki elementow sto-

sowanych w tomografii impedancyjnej piersi [97]

Z obliczeniowego punktu widzenia Metoda Elementéw Brzegowych wymaga
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Rys. 4.23. Przyktad geometrii formy o siatki modelu stosowanej w mammo-

grafii optycznej piersi

aby warunki brzegowe okreslone byly na wszystkich powierzchniach badanego
obiektu. Siatke elektrod lub detektorow zliczania fotonow $wiatta mozna roz-
miesci¢ jedynie na powierzchni skory pacjenta. Nie ma natomiast mozliwosci
dokonania takich pomiaréow na styku klatki piersiowej i tkanki piersi. Uzyska-
nie precyzyjnych wartosci wspotczynnikéw dla mieszanych warunkow brzego-
wych na takiej powierzchni droga pomiarowsa jest niemozliwe. Trudno rowniez
dla kazdego pacjenta czy utozenia ciata precyzyjnie okresli¢ granice tkanki
piersi i tkanek mie$niowo-kostnych klatki piersiowej. Nalezy przy tym pamie-
ta¢ ze nawet niewielkie btedy w okresleniu warunkoéw brzegowych na powierzchi
skutkuja w MEB duzymi btedami w wyznaczanym obrazie wnetrza obiektu.
W celu przeanalizowania tego zagadnienia poréwnano cztery modele piersi.
Dla wszystkich przypadkow pojedyncze zrodlo §wiatta umieszczono w tym sa-
mym miejscu w poblizu podstawy poétsfery. Pierwszy model przedstawiony
na rysunku 4.24 stanowi polsfera. Drugi model rozszerzono dodajac walec
odpowiadajacy objeciu siatka elementow fragmentu klatki piersiowej (rysu-
nek 4.25). Trzeci model stanowi dalsze rozwiniecie tej idei. Dodany walec
ma w tym przypadku wieksza $rednice podstawy (rysunek 4.26). Wszystkie
te modele zbudowane sg z 1536 czworokatnych, o$mioweztowych elementow
brzegowych drugiego rzedu [15, 10, 11] i 4610 weztow. W kazdym z tych przy-
padkow polowa elementoéw pokrywa potsfere. Ostatni model przedstawiony na
rysunku 4.27 zbudowany jest z takiej samej liczby elementéw ulokowanych na
polsterze tj. 768 oraz z 64 piecioweztowych elementéw nieskoriczonych odwzo-

rowanych bazujacych na oSmiowezlowych czworokatnych elementach standar-
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dowych drugiego rzedu. Liczba weztéw zostata w tym przypadku zredukowana
do 2433.

Rys. 4.24. Model piersi w postaci Rys. 4.25. Model piersi w postaci
potsfery polsfery z dodanym obszarem cy-
lindrycznym odpowiadajacym frag-

mentowi klatki piersiowej

Rys. 4.26. Model piersi w postaci Rys. 4.27. Model piersi w postaci
potsfery z dodanym rozszerzonym potsfery z otwartym brzegiem i ele-
obszarem cylindrycznym odpowia- mentami nieskoniczonymi

dajacym fragmentowi klatki pier-

siowej

Zagadnienie opisane jest rownaniem dyfuzji w dziedzinie czestotliwosci |7,
81, 90] (réownaniem Helholtza przy zalozeniu, ze tkanki sa jednorodne z punktu

widzenia wspolezynnikow odbicia i rozpraszania $wiatta):

V20 (r,w) — k2 (1, w) = —%%”), Vr e QT, (4.77)

gdzie ® odpowiada gestosci fotonow, k = /5 — j-5 liczba falowa, D =
(3 (1ta + 1)) " [mm "] wspotczynnikowi dyfuzji, py tzw. zredukowanemu wspol-

czynnikowi rozpraszania, j, wspotczynnikowi pochtaniania, ¢ predkosé swiatta
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w medium a ¢g punktowemu zrodtu $wiatla (liczba foton6w na jednostke ob-
jetosci emitowana przez punktowe zrodto §wiatta znajdujace sie w pozycji r o
czestotliwosci modulacji w).

Generalnie w tomografii optycznej piersi a $cisle w dyfuzyjnej tomografii
optycznej poszukuje sie rozktadu g, i pl.

Stosowne warunki brzegowe to warunki Robina |7, 81, 90]:
0P (r,w)

) 2aD
(r,w) + 2« .

—0, Vrel. (4.78)

W analizowanych przyktadach przyjeto zgodnie z literatura przedmiotu
[7, 90| po = 0.025[mm ™|, i, = 2[mm™1),a =1, f = 100kH z
dla tkanki piersi.

Rownanie catkowo brzegowe dla modelu z elementami nieskoficzonymi mozna

zapisa¢ nastepujaco:

cwew + [ % (’ra}r/| ) par)as) +
+Q/ oG (’ra_nr/| ) g (r')d62,, = Q/G (Jr — '], w) 822‘"/)659 +
OB (') ns=1

—|—Q/G(|r—r|,w) g 1% = X QsG (rs — x| ).

gdzie s odpowiada amplitudzie punktowego zrodta swiatta (¢go = Qgd(rs))
a ng odpowiada liczbie tych Zrodel. Dla réwnania dyfuzji w przestrzeni 3D

rozwigzanie podstawowe ma postac:

1 /
G(r—r],w)= ———¢ ] (4.79)

A |r — 1|

Pochodna normalna funkcji Greena wynosi:

n-VG=n- ( -1 i ) e~klr=r'l (4.80)

e—1/] A v — ') CArmfr — /|

Pochodne wzgledem poszczegélnych wspotrzednych przedstawiaja sie na-
stepujaco:

1

0G _ k=
Or  4drm|r—r/|

'l
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1
22’ = j"_“ (y—y)e ™, (4.81)
1
?)C,: = 4]7:|r—r_rl;/| (z — 2') e k=1,

Poréwnano wyniki uzyskanych wartosci brzegowych w weztach siatki znaj-
dujacych sie na tuku przekroju poprzecznego potstery wzdtuz y = 0. Wartosci
modutu i fazy przedstawiono odpowiednio na rysunkach 4.28 i 4.29. Poréwna-
nie wynikow w odniesieniu do podstawowego modelu poétsfery przedstawiaja

rysunki 4.28 i 4.29.

Rys. 4.28. Porownanie wynikéw dla modutu 0®/0n(¥) w odniesieniu do pod-

stawowego modelu potsfery

4.5 Dyskusja Wynikéw

Generalnie uzyskane wartosci z trzech zmodyfikowanych modeli sa zblizone
(wykresy 4.28 i 4.29) i najbardziej odbiegaja od modelu wyjsciowego potsfery.
Sredni btad dla modutu wynosi ok. 30% a dla fazy okoto 3%. Trzydziesto pro-
centowe roznice sa wystarczajaco duze aby usprawiedliwi¢ koniecznosé¢ objecia
siatka elementow nie tylko samej potsfery odpowiadajacej tkance piersi ale
rowniez fragmentu klatki piersiowej odpowiadajacego tkankom miesni i kosci.

Warto tez zauwazy¢, ze wykres modutu 0®/0n 4.28 ma skale logarytmiczna.
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Rys. 4.29. Porownanie wynikow dla fazy 0®/0n(¥) w odniesieniu do podsta-

wowego modelu polsfery

Korzy$cig wnoszong przez zastosowanie elementoéw nieskoriczonych jest po-
nad czterokrotna redukcja czasu obliczen przy doktadnosci zblizonej do modeli
rozszerzonych o walec u podstawy poétsfery.

Liczbe elementow zredukowano prawie o potowe co ma fundamentalne zna-
czenie w zagadnieniach odwrotnych gdy zagadnienie proste rozwiazywane jest
wielokrotnie w procesie iteracyjnym. Nalezy dodatkowo zaznaczy¢, ze liczba
elementow brzegowych we wszystkich modelach zbudowanych jedynie z ele-
mentoéw standardowych jest taka sama. Gestos$é siatki na powierzchniach do-
danych u podstawy czeéci cylindrycznych jest mniejsza niz na powierzchni pots-
fery obejmujacej wlasciwy obszar poszukiwania rozwigzania czy tez w praktyce
obrazu tomograficznego wnetrza piersi. Jest to typowe praktyczne podejscie,
w ktorym dodatkowy obszar bedacy poza sfera zainteresowan dyskretyzowany
jest siatka o mniejszej gestosci. Dyskusja nad mozliwoscig zwiekszenia gesto-
Sci siatki celem zwiekszenia doktadnosci obliczen czy tez zmniejszenia gestosci
siatki modelu celem skrocenia czasu obliczen wigze sie bardziej z sama Me-
todg Elementow Brzegowych niz z omawianymi elementami nieskonczonymi.
Warto jednak wspomnieé¢, ze oprocz zaprezentowane] siatki sktadajacej sie z

4610 weztow obliczenia wykonywano rowniez dla modeli sktadajacych sie z
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384 elementow i 1154 wezlow oraz 6144 elementow i 18434 weztow. Model 384
elementowy oferowat zbyt niska doktadnos¢ i oscylacje wynikéw tworzac lekko
pitoksztattny wykres rozwiazania. Model z 6144 elementami wymagat z kolei
bardzo dtugich czaséw rozwigzania. Przekraczal tez dostepny rozmiar pamieci
rzedu 8 GB (szacunkowo wymaga ponad 16GB pamieci RAM). Czasy obli-
czen zadania prostego przy zmianie modelu z 384 elementowego — 1154 wezty
na 1536 elementowy — 4610 weztow, wzrost z 18 sekund do czterech minut i
47 sekund. Zastosowanie elementéw nieskoniczonych z tacznie 832 elementami
odpowiadajacego gestoscia siatki klasycznemu modelowi z 1536 elementami
zredukowalo czas obliczenr do 1 minuty i 24 sekund. Model zbudowany z 6144
elementow i 18434 wezléw z uwagi na uzycie pamieci wirtualnej typu swap
byt zbyt kosztowny obliczeniowo i nieadekwatny do poréwnania. Z tego tez
powodu do dyskusji efektéw zastosowania elementéw nieskonczonych i pordw-
nania z klasyczna metodg rozszerzania obszaru (balooningu) wybrano siatke
oparta o0 4610 wezlow. Nalezy rowniez dodaé, ze wymienione gestosci siatki wy-
nikaja z braku generatora siatki, ktéry umozliwialby wygenerowanie nie tylko
modelu otwartego z elementami nieskonczonymi ale réwniez modelu zbudowa-
nego w “czesci standardowej” z tylko i wylacznie elementéw o$mioweztowych.
Ten ostatni mankament dotyczy skadinad bardzo dobrego programu NETGEN
[51]. Programy komercyjne jak przyktadowo “QUAD-SURFACE 3.5 [75] bytly
poza zasiegiem cenowym (ponad 5 tys. USD). Wykorzystanie siatki mieszanej
trojkatno-kwadratowej podwajatoby zaréwno wysitek obliczeniowy jak i ob-
jetos¢ pracy nie wnoszac zmian jakosciowych do prezentowanej teorii. Przy
generowaniu siatki elementéw brzegowych wykorzystano wiec wtasny genera-
tor zwiekszajacy za kazdym razem jej gestos¢ czterokrotnie. Doktadnie rzecz
biorac kazdy element dzielony jest na cztery nowe. Stad wynika sekwencja 384
elementy, 1536 elementow (4 x 384) i 6144 elementéow (4 x 1536).
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Rozdzial 5

Srodowiska niejednorodne

5.1 Wprowadzenie

Zagadnienia w ktorych wlasciwosci parametréw materiatowych zaleza od
wspotrzednych przestrzennych wymagaja specjalnego potraktowania aby mo-
gly by¢ rozwigzywane Metoda Elementow Brzegowych [44]. Wynika to z faktu,
ze MEB odnosi si¢ tylko do wartosci rozwiazania na brzegu obszaru. Badany
obszar dzielony jest woéwczas na jednorodne warstwy lub przyjmuje sie, ze
niejednorodnos¢ ma charakter funkcyjny i ciagly. Przypadek zawilgoconego
ceglanego muru rozwazany w nastepnym rozdziale 6 zawiera oba wspomniane
podejscia. Uwzglednienie zmian zawilgocenia muru wzdtuz jego grubosci zwia-
zane 7 przesychaniem powierzchni zewnetrznych uwzglednione jest w postaci
modelu 4 warstwowego. Natomiast zmiana zawilgocenia w pionie wywotana
nasigkaniem muru od jego podstawy uwzgledniana jest jako niejednorodnosé
opisana w pionie wycinkiem funkcji kwadratowej lub funkcja wyktadnicza.
Rozwazania zawarte w niniejszym rozdziale dotyczy¢ beda materialow z nie-
jednorodnosciag ciagla (ang. Functionally Graded Materials) [44, 56, 83, 55|
a przedstawione zaleznosci teoretyczne znalazly zastosowanie obliczeniowe w

badaniach zawilgoconego muru.
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5.2 Rownanie Bazowe MEB i funkcja Greena

dla srodowisk z niejednorodnoscia ciggta

Roéwnanie bazowe opisujace potencjal catkowity w materiale niejednorod-

nym przedstawia sie nastepujaco [44, 39]:

@olr) + [ S e -

(5.1)
oP(r)
on(r’)

Funkcja G*(r,r’) nie jest jednak rozwiazaniem fundamentalnym dla réwnania

=[G (r =) dr(r').

Laplace’a. Rownanie rozniczkowe czastkowe, ktore nalezy rozwiazaé¢ wzgledem

® przedstawia sie nastepujgco:
V [y(r)V®(r)] = 0. (5.2)

Przyjmujemy nastepnie, ze G*(r,r’) jest funkcja Greena dla rownania (5.2),
czyli:
V[y(r)VG* (r,r)] = —=6(r — 1). (5.3)

Rozwiazanie analityczne réwnania (5.3) mozna uzyskaé tylko dla pewnych
szezegdlnych funkeji v [44].

Rownanie catkowo-brzegowe (5.1) mozna wyprowadzié¢ stosujac twierdzenie
Gaussa-Ostrogradskiego (twierdzenie o dywergencji wektora) [43] do wektora
Y(r)G*(r, v )VO(r):

/QV(’y(r)G*(r,r’)V@(r))dQ(r) :/I;v(r)G*(r,r’)gi((I‘r))dF(r). (5.4)

Dalszy tok postepowania jest analogiczny jak przy klasycznym wyprowa-
dzaniu rownania catkowo-brzegowego [39, 16| dla Metody Elementow Brzego-
wych.

Funkcje pod calka powyzszego réwnania mozna zapisa¢ w postaci:

V(y(r)G(r, ")V (r)) =G r, ')V (y(r)VO(r))+7(r) VG (r,r' ) V&(r). (5.5)

Rownanie (5.4) przybierze postac:
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/Q (G (r, ¥)V (4(r)VE(r)) +(r) VG (r, 2 ) VO(r)] d€Y(r) =

3@( )
_/ “) Sl )dF(r). (5.6)

Analogicznie jak przy wyprowadzeniu drugiej formuty Greena zamieniajac

miejscami G*(r,r’) i ®(r) miejscami otrzymamy:

/Q [@(r)V (v(r)VG*(r,r") + v(r)VO(r)VG*(r,r")] dQ(r) =

(5.7)
— [wem e ar
Odejmujac stronami réwnania (5.6) i (5.7) otrzymamy:
/Q [G*(r, X )V ((r)Ve(r)) = 2(r)V (v(r) VG (r,r'))] dSY(r) =
(5.8)

— e G - wem S ar

Uwzgledniajac rownanie (5.2) oraz na podstawie wlasciwosci delty Diraca:

—/q> r)\VG*(r, 1) /q> (r—1')dQ(r) =c(r)B(r'), (5.9)

otrzymamy réwnanie catkowo-brzegowe (5.1) odpowiadajace rownaniu roz-

niczkowemu czastkowemu (5.2):

8G r,r) % (
—i—/’yr’)(I) o) — Al = /’yr’)Grr') i) dr'(r'). (5.10)

Wprowadzamy nows zmienna ®(r') spetniajaca zaleznosé:

O(r,r') =7 (r)G*(r,r). (5.11)
Druga pochodna tej funkcji wzgledem x wynosi:
oRL 5?1 . 1. 0G* 1 02G*
2 = aato g
0% 1 8G* 9*°G*
= W(fyg)G [8 V5.2 ] = (5.12)
0% i . 10 o0G*
= g e 2m< 8:1:)
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Uwzgledniajac analogiczne pochodne po y i z otrzymamy:
V20(r,1') = V2 (42 (1)) G*(r,¥') + 472 (1) Ve (y(1) Vo G* (x,1)) . (5.13)
Przyjmujac, ze przewodno$¢ v spelia nastepujagcy warunek:
V2 (73 (r)) =0, (5.14)
rownanie (5.13) ulega uproszczeniu do postaci:
V20(r,1') = v 2(r)V, (7(1)V,.G*(r,1)). (5.15)
Podstawiajac (5.9) do (5.15) dostajemy:
V2d(r,r') = —y 2 (r)d(r — r'). (5.16)

Wykorzystujac nastepnie symetrycznosé funkeji Diraca wzgledem swoich zmien-

nych tj. o6(r —r’) = §(r' — r) dostajemy rowniez:
V20(r,r') = —y 2 (r)0(r' — ). (5.17)
Jako rozwiazanie powyzszego roéwnania otrzymujemy:
d(r,r') =7 2G(r — 1), (5.18)

gdzie G(r,r’) jest juz funkcjg Greena dla rownania Laplace’a. Podstawiajac

to do (5.11) otrzymujemy koncowy wzor:
GH(r,v') =~y 2(r)y 2(r)G(r,1). (5.19)
Pochodna normalna 0G*/0n jest rowna:

aG*(I',I") _ vG*(r r/) . E —

on n

= V” )+ VG(r, )| - 2,
T Ly g

gdzie n jest wektorem normalnym a n jego dlugoécia.

(5.20)
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5.3 Wspoédlczynniki réwnania bazowego dla $ro-

dowiska z niejednorodnos$cia ciaggla

5.3.1 Obiekty dwuwymiarowe

Dla przypadku 2D na podstawie rownania (5.21) mamy:

Ger) = — Iyt (5.21)

2my[y(x)y(r) =

oraz pochodna normalna

oG*(r,1") 1 [V\/v(r)ln 1 r—r' | n (5.29)

o amHln()
Wspoétezynniki macierzy A i B :
+1 IG*([r —1'|)

NS v r—rP| 7w

Ai' ) ! - d )
s = [ T T e
(5.23)
/ +1 * /
Bijr) = [ @G (=) ()ds.
Oznaczajac:
R=lr—r|= /(e — o)+ (y—y) (5.24)
otrzymujemy:
0G* (k) _0G'OR _0G" [oR0s | 0Rdy) _
on  OR On OR |0xon  Oyon|
(5.25)
]‘ /
= TorR? (@' —2)ne + (V' —y)ny]
gdzie:
OR o' —u OR _y' —y
or R’ oy R’
(5.26)
or .,
on " on Y
ng 1 ny sa zdefiniowane jako (5.27):
Y1 — Yo T1 — Zo
e = =7, ny = ———7—, (5.27)

L jest odlegtoscia miedzy weztami brzegowymi elementu.
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5.3.2 Obiekty tréjwymiarowe

Analogicznie dla przypadku 3D na podstawie rownania (5.19) mamy:

N 1
) A\ [y (x)y ()| — 1|

G*(r,r (5.28)

oraz pochodna normalna

0G*(r,1’) 1 V() 1 r—r n (5.20)

o am A |y Eorl e e

Wspoétezynniki macierzy A i B wyznaczane sa analogicznie jak dla przy-
padku 2D.
Szczegbdlowe rozwiniecie rownan (5.28) i (5.29) przedstawione jest w na-

stepnym rozdziale gdzie sa on stosowane do obliczen zawilgocenia muru.

W przypadku gdy niejednorodnos$é¢ v opisana jest funkcja wykltadnicza za-
lezng od jednej tylko wspotrzednej z:

Y(x,y, 2) = 7(2) = 10e*”, (5.30)

gdzie 3 jest wspolczynnikiem niejednorodnosci materiatu,
rownanie (5.2) mozna zapisa¢ w postaci:

od
2 —_— =
Vo + 243 P 0, (5.31)

Funkcja Greena bedzie rozwiazaniem réwnania:

oG
VG (r, 1) — 265- = —6(r — 1), (5.32)
z
gdzie standardowo r jest punktem zZrodla a r’ punktem obserwacji.
Rozwiazanie rownania (5.32) jest wyprowadzone w pracach [36, 45] i przed-
stawia sie nastepujgco:

B(—lr—r'|+R.)

G(r,r') = (5.33)

e —r1'| 7
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aR,=z— 2.
Warto jeszcze zapisa¢ zaleznosé (5.33) w postaci:
1 Al-lr—r'|+R2) _ 1

G(r,r') = + : (5.34)

CArmr —1| 4 |r — 1/

Pierwsza czes$¢ rownania (5.34) jest funkcja Greena dla rownania Laplacea
w Srodowisku jednorodnym. Druga czes$é¢ zanika gdy 3 — 0 czyli gdy mamy
do czynienia ze srodowiskiem jednorodnym. Jednoczesnie ta posta¢ réwnania
wskazuje, ze gdy r — 1’ mamy odczynienia z identycznym sformulowaniem
osobliwosci jak dla rownania Laplacea w przestrzeni trojwymiarowe;j.

Do obliczern Metoda Elementow Brzegowych niezbedne bedzie jeszcze przed-
stawienie pierwszej pochodnej funkcji Greena:

R.3  OllrR)

Gr,r'y=——-"T"——5e ¥l | 5.35
(r r) 27T(|I‘—I"|)2 ( )

oraz sformutowanie réwnania catkowo-brzegowego:

c(r)®(r) + /F <8G(’g;r/’) — 28n.G(r — r'|)> ®(r')dl’ =
(5.36)

- [ole- r’|)8q;§;,>d1“,

n, jest sktadowa z wektora normalnego n.
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Rozdzial 6

Analiza rozkladu zawilgocenia

muru

Wprowadzenie

Celem weryfikacji przedstawionych w poprzednich rozdziatach rozwazan
teoretycznych przytoczone zostana wyniki pomiaréw i badan wykonane na
obiekcie rzeczywistym. Badania wiazaly sie z nieinwazyjnym, opartym o to-
mografie impedancyjna okre$laniem rozktadu zawilgocenia muréw ceglanych.
Prowadzone one byly przez zesp6t badan tomograficznych Instytutu Elektro-
techniki w Miedzylesiu kierowany przez dyr. dr inz. Stefana Wojtowicza i
zespoOl prof. dr hab. inz. Jerzego Holy z Instytutu Budownictwa Politechniki
Wroctawskiej.

Zawilgocenie Scian i muréw zbudowanych z materiatéw porowatych takich
jak cegta czy beton jest czestym problemem w budownictwie zwigzanym szcze-
gblnie w starszych budynkach, z niewystarczajaca izolacja poziomag i pionowsa
Scian fundamentowych. W takich przypadkach podciagana kapilarnie z gruntu
wilgo¢ moze siegna¢ nawet na wysokos¢ 3 metréw. Towarzyszace temu zjawisku
zanieczyszczenie struktury muréw roztworami soli, zasad czy kwasoéw organicz-
nych wzmaga niszczace dzialanie wilgoci. Wytrzymato§¢ muru spada. Zama-
rzajaca zimg woda i krystalizujaca sie s6l moga prowadzi¢ do pekania murow.
Wilgoé¢ i zagrzybienie takich muréw sa rowniez szkodliwe dla zdrowia ludzi.
Abstrahujac od stosowanej metody osuszania nalezy powiedzie¢, ze kontrolo-
wanie zawilgocenia w czasie takiego procesu jest niezbedne. Konduktywnoscé

muru rézni sie w zaleznoSci od jego sktadu, stopnia zasolenia czy zawarto-
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Sci dodatkowych substancji zmieniajacych jego wlasciwosci uzytkowe. Jednak
czynnikiem najbardziej wplywajacym na zmiany konduktywnosci muru jest
jego wzgledna wilgotnos¢é. Poniewaz konduktywno$¢ muru zmienia si¢ wraz
z jego wilgotnoscia mozna ja okresla¢ stosujac metody elektryczne takie jak
tomografia impedancyjna do ktoérej walorow zaliczy¢ nalezy nieinwazyjnosé i

powstanie obrazu rozktadu zawilgocenia wewnatrz muru.

6.1 Opis obiektu i zalozenia wstepne

Rzeczywisty obiekt badan stanowil mur ceglany specjalnie zbudowany do
badan w certyfikowanym laboratorium Instytutu Budownictwa we Wroctawiu

o wymiarach 1m x 1m x 0.51m - zdjecia 6.1.

Rys. 6.1. Zdjecia badanego muru ceglanego w Instytucie Budownictwa we Wro-

clawiu.

Mur zalany zostal woda do polowy wysokosci. Nastepnie wode odprowa-
dzono i nastepnego dnia dokonano pomiaréw. Mur zostal nawiercony na 3
roznych wysokosciach w celu pobrania probek z roznych glebokosci dla okre-
Slenia stopnia zawilgocenia metoda suszarkowo-wagowa. Jednoczesnie doko-
nano pomiaréw napie¢ na 26 elektrodach tomografu impedancyjnego jak na
rys. 6.2 w celu okreslenia rozktadu zawilgocenia muru. Uzyskanie tomogra-
ficznego obrazu zawilgocenia muru wymagalo uwzglednienia niejednorodnosci
badanego Srodowiska. Wynika to z réznego stopnia zawilgocenia zmieniaja-
cego sie wraz z wysokoscia muru. Istota niniejszego rozdziatu jest poréwnanie
wynikoéw uzyskanych z pomiaréw tomograficznych w ktorych aparacie oblicze-
niowym zastosowano Metode Elementow Brzegowych z elementami wytacznie
standardowymi oraz po hybrydyzacji z elementami nieskonczonymi. Zatozono

na podstawie pomiaréw dokonanych metoda suszarkowo-wagowa i spodziewa-
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Rys. 6.2. Zawilgocony ceglany mur z elektrodami tomografu rezystancyjnego
el+e26 i trzema punktami, w ktorych dokonano odwiertow dla pomiaréw me-
toda suszarkowo-wagowa 1+3 - po lewej oraz odpowiadajacy mu 4 warstwowy

model z siatka czworokatng - po prawe;j.

nego oddzialywania $rodowiska, ze wilgotnos¢ muru maleje wyktadniczo wraz

z oddalaniem sie od nasigknietej podstawy muru.

6.2 Pomiary

6.2.1 Wyniki pomiaréw uzyskane metoda suszarkowo-
-Wagowa

Wyniki pomiaréw dokonanych z odwiertow umiejscowionych na 3 r6znych
wysoko$ciach muru przedstawione zostaly w tabeli 6.1 natomiast wyniki po-
miaréw potencjalow dla kolejnych katéw projekcji w tabeli 6.2. Poprzez kat
projekcji rozumiany jest uktad elektrod doprowadzajgcej napiecie i uziemionej.
Przyktadowo kat projekeji 1-26 oznacza, ze napiecie podano na pierwsza elek-
trode, dwudziesta szosta elektroda zostata uziemiona a potencjaly mierzone sa

kolejno na wszystkich pozostalych elektrodach pomiarowo-doprowadzajacych.
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Tablica 6.1. Wyniki pomiaréw uzyskane metoda suszarkowo-wagowg dla zawil-

goconego muru

wysokosé glebokosé [m]
miejsce | punktu 0 | 005|010 ] 015 | 020 | 025 | 0.51 | wilgotnos¢
pomiarowe | pom. [m] wilgotnosé [%] érednia %]
1 0.27 12.40 | 13.16 | 11.00 | 10.50 | 11.74 | 12.50 | 12.30 11.84
2 0.57 2.54 2.26 1.50 2.26 1.70 2.00 2.50 2.11
3 0.80 1.48 1.56 1.64 1.70 1.74 2.13 1.50 1.68

Rys. 6.3. Niejednorodno$¢ materiatu okreslona funkcja wyktadnicza lub wielo-

mianem stopnia drugiego

6.2.2 Zastosowanie tomografii rezystancyjnej z uzyciem

MEB i elementéw standardowych

Z uwagi na przyjete ograniczenia (5.14) wyktadniczy sposob zanikania za-
wilgocenia muru wraz z oddalaniem sie ku gorze od nasigknietej podstawy
zostal zastapiony aproksymacja funkcja kwadratowa jak na rysunku 6.3:

Przyjmujac v = 7o(Ay* + By + C) otrzymujemy:

1

In \/( )24( DE
% T—x y—y
G*(z,y) = (6.1)

27?70\/(Ay2 + By + C)(Ay? + By + 0)7

oG (v,y) (z —a')

9z 2my0 [(x — 2')% + (y — v')?] V/(Ay? + By + C)(Ay? + By + C)

(6.2)
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3(Ay? + By + C)(2Ay' + B)lIn————
) % (Ay” + By + C)(24y" + B)ln e
3
4m [v5(Ay® + By + C)(Ay” + By’ + C)]?
G (x,y)  _ (y—v) -
% 2m0 (@ —2/)2 + (y = ¥)2] /(Ay? + By + C)(4y”? + By’ + C)

(6.3)

2( A2 + B OV A2 + By + OVln——e— — L
%0 (Ay* + By + C)(Ay" + By + O)n e

3
4r [43(Ay? + By + C)(24y’ + B)|®

W przypadku srodowiska o odmiennym rozktadzie niejednorodnosci w pio-

nie i w poziomie przyjmujac v = vo(ax?+bx +c)(Ay? + By + C) otrzymujemy:

1

n—-—ee——
v (@—2)2+(y—y")?
(6.4)

G (z,y) = ,
270 \/(ax2 + ba + ¢)(az’? + bz’ + ¢)(Ay? + By + C)(Ay'2 + By’ + C)
9G™ (z,y) _ (z —a') N
e 2m90 [(@ = 22 + (y = ¥)2] /(@22 + ba + )(aa’2 + ba’ + ) (Ay2 + By + O)(Ay"2 + By + C)
(6.5)
'yg(az2 + bz + ¢)(az'? 4 ba’ + ¢)(Ay? + By + C)(24y’ + B)in L
(@—a")2+(y—y")?
_ = ,
47 I:'yg(azz + bz + ¢)(2ax’ + b)(Ay? + By + C)(Ay’2 + By’ + C)] 2
0G* (z,y) (y—vy") N
oy 210 [(@ — )2 + (y = ¥)2] \/(a22 + b + ¢) (@a’2 + ba’ + ) (Ay? + By + O)(Ay"2 + By' +C)
(6.6)

'yg(az2 + bx + ¢)(2az’ + b)(Ay? + By + C)(Ay'? + By’ + CO)ln ——o~L
V (@—a)2+(y—y")?

3
am [432(a22 + ba + ) (ax'? + ba’ + ) (Ay? + By + O)(24y’ + B) | 2
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Graficzna prezentacje wynikéw pomiaré6w oraz obliczert dla modeli dwu- i

troj-wymiarowego przedstawiajg rysunki 6.5 i 6.6.

6.3 Dyskusja wynikéw

Przedstawione rzeczywiste pomiary do$wiadczalnych, zawilgoconych mu-
row wykonane zostaly w celu opracowania metody nieinwazyjnego, bez ko-
nieczno$ci dokonywania odwiertéow, badania i monitorowania zawilgocen mu-
row ceglanych za pomoca tomografu impedancyjnego. Zmodyfikowana o uwzgled-
nienie Srodowisk z niejednorodnoscia ciagta Metoda Elementéow Brzegowych
shuzyla do rozwiazywania zadania prostego. Wspomniane muru mialy skon-
czone rozmiary poréwnywalne do wysokosci zawilgocenia — przed odprowadze-
niem wody zalewane byly do potowy wysoko$ci. Ponadto elektrody pomiarowo-
doprowadzajace rozmieszczone byty na calej wysokosci muru. Z tego wzgledu
istotniejsze wydawalo sie jak najrzetelniejsze odzwierciedlenie mozliwosci i do-
ktadnosci oferowanej przez zastosowanie tomografu impedancyjnego wykorzy-
stujacego pomiary z wszystkich elektrod. Mimo, ze przypadek ten nie zawierat
elementow nieskonczonych stanowi on doskonaly przyktad mozliwosci ich za-
stosowania. Rzeczywiste mury budynkéw osiagaja zazwyczaj kilkanascie razy
wieksze wysokosci co tacznie z nieznang wysokoscig zawilgocenia stanowi wska-
zanie do zastosowania elementow nieskonczonych. Poszukiwanie obrazu niedo-
stepnego wnetrza obiektéw w badaniach tomograficznych wiaze sie okreslaniem
rozkladu wspotczynnikow materiatlowych tak jak to ma miejsce w §rodowiskach
niejednorodnych. Mozliwo$é¢ doswiadczalnej weryfikacji analizy srodowisk nie-
jednorodnych z uzyciem MEB uzna¢ mozna za wazny krok w kierunku prak-
tycznego zastosowania tej metody w tomografii a wiec rowniez omawianych w
rozprawie elementéw brzegowych nieskoriczonych. Przyblizeniem obiektu ta-
kiego jak omawiany mur byl przypadek nieskoriczonego tunelu jak w rozdziale
4.3. Por6éwnanie rysunkow 4.20 1 6.2 uwidacznia celowe podobienistwo zbudo-
wanych modeli. Inny model muru odnoszacy sie do przypadku rzeczywistego
mozna wyobrazi¢ sobie tak jak to ideowo jest przedstawione na rysunku 6.4.
Odnoszac sie do samych wynikow uzyskanych z pomiaréw i obliczenn nalezy
uznaé rezultaty z modelu dwu-wymiarowego za zadowalajace natomiast efekt
obliczenn modelu tréojwymiarowego za zdecydowanie dobry. Oprécz réznicy

wymiaréow modele te roznity sie zastosowana do interpolacji zatozona funkcja
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Rys. 6.4. Pogladowy model zawilgoconego muru z elementami nieskoriczonymi

rozktadu przewodno$ci. W modelu dwuwymiarowym zastosowano interpolacje
wycinkiem funkcji kwadratowej natomiast w modelu tréjwymiarowym funkcja
wyktadnicza. Efektem takiego podejscia byto zastosowanie w zadaniu odwrot-
nym funkcji celu zaleznej od trzech wspoélczynnikow materiatowych a, b, ¢ dla
modelu dwuwymiarowego (v = 7,(az?+bz+c)) a w przypadku modelu trojwy-

miarowego zaleznej od jednego wspolczynnika materiatowego 8 (v = v,€2%%).
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Rys. 6.5. Potencjaly na poszczegdlnych elektrodach w przypadku muru zawil-
goconego do polowy pomiary dla pobudzenia 1KHz, symulacja numeryczna
dla zmian wtasno$ci materialowych srodowiska aproksymowanych wielomia-
nem stopnia drugiego w przypadku 2D i funkcja wyktadnicza w przypadku
3D. Katy projekcji od 1-26 do 8-19
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Rys. 6.6. Potencjaly na poszczegolnych elektrodach w przypadku muru zawil-
goconego do polowy pomiary dla pobudzenia 1KHz, symulacja numeryczna
dla zmian wtlasnosci materialowych $rodowiska aproksymowanych wielomia-
nem stopnia drugiego w przypadku 2D i funkcja wyktadnicza w przypadku
3D. Katy projekcji od 9-18 do 13-14
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Rozdzial 7

Podsumowanie

Zgodnie ze sformutowana na poczatku pracy teza i celem pracy, tematem
niniejszej rozprawy bylo opracowanie teoretyczne elementéw brzegowych nie-
skoniczonych odwzorowanych i z funkcjami zaniku oraz ich praktyczna imple-
mentacja w zagadnieniach tomografii komputerowej - impedancyjnej i optycz-
nej, wykorzystujacej w zadaniu prostym Metode Elementow Brzegowych.

W kolejnych rozdziatach opracowano i przedyskutowano teorie elementow
brzegowych nieskonczonych i ich implementacje w kodzie Metody Elementow
Brzegowych. Jak to wskazano w pierwszym rozdziale pracy siostrzana Metoda
Elementow Skoriczonych doczekata sie zbiorczych opracowan tego zagadnienia
[15, 34, 35|, natomiast opracowania dotyczace elementoéw nieskonczonych w
MEB maja przewaznie charakter rozproszonych artykutow [101, 10, 11, 20, 33,
50, 79, 9] lub niewielkich dodatkéw w ksiazkach dotyczacych MEB|8, 17, 96].
Mowiac o pozycjach ksiazkowych jest to zazwyczaj kilka zdan lub pojedyn-
czych stron w zasadzie bardziej wzmiankujgcych istnienie takiego rozwigzania
niz przedstawiajacych je w szczegotach, ktore mogltyby by¢ pomocne w prak-
tycznym zastosowaniu. Kolejne trzy rozdzialy prezentuja wtasnie szczegotowo
opracowane elementy brzegowe i zwigzane z ich wprowadzeniem modutly al-
gorytmu obliczeniowego MEB kolejno dla obiektow dwu- i troj-wymiarowych.
Dwa koncowe rozdzialy omawiaja zagadnienie obliczeri srodowisk niejedno-
rodnych Metoda Elementéw Brzegowych. Wskazuja na zaréwno praktyczne
wykorzystanie MEB w tomografii jak i na mozliwe praktyczne zastosowanie
elementow brzegowych nieskoriczonych.

Autor opracowal nastepujace zagadnienia:

1. elementy brzegowe nieskoriczone bazujace na standardowym izoparame-
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trycznym elemencie drugiego rzedu - jednowymiarowe stosowane do obiek-
tow dwu-wymiarowych z wielomianowymi funkcjami zaniku, z wyktad-
niczymi funkcjami zaniku oraz odwzorowane (z transformacja geometrii)

wraz 7 7 ich analiza poréwnawcza,

2. analogiczne elementy brzegowe nieskoriczone bazujace na standardowym
czworokatnym, o$mioweztowym izoparametrycznym elemencie drugiego
rzedu - dwuwymiarowe stosowane do obiektow troj-wymiarowych z wie-
lomianowymi funkcjami zaniku, z wykladniczymi funkcjami zaniku oraz

odwzorowane (z transformacja geometrii),

3. szczegdly implementacji wymienionych elementéw brzegowych nieskon-

czonych w Metodzie Elementéw Brzegowych,

4. opracowanie i przetestowanie efektywnych modeli piersi zbudowanych z
o$mioweztowych elementéw brzegowych czworokatnych i odpowiadaja-
cych im opracowanych elementach nieskoriczonych w zastosowaniu do

mammografii optycznej lub impedancyjnej,

5. wprowadzenie do zagadnien odwrotnych zwigzanych zar6wno z elemen-

tami nieskonczonymi jak i srodowiskami niejednorodnymi,
6. dokonanie identyfikacji zawilgocenia muru dla danych rzeczywistych,

Za wlasne osiagniecia w pracy uwazam zbiorcze opracowanie elementow
brzegowych nieskoriczonych w zastosowaniu do mammografii optycznej i to-
mografii impedancyjnej, poczawszy od generowania jednorodnej siatki elemen-
tow brzegowych czworokatnych drugiego rzedu po szczegdly implementacji i
niezbednych modyfikacji algorytmu MEB jak réwniez poréwnanie takiego po-
dejsécia 7z klasyczna metoda rozszerzania obszaru i doboru na jego sztucznej
granicy warunkoéw brzegowych w obszarach nieograniczonych.

Znaczenie opracowanych elementéw brzegowych nieskonczonych i zasto-
sowanie ich w MEB w zagadnieniach odwrotnych zwiazane jest z redukcja
liczby weztoéw i wynikajacym stad kilkukrotnemu skroceniu czasu obliczen. Ma
niebagatelne znaczenie w aspekcie badan tomograficznych gdzie poszukiwanie
obrazu niedostepnego wnetrza obiektu jest procesem powtarzanym wielokrot-
nie. Jednoczesnie nalezy zauwazy¢, ze dwukrotne zwiekszenie analizowanego

obszaru w metodzie klasycznej oferuje znacznie gorsza doktadno$é¢ wynikow
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niz wprowadzenie elementoéw nieskonczonych. Twierdzenie postawione w tezie
pracy o mozliwoéci efektywnego modelowanie zagadnien polowych z wykorzy-
staniem MEB i elementoéw nieskonczonych wydaje sie wiec catkowicie uzasad-

nione.
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