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Badanie spadku przyczepnosci stali do betonu
w warunkach termicznych pozarow

Zoja Bednarek!, Pawet Ogrodnik?

1Szkota Gtéwna Stuzby Pozarniczej, ul. Stowackiego 52/54, Warszawa, sgsp@sgsp.edu.pl
28zkota Gtowna Stuzby Pozarniczej, ul. Stowackiego 52/54, Warszawa, pawel-ogrodnik@wp.pl

Streszczenie: W artykule przedstawiono wyniki badan wptywu temperatur
wystepujacych podczas pozaru na przyczepnos¢ stali do betonu oraz oszacowa-
nie tego wptywu na spadek przyczepnosci pomiedzy stalg zbrojeniowa i betonem,
w warunkach pozaru oraz po przebytym pozarze. W pracy przedstawiono wyniki
badan przyczepnosci stali gtadkiej St3S oraz zebrowanej 18G2 do betonu C16/20
i C40/50 w warunkach popozarowych oraz w trakcie trwania pozaru. We wszyst-
kich przebadanych przypadkach stwierdzono istotny spadek przyczepnosci betonu
do stali zbrojeniowej na skutek oddziatywania temperatur pozarowych. Udowod-
niono, ze wystepuja istotne réznice przy badaniu przyczepnosci po pozarze oraz
podczas trwania pozaru, ktore swiadczg o czg§ciowym nawrocie przyczepnosci.

Stowa kluczowe: przyczepnosé, beton, stal, temperatury pozarowe.

1. Wprowadzenie

Celem pracy badawczej, ktorej wyniki przedstawiamy w artykule, byto okre-
Slenie charakteru i wielkosci spadku przyczepnosci stali zbrojeniowej do betonu
w warunkach termicznych wystepujacych w czasie pozarow normowych opisanych
krzywg ,,temperatura—czas”:

T =20+ 345-log(8-t+1) (1)
gdzie: T — temperatura [°C], ¢ — czas [min];

oraz krzywg empiryczng zblizona do rozktadu temperatur na powierzchni ptyt
zelbetowych, ktérg mozna opisaé wzorem (2):

K
T =1250— (1250 —T,)-erf - 2
P 0] 9. \/Z ( )
gdzie: K — wspolczynnik materiatowy, uzalezniony od gestosci materiatu, ¢ — czas
trwania pozaru [h], T, — temperatura poczatkowa powierzchni ptyty [°C], T, — tempe-

ratura powierzchni ptyty od strony grzania [°C], erfx — funkcja btedow Gaussa, nie
majaca skonczonego rozktadu na funkcje elementarne (3):

x
erfr = gfe_ﬁ dx
T o
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Badania przeprowadzono na dwoch grupach probek w celu poréwnania otrzy-
manych wynikéw. Badania wykonane w trakcie grzania probek odpowiadaja warun-
kom wystepujacym w czasie pozaru. W dalszej czesci artykutu bedziemy okreslaé
ten rodzaj badan jako badania ,,na goragco”. Badania po wstepnej obrébce termicz-
nej w podobnych jak w badaniach ,,na gorgco” warunkach termicznych przeprowa-
dzono po ostygnieciu probek w temperaturach pokojowych okoto 20°C. Badania te
w dalszej czgsci pracy bedg okreslane jako badania ,,na zimno”.

Celem poréwnania wynikow badan tych dwoch grup probek byto wyjasnienie,
czy wyniki badan spadku przyczepnosci na skutek oddzialywania wysokich tempe-
ratur wykonane w temperaturach pokojowych sa miarodajne dla oceny zachowania
sie konstrukeji zelbetowych w czasie pozaru, a takze ujawnienie zjawiska nawrotu
przyczepnosci po ostygnieciu konstrukcji. Jest to do$¢ wazny czynnik zwigzany
z wytrzymatoscig konstrukcji zelbetowych w czasie pozaru oraz z bezpieczenstwem
ratownikoéw. Zauwazono bowiem w czasie akcji ratowniczo-gasniczych odpadanie
otuliny stropoéw zelbetowych w czasie kr6tszym niz wskazywataby na to ich odpor-
no$¢ ogniowa.

Badanie natomiast przyczepnosci ,,na zimno” po obrébce termicznej probek
daje podstawe do oceny spadku przyczepnosci oraz stanu konstrukeji zelbetowych
po przebytym pozarze.

Nalezy odnotowac interesujgce wyniki uzyskane przez badaczy zajmujgcych
sie¢ zagadnieniem przyczepnosci w warunkach normalnej pracy konstrukeji, jak
réowniez w warunkach podwyzszonych i wysokich temperatur [1], [3], [4], [7], [8],
[10], [11].

Wigkszos$¢ tych ostatnich badan przeprowadzono w temperaturach pokojo-
wych po wstepnej obrébcee termicznej [2], [5], [6], [9], [12], [13].

Podsumowujac aktualny stan wiedzy na podstawie dostepnej literatury doty-
czacej przyczepnosci stali do betonu mozemy stwierdzi¢, ze:

» Wszyscy autorzy badan wskazuja na spadek przyczepnosci na skutek oddzia-
tywania wysokich temperatur.

« Stwierdzaja, ze z powodu zastosowania réznych metod badawczych wyniki
badan przyczepnosci nie daja si¢ w prosty sposéb porownac. Jest to rowniez
spowodowane rodzajem uzytych do badan probek oraz sktadem betonu,
rodzajem zbrojenia i obrobka jego powierzchni.

 Niektorzy badacze wskazuja na to, ze na spadek przyczepnosci pretéw zebro-
wanych do betonu na skutek oddzialywania wysokich temperatur wptywa
wytrzymatos$¢ betonu.

» Wyniki badan wptywu temperatur na spadek przyczepnosci przedstawione
w literaturze dotyczg gtéwnie badan w temperaturze pokojowej (badania
,»Na zimno”).

2. Planowanie badan
2.1. Badania ,,na zimno”

Na rys. 1 przedstawiony zostal schemat przeprowadzonego eksperymentu
dotyczacy badan ,,na zimno”.
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Rys.1. Schemat przeprowadzonego eksperymentu.
Fig. 1. Scheme of the experiment.

X — zmienne wejSciowe umozliwiajgce zmiane przebiegu procesu: Temperatura
nagrzewania probek T (przebieg osiagniecia T zgodny z przyjeta krzywa ,,tempera-
tura—czas”);

B — zmienne state przyjmowane na statym poziomie:

e klasa betonu C16/20 lub C40/50,
« gatunek stali zbrojeniowej: gtadka St3S lub zebrowana 18G2;

Y - zmienne wyjSciowe — zmienne mierzalne zalezne od zmiennych wejSciowych
i statych:
« sita przyczepnosci stali do betonu oraz obliczony spadek przyczepnosci.

Temperatura nagrzewania probek (zmienna X) podczas badan zmieniata sie
w zakresie od (50°C do 800°C) z odstepami wynoszacymi 50°C.

2.2. Badania ,,na goraco”

Przyjeto schemat badan podobny do badan ,,na zimno” rys.1, gdzie:
X — zmienne wejsciowe:
 stala sita przytozona do preta zbrojeniowego odpowiadajaca zatozonej
wartosci maksymalnej przyczepnosci;
B — zmienne state przyjmowane na stalym poziomie:

« klasa betonu C16/20 lub C40/50.
« gatunek stali zbrojeniowej: gtadka St3S lub Zebrowana 18G2;

Y - zmienne wyjsSciowe:
 temperatura na przyjetej krzywej nagrzewania ,,temperatura—czas” powodu-
jaca zniszczenie zalozonej przyczepnosci.

3. Charakterystyka materialow uzytych do wykonania
probek

Do wykonania probek wykorzystano beton klasy C16/20 i C40/50 [14].
Wytrzymato$¢ charakterystyczng na Sciskanie w 28. dniu okreslono zgodnie
z PN-EN 12350-1 [15]. Do zbrojenia zastosowano prety ze stali gladkiej klasy A-I
oraz zebrowanej klasy A-II o Srednicy g 10 mm.

Celem zastosowania do wykonania probek stali gtadkiej oraz zebrowanej byto
zbadanie wptywu Zeber na spadek przyczepnosci w temperaturach wysokich pozaru
oraz wyjasnienie mechanizmoéw tego zjawiska. Probki wykonano w pracowni Insty-
tutu Konstrukcji Budowlanych Politechniki Warszawskie;.
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4. Badania wykonane ,,na zimno”

Probki do badan ,,na zimno” wykonano w formie walca o Srednicy 100 mm
i wysokosci 150 mm. W srodkowej czesci probki na styku preta stalowego i betonu
oraz na zewnetrznej powierzchni probki rozmieszczono termopary.

Obrébke termiczng probek przeprowadzono w piecu z programatorem i
sterownikiem temperatur w oparciu o przyjety rozktad ,,temperatura-czas”. Po osia-
gnieciu zatozonej temperatury na przyjetym rozktadzie utrzymywano ja na statym
poziomie przez okres 30 minut (rys. 2).

W badaniach przyjeto rozktad temperatur w plycie betonowej na gtebokosci
15 mm od powierzchni ogrzewanej podczas normowego pozaru opisanego wzorem
(1) oraz rozktadu temperatur na powierzchni ptyty opisanego wzorem (2).

W tym czasie wystepowato wyréwnanie temperatury na powierzchni probki
oraz na styku stali i betonu (rys. 3). Po procesie wygrzewania probki schtadzano
przez 24 godziny do osiagniecia temperatury pokojowej. Badania przeprowadzono
na maszynie wytrzymatosciowej, stosujac metode wyciggania preta z probki (pull-
out bond test). W badaniu wyznaczono maksymalng site niezbedna do przesunie-
cia preta w betonie.

1000 -
900 -
800 -

700 -

@

=3

S
L

600 [°C]

500 [°C]

IS

o

S
L

w
=3
S

TEMPERATURA [°C]
153
S
S

400 [°C]

300 [°C]

200 /- 200(°C]
100 4 100 [°C]
CZAS [min]
0 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
—50C 100°C ——150°C ——200°C ——250°C ——300°C 4 _ Krzywa normowa temperatura-czas
2 - Krzywa temperatur na gtgbokosci 15 mm
——350°C =——400°C =———450°C =——500°C 550°C =——600°C

Rys. 2. Zalozony w badaniach ,,na zimno” rozktad temperatur z oznaczonym czasem osiagniecia
temperatury zadanej.

Fig. 2. Cold tests assumed temperatures distribution, together with time in which set tempera-
tures were achieved.
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Rys. 3. Uzyskany rozktad temperatur — stal gtadka St3S beton C40/50.
Fig. 3. Temperature curves obtained in tests — steel St3S concrete C40/50.

5. Badania wykonane w czasie grzania — ,,na goraco”

W celu poréwnania spadku przyczepnosci w badaniach ,,na gorgco” oraz
»na zimno” w jednakowych warunkach termicznych ustalono, ze podstawowym
rozktadem temperatur bedzie rozktad wystepujacy na styku preta zbrojeniowego
oraz betonu.

Dazenie do ujednolicenia rozktadu temperatur na styku stali i betonu dopro-
wadzitlo do zmniejszenia $rednicy probek w badaniach ,na goraco”. Srednice
zmniejszono o 30 mm, zachowujac wysokos¢ probki. Dzieki temu uzyskano bardzo
zblizone rozktady temperatur uwidocznione na rys. 4.

Badania przyczepnosci ,,na goraco” wykonano zgodnie ze schematem przed-
stawionym na rys. 5. W czasie badania probki byly obcigzone statg sitg utrzymy-
wang w czasie proby. Jednocze$nie ogrzewano probke zgodnie z przyjetym rozkta-
dem ,,temperatura-czas”, mierzac temperatur¢ na zewnetrznej powierzchni oraz na
styku preta i betonu. Celem badania byto ustalenie temperatury krytycznej T,,, przy
ktorej nastepowata utrata sity przyczepnosci odpowiadajaca statej sile obcigzajacej
probke. Przyktadowy przebieg badania przedstawiono na rys. 6.

Za moment utraty przyczepnosci uznawano przesuniecie preta w stosunku do
betonu, ktére powodowato nagty spadek sity. Badania wykonano na stanowisku
sktadajgcym sie z kilku elementoéw: pieca do wygrzewania probek, maszyny wytrzy-
matosciowej, uktadow pomiarowych temperatury oraz przesuniecia preta, uktadu
rejestrujacego mierzone wartosci.



10 Zoja Bednarek, Pawet Ogrodnik

740

660

580

500

TEMPERATURA [ °C]
w AN
B N
o o

N
[}
S

®
o

100

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80
CZAS [min]

===temperatura wewnatrz probki w miejscu styku stali z betonem-badanie na zimno
«===temperatura na powierzchni betonu-badanie na zimno
«===temperatura wewnatrz probki w miejscu styku stali z betonem-badanie na goraco

«====temperatura na powierzchni betonu-badanie na goraco

Rys. 4. Porébwnanie rzeczywistych rozktadoéw temperatury w obydwu rodzajach wykonanych
badan.
Fig. 4. Comparison of actual temperatures in both types of tests.

A
TEC] | P IkN]

t [min]

Utrata przyczepnoscl
{przesunigcie preta)

Rys. 5. Schemat przebiegu badania ,,na goraco”, gdzie: 1 — rozktad temperatury w miejscu styku
betonu z pretem stalowym, 2 — wykres sity przytozonej do probki (wyciagajacej pret
z betonu).

Fig. 5. Hot test diagram.
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Rys. 6. Przyktadowy przebieg badania ,,na goraco”, gdzie: 1 — temperatura na styku preta z beto-
nem, 2 — temperatura na powierzchni prébki betonowej, 3 — stata sita obciazajaca prébke
w czasie badania, 4 — temperatura krytyczna.

Fig. 6. Exemplary of the hot test course.

6. Charakter zniszczenia przyczepnosci w czasie badan
»ha goraco”

W celu dokonania analizy charakteru zniszczenia przyczepnosci podczas badan
,»na goraco” wykonano specjalne probki o srednicy ¢ 70 mm i wysokosci 150 mm
z betonu klasy C40/50.

Technologia wykonania byta taka sama jak probek do podstawowych badan,
z tym ze z kazdej probki w fazie betonowania zostat wyciety element o kacie rozwar-
cia wynoszgcym 90°, co umozliwito jego dowolne wysuwanie i wsuwanie podczas
badania. W czasie badan element wsuwany szczelnie przylegat do probki betono-
wej. Pozwolito to na dokonywanie analizy stanu powierzchni styku pomiedzy stalg
i betonem, zaréwno dla pretow wykonanych ze stali gtadkiej, jak i zebrowanej pod
obcigzeniem w ustalonych temperaturach.

Po osiggnieciu zatozonej temperatury na powierzchni prébki demontowano
piec badawczy i wysuwano wycinek, fotografujac powierzchnie styku stali z beto-
nem. Uzyskane wyniki badan zostaty przedstawione na rys. 7 i rys. 8.
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Rys. 7. Szczegbtowy widok styku preta gtadkiego St3S z betonem goérnej i dolnej (od strony obcig-
zenia) czeSci probki w momencie zniszczenia przyczepnosci — 315°C.

Fig. 7. Detailed view of the smooth rebar-concrete contact; upper and bottom (from the force
site) part of the sample — moment of bond destruction — 315°C

Rys. 8. Szczegbtowy widok styku preta zebrowanego 18G2 z betonem gornej i dolnej (od strony
obciazenia) czesci probki — 300°C

Fig. 8. Detailed view of ribbed rebar-concrete contact; upper and bottom (from the force site) part
of the sample — 300°C.

7. Wyniki badan

Wyniki badan przyczepnosci ,,na zimno” oraz ,,na goragco” opracowano staty-
stycznie w celu ustalenia zaleznoSci temperatury krytycznej utraty przyczepnosci dla
przyjetych w badaniu zmiennych statych (klasa betonu, gatunek stali).

Obliczenia sredniego wyniku spadku przyczepnosci dokonano na podstawie
wynikow p1¢c1u prob w kazdym punkc1e pomlarowym przyjmujac roznice sity
przyczepnosci w danym punkcie pomlarowym i w punkcie o temperaturze 20°C
(spadek zerowy). W badaniach ,,na zimno” temperature krytyczng odpowiadajaca
spadkowi przyczepnosci pomiedzy pretem ze stali gtadkiej St3S a betonem C16/20
oraz pretem ze stali zebrowanej 18G2 a betonem C16/20 opisano wzorem:

y=azr+b (4)
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gdzie: x — spadek sity przyczepnosci w [%], y — temperatura na styku stali i betonu,
w ktorej wystepuje ten spadek przyczepnosci.
Wspotczynniki a i b przedstawiono w tabeli 1.

W przypadku temperatur krytycznych odpowiadajacych spadkowi przyczep-
nodci stali zebrowanej 18G2 do betonu C40/50 lepsze dopasowanie reprezentuje
funkcja logarytmiczna:

y=alnz+b (5)
Wspotezynniki a i b w tym wzorze zamieszczono rowniez w tabeli 1.

Tabela 1. Wspotczynniki a i b.
Table 1.  Coefficients a i b.

Wspbtezynniki rownan regresji oraz wspotczynniki
determinacji — badania” na zimno”

Lp. Ga.tunek stali Nachylenie funkcji Przesuniecie funkcji Wsp(’).iczylil.nik
i betonu [a] [b] determinacji [R?]

1 St3S, C16/20 5,762 21,916 0,991

2. St3S, C40/50 6,148 22,152 0,970

3. 18G2, C16/20 8,325 19,252 0,986

4 18G2, C40/50 203,51 -81,234 0,815

Spadek przyczepnosci w zatozonych temperaturach otoczenia w badaniach ,,na
zimno” przedstawiono réwniez w postaci tabelarycznej (tabela 2 oraz tabela 3).

Tabela 2. Wyniki badan spadku sity przyczepnosci stali gtadkiej St3S do betonu C16/20 oraz
C40/50.

Table 2.  Results from research into decrease of bond force between smooth steel St 3S and
concrete C16/20, C40/50.

Wyniki badan spadku sity przyczepnosci

Numer Rzeczywista
e W srodowisku Stal St3S, Stal St3S,
pozaru beton C16/20 beton C40/50
[kN] [%] [kN] [%]

1T 20°C 0,00 0,00 0,00 0,00
2T 50°C 2,02 7,41 2,84 10,25
3T 100°C 1,80 6,60 2,98 10,76
4T 150°C 3,42 12,55 3,12 11,26
5T 200°C 4,84 17,75 4,28 15,45
6T 250°C 7,48 27,44 5,34 19,28
7T 300°C 9,86 36,17 8,00 28,88
8T 350°C 11,10 40,72 12,94 46,71
oT 400°C 13,44 49,30 15,10 54,51
10T 450°C 17,28 63,39 14,66 52,92
11T 500°C 20,14 73,88 17,14 61,88

12T 550°C 22,80 83,64 20,64 74,51
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Tabela 3. Wyniki badan spadku sity przyczepnosci stali zebrowanej 18G2 do betonu C16/20 oraz
C40/50.

Table. 3. Results from research into decrease of bond force between ribbed steel 18G2 and
concrete C16/20, C40/50.

Wyniki badan spadku sity przyczepnosci

Numer R?ecéywisf Stal 18G2, Stal 18G2,
badania WV STOUOWISKU  haton C16/20 beton C40/50
pozaru
[kN] [%] [kN] [%]
1T 20°C 0,00 0,00 0,00 0,00
2T 50°C 0,74 2,65 2,38 5,55
3T 100°C 1,94 6,95 2,00 4,66
4T 150°C 3,68 13,19 1,28 2,98
ST 200°C 3,46 12,40 2,72 6,34
6T 250°C 4,94 17,71 1,12 2,61
7T 300°C 6,66 23,87 2,32 5,41
8T 350°C 8,88 31,83 2,06 4,80
9T 400°C 9,44 33,84 2,28 5,31
10T 450°C 12,30 44,09 2,58 6,01
T 500°C 14,10 50,54 2,42 5,64
12T 550°C 16,92 60,65 3,20 7,46

Wyniki badan w temperaturach wysokich (badania ,,na goragco”) opracowano
statystycznie, uzyskujac zaleznosci liniowe opisujace temperature krytyczna, przy
ktorej nastepuje zatozony spadek przyczepnosci, zgodnie z wzorem (4).

W tabeli 4 przedstawiono warto$ci wspotczynnikow a i b we wzorze.

Tabela 4. Wspodtczynniki a i b.
Table 4.  Coefficients a i b.
Wspbtcezynniki rownan regresji oraz wspotczynniki
determinacji — badania” na gorgco”

Lp. Gatunek stali i Nachylenie funkcji  Przesuniecie funkcji Wspé?czyr}nik
betonu [a] [b] determinacji [R?]

1. St3S, C16/20 5,294 -19,009 0,939

2. St3S, C40/50 5,981 5,385 0,981

3. 18G2, C16/20 6,454 36,206 0,972

4. 18G2, C40/50 9,075 23,944 0,976

Na rys. 9 przedstawiono poréwnanie wykresow opisujacych spadek przyczep-
noSci w temperaturach wysokich w badaniach ,,na zimno” stali gtadkiej St3S do
betonéw klasy C16/20 oraz C40/50. Wykres ten stanowit podstawe do wnioskowa-
nia o wptywie klasy betonu na przyczepnos¢ oraz spadek przyczepnosci w podwyz-
szonych temperaturach w przypadku stali gtadkiej

Na rys. 10 przedstawiono wykresy opisujace spadek przyczepnosci w tempera-
turach wysokich pozaru pomiedzy stalg zebrowana 18G2 a betonami klasy C16/20
oraz C40/50 uzyskane na podstawie wynikoéw badan w temperaturach pokojowych,
tj. ,,na zimno”.
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Narys. 11 przedstawiono wykresy opisujace spadek przyczepnosci stali gtadkiej
$t3S do betondéw klasy C16/20 oraz C40/50 w temperaturach wysokich uzyskane
w badaniach ,,na goragco”. Natomiast na rys.12 przedstawiono wykresy opisujace

spadek przyczepnosci stali zebrowanej 18G2 do betonéw ww. klas.
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Rys. 9. Temperatury krytyczne spadku przyczepnosci stali gtadkiej do betonu (badania

,,na zimno”).
Fig. 9. Critical temperatures for bond reduction for smooth rebars (cold tests).
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Fig. 10. Critical temperatures for bond reduction for ribbed rebars (cold tests).
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goraco”).
Fig. 11. Critical temperatures for bond reduction for smooth rebars (hot tests).
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Rys. 12. Temperatury krytyczne spadku przyczepnosci stali zebrowanej do betonu (badania ,,na
goraco”).
Fig. 12. Critical temperatures for bond reduction for ribbed rebars (hot tests).

8. Wnioski

1. Na podstawie wynikéw badan nalezy stwierdzi¢, ze wystepujace w czasie
pozarow wysokie temperatury powodujg znaczny spadek przyczepnoSci pomie-
dzy pretami zbrojenia a betonem. Z analizy wynikéw badan mozna wnioskowag,
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ze spadek przyczepnoSci preta stalowego do betonu w badaniach ,,na zimno”
(badania stanu przyczepnosci po przebytym pozarze) oraz ,,na gorgco” (w czasie
pozaru) jest zréznicowany w catym zakresie temperatur (do 800°C) przyjetym
w badaniach. Spadek przyczepnosci ,,na gorgco” jest zawsze wigekszy niz w bada-
niach ,,na zimno”. Swiadczy to o czesciowym nawrocie przyczepnosci po ostygnie-
ciu probki prawdopodobnie w czesci spowodowanej tarciem.

2. Bardzo istotny wptyw na przyczepnos¢ stali do betonu nie tylko w tempe-
raturze normalnej, co jest faktem powszechnie znanym, ale rowniez w temperatu-
rach pozarowych ma rodzaj stali (zebrowana, gtadka), co jest zwiazane ze zr6znico-
waniem powierzchni styku stali i betonu oraz sposobem przekazywania obcigzen
z preta na beton.

3. Wplyw wytrzymatosci betonu na przyczepnosé¢ stali do betonu w tempe-
raturach pozarowych jest zr6znicowany, zwigzany z rodzajem stali: w przypadku
przyczepnosci stali gtadkiej do betonu ma niewielki wptyw, natomiast w przypadku
stali zebrowanej ma istotne znaczenie. Na podstawie badan stwierdzono, ze w przy-
padku stali gtadkiej po zniszczeniu przyczepnosci pret w temperaturach podwyzszo-
nych i wysokich ,,wyslizguje” sie z betonu, nie uszkadzajac w istotny sposéb otacza-
jacego betonu. Natomiast w przypadku stali zebrowanej przed przesunigciem preta
wystepuje zniszczenie betonu w otoczeniu zeber oraz rysy w betonie poprzeczne lub
ukosne do preta.

4. W przypadku przyczepnosci pretow zebrowanych betony o wyzszej wytrzy-
matosci znaczaco podwyzszaja temperatury niebezpieczne z punktu widzenia
spadku przyczepnosci. W badaniach popozarowych spadek przyczepnosci stali
zebrowanej 18G2 do betonu klasy C40/50 moze by¢ praktycznie niezauwazalny w
zakresie temperatur nie przekraczajacych 500°C

Reasumujac:

e W badaniach popozarowych, analizujgc przydatno$¢ konstrukeji zelbeto-
wych do dalszej pracy, nalezy bra¢ pod uwage spadek przyczepnosci pomie-
dzy stalg a betonem.

e Przy okreslaniu temperatury krytycznej wptywajgcej na utrate odpornosci
ogniowej elementow zelbetowych, w szczegblnosci stropow zelbetowych,
nalezy bra¢ pod uwage mozliwos¢ odpadania otulin betonowych na skutek
utraty przyczepnosci oraz znaczny wzrost temperatury nieostonietego zbro-
jenia.

e Wyniki badan spadku przyczepnosci w temperaturze pokojowej uzyskane na
ochtodzonych po obrébce termicznej probkach nie s3 miarodajne do oceny
spadku przyczepnosci w czasie pozaru.
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Research into steel-concrete bond in fire conditions
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Abstract: The article presents results from the research into fire temperature
influence on steel-concrete bond and on the bond reduction for both in-fire and
after-fire status. Bond tests and its results for materials St3S, 18G2 reinforced steel
and C16/20, C40/50 concrete, have been described in the article both for in fire and
after-fire conditions. All tests have shown a significant reduction of steel-concrete
bond as a result of fire temperature. It was proven, that significant bond differences
exist between in-fire and after-fire tests, what demonstrate that the bond is regained
partially after the exposure.

Key words: bond test, concrete, steel, fire temperature.
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Metoda projektowania struktury systemu
wykonawczego przedsigwzi¢cia budowlanego
z zastosowaniem algorytmu ewolucyjnego

Piotr Jaskowski

Politechnika Lubelska, Wydziat Inzynierii Budowlanej i Sanitarnej, Instytut Budownictwa,
ul. Nadbystrzycka 40, 20-618 Lublin, e-mail: p.jaskowski@pollub.pl

Streszczenie: W artykule podjeto problem projektowania struktury systemu
wykonawczego przy harmonogramowaniu realizacji przedsiewziecia budowlanego
typu ,,kompleks operacji”. System ten ztozony jest z niejednorodnych jednostek
operacyjnych generalnego wykonawcy oraz kooperujacych jednostek zewnetrznych
- podwykonawcow. Tworzg oni tymczasowg organizacje. Jej struktura zmienia
si¢ w czasie zgodnie z harmonogramem realizacji przedsiewziecia. Autor dokonat
identyfikacji modelu i formalizacji matematycznej problemu projektowania struk-
tury systemu wykonawczego przedsiewziecia budowlanego. Proces doboru wyko-
nawcoéHw (elementdow systemu) opisano jako problem optymalizacji trojkryterialnej
harmonogramu. Ocena mozliwych wariantéw budowy struktury systemu wyko-
nawczego dokonywana jest przy zastosowaniu kryteriow decydujacych o efektyw-
nosci przedsiewziecia i dziatalnosci generalnego wykonawcy (minimalizacja czasu
i kosztu realizacji oraz kosztu robot zleconych podwykonawcom). Do rozwigza-
nia analizowanego problemu opracowano metode wykorzystujaca podejScie meta-
heurystyczne. W tym celu zaadaptowano algorytm ewolucyjny (wykorzystujacy
procesy stochastyczne) do rozwigzywania zagadnien trojkryterialnej optymalizacji
harmonograméw w warunkach deterministycznych oraz opracowano heurystyczny
algorytm rozdziatu ograniczonej i zmiennej w czasie liczby jednostek zasobow
i wykonawcow. Rozwigzania generowane sg z wykorzystaniem funkcji skalaryzu-
jacej osiggniecia celéow optymalizacji, bazujacej na metryce Czebyszewa. Wybor
rozwigzania koncowego moze by¢ dokonany poprzez analize przyblizenia catego
zbioru rozwigzan niezdominowanych (na podstawie preferencji globalnych decy-
denta) lub z wykorzystaniem ineraktywnej metody Steuera.

Stowa kluczowe: projektowanie realizacji przedsiewzie¢ budowlanych, opty-
malizacja wielokryterialna harmonograméw, wybor wykonawcow.

1. Wprowadzenie

Ostatnie lata doprowadzity do zmiany wielkosci przedsiebiorstw budowlanych
pod wzgledem zatrudnienia. Ze wzgledu na duze koszty zatrudnienia sity roboczej
oraz trudnosci w uzyskaniu zlecen, wiele przedsiebiorstw budowlanych zmniejsza
liczbe pracownikéw. Duze przedsiebiorstwa w wiekszosci ulegly podziatowi lub
likwidacji.
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Przynosi to efekt w postaci zmniejszenia kosztow dziatalnosci przedsiebior-
stwa oraz kosztow realizacji przedsiewziec, ale jednoczeSnie ogranicza zdolnoSci
produkcyjne i uniemozliwia realizacje wiekszych przedsiewzieé (wygranie prze-
targu). Wydtuzanie czasu realizacji przedsiewziecia obniza pozycje przetargowa
przedsiebiorstw wykonawczych. W zwigzku z tym jest niezbedne stosowanie metod
wspomagajacych projektowanie realizacji przedsiewzie¢ w warunkach ograniczonej
dostepnosci zasobow oraz zazwyczaj jest konieczna wspotpraca z innymi przedsie-
biorstwami przy podejmowaniu zlecen i ich realizacji.

Powstaje wtedy nowa organizacja na czas i do wykonania przedsigwziecia,
ktorej efektywnos¢ dziatania w duzej mierze zalezy od prawidtowego doboru jej
elementow. Zwykle inicjatywe tworzenia takiej organizacji (i decyzje o przystapieniu
do przetargu) podejmuje generalny wykonawca, ktéry przejmuje funkcje kierowni-
czg. Takg sytuacje spotyka sie w wielu stosowanych w praktyce budownictwa syste-
mach realizacji przedsiewzie¢ inwestycyjno-budowlanych (Kasprowicz [9]).

Artykut jest wynikiem prac dotyczacych zagadnienia projektowania struktury
systemu wykonawczego przy harmonogramowaniu realizacji przedsiewziecia budow-
lanego typu ,,kompleks operacji” (JaSkowski [6]). System ten ztozony jest z niejed-
norodnych, samodzielnych jednostek operacyjnych generalnego wykonawcy — np.
przedsiebiorstwa o strukturze sieciowej, oraz kooperujacych jednostek zewnetrznych
— podwykonawcéw. Tworzg oni rezerwe realizatoréw dla generalnego wykonawcy.
W rozwazaniach przyjeto zdeterminowany charakter projektowanych proceséw
technologicznych. Dostepnos¢ wszystkich zasobo6w odnawialnych przedsiebiorstwa
(zasobow ludzkich jak i maszyn oraz urzadzen) jest ograniczona, przy czym poziom
ich dostepnosci moze by¢ zmienny w czasie realizacji przedsiewziecia.

System wykonawczy (roboczy) wyodrebniony jest w ramach systemu reali-
zacji przedsiewzie¢ inwestycyjno-budowlanych. Jego zadaniem jest wykonawstwo
procesu budowlanego — zespotu dziatan technicznych, z wykorzystaniem dyspono-
wanych zasobow: srodkow technicznych, sity roboczej, na realizowanych obiektach
budowlanych, zgodnie z przyjetymi procedurami technologicznymi, organizacyj-
nymi i zasadami ekonomicznymi.

Pojecie struktura systemu oznacza pelny zbiér sktadnikoéw systemu, wyodreb-
nionych zgodnie z ustalonym kryterium ich wyrdznienia (rodzaj, zakres wykony-
wanych robét i procesow, kryterium funkcji, miejsca realizacji, wtasnosci itd.) oraz
Scista charakterystyke wzajemnych relacji (zwigzkéw) miedzy tymi sktadnikami
(prawne, wtasnosciowe, umowne, kanaly przeptywow logistycznych, tj. informa-
cji, materiatow, pieniedzy, ludzi). Zwigzki te jednak, ze wzgledu na ich dynamike,
rozpatrywac nalezy w funkcji czasu. Struktura systemu wykonawczego, jakkolwiek
z gbry ustalona w procesie projektowania realizacji przedsiewziecia, jest strukturg
dynamiczng (zmienng w czasie przebiegu wykonania zadan).

Przedsiewziecia typu ,,kompleks operacji” obejmujg niejednorodne pod wzgle-
dem technologicznym procesy, ktore nie charakteryzuja si¢ cyklicznoscia i rytmicz-
noscig realizacji (Marcinkowski [11]).

Elastyczno$¢ rozwiazan legislacyjnych w Prawie budowlanym pozwala na
funkcjonowanie w praktyce wielu modeli i systemow realizacji przedsiewzie¢ inwe-
stycyjno-budowlanych. Analiza istniejacych modeli realizacji przedsiewzie¢ budow-
lanych umozliwia klasyfikacje systeméw wykonawczych na dwa gtéwne typy:
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e system zlozony z niezaleznych wykonawcow,

e system ztozony z zasobow generalnego wykonawcy i najczesciej niezalez-
nych podwykonawcow, ktorzy wykonuja procesy o zakresie nie objetym
specjalizacja generalnego wykonawcy, ale zazwyczaj takze stanowig rezerwe
zasobow.

Projektowanie struktury systemu wykonawczego ztozonego z niezaleznych
wykonawcoéw (np. w systemie construction management) byty przedmiotem prac
Kasprowicza [9]. Brak jest natomiast badan dotyczgcych projektowania struk-
tury systemu drugiego typu. W artykule zaprezentowano metode projektowania
dynamicznej (zmiennej w czasie) struktury systemu wykonawczego, pozwalajaca
na uwzglednienie istniejacych ograniczen w dostepnosci zasobow odnawialnych
generalnego wykonawcy oraz wymagan technologicznych realizacji przedsiewzie¢
budowlanych typu ,,kompleks operacji”.

2. Opis metody projektowania struktury systemu
wykonawczego przedsigwzi¢cia budowlanego

Obecnie stosowane metody projektowania struktury systemu wykonawczego
w duzym stopniu oparte sg na intuicji decydenta i projektanta. W proponowanej
przez autora metodzie PSSWPB (Projektowanie Struktury Systemu Wykonawczego
Przedsiewziecia Budowlanego) podejmowanie decyzji o wyborze wykonawcéw na
etapie harmonogramowania przedsiewziecia bedzie wspomagaé system kompute-
rowy, umozliwiajgcy ocene wariantow podejmowanych decyzji na podstawie kryte-
riow decydujgcych o efektywnosci catego przedsiewziecia z punktu widzenia inwe-
stora i generalnego wykonawcy.

Gtowne etapy proponowanej metody to:

1. Przygotowanie danych do podejmowania decyzji, a w szczegblnosci
budowa grafu zaleznosci technologicznych miedzy procesami (pakietami robét),
wybor wiarygodnych (potencjalnych) podwykonawcow zapewniajacych odpowied-
nia jakos¢ realizacji procesow oraz ustalenie czaséw i kosztow realizacji procesow
a takze ograniczen w dostepnosci zasoboéw i wykonawcow.

2. Wyboér rozwigzania — struktury systemu wykonawczego przedsiewziecia
budowlanego, wspomagany obliczeniami przeprowadzonymi z wykorzystaniem
systemu komputerowego.

3. Weryfikacja rozwigzania i ewentualnie zmiany terminow realizacji proce-
soOw w ramach istniejacych realnych zapaséw czasu.

4. Kontrola warunkoéow i termindw realizacji procesow (po skierowaniu uzyska-
nego rozwigzania do realizacji) i ewentualnie aktualizacja modelu zagadnienia.

2.1. Identyfikacja modelu zagadnienia

Wynikiem procesu projektowania jest dynamiczna struktura systemu wyko-
nawczego, ktorej odpowiada harmonogram realizacji przedsiewziecia, stano-
wigcy podstawe jej oceny. Harmonogramowanie przedsiewzie¢ budowlanych typu
»kompleks operacji” oparte jest na wykorzystaniu metod sieciowych. Uwarunko-
wania realizacyjne technologii robot przedsiewziecia budowlanego mozna opisac za
pomocy sieci w konwencji wierzchotkowej (Biernacki i Cyunel [1]):
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$=(G{r.K}). @)

Zaleznosci kolejnosciowe miedzy poszczegdlnymi procesami wchodzgcymi

w sktad przedsiewziecia okresla unigraf G = <W, U, P> , spojny, acykliczny, z jednym
wierzchotkiem poczatkowym i jednym wierzchotkiem koncowym, w ktérym:

o W= {wl,ww...,wl.,...,wy} — zbiér wierzchotkéw grafu, odpowiadajacych
realizowanym procesom budowlanym, Y — liczba proceséw i numer wierzchotka
oznaczajacego koniec przedsiewziecia,

o U= Uy sy Uy } — zbior tukow grafu, odzwierciedlajacych zalezno-
Sci kolejnoSciowe realizacji procesow,

o PCWXxUxW - relacja trojcztonowa, okreslajaca relacje bezposredniego
poprzedzania procesow w, : w, € W .

Podziat przedsiewziecia na sktadowe procesy budowlane lub pakiety robot
(wedtug kryterium ztozonosci) dokonywany jest w taki sposob, aby kazdemu
procesowi mozna byto jednoznacznie przyporzgdkowaé niezbedne zasoby do jego
realizacji, niezmienne w czasie jego realizacji.

Funkcje 7:W — R" oraz K:W — R" okreslone na zbiorze wierzchotkow
grafu charakteryzujg odpowiednio czas wykonania i koszt realizacji kazdego procesu
w,:w, €W przez wykonawcow:

h €H', H CH, (2)

gdzie: H= {hlahg)"'7h7,,7"‘7hM} — zbiér wszystkich dostepnych, analizowanych,
ocenianych wykonawcow, M - liczba wszystkich wykonawcoéw, ktorzy moga

by¢ elementami systemu wykonawczego (roboczego), H t = hl,hQ,...,hI} — zbior
niejednorodnych wykonawcow %, :h € H zdolnych do wykonania procesu
wow €W,

W zbiorze H wszystkich analizowanych i ocenianych wykonawcow wyrdznic
mozna dwa podzbiory:

1) HW — zbiér wykonawcéw nalezacych do zbioru zasobow odnawialnych
przedsiebiorstwa — generalnego wykonawcy,

2) HP - zbiér podwykonawcow,
przy czym zachodza miedzy nimi nastepujace zaleznosci:
HW UHP = H oraz HW N HP = & (3)
Wartosci funkcji T'i K zestawione sg w formie macierzy czaséw i kosztow reali-
zacji proceséw w sposOb nastepujacy:

I= [tim ]YXM (4)

gdzie: t, — czas realizacji procesu w, : w, € W przez wykonawce b, :h € H (w przy-
padkugdy h ¢ H' =t =V, ¥ —dostatecznie duza liczba skonczona, kara),
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K= [kim]YxM (5)

gdzie: k,, — koszt realizacji procesu w,:w, €W przez wykonawceh, :h, € H
(W przypadku gdy hm g HL = kim = \Ij )'

Realizacja poszczegblnych proceséw przedsiewziecia budowlanego wigze sie
z koniecznoscig zapewnienia zasobéw odnawialnych innych niz wykonawcy, np.
maszyny, urzadzenia budowlane, bedgcych w dyspozycji generalnego wykonawcy.

Kazdemu wykonawcy h :h € H' (lubw szczegolnosci b, € HW') przy reali-
zacji procesu w, : w, € W (a doktadniej, stosowanej przez niego technologii) mozna
przyporzagdkowac zbior zasobow w liczbie: V, . Jest to niezbedna liczba jednostek
zasobu z, ze zbioru Z zasobow odnawialnych generalnego wykonawcy, innych niz
jednostki operacyjne (wykonawcy), przy realizacji procesu w, : w, € W przez wyko-
nawce h, .

W  zbiorze wszystkich zasobow odnawialnych generalnego wykonawcy

Z = 2y 2y 2 s 2, }, innych niz realizatorzy, okreslona jest liczba dysponowanych

jednostek zasobu z, w czasie. Dostepnos$¢ zasobow okreslona jest przez macierz:

D= [dzt ]RXG (6)

gdzie: R - liczba rodzajow zasobow; G —liczba przedzialow (okres6w) czasu, na jakie
podzielono horyzont czasu planowania <0,Tg > , T, — gorna granica czasu wykona-

nia analizowanego przedsiewziecia budowlanego; d , — liczba dostepnych jednostek
zasobu z_ w przedziale czasu o numerze t.

Réwniez dostepno$é wykonawcow h :h € H nie jest stata w catym hory-
zoncie planowania realizacji przedsiewziecia. Gotowos¢ wykonawcow do realizacji
proces6w analizowanego przedsiewziecia okresSlona jest przez macierz:

G= [gmt]MxG (7)

w ktorej elementy g = przyjmuja wartos¢ 1, gdy wykonawca h  w przedziale czasu
o numerze t moze wykonywaé proces w, : w, € W warto$¢ 0 w przeciwnym przy-
padku.

Zbiory H'i H' przy ¢ = j ze wzgledu na niejednorodnos$¢ wykonawcoéw nie s
roztgczne (H' N H’ = @), czyli ten sam wykonawca moze realizowac rozne procesy.
W przypadku, gdy wielkos¢ frontu robét jest duzo mniejsza od wielkosci frontu
pracy wykonawcy (np. wszystkich zespotéw roboczych w brygadzie GW czy jedno-
stek organizacyjnych przedsiebiorstwa — podwykonawcy), powierzone wykonaw-
com zadania nie wyczerpuja posiadanych przez nich zdolnosci produkcyjnych (nie
angazuja wszystkich zasobow). Z tego wzgledu nalezy dopusci¢ mozliwos¢ rowno-
czesnej pracy jednostek organizacyjnych (elementarnych) tego samego wykonawcy
na ro6znych frontach roboczych. Dla kazdego procesu i wykonawcy mozna (fakulta-
tywnie) wprowadzi¢ dodatkowg charakterystyke P, :

0<P <1 (8)

m

okreslajacg stopienn wykorzystania zdolnosci produkcyjnej i zaangazowania zaso-
béw wykonawcey h, i h, € H' przy realizacji procesu w, : w, € W,
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Ocena mozliwych wariantéw budowy struktury systemu wykonawczego (robo-
czego) moze dokonywana by¢ przy zastosowaniu nastepujacych kryteriow:

e minimalizacja czasu realizacji przedsiewziecia,
e minimalizacja tacznego kosztu realizacji wszystkich procesow,

e minimalizacji kosztu proceséw zleconych do wykonania zewnetrznym

jednostkom operacyjnym (podwykonawcom).

Kryteriom tym, rozpatrywanym niezaleznie, mogg odpowiadaé rozwigza-
nia znacznie od siebie odlegte (w przestrzeni kryteriow). Na przyktad czas reali-
zacji przedsiewziecia odpowiadajacy minimalnemu kosztowi proceséw zleconych
podwykonawcom (rbwnemu czesto zero) moze by¢ znacznie wiekszy od minimal-
nego czasu (a nawet przekracza¢ termin dyrektywny). Dlatego celowym jest rozpa-
trywanie wszystkich kryteriow tgcznie.

Dwa pierwsze kryteria sa oczywiste, komentarza wymaga kryterium trzecie.
Przyjecie za kryterium minimalizacji kosztu proceséw zleconych do wykonania
podwykonawcom przynosi efekt w postaci:

e wyboru najtanszych podwykonawcow sposroéd wszystkich analizowanych

a zapewniajacych zblizong (dopuszczalng) jako$¢ wykonania procesu;

e zapewnienie przerobu dla wilasnych zasobéw generalnego wykonawcy,
zwigkszenie stopnia ich wykorzystania — szczegélnie dotyczy to jednostek
operacyjnych wewnetrznych — sprawnych, efektywnych;

e minimalizacji utraconych korzysci finansowych z tytutu zlecania procesow
podwykonawcom;

e zwiekszenia zysku generalnego wykonawcy (réznicy miedzy ceng kosztory-
SOwg — umowng, a rzeczywistym kosztem poniesionym przez generalnego
wykonawce — tgcznie z kosztami statymi utrzymywania zasobow, oraz kosz-
tami proces6w zleconych podwykonawcom).

2.2. Formalizacja opisu modelu

W modelu matematycznym problemu projektowania struktury systemu wyko-
nawczego przedsiewziecia budowlanego przyjeto nastepujace zatozenia:

1) horyzont planowania O= <07 T,> zostal podzielony na jednostkowe prze-
dziaty (okresy) czasu o, (t =1,2,...,G); funkcja n(o)=t-6, gdzie & — dtugosc¢
przedzialu jednostkowego w jednostkach czasu przyjetych przy projekto-
waniu (np. zmiana robocza, dzien, tydzien), okresla termin odpowiadajgcy
koncowi przedziatu o,;

2) proces w, : w, € W moze by¢ zrealizowany tylko przez jednego wykonawce
h :h €H=HWUHP,

3) procesy sa niepodzielne w czasie;

4) w przedziale czasu o numerze t proces w, (i>1) moze byC realizowany

wowczas, gdy wszystkie procesy bezposrednio go poprzedzajace zostaly
wykonane i gdy dostepne s3 zasoby odnawialne do jego realizacji.

Struktura systemu wykonawczego jednoznacznie (ale posrednio) okreslona
jest poprzez:
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e dobor wykonawcow do realizacji wszystkich proceséw, a wiec poprzez
wartosci zmiennej binarnej x, (przyjmujacej warto$¢ 1, gdy proces w;, reali-
zowany bedzie przez wykonawce h , wartos¢ O w przeciwnym przypadku),

e termin zakonczenia realizacji kazdego procesu w, :w, € W, czyli poprzez
wartosci zmiennej binarnej x, przyjmujacej wartos¢ 1, gdy realizacja procesu
w, zakonczy si¢ w przedziale czasu o numerze t, warto$¢ 0 w przeciwnym
przypadku.

Model matematyczny do analizowanego zagadnienia zapisano z wykorzysta-
niem zmiennej x, =x, -X,, zawierajgcej obie wymienione wyzej informacje.

Model matematyczny przyjmuje nastepujaca postac:

minimalizuj (t3cznie lub niezaleznie):

e czas realizacji przedsiewziecia:

G
min TP = Z Zn(ol)mml (9)
me{m: hmelll}zzl
e koszt realizacji przedsiewziecia:
mln KP z Z Z im ’ zmt (10)
i= 1m6mh EH}’ 1
e koszt realizacji procesow zleconych do wykonania podwykonawcom:
Y G
minKPP =3 > D k,-a, (11)
i=1 me{m: hmEHP} t=1

przy spetnieniu nastepujgcych warunkéw (ograniczen modelu):
¢ na wykonanie kazdej operacji:

¢ na dostepnos¢ zasobow odnawialnych:
P /51 {z =12...R

Z Z Z imz zmq —dzi7 t:LQ’.“’G (13)

i=1 me{m h, EH} q=t

e na dostepnos$¢ wykonawcow:
y U+, [6-1 m=12,....M
P .z <g,

¢ na zachowanie kolejnosci wykonywania procesow:

) B 1=12,..Y
Z Z(”(Ot)_tzm) z, ZZ () z,, 20, {lg%:wlefi}’ (15)

mE{'m,:hmeHj}":1 m=1 t=1

gdzie: T - zbior procesow bezposrednio poprzedzajacych proces w,
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® na zapewnienie odpowiedniego poziomu jakoSci robot. Wymaganie to reali-
zowane jest poprzez zastosowanie etapu wstepnej selekcji podwykonaw-
cow. Jako elementy zbioru H wybierani sg tylko ci podwykonawcy, ktorzy
sg wiarygodni i zapewniaja na odpowiednim poziomie spetnienie wymagan
jakosciowych.

Poniewaz jednym z kryteriow optymalizacji jest minimalizacja czasu realiza-
cji przedsiewziecia, powyzsze zadanie mozna sformulowaé nastepujaco: wyzna-
czy¢ rozwigzanie x, (i=1,2,...,Y; m=1,2,...,M), czyli dokona¢ doboru wykonawcow
procesow, przy spetnieniu warunkéw wykonania kazdego procesu (12) i zapewnie-
nie odpowiedniej jakosci robot, dla ktorego koszt i czas realizacji przedsiewziecia
oraz koszt robot zleconych podwykonawcom sg minimalne (rozpatrywane tacznie
lub niezaleznie); terminy realizacji proceséw (wartosci zmiennych x, dla i=1,2,...,Y
oraz t=1,2,...,G), niezbedne do przeprowadzenia oceny rozwigzan x, , obliczy¢ tak,
aby czas realizacji przedsiewziecia przez dany zbidér wykonawcoéw procesow byt
minimalny, przy uwzglednieniu warunkéw na dostepnos¢ zasobéw odnawialnych
(13) i wykonawcow (14) oraz na zachowanie kolejnosci realizacji procesow (15).

2.3. Metoda rozwiazania i algorytmizacja metody obliczen

Miedzy kryteriami oceny wariantoéw struktury systemu wykonawczego zacho-
dzi konflikt, poniewaz wsrod nich istniejg takie cele, ze poprawa realizacji jednego
z nich (ponad pewien poziom) jest mozliwa jedynie kosztem pogorszenia poziomu
realizacji przynajmniej jednego z pozostatych. W takim przypadku istnieje problem
wyznaczenia rozwigzan kierowanych do realizacji. Wybrane rozwigzanie powinno
pochodzi¢ ze zbioru rozwigzan niezdominowanych, ktéry mozna wyznaczy¢ za
pomoca metod polioptymalizacyjnych. Wybor rozwigzania kierowanego do reali-
zacji jest mozliwy przy zatozeniu dysponowania dodatkowymi informacjami lub
wymaganiami, uzyskiwanymi czesto dopiero po rozwigzaniu modelu, a ktorych nie
mozna bylo uwzglednic¢ przy jego tworzeniu i budowie.

Rozwigzania niezdominowane mozna wyznaczy¢ stosujac podejscie zaczerp-
niete z teorii programowania celowego (Galas i in. [3]), tworzac funkcje celu (skala-
ryzujaca osiggnigcia — wartosci wszystkich kryteriéw), wyrazajaca wielko$¢ strat
wynikajacych z wystepowania r6znic pomiedzy realizacjami celébw w generowanych
rozwigzaniach a postulowanymi (czy idealnymi, ale mozliwymi do osiagniecia)
przez decydenta poziomami ich realizacji.

Funkcja ta (zastepcze kryterium) przyjmuje nastepujacag postac:

0 D P17, , KP—_KF, ( ) KPP — KPP, | |
min = max . 5 . 5 - - e —
- )\1 TPmin )\2 K})min )\1 )\2 KPPmin
TP —-TP KP — KP . KPP — KPP |
+ p- min min + min
TPmin KPmin KP}Dmin
A, €(0,1) (16)

gdzie: A, — waga kryterium czasu realizacji przedsiewziecia, 1, — waga kryterium
kosztu realizacji przedsiewziecia, TP, KP, KPP — okreslone s3 wzorami odpowiednio
9,10, 11, TP, KP, . KPP . - rozwiazania zadan jednokryterialnych z ogranicze-

niami zadania wielokryterialnej optymalizacji, p — dostatecznie mata liczba.
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Funkcja ta umozliwia wyznaczenie wytacznie rozwigzan niezdominowanych
(Hapke i in. [4]), ale nie zawsze wszystkich. W pracy rozwigzania niezdominowane
(dla ktorych wartos¢ funkeji (16) jest minimalna) znajdowane beda z wykorzysta-
niem algorytmu ewolucyjnego oraz heurystycznego algorytmu obliczania czasu reali-
zacji przedsiewziecia w warunkach ograniczonej dostepnosci zasobow. Wystepujace
we wzorze (16) wspotczynniki A, (wagi) wyrazaja preferencje decydenta odnos$nie
oceny odchylen w realizacji poszczegblnych celow.

Zasadnicza trudno$¢ wyboru rozwigzan koncowych, przeznaczonych do reali-
zacji polega na okres$leniu wspotczynnikow wagowych uwzgledniajacych preferencje
decydenta. W pracy proponuje si¢ zastosowanie do wyboru rozwigzan koncowych
(okreslania istotnosci kryteriow) nastepujgcych metod:

A. Jezeli decydent potrafi okresli¢ swoje preferencje w postaci waznosci poszcze-
gélnych kryteridow, generowane jest rozwigzanie optymalne zadania z funkcjg celu
wedtug wzoru (16).

B. Graficzne przedstawienie zaleznoSci (aproksymowanej) pomiedzy
wartoSciami wag kryteriow a poziomami realizacji celow (wartoSciami kryte-
riow) TP, KP i KPP dla rozwigzan niezdominowanych (na podstawie gene-
rowanych wartosci funkcji (9), (10), (11) dla skonczonej liczby punktéw -
par wag (4, A,)). Analiza przyblizenia zbioru rozwigzan niezdominowanych
(w funkcji wag) umozliwi decydentowi ustalenie istotnosci kryteriow odpowiadaja-
cych rozwigzaniu koncowemu.

C Zastosowanie iteracyjnej metody R. E. Steuera — zaliczanej do grupy
metod interaktywnych (dialogowych). W metodzie tej przyjmuje sie, ze jeSli
zmieniajagc w sposOb systematyczny wagi kryteriow, bedziemy generowaé
i przedstawia¢ do oceny decydentowi niewielkie liczebnie podzbiory zbioru rozwig-
zan kompromisowych, to decydent wybierajac kazdorazowo najwyzej przez siebie
oceniane rozwigzanie, ukierunkuje poszukiwanie rozwigzania koncowego zadania
zgodnie ze swoimi preferencjami. Procedura ta realizowana jest w trzech krokach:

1) obliczany jest poczatkowy zestaw siedmiu par wag; dla kazdej pary wag
poszukiwane jest, za pomocg algorytmu ewolucyjnego, rozwigzanie najlep-
sze, dla ktorego skalarna funkcja celu jest najmniejsza;

2) uzyskane rozwigzania niezdominowane przedstawiane sg decydentowi do
oceny; wskazuje on kazdorazowo numer rozwigzania ocenionego przez
niego najwyzej; w przypadku, gdy jest to rozwiazanie satysfakcjonujace
decydenta (bedzie kierowane do realizacji) procedura iteracyjna jest przery-
wana;

3) w kolejnym etapie obliczany jest nowy zestaw par wag i nowe rozwigzania
przedstawiane do oceny decydentowi (krok 2).

Algorytm rozwigzania problemu zostat oprogramowany z wykorzystaniem
notacji pascalowej i kompilatora jezyka Delphi.

W pracy, ze wzgledu na ograniczenia mozliwosci zastosowania metod doktad-
nych, wynikajace ze ztozonosci analizowanego problemu, oraz ze wzgledu na niedo-
skonatos¢ metod heurystycznych, poszukiwanie optymalnych wariantow budowy
systemu wykonawczego przedsiewziecia budowlanego dokonywane jest z wykorzy-
staniem metod metaheurystycznych, zaadaptowanych do potrzeb rozwigzywanego
problemu. Rozwigzania niezdominowane (z punktu widzenia celow optymalizacji)
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bedg generowane z wykorzystaniem funkgcji celu skalaryzujgcej osiggniecia (wzor 16),
pozwalajgcej na wyznaczenie dobrej reprezentacji catego zbioru rozwigzan niezdo-
minowanych i umozliwiajgcej sprowadzenie zagadnienia do zadania optymalizacji
jednokryterialnej. Rozwigzania optymalne (lub suboptymalne) przy zastosowa-
niu takiej funkcji celu sa poszukiwane z wykorzystaniem algorytmu ewolucyjnego,
o potwierdzonej przydatnosci do rozwigzywania zagadnien harmonogramowania
i niewielkiej ztozonosci obliczeniowej. Algorytm ewolucyjny jest wykorzystywany
réwniez do wyznaczenia minimalnego czasu realizacji przedsiewziecia. Wybor rozwig-
zania koncowego — odpowiedniego wariantu struktury systemu wykonawczego — jest
dokonywany przez decydenta na podstawie analizy reprezentacji catego lub tylko
analizy czesci zbioru rozwigzan niezdominowanych (w metodzie dialogowej).

2.3.1. Algorytm ewolucyjny

Algorytm ewolucyjny zastosowano do minimalizacji czasu realizacji przedsie-
wziecia (JaSkowski i Sobotka [7]) oraz do poszukiwania rozwigzan niezdominowa-
nych (w metodzie A, B, C). Metody ewolucyjne rozwigzywania problemoéw, w szcze-
go6lnosci zadan optymalizacyjnych, bazuja na zasadach, jakie mozna zaobserwowaé
w ewolucji zywych organizméw (Michalewicz [12]). Program ewolucyjny jest algoryt-
mem probabilistycznym, w ktorym generuje si¢ populacje osobnikow w kazdej iteracji
(generacji). Kazdy osobnik przedstawia mozliwe rozwigzanie rozpatrywanego zada-
nia i w programie ewolucyjnym jest reprezentowany przez pewng strukture danych
(np. chromosomy w postaci wektora, macierze). Metody ewolucyjne stosowane sg do
rozwigzywania problemoéw optymalizacyjnych w wielu dziedzinach nauki i r6znych
branzach gospodarki. Istnieje wiele przyktadoéw ich zastosowan w budownictwie
(Jaskowski [8]), przy np.: optymalizacji konstrukeji wigzarow stalowych i ram zelbe-
towych, projektowaniu mostéow, szacowaniu kosztow inwestycji mieszkaniowych,
okreslaniu ryzyka niedotrzymania umowy przez wykonawce, projektowaniu zesta-
wow maszyn do robét ziemnych, projektowaniu zagospodarowania placu budowy.
Algorytmy ewolucyjne wykorzystywane s3 rowniez z powodzeniem do rozwigzywa-
nia problemoéw harmonogramowania przedsiewzie¢ budowlanych z uwzglednieniem
réznych ograniczen i warunkéw, m.in. maksymalizacja poziomu wykorzystania sity
roboczej (Tong i in. [14]), wybor technologii realizacji proceséw oraz poszukiwanie
zaleznosci miedzy czasem i kosztem realizacji przedsiewzie¢ (Li i Love [10]), alokacja
(Toklu [13]) i wyréwnywanie zasobow (Hegazy [15]), minimalizacja kosztow finan-
sowania przedsiewziecia (Elazouni i Metwally [2]).

Inicjacja polega na utworzeniu populacji poczagtkowej — ustalonej liczby osob-
nikéw (chromosomoéw, czyli rozwigzan dopuszczalnych), reprezentowanych przez
ciagi genow o okreslonej dtugosci. W pracy zastosowano reprezentacje osobni-
kow (rozwigzan dopuszczalnych) w postaci ciagu genéw zawierajacych informacje
o wykonawcach proces6w i wartosci priorytetu proceséw. Populacja poczatkowa
jest tworzona w algorytmie w sposob losowy.

Ocena osobnikéw polega na obliczeniu wartosci funkcji celu poszczegdlnych
rozwigzan. W przypadku, gdy algorytm ewolucyjny jest wykorzystywany jako
narzedzie do wyznaczenia minimalnego czasu, jest obliczany czas realizacji przed-
siewziecia. Przy poszukiwaniu rozwigzan niezdominowanych — wartos¢ funkgji celu
danej wzorem 20. Czas i koszt realizacji przedsiewziecia oraz koszt proceséow zleco-
nych podwykonawcom obliczane sg z wykorzystaniem heurystycznego algorytmu
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opisanego w pkt. 2.3.2 (dla ustalonego zbioru wykonawcoéw i wartosci priorytetow
procesoéw, zakodowanych w chromosomie).

Osobnik (chromosom), dla ktérego ocena (warto$¢ funkeji celu) jest najlepsza
(najmniejsza) jest zapamietywany.

Algorytmy ewolucyjne sa wykorzystywane do poszukiwania osobnikéw najle-
piej przystosowanych, dla ktérych wartos¢ funkcji przystosowania jest najwyzsza.
W pracy poszukiwane sg rozwigzania zadan minimalizacji funkcji celu. W takim
przypadku zachodzi koniecznos$¢ przeksztatcenia minimalizowanej funkcji oceny
do postaci maksymalizowanej funkcji przystosowania (w pracy zastosowano trans-
formacje y, pozwalajaca na skalowanie wartosci funkcji przystosowania — tagodze-
nie r6znic pomiedzy osobnikami).

Dziatanie algorytmu moze by¢ zatrzymane w dwoéch przypadkach (warunki
zatrzymania):

1) po wykonaniu okreslonej liczby iteracji (gdy numer biezgcej generacji jest

wiekszy od zatozonej wartosci maksymalnej MAXGEN);

2) wtedy, gdy w wyniku jego dziatania nie uzyskuje si¢ juz poprawy rozwiaza-

nia, czyli gdy po pewnej liczbie iteracji MAXSTOP nie uzyskano rozwigza-
nia lepszego niz w poprzednich generacjach.

Selekcja chromosoméw polega na wyborze tych osobnikow, ktére beda braty
udziat w tworzeniu potomkoéw do nastepnego pokolenia — generacji. Najwieksze
szanse w tworzeniu nowych osobnikow maja chromosomy o najwickszej warto-
Sci funkcji przystosowania. W pracy, w procesie selekcji zastosowano metode kota
ruletki o wielkosci pdl zgodnej z wartosciami funkcji dopasowania.

Zadaniem operatora krzyzowania jest rekombinacja chromosoméw poprzez
wymiane fancuchéw genéw pomiedzy chromosomami rodzicéw. W pracy zasto-
sowano metode¢ krzyzowania z ,,jednym punktem cigcia” tzw. one-point crossover.
Dla kazdego chromosomu z populacji rodzicielskiej jest generowana liczba losowa
x z przedziatu <0, 1>. Jezeli x<PKRZYZ , gdzie PKRZYZ jest to prawdopodobien-

stwo krzyzowania (parametr systemu), rozpatrywany chromosom jest wybierany
do rekombinacji. Wybrane chromosomy s3 kojarzone w pary. tancuchy genéow
w chromosomach rodzicéw przed punktem ciecia (ustalonym w sposodb losowy) sa
nie zmieniane, a wymieniane s3, miedzy rodzicami, geny lezgce za tym punktem.

Mutacja polega na losowej zmianie jednego lub wiecej genéw wybranego chro-
mosomu, z prawdopodobienstwem réwnym czestosci mutacji.

Ochrona najlepszego osobnika (tzw. strategia elitarna) stanowi szczegdélna
dodatkowa procedure reprodukcji. Jezeli najlepszy osobnik z biezacego pokolenia
jest gorszy niz zapamietany najlepszy z poprzednich pokolen, to ten ostatni zaste-
puje najgorszego osobnika biezacej populacji.

Kazdy osobnik w nowej populacji (generacji) w dalszym etapie dziatania algo-
rytmu podlega ocenie stopnia jego przystosowania (obliczana jest wartos¢ funkcji
celu i funkcji dopasowania rozwigzania), niezbednej do okreslenia wartosSci prawdo-
podobienstwa wyboru chromosomu do reprodukgji. Procedury selekcji, krzyzowania,
mutacji, ochrony najlepszych osobnikéw, oceny i obliczania wartosci funkgji przysto-
sowania sg powtarzane cyklicznie az do spetnienia warunku zatrzymania algorytmu.
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2.3.2. Algorytm obliczania czasu realizacji przedsiewziecia

Algorytm obliczania czasu realizacji przedsiewzigcia polega na iteracyjnym
przydziale zasobéw odnawialnych (wykonawcow, srodkéw produkeji) do wykony-
wania proces6w i na ustalaniu terminéw ich realizacji w najwcze$niejszych mozli-
wych momentach czasu, wynikajgcych ze spetnienia warunku dostepnosci zasobow
i relacji kolejnosciowych pomiedzy procesami. Zasoby przydzielane s3 w pierw-
szej kolejnosci procesom o najwyzszym priorytecie. Algorytm rozdziatu zasobow
umozliwia wyznaczenie najkrotszego czasu realizacji przedsiewziecia, dla ktérego
okre$lono jednoznacznie wykonawcéw i priorytety proceséw (informacje te zako-
dowane s3 w chromosomie reprezentujagcym dane rozwigzania dopuszczalne).

W algorytmie zastosowano oryginalny sposéb zmiany momentu czasu,
w ktorym przydzielane bedg zasoby, niespotykany w dotychczasowych opracowa-
niach. Umozliwia on skrocenie czasu realizacji przedsiewziecia, w przypadku gdy
dostepnos¢ zasoboéw nie jest stata w czasie.

2.4. Weryfikacja metody obliczen

W systemie komputerowym wspomagajacym projektowanie struktury systemu
wykonawczego przedsigwziecia budowlanego wyr6zni¢ mozna dwie zasadnicze fazy
pracy, ktorych dziatanie wplywa na jakos¢ uzyskiwanych wynikéw i tym samym
rzutuje na wiarygodnos¢ proponowanej metody. S3 to:

e wyznaczenie minimalnych (najmniejszych) wartosci czasu, kosztu realizacji

przedsiewziecia oraz kosztu proceséw zleconych podwykonawcom;

e wyznaczenie rozwigzan niezdominowanych, a w szczegblnosci rozwigzania

najlepiej speiniajgcego preferencje decydenta.

Opisany modelem matematycznym problem projektowania struktury systemu
wykonawczego nalezy do klasy zadan harmonogramowania przedsiewzie¢ przy
wielowariantowosci sposobéw wykonania proceséw i ograniczeniach w dostep-
nosci zasoboéw odnawialnych (multi-mode resource-constrained project scheduling
problems). Rozwiazanie tych zadan polega na okresleniu optymalnych sposobow
wykonania procesoéw, dla ktorych przyjete kryterium (kryteria) osigga swoje opti-
mum i spetnione sg ograniczenia: kolejnosci realizacji proceséw oraz dostepnosci
zasobow i inne, np. w postaci zadanych przedziatow czasu, w ktérych mogg by¢
wykonywane procesy.

W przypadku, gdy kryterium optymalizacji harmonogramu jest minimaliza-
cja czasu realizacji przedsiewziecia, rozwigzanie tych zagadnien (w szczegdlnosci
ocena rozwigzan dopuszczalnych) jest oparte na wykorzystaniu metod zblizonych
do stosowanych przy harmonogramowaniu przedsiewzie¢ z ograniczong dostepno-
Scig zasobow (tzw. single-mode resource-constrained project scheduling problems).

Weryfikacje wynikoéw uzyskiwanych z opracowanego systemu komputerowego
przeprowadzono zatem etapami, dla nastepujacych problemow:

e harmonogramowania przedsiewzie¢ z ograniczong dostepnoscia zasobow
odnawialnych (tzw. single-mode resource-constrained project scheduling
problems),

e harmonogramowania przedsiewzie¢ przy wielowariantowosci sposobow
wykonania proceséw i ograniczeniach w dostepnosci zasoboéw odnawial-
nych (multi-mode resource-constrained project scheduling problems),
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e wyznaczania rozwigzan niezdominowanych w problemach optymalizacji

trojkryterialnej.

Przeprowadzone badania weryfikacyjne wynikéw uzyskiwanych za pomoca
opracowanego systemu komputerowego z rozwigzania zadan testowych prezentowa-
nych w literaturze przedmiotu, pozwalaja na wysuniecie nastepujacych wnioskow:

e jakos¢ uzyskiwanych wynikow, w przypadku problemu minimalizacji czasu

realizacji przedsiewziecia z analizg dostepnosci zasobdw, jest dobra a réznica w
stosunku do rozwigzan optymalnych (lub suboptymalnych) wynosi 0-4,85%;

e uzyskano wszystkie rozwigzania optymalne w przyktadach doboru sposobu
wykonania procesow;

e jakos¢ uzyskiwanych wynikéw w okreSlonym czasie dziatania algorytmu
ewolucyjnego, dla duzych probleméw z duzg liczbg zaleznosci kolejnoscio-
wych, zalezy od doboru jego parametréw (wielko$¢ populacji, prawdopodo-
biefistwa krzyzowania i mutacji);

e czas dziatania algorytmu ewolucyjnego, dla matych probleméw praktycz-
nych, jest krotki, rozwigzanie uzyskiwane jest w poczatkowych generacjach,
nie jest wymagany dob6r parametrow algorytmu;

e system moze by¢ wykorzystywany do rozwigzywania zagadnien, w ktérych
procesy realizowane mogg by¢ tylko w zadanych przedziatach czasu;

e przyjety sposob skalaryzacji wartosci funkcji celu w zagadnieniu tréjkry-
terialnej optymalizacji harmonograméw zapewnit uzyskanie wszystkich
rozwigzan niezdominowanych z wykorzystaniem wszystkich modutéw
systemu komputerowego.

3. Przyklad zastosowania metody PSSWPB

Zastosowanie opracowanej metody projektowania struktury systemu wyko-
nawczego przedstawiono na przyktadzie doboru wykonawcoéw proceséw w ramach
przedsiewzigcia realizowanego w systemie project management przez generalnego
wykonawce (Jaskowski [6]). Przedsiebiorstwo budowlane (generalny wykonawca)
opracowujgce oferte na wykonanie przedsiewziecia, ze wzgledu na ograniczone
mozliwosci produkcyjne — ograniczong liczbe i dostepno$¢ w czasie brygad robo-
czych oraz maszyn, przewiduje mozliwos¢ zlecania czeSci prac podwykonawcom.
Celem procesu projektowania jest opracowanie struktury systemu wykonawczego,
przy ktérej czas oraz koszt realizacji przedsiewziecia s3 najmniejsze i zapewniaja
konkurencyjnos¢ oferty a takze jednocze$nie koszt proceséw zleconych podwyko-
nawcom jest najmniejszy, co zapewnia najwiekszy stopien wykorzystania zasobéw
generalnego wykonawcy. Dane do przyktadu uzyskano z dokumentacji przetargo-
wej oraz z ofert przedsigbiorstw przystepujacych do przetargu na realizacje catego
przedsiewzigcia.

Przedsiewziecie podzielono na pakiety robo6t, w taki sposéb, aby kazdemu
pakietowi mozna byto przydzieli¢ doktadnie jednego wykonawce. Graf zaleznosci
technologicznych pomiedzy pakietami rob6t oraz zakres inwestycji przedstawiono
na Rys. 1.

Liczba kombinacji przydziatu wykonawcoéw pakietow w analizowanym przy-
ktadzie wynosi ok. 7,5-10%.
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Na podstawie wynikoéw optymalizacji trojkryterialnej (metoda B) zbudowano
wykresy przedstawiajgce aproksymowang zalezno$¢ pomiedzy wagami kryteriow
a ich wartoSciami w rozwigzaniach stanowiacych przyblizenie zbioru rozwigzan
niezdominowanych. Analiza tych zaleznosci umozliwia decydentowi wybor rozwig-
zania koncowego na podstawie dodatkowych informacji (preferencji) nie ujawnio-
nych na etapie budowy modelu zagadnienia (np. ograniczenia w postaci dyrektyw-
nego kosztu, czasu, kosztu proceséw zleconych podwykonawcom w stosunku do
warto$ci minimalnych; nieujawniona hierarchia celow).

W przyktadzie zatozono dodatkowe ograniczenia, mogace poméc w wybo-
rze rozwigzania koncowego. Ustalono dyrektywny termin realizacji przedsiewziecia
na 340. dzien budowy. Przyjeto, ze koszt realizacji nie moze przekroczy¢ warto-
$ci 20500000 zt, oraz ze koszt procesow zleconych podwykonawcom powinien
by¢, przy tych zatozeniach, jak najmniejszy. Ustalenia te pozwolily na wyznacze-
nie zbioru wartosSci wag, dla ktérych prawdopodobne jest wyznaczenie rozwigza-
nia satysfakcjonujacego (W1=0,25-0,4; W2=0,5-0,65). W serii eksperymentow, dla
pary wag W1=0,32 W2=0,63 uzyskano rozwigzanie spelniajace ustalone warunki:
CZAS=335 zm, KOSZT=20441530 zt, KP=8774230 zt. Rozwiazanie to uzyskano
rébwniez w piatej iteracji interaktywnego algorytmu R. E. Steuera (metoda C).

Schemat struktury systemu wykonawczego przedstawiono na Rys. 2. Poziome
linie (belki) obrazuja plan pracy wykonawcéw, linie pionowe — powigzania pomie-
dzy zaangazowanymi, w danym momencie czasu, wykonawcami.

4. Podsumowanie

Opracowana metoda PSSWPB ma zastosowanie do projektowania przedsie-
wzie¢ budowlanych typu ,,kompleks operacji” (modelowanych z wykorzystaniem
metod sieciowych) realizowanych w warunkach deterministycznych, obejmujacych
procesy niecykliczne, nierytmiczne i niejednorodne. Stopienr wyodrebnienia wyko-
nawcow tych proceséw, w zaleznosci od celu analizy, moze by¢ r6zny (pojedynczy
pracownicy, grupy lub zespoty robocze, maszyny, zestawy maszyn, brygady robocze,
cate przedsigbiorstwa). Istnieje mozliwo$¢ uwzglednienia i analizowania warianto-
wosci technologii wykonania poszczegélnych proceséw przedsiewziecia budowla-
nego. Jakkolwiek przedsiewzigcie budowlane czgsto jest traktowane jako autono-
miczny, zamkniety system, mozliwo$¢ modelowania zmiennych w czasie ograni-
czen zasobowych pozwala na rozpatrywanie jego jako elementu zbioru réwnolegle
realizowanych zlecen przedsiebiorstwa.

Podstawowym obszarem zastosowan metody jest projektowanie struktury
systemu wykonawczego przedsiewziecia na etapie przygotowywania oferty przez
przedsiebiorstwo wykonawcze. Nowoscia jest mozliwos$¢ analizy zwiekszenia zdol-
nosci produkcyjnej generalnego wykonawcy dzigki zatrudnieniu podwykonawcow
(zwiekszeniu limitu dostepnosci zasobow).

Opracowany system komputerowy pozwala rozwigzywaé réwniez zagad-
nienia dwu- i jednokryterialnej optymalizacji struktury systemu wykonawczego
i moze by¢ wykorzystany do wyboru najlepszych wariantéw technologii wykona-
nia proceséw oraz jako podstawa do podjecia decyzji o koniecznosci zatrudnienia
podwykonawcow.
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Designing the structure of a construction project
operating system using evolutionary algorithm

Piotr Jaskowski

Faculty of Civil and Sanitary Engineering, Lublin University of Technology,
Nadbystrzycka 40, 20-618 Lublin, e-mail: p.jaskowski@pollub.pl

Abstract: The paper discusses the problem of designing a construction
project’s organisation structure at the operating level, where tasks and processes are
of “complex of operations” type. Such a system includes heterogeneous operating
units (crews, teams) of a general contractor and cooperating external ones — subcon-
tractors, that create a temporary organisation. Its structure changes according to
the project schedule as the project advances. The author identified the problem
of designing a construction project operating system structure from the point of
a general contractor, built the system’s model and formalised it mathematically. The
contractor selection process (i.e. the selection of the system’s elements) is described
as the problem of triple-criteria optimisation of the schedule. The assessment of
possible variants of the system’s structure is made according the criteria crucial for
the project’s efficiency and the general contractor’s objectives (i.e. minimisation of
project duration and cost, and keeping subcontracting to minimum — as the general
contractor is assumed to be interested in making full use of their own resources).
To solve the problem, a method that uses metaheuristic approach has been worked
out. An evolutionary algorithm (using stochastic processes) was adapted for solving
the triple-criteria schedule optimisation problem in deterministic conditions. The
author developed also a heuristic algorithm to allocate limited resources of variable
availability. The solutions are generated by means of an achievement scalarising
function, which is based on Tchebycheff utility function. The selection of final solu-
tion can be done by analysing the approximation of whole set of non-dominated
solutions on the basis of total decision maker’s preferences, or by means of Steuer’s
interactive method.

Key words: construction project scheduling, multicriteria optimisation,
contractor selection
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Streszczenie: Artykut dotyczy zjawiska zarysowania skrecanych elementow
zelbetowych, ktore jednoczesnie poddane sg dziataniu sity poprzecznej. Zaprezen-
towano model teoretyczny Rahala i Collinsa, ktory jest jedynym modelem dajagcym
mozliwos¢ szczegdbtowej analizy zachowania elementu jednoczes$nie skrecanego
i Scinanego w catym zakresie obcigzenia. Omoéwiono rowniez zaloZenia teorii
MCFT, ktoéra stanowi podstawe teoretyczng modelu Rahala i Collinsa. Przedsta-
wiono wtasng propozycje metody obliczania szerokosci rys w elementach Zelbeto-
wych poddanych jednoczesnemu dziataniu momentu skrecajacego i sity poprzecz-
nej. Metoda oparta jest na modelu Rahala i Collinsa.

Stowa kluczowe: Zelbet; skrecanie; Scinanie; model kratownicy; odksztatce-
nia; warunki nierozdzielnoSci; szerokos¢ rys.

1. Wprowadzenie

Wiele zelbetowych elementow i konstrukcji budowlanych podlega dziataniu
momentu skrecajacego. Jako przyktady takich konstrukcji mozna wymienié: prze-
strzenne konstrukcje ramowe, schody spiralne, belki podporowe ptyt balkonowych,
trzony usztywniajace budynki wysokie, belki podsuwnicowe czy beki skrajne obcig-
zone jednostronnie ptyts. Najczesciej skrecany element zelbetowy podlega jedno-
czes$nie dziataniu Vi M, czyli jest skrecany i $cinany.

Projektowanie konstrukcji zelbetowych nalezy przeprowadzaé metoda stanéow
granicznych. Sprowadza sie to do wykazania, ze poszczegblne elementy tych
konstrukcji sg zabezpieczone i sprawdzone w zakresie SGN i SGU. Do SGU nalezy
m.in. stan graniczny zarysowania.

W normach wielu krajow, np. [18], nie wprowadza sie nakazu obliczeniowego
sprawdzania szerokosci rys uko$nych wywotanych skrecaniem (lub $cinaniem).
Podawane s3 jedynie zalecenia konstrukcyjne odnosnie $rednicy i rozstawu strze-
mion lub zalecenia projektowe dotyczace zmiennosci kata 0, ktorych spetnienie ma
zabezpieczy¢ element przed nadmiernym zarysowaniem. Zalecenia konstrukcyjne
moga da¢ zadowalajacy efekt tylko wowczas, gdy nosnos¢ elementu okreslona jest
z takim zapasem, ze problem nadmiernego zarysowania w ogble sie nie pojawia.
Sytuacja taka wystepuje w wielu krajach, gdzie stosuje sie znaczne wspotczynniki
bezpieczenstwa. Taki sposéb podejscia jest z koniecznosci do przyjecia przy projek-
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towaniu nowych konstrukcji. Nie jest jednak mozliwy do zastosowania przy ocenie
stanu zarysowania konstrukgji istniejacych.

W normach niektoérych krajow i zaleceniach, np.: [19, 22, 23], mozna znalez¢
wzory do obliczania szerokosci rys ukosnych w elementach skrecanych lub Scina-
nych. Jednak metody obliczeniowe oparte sg czeSciowo na wnioskach z analizy
elementéw rozcigganych, a czeSciowo na spostrzezeniach empirycznych, ktore
uwzglednia si¢ wprowadzajac wspolczynniki i arbitralne zatozenia. Przy projek-
towaniu skrecanych (i Scinanych) elementéw zelbetowych stosuje sie najczesciej
[21, 22] model kratownicy przestrzennej o zmiennym nachyleniu betonowych
krzyzulcow Sciskanych opracowany przez Lamperta i Thirlimanna [9, 10]. W celu
wyznaczenia wartosci naprezen i odksztatcen w elemencie pod obcigzeniem eksplo-
atacyjnym (w obliczeniach stanu zarysowania) stosuje si¢ wzory wyprowadzone na
podstawie warunkéw rownowagi kratownicy w stanie granicznym nosnosci. Ponie-
waz nie uwzgledniono warunkoéw nierozdzielnosci odksztatcen, na podstawie tych
wzoréw nie mozna okresli¢ odksztatcen w betonie i stali w skrecanym (Scinanym)
elemencie zelbetowym. W konsekwencji nie jest mozliwe prawidtowe prognozo-
wanie zachowania elementu pod obcigzeniem eksploatacyjnym (w SGU). Trudno
oczekiwa¢, aby na podstawie takich metod obliczeniowych mozna byto uzyskaé
prawidtowe szerokosci rys.

W literaturze i przepisach normowych nie stwierdzono metody obliczania szero-
kosci rys ukosnych w elementach zelbetowych jednocze$nie skrecanych i Scinanych.

Wydaje sig, ze ze wzgledu na przepisy normowe (wymaganie sprawdzenia szero-
kosci rys) oraz projektowanie elementéw przy stosowaniu mniejszych wspoétczyn-
nikow bezpieczenstwa niz w innych krajach (dawniej i obecnie), powinna istnie¢
metoda pozwalajgca obliczy¢ szerokos¢ rys w elementach skrecanych. W artykule
podjeto probe opracowania takiej metody w przypadku elementéw jednocze$nie
skrecanych i Scinanych.

2. Modele teoretyczne odwzorowujace stan odksztalcenia
elementu zelbetowego poddanego dzialaniu sily poprze-
cznej lub momentu skrecajacego

2.1. Teoria MCFT

Aby doktadnie okresli¢c zachowanie elementu Zelbetowego poddanego dzia-
taniu sity poprzecznej lub momentu skrecajacego, tzn. ustali¢ no$nos¢ oraz stan
odksztalcenia elementu pod dowolnym obcigzeniem, nalezy w analizie rGwnocze-
$nie uwzgledni¢ rownania rbwnowagi, warunki nierozdzielnosci odksztatcen oraz
prawa konstytutywne ukosnie zarysowanego betonu i stali zbrojeniowej. Jednym
z modeli teoretycznych, ktory umozliwia taka analize jest zmodyfikowana teoria
pola $ciskan (Modified Compression Field Theory — MCFT) Vecchio i Collinsa
[15,16]. Teori¢ opracowano na podstawie analizy prostokatnego elementu zelbeto-
wego, zbrojonego ortogonalnie, znajdujacego si¢ w dwuosiowym stanie naprezenia.
Przyjeto element o niewielkich wymiarach, wyizolowany z konstrukcji zelbetowej,
co przedstawiono na rys. 1. Pod wptywem obcigzen zewnetrznych element moze
by¢ poddany dziataniu naprezen stycznych i normalnych, rys. 1b. Kierunki pretow
podtuznych i poprzecznych oznaczono, odpowiednio, jako osie ,,/” i ,,t”, tworzac
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w ten sposob uktad wspotrzednych I-t. Wobec tego, naprezenia normalne dziatajace
na element oznaczono o; i o, Poniewaz wymiary elementu s3 mate w poréwnaniu
z wymiarami konstrukcji przyjeto, ze naprezenia sg rownomiernie roztozone na
bocznych powierzchniach elementu. Po zarysowaniu element pracuje jak kratow-
nica przestrzenna, przy czym zaktada sie, ze w elemencie wystepuje wiele wzajem-
nie rownolegtych rys. Betonowe krzyzulce Sciskane sg zorientowane w kierunku
osi ,,2”, ktora jest nachylona pod katem 0 do pretow podtuznych. Przyjmuje sie,
ze kierunek ,,2” jest kierunkiem gtéwnych naprezen Sciskajgcych w betonie. Ozna-
czajac kierunek prostopadty do osi ,,2” jako oS ,,1”, otrzymuje si¢ uktad wspot-
rzednych ,,1-2” na kierunku dziatania naprezen gtéwnych. Wobec tego, gtowne
naprezenia Sciskajgce i rozciagajace w betonie oznaczono, odpowiednio, o, i o,
rys. 1b. Na rys. 1c przedstawiono superpozycje naprezen w betonie i zbrojeniu,
gdzie naprezenia w betonie, na odpowiednich kierunkach, oznaczono o,, o, nato-
miast naprezenia w zbrojeniu oy, o,,.
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Rys. 1. Element zelbetowy w dwuosiowym stanie naprezenia [6]: a) strefa przypodporowa belki
zelbetowej, b) przyjeta konwencja oznaczen, c) superpozycja naprezen w betonie i zbro-
jeniu.

Fig. 1. Reinforced concrete element subjected to in-plane stresses [6]: a) left support of a rein-
forced concrete beam, b) definitions of stresses and coordinate system, c) superposition of
concrete stresses and steel stresses.

Na podstawie teorii MCFT mozna ustali¢c wzajemne zalezno$ci pomiedzy
naprezeniami o, o, i 7, dzialajacymi na element zelbetowy, a odksztatceniami w
elemencie (g, ¢, ), spowodowanymi tymi naprezeniami. W teorii MCFT przyjeto
nastepujace, dodatkowe zatozenia:

1) Element odksztatca si¢ w taki sposob, ze jego krawedzie pozostajg proste

i wzajemnie rownolegte; stan odksztatcenia elementu mozna wiec zdefiniowac za
pomocg dwoch odksztatcen normalnych ¢, ¢, 1 odksztalcenia poprzecznego y.
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2) Okreslonemu stanowi odksztatcenia odpowiada tylko jeden, wtasciwy stan
naprezenia; rozwazania nie obejmuja przypadkéw, w ktorych element poddany jest
dziataniu obcigzen dynamicznych, powtarzalnych i wielokrotnie zmiennych; dodat-
kowo nie uwzglednia sie¢ wptywu skurczu, petzania oraz zmian temperatury.

3) Kierunek gtéwnych odksztatcen betonu Sciskanego ¢, jest zgodny z kierun-
kiem gtownych naprezen Sciskajacych w betonie o,,.

4) Zbrojenie podlega dziataniu jedynie sit osiowych; pomija sie wpltyw sit
klockujacych (dowel action).

5) Rysy w elemencie zelbetowym stanowig obszary nieciagtosci, co powo-
duje istotna zmiennos$¢ lokalnych naprezen i odksztatcen, i utrudnia zastosowanie
warunkow nierozdzielnosci; rozwazania prowadzone s3 w odniesieniu do $rednich
wartoSci odksztatcen i Srednich wartos$ci naprezen; odksztatcenia i naprezenia s3
usredniong warto$cia odksztatcen i naprezen na diugosci odcinka przecinajacego
kilka rys, wliczajgc w to odksztatcenia i naprezenia w przekrojach zarysowanych;
w konsekwencji Srednie odksztatcenia mozna rozwaza¢ jako wzajemnie powigzane
wymaganiami ciggtosci materiatéw ciggtych.

6) Srednie odksztatcenia betonu i zbrojenia s3 identyczne; na zewnetrznych
powierzchniach elementu nie wystepuje poslizg (catkowity) pomiedzy betonem
a zbrojeniem; zatoZenie to nie oznacza, ze pomiedzy zbrojeniem a betonem istnieje
przyczepnos$¢ pierwotna; wystepowanie lokalnych poslizgbw w przekrojach zaryso-
wanych nie stanowi naruszenia tego zatozenia.

7) Rozwazania prowadzone s3 niezaleznie w odniesieniu do zbrojenia i zaryso-
wanego betonu; czynnikiem integrujagcym sa warunki nierozdzielnosci odksztatcen.

Rownania rownowagi

Sity dziatajace na element Zelbetowy s3 rownowazone przez sity w betonie
i zbrojeniu. Warunki rownowagi, mozna wyrazi¢ przy pomocy naprezen:

o, =0,+p0, (1)
Ut = th + ptast (2)
Ty =T =T 3)

Przy pomocy warunkéw réwnowagi w modelu kratownicy mozna wykazac
[6], ze Srednie naprezenia w betonie spetniajg warunki kota naprezenh Mohra. Wobec
tego, mozna wyrazi¢ naprezenia w betonie w funkcji naprezen gtéwnych:

o,=0,cos’ 040, sin’0 (4)

o,=o0,sin’0+0c cos’0 (5)

T=(0,+0,)sinbcosf (6)

Ponadto korzystajac z kota Mohra mozna wyprowadzi¢ nastepujace rOwnania:

o,=T|tanf + ]—Ul (7)
‘ tan 6 ‘

T

Uul = - 001
tan 6

(8)
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Uc? = Ucl + Oct + acl (9)
tan?f = 22 d (10)

Jc? - o—ct

W powyzszych réwnaniach przyjmuje sie, ze naprezenia o, o, o, sa dodatnie
przy rozcigganiu, natomiast naprezenie o, jest dodatnie przy Sciskaniu.

Rownania nierozdzielnosci odksztatcer

Zgodnie z zalozeniem teorii MCFT S$rednie odksztatcenia elementu rowne sa,
co do wartosci, Srednim odksztatceniom betonu i Srednim odksztatceniom stali
(np.: g = ¢, =¢g).

Z warunkéw nierozdzielnosci modelu kratownicy wynika [6], ze S$rednie

odksztatcenia spetniajg warunki kota odksztalcen Mohra. Mozna wiec odksztal-
cenia wyrazi¢ w funkcji odksztatcen gtownych:

€ =¢, C0829+51 sin® 0 (11)
€, =¢, sin® 6 + £, cos’ 0 (12)
7:2(62 +51)sin06059 (13)

Ponadto, korzystajac z kota odksztatcen Mohra mozna wyprowadzi¢ nastepu-
jace zaleznosci:

2(524—51)
= 14
7 tan 6 (14)
Y
€ = —€ 15
" 2tan6 2 (15)
g =¢ +¢ +¢ (16)
g +e€
tan’f = L—2 17
€ t¢g, (17)

W powyzszych rownaniach Srednie odksztatcenia ¢, ¢, ¢, sa traktowane jako
wielkos$ci dodatnie przy rozcigganiu, natomiast srednie odksztatcenie ¢, rozpatruje
sie jako wielkos¢ dodatnig przy Sciskaniu.

Prawa konstytutywne betonu i stali

Dla stali przyjeto zaleznos$¢ o-¢ w przekroju zarysowanym:
o, =B < (18)

Zaleznosci o-¢ ukosnie zarysowanego betonu zostaty ustalone przez Vecchio
i Collinsa na podstawie wynikoéw badan [16]. Stwierdzono, ze beton w krzyzulcu,
ograniczonym uko$nymi rysami, wskutek dzialania naprezen rozciagajacych
w kierunku prostopadtym do osi krzyzulca, uzyskuje nizsza wytrzymatos¢ na
Sciskanie niz beton w standardowej probie Sciskania betonowego walca. Ponadto,
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w betonie znajdujagcym si¢ miedzy rysami stwierdzono naprezenia rozciggajace,
nawet przy bardzo duzych wartosciach Srednich odksztatcen (¢,  100¢,,). Zjawisko
zmniejszenia wytrzymatosci na Sciskanie ukosnie zarysowanego betonu okresla sie
w literaturze jako ,,zmiekczenie betonu” (softening of concrete). Vecchio i Collins
[15,16] zaproponowali nastepujaca zaleznos¢ o-¢ betonu zmiekczonego:

e
80 80

gdzie ¢, jest odksztatceniem odpowiadajgcym wytrzymatosci betonu na $ciskanie
w jednoosiowym stanie naprezenia f,,. Zazwyczaj, jezeli nie dysponuje sie¢ wyni-
kami badan doswiadczalnych, przyjmuje si¢ ¢, = 0.002. Czynnik ¢ jest ,,wspotczyn-
nikiem zmigkczenia” (jego odpowiednikiem w normach [20, 21, 22] jest wspoi-
czynnik efektywnosci v), ktorego warto$¢ wyznacza sie ze wzoru:

¢ = 1 S S (20)

084170
0.8+40.34°" +110g

&

Rownanie (19) zostato przedstawione w formie graficznej na rys. 2, na ktérym
dodatkowo, dla poréwnania, przedstawiono zwykla zaleznos¢ o-¢ uzyskana w stan-
dardowej probie Sciskania betonowego walca (¢150x300).

1

N

s~

LSpm——————— i

Rys. 2. Zalezno$¢ o-¢ przy Sciskaniu betonu zmigkczonego [15].
Fig. 2. Compression o-¢ relationship for softening concrete [15].

Wystepujacy w réow. (19) iloczyn £f,, jest wytrzymatoscia na Sciskanie betonu
zmigkczonego, a w literaturze przyjeto ja oznacza¢ symbolem f5,,...

Wzbr, na podstawie ktérego mozna wyznaczy¢ warto$¢ gtownych odksztatcen
w betonie Sciskanym, mozna uzyska¢ przeksztatcajac row. (19):

, 002
f; max

Znak ,,-,, w row. (21) stosuje sie w przypadku o, < f5ux-

(21)

Vecchio i Collins [15, 16] na podstawie wynikéw badan przyjeli nastepujaca
zalezno$¢ pomiedzy Srednimi naprezeniami, a Srednimi odksztalceniami betonu
rozcigganego:
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Uel = Ecel dla 61 S Esr (2’2)

fl
clm

0w = [ — dla & >¢€, 23

1+ /200¢, ' @3)

gdzie E. = 5500(f.,)"? jest modutem sprezystosci betonu, £, = 0.33(f.,,)"* ozna-
cza $rednig wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie w dwuosiowym stanie naprezenia
(o.; = -0,,), natomiast g, jest Srednim odksztalceniem betonu rozcigganego przy
zarysowaniu betonu. Wielkos¢ odksztatcenia &, mozna obliczy¢ ze wzoru:

/
f;tm

= n 24
:, = (24)

c

Podstawiajac do row. (24) odpowiednie zaleznosci okreslajace E. i f,,,,, uzyskuje
sie wartos¢ odksztatcenia przy zarysowaniu betonu ¢, = 0.00006.

Réwnania (22) i (23) zostaty przedstawione w formie graficznej na rys. 3.

Foar )

Rys. 3. Zalezno$¢ o-¢ betonu rozciaganego w elemencie zelbetowym z rysami uko$nymi [15].
Fig. 3. Tension o-¢ relationship of concrete for cracked reinforced concrete [15].

Vecchio i Collins [16] zwracaja uwage, ze parametry przyczepnosciowe stali
zbrojeniowej oraz rozmieszczenie zbrojenia w elemencie moga mie¢ wptyw na
zalezno$¢ o-¢ betonu rozcigganego opisang row. (23).

2.2. Zastosowanie teorii MCFT do elementéw skrecanych

Teoria MCFT zostata przystosowana do analizy elementéw poddanych dziata-
niu czystego skrecania przez Collinsa i Mitchella [4].

Na rys. 4 przedstawiono element zelbetowy o przekroju prostokatnym poddany
dziataniu momentu skrecajacego T. Pod wptywem T, po zarysowaniu elementu,
w zewnetrznej strefie przekroju poprzecznego o grubosci t,, zwanej strefg strumienia
Scinania, powstaje strumien sit stycznych g. Aby warunek rébwnowagi momentow
zewnetrznych i wewnetrznych byt spetniony, strumien sit stycznych g musi miec¢
statg wartos$¢ na catej dtugosci linii Srodkowej strefy strumienia Scinania. Warunek
roOwnowagi mozna wowczas wyrazi¢ za pomocg rOwnania:

T

=or (25)

q

gdzie A, oznacza pole powierzchni zawarte wewnatrz linii srodkowej strefy strumie-
nia $cinania.
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Zatem, strumien sit stycznych g, przedstawiony na rys. 4a, jest wypadkowa
naprezen stycznych 7, z fragmentu strefy strumienia $cinania o grubosci ¢, i jednost-
kowej wysokosci, mierzonej wzdtuz linii Srodkowej. Nalezy doda¢, ze w strefie stru-
mienia $cinania wystepuje zmienny rozkiad naprezen stycznych, ktérych wartos¢
zmienia sie od wartosci maksymalnej wystepujacej na powierzchni zewnetrznej,
w potowie wysokosci dtuzszego boku przekroju, do zera na gtebokosci t,.

1

Rys. 4. Belka zelbetowa poddana dziataniu momentu skrecajacego (model kratownicy): a) widok
ogo6lny; element strefy strumienia $cinania we wspotrzednych I-¢ (b), wspotrzednych 1-2 (c).

Fig. 4. Truss model for reinforced concrete torsional member: a) general view; shear flow zone
element in /-t coordinate (b), 1-2 coordinate (c).

Dzielgc strumien $cinania przez grubos¢ strefy strumienia Scinania ¢, (grubo$¢
Scianki zastepczego przekroju cienkoSciennego):

q T

’r =
T
t 2Aktd

d

(26)

uzyskuje si¢ Srednie naprezenia styczne, spowodowane przez T, réwnomiernie
roztozone na calej grubosci Scianki t,.

Element niewielkich rozmiar6w wydzielony ze strefy strumienia Scinania,
przedstawiony na rys. 4 w uktadach wspotrzednych /-t i 1-2, poddany jest dziataniu
naprezen stycznych t; w dwuosiowym stanie naprezenia. Poniewaz taki element
spetnia wymagania teorii MCFT, mozna przy pomocy tego modelu analizowac
zelbetowe elementy skrecane. Rownania przedstawione w p. 2.1, pozostaja w
mocy rowniez w przypadku skrecania, z wyjatkiem tego, ze stopnie zbrojenia p, i p,,
w row. (1) i (2), powinny by¢ obliczone w odniesieniu do pola powierzchni strefy
strumienia $cinania. Stopien zbrojenia poprzecznego mozna obliczy¢ wg wzoru:

sw

5~td

P, = (27)

gdzie a,,, jest polem przekroju jednej gatezi strzemienia, s jest rozstawem strzemion.
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W przypadku czystego skrecania, jak réwniez ,,czystego” scinania (M = 0),
dzialajace na element naprezenia normalne o; i o, s3 robwne zero, czyli ¢, = o, = 0.

Aby opisac¢ stan elementu skrecanego, oprocz wymienionych powyzej rownan,
niezbedne jest wprowadzenie dodatkowych réwnan réwnowagi, nierozdzielnosci
oraz prawa konstytutywnego betonu Sciskanego w krzyzulcach.

Warunek réwnowagi momentéw w przekroju poprzecznym elementu skreca-
nego mozna wyrazi¢ przy pomocy zaleznosci Bredta (26).

Wskutek skrecania belki, w kazdym pojedynczym elemencie strefy strumienia
Scinania wywotane jest odksztatcenie poprzeczne. Warunek nierozdzielnosci ustala-
jacy zwiazek odksztatcenia poprzecznego y elementu Scianki zastepczego przekroju
cienkosciennego z katem obrotu belki y, wyprowadzony przez Bredta, ma nastepu-
jaca postac:

= Y 28
—'VQAk (28)

gdzie u, oznacza obwod linii srodkowej strefy strumienia Scinania.

Powierzchnie zewnetrzne skrecanych belek, wskutek obrotu elementu, ulegaja
spaczeniu (wygieciu wklestemu). Drugi, dodatkowy warunek nierozdzielnosci
odksztatcen, wyprowadzony przez Lamperta i Thiirlimanna [10], ustala zwiazek
migdzy krzywizng betonowych krzyzulcow ¢,,, a katem obrotu elementu y:

¢, = ¥sin (20) (29)

Betonowe krzyzulce w elemencie skrecanym poddane s3 dziataniu nie tylko
osiowego Sciskania, ale rowniez zginania, spowodowanego spaczeniem zewnetrz-
nych powierzchni. Wskutek ztozonego stanu naprezenia, w krzyzulcu wystepuje
zmienny rozktad odksztatcen gléwnych e,, ktore przyjmuja najwieksza wartos¢ na
powierzchni zewnetrznej ¢,,,.,, a ich wartos¢ zmniejsza sie w kierunku do wnetrza
belki. Przyjmuje sie, a potwierdzity to wyniki badan Mitchella i Collinsa [4], ze
w krzyzulcu o grubosci ¢, rozktad odksztatcen e, jest liniowy, co przedstawiono na
rys. 5a. Mozna wiec ustali¢ zaleznos¢ miedzy krzywizng krzyzulca ¢,,, maksymal-
nym odksztatceniem $ciskanego betonu ¢,,,,, oraz gruboscig strefy strumienia scina-
nia (gruboscia krzyzulca) ¢,

52 max = (bdpt (30)

Na rys. 5b przedstawiono rozktad naprezen Sciskajacych w betonowym krzy-
zulcu skrecanej belki, pod obcigzeniem bliskim nos$nosci belki, ktory odpowiada
liniowemu rozktadowi odksztatcen. Krzywa reprezentujaca rozkiad naprezen
Sciskajgcych jest identyczna z krzywa o-¢ betonu zmiekczonego, opisang row. (19).
W celu utatwienia analizy, paraboliczny wykres naprezen Sciskajacych zastepuje
sie¢ rownowaznym, prostokatnym wykresem naprezen, przedstawionym na rys. Sc.
Rownowazny wykres naprezen jest statycznie zdefiniowany za pomocg dwoch para-
metrow: wysokosci a, ktoérg wyznacza sie ze wzoru:

a=pt, (31)
oraz Srednich naprezen Sciskajacych, ktorych wartos¢ oblicza sie wedtug zaleznosci:

Uz‘,‘Z = al 2max = alc‘f;m (32)
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Rys. 5. Rozktad naprezen i odksztatcen w betonowym krzyzulcu Sciskanym elementu skreca-
nego [4].
Fig. 5. Strain and stress distributions in concrete compression strut of a element subjected to
torsion [4].

Nalezy szczeg6lnie podkreslic, ze row. (19), wyrazajace zalezno$¢ o-¢ betonu
w krzyzulcach poddanych dziataniu osiowego Sciskania, nie jest mozliwe do zasto-
sowania w przypadku elementéw skrecanych, poniewaz w takich elementach beto-
nowe krzyzulce poddane s3 jednoczesnemu dziataniu osiowego Sciskania i zginania.
Tak wiec, row. (32) jest nowym prawem konstytutywnym, ustalajgcym zaleznosé
miedzy $rednimi odksztalceniami ¢, a Srednimi naprezeniami o, w betonowych
krzyzulcach elementéw skrecanych.

Wystepujace w row. (31) i (32) zmienne «, i B8;, ktore sg funkcjg odksztatcen ¢,,
nazywane sg wspotczynnikami rownowaznego wykresu naprezen. Wspotczynniki
o, 1 B; wyznacza sie w taki sposob, aby wartosci i potozenie wypadkowych wykre-
sOw naprezen przedstawionych na rys. 5b i Sc byty identyczne.

Wspolczynnik a,, ktory wyraza warto$¢ stosunku naprezen srednich do napre-
zen maksymalnych w betonowych krzyzulcach $ciskanych, wyznacza si¢ z rowno-
wagi sit wypadkowych:

o max
td

= af0=—— [ o,(,)d, (33)

2max 0

Wspotczynnik f;, okreslajacy wysoko$¢ rdwnowaznego wykresu naprezen
(grubo$¢ rownowaznego pola Sciskanego w betonowym krzyzulcu), wyznacza sie
z warunku rownowagi momentow wzgledem osi obojetnej, ktora zlokalizowana
jest w odlegtosci t, od powierzchni zewnetrznej:

2 Comax

c (1 —0.50, )td = Qt‘i f o, (52 )52d52 (34)

2max 0

Po odpowiednich przeksztatceniach, uzyskuje sie wzory do obliczania wspot-
czynnikow ;i a;:

€2max —4
50
B =05—— (35)
2max 3

6()
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2
a = i 82 max | l 82 max (3 6)
YoB e 3| €

0 0

Analize zelbetowych elementow skrecanych, przy wykorzystaniu teorii MCFT,
prowadzi si¢ wiec przy zalozeniu, ze betonowe krzyzulce posiadajg rownowazna
grubos¢ a = B;t; (rbwnowazna grubos¢ strefy strumienia Scinania). Wypadkowa
naprezen Sciskajacych jest wiec zlokalizowana w odlegtosci (a /2) od zewnetrz-
nej powierzchni betonu, a jej potozenie jest zgodne z potozeniem linii srodkowej
rownowaznej strefy strumienia $cinania. Przyjmuje sie, ze odksztalcenia w ptasz-
czyznie dziatania wypadkowej naprezen Sciskajgcych maja warto$¢ Srednig i moga
by¢ uzywane do konstruowania kota odksztatcenn Mohra. Przy tym zatozeniu, Srednia
wartos¢ gtownych odksztatcen w Sciskanym betonie ¢,, mozna obliczy¢ wg wzoru:

& = (1 - 0'561 )€2max (37)

Konsekwencja przyjecia w analizie rOwnowaznej grubosci strefy strumienia
Scinania s3 modyfikacje niektérych rownan wykorzystywanych w teorii MCFT,
polegajace przede wszystkim na zastgpieniu zmiennej t, przez zmienng a.

3. Model teoretyczny Rahala i Collinsa odwzorowujacy
stan odksztalcenia elementu zelbetowego poddanego
jednoczesnemu dzialaniu momentu skrecajacego i sily
poprzecznej

Istotnym z punktu widzenia stanéw granicznych no$nosci i stanéw granicznych

uzytkowalnosci jest fakt, ze przy skrecaniu ze Scinaniem wystepuje zréznicowany
rozktad naprezen stycznych w przekroju poprzecznym, co zilustrowano na rys. 6.

e

[}

Rys. 6. Rozktad naprezen stycznych w zewngtrznej czgsci przekroju poprzecznego spowodowanych:
a) sita poprzeczng V, b) momentem skrecajacym T, c) jednoczesnym dziataniem (T+V).

Fig. 6. Shearing stresses distribution near the periphery of a section subjected to: a) shear V,
b) torsion T, ¢) combined torsion and shear (T+V).

Przyjmuje sie, ze w elementach o przekroju pelnym naprezenia styczne spowo-
dowane sitg poprzeczng 7, s3 rownomiernie roztozone w caltym przekroju, a kieru-
nek ich dziatania jest zgodny z kierunkiem dziatania sity V. Naprezenia styczne
7 spowodowane momentem skrecajagcym, o ,,obwodowym” kierunku dziata-
nia, wystepuja jedynie w zewnetrznej czeSci przekroju (w Sciankach zastepczego
przekroju cienkosciennego o grubosci t,). Naprezenia styczne 7, i 1, beda sie wiec
odejmowaty na jednym boku belki (przypadek T-V), rownolegtym do ptaszczy-
zny dzialania momentu zginajacego, a na drugim sumowaty (przypadek T+V).
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W konsekwencji bok przekroju, na ktéorym nastepuje sumowanie naprezen stycz-
nych bedzie obszarem ,,krytycznym” ze wzgledu na stan graniczny nosnosci i stan
graniczny szerokosci rys. Poniewaz naprezenia styczne t, przenoszone sg przez caty
przekréj poprzeczny, natomiast 7, jedynie przez ,,obwodowg” czes¢ przekroju, w
Sciance ,,krytycznej” nie bedzie obowigzywata zasada superpozycji przy sumowa-
niu naprezen stycznych. Mowiac inaczej, przyjecie liniowej interakcji pomiedzy T i
V przy projektowaniu elementoéw jednocze$nie skrecanych i scinanych jest zatoze-
niem zbyt zachowawczym.

Metoda analizy elementu jednoczes$nie skrecanego i Scinanego powinna
uwzglednia¢ rzeczywisty rozktad naprezen stycznych w przekroju poprzecznym
oraz przestrzenng prac¢ elementu.

Jedynym dostepnym w literaturze modelem teoretycznym, na podstawie ktérego
mozna szczegbtowo analizowac¢ zachowanie elementéw zelbetowych poddanych
jednoczesnemu dziataniu skrecania i $cinania jest model Rahala i Collinsa [13].
Zostat on opracowany na podstawie teorii MCFT. Poprzez wprowadzenie warunku
nierozdzielnosci krzywizn rozszerzono zakres stosowania modelu na elementy
jednocze$nie skrecane i Scinane.

Jezeli element zelbetowy o przekroju petnym jest poddany dziataniu skreca-
nia, to jego przekrdj, w analizie, mozna zastapi¢ przekrojem cienko$ciennym. Przy
czystym skrecaniu poszczegélne Scianki przekroju cienkoSciennego: lewa, gorna,
prawa i dolna, ktore zostang oznaczone, odpowiednio: L, G, P i D, maja jednakowa
grubos¢, poniewaz warto$¢ srednich naprezen stycznych wywotanych skrecaniem 7,
jest we wszystkich $ciankach identyczna. Przy jednoczesnym skrecaniu i $cinaniu,
naprezenia styczne od skrecania 7,1 sily poprzecznej 7, beda si¢ w jednej ze Scianek,
np. prawej, sumowaly (z; + 7y), w lewej odejmowaly (z; - 7,), a w gérnej i dolnej
beda dziataty jedynie naprezenia v, (por. rys. 6). Stan odksztalcenia (naprezenia)
w poszczegblnych Sciankach bedzie wiec zréznicowany. W rezultacie, aby okresli¢
stan odksztatcenia w konkretnej §ciance, nalezy w analizie uwzgledni¢ przestrzenng
prace elementu, ktéra zalezy od stanu odksztalcenia poszczegblnych Scianek.
W tym celu, Rahal i Collins wprowadzaja warunek nierozdzielnosci krzywizn, ktory
uwzglednia wzajemng zaleznos$¢ pomiedzy odksztalceniami Scianek.

Model Rahala i Collinsa daje mozliwos¢ analizy przekrojow zelbetowych
poddanych jednoczesnemu dziataniu: momentu skrecajacego T, sily osiowej N,
sity poprzecznej pionowej V,, sity poprzecznej poziomej V,, zginania w ptaszczyz-
nie pionowej M, i zginania w plaszczyznie poziomej M, (por. rys. 7a). W artykule,
przy opisie modelu, bardziej szczegbtowo zostanie zaprezentowany przypadek, gdy
w przekroju poprzecznym wystepuja jedynie moment skrecajacy T i sita poprzeczna
V dziatajaca w kierunku pionowym.

3.1. Podstawowe zalozenia modelu

Na rys. 7a przedstawiono element zelbetowy o przekroju prostokgtnym znaj-
dujacy sie, wskutek dziatania obcigzen zewnetrznych, w ztozonym stanie napreze-
nia, oraz fragment, niewielkich rozmiaréw, wyizolowany z przekroju poprzecznego
tego elementu, ktory znajduje sie w trojosiowym stanie naprezenia. OkreSlenie tego
ztozonego stanu naprezenia, na podstawie aktualnej wiedzy o zarysowanych elemen-
tach zelbetowych, bytoby niezwykle skomplikowane. W celu uproszczenia analizy
dokonuje sie idealizacji przekroju w taki sposob, aby niezaleznie rozwazaé czesci
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sktadowe znajdujace sie w jedno- i dwuosiowym stanie naprezenia, przy jednocze-
snym zachowaniu wzajemnych zaleznosci pomiedzy tymi dwoma uktadami.

Na rys. 7b przedstawiono wyidealizowany przekrdj poprzeczny, zbrojony
pretami podtuznymi, ktéry przenosi czgs¢ obcigzen (N, M,, M, oraz naprezenia
normalne spowodowane przez V,, V,i T) za poSrednictwem naprezen normalnych.
Na rys. 7b przedstawiono rowniez, za pomocg linii przerywanej, stan przekroju po
odksztatceniu, z ktorego wynika, ze w catym przekroju przyjeto liniowa zmien-
nos¢ odksztatcen w kierunku podtuznym tzn.: przekroje ptaskie pozostajg ptaskie,
a naprezenia normalne zwigzane s z odksztatceniami poprzez zwykte, jedno-
osiowe zaleznosci o-¢, zarbwno w odniesieniu do betonu jak i stali. W dalszej czeSci
pracy, wyidealizowany przekrdj przedstawiony na rys. 7b bedzie okreslany jako
»uktad 17.

Na rys. 7c przedstawiono wyidealizowany przekr6j znajdujacy sie w dwuosio-
wym stanie naprezenia, ktory przenosi sity poprzeczne V,, V, i moment skrecajacy T.
Przekroj sktada sie z czterech poprzecznie zbrojonych scianek, o réznych grubosciach
t,,, 1 roznym kacie nachylenia 6 kierunku gtéwnych naprezen w Sciskanym betonie.
W artykule, ten wyidealizowany przekr6j bedzie okreslany jako ,,uktad 2”.
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Rys. 7. Sposob idealizacji przekroju zelbetowego wg modelu Rahala i Collinsa [13].
Fig. 7. Idealization of reinforced concrete section in the model of Rahal and Collins [13].
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Pomiedzy tymi dwoma wyidealizowanymi uktadami wystepujg wzajemne
zaleznosci. Po pierwsze, naprezenia styczne wystepujace w Sciankach uktadu 2
powodujg powstawanie sit podtuznych oraz momentéw zginajgcych, jezeli warto-
Sci sit podtuznych w przeciwleglych Sciankach sa r6zne. Uktad 1 bedzie, wobec tego,
poddany dziataniu obcigzen zewnetrznych (N, M,, M,) oraz obcigzen spowodowa-
nych naprezeniami stycznymi. Nalezy wiec wyznaczy¢ odpowiednie sity podiuzne
z uktadu 2 i zastosowac je w uktadzie 1. Po drugie, kazda Scianka uktadu 2 podlega
dziataniu naprezen stycznych (od V,, V, i T) oraz, dodatkowo, odksztalcenia
w kierunku podtuznym g. Odksztatcenie g wyznacza sie z uktadu 1 i stosuje
w uktadzie 2. Przyjeto, Ze ¢ jest odksztatceniem w kierunku podtuznym srodka
ciezkosci scianki (rownolegtym do osi podtuznej belki).

W zwiazku z powyzszymi zatozeniami, do okreSlenia stanu naprezenia
i odksztatcenia w kazdej sciance mozna wykorzysta¢ rownania teorii MCFT.

Aby uzyskaé spodziewane rozwiazanie, przy pomocy omawianego modelu
teoretycznego, muszg by¢ spelnione nastepujace wymagania:

1) w odniesieniu do catego przekroju poprzecznego: réwnowaga napre-
zen stycznych (uktad 2) i normalnych (uktad 1) oraz nierozdzielnos¢ odksztatcen
w kierunku podtuznym (uktad 1);

2) w kazdej Sciance: prawa konstytutywne betonu i stali (MCFT) (uktad 1 i 2),
warunki nierozdzielnosci srednich odksztatcen (MCFT) (uktad 2), warunki réwno-
wagi Srednich naprezen (MCFT) (uktad 2) oraz nierozdzielnos¢ krzywizn (uktad 2).

Z warunku rownowagi naprezen stycznych wynika wzajemna zalezno$¢ pomie-
dzy Sciankami uktadu 2. Wypadkowe naprezen stycznych w Sciankach musza by¢
w rownowadze z obcigzeniami zewnetrznymi (V, T).

Przyjeto zatozenie, ze sita poprzeczna V (pionowa) przenoszona jest wylgcz-
nie przez $cianki pionowe. Wartos¢ Srednich, rownomiernie roztozonych naprezen
stycznych wywotanych sita V:

_r
bz
Z przyjetego zalozenia wynika, ze grubos¢ pojedynczej Scianki (krzyzulca)
przenoszacej naprezenia styczne Ty, jest rtowna potowie szerokosci catego przekroju
poprzecznego t, = 0.5b.

T

(38)

Moment skrecajacy T wywotuje naprezenia styczne we wszystkich Sciankach.
Rozktad tych naprezen jest liniowy na grubosci Scianki (por. rys. 8.a). Przy czystym
skrecaniu Srednia warto$¢ rownomiernie roztozonych naprezen stycznych 7, jest
stata we wszystkich Sciankach [por. row. (26)], ktére maja identyczng grubos¢ t,,
co zostato opisane w p.2.2. Poniewaz w analizie elementéw skrecanych, wg teorii
MCFT, grubosc¢ Scianki zastepuje sie rOwnowazna gruboscig krzyzulca a = B,t, (por.
rys. 5), rtéw. (26) przyjmie postac:

qT T

Ti
a 2Aka.
i

(39)

gdzie indeks i zastepuje sie odpowiednim indeksem: L, G, P lub D. Réwnanie (39)
jest ogolng postacia row. (26) i mozna je stosowac w przypadku, gdy grubosci Scianek
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sa rozne. Przy r6znych grubosciach Scianek pole A,, zawarte wewnatrz linii sSrodkowej
strefy strumienia Scinania:

2 2 2 2

Przy jednoczesnym dziataniu momentu skrecajacego i pionowej sity poprzecz-
nej naprezenia styczne 7, i 7, beda si¢ w jednej ze Scianek pionowych odejmowaty,
a w drugiej (krytycznej) dodawaty. W rezultacie rozktad naprezen stycznych w obu

$ciankach bedzie nierownomierny.
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Rys. 8. Rozktad naprezen stycznych w Sciance krytycznej (7, + t,) elementu jednoczesnie skre-
canego i Scinanego [13]: a) naprezenia rzeczywiste, b) naprezenia $rednie spowodowane
dziataniem T'i V, c) naprezenia $rednie spowodowane jednoczesnym dziataniem T'i V.

Fig. 8. Shearing stresses distribution in the critical wall (z; + 7,) of element subjected to combined
torsion and shear [13]: a) original system of stresses, b) average stresses due to V and T,
c) average stress due to combined T and V.

Na rys. 8a przedstawiono rozktad naprezen stycznych, wywotanych przez
Ti V, w krytycznej $ciance przekroju (7, + 7). ROwnomiernie roztozone naprezenia
Ty, Wg 1OW. (38), wystepuja na grubosci t,. Rozktad naprezen stycznych wywotanych
przez T jest zmienny na grubosci ¢,. Zastepujgc go rownowaznym rozktadem sred-
nich, rbwnomiernie roztozonych na grubosci a, naprezen stycznych t,, wg row. (39),
uzyskuje sie rozktad naprezen stycznych w Sciance krytycznej jak na rys. 8b.

Zakres stosowania teorii MCFT ograniczony jest do elementéw poddanych
dziataniu rownomiernie roztozonych naprezen. Teori¢ mozna stosowaé w przy-
padku elementéw skrecanych lub Scinanych, w ktérych betonowe krzyzulce podle-
gaja dzialaniu réwnomiernie roztozonych, srednich naprezen stycznych, odpo-
wiednio: 7, na grubosci a i 1y na grubosci t, = 0.5b. W przypadku jednoczesnego
skrecania i Scinania rozktad naprezen stycznych jest jednak nierbwnomierny, jak
wynika z rys. 8b. Aby mozna byto zastosowac¢ rownania teorii MCFT, wyznacza sie
warto$¢ Srednich naprezen stycznych ,,, ktore dziatajg na odpowiedniej grubosci ¢,
co przedstawiono na rys. 8c. Wartosci zmiennych 7,1 t,,, charakteryzujacych rozktad
Srednich naprezen stycznych w $ciance i spowodowanych jednoczesnym dziataniem
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Ti V, oblicza sie w taki sposdb, aby warto$¢ i potozenie wypadkowych rozktadow
naprezen przedstawionych na rys. 8b i 8c byty identyczne. Znajgc wartosS¢ srednich
naprezen stycznych t,, w Sciance oraz wartos¢ odksztatcen w kierunku podtuznym g
Srodka ciezkosci Scianki, mozna za pomocg teorii MCFT ustali¢ stan odksztatcenia
(naprezenia) Scianki.

Na rys. 7b przedstawiono (linig przerywang) ogélny stan odksztatcenia prze-
kroju w kierunku podtuznym. Przekr6j moze si¢ obraca¢ dookota osi poziomej (z)
oraz pionowej (y). Do opisania stanu odksztatcenia w kierunku podtuznym, a w
konsekwencji stanu naprezenn normalnych w przekroju poprzecznym, niezbedne sa
trzy niezalezne zmienne. Na rys. 7b przedstawiono zmienne, ktére zostaty wybrane
w prezentowanym modelu teoretycznym, wraz z konwencjg ustalania znakow tych
zmiennych. Zmiennymi s3: €, — odksztalcenie w kierunku podtuznym $rodka ciez-
kosci przekroju; dodatnie przy rozcigganiu, ¢, — obrét dookota osi z; dodatni jezeli
skutkiem jest sciskanie gornych wiokien przekroju, ¢, — obrét dookota osi y; dodatni
jezeli skutkiem jest Sciskanie prawych witokien przekroju.

Przy danej kombinacji odksztatcen: ¢, ¢,, ¢,, odksztatcenie podtuzne dowol-
nego punktu przekroju o wspotrzednych (z,y) mozna wyznaczy¢ z warunku nieroz-
dzielnosci odksztalcen podiuznych, opisanego réwnaniem:

5l = E(:en - y(’bz + Z¢y (41)

W modelu przyjmuje sie doskonatg przyczepnos$é pomiedzy betonem i stalg
(zatozenie 6, w p. 2.1). W zwigzku z tym, réw. (41) mozna wykorzysta¢ do oblicze-
nia odksztatcenn zarbwno w betonie jak i w pretach zbrojeniowych, w dowolnym
punkcie przekroju poprzecznego.

Naprezenia normalne w przekroju poprzecznym (uktad 1) muszg byé
w rownowadze z zewnetrznymi obcigzeniami (N, M,, M,). Warunki rownowagi
muszg rowniez uwzglednia¢ wystepowanie naprezen normalnych, ktére powstaja
wciankach (uktad 2), wskutek dziatania naprezen stycznych 7,,,. Naprezenia wbetonie
i zbrojeniu podtuznym, wyznaczone na podstawie rozktadu odksztatcen g w catym
przekroju [wg row. (41)] i przy wykorzystaniu praw konstytutywnych betonu (zalez-
nosci niezmigkczone) i stali, po scatkowaniu wzgledem odpowiednich powierzchni,
nalezy zsumowa¢ z sitami przekrojowymi. W rezultacie otrzymuje si¢ nastepujace
rébwnania rownowagi uktadu 1 we wspotrzednych z-y:

4
facldAe +fgsldA9 = N+2Nm' (42)
A A =
4
[owdA + [oydd =—M > (N.y,) (43)
A A, =1
4
f o,2dA + f o2dA =M + (Nz) (44)
A, A, i=1

gdzie z; oraz y; sa, odpowiednio, wspotrzednymi z i y srodka ciezkosci Scianki i.
Z prawych stron powyzszych réwnan wystepuje catkowite obcigzenie rOwnowazne,
ktore jest sumg obciazen zewnetrznych i obcigzenn bedacych wynikiem dziatania
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naprezen stycznych .. N,; jest sita podtuzng spowodowang dziataniem naprezen
stycznych 7,,; w Sciance i, ktorg wyznacza si¢ ze wzoru [por. row. (8)]:

T .
N, = [ e — Um] x (pole powierzchni §cianki ,,i”) (45)
tan 0, )

Wszystkie Scianki przekroju (uktad 2), ktére znajdujg sie w dwuosiowym
stanie naprezenia (t,,) i dodatkowo podlegaja dziataniu odksztalcenia podtuznego
&, spetniajg zatozenia teorii MCFT. Wobec tego réwnania teorii MCFT moga by¢
wykorzystane w prezentowanym modelu, w celu okreslenia stanu odksztalcenia
(naprezenia) poszczegdlnych Scianek. Dodatkowo, Rahal i Collins [13] wprowadzaja
warunek nierozdzielnosci krzywizn.

W kazdej Sciance wystepuje wzajemna zalezno$¢ pomiedzy skreceniem prze-
kroju v, krzywizng podtuzna ¢, (w ptaszczyznie poziomej), krzywizna poprzeczng ¢,
(w ptaszczyznie pionowej) oraz krzywizng maksymalng ¢,, (wzdtuz osi krzyzulca).
Zaleznos¢ ta, ktora stanowi warunek nierozdzielnosci krzywizn, mozna przedsta-
wi¢ za pomocg réwnania:

¢, = ¢, sin’ 0 + ¢, cos’ 6 + ¥ sin (29) (46)

Krzywizna danej Scianki ma znak dodatni, zgodny ze znakiem w, jezeli
warto$¢ odpowiedniego odksztalcenia w tej Sciance jest mniejsza od odpowied-
niego odksztatcenia w Sciance do niej rownolegtej. Poniewaz wartosci odksztat-
cen w Sciance zalezg od wartosci naprezen stycznych, odksztatcenia w Sciance
krytycznej, w ktorej (7 + 7,) (przyjmijmy, ze jest to prawa Scianka), beda miaty
zawsze wieksze wartoSci od odpowiednich odksztatcen w Sciance do niej rownole-
glej (z; - 1,). Wobec tego, krzywizny prawej Scianki (krytycznej) musza mie¢ znak
ujemny i nalezy je wyznacza¢ w nastepujacy sposob:

¢ZP _ i (47)

$p =T (48)

natomiast krzywizny lewej Scianki beda rowne: ¢; = -¢p i ¢y = -¢p. W 1r6W. (47)
i (48) g, oznacza Srednie odksztatcenie w betonie w kierunku poprzecznym (réwne
odksztalceniu w zbrojeniu poprzecznym), b, jest odlegtoscia pomiedzy piono-
wymi galeziami strzemienia, natomiast ¢; oznacza Srednie odksztatcenie podtuzne
w punkcie lezacym na skrajnym wtoknie przekroju, na wysokosci srodka cigzko-
Sci przekroju. Warto zauwazy¢, ze w elementach poddanych czystemu skrecaniu
¢ = ¢,; = 0, a rOw. (46) przyjmuje postaé wyrazona row. (29).

W modelu teoretycznym Rahala i Collinsa, row. (46) wykorzystuje sie do obli-
czenia wartosci zmiennej ¢,,. Znajac warto$¢ odksztatcenia na zewnetrznej, Sciska-
nej powierzchni betonu &,,,,, oblicza sie grubos¢ krzyzulca t,, przenoszacego skre-
canie, wedtug zaleznosci, ktéra wynika z row. (30):

62 max
Py == (49)
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Nalezy zwr6ci¢ uwage, ze w przypadku Scianki krytycznej (t; + 1), przy oblicza-
niu t, nie mozna bezpoSrednio skorzysta¢ z réw. (49), poniewaz odksztalcenie e,,,,
spowodowane jest jednoczesnym dziataniem T i V (&0 = Eamart + Exmaxy)- W tym
przypadku réw. (49) przyjmuje postac:

19
t = 2max T (50)
d (bdp

3.2. Odksztalcenie betonu $ciskanego na zewngetrznej powierzchni
krzyzulca (&,,,,), W Sciance krytycznej (7 + 1)

Stan odksztatcenia (naprezenia) w Sciance krytycznej okresla sie, wykorzystu-
jac rownania teorii MCFT, przy zatozeniu, ze jest ona poddana dziataniu $rednich
naprezen stycznych t,, (T+V), rtownomiernie roztozonych na grubosci ¢,, (por. rys. 8
oraz rys. 9.a). W wyniku przeprowadzonej procedury obliczeniowej uzyskuje sie
Srednie wartosci naprezen i odksztatcen w Sciance krytycznej, ktora podlega jedno-
czesnemu dziataniu skrecania i $cinania (T+V), m.in.: 6., fomamms Ocims Exms O
Indeks m oznacza, ze odksztatcenie lub naprezenie zostato spowodowane dziata-
niem sity poprzecznej, rOwnowaznej poczatkowemu uktadowi naprezen stycznych
(T+V). Na podstawie przeprowadzonej analizy nie mozna, wobec tego okreslic,
w jaki sposob zmienia sie wartos¢ ¢, na grubosci Scianki. W konsekwencji, nie mozna
ustali¢ wartoSci odksztatcenia na zewnetrznej powierzchni Sciskanego betonu ¢,,,,,.
Odksztalcenie ¢,,,, jest bardzo wazne w analizie elementéw skrecanych. Jest wskaz-
nikiem zmiazdzenia betonu (przyjmuje si¢, ze zmiazdzenie betonu wystepuje, gdy
Emax = 1.5¢,), @ ponadto stanowi podstawe obliczenia grubosci $cianki ¢, przeno-
szacej skrecanie, wg row. (50), a w konsekwencji rowniez A,, wg row. (40), oraz
skrecenia przekroju .

W celu okreslenia wartosci e,,,, nalezy przeprowadzi¢ dodatkowg analize
obliczeniowa, ktéra oparta jest na zatozeniu, ze gléwne odksztatcenia w betonie
Sciskanym &,;, spowodowane skrecaniem, zmieniajg sie liniowo na grubosci t,.
Ilustracja graficzna tej analizy zostata przedstawiona na rys. 9.

Gtowne naprezenia Sciskajgce w Sciance krytycznej o, obliczone na podsta-
wie 1,1 t,,, spowodowane sg jednoczesnym dziataniem T'i V. Wartos¢ wypadkowej
wykresu naprezen o,,,, musi by¢ rowna sumie wartosci wypadkowych rzeczywistych
wykresow naprezen Sciskajacych spowodowanych przez T (o.,;) i V (0.,y). Udziat
skrecania w gtéwnych naprezeniach Sciskajacych bedzie wiec rowny:

AT = Uchtm - UCQVtV (51)

gdzie oty jest udzialem sily poprzecznej, co przedstawiono na rys. 9b i 9c.
Wartos¢ o,y oblicza sie, zgodnie z réw. (7), w nastepujgcy sposob:

- Oclm (52)

2V

T =Ty [tanGm +

tand

Znajac warto$¢ o,,, mozna obliczy¢ gléwne odksztalcenie w betonie Sciska-
nym spowodowane sitg poprzeczng &,y, z réw. (21). Poniewaz sita poprzeczna
powoduje rownomierny rozktad odksztatcen na grubosci krzyzulca t,, wobec tego,

v = Emaxve
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Rys. 9. Sposbéb wyznaczania g,,,, w Sciance krytycznej belki jednocze$nie skrecanej i Scinanej wg
modelu Rahala i Collinsa [13]: a) sposOb wyznaczania rdwnowaznych, srednich naprezen
stycznych 7, b) okreslenie udziatu T w gléwnych naprezeniach $ciskajacych, ¢) wyznacze-
nie Eomax (lub meaxT)'

Fig. 9. Method for calculating ¢,,,, in the critical wall of the beam subjected to combined torsion
and shear in the model of Rahal and Collins [13]: a) computing equivalent average shear
stress 7,,, b) calculating contribution of T to the principal compressive stresses, ¢) comput-
NG &3ax (OT E3pan)-

Znajac warto$¢ Ay oblicza sie &, W taki sposob, aby spelnione byto zato-
zenie o liniowej zmiennosci odksztatcenia &, na grubosci t,, por. rys. 9c. Liniowa
zmiennoS¢ &, implikuje paraboliczny wykres naprezen o, na grubosci t,, wobec
tego &, Nalezy wyznaczy¢ na podstawie rownania [por. row. (33)]:

t €2 max T
A= [ == [ o, ()i, (53)
0 2max T 0

Wartos¢ odksztatcenia na zewnetrznej powierzchni betonu Sciskanego,
spowodowanego jednoczesnym dziataniem T'i V, bedzie wiec réwna:

EZmax = EZmaxT + E?maxV (54)

Wartos¢ odksztalcenia e,,,, mozna réwniez wyznaczyé w sposob ,,bezpo-
Sredni”, rozwazajac jednoczesne dziatanie T i V na grubosci t,. Udzial naprezen
Sciskajgcych o,,, dziatajacych na grubosci ¢, i spowodowanych jednoczesnym dzia-
taniem T'i V, w naprezeniach o, bedzie rowny, zgodnie z rys. 9c:

AT+V = UoZnLtm B Uc?V (tV - td) (55)
Wartos¢ odksztatcenia e,,,,, okresla si¢ na podstawie rbwnania:

o= [ @)= [ o, @) (56)

3

Lty 2max ...y
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Do wyznaczenie wartosci &, Z 1OW. (53), oraz &,,,,, z row. (56), konieczne
jest zastosowanie metody iteracyjnej. Istota procedury iteracyjnej jest uzyskanie
zbieznosci pomiedzy wartoscig catki, row. (53) lub (56), i wartoscig wypadkowej
rbwnowaznego (prostokatnego) wykresu naprezen (por. rys. 5). Nalezy zwrécié
uwage, ze wyznaczajac wartosc &,,,,, na podstawie row. (56), nie mozna zastosowaé
wspolczynnikdéw rownowaznego wykresu naprezen a; i §; dla przypadku czystego
skrecania, tzn. przy zatozeniu, Ze ¢, zmienia si¢ od zera do ¢,,,, na grubosci t,.
W $ciance krytycznej elementu jednocze$nie skrecanego i scinanego (T+V), wartos¢
gtownych odksztatcen zmienia sie, na grubosci t,, od &, do &,,,,,, por. rys. 9c. Nalezy
wiec wyznaczyé nowe wartodci wspotczynnikéw rownowaznego bloku naprezen,
reprezentatywne dla przypadku (T+V). WartoSci wspotczynnikoéw, ktore dla odrdz-
nienia zostang oznaczone jako o, i f3,, okresla sie na podstawie row. (33) i (34)
z tym, ze w wyrazeniach wystepujacych po prawej stronie tych rownan, nalezy zmie-
ni¢ odpowiednio granice catek oraz zmienng ¢, zastapi¢ zmienng t,. Ostatecznie, po
przeksztatceniach, warto$¢ wspodtczynnika o, oblicza sie z rbwnania:

t €
a, b L) S (1_m2)_l
t, B, & 3| ¢

0

%ﬂ} (1—m3) (57)

natomiast wartos$¢ t, wyznacza si¢ wg zaleznosci:

t = €2max td (59)

1
62 max T’

Wartos$¢ wspotczynnika 8, oblicza sie ze wzoru:

e

ﬁz - 2 1 - t_
1|e
d lfmZ _ — | T2max 1777?/3
O
Znajac warto$¢ maksymalnego odksztatcenia betonu Sciskanego &,
spowodowanego momentem skrecajacym, mozna okresli¢ grubosé¢ krzyzulca t,, wg
row. (50), oraz wartosci wspolczynnikow o, i §;, wg row. (35) i (36). W konsekwen-
cji daje to mozliwos$¢ wyznaczenia wysokosci rownowaznego wykresu naprezen a,
wg row. (31), oraz 7, wg row. (39), i A;, wg row. (40).

(60)

Znajac warto$¢ maksymalnego odksztatcenia betonu sciskanego &,,,.., SpOwWo-
dowanego jednoczesnym dziataniem V i T, mozna wyznaczy¢, na podstawie row.
(14), odksztatcenia poprzeczne w poszczegblnych Sciankach:

2 (€ + 1)

61
tan 0, (61)
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a w rezultacie skrecenie (kgt obrotu) przekroju y:

=)+ 06 =)
= (62)
2bh
Odksztalcenia y, w row. (62), majg znak zgodny ze znakiem strumienia sit

stycznych g,,; (od T+V) w kazdej Sciance.

3.3. Sposo6b rozwiazania problemu

Model teoretyczny Rahala i Collinsa zostat opracowany w celu okreslenia
stanu odksztalcenia skrecanego elementu zelbetowego znajdujacego si¢ w ztozonym
stanie naprezenia. Rozwigzanie mozna uzyskac jedynie przez zastosowanie metody
kolejnych przyblizen (iteracji). Proces iteracji stosuje sig, az do uzyskania zbieznosci
(wartosci zatozonych i obliczonych), ktérg sprawdza sie¢ przy pomocy warunkéw
rownowagi [réw. (42) - (44)]. Skrocona forma algorytmu obliczeniowego, w 0gol-
nym przypadku obcigzenia (T+V,+V +M +M,+N), zostala przedstawiona ponizej.

Dane poczatkowe: charakterystyka przekroju (wymiary; ilos¢, rodzaj
i rozmieszczenie zbrojenia), parametry wytrzymatosciowe betonu i stali, obcigzenia
zewnetrzne.

1) Przyja¢ wartosci ¢,, o, f; w poszczeg6lnych Sciankach.
2) Okresli¢ rbwnowazny stan naprezen stycznych t,, t,, (T+V) w Sciankach.
3) Przyja¢ wartosci g w poszczegblnych sciankach.
4) Dla danych 1, t,, i g, okresli¢ stan odksztatcenia i naprezenia w Sciankach
(uktad 2; teoria MCFT):
4.1) Przyjac wartosc &,.
4.2) Przyjac¢ wartosc 6.
4.3) Obliczy¢: €, €, &, &, O.1y Oy Oy Oys Oy Oy O.
4.4) Sprawdzi¢ wartos¢ 6; jezeli obliczona warto$¢ 6 jest zgodna z przyjeta
wartoscia 0 (z zatozona doktadnoscia), to wartosci zmiennych obli-

czone w p. 4.3 sa prawidtowe; w przeciwnym wypadku nalezy przyjac
now3 (skorygowang) wartosc¢ 0.

4.5) Sprawdzi¢ wartos¢ ¢,; jezeli obliczona wartos¢ &, jest zgodna z przyjeta
wartoscia &, (z zatozong doktadnoscia), to wartosci zmiennych obli-
czone w p. 4.3 sg prawidtowe; w przeciwnym wypadku nalezy przyjac
nowg (skorygowang) wartosc &,.

5) Obliczy¢ wartosci o,y 1 &, (0d V) w poszczegbdlnych sciankach.

6) Obliczy¢ wartosci sit podtuznych N,, w poszczegblnych Sciankach, spowo-
dowanych naprezeniami stycznymi 7, [row. (45)].

7) Okresli¢ catkowite obcigzenie rownowazne dziatajagce w uktadzie 1 [suma
obcigzen zewnetrznych N, M,, M, i obcigzen bedacych wynikiem dziatania
sit N,; prawe strony row. (42) — (44)].

8) Okresli¢ odksztatcenia przekroju &, ¢,, ¢, spowodowane catkowitym

obcigzeniem réwnowaznym, czyli ustalic stan odksztatcenia przekroju
w kierunku podtuznym [réw. (41)].
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9) Ustali¢ stan naprezen normalnych w przekroju poprzecznym, odpowiada-
jacy stanowi odksztatcenia podtuznego, czyli w konsekwencji wartosci sit
wewnetrznych N, M,, M, [lewe strony row. (42) — (44)].

10) Sprawdzi¢ zbiezno$¢, wykorzystujac rownania rownowagi (42) — (44);
jezeli uzyskano zatozony poziom zbieznosci, to wartosci wszystkich, obli-
czonych zmiennych sg prawidtowe; w przeciwnym razie nalezy przyjaé
nowe (skorygowane) wartosci ¢ w poszczegdlnych Sciankach (w p. 3)
i powtorzy¢ obliczenia.

11) Obliczy¢ ¢, ¢, oraz ¢,, w poszczegbdlnych Sciankach.

12) ObliczyC &5,0xs Eamaxts tas 015 Bis ¥ W poszczegblnych Sciankach oraz y.

13) Sprawdzi¢ wartos¢ ¢, w poszczegblnych sciankach; jezeli obliczone warto-
Sci t,; sg zgodne z przyjetymi warto$ciami ¢, (z zalozong doktadnoscig)
oznacza to, ze stan odksztatcenia elementu zostat okreslony prawidtowo;
w przeciwnym razie nalezy przyja¢ nowe (skorygowane) wartosci ¢, w p.1)
i powtorzy¢ obliczenia.

Stosujac model teoretyczny Rahala i Collinsa mozna wyznaczy¢ stan odksztat-
cenia elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego pod obcigzeniem eksploatacyj-
nym (w SGU). Wedtug wiekszosci metod, teoretycznych i normowych, podstawa
obliczenia szerokosci rys jest okreslenie stanu odksztatcenia elementu. W zwigzku
z tym wydaje si¢ uzasadnione, podjecie proby opracowania zaleznosci, stuzacej do
obliczania szerokos¢ rys w elementach jednoczesnie skrecanych i scinanych.

4. Propozycja wlasna obliczania szerokosci rys ukosnych
w elementach zelbetowych poddanych jednoczesnemu
dzialaniu Ti V

Kierunek rys, ktore powstaja w elemencie zelbetowym, jest zawsze prosto-
padly do kierunku gléwnych naprezen rozciggajacych o,,. W belkach jednocze-
$nie skrecanych i Scinanych rysy o maksymalnej szerokos$ci powstaja na boku, na
ktérym nastepuje sumowanie naprezen stycznych od T'i V, co uzasadniono w p. 3.
Kat nachylenia pierwszych rys, ktére powstaja na boku (T+V) tego typu belek,
pod obcigzeniem rysujacym, jest wiec zgodny z katem nachylenia kierunku gtow-
nych naprezen Sciskajacych w betonie przed zarysowaniem o,,, i wynosi 45°. Jezeli
w elemencie skrecanym lub/i $cinanym moc zbrojenia podtuznego jest rézna od
mocy zbrojenia poprzecznego, co wynika z przyjetej przy projektowaniu wartosci
0 = 45° to pod obcigzeniem wieckszym od obcigzenia rysujacego kat nachylenia
kierunku naprezen o, jest rozny od 45° Wyniki zarowno analizy teoretycznej
[6, 12, 14], jak i badan doswiadczalnych [1, 3, 8, 16] wskazujg, ze kat nachylenia
kierunku naprezen 6., moze w istotny sposéb réznic sie od 45° (r6znica wieksza niz
+5°), dopiero jezeli obcigzenie elementu jest bliskie obciazenia niszczacego, nawet
gdy przy projektowaniu przyjeto warto$¢ 0 istotnie r6zna od 45°. Wobec tego,
w belce jednocze$nie skrecanej i Scinanej, na boku (T+V), pod obcigzeniem odpo-
wiadajacym stanowi uzytkowalnosci (eksploatacyjnym) kat nachylenia kierunku
naprezen o, jest rowny okoto 45°. Mozna wiegc przyjaé, z zadowalajacg doktadno-
Scig, ze rysy, ktore powstaly zarowno pod obcigzeniem rysujacym jak i pod wigk-
szym obcigzeniem, lecz nie wigckszym od eksploatacyjnego, bedg si¢ rozwieraly
doktadnie w kierunku zgodnym z kierunkiem gtéwnych naprezen rozciggajacych o,
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spowodowanych obcigzeniem eksploatacyjnym (szerokos¢ rys mierzy sie w kierunku
prostopadtym do brzegéw rys). W konsekwencji, odksztatcenia w betonie rozcig-
ganym g,;, spowodowane naprezeniami o,;,, mozna uznaé za miare intensywnosci
uko$nego zarysowania elementu.

Jedynym modelem teoretycznym, na podstawie ktoérego mozna okresli¢ zacho-
wanie elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego jest model Rahala i Collinsa.
Daje on mozliwo$¢ ustalenia petnej reakcji elementu na dziatajgce obcigzenia.
Stosujgc ten model mozna wiec okresli¢ warto$¢ odksztatcenia g, w Sciance krytycz-
nej (T+V) belki poddanej jednoczesnemu dziataniu T i V, pod obcigzeniem odpo-
wiadajacym stanowi uzytkowalnosci (eksploatacyjnym).

Uwzgledniajac powyzsze uwagi oraz podstawowe zatozenia modelu Rahala
i Collinsa, na podstawie ktorych definiuje si¢ m.in. Srednie odksztatcenia w betonie
zarysowanym, proponuje si¢, aby wartos¢ Sredniej szerokosci rysy w elementach
poddanych jednoczesnemu dziataniu momentu skrecajacego i sity poprzecznej obli-
cza¢ wedtug zaleznosci:

wm = 61 Sr"m (6 3 )

gdzie ¢, jest srednim odksztatceniem w betonie rozciaganym (na kierunku o),
ktérego wartos$¢ wyznacza sie na podstawie modelu Rahala i Collinsa, natomiast s,,,
jest sSrednim rozstawem rys uko$nych, mierzonym prostopadle do ich kierunkéw.

Proponuje sig, aby $redni rozstaw rys uko$nych wyznacza¢ na podstawie zalez-
nosci:

e (64)

cosf)  sinf
+

S
rmy rmz

Roéwnanie (64) jest w zasadzie zgodne z zaleznoScig zalecang przez norme [20].
Roéznica polega na zastgpieniu kata a przez kat pochylenia betonowych krzyzulcow
Sciskanych 6. W réw. (64) zmienne s,,, i s,,, 0znaczaja Srednie, ostateczne, rozstawy
rys w kierunku, odpowiednio, podtuznym i poprzecznym, a ktoére proponuje sie
obliczaé na podstawie zaleznosci wg [19, 22]:

s, =50+ 0.25k k, (65)

T

rmx

Wartos¢ ¢, zgodnie z definicjg (zatozenie 5 w p. 2.1), jest usredniong wartoscia
odksztatcen w betonie rozcigganym, na dtugosci odcinka przecinajgcego kilka rys,
wliczajac w to odksztatcenia w przekrojach zarysowanych. Wobec tego, w Srednim
odksztatceniu ¢; uwzglednione s3 rowniez odksztatcenia w betonie rozcigganym
na odcinkach miedzy rysami. Z réw. (63) wynika, ze g, s3 utozsamiane ze $rednig
szerokoscig rys w,,. Podstawiajac wartos¢ g, obliczong na podstawie modelu Rahala
i Collinsa, bezposrednio do row. (63) uzyska sie w konsekwencji zawyzong wartos¢
w,,, pomimo znacznie mniejszej wartosci odksztatcen w betonie na odcinku miedzy
rysami w poréwnaniu z szerokoscig rys. Ponadto warto$¢ w,, obliczona z row. (63)
bedzie wieksza od rzeczywistej, Sredniej szerokosci rys (ustalonej na podstawie
pomiaroéw) dlatego, ze obliczeniowa wartoS$¢ ¢, uwzglednia odksztatcenia we wszyst-
kich przekrojach zarysowanych, rowniez w tych, w ktorych wystgpity rysy wtorne.
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Poniewaz rysy wtorne nie uwidaczniajg sie na zewnetrznej powierzchni betonu [5],
ich szerokosci nie uwzglednia si¢ przy obliczeniowym sprawdzaniu szerokosci rys
w stanie granicznym uzytkowalnosci (i oczywiscie nie mozna ich zmierzyc).

Nalezy jednak przypomnie¢, ze w modelu Rahala i Collinsa warto$¢ ¢,
w konkretnej Sciance, wyznacza si¢ przy zatozeniu, ze na calej wysokosci Scianki
dziataja state, co do wartosci, Srednie naprezenia styczne 7, [p. 2.1; réw. (39)]. Nie
jest to zgodne z rzeczywistym rozktadem naprezen 7, ktoére maja najwigksza wartos¢
w potowie wysokosci Scianki. Rzeczywista warto$¢ 7, w potowie wysokosci $cianki
krytycznej, czyli w miejscu gdzie w elemencie jednocze$nie skrecanym i Scinanym
rysy maja najwieksza szerokos¢, jest wiec wieksza od wartosci t; przyjmowanej do
obliczen. Jezeli do row. (63) podstawi sie wartos¢ g, obliczong na podstawie modelu
Rahala i Collinsa, to w rezultacie uzyska sie zanizong warto$¢ w,, w stosunku do
rzeczywistej wartosci w,, w potowie wysokosci Scianki.

Przyjeto zatozenie, Zze czynniki majgce wplyw na obliczeniowg wartos¢
odksztalcenia ¢, (opisane powyzej), ktore powoduja zawyzenie i zaniZenie oblicze-
niowej wartoSci w,, [wg row. (63)] w stosunku do rzeczywistej wartosci Sredniej
szerokosci rys w potowie wysokosci bokow belki, na ktéorych wystepuje przypa-
dek (T+V) lub (T-V), wzajemnie sie znoszg. Nalezy doda¢, ze prawidtowe oszaco-
wanie wptywu opisanych czynnikéw na obliczeniowg wartos¢ ¢;, a takze wptywu
zmian wartosci g, wywotanych poszczegélnymi czynnikami, na warto$¢ w,,, jest
bardzo trudne. Wydaje sie, ze przyjmujac powyzsze zatozenie, w przypadku znacz-
nej wartosci stosunku /b (np. h/b = 2.5), uzyska si¢ zanizona wartos¢ w,, obliczong
na podstawie réw. (63), z powodu istotnej r6znicy miedzy srednia, obliczeniowa
wartoScig 7, i maksymalng, rzeczywista wartoscig 7.

Zgodnie z podstawowym zatozeniem teorii Rahala i Collinsa (teorii MCFT),
za $rednig wartos$¢ odksztatcen przyjmuje sie warto$¢ odksztatcen w ptaszczyznie
okreSlonej potozeniem linii Srodkowej rownowaznej strefy strumienia $cinania,
czyli w odlegtosci (a/2) od zewnetrznej powierzchni betonu (por. p. 2.2). Srednia
szerokosc¢ rys, wg row. (63), oblicza sie wiec na gtebokosci (a/2), liczac od zewnetrz-
nej powierzchni betonu.

Brzegi rys ulegaja deplanacji [7, 17]. Wskutek tego zjawiska rysa ma najwigk-
szg szerokos$¢ na zewnetrznej powierzchni elementu. Uwzgledniajac: standardowe
grubosci otuliny betonowej, stopien wytezenia elementu w SGU oraz wyniki badan
[7, 17] przyjeto zatozenie, ze $rednia szeroko$¢ rysy na powierzchni elementu jest
20% wieksza niz Srednia szeroko$¢ rysy na gtebokosci (a/2). Przy tym zatozeniu
row. (63) przyjmuje postac:

w =12¢s (66)

Przy projektowaniu za miarodajng przyjmuje sie maksymalng szerokos¢ rys.
Wszystkie wartosci stosunku w,,,./w,, podane w przepisach normowych, przy
réznych przypadkach obcigzenia, zostaly ustalone na podstawie badan doswiad-
czalnych. W Zzadnej z norm nie ma podanych zalecen odnoSnie wartoSci tego
stosunku, jaka nalezy przyjmowaé w przypadku elementéw skrecanych (i oczywi-
Scie przypadku T+V). Autorowi nie s3 znane wyniki badan, na podstawie ktorych
mozna by okresli¢ do§wiadczalng wartos¢ tego stosunku w przypadku elementow
jednocze$nie skrecanych i Scinanych. Opierajac sie na wynikach badan wtasnych
[1, 2, tab. 1] proponuje sie przyja¢ wartos¢ tego stosunku réwng (w,,,/w,,) = 1.7.



Propozycja metody obliczania szerokosci rys ukosnych w elementach... 61

Ostatecznie proponuje sie, aby maksymalng szerokos¢ rys w elementach
poddanych jednoczesnemu dziataniu T'i V, w potowie wysokosci Scianki krytycznej
(T+V), oblicza¢ na podstawie rownania:

w o =17-12c5 (67)

Przeprowadzono badania wtasne na elementach zelbetowych w skali natu-
ralnej poddanych jednoczesnemu skrecaniu i Scinaniu [1,2]. W tabl. 1 przedsta-
wiono poréwnanie doswiadczalnych szerokosci rys zaobserwowanych w poszcze-
go6lnych belkach pod obcigzeniem eksploatacyjnym, w potowie wysokosci Scianki
krytycznej, z wartoSciami szerokosci rys wyznaczonymi na podstawie proponowa-
nej metody obliczeniowej (w obliczeniach wykorzystano program komputerowy).
W tabeli 2 przedstawiono analogiczne wyniki dla bokéw elementéw badawczych,
na ktoérych strumienie sit stycznych od T i V odejmowaty sie.

Tabela 1. Poréwnanie doswiadczalnych i obliczeniowych wartosci w,, i w,,,, w obszarach (T+V)

belek badawczych.
Table 1.  Comparison of experimental and calculated w,, i w,,,, in the regions (T+V) of the testing
beams.
Oznacz. & Som w,, wmdos' wmaxdus' wmubl wmaxobl Wm:i MLX:;Z
belki wgl[13] r(64) 1r.(63) r.(66) 1.(67) Wy, Wipax
x103 mm mm mm mm mm mm

BN 3-1 0.77 159 0.122 0.057 0.15 0.146  0.25 2.56 1.67
BN2-1 0.79 149 0.118 0.158 0.24 0.142  0.24 0.90 1.00
BN1-1 0.63 151 0.095 0.136 0.17 0.114  0.19 0.84 1.12

Tabela 2. Poréwnanie doswiadczalnych i obliczeniowych wartosci w,, i w,,,, w obszarach (T-V)

belek badawczych.
Table 2.  Comparison of experimental and calculated w,, i w,,,, in the regions (T-V) of the testing

beams.

£ S w wodos gy dos bl w.obl w,, W

OZnaCZ . 1 m m m max m max o —

. wgl[13] r(64) r(63) r.(66) r1.(67) Wy Winax
belki 3
x10 mm mm mm mm mm mm

BN 3-1 0.55 158 0.087 0.026 0.05 0.104 0.18 4.00 3.60
BN 2-1 0.47 148 0.070 0.046 0.10 0.084 0.14 1.83 1.40
BN 1-1 0.33 155 0.051 0.054 0.10 0.061 0.10 1.13 1.00

Aby zastosowa¢ proponowang metode obliczania szerokosci rys, nalezy okre-
§lic wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie w dwuosiowym stanie naprezenia f,,,.
Vecchio i Collins [15], Hsu [6] oraz Rahal i Collins [13] proponujg, aby wartos¢
tej wytrzymatosci oblicza¢ wedtug zaleznosci £, = 0.33(f.,)">. W obliczeniach,
ktorych wyniki przedstawiono w tabl. 1 i tabl. 2, wartosci f°,, wyznaczono na
podstawie tej zaleznosci.

W proponowanej metodzie obliczania szerokosci rys w elementach jedno-
cze$nie skrecanych i Scinanych zostata uwzgledniona wigkszo$¢ parametrow, ktore
maja wplyw na zarysowanie elementu (szerokos¢, rozstaw rys). Byto to mozliwe,
przede wszystkim dzigki zastosowaniu modelu Rahala i Collinsa, i dodatkowo
poprzez wykorzystanie row. (65). Wyznaczajac ¢, na podstawie modelu Rahala
i Collinsa uwzglednia sie nastepujace parametry: wymiary przekroju, stopien
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zbrojenia, wytrzymatos¢ betonu na Sciskanie i rozciaganie w dwuosiowym stanie
naprezenia, kat pochylenia rys, rysy wtorne oraz, posrednio, warunki przyczepno-
Sci miedzy betonem i stalg (zatozenie 6 w p. 2.1). Poprzez zastosowanie réw. (65)
uwzglednia sie dodatkowo nastepujace parametry: Srednice zbrojenia, rodzaj
powierzchni pretow oraz rozmieszczenie zbrojenia. W metodzie obliczeniowej
uwzgledniono réwniez zjawisko deplanacji brzegdéw rys, poprzez zastosowanie
wspolczynnika o wartosci 1.2.

Dzigki zastosowaniu teorii Rahala i Collinsa, w obliczeniach szerokosci rys wg
row. (67) uwzglednia sie naprezenia rozciagajace w zarysowanym betonie (zjawi-
sko ,,tension stiffening”) oraz zjawisko zmniejszenia wytrzymatosci na $ciskanie
uko$nie zarysowanego betonu (softening of concrete). Nalezy szczegoélnie podkre-
§li¢, ze jedynie teoria Rahala i Collinsa daje mozliwo$¢ poprawnego okreslenia
stanu odksztatcenia (naprezenia) elementu jednoczesnie skrecanego i Scinanego pod
obcigzeniem eksploatacyjnym. Nalezy zaznaczy¢, ze ustalenie stanu odksztatcenia
elementu w SGU stanowi powazny problem przy opracowywaniu metod obliczania
szerokosci rys w elementach skrecanych, co opisano w p. 1.

Z porobwnania wartoSci doswiadczalnych i obliczeniowych szerokosci rys (por.
tab. 1 i tab. 2), szczegblnie w zakresie w,,,,, wynika, ze wartoSci wyznaczone na
podstawie proponowanej metody obliczeniowej s3 w dobrej zgodnosci z wynikami
badan. Wydaje sie wiec, ze ogdlna koncepcja rownania (67) jest stuszna. Konkretne
wartosci wspdtczynnikéw liczbowych, zastosowanych w row. (67), zostaly przyjete
na podstawie wynikéw (nielicznych) badan, rowniez wiasnych (wspotczynnik 1.7).
Wymagane s3 dalsze badania do§wiadczalne w celu usciSlenia wartosci tych wspot-
czynnikow.

Aby wyznaczy¢ warto$¢ odksztatcenia ¢, nalezy przeprowadzi¢ skompli-
kowana procedure obliczeniowg (p. 3.3). Wymagane s3 dalsze prace analityczne
w celu wprowadzenia pewnych zalozen wstepnych, upraszczajacych tg procedure.

W proponowanej metodzie obliczeniowej, podobnie jak w modelu Rahala
i Collinsa (por. zatozenie 2 w p. 2.1), nie zostal uwzgledniony wptyw: czasu trwania
obcigzenia oraz odksztalcen wymuszonych i reologicznych. Wobec tego, na podsta-
wie row. (67) mozna wyznaczyC jedynie szerokos$¢ rys w elementach poddanych
dziataniu obcigzen doraznych.

Przy wykorzystaniu proponowanej metody obliczeniowej w praktyce inzynier-
skiej (przy projektowaniu) nalezatoby, zgodnie z propozycja Lewickiego [11], okre-
§li¢ wartos¢ wspotezynnika y,, uwzgledniajacego niepewnos¢ modelu teoretycznego
przyjetego przy opracowywaniu row. (67).
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Proposition of a new method for the calculation
of diagonal crack widths in reinforced concrete
elements subjected to combined torsion and shear
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Abstract: This paper concerns the phenomenon of cracking in reinforced
concrete elements subjected to combined torsion and shear. The theoretical model
developed by Rahal and Collins is described in detail. This model is the only one
which is capable of predicting the full response (e.g.: steel and concrete strains, defor-
mations, curvatures) rectangular reinforced concrete sections subjected to combined
torsion and shear throughout their post - cracking loading history. The assump-
tions of Modified Compression Field Theory are also described because the model
of Rahal and Collins is based on this theory. It also contains a concept of the new
method which is capable of determining the width of cracks in reinforced concrete
elements subjected to combined torque moment and shear force. The method is
based on the model suggested by Rahal and Collins.

Key words: reinforced concrete; torsion; shear; truss model; strains; compat-
ibility equations; width of cracks.
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Analiza no$noSci i zarysowania zginanych elementow
betonowych stabo zbrojonych
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Streszczenie: Elementy betonowe, w ktorych zastosowano zbrojenie o prze-
kroju mniejszym od minimalnego, obowigzujacego w konstrukcjach zelbetowych,
nazywane sg elementami stabo zbrojonymi. Elementy te nie s3 przy wymiarowaniu
wyodrebniane w osobnej grupie, ale traktowane s3 jak elementy betonowe niezbro-
jone. W ten spos6b pomijany jest wptyw pretow zbrojeniowych na no$nos¢ i ryso-
odpornos¢ konstrukeji stabo zbrojonych. Praca elementéw z betonu stabo zbrojo-
nego jest stosunkowo stabo rozpoznana przez badaczy, chociaz stanowia one dosy¢
liczng grupe konstrukcji inzynierskich. Wykonano wtasne badania doswiadczalne
dotyczace zginanych elementéw stabo zbrojonych w celu okreslenia ich nos$nosci
i rysoodpornosci. Elementami badawczymi byly belki stabo zbrojone o zréznico-
wanym stopniu zbrojenia podtuznego. Dodatkowo, w celu poréwnania, przeba-
dano belki betonowe niezbrojone i belki zelbetowe. Przeanalizowano i porownano
przebieg procesu powstawania i rozwoju rys oraz charakter zniszczenia i wielko$¢
sit niszczacych w badanych belkach w zaleznosci od stopnia zbrojenia. Przeprowa-
dzona analiza wynikéw badan stanowi podstawe do szerszego rozpoznania zagad-
nienia wptywu stabego zbrojenia na charakter pracy elementu z betonu. Jako efekt
koncowy przedstawiono propozycje obliczeniowego okreslania no$nosci zginanych
elementéw stabo zbrojonych.

Stowa kluczowe: beton stabo zbrojony, minimalny stopien zbrojenia, no$nosc,
rysoodpornoscé.

1. Nos$nos¢ elementéw z betonu stabo zbrojonego

Na podstawie przeprowadzonych studiéw literaturowych wynika, ze brak jest
aktualnych opracowan dotyczacych konstrukeji stabo zbrojonych. Nieliczne prace
w Polsce, dotyczace obliczania tych konstrukcji: Dgbrowski [6], norma ZN-66/HP-1
[21], sa oparte na nieobowigzujacej juz przy wymiarowaniu metodzie obcigzen
krytycznych.

Nosnoscig elementow stabo zbrojonych zajmowat sie K. Dgbrowski. Na podsta-
wie wynikow szeregu badan do$wiadczalnych dotyczacych zginanych belek stabo
zbrojonych, stwierdzil on wzrost rysoodpornosci belek z betonu stabo zbrojonego
w poréwnaniu do elementoéw bez zbrojenia. Wzrost ten zalezy od stopnia zbrojenia
podtuznego -p, przy czym w badanych belkach o p<0.08% wzrost rysoodpornosci
byt wiekszy niz w belkach o p>0.08%. Opierajac sie na wynikach badan K. Dgbrow-
ski wyprowadzit zaleznosci stuzgce do wyznaczania rysoodpornosci elementéow
stabo zbrojonych, ktore stanowig réwniez o no$nosci tych elementow:
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bh’ f
° przy p=0-=0.08% M = M = _“f(l + ,31/))
(1) 6
2
® prz p > 0.08% MEEC — ppsEC — bh faz,f
p y cr - ult - 6 (Oé + /BQP) (2)

gdzie: a, B,, B, wspotczynniki doswiadczalne wynoszace w przypadku belki o prze-
kroju 200200 mm odpowiednio 1.15 ; 250 ; 62.5.

We wzorach (1) i (2) wystepuje wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie przy
zginaniu f_ , ktora jest wigksza od wytrzymatosci betonu na rozcigganie osiowe f,..
Iloraz obu wielkosci waha sie w dos¢ szerokich granicach i zalezy od wielu czynni-
kow, przede wszystkim od wytrzymatosci betonu i wysokosci belki. Dabrowski jako
jeden z pierwszych badaczy, zajmujacych sie¢ elementami z betonu stabo zbrojonego
uwzglednit wptyw skali elementu na ich nosnos¢.

Beton stabo zbrojony powszechnie stosowany jest w budowlach wodnych.
Obliczenia statyczno wytrzymatosciowe budowli wodnych w zakresie konstrukeji
betonowych i zelbetowych prowadzi¢ nalezy wedtug normy zaktadowej ZN-66/
HP/1 "Budowle hydrotechniczne. Konstrukcje stabo zbrojone. Obliczenia statyczne
i projektowanie." Norma ta zostata oparta na normie zelbetowej PN-56/B-03264
z 1956 roku.

W normie ZN-66/HP/1 za konstrukcje stabo zbrojone uwaza si¢ konstrukcje,
w ktérych procentowa ilo$¢ zbrojenia rozcigganego jest mniejsza niz podwdjne
wielkosci minimalne podane w normie PN-56/B-03264. Za podstawe wymiarowa-
nia przyjeto metode obcigzen krytycznych. Wymiarowanie na no$nos$¢ nie odbiega
w zasadzie od zalecen i wzoréw podanych w PN-56/B-03264, z tg jednak roznica,
ze wprowadza si¢ w ZN-66/HP/1 pie¢ wspotczynnikow pewnosci s=s, ;s, ;5,5 5,5 S5,
ktorych wartosci w zaleznosci od klasy budowli i rodzaju obcigzenia zawierajg sie
w granicach od 1,1 do 3,3. Zwigkszono rowniez warto$¢ granicznych odksztalcen
betonu rozcigganego do wielkosci ¢, =1.5x0.0001=0.00015.

Obecnie przy wymiarowaniu konstrukcji budowlanych obowigzuje powszech-
nie metoda stanéw granicznych, totez projektowanie budowli wodnych z betonu
stabo zbrojonego powinno uwzgledniaé zatozenia tej metody. Sposéb projektowa-
nia konstrukcji stabo zbrojonych wedlug zasad podanych w normie ZN-66/HP/1
jest przestarzaly i nie odpowiada obecnym wymaganiom norm polskich i zagra-
nicznych.

W literaturze zagranicznej tematyka elementéw stabo zbrojonych poruszana
jest w niewielkim stopniu. We Francji nosnoscia belek stabo zbrojonych poddanych
zginaniu zajmowat sie Chambaud [5]. Tym co wyrdznia elementy stabo zbrojone
jest to, ze w chwili zniszczenia naprezenia w stali przekraczaja granice plastyczno-
$ci i moga osiagnac¢ wartos$¢ o,=1.3f,. Zjawisko to juz wczesniej opisat Saliger [10]
i okreslit jako samoutwardzenie stali. Wedtug Chambaud'a belki stabo zbrojone,
przy uwzglednieniu zjawiska samoutwardzenia stali, nie wykazuja zadnych anoma-
lii w poréwnaniu do elementéw zelbetowych.
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2. Minimum zbrojenia w zginanych elementach
zelbetowych

Z zagadnieniem wyznaczania no$nosci elementow stabo zbrojonych Scisle zwia-
zane jest zagadnienie szacowania minimalnego przekroju zbrojenia podiuznego w
elementach zelbetowych — A_ ., jako dolnej granicy zbrojenia, przy ktorej zaczynaja
juz obowigzywac zasady wymiarowania przekrojow zelbetowych. Wielkos¢ tego prze-
kroju zbrojenia jest zarazem goérng granicg zbrojenia w elementach stabo zbrojonych.
NajczeSciej przy wyznaczaniu A nadal postugujemy si¢ kryterium klasycznym.

Minimum zbrojenia rozcigganego w zelbetowych elementach zginanych mozna
okresli¢, wg kryterium klasycznego, jako przekroj stali, przy ktérym no$nos¢ prze-
kroju zelbetowego obliczona w fazie II jest co najmniej rbwna momentowi rysuja-
cemu w fazie I. W przypadku zginanych belek o przekroju prostokatnym prowadzi
to do wzoru (przy przyjeciu d=0.925h i z=0.98 d):

f

A

yk yk

(3)

$,min

Minimalny stopien zbrojenia podtuznego, wyznaczony na podstawie kryte-
rium klasycznego, zalezy od Sredniej wytrzymatosci betonu na rozciaganie — f,,
i charakterystycznej granicy plastycznosci stali — /. Natomiast na podstawie przed-
stawionych w literaturze badan: Bazant i Oh [1], Bosco i Carpinteri [3], Carpinteri
i Ferro [4], Dabrowski [6], Hjorteset [8], Mianowski [9], Sty$ i Rejman [15] wynika,
ze na wielkos$¢ p . maja wplyw réwniez inne czynniki, przy czym badacze ktada
nacisk na rézne z nich np. wysokos¢ przekroju czy tez dobor $rednicy pretéw zbro-
jeniowych. Wskazuje to na ztozonos$¢ zagadnienia wyznaczania minimum zbrojenia
w konstrukcjach zelbetowych. Kryterium klasyczne wydaje sie by¢ niewystarczajace

w Swietle obecnego stanu wiedzy.

W obecnie obowigzujacej w Polsce normie dotyczacej wymiarowania konstruk-
cji z betonu PN-B-03264 (2002), podobnie jak w zaleceniach miedzynarodowych
CEB-FIP Model Code [17] i EN 1992-1-1 [20], wyr6zniono dwie przyczyny, ze
wzgledu na ktoére przyjmuje sie minimalne zbrojenie. S3 to unikniecie kruchego
zniszczenia i ograniczenie szerokoSci rozwarcia rys skurczowych i termicznych.

Minimalny przekr6j zbrojenia ze wzgledu na rozwarcie rys wyznaczy¢ mozna
Ze WZoru:

A
= kK, (4)

s,min ¢ Yt eff

w ktorym: A — przekroj strefy rozcigganej betonu, o, — dopuszczalne naprezenie

w zbrojeniu rozcigganym bezposrednio po pojawiensiu si¢ pierwszej rysy, f, . -
wytrzymato$¢ betonu na rozcigganie osiggana w czasie, w ktorym oczekuje sie
powstania pierwszej rysy, k. — wspotczynnik uwzgledniajacy rozktad naprezen
w przekroju, w chwili poprzedzajacej zarysowanie, k — wspotczynnik uwzglednia-
jacy wplyw nierbwnomiernych naprezen samozréwnowazajgcych si¢ w ustroju.
Minimalne zbrojenie ze wzgledu na zabezpieczenie przed kruchym zniszczeniem
jest w ujeciu normowym wyznaczane podobnie jak w kryterium klasycznym, z tg
r6éznica, ze naprezenia w betonie rozcigganym przyjmowane sa w chwili zarysowania
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nie jako rowne $redniej wytrzymatoSci betonu na rozcigganie ale o 30% wigksze:

Ust = 13')‘::1‘771 (5)

W przypadku przekroju prostokgtnego wzor na minimalny stopien zbrojenia
w elementach zginanych przybiera postac:

o =026 (6)

yk

 , podobnie jak kryterium klasyczne, jest
uproszczony i prowadzi do wtasciwego oszacowania stopnia zbrojenia w przypadku
elementéw o stosunkowo matych wymiarach, wykonanych z betonéw o niezbyt
wysokiej wytrzymatosci Zagadnienie to szerzej przedstawiono w Stowik [13]. Wynika
to z faktu, ze przy szacowaniu momentu rysujacego nalezy przyjmowac tak zwanga
wytrzymato$c¢ betonu na rozcigganie przy zginaniu f,, . Stosunek tej wytrzymatosci do
wytrzymatosci Sredniej betonu na rozcigganie jest okreslany jako wspotczynnik «:

ftm

Moment rysujacy wyznaczaé nalezy zatem ze wzoru:

Normowy sposdéb wyznaczania p

R =

(7)

M(:r = sz;t,f = M/c"{f(.:tm (8)

Po poréwnaniu tak wyznaczonego momentu rysujacego z no$noscia przekroju
zelbetowego w fazie II-giej wzor na minimalny stopien zbrojenia bedzie miat postac:
2

pmin = 0175,{;](‘*&[% (9)

v

gdzie: h — catkowita wysokos$¢ przekroju, d — uzyteczna wysokos¢ przekroju, f, -
Srednia wytrzymato$c¢ betonu na rozciaganie, f, - granica plastycznosci stali.

W celu okreslenia wspotczynnika k mozna postuzy¢ sie zaleznoscig przedsta-
wiong w: Hillerborg, Modeer i Peterson [7], wyprowadzona na podstawie szeregu
obliczen numerycznych, wykonanych przy zatozeniach nieliniowej mechaniki peka-
nia, ktora pokazano na rys. 1.

Rys. 1. Wspdtczynnik k, na podstawie Hillerborg, Modeer i Peterson [7].
Fig. 1. Coefficient k, based on Hillerborg, Modeer and Peterson [7].
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Wspobtezynnik k zalezy od wiodgcego wymiaru przekroju elementu — 4 i dtugo-
Sci charakterystycznej betonu — /. [ jest parametrem zdefiniowanym w ramach
modeli betonu opracowanych na podstawie mechaniki pekania, ktéry w komplek-
sowy sposob ujmuje gtowne cechy betonu charakteryzujace jego podatnosé na
pekanie:

bh=—"5" (10)

gdzie: G, - energia pekania, E ,— modut sprezystosci betonu rozcigganego, f, - wytrzy-
matos¢ betonu na rozcigganie.

W przypadku braku wartosci do§wiadczalnej energii pekania, moze ona by¢
wyznaczona ze wzoru (11), w ktorym «a, jest wspotczynnikiem zaleznym od maksy-
malnego wymiaru ziaren kruszywa: a,=4 gdy D, =8mm, o, =6 gdy D, =16mm,
a,=10gdy D, =32mm:

07
G, =0, (fc,o‘15/30) (11)

W tabeli 1 zestawiono przyktadowe wartosci p, . wyznaczone na podstawie
wzoru (9) w przypadku belek zginanych o réznych wysokosciach przekroju i wyko-
nanych z betonu i stali o réznych charakterystykach. Przyjmowane w obliczeniach
wielkosci wspotczynnika k zamieszczono rowniez w tab. 1.

Tabela 1. Przyktadowe wartosci p, . obliczone ze wzoru (9).
Table 1.  The example of p . calculated based on (9).

min

Wysokos¢ przekroju h [mm]

Beton Stal 100 300 800 1300
K pmin K 'Dmin K pmin K pmin
[,=823 mm Al 0.0028 0.0019 0.0016 0.0014
(B15) 1.8 1.6 1.37 1.26
All 0.0019 0.0013 0.0011 0.0009
[,=487 mm Al 0.0046 0.0032 0.0026 0.0024
(B37) 1.62 1.45 1.25 1.20
All 0.0031 0.0022 0.0018 0.0016

Na podstawie szerokich analiz dotyczacych p, . , zamieszczonych miedzy innymi
w Stowik [14], uznano, ze zaproponowany sposéb szacowania minimalnego stop-
nia zbrojenia ze wzoru (9) jest poprawny i wybrano go jako reprezentatywny do
wyznaczania minimum zbrojenia w zginanych elementach zelbetowych. Zostal on
oparty na analizie numerycznej przeprowadzonej przy zastosowaniu nieliniowej
mechaniki pekania i zweryfikowany doswiadczalnie. Wyznaczajac stopien zbrojenia
w ten sposob uwzglednia sie wiekszo$¢ czynnikéw majacych wptyw na jego wartosgé,
takich jak wymiary elementu, parametry wytrzymatoSciowe betonu i stali.
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3. Badania wlasne dotyczace zginanych belek stabo
zbrojonych

3.1. Opis badan

Elementami badawczymi byly belki o przekroju prostokatnym o wymiarach:
szerokos¢ 0.14 m; wysokos¢ 0.30 m; dtugos¢ 3.00 m. Wykonano dwie serie elemen-
tow badawczych: podstawowa seria B i dodatkowa seria S. W ramach serii B wyko-
nano 6 elementéw z betonu stabo zbrojonego o zr6znicowanym stopniu zbrojenia
tj.: 2 belki o p=0.05%, 2 belki o p=0.07%, 2 belki o p=0.09%. Do zbrojenia belek
serii B uzyto pretow o Srednicy ¢3.0 mm ze stali klasy Al - f =161.7 MPa, f,=278.2
MPa. Dobér pretow w belkach tak przeprowadzono, by rownomiernie zapetnié
obszar zbrojenia od p>0 do p<p, . W ramach serii S przebadano 7 elementow:
3 belki betonowe niezbrojone, 3 belki zbrojone o p=0.12%, tj stopniu zbrojenia
P =P, i1 belke zelbetowg o p=0.20%. Do zbrojenia belek serii S uzyto pretow
o Srednicy ¢4.5 mm ze stali klasy Al - f =274.5 MPa, f, =398.9 MPa. Rozmieszczenie
zbrojenia w elemencie pokazano na rys. 2.
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Rys. 2. Rozmieszczenie pretéw zbrojeniowych w belce.
Fig. 2. The location of reinforcing bars in the beam.

Cechy betonu, ktére byly wyznaczone doswiadczalnie na prébkach w przy-
padku obu serii belek badawczych, zestawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Zestawienie cech betonu.
Table. 2.  Properties of concrete.

Lp. Seria f., foom E_, G, [Nm/m?|
[MPa] [MPa] [GPa]
1 B 24.5 2.4 23.3 93.6
S 20.5 1.5 22.1 82.9

W celu przeprowadzenia badan belek zginanych zaprojektowano stanowisko
badawcze, w ten spos6b by mozliwa byta obserwacja pracy belki w zakresie pokry-
tycznym. Obcigzenia zadawano w postaci 2 sit skupionych za pomoca podnos$ni-
kow hydraulicznych od dotu do géry. Zastosowano metode obcigzania polegajaca
na wymuszaniu przemieszczen. Schemat statyczny badanych elementéw pokazano
na rys. 3.

Podczas badan mierzono ugiecia belki, szeroko$¢ rozwarcia rys, odksztatce-
nia betonu w strefie Sciskanej (dwie bazy pomiarowe w $rodku belki) i rozcigga-
nej (siedem baz pomiarowych rozmieszczonych na catym odcinku miedzy przyto-
zonymi sitami). Szczegbtowy program badan i zestawienie uzyskanych wynikow
mozna znalezé w Stowik [11].
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Rys. 3. Schemat statyczny elementéw badawczych.
Fig. 3. The static scheme of tested beams.

3.2. Wyniki badan

W belkach serii B, w ramach ktérej przebadano belki o niskim stopniu zbro-
jenia: 0.05%, 0.07% i 0.09%, o nosnosci decydowal moment rysujacy. W belkach
tych powstawata tylko jedna rysa a szerokos¢ jej rozwarcia tuz po powstaniu byta
stosunkowo duza w > 0.3 mm. Zaznaczyt si¢ wyrazny wptyw stopnia zbrojenia
belek na wielko$¢ rozwarcia rysy tuz po powstaniu: im wyzszy stopien zbrojenia tym
mniejsze byly szerokosci rys. Po zarysowaniu nastepowat spadek sit na sitomierzach
i mozliwa byta dalsza obserwacja pracy belek w zakresie pokrytycznym. Mimo,
ze po zarysowaniu w belkach nie nastepowato przetamanie, to jednak moment
powstania rysy mozna uznac jako osiggniecie stanu granicznego belki ze wzgledu na
szeroko$¢ rozwarcia rysy. Sposob zarysowania belek o p<0.1% byt podobny do zary-
sowania belek betonowych niezbrojonych. Jednak charakter procesu powstawania
rysy w belkach stabo zbrojonych byt inny. W belkach niezbrojonych po powstaniu
rysy, nastepowato nagte przetamanie belki na dwie czesci. Proces pekania i zarazem
zniszczenia w belkach betonowych miat charakter gwattowny i towarzyszyt mu
huk. W belkach stabo zbrojonych po zarysowaniu mozliwe byto dalsze obcigzania
poprzez wymuszanie ugie¢ belek, przy ktérym, po spadku sit po zarysowaniu, sity
wewnetrzne stabilizowaly sie na statym poziomie, ale nizszym od maksymalnego
uzyskanego tuz przed zarysowaniem. Na rysunku 4 pokazano przyktadowe wykres
zaleznosci moment zginajacy — ugiecie uzyskane w belkach serii B.

Inaczej przebiegat proces zarysowania w belkach serii S 0 p=0.12%. W belkach
tych zanotowano nieznaczny wzrost no$nosci ponad moment rysujacy, Srednio
0 6.7%. Powstato dwie lub trzy rysy, ktorych szeroko$¢ rozwarcia tuz po powstaniu
byta mniejsza od 0.06 mm. Natomiast Srednia szeroko$¢ rozwarcia rys w momen-
cie osiggniecia w belkach maksymalnego momentu zginajacego nie przekroczyta
0.11 mm, a przebieg zarysowania byt powolny i bardziej stabilny niz w belkach serii
B. Po osiggnieciu momentu maksymalnego nastepowat nieznaczny spadek sit, ktore
w kolejnych etapach obcigzania stabilizowaty sie na statym poziomie. Obrazuje to
rysunek 5. Mozna uzna¢, ze w belkach o p = 0.12% proces zarysowania i niszczenia
byt zblizony do takiego jaki wystepuje w belkach zelbetowych, mimo ze byty to
belki stabo zbrojone.

W jeszcze bardziej stabilny sposdb przebiegato zarysowanie w belce serii
S o stopniu zbrojenia 0.20%. Powstato w niej piec rys, a szerokos¢ ich rozwarcia
po powstaniu byta stosunkowo mata. Maksymalny pomierzony moment zginajacy
przekroczyl moment rysujgcy o 32%. Jest to juz znaczny wzrost no$nosci, przy
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czym szeroko$¢ rozwarcia rys w etapie osiggniecia maksymalnego momentu nie
przekroczyta 0.3 mm. Uznano, ze belka o p = 0.20% zachowywatla sie jak typowa
belka Zelbetowa. Zalezno$¢ momentu zginajgcego od ugiecia w belce o stopniu

zbrojenia 0.2% pokazano na rys. 6.
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Rys. 4. Zalezno$¢ moment zginajacy-ugiecie w belce B6 — p=0.05% i B1 — p=0.09%.
Fig. 4. Bending moment-deflection curve for the beam B6 — p=0.05% and B1 — p=0.09%.
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Rys. 5. Zalezno$¢ moment zginajacy-ugiecie w belce S3 — p=0.12%.
Fig. 5. Bending moment-deflection curve for the beam S3 - p=0.12%.
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Rys. 6. Zalezno$¢ moment zginajacy-ugiecie w belce S6 - p=0.20%.
Fig. 6. Bending moment-deflection curve for the beam S6 - p=0.20%.

3.3 Analiza wynikéw badan

Na podstawie pomierzonych w czasie badan szerokosci rozwarcia rys
w belkach stabo zbrojonych tuz po powstaniu stwierdzono, ze ich wielkos¢ zalezy
od stopnia zbrojenia elementu. Im mniejszy byt stopien zbrojenia tym wigksza
szerokos¢ rozwarcia rysy tuz po powstaniu. Srednie wartosci szerokosci rozwarcia
rys bezposrednio po powstaniu w badanych belkach wyniosty: 0.37 mm w belkach
o p=0.09%; 0.55 mm w belkach o p=0.07%; 0.47 mm w belkach o p=0.05%.
Ze wzgledu na tak duze warto$ci rozwarcia rys po zarysowaniu mozna stwier-
dzi¢, ze zostat przekroczony stan graniczny szerokoSci rozwarcia rys prostopadtych
w elementach stabo zbrojonych a wiec przy projektowaniu nie nalezy dopuszczac
do pojawienia si¢ rys i powinno sie¢ przyjmowad, ze o nos$nosci tych elementéow
decyduje moment rysujacy.

Stwierdzono, ze momenty rysujace uzyskane w belkach badawczych ze zbro-
jeniem sg wyzsze od momentéw rysujacych w belkach betonowych bez zbrojenia.
Wyniki badan wtasnych sg zbiezne z wynikami innych badaczy, zajmujgcych sie
elementami stabo zbrojonymi, np. K. Dgbrowskiego [6], ktory w swoich badaniach
rowniez odnotowatl wzrost momentu rysujgcego w belkach stabo zbrojonych.

Wieksza rysoodpornos¢ belek zbrojonych badacze przypisujg zwiekszonej
odksztatcalnosci betonu zbrojonego i wptywom ujednoradniajgcym zbrojenia,
polegajacym na "zszywaniu" rys a co za tym idzie zwiekszeniu wytrzymatosci
betonu na rozciggnie przy zginaniu. Analizujac jednak uzyskane w badaniach
wtasnych wielkosci granicznych odksztatcenn betonu przy rozcigganiu (otrzymane
wartosci zestawiono w tab. 3) nie stwierdzono zwigekszonej odksztatcalnosci betonu
w badanych belkach stabo zbrojonych, a na podstawie otrzymanych wielkosci ¢,
uznano, ze wynoszg one okoto 0.15%o0 w przypadku betonu niezbrojonego i stabo
zbrojonego.
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Tabela 3. Odksztatcenie graniczne betonu rozcigganego pomierzone w elementach badawczych.
Table 3. The ultimate strain of tensile concrete measured during the experiment.

Seria Beton Element p [%] g, [107°]

B1 0.05 162

B f,=24.5 MPa B2 106
G,=93.6 J/m?* B3 0.07 156

B4 167

B5 0.09 108

B6 164

S7 0.0 151

S8 146

S f.,=20.5 MPa S9 275
G,=82.9 J/m? S1 0.12 161

S2 145

S3 182

S6 0.20 188

Inne wyjasnienie wzrostu rysoodpornosci belek stabo zbrojonych mozna
przedstawi¢ na gruncie zasad mechaniki pekania. Wedtug nieliniowej mechaniki
pekania na moment rysujacy w belkach zbrojonych ma wplyw charakter procesu
powstawania rys. Inaczej on przebiega w belkach niezbrojonych, w ktorych zary-
sowanie przebiega w sposdb gwattowny, a inaczej powstaja rysy w elementach
o odpowiednim stopniu zbrojenia, gdzie rysy powstajg w sposoéb stabilny. Proce-
sami tymi steruje energia pekania.

Badania wykazujg (np. Wolinski [16], Bazant i Pfeiffer [2]), ze stosowanie
betonéw o duzej wytrzymatosci lub zwigkszenie gabarytéw konstrukeji powoduje
obnizenie ich odpornosci na kruche pekanie i stopnia bezpieczenstwa. Problem ten
bardzo wyraznie wystepuje w konstrukcjach stabo zbrojonych. Nadmierna kruchos¢
moze by¢ przyczyng katastrofalnego zarysowania lub nagtego, nie sygnalizowanego
zniszczenia konstrukcji. Wprowadzenie zbrojenia do elementu betonowego zmie-
nia charakter zarysowania.

Na podstawie analizy wynikow badan wtasnych uznano, Ze o nosnosci
elementéw stabo zbrojonych decyduje moment rysujacy. We wszystkich badanych
belkach serii B o niskim stopniu zbrojenia, ktore zakwalifikowano do elementow
stabo zbrojonych, moment rysujacy byt maksymalnym pomierzonym momentem
zginajacym. W belkach serii S o stopniu zbrojenia p=0.12% zanotowano wzrost
no$nosci ponad moment rysujacy, ale byt on nieznaczny. Jednoczes$nie zauwazono,
ze w elementach ze stabym zbrojeniem moment rysujacy byt wyzszy niz moment
rysujacy w belkach betonowych niezbrojonych.

Dodatkowo przeprowadzona analiza numeryczna, ktorej wyniki przedsta-
wiono w Stowik i Btazik-Borowa [12], wykazata, ze na przebieg powstawania rys i
rozktad naprezen normalnych w belce ma wptyw stopien zbrojenia elementu oraz
nie bez znaczenia jest rowniez dobor pretéw zbrojeniowych. Ten drugi czynnik
mozna okresli¢ za pomocg wspotczynnika rozproszenia zbrojenia:

i =pd 12
TP (12)

gdzie: p — stopien zbrojenia, ¢ — $rednica pretow w m, §=10-m.
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Obliczenia numeryczne potwierdzily wzrost rysoodpornosci belek ze zbroje-
niem w poréwnaniu do belek betonowych niezbrojonych.

4. Propozycja wlasna szacowania nosnosci zginanych
elementow stabo zbrojonych

W celu iloSciowego opisu wptywu zbrojenia na rysoodpornos¢ belek stabo
zestawiono wyniki badan wtasnych i badan K. Dabrowskiego (rys. 7). Na osi rzed-
nych zamieszczono iloraz warto$ci momentu rysujgcego w elemencie stabo zbrojo-
nym M°*" do momentu rysujacego w elemencie bez zbrojenia M_, ktéry charak-
teryzuje wzrost rysoodpornosci, czyli i no$nosci zginanych elementéw stabo zbro-
jonych. Na osi odcietych umieszczono wspotczynnik x (wyrazony w %), ktory jest
sumg stopnia zbrojenia p i wspotczynnika rozproszenia zbrojenia i .

SRC

1,800 - MY, prosta wynikajaca
v z aproksymacji wynikéw badan
1,600 |- Mer proksymacy yy=1,2492x +1,0037 @

RF=0

1,400 1

1,200 +

0,600 +

0,400 +

0,200 +

X=p+is
0,000 } } } } } } } } } P |
0,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,350 0,400 0,450 0,500

° - wyniki badan K. Dabrowskiego
m - wyniki badan wtasnych

Rys. 7. Wzrost rysoodpornosci zginanych elementéw stabo zbrojonych na tle wynikéw badan
doswiadczalnych.

Fig. 7. The increase of cracking moment in slightly reinforced concrete members based on experi-
mental results.

Prosta wynikajgca z aproksymacji wynikoéw badan do$wiadczalnych, przedsta-
wiona na rys. 7, jest to funkcja regresji obliczona metodg najmniejszych kwadra-
tow. Uzyskana funkcja, opisujgca wzrost rysoodpornosci elementéow stabo zbrojo-
nych charakteryzuje sie dosy¢ dobrg korelacjg z wynikami badan. Dobra zgodnosé¢
wynikéw badan i obliczen wskazuje, ze koncepcja uwzglednienia wspotczynnika
rozproszenia zbrojenia (obok stopnia zbrojenia) przy okreslaniu no$nosci zginanych
elementow stabo zbrojonych jest poprawna. Na podstawie wynikow badan zapropo-
nowano wzér do wyznaczania no$nosci zginanych elementéw stabo zbrojonych:

lelfc = MiRC = W:Kﬁ:trrt 125p (13)

1+£]+1
¢

W zwiazku z tym, ze we wzorze (13) znajduje si¢ wspotczynnik k, wyraza-
jacy iloraz f_/f, , no$nos¢ elementéw stabo zbrojonych jest uzalezniona od wiel-

kosci elementu (h) i cech betonu (I,). Z kolei dtugos¢ charakterystyczna betonu
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I, jest zalezna od maksymalnego wymiaru ziaren kruszywa D, . W elementach
masywnych mozna stosowac kruszywo o wiekszych ziarnach. Uwzglednienie zatem
wspolczynnika k we wzorze (13) daje podstawe do ekstrapolacji wynikéw i wnio-
skow z badan na elementach matych na elementy o duzych przekrojach i budowle
masywne, gdzie najczesciej beton stabo zbrojony jest stosowany.

5. Przyklady zastosowania

Zaproponowana metoda wyznaczania nosnosci zginanych elementéw stabo
zbrojonych zostata oparta na analizie proceséw pekania betonu i pozwala w bezpieczny
sposdb wykorzystac przy projektowaniu wzrost rysoodpornosci tych elementéw bez
koniecznosci ich przezbrajania, co przedstawiono na ponizszych przyktadach.

Przyktad pierwszy dotyczy belki o wymiarach przekroju 150x300 mm, wyko-
nanej z betonu B15 i stali Al lub Al (rys. 8). Przyktad drugi dotyczy belki o wymia-
rach przekroju 350x800 mm, wykonanej z betonu B15 lub B25 i stali Al (rys. 9).
Nosnos¢ belek stabo zbrojonych wyznaczono na podstawie wzoru (13) i przyjeto,
ze wzOr ten obowigzuje do wartosci p, . powigkszonych o 50% w stosunku do wiel-
kosci wyznaczonych ze wzoru (9). Przy wyzszych stopniach zbrojenia nosnos¢ belki
wyznaczono jak no$nos¢ elementu zelbetowego.

Rys. 8. Wptyw rodzaju stali na no$nos¢ belki stabo zbrojone;j.
Fig. 8. The influence of steel grade on load carrying capacity of slightly reinforced concrete beam.

Rys. 9. Wptyw cech betonu na no$nos¢ belki stabo zbrojone;.
Fig. 9. The influence of concrete grade on load carrying capacity of slightly reinforced concrete
beam.
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[12]

[13]
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The analysis of load carrying capacity and cracking
of slightly reinforced concrete members in bending

Marta Stowik

Lublin University of Technology, Department of Civil Engineering,
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Abstract: Slightly reinforced concrete members are the members made by
concrete with reinforcement less than minimum given in codes for reinforced
concrete ones. Plain concrete and slightly reinforced concrete members in bending
are treated in the same way during the dimensioning and the influence of longitu-
dinal reinforcement on the load carrying capacity is not taken into account. The
mechanism of work and crack formation in slightly reinforced concrete members
is not completely recognized. The author’s own research program was made. The
experiment was aimed at the determination of cracking moment and load carrying
capacity of slightly reinforced concrete beams with different reinforcement ratio.
Also plain concrete beams and the typical reinforced concrete beam were tested.
The analysis of the obtained values of maximum bending moment and crack’s
widths was made according to the reinforcement ratio. The analysis of test results
shows how the presence of longitudinal steel bars in concrete members, even when
reinforcement ratio is low, changes cracking process and influences the value of
cracking moment in flexural members. On the basis of test results, the method how
to calculate the load carrying capacity of slightly reinforced concrete elements in
bending has been proposed.

Key words: slightly reinforced concrete, minimum reinforcement ratio, load
carrying capacity, cracking.
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Abstract: The plywood is considered as a layered cross-ply unidirectional fibre
reinforced composite. The experimental Compact Tension (CT) tests carried out
in different directions of plywood fibre orientation show that the characteristics
of damages are fibre bundle rupture, matrix cracking along the fibres, and delami-
nation at the ply interlayers of glue. The plywood CT specimens are modelled by
continuum shell and cohesive finite elements with damage evolution in material
models. The Finite Element (FE) model simulates the experimental behaviour of
plywood samples very well and allows deep investigation of the different types of
damage development and interaction. The FE model of plywood is useful for its
lay-up optimization and for development of very efficient in large-scale simulations
computational models of plywood.

Key words: plywood, veneer, progressive failure, damage, finite element model,
finite element simulation.

1. Introduction

Plywood is very popular material in civil engineering and furniture industry,
because it is comparatively cheap, strong, and lightweight material. Its strength and
progressive failure resistance are very important for wooden houses survivability in
earthquake, tornado, and hurricane events [1-3]. The progressive failure of plywood,
however, is complicated because of its structure as a layered natural composite which
is very similar to polymeric unidirectional fibre reinforced composites.

Plywood is made from thin sheets of timber — veneer, called also plies. The
timber is orthotropic fibre material with well pronounced difference in elastic and
mechanical properties between the longitudinal (L) to the fibres direction and the
tangential direction (T) to the annually growth rings. The veneers are cut by rotating
the trunks and therefore they are oriented in the LT-plane of timber material with
a normal in radial (R) direction of the log. They are stacked together with the fibre
direction of each ply perpendicular to the fibre direction of its adjacent ones and
usually the plywood has an odd number of plies. The veneers are bonded together
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under heat and pressure with strong adhesive, which makes the plywood a type of
layered composite material. Plywood is used in many applications as a lumber of a
higher quality because of its resistance to cracking, breaking, twisting and warping
although the pure wood is very brittle material.

The Finite Element (FE) method was developed in recent few decades as a
superior numerical method that could produce computer simulations of different
phenomena of the real world. This allows many researchers to use the FE tech-
nique to investigate some problem that is not easy to be directly observed and its
parameters to be measured. The FE method is best developed for Solid and Structure
mechanics and it is enriched with many material models, including damage models
as well as specific structure finite elements like cohesive elements, continuum shell
elements, etc.

In this paper the problem of progressive failure in plywood material is investi-
gated by Compact Tension (CT) experimental tests and FE analysis. The plywood
specimens are made from spruce and pine veneers. The gradual degradation and
fracture process of this material is very complicated. It obeys both description of
damage growth in plies and delamination of composite layers. The numerical simu-
lation of the problem was done by application of FE technique and ABAQUS™
commercial code.

2. Experimental CT tests of plywood

Compact Tension (CT) tests of 9-ply plywood were conducted using three
types of specimens shown in Fig. 1: (a) with fibres of the outer plies oriented in
the direction of loading, (b) with fibres of the outer plies oriented perpendicular to
the direction of loading, and (c) with fibres in bias direction (45°) to the loading
direction. Taking the outer plies as reference plies, the specimens can be denoted as
longitudinal, transverse, and bias samples, respectively.

Fig. 1. Compact tension specimens of plywood with different orientation.

The longitudinal specimens with the fibres of the outer plies oriented in the
loading direction failed with non even edges for these plies caused by fibre bundle
rupture at different places along the fibres (see Fig. 2). The plies have cracks along
the fibres connecting the different places of bundle rupture. The force developed and
the displacement of the grips are registered for appropriate match of FE simulation
to the experimental tests.
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Fig. 2. Failure of a longitudinal CT specimen.

The transverse specimens failed with even failure edge of outer plies, having
fibres oriented perpendicular to the loading direction, which could be seen in Fig. 3.
The failure of outer plies is cracking along the fibres. The internal plies of the trans-
verse specimens as well as of the longitudinal ones have very similar modes of failure
as the outer plies depending on their orientation to the loading direction. Because
the places of failure of the adjacent plies are different, the ruptured fibre bundles are
pulled out after delamination at the glued interlayer connecting the plies.

Fig. 3. Failure of a transverse CT specimen.

When the bias specimens are tested, the fracture edges of the different layers
are not strait lines (see Fig. 4). They are zigzag lines that possess the characteristics
of failure of both — failure of the longitudinal to the loading direction plies and fail-
ure of the transverse plies. We have some fibre-bundles ruptured and comparatively
long cracks along the fibres connecting the places of bundle rupture. The lines of
failure of the different plies, however, do not coincide and delamination accompa-
nies the failure.
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Fig. 4. Failure of a bias CT specimen.

All specimens of plywood in CT tests have delamination between the layers,
independently of the orientation of the fibres. Adjacent layers have failure at differ-
ent places because of their different fibre orientation. This causes delamination,
which is ply interface failure in shear, in fact, with fibres pulled out and formation
of pockets as it could be seen in Fig. 5.

Fig. 5. Close look of the plywood failure area.

3. Finite element model of plywood

In order to simulate properly the progressive failure of plywood in tension,
we need to have good models of the mechanical behaviour of its constituents. The
veneers are orthotropic sheet material with very brittle behaviour. Their structure
in mesoscale level consists of tubular water-conducting elements (tracheids) which
are stronger in their longitudinal direction and weaker in transverse direction [4].
In microscopic level, the walls of tracheids are built up of long cells having unidi-
rectional fibres of cellulous along the tracheids, which are connected together by
lignin.
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3.1. Single veneer model

The best choice for us is to represent the veneer as a unidirectional fibre compos-
ite layer with orthotropic elastic properties and damage evolution. ABAQUS™ finite
element code has a readily available damage model for unidirectional fibre compos-
ites and 2-D stress elements [5]. The material model can be used with the proper
material and mechanical data for continuum shell elements in which each ply is
discretized.

Damage variables, d;, d,, and d,, degrade the elastic moduli of material E;, Er
and G;rin the damaged elasticity matrix C

11 12 0
C,=lc, ¢ O (1)
0 Cyy
¢,=0—-d)E, /D (2)
Clz:(l—df)(l—dm)VLTET /D (3)
Cop = (1- dm>ET /D (4)
¢, =(1—-4d)G,, (5)

where v, is a Poisson’s ratio and:
D=1-(1-d)1~d Jv; E,/E, (6)
The damaged elasticity matrix governs the material constitutive equation:
c=C, e (7)

where o=[c, o, 1,1 is 2-D stress vector, corresponding to 2-D strain vector

e=[e, & 7,1

The damage variable, d, is determined by two modes of damage (fibre break-
age) in dependence of the applied loading in fibre direction — tension or compres-
sion:

d:

Idﬁ, o, =2 0 — fibre rupture
f

. . (8)
dfc’ o, < 0 — fibre kinking
while the damage variable, d,, is determined by other two modes of matrix
damage:

a ., < 0 — matrix crushing )

me

d {dma o, =2 0 — matrix cracking
T

These modes are independent and could be generally denoted by index M. The
shear damage variable, d,, is resultant of all four independent damage modes:
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d=1-(—d)1—d)1~d )1-d,) (10)

The independent damage variables are initially zero and their evolution could
begin when the corresponding failure criterion for damage initiation, Fy, becomes
greater than unity (Fy > 1). The failure criteria of Hashin and Rotem [6] for each
mode are as follows:

F =2 2 11
ft XT ( )
2
r =2 12
fe XC ( )
2 2
g, T
F,=|L| +]|2L 13
mit YT SLT] ( )
_ UT 2 + C ’ UT + 7-LT 2 (14)
" 25'RT 2SRT YC SLT

where X is the strength of veneer in tension in longitudinal (L) direction, X —
compressive strength in L-direction, Yr — tensile strength in tangential (T) direction,
Y — compressive strength in T-direction, S;r — in-plane shear strength, Sgr — trans-
verse shear strength.

The degradation of the stiffness of the material could cause several numeri-
cal problems in the calculations. First of all, a regularization procedure should be
applied, in order to avoid the strain localization in one finite element and the sever
mesh dependence of the simulation. The regularization procedure here is that the
damage model is applied as a local damage, i.e. the damage evolution law is in term

of equivalent displacements, not in strains. A characteristic length L. is prescribe
for each element in order to calculate the equivalent displacement, 6,7, determin-
ing the damage evolution for each independent damage mode, M, after the damage

initiation of the mode. The equivalent displacement is calculated for the fiber break-
age modes simply by the formula:

6;1 — 5;;1 = LC\/g (15)

and for matrix damage modes by:

& =06 = LJer + 77, (16)

The static damage variable, d;,, for each active mode M is calculated by an
irreversible linear-softening damage evolution law:

dst — max {dst 6;? (6;; — 6}1&11])}
M

M eq ( Qult lim
(SM (6M - 6M )

(17)
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where 6" is the equivalent displacement for mode M calculated exactly when
the damage initiation for this mode is satisfied by the corresponding criterion
(65" =6&%). 6 is the ultimate equivalent displacement that could be reached in
dependence of the dissipated fracture energy, G , for this mode of damage:

cr
ult M
by =2 lim (18)
M
lim
M
tion criterion for this mode is satisfied (o,

Here, o," is the equivalent stress for mode M exactly when the damage initia-
= 0,!) and these equivalent stresses of

the damage modes, o,;, are calculated as follows:

o], M= fi, fe
eq __
Oy =196r +TLT7LT

6M / Lc

(19)

, M = mt,mc

The evolution of damage variables is graphically explained by equivalent stress-
displacement diagram in Fig. 6. The material is linearly elastic for any mode of
damage until the damage initiation (failure) criterion for this mode is met — ascend-
ing branch. When the damage is already initiated and the equivalent displacement,

q

6%, is greater than the limit, 6 > 6",

(d, €[0, 1]) to reduce the equivalent stress, o, linearly by multiplier (1—d},)
(descending branch) in such a way that the totally dissipated energy up to the ulti-
mate failure, when equivalent displacement reaches the ultimate displacement,

the static damage variable is calculated

&u", to be the critical fracture energy for this mode, G, , representing the gray area
of the triangle. Any unloading will retain the damage variable constant until the
successive loading reaches the last point of unloading (the thin line with arrows).

L
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S
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Fig. 6. Irreversible linear softening damage evolution.

Since the descending branch of stress development represents a negative
tangential stiffness of the material and therefore unstable solution for nonlinear
static problems, the stabilization procedure is necessary to provide computationally
efficient solution. The method that is applied here is a viscous damping and the
damage variable for each independent damage mode, degrading the damaged elastic
matrix, is calculated as solution of the time dependent differential equation:
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. 1.
d, = (th - dM), (20)
My

where 7,, is the viscous coefficient for this mode of damage M.

(a)

DAMAGEFT

DAMAGEMT
fraction = -0.577350

FrEFR R

Fig. 7. Single veneer specimen in longitudinal (L) tension: (a) experimental failure, (b) fibre
rupture damage, (c) matrix cracking damage.

(a)

(b)

Fig. 8. Single veneer specimen in transverse ($T$) tension: (a) experimental failure, (b) matrix
cracking damage.

DAMAGEMT (a)

fraction = -0.577350
+1.000e+00
+91000e-01

(b)

Fig. 9. Single veneer specimen in bias (45°) tension: (a) experimental failure, (b) matrix cracking
damage.
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In order to find the elastic and mechanical properties of single veneer, three types
of specimens of pine and spruce wood were prepared with different orientation of
fibres in the direction of loading. The tension tests were conducted in longitudinal,
transverse, and bias (45°) direction to the direction of fibres of the specimens. The spec-
imen of single veneer for tension tests is modelled by continuum shell finite elements
in ABAQUS™ software. The damage model described above is used for material model.
The elastic and mechanical properties of the material for continuum shell elements are
tuned in order to obtain force-displacement curve, which is as close as possible to the
experimental one with its breaking point at the maximum force reached.

A typical failure of specimens in longitudinal to their fibres tension is shown in
Fig. 7a. The fracture edge of specimen is not even because the fibres are ruptured in
bundles at different places and they are connected by cracks along the fibres [7]. The
damages that appear in longitudinal tension simulations are not only fibre rupture
Fig. 7b but also matrix cracking Fig. 7c. This very well corresponds to the experimen-
tal observations although, because of the symmetric regular mesh, the simulations
are perfect and they show symmetrically developed damage starting from four points
of the specimen model while, in reality, the heterogeneity and imperfection cause
unsymmetrical damage development.

The results for specimens in tension in transverse to the fibres direction are
given in Fig. 8. The picture in Fig. 8a shows very even edge of fracture since the speci-
men is split along the fibres [4, 8]. The simulations show only matrix cracking mode
of damage, which appear in a strip perpendicular to the loading direction as can be
seen in Fig. 8b.

The results for tension in bias direction are similar to those of transverse direc-
tion (Fig. 9). The fracture edge is again even, but in 45 degree to the direction of
tension as the specimens are split along the fibres (Fig. 9a). The FE simulations show
the same damage mode but, because of the regular mesh and perfect material, the
damage starts to develop from two points of the specimen and advances in 45° to the
loading direction (Fig. 9b).

The average curve of each direction of tension tests represents the elastic prop-
erty of veneer in the given direction of loading. The elastic properties of the veneer
material are tuned in such a way in order to simulate elastic behaviour of the speci-
men negotiating the average force-displacement curve obtained in experiments for
the given loading, The results of tuning the elastic properties by simulations are given
in Tab. 1 for the two types of wood veneer.

Table 1. Elastic properties of single veneers of different type of wood.

EL ET VLT GLT GLR GRT

Wood (MPa) (MPa) © (MPa) (MPa) (MPa)
pine 6300 130 0.51 350 200 50
spruce 6200 210 0.013 350 200 40

The strength properties of the material, determining the damage initiation, are
tuned in order to give maximum forces in force-displacement diagrams for pine and
spruce veneers. As a result of the strength adjustment together with the fracture energy
tuning [9], in order to have proper descending branch of the diagrams, the mechanical
properties of all three types of single veneer wood are determined and given in Tab. 2
as parameters of the damage model accepted here for the numerical simulations. The
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maximum breaking forces obtained in the simulations are given in Tab. 3 for compari-
son with the experimental average. The maximum force obtained in the simulations
is very close to that in the experiment excluding the case of bias tension, in which the
maximum force is lower than the experimental one for both types of wood.

Table 2. Mechanical properties of single veneers of different type of wood.

Wood X, X c Y, Yo S LT S TR chl,r G;: G;:f G;ch
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (N/mm) (N/mm) (N/mm) (N/mm)
pine 26.7 20 0.8 10 12 12 098 098 0.03 0.10

spruce  78.0 50 2.2 10 20 20 1.6 1.6 0.06  0.20

Table 3. Maximum breaking force match between experimental tests and simulations.

Experimental Average FE Simulations

Wood Direction .
displacement (mm) max force (N) displacement (mm) max force (N)

longitudinal 0.69 689.1 0.68 681.3

pine  transverse 0.94 20.0 0.92 20.3
bias 0.78 53.0 0.62 40.9
longitudinal 1.71 1755 1.66 1731

spruce transverse 1.59 55.9 1.50 54.9
bias 1.42 122.1 1.14 108.3

The agreement between the experimental and the simulated by FE method
behaviour of single veneer is very good, which is a basis for representative FE analy-
sis of plywood progressive failure. Of course, we need to simulate the interface fail-
ure between the plies, which causes delamination of the plywood at some stage of
the progressive failure.

3.2. Interlayer failure and delamination

Specimens of 5-ply plywood are prepared with notches deep to the middle ply
and at 8 mm distance as it is shown on the photograph in Fig. 10a. The tension of
both ends of the specimens causes shear and something like delamination of the
plies. The fracture usually happens near the one of the interfaces of the middle
ply with one of its adjacent ply, as it is shown in Fig. 10b. The surface of fracture
however is not exactly the glued surface. Some of the material of the adjacent layer
is stuck on the middle ply (Fig. 10c).

(a)

(b) (c)

Fig. 10. Plywood specimen tested in shear.
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The results of shear tests are used to set the strength of ply interface [10],
which can be simulated in FE model of plywood by cohesive elements. They are very
similar to continuum shell elements in their geometry and nodal degrees of free-
dom. 3-D elements have three translational degrees of freedom per node and local
coordinate system defining the normal of the element and two tangential directions
in the plane of the element.

The constitutive response of cohesive elements is determined by traction-sep-
aration relationship [5]. The separation in cohesive elements is defined as a rela-
tive displacement of upper nodes to lower nodes with respect to their normals
with three components: ¢, i=mn,s,¢ in normal direction, #, and in the other
two tangential directions, s and f, respectively. Using the element thickness, &, the
constitutive response of damaged element can be defined as:

(i)
T =01~ dC)T(Si (no summation on i) (21)

where T; are the traction components and d. is a damage variable which is initially
zero and when the damage initiation criterion is met it could has evolution and
could reach unity.

The damage initiation is determined by quadratic nominal stress criterion:

2 «
P L) 22

O_lim lim 2
¢ (Tc )

when it becomes greater than unity ¥, >1). Here o

i li .
" and 7, are the peeling and

c

shear strengths of the interface while the symbol < > denotes Macaulay’s brackets.

Effective traction, 1, , and effective separation, 0 , are calculated at the initiation
of damage:

n

T, =(T,) +T% + 1" (23)

2
6eff = <6n> + 532 + 6t2 (24)
and they are denoted as T} and 8", respectively.
The damage evolution after the damage initiation is governed by linear soften-
ing, which can determined the static damage variable, d™, by the expression:

5ult 6 _ 5lim
1t =wox gy, St 25
§ (8™ — 8™y

eff \"eff eff

where 8% =2G /T is the ultimate effective separation calculated from critical
fracture energy of cohesion, G?". The damage evolution in cohesive elements is
very similar to the single veneer damage evolution and it can be illustrated by the
diagram in Fig. 6 replacing equivalent displacement and stress by effective separation
and traction. The total critical fracture energy is defined by its three components:
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G(:r — G(:l' _|_ G:,r + G:r (26)

c n

and in the mix-mode failure at the ultimate state the components of the dissipated
energy satisfy the power law criterion:

a @ a

G
-1 (27)

n

cr
Gn

G

s

cr
Gs

t

cr
Gt

with parameter a = 2 in this case. When the cohesive elements are used to connect
continuum shell elements, they are not loaded by peeling traction and the only
mode of failure of cohesive elements is shear.

In order to avoid numerical difficulties in FE simulation of cohesive elements
failure, viscous damage stabilization is implemented. The viscous damage variable,
d,, degrading the elastic properties of material, is calculated from the static damage
variable, d™, using the viscous coefficient 7, by the relationship:

d == ~d) 28)
1,
The accepted properties of cohesive elements and their failure parameters are chosen
to correspond to the shear strength determined experimentally and to some data
found in literature. The properties are given in Tab. 4. The thickness of the cohesive
elements used in the FE model of plywood is very small, it is » = 0.02 mm. In
order to have stable calculation when the cohesive element properties are degraded,

viscous stabilization is accepted for cohesive elements with viscous coefficient
’I’}C =0.01 S.

Table 4. Properties of cohesive elements modeling the plywood interlayer connection.

KKK o o o @
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (N/mm) (N/mm) (N/mm)
1910 250 250 20 6.89 6.89 0.6 0.6 0.6

4. CT test simulations and results

A quarter of plywood CT specimen was modelled by finite elements. Each
veneer ply is modelled by one layer of continuum shell elements. The layers are
connected by one interlayer of cohesive elements with 0.02 mm thickness. The
plies of veneer have thickness of 1.5 mm and the continuum shell elements account
for this thickness by deducting the thickness of cohesive elements from it in order
to obey the total thickness of the plywood. The lay-up is set to [pine/spruce/spruce/
pine/pine]s.

The loading velocity in the CT test simulations is 1 mm/s and the viscous coef-
ficients for stabilization, which are used in the damage model of continuum shell
elements as well as in cohesive elements, are all equal to 0.01 s .

The simulation of longitudinal CT specimens in tension gave force-displace-
ment curve, which is given in Fig. 11a in comparison with the experimental ones of
three specimens. The maximum breaking force in the simulation is in good agree-
ment with the experimental average but the descending branch is not steep enough
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and damages in the simulation are delayed. The simulation of transverse CT speci-
mens in tension shows very similar results as force-displacement curve, which is
given in Fig. 11b. The force-displacement curve of simulated bias tension is lower
than the experimental ones (see Fig. 11c). The maximum breaking forces of single
veneer tension in this direction, however, are lower than the experimental averages
for both pine and spruce wood and this explains the results.
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Fig. 11. Force-displacement diagrams of three specimens compared with the simulation.
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The contour plots shown in Fig. 12 are taken for the same instant of longi-
tudinal tension simulation. They present the development of fibre rupture damage
in longitudinal plies (Fig. 12a) which advances, except in the stronger spruce wood
veneer, followed almost immediately by the matrix cracking of transverse plies
(Fig. 12b) and then followed with some delay by the delamination of interlayers
(Fig. 12¢).

The contour plots shown in Fig. 13 present the development of matrix crack-
ing of transverse plies (Fig. 13a) together with fibre rupture damage in longitudinal
plies (Fig. 13b), which advances in the weaker pine wood ply and delayed in the
stronger veneer. The matrix cracking of transverse plies is like more pronounced
here in comparison with the longitudinal sample and the delamination of the inter-
layers (Fig. 13c) is again delayed.
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Fig. 12. Damages in longitudinal tension: (a) fibre rupture in longitudinal layers, (b) matrix crack-
ing in transverse layers, (c) delamination in interlayers.
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Fig. 13. Damages in transverse tension: (a) matrix cracking in transverse layers, (b) fiber rupture
in longitudinal layers, (c) delamination in interlayers.

The contour plots of damages in bias tension of plywood show that the fibre
rupture is very delayed and the main damage mode of material failure is the matrix
cracking of all plies shown in Fig. 14a. This damage however, is advanced by the
delamination between the plies (see Fig. 14b). In this type of loading the delamina-
tion appears to play significant role. It is well known that the shear of material is the
main failure in bias loading of layered fibre reinforced composites.
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Fig. 14. Damages in bias tension: (a) matrix cracking in all layers, (b) delamination in interlayers.
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5. Conclusions

The FE model of plywood seems to represent qualitatively the progressive fail-
ure in CT tests very well. The model needs some amendments maybe to improve
its quantitative representation. The force-displacement curves of simulations do not
corresponds very well to the experimental ones. The higher delay of damage devel-
opment in the simulations is maybe due to the higher viscous coefficient for calcula-
tion stabilization as well as to the higher critical fracture energies of some damage
modes or cohesive element failure.

The FE model of plywood offer good qualitative results and it is capable to be
used for progressive failure investigation giving better understanding of this complex
process. The FE model can be utilized for optimization of plywood lay-up to reach
higher strength. The model is computationally efficient enough for CT test simula-
tions but not for large-scale structure simulations. The model is useful, however, for
developing more efficient model of the layered composite with delamination for
large-scale simulations as a basis for comparison.
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Abstract: Interlaminar fracture specimens like Double Cantilever Beam (DCB),
End Notched Flexural (ENF), Single Leg Bending (SLB) etc. are widely used for stud-
ying the interlaminar toughness of composite laminates. The aim of this paper is
to analysis delamination specimens within the framework of a meso-level damage
modeling of composite laminates. In this case interlaminar interface is assumed
as a damageable homogeneous layer between adjacent layers of the specimen bulk
material. The degradation of the interlaminar connection can be taken into account
by means either of an appropriate damage initiation criterion and damage evolu-
tion law or using fracture mechanics approach. Onset and growth of the delami-
nation pre-existing crack in the fracture specimens are simulated by using both
modeling possibility within commercial finite element code ABAQUS™. Compari-
sons between numerical predictions of used different finite element models as well
as available experimental data have been performed.

Key words: interlaminar fracture specimens, delamination, ABAQUS, finite
element predictions.

1. Introduction

Nowadays the use of composite materials is growing rapidly around the world.
The composite materials are fallen into structural materials with tailoring facili-
ties for creating high performance structures. This their ability makes such materi-
als more attractive for using in different engineering applications before traditional
structure materials such as metals or concrete. For instance, the composite materials
have been widely used as structural elements of aircrafts, airspace and transport
vehicles, and marine vessels as well as structural materials in civil engineering and
sport inventories, etc. However, because composite materials consist technologi-
cally of different constituent materials they exhibit more sensitivity to damage than
conventional ones.

One of the most frequently encountered problems in composite layered mate-
rials is interface cracking or the loss of cohesion between layers, known as dela-
mination phenomenon. The interlaminar deterioration may occur due to a variety
of reasons, such as high in-service loading and aggressive conditions, low energy
impact, manufacturing defects or high stress concentration at the geometrical or
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material discontinuities (e.g. free edge effects) [1]. This damage mode is particu-
larly important for structural integrity of whole composite structure. Because, dela-
mination leads to the drastic reduction of bending stiffness of composite structure
and promotes local buckling phenomenon [2]. With delamination growth the load
carrying capacity of a delaminated structure is further reduced and may eventually
cause failure. Thus, the safety of using as a structural material of layered composites
is strongly influenced by the quality of the adhesion between their different layers.
To be able to guarantee the advantages of structures made of laminate or sandwich
composite materials it is necessary that this critical damaging mechanism as well as
material characteristics corresponding to fracture toughness of materials were care-
fully studied and analyzed.

Due to the intrinsic complexities of delamination phenomenon regarding its
singular nature, quantitative assessments of the delamination effects on the strength
and lifetime of laminated structures are difficult as well as universal delamination
failure criterions has not yet been established. Analytical efforts and their numeri-
cal implementations to date have only attempted to quantify the effects of ideal-
ized delaminations. Experimental data of the fracture test specimens designed and
loaded so to induce delamination growth close to those idealized situations are
used for these purposes. Then, numerical simulations of the interlaminar fracture
tests may be considered as being useful, at least, for two reasons. The first one, the
numerical simulations or virtual testing replace many expensive and time consum-
ing experiments. In this case, it is the necessity to test the numerical model in situa-
tion in which experimental results are easily available. The second one is connected
with the necessity to build new analytical models, and then the numerical model is
compared to experimental results for the purpose of fitting the correct parameters
of these models.

In the present paper, numerical simulations are conducted to study the dela-
mination growth in fracture test specimens such double cantilever beam and single
le bending that are usually applied for extracting of fracture parameters. Two-
and three-dimensional finite element (FE) analyses with ABAQUS™ code [3] are
carried out. Both the virtual crack closure technique that has been implemented in
ABAQUS™ as package VCCT for ABAQUS™ version 1.2-3 and the modeling with
cohesive elements available in ABAQUS™ element library are applied to predict
delamination growth in the initially delaminated composite laminate specimens.
Delamination growths from finite element analyses are compared between different
finite element models and with experiment data that are available from literature.

2. Interlaminar fracture tests

Over the past two decades it has become common practice to characterize
the resistance to delamination using fracture mechanics approach. In the context
of fracture mechanics, test methods have evolved for measuring the interlaminar
fracture toughness in terms of a critical value of strain energy release rate (ERR), G,
associated with delamination onset and growth. A complete description of inter-
laminar fracture toughness requires characterization of three pure fracture modes,
opening mode I, sliding shear mode II, scissoring shear mode III and their combina-
tions (Fig. 1).
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a) b) c)
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Fig. 1. Crack growth modes: a) I — opening, b) II - sliding, c) III - scissoring.

The strain energy release rates (fracture toughness parameters) in all the three
modes are usually used in single-mode criteria or combined in a mixed-mode crite-
rion to determine the onset of crack propagation, and these generally require curve-
fitting parameters taken from experimental tests. A number of delamination speci-
mens have been proposed in order to identify fracture parameters in pure mode
I, mode II or in mixed-mode situation. The near pure mode I fracture occurs in
the Double Cantilever Beam (DCB) (Fig. 2a). Hence, the opening ERR G, can be
obtained. The End Notched Flexural (ENF) test configuration is preferred for meas-
uring of pure Mode II ERR, Gyc (Fig. 2b). From results of these pure mode loadings,
the critical Mode I and Mode II fracture toughness parameters can be obtained
according to the following formula:

2
G- d¢
2B da
where P, B and a denote the applied load, the specimen width and the crack length,
respectively, and C is the compliance (load divided by displacement). After compli-

ance calibration (so-called compliance method, e.g. [4]) the formulae for the G, and
Guc can be eventually derived.

(1)

Fig. 2. Fracture test specimens: a) DCB, b) ENF, c) SLB.

In order to generalize failure criterion on the delamination resistance under
combined loadings the mixed-mode tests are needed. The mixed-mode I and II
occurs, for instance, in the Single Leg Bending (SLB) specimen (Fig. 2¢). In order
to separate of total value of ERR into sum of each mode the finite element simula-
tion is necessary. Then, with the critical applied load measured from the test as the
input information for FE analysis, the ERR of each fracture mode can be computed
separately. Several specimens have also suggested for measuring of the Mode III ERR,
Guic, the Split Cantilever Beam (SCB) is one of them. Nevertheless, an interaction
mixed-mode I, II and III criterion has not yet been established [5].
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3. Modeling

Two kinds of approach are now used to study delamination behavior of
layered composites. The first one uses the conception of Fracture Mechanics. In
such approach, delamination growth is predicted when a combination of the
components of the energy release rate is equal to, or greater than, a critical value.
Techniques such as virtual crack closure technique (VCCT) (Irwin [6], Rybicki and
Kanninen [7], Raju [8], Zou et al. [9], Krueger [10]), J-integral method (Rice [11]),
virtual crack extension (Hellen [12]) and stiffness derivative (Parks [13]) have often
been used to calculate the ERR. The second one is developed within the framework
of Damage Mechanics. These models are based on the cohesive zone conception in
which the interface enclosing the delamination is modeled by a damageable mate-
rial. Then, delamination is started when a damage variable reaches its maximum
value (Allix et al. [14], Allix and Corigliano [15], Schellekens and de Borst [16],
Benzeggagh and Kenane [17], Mi et al. [18], Chen et al. [19], Alfano and Crisfield
[20], Camanho et al. [21], Goyal-Singhal et al. [22]). Because, in finite element code
ABAQUS™ has been implemented the virtual crack closure technique as an add-on
capability to ABAQUS/Standard v.6.6 and the cohesive zone approach as 2D or 3D
cohesive elements, these both approaches will be considered below more explicitly.

3.1. Virtual crack close technique

When other material non-linearities can be neglected, methods based on
Linear Elastic Mechanics have been proven to be effective in delamination mode-
ling. In this case, delamination can be considered as a crack in the bond between
two layers and its propagation can be treated as crack growth adopting the concepts
of Fracture Mechanics. Therefore, in order to analyze the delamination growth of
laminated structures it is necessary to determine the stress fields of delamination
front. However, the stress of the delamination front is singular, whereas the ERR,
which indicates intensity of stress fields along delamination front, is a finite value.
The virtual crack closure technique is one of the most commonly applied methods
for determining the components of the strain energy release rate along a crack front.
The VCCT approach was proposed by Rybicki and Kanninen [7] and is based on
two assumptions: 1) Irwin’s assumption that the energy released in crack growth is
equal to the work required to close the crack to its original length, and 2) that crack
growth does not significantly alter the state at the crack tip (self-similarity state).
For example, Fig. 3a illustrates the similarity between crack extension from i to j and
crack closure at j.

Then, assuming that the crack closure is governed by linear elastic behaviour,
the energy to close the crack and, consequently, the energy to open the crack, is
calculated from the following equations:

1 AU

AA=6bab (2)

2 A4 7
where F;, AU, éa, B and G, denote node reaction force at j, displacement between
released nodes at i, crack extension as the length of the element at the crack front,
the width and the energy release rate.
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Fig. 3b illustrates the use of (2) in the case pure Mode I loading. Then, nodes
2 and 5 will start to release when is true the following inequality (crack growth
criterion):

1E,,v
_ - 2, 1.6:G>G

2 bd re=e (3)

where G, is the Mode I fracture toughness parameter (critical ERR).
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Fig. 3. VCCT approach for pure Mode I: a) crack extension and closure, b) crack growth criterion.

Similar arguments and equations can be written in two dimensions for Mode
II and for three-dimensional crack surfaces including Mode III. In the general case
involving Mode I, II, and III a node at the crack tip will separate when the equivalent
strain energy release rate at the crack tip exceeds the critical strain energy release rate
for the bond or the material. That is, the crack extends when G, > G, ., where G,,
is the equivalent strain energy release rate at a node, and G, is the critical equivalent
strain energy release rate calculated based on the some mixed-mode criterion [3].
It should be noted, that the use of VCCT is advantageous as it allows the strain energy
release rates to be determined with simple equations from a single (FE) analysis [8],
but pre-existing of the initially debonded surfaces along a predefined delamination
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front is compulsory. Moreover, to date, the VCCT for ABAQUS™ does not support
3D models with contact pairs involving higher-order underlying elements and is
confined by static, quasi-static and coupled thermal-stress analyses.

3.2. Cohesive crack model

Some difficulties of the implementation of the VCCT into FE codes can to be
overcome by using cohesive zone approach within a so-called cohesive element.
Cohesive models offer the advantages of incorporating both initiation and growth of
delamination in such a way that the damage is initiated by using a strength criteria
and the final separation is governed by fracture mechanics parameters. All proposed
now cohesive-zone models start from the assumption that one or more interfaces
can be defined, where delamination propagation is allowed by the introduction of
a possible discontinuity in the displacement field. The interface can be deduced
a priori by means of physical observations. Then, considering delamination as a
progressive loss of cohesion between adjacent layers of solid, it can be modeled as a
deterioration of the interlaminar connection between the layers.

In finite element method cohesive zone models is implemented as interface
(cohesive) elements which are compatible with regular solid finite elements. In two
dimensions, the cohesive interface elements are composed of two line elements
separated by a thickness (Fig. 4a). In three dimension problems they consist of two
surfaces separated by a thickness (Fig. 4b). The relative motion of the bottom and
top parts of the cohesive element measured along the thickness direction represents
opening or closing of the interface. And, the relative motion of theses parts with
respect to the element mid-plane is qualified as the transverse shear behaviour of
the cohesive element. The stretching and shearing of the element mid-plane are
associated with membrane strains [3].

a) b)

n Solid element

3 4

*
— — ———————— <7 Interface clement >

2

Solid element

Fig. 4. Schematics of cohesive elements: a) 2D 4-noded, b) 3D 8-noded.

The constitutive response of theses elements depends on the specific appli-
cation and is based on certain assumptions about the stress strain states that are
appropriate for each application area. The nature of the delamination phenomenon,
as was above mentioned, may be modeled based on a traction-separation descrip-
tion of the interface. Originally the traction-separation model in ABAQUS™ assumes
linear elastic behaviour. It is written in terms of an elastic constitutive tensor K° that
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relates the nominal stresses (traction vector) t'=(z,, 7,, 7, to the nominal strains
(opening displacement vector) A"=(5,, &, 6, across the interface. Damage of the
traction-separation response is defined within the general framework of Continuum
Damage Mechanics used for conventional materials. According to that, the combi-
nation of several damage mechanisms acting simultaneously on the same material
are possible and each failure mechanism consists of a damage initiation criterion,
a damage evolution law, and a propagation condition. Fig. 5 shows a graphic inter-
pretation of a simple bilinear traction-separation law written in terms of the effec-
tive traction 7 and effective opening displacement 6.

Initiation
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/K|
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Fig. 5. Bilinear traction — separation constitutive law.

It is obviously that the relationship the effective traction and effective opening
displacement is defined by three parameters, two of which uniquely define the frac-
ture process. These parameters are the peak traction (local strength of the material,
7,), a characteristic opening displacement at fracture (8,,), and the energy needed for
opening the crack (area under the traction-displacement curve, G,,) (Fig. 5). Several
damage initiation criteria are available in ABAQUS™ code [3]. Once the correspond-
ing initiation criterion is reached, the specified damage evolution law will describe
the rate at which the material stiffness is degraded. A scalar damage variable D
(0 <D< 1) represents the overall damage in the material and captures the combined
effects of all active degradation mechanisms. To describe the damage evolution in
general case under a combination of normal and shear deformations across the
interface, the different mode-mix laws defined in terms of energies and tractions
are suggested by ABAQUS™ [17, 21]. When the overall damage variable reaches
its limit D,,, at all of its material points the cohesive element can be removed that
corresponds to complete fracture of the interface between layers and is consid-
ered as delamination propagation. Interpenetration of the two adjacent layers after
complete debonding is prevented by modeling of contact properties.

3.3. Some numerical issues

In non-linear numerical analyses is usually solved by directly applying an inter-
active procedure, such as the Newton-Raphson method, in which the load is a known
quantity and displacement vector is only unknown. The modeling of progressive
damage is generally characterized by anisotropy, softening and irreversibility. These
features originate the main difficulties connected with a convergence in an implicit
solution procedure. Moreover, non-uniqueness of solution and localization prob-
lems can completely falsify the results. Several methods are available in ABAQUS™
to help avoid these problems. Using viscous regularization allows improving the
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convergence for theses kinds of problems. A useful method to avoid divergence due
to local instabilities is using automatic stabilization. Both the dissipation energy
and damping factor magnitudes can be used. Finally, nondefault solution control
parameters can be used to control non-linear equation solution accuracy and time
increment adjustment a well as to activate the line search technique [3].

4. Numerical predictions

The numerical simulation of delamination processes assumes that the potential
surface of separation corresponding to the interlaminar interface is a priori known.
Hence, in the case of the VCCT approach, FE modeling is made based on the intro-
duction of double nodes across the potential debonding surface. The modeling with
cohesive elements assumes the discretization of the defined interface by compatible
cohesive elements, the nodes of which coincide with nodes of solid elements or are
tied to sides of solid elements of adjacent layers of bulk material.

4.1. Double Cantilever Beam specimen model

The DCB specimen has a span 2L of 228.6 mm and a rectangular cross-section
with width B of 25.4 mm and height 2/ of 10.15 mm (Fig. 2a). This specimen consists
of two identical adherents (arms or legs), with the Young’s modulus E=55.158 GPa
and Poisson’s ratio v=0.3 of isotropic bulk material. These adherents are joined by
an adhesive layer with the thickness. One end of the beam is fixed, and the other
end is loaded with an external force with the same magnitude but opposite direction
as shown in Fig. 2a. This self-equilibrated pair of forces was modeled by prescribed
displacements (#=4.064 mm) resulting in an opening (mode I) loading mode. The
spatial discretization of the DCB specimen was done for both two dimensional (2D)
and three dimensional (3D) models. The 2D model used a finite element mesh of
4-noded bilinear plane strain quadrilateral incompatible mode elements, CPE4l.
The 3D model was discretized by 8-noded solid brick incompatible mode elements,
C3D8I, or by 4-noded fully integrated first-order shell elements, S4.

The interface of the potential debonding (Fig. 2a) in VCCT approach was
modeled by nodes having same coordinates but belonging to different elements
(double nodes) on the upper and lower surfaces of the delaminated interface. Then,
the crack propagation was simulated based on the Benzeggagh-Kenane mixed-mode
failure criterion with power 1.75 at the given fracture toughness parameters of the
interface (Gi=1.2 N/mm, Gpc= Guec=6 N/mm). The cohesive zone approach was
realized by embedded into the 2D mesh of 4-noded cohesive elements, COH2D4,
and into the 3D mesh of 8-noded cohesive elements, COH3D8, which are available
in ABAQUS™. The cohesive elements similar as for the VCCT model use to present
the bonded part of the DCB while cracked portion (pre-existing crack) between
two interfaces did not contain these elements. The cohesive elements had share
nodes with adjacent solid elements, presenting the bulk isotropic material. Param-
eters of the damage initiation criterion and damage evolution law as well as elastic
interface constants were specified for the cohesive element to correspond to the
debonded features of the interface layer using for crack growth analysis with VCCT.
The elastic properties of the cohesive material are specified in terms of the traction-
separation response with stiffness values E=80 MPa, G,=80 MPa, and G,=80 MPa.
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The maximum nominal strain failure criterion for the given peak values of the nomi-
nal strain g,=¢=£=9x107 is selected for damage initiation in the cohesive elements
and a mixed-mode energy-based damage evolution law based on B-K law crite-
rion is selected for damage propagation. The relevant material data are as follows:
Ny=0.8 MPa, T,=0.8 MPa, S,=0.8 MPa and n=1 (the notations from [3]).

a)
.00Be-06
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SNEG, [fraction = -1.0)
(Avgs 79%)
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41,079e+04
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+1,9638+03
+9,813e+02
+3.102e-05

’\\L—‘
Fig. 6. The deformed shape of the DCB models using: a) solid elements, b) shell elements.

Fig. 6 shows a contour plot of Misses stress that illustrates the debonding
growth in the 3D models of the DCB specimen at the end of the analysis. Load-dis-
placement responses predicted by the different FE models are shown in Fig. 7. Here,
the results from the 3D analyses are compared with the results from 2D analyses.
These analyses are performed using both the VCCT and cohesive elements. From
the calculated results the critical force corresponding to debond initiation in the
DCB district from theoretical one obtained by Mabson [23] within of 3-7%.
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Fig. 7. Load displacement curve.

4.2. Single Leg Bending specimen model

The next example illustrates the prediction of debond growth in a single leg
bending specimen which usually uses for study of a mixture of opening and shear-
ing loading modes. The calculations were done using VCCT for ABAQUS™. The
geometry parameters of SLB specimen (Fig. 2c) were the following: 2L.=152.4 mm,
B=25.4 mm, q=30.48 mm, a=37.34 mm. The top part of the specimen was compos-

ite of 24 layers with lay-up [45°/0°/45°/0°/45°/0°/45°/0°/45°/0°/45°/0° |5 of the
total thickness /7,=5.034 mm. The bottom part consisted of 8 layer with lay-up

[45°/0°/45°/ 0° |5 of the total thickness h,=1.687 mm. The bulk material properties
were adopted as the following: E;=9.1 GPa, E,=1.49 GPa, E;=9.1 GPa, v;,=0.51,
v;3=0.06, v,;=0.0835, G;,=0.4 GPa, G;=0.7 GPa, and G,;=0.4 GPa for material rein-
forced in the direction of angle 45°, and E;=2.466 GPa, E,=1.49 GPa, E;=2.466 GPa,
v1,=0.1371, v;5=0.7473, v,;=0.0835, G;,=0.4 GPa, G;5=0.429 GPa, and G,;=0.4 GPa
for material reinforced in the direction of angle 0°. The 2D model uses a finite
element meshes 24x200 and 8x160 of 4-noded plane strain quadrilateral, incom-
patible mode elements, CPE4], for the top and bottom parts, respectively. The 3D
models use fully integrated first-order shell elements, S4, and linear brick solid,
incompatible mode elements, C3D8I with the composite option for the cross-sec-
tion description. A displacement (#=8.128 mm) instead a load is applied on the top
part of the specimen at the location shown in Fig. 2c.

Fig. 8a,b show the deformed shape of the 3D models at the end of the analy-
ses. Fig. 9 compares the results of load displacement responses from the 2D and
3D analyses obtained with VCCT for ABAQUS™ with the results of the analysis
performed using interface elements discussed in Mabson [23]. The comparison
indicates that the solutions are quite close.
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4.3. Double cantilever problem II : Alfano-Crisfield problem

This example verifies and illustrates the use of ABAQUS to predict mixed-mode
multi-delamination in a layered composite specimen. Cohesive elements or double
nodes are used to represent the bonded interfaces. The problem studied is the one
that appears in Alfano [20]. The results presented are compared against the exper-
imental results included in that reference, taken from Robinson [24]. The prob-
lem geometry and loading are depicted in Fig. 10: a layered composite specimen,
L=200 mm long, with a total thickness H=3.18 mm and a width B=20 mm, loaded
by equal and opposite displacements in the thickness direction #=2 mm at one end.
The thickness direction is composed of 24 layers. The model has two initial cracks:
the first a; (of length 40 mm) is positioned at the midplane of the specimen at the
left end, and the second a; (of length 20 mm) is located to the right of the first and
two layers below. The distance between two initial cracks a;, is equal 20 mm.

u A A-A

\ 2
W"W

[
\
—
u A ‘ B
a a . «— >
a, 2| 3 | Cohesive elements

L

Fig. 10. Model geometry for the Alfano multi-delamination problem.

The Alfano-Crisfield problem is modeled in two dimensions with top part of
the specimen consisting of 12 layers (of thickness /;,=1.59 mm), the middle section
of 2 layers (of thickness /,=0.265 mm) and the bottom part of 10 layers (of thickness
h1p=1.325 mm). Each part was separately meshed with a mesh of 1x200 for both the
plain strain 2D CPE4I elements and the 3D C3DS8I elements. Two debond inter-
faces are defined, one between the 10® and 11" layers and the other between 12
and 13™ layers, counting from the bottom, to identify the potential delamination.
For modeling delamination growth the layers of the cohesive elements COH2D4 for
2D discretization or COH3D8 for 3D one were embedded at these interfaces. The
response of the cohesive elements in the model is specified through the cohesive
section definition as a “traction-separation” response type. The elastic properties of
the cohesive layer material are specified in terms of the traction-separation response
with stiffness values E=850 MPa, G,=850 MPa, and G,=850 MPa. The quadratic
traction-interaction failure criterion is selected for damage initiation in the cohe-
sive elements; and a mixed-mode, energy-based damage evolution law based on
a power law criterion is selected for damage propagation. The relevant material
data are as follows: Ny=3.3 MPa, Ty=7.0 MPa, Sy=7.0 MPa, G;=0.33x10° N/m,
Grc=0.8x 10° N/m, Gpc=0.80 x 10°* N/m, and n=1. For the VCCT approach, using
double nodes for representation of debond interfaces, the Benzeggagh-Kenane
mixed-mode failure criterion is used to determinate growth of delamination
based on the critical fracture toughness of the delamination interfaces. The mate-
rial data for the bulk material composite are adopted as in [20]: E;=115.0 GPa,
E2=8.5 GPa, E3=8.5 GPa, V12=O.29, V13=O.29, V23=0.3, G12=4.5 GPa, G13=3.3 GPa, and
G23=4.5 GPa.
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Fig. 11a shows a contour plot of the Misses stress indicating the growth of
delamination in both debond interfaces at the end of the analysis. The plot of the
prescribed displacement versus the corresponding reaction force for the delamina-
tion problem is presented in Fig. 11b, where the results calculated on the basis of the
different FE models are compared between themselves and with the experimental
results obtained in [20]. Both the ABAQUS/Standard and VCCT for ABAQUS™ results
display in the graph. Good agreement is observed between the numerical predic-
tions and the experimental results up to an applied displacement of approximately
20 mm. As seen from Fig 11b, a sharp drop in the reaction force is predicted at the
point approximately 10 mm by the ABAQUS analysis, after which the reaction force
values appear to be underpredicted by approximately 30% when compared to the
experimental data. The reason for this deviation, which appears to coincide with
the simultaneous propagation of both the cracks, is related to the sudden failure of
a relatively large number of cohesive elements in a very short period of time. While
the VCCT approach does not has such feature. Because, the release of the critical
pair nodes occurs sequentially one-by-one.
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Fig. 11. Prediction results: a) contour plot of Misses stress for the deformed shape of the 3D model,
b) load-displacement responses.



108 Vyacheslav N. Burlayenko, Tomasz Sadowski

5. Conclusions

Finite element analysis was conducted for interlaminar fracture specimens.
Those specimens were selected because of them debonding data during testing is
available in the literature. Two dimensional and three dimensional models were
constructed using commercial code ABAQUS™. The interlaminar debond was
modeled using either cohesive elements that are available in ABAQUS™ or the
virtual crack closure technique that is implemented in ABAQUS™ by add-on pack-
age VCCT for ABAQUS™, Several example problems were considered and of them
results were briefly discussed.
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Abstract: This paper presents the numerical results for the asymptotic stress
field and the fracture parameters at the tip of an inclined cracks terminating to
a bi-material ceramic interface. The numerical analysis was carried out using
FRANC2D/L fracture analysis code. A biaxial specimen was modeled for produc-
ing different mixed mode loads and two materials combinations of Al,O, and ZrO,
were considered. The influence of the material combination and applied mixed
mode load on the singularity orders, stress distributions and stress intensity factors

is highlighted.

Key words: crack; bi-material interface; asymptotic stress field; stress intensity
factor.

1. Introduction

The presence of cracks has a major impact on the reliability of advanced mate-
rials, like fiber or particle reinforced ceramic composites, ceramic interfaces, lami-
nated ceramics. In the fabrication process of ceramic composite materials or in serv-
ice interface cracks could appear in one of the constituents. These cracks growth
and reach the interface and then can be deflected by the interface or can penetrate
in the other constituent. Many researchers reported the presence of inclined cracks
to interface. For example Kaya et al. [1] observed the deflection of an indenter
induced crack when reach a zirconia - alumina interface, Fig. 1a. Tilbrook et al. [2]
investigating the crack propagation path in layered and graded composite shown the
influence of the interface on the crack path, Fig. 1b. In both cases the crack reach
the interface at a particular angle.

Different researchers have investigated the interaction between an interface and
a perpendicular or inclined crack. Zak and Williams [3] showed that the stress field
singularity at the tip of a crack perpendicular to an interface or terminating at the
interface is of order r*, where 1 is the real part of the eigenvalue and depends on the
elastic properties of the bi-material. Cook and Erdogan [4] used the Mellin transform
method to derive the governing equation of a finite crack perpendicular to the inter-
face and obtained the stress intensity factors. Erdogan and Biricikoglu [5] solved the
problem of two bounded half planes with a crack going through the interface. Bogy
[6] investigated the stress singularity of an infinite crack terminated at the interface
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with an arbitrary angle. Wang and Chen [7] used photoelasticity to determine the
stress distribution and the stress intensity factors of a crack perpendicular to the
interface. Lin and Mar [8], Ahmad [9] and Tan et al. [10] used finite element to
analyze cracks perpendicular to bi-material in finite elastic body. Chen [11] used
the body force method to determine the stress intensity factors for a normal crack
terminated at a bi-material interface. Chen et al. [12] used the dislocation simulation
approach in order to investigate the crack tip parameters for a crack perpendicu-
lar to an interface of a finite solid. He and Hutchinson [13] also considered cracks
approaching the interface at oblique angles. Chang and Xu [14] presented the singu-
lar stress field and the stress intensity factors solution for an inclined crack terminat-
ing at a bi-material interface. A theoretically description of the stress singularity of
an inclined crack terminating at an anisotropic bi-material interface was proposed
by Lin and Sung [15]. Wang and Stahle [16] using a dislocation approach presented
the complete solution of the stress field ahead of a crack approaching a bimaterial
interface. They also calculate the stress intensity factor solutions and the T-stress.
Liu et al. [17] determined the mixed mode stress intensity factors for a bi-material
interface crack in the infinite strip configuration and in the case where both phases
are fully anisotropic. Kaddouri et al. [18] and Madani et al. [19] used the finite
element analysis to investigate the interaction between a crack and an interface in
a ceramic/metal bi-material. They investigated the effects of the elastic properties of
the two bounded materials and the crack deflection at the interface using the energy
release rate. Marsavina and Sadowski [20] highlighted the effect of shielding and
anti-shielding at a tip of a crack approaching a bi-material interface. A biaxial speci-
men subjected to mixed mode load was studied using finite element analysis.

The possibility of crack deflection or penetration when meets a bi-material
interface was investigated by He et al. [21] and Marsavina and Sadowski [22] among
others.

This paper presents the asymptotic stress field and the fracture parameters at
the tip of an inclined cracks ended to a bi-material ceramic interface. The numerical
results were obtained by considering the two materials as combinations of AL,O,
and ZrO,, often used in ceramic composite materials.

ZI’OZ A|203 AI203
S
LA
i
”~
a) indentation crack deflected by interface, [1]. b) crack propagation path near

interface, [2].
Fig. 1. Typical cases of inclined cracks to interface.
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2. Singular stress field for an inclined crack terminating
at a bi-material interface

Considering the general case of an inclined crack terminating at the interface
with angle 6, (Fig. 2) the stress and displacement fields could be described by, [14]:
gy, FiT,, =1 [Aj)fei(%l)e + EJ)\ e 0 CA ei(ﬂl)a] +

BN TR 3 @

2, (uw " iug_,j)z ” {Ajﬂjei(kl)@ i Ej/\ 01y _Eje—i(ﬂl)@} 4
-1y B A—jxeﬂ:(iq)e B C_vje*i(i+1)9 (2)

X i
+r leije

where (r, 0) represents the polar coordinates, A is the stress singularity (the eigen-
value), A the conjugate of A, A/,, B/., Cf and D/‘ are undetermined complex coeffi-
cients and their complex conjugates Zj, Ej, E,DT ,j =1, 2, 3 corresponding with
region “/”, and i = V-1,

The boundary conditions near the crack tip are:

U, (7”, 90): U, (7’, 90)

u, (r—7+6,)=u (r—7+90,)

u,, (r—m+0,)=1,, (rn—7+96,)

G, (1,0,)= 0, (r9,)

70y (0,)=17,, (r6,)

0, (= +0,)=0,, (r-7+96,)

T (r=m+0))=7,, (r—7+96,)

Ty () =0

70y () =0

Gpy (r=7)=0

Ty (1=m)=0 (3)
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Fig. 2. Crack terminating at a bi-material interface.

Substituting eqs. (1) and (2) into egs. (3) leads to a linear equation system with

twelve undetermined coefficients: 4,, B, C and D From its nontrivial condi-
tion it can be obtained the following elgenequatlon which allows the determination
of the singularity order:

[a + 8 =1 B)(a—pN (1 — cos 290)+ (1— B3%)cos A cos A7 — 290)} +
(1 - 6%)sin*A(m —26,)[(1 = 5) cos® mh + B — o*| = 0 )
with « and 8 the Dundur’s bi-material parameters [23]:
2 (ﬁ2+1)—u2 (H1+1) K (112—1)—,112 (K,l—l)
= and 8=
Hy (n2 + 1>+ 1, (/<;1 + 1) Hy (/<;2 + 1)+ 1 (ﬂl + 1)

where p, and v, are the shear modulus and Poisson’s ratio of material m (m = 1, 2),

(5)

k =3 —4v for plane strain and x, = (3 —-v, )/ (1 + um) for plane stress.

Eq. (4) has normally two solutions in the interval 0 to 1 named A; and 1,,
which is known as split singularities [24]. These two solutions could be complex or
real numbers. It can be observed that the stress singularity depends on the material

parameters and crack inclination angle.

Material 1

Material 1

Interface

Crack

Material 2

a. Interface crack b. Crack normal to interface

Fig. 3. Particular cases of interface crack.

For 6, =0or + 7 the considered model becomes an interface crack model
(Fig. 3a) and eq. (4) become:

B* sin® T\ + cos® TA = 0 = Ay = %:I: ic (6)
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known as the oscillatory singularity solution for the interface crack, with the oscil-
latory index &:

1. 1-8
T e s 7

For 6, = £+ /2 the case of normal crack to interface (Fig. 3b) eq. (4) reduces to:
a+ =2 (a—-B3)(1—6)+(1—p*)cosTA =0 (8)

according with [5] and shows that only real eigenvalues exists: 1, = A,.

An extrapolation method could be applied for the determination of the stress
intensity factors. For example if the singularity orders (A, # A,) are real values the
stress field could be expresses as:

. A-1 . Ay
Oy F07, = K7 +iK,r for 6 =0, )

and the stress intensity factors could be found:

. 1=A
K =lim(r o
1705

K, =lm(r "t r

091 |9:0 ) 2 T 5 01

) (10)

In order to investigate the stress singularity, combinations between two ceramic
materials were considered: Al,O, and ZrO, (with the mechanical properties shown
in Table 1) and angles between crack and interface from 0° to 90° with 5° incre-
ments. The results of eq. (4) are presented in Table 2 for plane strain. Only the stress
singularities A, and A, values between 0 and 1 were considered.

Table 1. Material properties and Dundurs parameters.

Properties/Material AlLO, ZrO,
Modulus of elasticity, [MPa] 400000 200000
Poisson’s ratio 0.22 0.25
Fracture toughness, [MPa m®?] 4.5 12
Combinations: Material 1/Material 2 ZrO,/ AL O, AlLO,/ZrO,
Dundur’s parameters
El/Ez) [_] 0.5 2.0
a, [-] -0.333 0.333
B, -] -0.120 0.120

Fig. 4 shows the variation of eq. (4) versus A for three particular cases of crack
inclination angle 6, (0; /4 and 7/2). It can be observed that eq. (4) could have two

1 .
complex solution (A, = 5 =+ ie) for 0, = 0, two different real solutions (4; # 4,) for

0, = /4 or two equal real solutions (1; = ;) for 6, = n/2.
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Fig. 4. Plot of f(A) given by eq. (4) versus A.
Table 2. Stress singularity A for plane strain.
Material
combination EJE,=0.5 EJE,=2.0
Singularities M A A
Angle - pe() Im(A) Re(A) Im(h) Re(d) Im() Re(i) Im (i)
0, [deg]
0 0.5000 0.0320 0.5000 0.0320 0.5000 0.0320 0.5000 0.0320
5 0.5070  0.0319 0.5070 0.0319 0.4873 0.0288 0.4873 0.0288
10 0.5142  0.0307 0.5142 0.0307 0.4764 0.0213 0.4764 0.0213
15 0.5217 0.0280 0.5217 0.0280 0.4672 0.0014 0.4672 0.0014
20 0.5293  0.0235 0.5293 0.0235 0.4806 0.4387
25 0.5367 0.0158 0.5367 0.0158 0.4820 0.4248
30 0.5538 0.5340 0.4816 0.4150
35 0.5720 0.5292 0.4801 0.4080
40 0.5844 0.5285 0.4778 0.4032
45 0.5933 0.5292 0.4749 0.4003
50 0.5988 0.5309 0.4713 0.3989
55 0.6011 0.5333 0.4671 0.3990
60 0.6004 0.5363 0.4623 0.4004
65 0.5973 0.5400 0.4571 0.4028
70 0.5925 0.5442 0.4513 0.4062
75 0.5866 0.5491 0.4453 0.4104
80 0.5801 0.5544 0.4391 0.4153
85 0.5733 0.5603 0.4329 0.4208
90 0.5667 0.5667 0.4267 0.4267

From Table 2 and Fig. 4 it can be observed that depending on angle 6, we
can have a complex or oscillatory solution (for low angles 6,= 0° representing an
interface crack), multiple singularities and double root singularity (for 6,= 90°). It
can be observed that higher singularities than 0.5 were obtained when the crack is
in the ZrO, (E/E, = 0.5), and lower values for E /E, = 2.0 when the crack is in the
stiffer material.
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3. The asymptotic stress field for an inclined crack
terminating to interface

3.1. Problem description

The biaxial specimen with an inclined crack at 45° has been successfully used
to growth mixed mode cracks [25] and to investigate the singular stress field in
mixed mode conditions. In contrast with the specimens containing inclined cracks
in monoaxial tension, this type of specimen has the advantage of creating different
type of mixed modes at the crack tip on the same geometry, only by changing the
applied loads on the two axes, Fig. 5.
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Fig. 5. Biaxial specimen.

In order to study the effect of the biaxial load on the asymptotic stress field
a quarter of a biaxial specimen with an interface was numerically investigated with
FRANC2DL code, [26]. Plane strain conditions were considered and the model dimen-
sions were w = 50 mm and a = 70.71 mm. The materials considered for the analy-
sis were combinations between AL O, and ZrO,, Table 1. Quadratic isoparametric
elements were used for the model with a refined mesh near to crack tip, Fig. 6. Eight
singular elements were placed around the crack tip as a common technique to model
the stress singularity. The mesh consists 11754 elements connected in 34353 nodes.
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a) Mesh and boundary conditions. b) Crack detail.

Fig. 6. Mesh, boundary conditions and crack detail for the FEM model.
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The model was loaded with five different combinations of the applied stresses
o, and o, (k=0,/0,) in order to produce mixed modes from pure Mode I (k=1) to pure
Mode II (k=-1). The symmetric boundary conditions were imposed. The polar coor-
dinate system (r, 6) was considered with the origin at the crack tip, Fig. 6b.

A convergence study for the asymptotic analysis and mesh density was prior
carried on for a crack perpendicular to an interface in a sandwich plate [27]. The
obtained numerical results agrees with the analytical solution of the asymptotic stress
field, for example the singularity orders were between 0.8 % to the analytical solution.
The same analysis parameters were considered like: mesh density at the crack tip (the
smallest element size at the crack tip 10#a) and intervals for asymptotic analysis.

3.2. Split singularities

The singularity orders A; and 2, were determined numerically from the asymp-
totic stress field on a direction 0 = -15° as the slope (1-4;,) of the log (ow/o,) versus
log (r/a), respectively log (z,¢/0,). The main steps of this asymptotic analysis are
summarized below:

e the numerical results for oy, (respectively for t,,) were collected on a path
with 0 = -15° Fig. 7a;

e the stresses were normalized to the applied load on y direction, and were
plotted on logarithmic scale, fig. 7b;

e from a linear interpolation the quantity 1-1,, was obtained as the slope of
the trendline, and then singularity orders A, and A4, were determined. It can
be observed that the coefficient of determination for the regression analysis
(R? — value) approach 1 which indicates a good linear fit of numerical data.

100 - 27 y = -0.4533x + 0.0185
R? = 0.9999

801 ~ 15
T
T o0 ®
= B 1

-
20 | 0.5
0 0 ; ; ; ‘
35 3 2.5 2 15
r/a[-] Log (r/a)
a) Numerical results of o versus r/a. b) Linear interpolation for logarithmic plot.

Fig. 7. The determination of the singularity orders, case of material combination E /E,=0.5 and
load combination k = 1.

The obtained results of singularity orders are presented in Table 3.
Table 3.  Singularity orders for different combinations of mixed mode loading.

Material combination k 1.0 0.50 0.0 -0.5 -1.0

A 0.5467 0.5566 0.5730 0.5995 0.6501
Az 0.8342 0.8321 0.6342 0.6457 0.5942
A 0.4587 0.4475 0.4296 0.4086 0.3756
Az 0.1955 0.2250 0.3710 0.4039 0.4186

EJ/E,=0.5

EJ/E,=2.0
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The results from Table 3 show that the singularity orders vary significantly
with applied load combination and material properties. It can be observed that
the singularity order 1, increase with the increasing of mode II load (decreasing
k) for E;/E, = 0.5. In contrary for the material combination with E;/E, = 2.0 the
singularity order decrease with decreasing k. The singularity order 1, decrease with
decreasing k for material combination with E;/E, = 0.5 and increase with decreas-
ing k for E,/E, = 2.0.

3.3. Asymptotic stress field — radial variations

Fig. 8 presents the radial variation of the stresses oy (normalized to applied
stress in y direction) in logarithmic coordinates for the two considered materials
combinations on a radial path with 6 = -15° and for 0 < r/a < 0.028. For the same
radial parameters (6, r) Fig. 9 presents the distribution of tangential stress t,, For
both materials combinations and applied load mixities k the radial variations are
linear on the log-log plot. The slope of the lines in Fig. 8 are equal with 1-2,;, while
in Fig. 9 the slopes are 1-2,.
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Fig. 8. Logarithmic distribution of Gy stresses on a radial direction (0 = -15°), o k=1.0, Ak = 0.5,
ok=0.0, A k=-0.5,*k =-1.0.
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Fig. 9. Logarithmic distribution of T, stresses on a radial direction (0 = -15°). o k=1.0, A k = 0.5,
ok=00, A k=-0.5, * k =-1.0.

For both material combinations it can be observed that the singularity orders
are sensitive with the material combination and load parameter k. As we expect
maximum circumferential stresses oy were obtained for loads with k=1 (mode I)
and minimum values for k=-1 (mode II), and vice versa for tangential stresses 7.
Comparing the value of stresses between the two material combinations it can be
observed that for the same loading case k higher values for the stresses oy and 7,4
were obtained when the crack was in the compliant material (E,/E, = 0.5).

3.4. Asymptotic stress field - circumferential variations

The circumferential stress distributions are plotted at a distance r/a = 0.01 from
the crack tip, in order to be in the singularity zone. The circumferential variation
of o4 normalized to the applied stress in y direction o, is plotted in Fig. 10, and for
tangential stress 7, in Fig. 11 for both material combinations.
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Fig. 10. Circumferential distribution of Gy stresses at distance r/a = 0.01, o k=1.0, A k = 0.5,
ok=0.0, A k=-0.5, %k =-1.0.

15
Tre/oy

a) E]/Ez =0.5

b) Ei/E; = 2.0

-10 -

Fig.11 Circumferential distribution of 7,y stresses at distance r/a = 0.01, o k=1.0, A k = 0.5,
ok=0.0, A k=-0.5, %k =-1.0.
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It can be observed that the distribution of oy is changing from symmetric for
k =1 to anti-symmetric for k = -1, and vice versa for 7,4 distribution. The maximum
values for the normal stress gy on the crack direction (6 = 0°) were obtained for k=1
(mode I) and the minimum for k=-1 (mode II) Fig. 10, as we expect. Fig. 11 shows
that the maximum circumferential stress 7,, on the crack line (0 = 0°) was obtained
for k=-1 (load in pure mode II) and is O for k=1 (load in pure Mode I). The maxi-
mum values of the tangential stress 7,, moves from 6 = 0° for k=-1 to 6 = 74.5° for
k=1. The stress results from Figs. 10 and 11 confirm the stress free boundary condi-
tions on the crack faces (0 = £180°).

3.5. Stress intensity factors

The determination of the Stress Intensity Factors (SIF) was performed using
eqg. (10), by extrapolating at the crack tip the asymptotic results of oy and 7, for
a path with 6 = 0° Fig. 12 shows the determination of the stress intensity factors
from numerical results for material combination with E /E, = 0.5 and mixed mode
case with k = 0.0. The obtained values of SIF’s are K, = 4.273 MPa m'*" and
K, =4.0 MPa m'*2,

Taking into account the dimensions for the SIF’s [MPa m'*] it is hard to make
comparisons between obtained results. Usually, normalized stress intensity factors
are used for example in [11], [28]:

h= ﬁ’ h= 12—)\ (11)

The normalized stress intensity factor results are shown in Fig. 13. The
computed values of the normalised SIF’s cover entire domain from pure mode I
(k =1) to pure mode II (k=-1). Higher values for normalised SIF’s were obtained for
the case when the crack is in the compliant material for the same load combina-
tion.

] / Ki= 4.273
PR — e SR —— = fL,f2 2,
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Fig. 12. SIF determination by extrapolation,  Fig. 13. Non-dimensional stress intensity factors.
O Ogo, + Tro-
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4. Conclusions

For an inclined crack to a bi-material interface it was shown that the singular
stress field could be expressed as a linear superposition of the modes, usually of
unequal exponents.

For two material combinations by solving the eigenequation different types of
singularities were obtained: complex, multiple or single depending on crack angle 6,
and on material combinations. The singularity order 0 < 4 < 0.5 when the crack is in
the stiffer material and meets the compliant ones, and 0.5 < 2 < 1 when vice versa.

For an 45° inclined crack terminating on a bi-material interface the asymptotic
stress field was numerically investigated. Five loading combinations were considered
from pure Mode I to pure Mode II. The split singularities of the asymptotic stress
field were numerically determined.

The stress intensity factors were estimated by extrapolation technique, based
on the numerical results for the asymptotic stress field.

The effect of the bi-axial load on the asymptotic stress field and on the stress
intensity factors for an inclined crack terminated on the interface was highlighted.
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Pomiary wilgotnosci muroéw z kazimierskiej opoki
wapnistej przy zastosowaniu metody TDR
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Streszczenie: W referacie przedstawiono badania obejmujace monitoring
parametrow fizycznych i analize sktadu mineralogiczno — petrograficznego opoki
wapnistej z regionu Kazimierza Dolnego. Wykorzystano miedzy innymi techniki
reflektometryczne TDR (Time Domain Reflectometry) jako jedno z badan wilgot-
no$ciowych. Badaniom poddano kamien z Zamku w Janowcu nad Wista, ktorego
mury najlepiej odzwierciedlajg postepujaca korozje zalezng od ekspozycji zewnetrz-
nej i wieku muréw oraz kamien z kamieniotomu w Kazimierzu Dolnym. Bada-
nia porozymetryczne opoki wapnistej z elewacji potudniowej i pétnocnej Zamku
w Janowcu oraz kamienia z kamieniolomu wykazaty réznice w zakresie zmian
struktury kamieni. Roznice te przyczyniajg sie do odmiennego zachowania opoki
w procesach podciggania kapilarnego wody i roztworéw soli. Zwigzane jest to
z odpowiednim doborem ochrony konserwatorskiej, preparatow zabezpieczajgcych
mur, ktérych rodzaj i aplikacja zalezg m. in. od cech porozymetrycznych podtoza.
W referacie przedstawiono technike pomiarowa TDR jako dobra alternatywe do
pomiaréw transportu wody w porowatych materiatach budowlanych oraz innych
parametrow wodnych charakteryzujacych dany materiat.

Stowa kluczowe: opoka wapnista, destrukcja muroéw, wilgotnos¢, techniki
reflektometryczne

1. Wstep

Istotnym problemem konserwatorskim i technologicznym jest ochrona obiek-
tow wystawionych na dziatanie czynnikow atmosferycznych, zwtaszcza wody
W wyniku oddziatywan srodowisk korozyjnych na kamienne mury nastepujg zmiany
wiasnosci fizycznych i mechanicznych kamienia i zapraw. Bardzo niekorzystna cecha
opoki wapnistej z regionu Kazimierza Dolnego i Nasitowa jest porowata struktura,
ktora przektada sie na jej niskg odpornosé na dziatanie wody. W praktyce wyrazone
jest to przede wszystkim niskg mrozoodpornoscia oraz duza nasigkliwoscig. Tak
nieodporny na wode¢ i mréz kamien ulega przyspieszonej destrukcji zwtaszcza, gdy
znajduja sie¢ w nim sole rozpuszczalne w wodzie, ktére dodatkowo poteguja procesy
jego niszczenia. W znacznym stopniu cechy te obecnie eliminujg wykorzystanie
opoki jako materiatu konstrukcyjnego i wykonczeniowego o ekspozycji zewnetrz-
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nej, cho¢ w praktyce byta ona od wiekdow szeroko stosowana w budownictwie
i architekturze Lubelszczyzny. Opoka wapnista jest kamieniem o niejednorodnej,
porowatej strukturze w zwigzku z tym zrédto pochodzenia kamienia, jego ekspozy-
cja w budynku, wiek wbudowania moga mie¢ istotny wptyw na skutecznos¢ prze-
prowadzanych zabiegbw konserwatorskich tj. odsalanie, wzmacnianie, hydrofobi-
zacje kamienia.

Przed przystgpieniem do prac remontowych nalezaloby wykona¢ gruntowna
ocene stanu technicznego obiektu oraz poznac charakterystyke materiatu, z jakiego
zostat wzniesiony.

W artykule przedstawiono badania obejmujace monitoring parametrow fizycz-
nych i analize sktadu mineralogiczno — petrograficznego kamienia.

W artykule zaproponowano miedzy innymi technike reflektometryczng TDR
(Time Domain Reflectometry) jako perspektywiczng alternatywe w badaniach
wilgotno$ciowych.

Do tego celu zakwalifikowano Zamek w Janowcu, ktorego mury najlepiej odzwier-
ciedlaja postepujaca korozje zalezng od ekspozycji zewnetrznej i wieku muréw poza
tym istnieje mozliwo$¢ pobrania odpowiedniej ilosci probek z charakterystycznych
miejsc, co nie zawsze jest mozliwe na innych obiektach zabytkowych.

2. Wplyw warunkéw zewngtrznych na stan muréow

Woda

W literaturze polskiej i zagranicznej bardzo czesto sygnalizowany jest problem
zawilgocenia i zasolenia obiektow zabytkowych i coraz czesciej wspoiczesnych.

Murowane obiekty zabytkowe i wspotczesne narazone sg na oddzialywanie
wilgoci, a w wyniku braku odpowiedniej izolacji przeciwwilgociowej charaktery-
zuja sie nadmiernym zawilgoceniem. Skutki wystepowania podwyzszonej wilgot-
nosci sa widoczne szczegdlnie na obiektach zabytkowych, starych, w ktorych brak
zabezpieczen przeciwwodnych. Niemniej jednak wspotczesnie spotykamy obiekty,
przy wznoszeniu, ktorych nie zachowano zasad sztuki budowlanej, czy tez eksplo-
atowano niezgodnie z przeznaczeniem. Nastepstwem tego jest obnizenie trwato-
$ci murow spowodowane miedzy innymi duzym zawilgoceniem i zasoleniem.
W Niemczech oraz Austrii przyjmuje sie, ze okoto 80% [1] uszkodzen zabytkowych
obiektow powstato w wyniku statego lub okresowego zawilgocenia Scian.

Woda jest bezposrednig przyczyna postepujacej dezintegracji kamiennych
muréw. Zwtaszcza wapienie sg bardzo nieodporne na dzialanie wody. Wskutek
rozpuszczajgcego dziatania wody zwlaszcza kwasny weglanu wapnia Ca(HCO,),
wytrgcany jest z materiatu, nastepuje przemieszczanie lepiszcza kamienia z partii
wewnetrznych i jego akumulacja w warstwie powierzchniowej, wskutek czego
powierzchnia staje si¢ nierobwna, chropowata z licznymi zagtebieniami [3].

Niezaleznie od Zrédta pochodzenia wilgoci w budynku, skutki nadmiernego
zawilgocenia sg nastepujace:

- obnizenie wtasciwosci fizyko — mechanicznych materiatbw budowlanych, co
powoduje zmniejszenie trwatosci muréw, spadek wytrzymatosci na Sciskanie nawet
0 50% (w przypadku opoki wapnistej), pogorszenie parametréw termoizolacyjnych
przegrod, co powoduje wzrost zapotrzebowania na energie do ogrzania budynku,
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- degradacja strukturalna przegréd wywotana korozja mechaniczng, biolo-
giczng, chemiczna. Podwyzszona wilgotnos¢ materiatéw budowlanych powoduje
erozje, czyli wymywanie sktadnikoéw mineralnych, z ktérych sktada sie materiat,
a takze przyczynia sie do rozwoju grzybow domowych i plesniowych oraz do pora-
zenia elementow drewnianych przez mikroorganizmy i owady. Korozja mechaniczna
przyspieszana jest gtownie przez mréz i nadmierng insolacje. Przyczyng postepuja-
cych procesow korozji chemicznej sg sole rozpuszczalne w wodzie, ktoére powoduja
powolng destrukcje murdéw, a zwilaszcza tynkow,

- pogorszenie warunkoéw higieniczno — sanitarnych poprzez nadmierna wilgot-
nos¢ powietrza w pomieszczeniach mieszkalnych oraz wadliwa wentylacje, co stwa-
rza niekorzystny mikroklimat w pomieszczeniach. Powstajace grzyby i plesnie unie-
mozliwiaja dalsza eksploatacje pomieszczen ze wzgledu na szkodliwy wptyw na
zdrowie uzytkownikow.

Za transport wody przez mur kamienny odpowiadaja m. in.:

- podciaganie kapilarne wody, ktére jest tym wicksze, im wigkszy stopien
zwilzania materiatu i mniejsze napiecie powierzchniowe cieczy. Jesli napigcie
powierzchniowe materiatu stykajacego si¢ z woda jest zblizone do wartosci napig-
cia powierzchniowego wody, woéwczas materiat ten jest dobrze zwilzalny. Tak jest

w przypadku materiatéw krzemianowych, gdyz ich napiecie powierzchniowe wynosi
okoto 73 — 74 mN/m, a wody okoto 72 mN/m.

- infiltracja wod gruntowych do muru spowodowana przez brak lub nieszczel-
nosci izolacji przeciwwilgociowej pionowej. Infiltracja wod gruntowych jest propor-
cjonalna do naporu wody, ktory zwieksza sie ze wzrostem poziomu wod gruntowych
lub ze wzrostem ilosci opadéw atmosferycznych.

- kondensacja pary wodnej na powierzchni muru w porach i kapilarach otwar-
tych jest zwigzana ze strukturg materiatu tj. porowatoscia, wielkoscig i ksztattem
poréw. Materialy drobnoporowate tj. opoka wapnista charakteryzuja sie tym, iz
para wodna i woda dtugo utrzymujg sie w ich porach i odparowujg powoli. Im
kapilary maja wigksze Srednice, tym woda szybciej odparowuje.

Intensyfikacja oddziatywania wody na kamien uzalezniona jest od wielu czyn-
nikow. Przede wszystkim zwigzana jest ze sktadem mineralnym kamienia, jego
tekstura, struktura.

Domastowski podaje, ze kalcyt i krzemionka obecne w opoce wapnistej jako
ciata polarne o wtasciwosciach hydrofilnych tatwo otaczajg sie btonkami solwa-
tacyjnymi wody i roztworéw soli. Btonki te zmniejszajg sity przyciggania miedzy
czastkami skatotwoérczymi. Jezeli sity adhezji miedzy woda, a sktadnikami kamie-
nia sg wieksze niz adhezja miedzy samymi sktadnikami kamienia, to kamien ulega
dezintegracji [3].

Podsumowujac, niszczgce dziatanie wody zalezy od: stopnia wypelnienia przez
nig porow, wielkosci porow, ksztattu poréow, sktadu mineralnego i nasigkliwosci
kamienia.

Zmiany temperatury

Wody opadowe moga niszczy¢ mury w sposdb mechaniczny, czego dowo-
dem sg szkody mrozowe, szczegélnie widoczne na elewacjach potudniowych, gdyz
tam czestotliwos$¢ cykli zamarzania i odmarzania jest najwieksza. Wraz z obnize-
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niem temperatury, wzrasta ci$nienie rozsadzajace lodu, ktére wynosi 21,15 kN/cm?
w temperaturze -22°C. Mechanicznej korozji ulegaja tez kamienie zawierajgce mine-
raty ilaste, ktore peczniejg pod wplywem wody i staja sie plastyczne. Powoduje to
duzy spadek wytrzymatosci. Najmniej odporne na dziatanie mrozu s3 kamienie
drobnoporowate wykazujgce duzg nasigkliwos$¢, poniewaz kapilary o matych sred-
nicach wypetniajg sie catkowicie woda. Cisnienie lodu wzrasta wraz z obnizeniem
temperatury np. przy temperaturze 0°C wynosi 60 N/cm?, a przy —20°C wynosi
19700 N/cm?.

Temperatura dodatnia réwniez moze powodowaé uszkodzenia powierzchni
kamienia. Prezno$¢ pary wodnej wzrasta w kapilarach nasyconych woda w wyniku
ogrzania wody. Wywotuje ona ci$nienie na Scianki kapilar, wskutek czego niszczy
materiat. Jednak do takich uszkodzenn dochodzi rzadko. Gwattowne zmiany tempe-
ratury, w ktérych woda nie uczestniczy, moga wywotywac intensywne zniszczenia.
Gtowng przyczyna jest duza rozszerzalno$¢ termiczna mineratéw, niejednorodnos¢
ich budowy, niska przewodnos¢ cieplna. Skutki szczegblnie widoczne sg na potu-
dniowych elewacjach budynkoéw. Ulegaja one szybszemu zniszczeniu. Pod wptywem
naprezen termicznych nastepuje dezintegracja strukturalna, powstaja naprezenia
Scinajace miedzy warstwami o réznej temperaturze np. miedzy tynkiem a podto-
zem. Od intensywnosci insolacji, a wigc i wahan temperatury zalezag mechanizmy
zniszczen.

Przyktadem zniszczenn spowodowanych przez wahania temperatury, naprezenia
termiczne, wielokrotne cykle zamarzania i odmarzania sa chociazby przypory zabyt-
kowego XVI — wiecznego Spichlerza Ulanowskich w Kazimierzu Dolnym nad Wistg
[4], czy mury omawianego w artykule Zamku w Janowcu (Rys. 1, 2). Wieloletni
efekt proceséw korozyjnych porowatej opoki wapnistej jest odmienny w zaleznosci
od ekspozycji w stosunku do stron §wiata, co przedstawiaja Rys. 11 2. XVI-wieczny
mur od strony poludniowej wykazuje liczne zniszczenia kamienia i zaprawy, ubytki
kamienia, brak zespolenia zaprawy z kamieniem. Natomiast mur od strony p6tnoc-
nej jest jednolity, stabilny, z licznymi szarymi nawarstwieniami.

S ey
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Rys. 1 Skorodowany mur na elewacji potudniowej. Zamku w Janowcu. Miejsce pobrania kamie-
nia K2.

Fig. 1. Corroded wall on the southern elevation of the Janowiec Castle. Place of K2 stone
sampling.
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Rys. 2. Elewacja p6étnocna Zamku w Janowcu. Miejsce pobrania kamienia K3
Fig. 2. Northern elevation of the Janowiec Castle. Place of K3 stone sampling.

Sole rozpuszczalne w wodzie

Niszczacy wplyw wilgoci w murze jest tym wiekszy, im transportowana woda
zawiera wigcej szkodliwych zwigzkoéw chemicznych, soli rozpuszczalnych w wodzie.
W warunkach zmiennego zawilgocenia, gdy dochodzi do przemiennego wysychania
i zawilgocenia obiektu, moga powodowac¢ duze uszkodzenia elementéw budowli.
Procesy korozyjne objawiaja si¢ wykwitami, nalotami, zmiang zabarwienia mate-
riatu, krystalizacja soli na powierzchni muréw.

Destrukcyjne dziatanie rozpuszczonych soli polega na tym, iz podczas zawil-
gocenia i wysychania muréw tworzg si¢ hydraty i substancje wtérne, ktorych obje-
to$¢ przewyzsza pierwotng objeto$¢ rozpuszczonych produktéow [8]. Substancje te
powstaja w wyniku rozktadu mineratéw, korozji chemiczneji biologicznej kamienia,
w ktorych gtowng role odgrywa woda. W wyniku odparowania wody z powierzchni
kamienia nastepuje stezenie roztworu soli, przesycenie i w fazie koncowej krystali-
zacja soli w strefie parowania. Poniewaz w porach drobnoporowatej opoki wapnistej
woda utrzymuje sie dtugo i odparowuje zbyt wolno, sole krystalizujg w ich wnetrzu.
Podczas krystalizacji sole zwigkszajg swoja objetos¢, co zwigzane jest z ciSnieniem
krystalizacyjnym, ktore ros$nie wraz ze wzrostem temperatury [9].

Podobne zniszczenia, a nawet wieksze jak cykle zamarzanie — odmarzanie
powodujg procesy krystalizacja — rozpuszczanie. W zwigzku z tym zjawisko to
zauwazalne jest przede wszystkim na potudniowych elewacjach, na ktorych czesto-
tliwo$¢ wysychania i zawilgocenia jest duza. Tam tez wystepuja duze amplitudy
temperatur, podczas ktorych sole krystalizujg w formie bezwodnej, a nastepnie
W nizszej temperaturze uwadniajg sie i zwiekszaja swoja objetosé. Jedna z najgroz-
niejszych soli w budynku jest siarczan sodu Na,SO,, ktérego objetos¢ wzrasta okoto
5 —cio krotnie podczas przejscia z postaci bezwodnej do dziesieciowodne;j.

Analizujac agresywnos¢ czynnikow Srodowiskowych, dochodzi sie¢ do wniosku,
iz ekspozycja kamienia w murze ma istotny wplyw na jego trwatosé. Od intensyw-
nosci i czestotliwosci proceséw nawilzania - wysychania, zamarzania - odmarzania,
hydratacji — dehydratacji soli, czy innych mechanizméw zniszczen zalezg zmiany
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struktury kamienia tj, porowatosci otwartej, rozmiarébw, ksztattu i powierzchni
wewnetrznych porow.

Badania parametrow wilgotnosciowych kamieni przy wykorzystaniu technik
reflektometrycznych TDR pozwalaja na gtebsza analize wplywu powyzszych czyn-
nikéw na stan zawilgocenia i transport wody w murach z opoki wapnistej.

3. Charakterystyka opoki wapnistej

W celu poznania charakterystyki kamienia oraz wptywu powyzszych czynni-
kow wykonano badania, ktore objety:

- kamieni z kamieniotomu w Kazimierzu Dolnym - zwany dalej K1,
- kamien z XVI-wiecznego muru Zamku w Janowcu z elewacji potudniowej — K2,
- kamien z XVI-wiecznego muru Zamku w Janowcu z elewacji pétnocnej — K3.

Nalezy zaznaczy¢, iz kamienie z muréw charakteryzowatly sie niskim stopniem
zasolenia, ktory oznaczono przy uzyciu zestawu firmy Merck.

3.1. Analiza mineralogiczno - petrograficzna

Analizy mineralogiczne pobranych materiatow pozwolily na poréwnanie
sktadu i wykazanie ewentualnych r6znic pomiedzy kamieniami. Oznaczenie sktadu
mineralnego wykonano wykorzystujac mikroskopie optyczng w swietle spolary-
zowanym, skaningowg mikroskopie elektronowa (SEM) oraz dyfraktometrie rent-
genowska (XRD). Badania mineralogiczne kamienia uzupelniono oznaczeniami
teksturalnymi, wykorzystujac porozymetrie rteciowa.

Kamieniem uzytym do budowy Zamku w Janowcu byta opoka wapnista
potocznie zwana wapieniem kazimierskim. Niejednorodny wapien kazimierski
reprezentuje skate o strukturze bioorganicznej, w ktorej mocno pokruszone frag-
menty igiel gabek i znacznie rzadziej otwornic sg scementowane mikrytowo —
krzemionkowym spoiwem o charakterze masy wypetniajacej. Tekstura badanego
wapienia jest beztadna, a obserwacje w mikroskopie skaningowym potwierdzaja jej
porowaty charakter (Rys. 3).

Ziarniste sktadniki mineralne to kwarc, glaukonit, wodorotlenki zelaza i mine-
raty nieprzezroczyste [2] reprezentowane miedzy innymi przez piryt (Rys. 4).

Rys. 3. Tekstura opoki wapnistej (K2) w obrazie mikroskopii elektronowej (SEM).
Fig. 3. Chalk rock texture (K2) in the SEM (Scanning Electron Microscopy).
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- & I
Rys. 4. Sktad mineralny kamienia (K2) — mikroskopia optyczna.
Fig. 4. Mineral content of the K2 stone — optic microscopy.

Na dyfraktogramach sktadu mineralnego badanych kamieni stwierdzono obec-
nos$¢ kalcytu (zwigzanego ze spoiwem mikrytowym), kwarcu, glaukonitu i opalu,
z ktorego zbudowane sg igly gabek i pancerzyki okrzemek (Rys. 3).

3.2. Badania porozymetryczne

Na wysokos$¢ podciagania kapilarnego w murze ma wptyw struktura materiatu,
czyli promien porow, kapilar oraz gesto$¢ transportowanej cieczy. Im kapilary maja
wiekszg Srednice, a ciecz posiada mniejsza gestos¢, tym podciag jest wiekszy. Nalezy
podkresli¢ fakt, iz ruch kapilarny zachodzi tylko w kapilarach o okreslonej Srednicy.

Wedtug Klemma [6] transport wody nastepuje jedynie w porach w zakresie
0,1 mm - 10*mm. Ponizej tej Srednicy zachodzi wytacznie dyfuzja par i gazow. Powy-
zej lmm nastepuje swobodny przeptyw cieczy, nie wystepujq juz zjawiska kapilarne.

Badania porozymetrii rteciowej wykonano na 3 probkach dla kazdego
rodzaju kamienia. Badania wykazaty zblizong porowato$¢ kamieni, ktorej srednia
warto$¢ wynosi odpowiednio: K1 — 36,87%; K2 — 39,26%; K3 — 37,27% (Tab. 1).
Gestos¢ wlasciwa wynosi od 2,36 do 2,72 g/cm?, za$ gesto$¢ pozorna od 1,52 do
1,63 g/cm?®. W kamieniu K2 dominujaca $rednica poréw to 1,961-10*mm, ktéra
uczestniczy w intensywnym ruchu kapilarnym. Zgodnie z klasyfikacja TUPAC sa
to wielkosci charakterystyczne dla makroporéw. W kamieniach K1 i K3 nie mozna
jednoznacznie okresli¢ dominujacej srednicy poréw, gdyz waha sie ona od 6-10°mm
do 1,26-10*mm. W porach o srednicach do 10*mm, zwanych mikro i mezoporami,
nastepuje tylko [9] dyfuzja par i gazéw oraz kondensacja kapilarna pary wodne;j.

Tabela 1. Wyniki badan porozymetrycznych opoki wapnistej.
Table 1.  Results of the porosimetric measurement on chalk rock.

Rodzai Porowato$¢  Catkowita obje- Gestos¢ Gestosé Dominujaca
odza
. ] to$¢ porow pozorna wilasciwa  $rednica po-
kamienia B
[%] [cm?/g] [g/cm?] [g/cm?] réow [nm]
K1 36,87 0,2319 1,594 2,533 3,8; 28
K2 39,26 0,2477 1,591 2,626 1961

K3 37,27 0,2340 1,592 2,540 6; 28; 805
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Na podstawie wynikéw badan porozymetrii rteciowej mozna wnioskowac,
ze kamien K2 bedzie wykazywa¢ wiekszg tendencje do podciggania kapilarnego
wody niz kamien z kamieniotomu i elewacji pétnocnej. Potwierdzity to wyniki
badan zaprezentowane w punktach 4.2.1 i 4.2.2 artykutu. Kamien ten charaktery-
zuje sie najwiekszg porowatoscia, w jego strukturze dominujg makropory wtasciwe
(39,26%, 0,2477cm?/g, 1,961-10*mm), ktore biorg udziat w procesach nasaczania
i wysychania kamienia.

Nasuwa si¢ przypuszczenie, ze struktura kamienia ulegta zmianie pod wply-
wem dlugotrwalego dziatania czynnikow korozyjnych, tj. wielokrotne zamarza-
nia i odmarzania, naprezenia termiczne w wyniku intensywnego nastonecznienia.
Wtasciwosci fizyczne kamienia z elewacji péinocnej (K3) nie réznig si¢ istotnie od
parametréw kamienia K1, pomimo iz od XVI wieku stanowit on element muru
Zamku w Janowcu.

4. Badania wilgotnosciowe opoki wapnistej przy wykorzy-
staniu technik reflektometrycznych i tradycyjnych

4.1. Opis metody stosowanej w badaniach

Opoka wapnista poddana analizie laboratoryjnej jest materiatem charaktery-
zujacym sie duzg porowatoscig, ktora z kolei ma znaczny wptyw na wtasciwosci
wodne tego osrodka. Tak jak kazdy osrodek porowaty opoka zbudowana jest z trzech
faz — statej, gazowej oraz ciektej. Traktujgc ja jako dielektryk nalezy zauwazyc, iz
najwiekszy wptyw na zewnetrzne pole elektryczne wykazuje woda, co wynika z jej
niesymetrycznego rozktadu tadunkéw (Rys. 5).

Taka czasteczka ma charakter dipola elektrycznego o wartosci momentu dipo-
lowego 6,216-10° C-m.

Rys. 5. Niesymetryczna budowa czasteczki wody.
Fig. 5. Asimetric character of water molecule.

Parametrem mierzonym technikg TDR jest przenikalnos¢ dielektryczna ¢, bedaca
miarg zachowania czastek materii po przytozeniu zewnetrznego, zmiennego pola
elektrycznego [10]. Na skutek przytozenia zmiennego pola elektrycznego czasteczki
wody obracajg sie zgodnie z kierunkiem przytozonego pola. Konsekwencja takiego
porzadkowania dipoli jest gromadzenie energii, ktora zostaje wyzwolona, gdy pole
elektryczne znika. Energia ta jest wyrazona w postaci rzeczywistej czeSci wzglednej
przenikalnosci elektrycznej oSrodka &’i stanowi ona podstawe przy pomiarach wilgot-
nosci osrodkoéw porowatych. Z kolei urojona czes¢ zespolonej przenikalnosci dielek-
trycznej (¢”) reprezentuje straty energii zewnetrznego pola elektrycznego wywotane
przewodnictwem jonowym osrodka zaleznym od koncentracji soli. Przenikalnos¢
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dielektryczna takiego osrodka o niezerowym przewodnictwie elektrycznej wyraza sie
rébwnaniem zespolonym:

g,
" 0
Ew + PR

EOUJ

e =¢ —i
w w

w

) (1)

gdzie: ¢'w — rzeczywista cze$¢ przenikalnosci dielektrycznej osrodka w danej czesto-
tliwosci o, £”® — urojona czes¢ przenikalnosci dielektrycznej w danej czestotliwo-
Sci , i — jednostka urojona, o, — przewodnictwo elektryczne, ¢, — przenikalnos¢
dielektryczna prozni (g, = 8,85-10"'* F/m), o — czestotliwos¢ kotowa zewnetrznie
przytozonego pola elektrycznego. Straty energii pola zwiazane z jonowym przewod-
nictwem elektrycznym (urojona czes$¢ przenikalnosci dielektrycznej) obserwuje sie
przy niskich czestotliwosciach. Bioragc pod uwage zakres czestotliwosci stosowanych
dla techniki TDR, uwaza sie, ze nie maja one znacznego wplywu na wartosé catko-
witg przenikalnosci dielektrycznej i w pomiarach mogg by¢ pomijane.

Ze wzgledu na polarng budowe czgsteczki wody jej przenikalnos¢ dielek-

tryczna zasadniczo rdzni sie od przenikalnosci dielektrycznej fazy statej oraz gazo-
wej (Tabela 2).

Tabela 2. Wartosci przenikalnosci dielektrycznej w zaleznosci od rodzaju osrodka.
Table 2. Values of dielectric permittivity in dependence on the medium kind.

Osrodek Przenikalnos¢ dielektryczna (20°C)
Powietrze 1
Woda 80
Bazalt 12
Granit 7-9
Piaskowiec 9-11

Dla wody wynosi ona okoto 80, dla powietrza 1, zas dla szkieletu fazy statej
waha sie ona w przedziale od kilku do kilkunastu w zaleznosci od materiatu.

Nalezy podkresli¢, iz przenikalno$¢ dielektryczna jest wartoscig zalezng od
wielu parametréw (pomimo, iz powszechnie okresla si¢ ja mianem statej dielek-
trycznej — jest niezalezna od natezenia pola). Zalezy natomiast od temperatury,
gestosci, sktadu chemicznego i co najistotniejsze w pomiarach dielektrycznych od
czestotliwosci przytozonego pola [12].

Dla czestotliwosci ponizej 10 GHz, w tym w zakresie czestotliwosci wtasci-
wym dla techniki TDR (ok. 1 GHz), wartos¢ przenikalnosci dielektrycznej jest
w zasadzie stata i jak to wynika z tabeli 2 wynosi 80.

Wartosci przedstawione w tabeli 2 dla mineratéw tworzacych szkielet fazy
statej, jak i dla powietrza Swiadczg o tym, iz przenikalnos¢ dielektryczna materiatu
powietrznie suchego lub o niewielkiej zawartosci wolnej wody jest niska, zas prze-
nikalnos¢ dielektryczna osrodka o duzej zawartoSci wody (na przyktad w stanach
catkowitego nasycenia, kiedy faza gazowa jest catkowicie wyparta przez wode) jest
duza. Zatem mierzac wartos$C statej dielektrycznej takiego trojfazowego oSrodka
mozna przy zastosowaniu wiasciwej kalibracji empirycznej okresli¢ wilgotnos¢
badanego osrodka, w opisywanym przypadku opoki wapnistej.

W technice TDR statg dielektryczng wyznacza si¢ w oparciu o predkos$¢ propa-
gacji impulsu elektromagnetycznego wzdtuz falowodu jakim sa prety sondy TDR,
a wynosi ona:
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e= [5] : 2)

gdzie ¢ — wzgledna stata dielektryczna osrodka porowatego, ¢ — predkos¢ swiatta
w prozni (3-108 m-s!), V - predkos¢ propagacji impulsu wzdtuz pretow sondy TDR
(m/s), przy czym V = 2L/t, (t, - czas propagacji sygnatu wzdtuz pretow sondy oraz
L — dtugos¢ pretow sondy wprowadzonych w osrodek porowaty).

Zestaw badawczy TDR zbudowany jest z trzech podstawowych elementow
(Rys. 6, 8) — miernika, sond oraz komputera PC funkcjonujacego jako stacja steru-
jaca oraz jako magazyn danych.

Rys. 6 Stanowisko pomiarowe TDR.
Fig. 6. TDR set.

Rys. 7. Przebieg badania - probki z sondami.
Fig. 7. Samples with TDR probes.

Miernik TDR generuje szpilkowy impuls elektromagnetyczny o predkosci nara-
stania i opadania ok. 300-10'% s (Skierucha, Malicki, 2004). Propaguje on nastepnie
wzdtuz kabla koncentrycznego o okreslonej, statej impedancji do sondy pomiarowej,
bedacej falowodem z materiatem dielektrycznym o statej dielektrycznej, ktora jest
w tym przypadku parametrem mierzonym. Wskutek zmian impedancji na granicy
koncentryk - sonda oraz na koncu sondy do miernika powraca echo wystanego
impulsu, ktore jest nastepnie odbierane przez rejestrator monitorujacy, a uzyskany
sygnal powrotny wyrazany jest w postaci zmiany napiecia w czasie, w formie tzw.
reflektogramu. Interpretacja reflektogramu, a konkretnie odbi¢ impulsu elektroma-
gnetycznego w sondzie jest podstawg pomiaru wilgotnosci metodag TDR. Mozna
jej dokona¢ metoda wizualng przy pomocy oscyloskopu, lub co jest powszechnie
wykorzystywane w badaniach monitoringowych - automatycznie przy pomocy
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wiasciwych algorytmoéw, dzigki ktérym mozliwe jest jednoznaczne okreslenie statej
dielektrycznej osrodka.

Przy zatozeniu automatycznej interpretacji powracajgcego echa (na czym opiera
si¢ idea funkcjonowania techniki TDR) cykl badawczy powtarzany jest wielokrotnie
z czestotliwoscig zadang przez uzytkownika. Umozliwia to ciagly pomiar wilgot-
nosci przegrody lub materiatu budowlanego w réznych punktach i réznym czasie,
dzigki czemu zapewniona jest mozliwos¢ cigglego monitoringu stanoéw wilgotno-
Sciowych jak i obserwacji ich zmian.

Sondy TDR s3 wtasciwie zakonczeniem kabla koncentrycznego, réznigcym sie
od niego nie tylko ksztattem, ale rowniez materiatem, z ktérego wykonano dielek-
tryk pomiedzy przewodami. Dla kabla koncentrycznego materiatem dielektrycznym
jest polietylen natomiast dla sond jest to badany materiat. Stata dielektryczna poli-
etylenu jest znana i w zasadzie niezmienna na catej dtugosci kabla i nie ma wptywu
na uzyskany wynik pomiaru. Stata dielektryczna badanego materiatu zalezy od jego
budowy oraz, co tutaj najbardziej istotne, od zawartosci wody w osrodku. Kazda
zmiana impedancji w uktadzie przew6d-sonda wywotuje czesciowe, badz catkowite
odbicie sygnatu. Stad jedno odbicie pojawia si¢ w miejscu przejScia kabla w sonde,
wilasnosci osrodka gwattownie sie zmieniajg, co pociaga za sobg zmiany impe-
dancji. Kolejne odbicie pojawia si¢ na koncu falowodu, gdzie impedancja zmierza
w kierunku impedancji wolnej przestrzeni i fala jest odbijana.
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Rys. 8. Typowy zestaw pomiarowy TDR.
Fig. 8. Typical TDR set.
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Rys. 9. Reflektogramy TDR w zaleznosci od zawartosci wody w uktadzie. Linig pogrubiona poka-
zano przebieg impulsu w sondzie TDR. Goérny reflektogram wskazuje na materiat suchy,
srodkowy stany nienasycone, a dolny jest charakterystyczny dla wody (kotkiem oznaczono
odbicie powracajace z badanego materiatu).

Fig. 9. TDR waveguides representing dry, moist and saturated materials (from upstairs), circle
represents the echo returning from the measured material.
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Rys. 9 przedstawia reflektogramy TDR dla trzech uktadéw réznigcych sie miedzy
sobg zawartoscia wody (statg dielektryczng). Dwa pierwsze piki w kazdym reflekto-
gramie posiadaja kontrolny charakter i s3 pomijalne z punktu widzenia realizowanych
pomiardw. S3 one rezultatem celowego zaburzenia ciggtosci przewodu i s3 niezalezne
od warunkéw, w jakich wykonywane sg pomiary, stuzg zatem za wzorzec czasu.

Znajac predkos¢ propagacji impulsu elektromagnetycznego (lub jego czas)
mozna wyznaczyé warto$¢ statej dielektrycznej osrodka porowatego w oparciu
o fundamentalng formute (2) dla techniki TDR.

W oparciu o zmierzong przy pomocy techniki TDR, wartosc¢ statej dielektrycz-
nej osrodka trojfazowego mozna okresli¢ jego wilgotnos¢. Istnieje wiele modeli
umozliwiajacych okreslenie tego parametru. Ogolnie dzielg si¢ one na fizyczne oraz
empiryczne modele mieszanin materiatéw dielektrycznych [10, 12]. Do modeli
fizycznych zaliczamy gtownie modele a oraz model de Loor. Z kolei z modeli empi-
rycznych najbardziej znane s3 modele wyprowadzone dla osrodkéw porowatych
takich jak grunty — model Toppa [14] i Malickiego [7]. Na podstawie badan reflek-
tometryczno-grawimetrycznych okreslono réwniez krzywe kalibracyjne dla niekto-
rych materialéw budowlanych takich jak betony komorkowe [13].

W realizowanych badaniach do ustalenia wartosci wilgotnosci materiatu wyko-
rzystano empiryczng formute Malickiego, ktora poza statg dielektryczng uwzglednia
robwniez gesto$¢ materiatu w stanie suchym, dzieki czemu mozliwe jest uzyskanie
wiekszej precyzji wynikow:

("~ 0.819 - 0.168p — 0.159 )
7.17+1.18p ’

0:

3)
gdzie p jest gestoscia fazy statej w stanie suchym [g-cm™].
4.2. Przeprowadzone badania

4.2.1. Techniki reflektometryczne pomiaru przyrostu wilgotnosci
kamienia

W celu zbadania wiasciwosci wodnych opoki wapnistej wykorzystano miernik
TDR produkgji polskiej firmy Easy Test. Do pomiaréw wykorzystano sondy labora-
toryjne LP/ms, ktore wprowadzono w porowatg strukture materiatu poprzez nawier-
cane otwory. W celu minimalizacji nieszczelnosci na granicy falowéd-osrodek poro-
waty pustki wypetniono pytem wiertniczym.

Badania laboratoryjne przeprowadzono na trzech prébkach w ksztatcie prosto-
padtoscianow wycietych z odpowiednich kamieni. Wymiary probek — S5cm x 12cm
x 12cm. Probki wysuszono do stalej masy w temperaturze 65°C (temperature obni-
zono ze 105°C ze wzgledu na mozliwos¢ wystgpienia gipsu w kamieniu), a nastepnie
sezonowano w warunkach laboratoryjnych przez okres jednego miesigca. Wszystkie
powierzchnie probek, ktére nie podlegaty badaniu uszczelniono przed woda, nakta-
dajac dwie warstwy zywicy epoksydowej. Probki umieszczono na ruszcie w kuwecie
z czysta woda wodociggowa o temperaturze 23°C, tak, aby badana powierzchnia
znajdowata si¢ 1cm ponizej lustra wody (Rys. 7). Sondy TDR (LP/ms) zainstalo-
wano odpowiednio na wysokosciach 2,5; 5; 7,5 oraz 10 cm nad powierzchnig
wody. Odczytane wartosci rejestrowane byty na wiasciwych kanatach z odstgpem
czasowym 6 godzin (0,25 doby).
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Na podstawie pomiaréw wilgotnosciowych metoda TDR wykonano wykresy
przedstawiajace proces podciggania kapilarnego wody w badanych prébkach
w czasie. Wykresy przedstawiajg jak zmieniata sie wilgotnos¢ objetosciowa
[cm3/cm?] probki wyznaczana technikg TDR. Wilgotnos¢ wyznaczono w oparciu
pomiar czasu propagacji impulsu wzdtuz falowodu, jaki stanowily prety sondy LP/
ms. Nastepnie na podstawie pomiaréw czasu propagacji obliczono wzgledng statg
dielektryczng badanego osrodka wg formuty (2), za$ wilgotno$¢ oszacowano wg
empirycznej formuty Malickiego (3) [7].

Pribka K1
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Rys. 10. Proces podciagania kapilarnego w kamieniach z kazimierskiej opoki wapnistej zbadany
technika TDR.
Fig. 10. Capilary rise process in Kazimierz chalk rock determined with TDR method.
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Pomiary przebiegu podciggania kapilarnego wody przez opoke wapnistg zbadang
metodg TDR wykazuje najwieksze powinowactwo do wody przez skorodowany
kamien z elewacji potudniowej (K2). Kamien ten charakteryzuje sie najwieksza zdol-
noscig kapilarna, ktora jest widoczna juz w pierwszym dniu, za$ po uptywie dwoch
tygodni wilgotnos¢ jego jest najwieksza z wszystkich analizowanych prébek i przekra-
cza 30%,, zmierzone na wysokosci 2,5cm nad lustrem wody. Natomiast na wysokosci
10cm jego wilgotnos¢ wyznaczona metoda TDR wynosi po 14 dniach ok. 22%_.

Z kolei kamien K3 z elewacji poinocnej wykazuje zblizong dynamike podcig-
gania kapilarnego wody, lecz jego maksymalna wilgotnos¢ zmierzona sondg TDR
na wysokosci 2,5cm nad lustrem wody po uptywie 14 dni jest mniejsza od kamie-
nia K2 i nie przekracza 30%_,. Na 10cm powyzej zwierciadta wody wilgotnosc¢ jest
wieksza od odpowiedniej w kamieniu K2 i wynosi ponad 24%_,.

Kamien K1 pochodzacy bezposrednio z kamieniotomu charakteryzuje si¢
natomiast najmniejszg zdolnoScia do podciggania kapilarnego, proces ten prze-
biega najwolniej i po uptywie okresu pomiarowego (14 dni) maksymalna wilgot-
nos¢ zmierzona technika TDR nie przekracza w nim wielkosci 28%vol w odlegtosci
2,5c¢cm od zwierciadta wody oraz 23%vol w odlegtosci 10cm od powierzchni wody.

4.2.2. Nasigkliwos¢ powierzchniowa

Na probkach przeznaczonych do badain TDR wykonano réwnorzednie ozna-
czenia nasigkliwosci powierzchniowej wg PN-EN 1925:2001. Probki wazono po
uptywie 0,5; 6h i 1, 2, 7 i 14-stu dobach. Wyniki przedstawia Rys. 11.
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np  05h 6h 24h 48h 7dni 14dni
[kg/m2] t [czas]

——K1l —=—K2 ——K3

czas badaniapo  0,5h 6h 24h 48h 7dni 14 dni

K1 2,01 4,65 10,81 14,10 15,54 16,56
n [kg/m’] K2 420 815 12,34 1627 17,68 18,63
K3 227 500 11,58 16,14 17,14 17,67

Rys. 11. Nasigkliwo$¢ powierzchniowa kamieni.
Fig. 11. Surface water absorbability of the stones.

Analiza nasigkliwosci opok, pochodzacych z trzech r6znych Zrédet wykazata,
ze kamienie te charakteryzuja si¢ innymi wtasciwosciami wilgotnosciowymi. Kamie-
nie mozna uszeregowac wedtug nasiakliwos$ci powierzchniowej woda w nastepujacy
sposob: K1< K3 < K2. Najwigksza nasiagkliwo$¢ powierzchniowa posiada kamien
K2 (18,63kg/m?) z potudniowej elewacji zamku, charakteryzujgcy sie najwiekszym
stopniem destrukcji.
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5. Podsumowanie

Przeprowadzone badania porozymetryczne i wilgotnoSciowe opoki wapnistej
z elewacji potudniowej i poétnocnej Zamku w Janowcu oraz kamienia z kamienio-
tomu wykazaty r6znice w zakresie zmian struktury kamieni. Wptyw oddzialywan
Srodowisk korozyjnych najmniej widoczny jest w miejscach o ustabilizowanych
warunkach mikroklimatycznych, czyli na murach p6tnocnych.

Natomiast réznice te przyczyniaja si¢ do odmiennego zachowania opoki
w procesach podciagania kapilarnego wody i roztworéw soli. Ma to znaczacy wptyw
na trwato$¢ budowli oraz dalszy proces korozji. Znajomos¢ wtasciwosci wodnych
umozliwia dobér ochrony konserwatorskiej tj. preparatow zabezpieczajacych mur,
ktorych rodzaj i aplikacja zaleza w giéwnej mierze od cech porozymetrycznych
podtoza.

Niejednorodnos¢ cech fizycznych badanych opok tj. gestosci objetosciowej,
gestosci, porowatosci, podciagania kapilarnego opoki wynika miedzy innymi
z roznych Zrédet pochodzenia, z ekspozyciji w stosunku do stron §wiata, co wigze sie
z insolacja i cyklami zamarzania i odmarzania, korozjg chemiczng itp.

W artykule przedstawiono mozliwos$¢ pomiaru wilgotnosci przy zastosowaniu
techniki TDR. Technika ta posiada duzy potencjal pomiarowy, a w szczegdlnosci
monitoringowy w odniesieniu do o§rodkéw porowatych. Obecnie jest w fazie wdra-
zania w przodujacych laboratoriach zajmujgcych sie fizyka budowli.

Zaletg tej metody jest jej niska czutosé na zasolenie osrodka (w zakresie czesto-
tliwosci, w ktorych pracuje nie uwzglednia ona urojonej czesci statej dielektrycz-
nej) w rezultacie czego pomiar nie jest obarczony btedem wywotanym przewodnic-
twem elektrycznym spowodowanym koncentracja jondéw zawartych w materiatach
budowlanych.

Metoda jest obecnie w fazie rozwoju i trwajg prace nad przeniesieniem jej
w warunki polowe. Umozliwi ona prowadzenie badan na obiektach rzeczywistych,
dzieki czemu wyeliminuje ona koniecznos¢ pobierania probek z badanych obiektow
w celu wykonania badan termo-grawimetrycznych. Pozwoli ona na dtugotermi-
nowy monitoring zmian wilgotnosci przegréd budowlanych i moze si¢ przyczynic¢
do minimalizacji negatywnych skutkéw oddziatywania wody na budowle.
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Moisture measurements of the chalk rock walls from
Kazimierz Dolny with the application of TDR method
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Abstract: The article presents monitoring measurements of the physical param-
eters and mineralogical-petrographical composition analysis of the chalk rock from
the Kazimierz Dolny region. The experiments involve the reflectometric techniques
TDR (Time Domain Reflectometry) as a perspective alternative in moisture determi-
nations. The investigation domain was the stone from the Castle of Janowiec by the
Vistula river, which walls indicate the progressive corrosion depending on external
exposition and age. Other object of investigations was the stone from quarry in
Kazimierz Dolny. Porosimetric examinations of the chalk rock from the southern
and northern elevation of the castle indicate differences in structure changes of
the stones. These differences influence different behaviour of the chalk rock during
capillary rise of water and salt solutions. It is connected with the suitable match-
ing of the conservation protection, wall protecting preparations which kind and
application depend on porosimetric parameters of the material. The TDR method
is applied as a good alternative of water transport measurement in porous building
materials and other water parameters characterisig described material.

Keys words: chalk rock, walls destruction, moisture, reflectometric measure-
ment, TDR.
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Wplyw tarciowych oporéow ruchu
na zasieg tloczenia dyspersji cementowe;j

Jerzy Szerafin

Politechnika Lubelska, Wydziat Inzynierii Budowlanej i Sanitarnej,
ul. Nadbystrzycka 40, 20-618 Lublin, e-mail: j.szerafin@pollub.pl

Streszczenie: Dyspersyjny charakter cementowych mieszanek iniekcyjnych
sprawia wiele trudnosci w praktycznych realizacjach procesu iniekcji ciSnieniowej,
jak rowniez w probach teoretycznego ujecia tego zagadnienia. Istniejgce modele
reologiczne zaczynow cementowych traktuja je jako uktady ciagte. W artykule
podjeto probe wprowadzenia do modelu reologicznego ciata Binghama cztonu
reprezentujgcego opory natury tarciowej, powstajace na stykach ziaren cementu.
Ujeta w ten sposob ziarnisto$¢ mieszanki cementowej pozwala w konsekwencji na
analityczne wyprowadzenie nowych rownan przeptywu zaprezentowanych w pracy.
Podano sposéb wyprowadzenia rownan przeptywu oraz mozliwosci analitycznego
szacowania wielkosci zwiazanych z oporami tarciowymi. Analiza wynikéw obliczen
wskazuje na pojawiajace sie znaczne rozbieznosci w poréwnaniu z juz istniejgcymi
rozwigzaniami. Nowe réwnania lepiej przewiduja efekty uzyskiwane w praktycz-
nych realizacjach procesu iniekgcji.

Stowa kluczowe: iniekcja, dyspersja cementowa, rownania przeptywu.

1. Wprowadzenie

Metody iniekcyjnego wypetniania pustek w strukturze materiatu przy uzyciu
mieszanek cementowych znajdujg wiele praktycznych zastosowan, jak iniek-
cje kanatow w elementach kablobetonowych, naprawy konstrukcji murowych
i betonowych, iniekcje wzmacniajgce w gruntach i wiele innych mniej typowych.
Tego typu prace inzynierskie wymagaja juz na etapie ich projektowania dobrego
rozeznania na temat mozliwych do osiggniecia efektow. Dlatego tez podejmowane
sa proby ujecia zagadnienia przeptywu cieczy iniekcyjnej, zardwno analityczne, np.:
(Mierzwa [3]), jak i coraz szerzej wykorzystujagce metody numeryczne, opisywane
przez (Chin [2], Warner [8]). Rozwigzania analityczne w zdecydowanej wiekszosci
pomijajg dyspersyjny charakter mieszanki cementowej, co zdaniem autora prowa-
dzi do powstawania znacznych rozbieznosci wynikoéw obliczen z rzeczywistymi
efektami procesu iniekcji. W dalszej czesci niniejszej pracy przedstawiono propozy-
cje rozwigzania rownan przeptywu, uwzgledniajaca dyspersyjny charakter iniektu
cementowego poprzez wprowadzenie dodatkowych oporéw tarciowych powstaja-
cych na styku ziaren cementu.
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2. Podstawy teoretyczne opisu przeptywu dyspersji
cementowej

Wyprowadzenie rownan opisujacych przeptyw iniektu wiaze si¢ z konieczno-
Scig ujecia w formie matematycznej dwoch zagadnien czastkowych:

- charakterystyki reologicznej mieszanki iniekcyjnej,

- geometrii uktadu pustek iniektowanej struktury.

W dalszej czesci artykutu pierwsze z tych zagadnien bedzie rozpatrzone blizej.

Znanych jest szereg modeli reologicznych zaczynéw cementowych (Mierzwa
[3], Struble [5], Szwabowski [7]), od stosunkowo prostego modelu ciata Binghama,
po bardziej skomplikowane, ujmujace nieliniowos¢ zaleznosci naprezen Scinajgcych
i predkosci Scinania.

T
A

To

»
»

7
Rys. 1. Przyktadowe krzywe ptynigcia zaczynu cementowego, a) model ciata Binghama
T =7, +mn,7,b) model Herschella-Bulkleya 7 = 7, +m - A" -
Fig. 1. Types of flow behavior of cement paste, a) Bingham model 7 = T, + 17, - ¥, b) Herschel-
la-Bulkley model 7 =T, +m-y".

2.2. Okreslenie oporow tarciowych

Opisane modele zawieraja dwa podstawowe parametry reologiczne: granice
plynigcia 7, oznaczajaca wielkos¢ naprezen, po przekroczeniu ktorych rozpoczyna
si¢ przeptyw, oraz lepkos¢ plastyczng n , stanowigca o wielkosci oporow wewnetrz-
nych powstajacych podczas przeptywu. Granica plyniecia 7, przyjmowana
w konstruowanych modelach reologicznych jako element St. Venanta, jest wielko-
Scig stata.

Tymczasem, jak zauwaza (Szwabowski [7]), w uktadach ziarnistych wielkos¢
granicznych naprezeni, po przekroczeniu ktérych rozpoczyna si¢ przeptyw musi
zalezy od wielkosci naprezenn normalnych o, zgodnie z rownaniem Coulomba:

T,=C + o'tgop (1)
gdzie: ¢ — spojnose, tge — wspoétezynnik tarcia wewnetrznego powstajacego pomie-
dzy poszczeg6lnymi ziarnami fazy statej przy ich wzajemnym przemieszczaniu sie.

Uwzglednienie powyzszych uwag wigze sie z koniecznoscig modyfikacji
modeli reologicznych mieszaniny cementowej o czynnik tarciowy. Po uwzglednie-
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niu postulatu (1) i dokonaniu niezbednych przeksztatcen, liniowy model Binghama
przyjmuje postac:

T=(r, +k-p) 1,7 (2)

gdzie: p oznacza ciSnienie ttoczne w danym punkcie, k jest parametrem okreslajg-
cym opory tarciowe.

Parametr k jest okreslony jako iloczyn trzech czynnikow:
k=tgp-A-m (3)
gdzie: tgp — wspoOtczynnik tarcia wewnetrznego, A — wspotczynnika rozptywu bocz-

nego, m — wzglednej wielkosci powierzchni styku ziaren cementu w ptaszczyznie
Scinania.

2.2. Wyprowadzenie rownania przeplywu z uwzglednieniem
oporow tarciowych

Przyjety matematyczny opis wtasciwosci reologicznych dyspers;ji iniekcyj-
nej nalezy powigza¢ z matematycznym opisem uktadu nieciggtosci iniektowanej
struktury. Ze wzgledu na duza r6znorodnos¢ zastosowan metody iniekcji, istnieje
wiele modeli oddajgcych geometrie pustek, w ktorych przebiega proces iniekcji.
Whniniejszejpublikacjizostanie przedstawionametodauzyskaniarbwnaniaprzeptywu
w stosunkowo prostym geometrycznie uktadzie prostoliniowych kanatéw ttocznych
o statej Srednicy, doktadniej opisana w pracy (Szerafin [6]).

Rozktad naprezen w przekroju kanatu kotowego wyznacza sie rozpatrujac
walcowy fragment cieczy w przewodzie ttocznym zgodnie z rys. 2 oraz ustalajgc
warunki rownowagi (4):

p-mr’ = (p+dp)-mr’ +7-27r-dl (4)
a po uproszczeniach:

_ Wy

\

Rys. 2. Schemat elementu do wyznaczania rozktadu naprezen stycznych w przekroju kotowym.
Fig. 2. A pattern assumed to determine shear stress in annular pipe.

Wobec tego, ze ciSnienie w przekroju kapilary jest state, zatem naprezenia
Scinajace w przekroju zmieniajg sie liniowo wzdtuz jej promienia i wzrastaja od
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zera w osi przewodu do wartosci 7, przy Sciance (p. rys. 3), gdzie osiagaja wielkos¢
maksymalna:

_ _d_P.Jy
Tw dl 2 (6)

Znak ,,minus” w powyzszych r6wnaniach oznacza, ze w kanale zachodzi
spadek ciSnienia, a wiec gradient dp/dl jest ujemny.

przeplyw ,

rdzeniowy

Rys. 3. Rozktad naprezen i profil predkosci przeptywu v w przekroju przewodu ttocznego.
Fig. 3. Shear stresses and flow velocity in annular pipe.

Natezenie przeptywu w kanale kotowym jest dane wzorem:

Q R
Q:fdQ:%rfv-r-dT (7)
0 0
ktéry mozna doprowadzi¢ do robwnania:
D
Q = T ) 7-2 . dT 8
{70 ®

nazywanym w literaturze ogblnym roéwnaniem przepltywu cieczy w przewodzie
kotowym?”. Na podstawie réwnania (8) mozna wyznaczy¢ wydatek objetosciowy
Q Postac funkcji podcatkowej f(7) jest okreslona przez przyjety model reologiczny

cieczy. Dla liniowego modelu Binghama f (T): i , za$§ po uwzglednieniu
oporéw tarciowych: bl
T—T(]—k-p T—T,
1(r)= = )
UM My
Po podstawieniu (9) do (8) uzyskuje sie:
.pd T
Q= T B'I(Tg—Tl'TQ)'dT (10)

877pl T

w7

Zmiana dolnej granicy catkowania z,,0” na ,,7,” wynika z zatozenia, ze prze-
plyw cieczy zachodzi tylko wowczas, gdy v > ,.

Po scatkowaniu rownania (10) uzyskuje sie zaleznos¢:
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7w D?
877p1

w 1 1

Q= 43 12

(11)

T T 7'4}

Z przeprowadzonych analiz numerycznych wynika, ze ostatni czton w nawia-
sie rownania (11) mozna poming¢ z niewielkim btedem dla poprawnosci rozwigza-
nia. Podstawiajac ponadto:

n-D?
Q=v, 2 (12)
oraz zaleznos¢ (6), mozna rownanie (11) przeksztatci¢ do postaci:
_DND T
T2 (16 /dl 3 (13)

Dokonujac uporzadkowania wzgledem p, oraz uwzgledniajac na podstawie
(9), ze 1, = 1, + k-p otrzymuje si¢ rOwnanie rozniczkowe niejednorodne:

dp 16(6v, -n, +D-7) 16k
_p+ ( »l O>_|__

=0 14
di 3D 30" k!

Rownanie tego typu rozwiazuje si¢ przez sprowadzenie do réwnania jedno-
rodnego a nastepnie uzmiennienie pojawiajacej sie statej catkowania. Po wykona-
niu niezbednych przeksztatcenn mozna uzyska¢ wyrazenie w postaci:

6/r]l'vtil +7 D 7ﬁ‘l
p=——"—"—"+ce? (15)

Stata catkowania ¢ mozna wyznaczy¢é wykorzystujac warunek, ze na wyjsciu
pompy ttoczacej panuje ciSnienie poczatkowe P, (1=0, p=P ). Mozna wigc uzyskac
roOwnanie:

16k,

e 3 —1

16k,

6n, v +7,-D ‘
: - + et (16)

L

wigzace parametry technologiczne instalacji ci$nieniowej (ci$nienie na wyjsciu
pompy P, srednig predkos¢ przeptywu w przekroju przewodu ttocznego v, ), para-
metry geometryczne (Srednica przewodu ttocznego D) oraz parametry reologiczne
(‘L’O, n, k). Pozwala ono na wyznaczenie wartoSci ci$nienia ttocznego p, panuja-
cego w dowolnym punkcie kanatu tlocznego, okreslonym przez jego odlegtos¢ od
punktu poczatkowego /.

Z praktycznego punktu widzenia najbardziej istotne jest okreSlenie zasiegu
iniekcji L w danych warunkach. Na podstawie rownania (16), przy przyjeciu dodat-
kowego zalozenia catkowitej odpornosci mieszanki iniekcyjnej na segregacje sktadni-
kéw, mozna uzyskac rownanie na zasieg iniekcji w prostoliniowych, cylindrycznych
przewodach ttocznych o statej Srednicy. Nalezy w tym celu rozpatrzy¢ stan rbwnowagi
strumienia cieczy iniekcyjnej w chwili zastopowania przeptywu wskutek narastajg-
cych wzdtuz osi kanatu strat ciSnienia. Na dtugosci nieruchomego (zastopowanego)
strumienia cisnienie spada od wartosci poczatkowej P, do wartosci koncowej P, na
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tyle matej, ze nie wystarcza do pokonania granicy $cinania mieszanki iniekcyjne;j.
Przyjeto w przyblizeniu, ze ci$nienie tloczne spada do zera w odlegtosci L oznacza-
jacej zasieg tloczenia. Stad wynika warunek brzegowy: p=0, I=L. Predkos¢ przeptywu
w chwili jego zablokowania v=0. Po uwzglednieniu tych warunkow, zasieg ttoczenia
wyniesie:

UL
TO

Lzﬂ.ln
16k

(17)

3. Wyznaczanie parametru tarciowego k

Na podstawie analizy zawartej w pracy (Szwabowski [7]) przyjeto sposéb obli-
czania parametru k (w dalszej czeSci pracy nazywanego parametrem tarciowym)
jako iloczynu trzech wielkosci podstawowych, zgodnie ze wzorem (3). Wielkosci te
maja sprecyzowane fizyczne interpretacje, a w ponizszych podpunktach przedsta-
wiono propozycje ich analitycznego okreslania.

3.1. Wspotczynnik tarcia wewnetrznego tgo

Wspolczynnik tarcia wewnetrznego dla zaczynow cementowych bez dodatkow
mozna oblicza¢ z przytaczanych w pracy (Bleszczik [1]) pétempirycznych wzoréw,
cechujacych sie wysoka zgodnoscia z danymi doswiadczalnymi:
0,27(r +a) — 1,736

r+é6+a

gdzie: tgp, oznacza wspolczynnik tarcia wewnetrznego zaadsorbowanej wody
btonkowej,

tgp = tge, - tgo, , + (18)

gdy: 0,056 < -2 <0,7, tgp, =038 (19)
c-w
ponadto:
w 0,1
gdy: ——2>0,7, tg¢, = ’ - (20)
C- w" 9
2,5[ Y 07| +0,515
c-w,

Wielkosc¢ tgo, , jest wzglednym wspotczynnikiem tarcia wewnetrznego,

gdy: ——>0,9, tgp = 1+sina [0,15ﬂ— 1] 1)

crw, ° o
Wielkos$ci pomocnicze w powyzszych wzorach:
r+a+06
a, = arccos| 0,865 ——— (22)
r+a

o, — oznacza wspotczynnik wodno-cementowy normowej konsystencji zaczynu.
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Wielkosci geometryczne, charakteryzujace strukture zaczynu cementowego s3
nastepujace: r (Sredni promien ziarna cementu, a (grubo$¢ wody btonkowej), & (odle-
glos¢ pomiedzy ziarnami cementu pomniejszona o dwie grubosci zaadsorbowane;j
wody btonkowej). Wielkosci te wyznaczono rozpatrujgc zaleznosci geometryczne
w niewielkim fragmencie zaczynu, za$ uzyskane wzory maja charakter ogélny.

Rys. 4. Geometria uktadu ziaren cementu w zaczynie.
Fig. 4. Cement grain geometry in cement paste.

Przyjeto nastgpujace oznaczenia: V. — objeto$¢ ziaren cementu (zatozono ich
kulisty ksztatt), V — objetos¢ catkowita wody, V. — objetos¢ kulistej otoczki wodnej,
rozdzielajacej poszczegblne ziarna cementu, V, — objetos¢ pozostatej czeSci wody,
w lukach (przestrzeniach miedzyziarnowych), V, — objetos¢ kuli — suma objetosci
ziarna cementu i kulistej otoczki wodnej, V., — objetos¢ catkowita uktadu, S -
szczelno$¢ upakowania kul w uktadzie:

s=— =k (23)
.[/ca,uk ‘/k—i_‘/l

Przy zatozeniu catkowitego wypetnienia stosu woda mamy:

V,=V +V,orazV =V, -V skad wynika: V.=V, +V, -V .

Poniewaz V, = V,.(1-S)/S, wiec V. = V,/S - V . Z kolei podstawiajac
V, = p-V -(w/), otrzymuje sie: V.= V,/S — p -V -(w/c). Stosunek objetosci kul jest
rowny stosunkowi szeScianow ich promieni V,/ V. = (r,/r_)’, a wigc mozna zapisac:

ro=r S|4 p 2 (24)
C
Odlegtos¢ pomiedzy ziarnami cementu A = 2(r, - r ). Ostatecznie wiec:
w
A:27’C~ 35[1—|—pv—]—1} (25)
Cc

Sredni promieni ziaren cementu wyznaczany jest z warunku zachowania
powierzchni wtasciwej:

3
’f;:
FB.p(:

(26)

Grubos¢ warstwy btonek wodnych na ziarnach cementu przyjeto stata,
6 =0,05 pm.
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Szczelnosé przyjeto za (Mikos [4]) S = 0,5236 jak dla kul w weztach szeScianow,
co przy ustalonym w/c daje najmniejsze odlegtosci pomiedzy ziarnami cementu.
Wyniki obliczenr wspoétczynnika tarcia wewnetrznego tgo dla przyktadowych wspot-
czynnikow w/c oraz powierzchni wtasciwych cementu zestawiono w Tab. 1.

Tabela 1. Wyniki obliczen wspoétczynnika tarcia wewnetrznego tge zaczynéow cementowych,
przeprowadzone na podstawie teoretyczno-eksperymentalnych wzoréw Bleszczika.

Table 1.  Calculation results of internal friction coefficient of cement pastes tge, on the basis of
Bleszczik formulas.

wlc Powierzchnia wtasciwa cementu, cm?/g

4000 5000 6000 7000 12000
0.4 0.21 0.24 0.27 0.3 ~1
0.45 0.086 0.104 0.12 0.14 0.26
0.5 0.013 0.030 0.047 0.064 0.150

3.2. Wzgledna wielkos$¢ powierzchni kontaktu ziaren cementu
w plaszczyznie Scinania

Na podstawie przyjetych zatozen powierzchnie styku dwoch ziaren w otocz-
kach wodnych wyznacza sie¢ wychodzgc z warunku catkowitego sptaszczenia btonki
wodnej w miejscu zetkniecia sie ziaren (Rys. 5.).

r-ta j r

T

<

Rys. 5. Rysunek pomocniczy do obliczen powierzchni styku ziaren.
Fig. 5. Schematic drawing showing the way of contact surface calculations.

Z warunkow geometrycznych uktadu wynika, ze:

7;:,&(7; +a)2—rf :1[a(a+2rc> (27)

Wspotczynnik m obliczaé mozna z zaleznoSci:

2
F T

)

Oznaczenia w powyzszych wzorach jak w p. 3.1.

Wyniki obliczen wspoétczynnika m dla warunkéw analogicznych jak okreslone
w p. 3.1. zestawiono w Tab. 2.
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Tabela 2. Wyniki obliczen wspotczynnika m.
Table2. Calculation results of coefficient .

wlc Powierzchnia wtasciwa cementu, cm?/g

4000 5000 6000 7000 12000
0.4 0.038 0.047 0.057 0.066 0.115
0.45 0.036 0.045 0.054 0.063 0.110
0.5 0.035 0.043 0.052 0.061 0.106

3.3. Wspolczynnik rozporu bocznego A

Wykorzystujac analogie z o§rodkiem gruntowym, wspotczynnik rozporu bocz-
nego A wyznaczac si¢ bedzie ze wzoru znanego w mechanice gruntow:

\ = tg? [45" - g] (29)

Kat tarcia wewnetrznego ¢ okreSlony zostanie na podstawie obliczen wspot-
czynnika tarcia wewnetrznego wedtug danych zawartych w Tab. 1. Wyniki obliczen
wspotczynnika rozporu bocznego zestawiono w Tab. 3.

Tabela 3. Wyniki obliczen wspoétczynnika rozporu bocznego A.

Table 3. Calculation results of coefficient A.
wlc Powierzchnia wtasciwa cementu, cm?/g
4000 5000 6000 7000 12000
0.4 0.66 0.62 0.59 0.55 0.17
0.45 0.84 0.81 0.79 0.76 0.60
0.5 0.97 0.94 0.91 0.88 0.74

3.4. Wartosci parametru tarciowego k

Wyniki obliczen zawarte w tabelach 3.1 — 3.3 stanowig podstawe od wyzna-
czenia parametru tarciowego, ktorego wartosci obliczone dla zaczynéw cemento-
wych bez domieszek zawarto w Tab. 4 i zobrazowano na Rys. 6.

Tabela 4. Wyniki obliczen parametru tarciowego k.
Table 4.  Calculation results of friction parameter k.

wlc Powierzchnia wtasciwa cementu, cm?/g

4000 5000 6000 7000 12000
0.4 0,00527 0,00699 0,00908 0,01089 0,01955
0.45 0,00260 0,00379 0,00512 0,00670 0,01716

0.5 0,00044 0,00121 0,00222 0,00344 0,01177
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parametr
tarciowy k

m0,018-0,02
m0,016-0,018
00,014-0,016
m0,012-0,014
@0,01-0,012
m0,008-0,01
[0,006-0,008 4000
[J0,004-0,006
m0,002-0,004
@0-0,002

05
0.45
5000 6000 04 W

7000 15000
powierzchnia wiasciwa cementu
[cm?g]

Rys. 6. Wartosci parametru tarciowego k obliczone dla zaczynéw cementowych bez domieszek.
Fig. 6. Friction parameter k calculated for cement pastes without any admixtures.

4. Analiza wplywu oporow tarciowych na parametry
technologiczne procesu iniekcji

Klasyczne réwnanie Buckinghama-Reinera, ktére nie uwzglednia oporéw tarcio-
wych, pozwala obliczy¢ wielkos¢ ciSnienia ttocznego p ., w odlegtosci [ z zaleznosci:

32n v, 167
_ o pl ar 01.
p(szz) - Po D2 + 3D ! (30)
natomiast zasieg tloczenia L BR)
L _3-F-D
(B-R) 167 (31)

0

Jak wynika z postaci réwnania (30) spadek ci$nienia na dtugosci przewodu
ttocznego jest tu liniowy. Uwzglednienie w rownaniach przeptywu oporéw tarcio-
wych skutkuje pojawieniem sie jakosciowych zmian w rozktadzie ci$nienia. Rowniez
najbardziej istotny z praktycznego punktu widzenia parametr technologiczny —
zasieg ttoczenia — zalezy nieliniowo od parametréw reologicznych mieszanki iniek-
cyjnej oraz od cisnienia ttocznego (por. rownanie (17)). W celu zbadania wptywu
oporow tarciowych na efekty procesu iniekcji poréwnano wyniki obliczen uzyskane
na podstawie rownan klasycznych (30) i (31) z nowymi rownaniami, wzbogaco-
nymi o czton tarciowy (16) i (17).

4.1. Spadek ci$nienia tlocznego

Opory przeptywu, wyrazone sg poprzez jednostkowy spadek ciSnienia dp/dl.
Wielko$¢ oporoéw tarciowych wzdtuz przewodu ttocznego jest zmienna, co wynika
z faktu zmniejszania sie ci$nienia wzdtuz kanatu ttocznego, a tym samym i oporéw
natury tarciowej, ktore zaleza wprost proporcjonalnie od wielkosci cisnienia panu-
jacego w danym punkcie kanatu. Natomiast opory ruchu, wynikajace z rozwigzania
klasycznego sa state i stosunkowo niewielkie w poréwnaniu z oporami wynikajg-
cymi z nowych réwnan przeptywu.

Rozktad cisnienia ttocznego wzdtuz kanatu uzyskany na podstawie réwnan
(16) i (30) przedstawiono na rys. 7.
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P
p/Po 1,

09 +
0.8 +
0.7 +
0.6 +
0.5+
0.4 +
0.3+
0.2 +
0.1+

réwnanie tesowane
réwnanie klasyczne

0 t t t t t t t : i =
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.1 =

di/L
Rys. 7. Rozktad ci$nienia na dtugosci kanatu ttocznego. Rownanie klasyczne (30) — linia gorna;
rébwnanie uwzgledniajace opory tarciowe (16) — linia dolna.
Fig. 7. Injection pressure along the pipe. Classical equation — upper line, equation including fric-
tion resistances — lower line.

4.2. Zasieg tloczenia

Zaleznos¢ wielkosci oporéow tarciowych od ci$nienia ttocznego ma bardzo
istotny wplyw na uzyskiwany efekt procesu iniekcji mierzony zasiegiem ttocze-
nia. Jak wynika z wykresu przedstawionego na rys. 8, wzrost wartosci ciSnienia
ttocznego na pompie iniekcyjnej powyzej pewnej wartosci nie daje zadowalajg-
cych efektow w postaci zwiekszenia zasiegu ttoczenia (czarna linia). Jest to zjawisko
obserwowane w praktyce iniekcyjnej, kiedy pomimo wzrostu wartosci ciSnienia nie
udaje sie pokona¢ wzrastajacych oporéw ttoczenia cieczy dyspersyjnej. Natomiast
nieuwzglednienie oporéw tarciowych (niebieska linia) i liniowa zaleznos¢ zasiegu
i ci$nienia, wynikajaca z postaci rbwnania (31) powoduje znaczne przeszacowanie
obliczanych odlegtosci ttoczenia.

L [m]
5.00 T
4.00 T
3.00

2.00 +

1.00 +

0.00

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1Po[MPa]

Rys. 8. Porébwnanie wplywu ci$nienia poczatkowego na zasieg tloczenia wedtug réwnan: nie
uwzgledniajacych oporéw tarciowych (31) — gorna linia; z oporami tarciowymi (17) —
dolna linia.

Fig. 8. The influence of the initial pressure on the injection range. Classical equation — upper line,
equation including friction resistances — lower line.

Parametry reologiczne: 7, i k nie s3 zmiennymi niezaleznymi, lecz zmiany ich
wartosci wystepuja tacznie. Dlatego tez wptyw stopnia uptynnienia dyspersji przed-
stawiony na rys. 9 ujeto obliczajac wartosci parametréw reologicznych dla wybra-
nych wskaznikow w/c.
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20 +

18 +

16 1 réwnanie klasyczne
Py = 0,4MPa
14 +

12 +

10 +

L [m]

réwnanie uwzgl. opory
tarciowe Py = 0,4MPa

----- ----“‘----7" PO:O!OlMPa

0,4 0,45 05
w/c
Rys. 9. Porébwnanie wplywu stopnia uptynnienia dyspersji cementowej na zasieg tloczenia.
Roéownanie klasyczne (30) — linia gérna; rownanie uwzgledniajace opory tarciowe (16) —
linia dolna.
Fig. 9. The influence of cement grout flow ability on the injection range. Classical equation —
upper line, equation including friction resistances — lower line.

Przy niewielkich ci$nieniach ttocznych (w tym przypadku rzedu 0,01MPa),
wplyw oporéw tarciowych jest zaniedbywalny i wyniki obliczen zasiegdw tloczenia
wedtug obu rownan sg zblizone. Natomiast przy wzroScie wartosci ciSnienia ttocznego
ro$nie znaczenie oporéow tarciowych, skutkujgce coraz wiekszymi rozbieznosciami,
niezaleznie od wskaznika w/c. Jednoczesnie zachodzace przy wzroscie w/c zmniejsze-
nie zawartosci czastek statych w dyspersji, a tym samym zwigkszenie srednich odle-
glosci pomiedzy nimi powoduje zmniejszenie oporéw przeptywu i wzrost zasiegu
iniekcji. Wzrost ten przebiega nieliniowo w miare zmniejszania zawartosci czastek
stalych i w pewnym momencie (nie opisanym w niniejszych badaniach) czastki state
na skutek utraty kontaktu ze sobg, nie generujg juz oporéw tarciowych.

5. Spostrzezenia i wnioski

Rownanie reologiczne mieszanki cementowej (3) oddaje jej dyspersyjny
charakter, za$ uzaleznienie naprezen granicznych od ci$nienia ttocznego przynaj-
mniej czesciowo ttumaczy czeste trudnosci wystepujace podczas ttoczenia cieczy
dyspersyjnych, gdy aplikowanie coraz wyzszego ciSnienia nie prowadzi do pokona-
nia tworzgcego si¢ zatoru.

1. Wyniki analiz rownania przeptywu dyspersji przedstawione na rysunkach

7-9 wskazuja na ogolng poprawnosc¢ przyjetego rozwigzania.

2. Zwigkszanie ci$nienia ttocznego powoduje wzrost zasiegu ttoczenia L,
jednak przyrost ten jest stopniowo coraz mniejszy. Wigze sie to z rosngca
wielkoscig oporéw o charakterze tarciowym, w stykach ziaren czgstek
statych, wraz ze wzrostem ciSnienia ttocznego.
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3. Widoczne s3 na rys. 8 i 9 duze r6znice wynikéw obliczen zasiegu tloczenia
(do ok. 1 rzedu wielkosci), uzyskiwanych na podstawie wzoréow (17) i (31).
Roznice te Swiadczg o istotnym udziale oporéw tarciowych, w rozpatrywa-
nych, silnie skoncentrowanych zawiesinach (w/c w przedziale 0,4-0,5).

4. Wyniki obliczen zasiegu ttoczenia, dla uktadéow dyspersyjnych i niedysper-
syjnych zblizaja si¢ do siebie, w miar¢ zmniejszania si¢ ci$nienia tlocznego
i stopnia koncentracji czgstek cementu w zaczynie.
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Influence of the friction factor on the range
of cement dispersion flow
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Abstract: Dispersial nature of cement grout makes many difficulties in practi-
cal applications of the injection process. It is also difficult to describe by theoretical
equations. The rheological models treat cement paste as continuous material. In
this paper the new flow equation was derived, which contains the factor of the fric-
tion between cement grains introduced to the Bingham model. The possibilities of
the calculation of this new factor was presented. The analysis of the calculation’s
results of the classical and new equations shows significant differences. The new
equation allows to better predict the effects of the real injection applications.

Key words: injection, cement dispersion, flow equations.
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