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Wstep

Metody numeryczne sg obecnie przedmiotem ujetym w standardach
ksztatcenia studentow uczelni technicznych i przede wszystkim do nich
jest adresowany ten podrgcznik. Znajomo$¢ metod numerycznych
umozliwia wlasciwe wykorzystanie gotowych pakietow obliczeniowych
(Matlab, Maple, Mathematica itp.), jak rowniez daje niezbedne podstawy
do samodzielnego rozwigzywania specyficznych, coraz bardziej
ztozonych probleméw inzynierskich. Wymaga to z jednej strony
swiadomosci istoty rozwigzywanych zagadnien, z drugiej zas$ znajomosci
metod stuzacych do ich rozwigzywania.

Tre$¢ niniejszego podrecznika stanowig wybrane zagadnienia z teorii
i praktyki metod numerycznych. Teoretyczne podstawy bazujg na
pozycjach klasycznych [1, 4, 5, 8, 9, 10], ktére obejmuja znacznie wigcej
materiatu, niz mozna przedstawi¢ w trakcie trzydziestogodzinnego
wykladu. Niniejszy podrecznik zawiera tylko wyselekcjonowane
informacje, ktore sa omawiane na wyktadach. Autorzy ograniczyli si¢ do
niezbednych elementow teorii, bardziej koncentrujac si¢ na przykladach,
dobranych w taki sposob, aby jak najprosciej zobrazowaé dzialanie
omawianej metody numerycznej. Niektore przyktady obliczen zostaty
dodatkowo przedstawione za pomocg tabel i rysunkéw. Rozdziaty 3-7
zawieraja odpowiednio opracowane zbiory zadan. Samodzielne
rozwigzanie tych zadan pomoze Czytelnikowi w utrwaleniu
prezentowanego materiatu a dzigki zamieszczonym odpowiedziom
umozliwi ich weryfikacjg.

Wickszo$¢  rozdziatdbw  opracowano  wykorzystujac  materiat
z podrgcznika [2], z ktdrego usunig¢to rozdziaty ukierunkowane na
zastosowanie technik numerycznych w elektrotechnice a pozostate
uzupetniono zestawem bardziej uniwersalnych przyktadéw, bazujac na
wyktadach prowadzonych w ostatnim dziesigcioleciu ze studentami
kierunku Informatyka na Woydziale Elektrotechniki i Informatyki
Politechniki Lubelskiej.
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1. Bledy obliczen numerycznych

1.1. Wstep

W teorii metod numerycznych zasadniczg role odgrywa zrozumienie
ograniczen danej metody, co jest z kolei $cisle zwigzane z okresleniem
btedu obliczeniowego. W niniejszym rozdziale przedstawimy
podstawowe definicje i problemy dotyczace obliczen numerycznych.

Przez zadanie numeryczne rozumiemy jasny i jednoznaczny opis
powigzania funkcjonalnego miedzy danymi wejsciowymi (zmienne
niezalezne) i danymi wyj$ciowymi (szukanymi wynikami). Algorytm dla
danego zadania numerycznego jest z definicji pelnym opisem poprawnie
okreslonych operacji przeksztatcajacych dopuszczalne dane wejsciowe na
dane wyjsciowe. ,,Operacje” oznaczaja tu dzialania arytmetyczne
I logiczne. Dla danego zadania numerycznego mozna rozwaza¢ wiele
roznych algorytmow. Algorytmy te mogg dawa¢ wyniki o bardzo rdznej
doktadnosci [1].

1.2. Podstawowe pojecia szacowania bledow

Mowigc o bledach numerycznych nalezy pozna¢ podstawowe pojecia
Z nimi zwigzane, ktore krotko omowiono w kolejnych podrozdziatach [1].

1.2.1. Zrédta bledow

Do zrodet bledow mozna zaliczy¢:

a) bledy danych wejSciowych (gdy wykorzystujemy dane
zaokraglone, pochodzace np. z wczesniejszych obliczen lub gdy
dane wejsciowe sg wynikiem pomiarow wielkosci fizycznych
obarczonych btedami pomiarowymi),

b) bledy zaokragleh w czasie obliczen (zwigzane z odpowiednig
reprezentacja liczby - patrz rozdziat 1.3),

c) bledy obcigcia (gdy proces obliczania granicy jest przerywany
przed osiggnigciem wartosci granicznej - Np. ograniczenie szeregu
nieskonczonego do skonczonej liczby sktadnikéw, aproksymacja
pochodnej za pomoca ilorazu réznicowego, obliczanie warto$ci
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catki oznaczonej jako granicy sum przyblizajacych ja podziatow

itp.),
d) uproszczenie modelu matematycznego (przyjecie zatozen
upraszczajacych),

e) bledy programisty.

1.2.2. Bledy wzgledne i bezwzgledne
Zatozmy, ze wartos$¢ X jest reprezentowana jako x'. Wowczas:
o blgd bezwzgledny reprezentacji jest rowny X — X .
L X — X
o blgd wzgledny [%] reprezentacji jest rtowny —— -100%, x # 0.
X

Przyjmijmy, Ze zapis x=X+e& oznacza, zZe |)?—x|£8. Wartos¢
¢ =max/x — % nazywamy maksymalnym bledem bezwzglednym lub

bledem granicznym.

Moéwigc o liczbie cyfr istotnych w utamku dziesietnym nie uwzglednia
si¢ zer na poczatku tego utamka, gdyz okreslaja one tylko pozycje kropki
dziesi¢tnej. Natomiast cyfry utamkowe sa to wszystkie cyfry po kropce
dziesietnej, takze ewentualne zera.

. 1 (o s
Jesli |x—x|£§-10 ‘. to moéwimy, ze X ma t poprawnych cyfr
utamkowych. Cyfry istotne wystepujace az do pozycji t-tej po kropce
nazywamy cyframi znaczgcymi.

Przyklad 1.1.

W kolejnych przyktadach podano liczby odpowiednich cyft:
0.00147 — 5 cyfr utamkowych, 3 cyfry istotne,
12.34 — 2 cyfry ulamkowe, 4 cyfry istotne,
0.001234 +0.000004 — 5 cyfr poprawnych, 3 cyfry znaczace,
0.001234 + 0.000006 — 4 cyfry poprawne, 2 cyfry znaczace.

1.2.3. Przenoszenie si¢ bledow

Przenoszenie si¢ btedéw numerycznych najlepiej zobrazuje przyktad 1.2.

Przykiad 1.2.
Niech x, =2.31+0.02, x, =1.42+0.03.
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Obliczmy roznicg:
X, —X,:2.33-1.39=0.94, 2.29 -1.45=0.84,
czyli:
X, — X, =0.89 £ 0.05.
Ogolnie mamy:
(X, —&)— (X, +&6) <X =% <X +& (X, —&,).
Zatem:
X +X, =X +X, (g +6&,),
gdzie:
€,,€, sa maksymalnymi btgdami bezwzglednymi.

Blad bezwzgledny sumy 1 réznicy jest wigc rowny: g, + €, .

W przypadku obliczania iloczynu lub ilorazu przenoszenie si¢ btedow

przedstawimy za pomocg btedow wzglednych.
Niech r bedzie rzeczywistym btedem wzglednym, tzn.

X=X+rx=Xx({1+r).

Wezmy:

)-Zl = X1(1+ I’l), )?2 = X2(1+ r2) .

Woweczas:

%%, = X1+ £)(L+n), 2 = )
172 172 1 2 .).ZZ X2(1+r2)'

Blad wzgledny iloczynu jest zatem rowny:

I+r)A+r)-1=1+r+r,+nr,-1~r+r,,

jesli tylko || << 1, || << L.
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Blad wzgledny ilorazu jest rowny:

1+r 1+r-1-r, r,—r .
(L+n) —1=""1 =22 =11, jesli|r,| <<1.
(1+r) 1+, 1+,

1.3. Reprezentacja stalopozycyjna i zmiennopozycyjna

Reprezentacja  stalopozycyjma operuje na ustalonej liczbie cyfr
utamkowych — wszystkie liczby rzeczywiste skraca si¢ do t cyfr
utamkowych. Dhugo$¢ stowa maszynowego jest zwykle stata (np. s cyfr),

wigc dopuszcza sie tylko liczby z przedziatu: (—10“”, IO‘H).
Reprezentacja zmiennopozycyjna operuje natomiast na ustalonej
liczbie cyfr istotnych.

W  przypadku reprezentacji stalopozycyjnej liczbe catkowity
| przedstawiamy za pomoca rozwinigcia dwéjkowego W postaci:

| =s> b2 gdzieb, #0 dlal=0,s=+1, b =0 lub 1.

i=0
Jesli n <t, to liczba | jest reprezentowana w rozpatrywanej arytmetyce
»znak-modul” t-cyfrowej. Liczby dokladnie reprezentowane w tej
arytmetyce nalezg do przedziatu: <—Zt +1,2" — 1>.
Liczbe rzeczywista x#0 mozna przedstawi¢ takze w postaci
zmiennopozycyjnej:
X=s2°m,

gdzie:
s==1 (znak liczby),
¢ —cecha liczby (liczba catkowita),
m — mantysa liczby, m €< 0.5,1) tzn. rozwini¢cie dwojkowe tej liczby

jest takie, ze pierwsza cyfra po przecinku jest r6zna od zera.

Ponadto:
d — bitdéw przeznacza si¢ na reprezentacj¢ mantysy,
t-d-1 — bitow przeznacza si¢ na reprezentacj¢ cechy.
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Rozwinigcie dwojkowe mantysy jest na ogédt nieskonczone:
m=>b,;2", (1.1)
i=1

dlatego zapamietuje si¢ tylko d-poczatkowych cyfr dwojkowych, stosujac
zokraglenie (d+1)-go bitu.
Jesli:
d .
My = Zb—i 27+ b(—d—l)zid , (1.2)

i=1

to zaklada si¢, ze mantysa m zostata prawidtowo zaokraglona do d cyfr
dwojkowych.

Przyktad 1.3.

Niechd =5, x = 0.66.
Wyznaczajac reprezentacje dwodjkowa liczby X, po pigciu krokach

otrzymujemy:

x=0. | 66

32

64

28

56

12

P ORFR Ok

Wynik rozwinigcia dwojkowego, czyli: 0.010101, zwigkszamy
0 0.00001 (poniewaz d = 5), w celu otrzymania prawidtowo zaokraglone;j
mantysy:
0.010101
+0.00001

0.01011  (prawidlowo zaokraglona mantysa).

Reprezentacj¢ zmiennopozycyjna liczby X oznaczamy rd(x), tzn:
rd(x) =s2°m, . (1.3)
Z (1.1) i (1.2) otrzymujemy:

1
|m - md| < 52"1 (blgd bezwzgledny reprezentacji danych). (1.4)
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Z (1.3)dla x =0 mamy:

rd(x) - X <2 (blqd wzgledny reprezentacji danych) (1-5)

X

lub inaczej rd(x) = x(1+¢), gdzie |e| < 274,

Liczba cyfr cechy decyduje o zakresie liczb zmiennopozycyjnych.

Liczba cyfr mantysy decyduje o doktadnosci liczb zmiennopozycyjnych.
Cecha:

ce <Cmin ! Cmax >’ ngIe Cmin = -Cr’rax ’ Cmax = 2t_d_l.

wystepuje niedomiar pozycyjny
(liczba jest reprezentowana za pomocg samych zer, co powoduje duzg
niedoktadnos¢ 1 na ogo6t przerwanie obliczen lub przyjmuje si¢, ze jest to
liczba réwna zero). Jesli ¢ > ¢, - wystepuje nadmiar pozycyjny i tez na
ogot przerwanie systemowe programu.

Jesli cecha danej liczby c<c

min ?

1.4. Bledy zaokraglen obliczen zmiennopozycyjnych

Ze wzgledu na ograniczong dlugo$¢ stow binarnych konieczne jest
zaokraglanie obliczanych wartosci, co powoduje pojawienie si¢ bledow
zaokrgglen. Zaokraglanie wystepuje w przypadku reprezentacji
wszystkich liczb niewymiernych (tj. o nieskonczonym rozwinigciu
dwojkowym), takich jak np. = czy liczba Eulera.

Przyktad 1.4.

Dzielenie dwoch liczb wymiernych prowadzi czgsto do koniecznos$ci
zaokraglenia powstatej w wyniku dzielenia liczby niewymiernej,np.:

% —0.333333... ~ 0.333333,
% —0.666666... ~ 0.166667 .
Jesli x 1y sa dwiema liczbami zmiennopozycyjnymi to wyniki

dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia sg zapami¢tywane przez
maszyn¢ po zaokragleniu lub ucigciu.



16 Metody numeryczne w przyktadach

Wyniki tych dziatan oznacza si¢ jako:

fl(a+b),

fl(a-b),

fl(a*b),

fl(a/b).

Wyniki te s3 odpowiednio rowne zaokraglonej lub ucietej wartosci
doktadnego wyniku dziatania oraz:

fl(a e b)=rd(a » b)(1+&), gdzie || < 2% (1.6)

a znak e oznacza jeden z symboli dziatania: +, -, *, /.

Dziatania fl(a e b) majg, do pewnego stopnia inne wiasnosci niz
doktadne dziatania arytmetyczne. Dla dodawania zmiennopozycyjnego
nie zachodzi na og6t taczno$¢, co pokazuje przyktad 1.5.

Przykilad 1.5.
Rozwazmy dodawanie a+b+c z siedmiocyfrowymi mantysami dla:
a=0.1234567-10°, b = 0.4711325-10*,c = -b.
Obliczenia wykonamy zmieniajgc kolejno$¢ obliczen zmiennopozy-
cyjnych:
a) fl(a+ fl(b+c)),
by fl(fl(a+b)+c).

Ad a)
fl(b+c)=0,

fl(a+ fl(b+c))=a=0.1234567-10°.

Ad b)
a 0.0000123 4567-10*
+b 04711325 -10*
fla+b) 0.4711448 -10*
+c -0.4711325 -10*
fl(fl@@+b)+c) 0.0000123 -10*
Otrzymujemy:

fl(a+ fl(b+c)) =0.1234567-10°.
fl(fl(a+b) +c) = 0.0000123-10* = 0.1230000-10°.
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Jak wida¢ nie jest spelnione prawo tacznosci dodawania
w obliczeniach zmiennopozycyjnych bowiem:
fl(a+ fl(b+c)) = fl(fl(a+b)+c).

Podczas wszelkich operacji arytmetycznych jesteSmy narazeni na
kumulowanie si¢ bltedow a nawet na ich powstawanie wskutek
ograniczonej dokladnosci reprezentacji wyniku dzialan w pamigci
komputera. Przyktadowo dodajgc do siebie bardzo duza i bardzo mala
liczbe w wyniku mozemy otrzyma¢ warto$¢ wickszej zamiast sumy tych
liczb, co pokazuje przyktad 1.6.

Przykiad 1.6.

Btad wynikacjacy z niewystarczajgco duzej mantysy mozna pokazaé na
przyktadzie obliczania sumy dwoch liczb:

a =231 000 000.0

b = 0.000 000 384

a+b =231 000 000.000 000 384

Jesli dlugo$¢ mantysy wynosi np. 10 cyfr znaczacych, to dla
dodawania zmiennopozycyjnego otrzymamy:

fl(a+b) = 231 000 000.0
czyli:

fl(a +b) =a (1M).

Wskutek powyzszego moze pojawi¢ si¢ problem np. petli
nieskonczonej, jesli w kolejnych iteracjach warunek zakonczenia bazuje
na dodawaniu bardzo matej do bardzo duzej wartosci.

Bledy wynikajace z reprezentacji liczb mozna zmniejszy¢ ustalajac
umiejetnie sposob i kolejnosé wykonywanych dziatan. Wpltyw arytmetyki
zmiennopozycjnej na wynik obliczen w zaleznosci od zastosowanego
algorytmu pokazuje przyktad 1.7.

Przykiad 1.7.

Dla danych a, b obliczy¢ warto§¢ wyrazenia w=a’-b*. Zakladamy, ze
mantysa jest reprezentowana na d bitach oraz bledy reprezentacji
wynosza &, <27,

Obliczenia wykonamy dwoma algorytmami.
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Algorytm 1
Obliczamy kolejno: x=a*a, y=b*b, w=x-y.

Z wzoru (1.6) otrzymujemy:
fl(x)=(a*a)d+¢),

fi(y) =(b*b)1+s,),

fl(w) =[(a*a)(1+ &) - (b*b)(1+ &)1+ ;) =
- (@’ - b){% +1}(1+ 22) = (@’ =b")(1+7,)
gdzie:

a’s, —b’e
A+m) = {1+ aészz}(]fgs) =

2 2
= {1+ a:;;_gzgz} + &, +0(g, 6., 6),
a O(gy,&,,¢;)]jest pomijalnie male.
Jesli a® ~ b?(mianownik bliski 0) oraz & i & maja przeciwne znaki to
btad 71 moze by¢ bardzo duzy.

Algorytm 2
Tym razem obliczamy kolejno: x=a+b, y=a-b, w=x*y.
Z wzoru (1.6) otrzymujemy:

fl(x) =(a+b)A+ &),

fi(y)=(a-b)1+s,),

fl(w) =[(a +b)(L+&)(@-b)L+ &)L+ &) = (@° —b*)(L+17,),
gdzie:

L+7m,) =+ &)A+e,)A+ &) =

=l+teg +6,+8,+86,+868;+88, +688 =1+¢e +¢&,+&;.

W tym przypadku, niezaleznie od wartosci a i b, mamy zawsze:

n,<3-27°

Blad dla drugiego algorytmu jest mniejszy i1 nie zalezy od wartosci

aib.
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1.5. Algorytm numerycznie stabilny i poprawny

Wiemy juz, ze jesli nawet argumenty dzialania matematycznego wyrazaja
si¢ w komputerze doktadnie to nie jest pewne, ze wynik tego dziatania
réwniez bedzie doktadny. W rozdziale 1.4 pokazalismy, ze wynik kazdej
operacji arytmetycznej jest obarczony bledem reprezentacji liczby
zmiennopozycyjnej. W przypadku algorytmoéw niestabilnych prowadzi to
czesto do wynikow niezgodnych z oczekiwaniami nawet co do znaku.
Niestabilnos¢ numeryczna powstaje woéwczas, kiedy maty biad
numeryczny w trakcie dalszych obliczen powicksza si¢ (np. przemnaza
si¢) 1 powoduje duzy btad wyniku. Niestabilno§¢ numeryczng mozemy
tatwo zaobserwowac obliczajac ciag catek pokazany w przyktadzie 1.8.

Przykiad 1.8.

1 n
Obliczyé dlan=0,1,..,15 calki: y, = [

0

dx.

x+5

Zauwazmy, Ze'

n—1 nl

x" +5x X" (x+5
y11+5yn—1=I— _J. x(+5 )dx

0 0
Otrzymujemy wobec tego wzor rekurencyjny:

1
yn+5yn—l =
n

S

na podstawie ktorego zbudujemy dwa algorytmy. Oba algorytmy
zaimplementowano w jezyku C a przykltadowe obliczenia realizowano
z zastosowaniem reperezentacji zmiennopozycyjnej pojedynczej precyzji
(wartoS$ci rzeczywiste reprezentowane na 4 bajtach).

Algorytm 1

Korzystajac z wzoru:

1
yn :__Syn—l’
n

mamy:
1

dx 1
Yo = -([x—+5 =In(x+5) |, =In6—In5~0.18232156.
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Przyjmujac y, = 0.182321556, obliczamy kolejno:

y, =1-5y, ~0.0884,

y, =1/2 -5y, =0.0580,

y, =1/3-5y, ~0.0431,

Y0 =1/9 -5y, =0.0040,

y,; #1/10-5y,, = —0.3071 (wynik btedny — warto$¢ catki oznaczone;j
ujemna?).

Powodem otrzymania ztego wyniku jest to, ze btad zaokraglenia &
wartosci y, jest mnozony przez -5 przy obliczaniu y,. Tak wigc wartos¢

v, jest obarczona bledem -5¢. Ten blad tworzy blad 25¢ w y,, -125¢
w Y, itd. Naktadaja si¢ na to btedy zaokraglenia popetniane w kolejnych

krokach obliczen, majace jednak stosunkowo male znaczenie.
Podstawiajac ), =In6—1In5 popelniamy mniejszy btad zaokraglenia,
ktory takze powoduje duze znieksztalcenie wyniku obliczen
v, dla i>16. Oczywiscie otrzymywane wyniki zaleza takze od
precyzji, z jaka przeprowadzano obliczenia. Dla podwdjnej precyzji
obliczen (reprezentacja liczby na 8 bajtach), wyraznie bt¢dne wyniki
wystepuja dla i > 20.

Algorytm 2

Ten sam cigg catlek mozemy wyznaczy¢ inaczej. Jesli przeksztatcimy
wz6r na zaleznos$¢ rekurencyjng tak, zeby oblicza¢ w kolejnych iteracjach
elementy ciggu w druga strong, mamy:

I 1

yn—l _a_gyn'

Dziegki temu w kazdym kroku btad bedzie dzielony przez -5. Poniewaz
y, Mmaleje gdy n rosnie, mozemy przypuszczaé, ze dla duzych n, y,

maleje wolno. Wobec tego przyjmujac y,, = y,, 1 korzystajac z wzoru:

1 1
Yie = . 17 5)’17'
otrzymujemy:
1 1 5

~——-—~0.009803921.
y16 5 17 5 y16 y 5.17 6
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Nastepnie obliczamy:

1 1
=————Y,, ~0.0113,
Yis 516 5 Yie

Y., ~0.0120,
y,; ~0.0129,

Yy, = 0.18232156 (wynik poprawny).

W przypadku algorytmu 1 mamy do czynienia z niestabilno$cia
numeryczng, bowiem mate btedy popelniane na pewnym etapie obliczen
rosng w nastgpnych etapach i istotnie znieksztatcaja ostateczne wyniki
(nawet co do znaku!).

Maksymalny przewidywalny btad wynikly wylacznie z przeniesienia
btedu reprezentacji danych na wynik obliczen nazywamy optymalnym
poziomem bledu danego zadania w arytmetyce t-cyfrowej.

Algorytm stabilny gwarantuje otrzymanie wyniku akceptowanego
Z poziomem btedu tego samego rzedu, co optymalny poziom btedu.

Rozwigzanie obliczone algorytmem numerycznie poprawnym jest
nieco zaburzonym rozwigzaniem zadania o nieco zaburzonych danych,
tzn. je$li dane sa obarczone btedem, to i wynik jest obarczony
porownywalnym btgedem.

Stabilnos¢ jest minimalng wtasnoscia, jakiej wymagamy od algorytmu,
poprawnos¢ maksymalng wlasnoscig jakiej mozemy oczekiwa¢ od
zastosowanego algorytmu [1, 4, 5].

1.6. Uwarunkowanie zadania obliczeniowego

Okazuje si¢, ze powszechna intuicja, ze male zaburzenia danych powinny
dawa¢ male zaburzenia wyniku, nie znajduje potwierdzenia nawet
w prostych przypadkach. Umiejetnos¢ oceny jakosciowego wplywu
zaburzenia danych na wynik jest podstawg w obliczeniach
numerycznych.

Wrazliwo$¢ rozwigzania na dane poczatkowe okre§la tzw.
uwarunkowanie zadania numerycznego.
Zadanie jest zle uwarunkowane, jesli malte (wzgledne) zmiany w danych
poczatkowych wywoluja duze (wzglgdne) zmiany wynikow. Zadanie Zle
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uwarunkowane obarczone jest duzymi btgdami wynikdéw niezaleznie od
obranej metody rozwigzywania.

Przypus¢my, ze zadanie obliczeniowe polega na wyznaczeniu f(x) dla
danego x. Jak bardzo bedzie odlegte f(X), gdy x~X?

Rozwaza si¢ dwa przypadki:

uwarunkowanie wzgledne. jak wzgledne zaburzenie danych
wplywa na blad wzgledny wyniku:

[f0) - f & x|
[0l I

Najmniejszy  mnoznik  cond,, (f,X) spetniajacy  powyzsza

<cond,, (f,x)-

nierowno$¢ nazywamy  wspolczynnikiem  uwarunkowania
(wzglednego) zadania obliczenia f(x) dla danego x.
uwarunkowanie bezwzgledne: jak bezwzgledne zaburzenie
danych wplywa na blad bezwzgledny wyniku:

I ()= f (X)] < cond s (f,%)-[|x—X|

Najmniejszy mnoznik  cond,,(f, X) spetniajacy  powyzsza

abs

nierowno$¢ nazywamy  wspélczynnikiem  uwarunkowania
(bezwzglednego) zadania obliczenia f(x) dla danego x.

Symbol || w powyzszych nierdwnosciach w ogélnym przypadku

oznacza norme, czyli miar¢ pewnej odlegtosci. Dla liczb rzeczywistych
normg moze by¢ warto$§¢ bezwzgledna. Przyklady norm dla wektorow
I macierzy podano w rozdziale 2.2.4, natomiast normy definiowane jako
miary odlegto$ci pomiedzy funkcjami rozwazane sg w rozdziale 3.5.1.

Moéwimy, ze zadanie f(X) jest

dobrze uwarunkowane w punkcie x, gdy cond(f,x) =1,
Zle uwarunkowane w punkcie x, gdy cond(f,x) >>1,
Zle postawione W punkcie X, gdy cond(f, X) = +oo.



2. Podstawy rachunku macierzowego

2.1. Wstep

W  metodach numerycznych wiodaca role¢ odgrywaja operacje
macierzowe. Celowym jest wobec tego przypomnienie niezbe¢dnych pojec
1 definicji zwiazanych z algebra liniowa [1].

W zastosowaniach matematyki do rozmaitych zagadnien naukowych
bardzo czgsto wykorzystuje si¢ najprostszy typ operatoréw - operatory
liniowe.

Oznaczmy pewng dang macierz kwadratowa jako A. Podstawowymi
problemami algebry liniowej beda:

e rozwigzanie uktadu rownan Ax = b,

e rozwigzanie zadania wlasnego, czyli okreslenie wartosci wiasnych

A, 1wektorow wilasnych x, takich, ze Ax, =i,Xx, dla
k=1,2,..,n.

Rozwigzywanie ukltadow réwnan liniowych jest zadaniem
wystepujacym czesto W roznych problemach inzynierskich. Nawet uktady
roéwnan nieliniowych rozwigzuje si¢ czesto przyblizajac je ciggami
uktadow liniowych (np. w metodzie Newtona — rozdziat 5.5).

2.2. Podstawowe pojecia algebry liniowej

Macierzg A nazywamy uktad m x n liczb rzeczywistych lub zespolonych.
Liczby te sg zgrupowane w tablicg:

a, a, .. a,
ay a, .. a

A _ 21 22 2n 1 (2 . 1)
a,, a a

gdzie m x n oznacza, ze macierz ma m wierszy i n kolumn.
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Definicj¢ macierzy A mozna tez zapisac krocej:
A=(a;), 1=12,..m j=12..,n. (2.2)

Jesli n =1, to macierz sktada si¢ tylko z jednej kolumny i nazywa si¢
wektorem kolumnowym, ktory oznaczamy jako:

Xx=(x), 1=12,..m. (2.3)

Dla m=n macierz A nazywamy macierzg kwadratowg, natomiast
n - stopniem macierzy kwadratowej.

Jednym z rodzajow macierzy kwadratowych sa macierze przekgtniowe
(diagonalne), ktore majg warto$ci rozne od zera tylko na glownej
przekatnej (diagonali):

d, 0 .. O
0 d

D= 2 = diag(d,,d,,....d. ). (2.4)
0 0 ..d

n

Natomiast szczegdlnym przypadkiem macierzy D jest macierz
jednostkowa 1, stopnia n, okreslona wzorem:

10 .0
01 .. 0

| = = diag(LL,....2) = (5), (2.5)
000 1

gdzie (3;) jest symbolem (deltq) Kroneckera:
5, Z{O dla | * j 2.6)
ldai=j.
Macierz jednostkowg czgsto okresla si¢ samym symbolem |I.
Macierze A i B sg sobie réowne (A = B), jesli majg takie same wymiary

I ich wszystkie wyrazy sg rowne:
a;=b; dla i=12..mj=12..n.

Iloczyn macierzy A i liczby o jest macierza o A = (o a;).



2. Podstawy rachunku macierzowego 25

Suma dwoch macierzy 0 takich samych wymiarach (C = A + B) jest
macierzg o elementach ¢, =a, +b,.

Tloczyn dwoch macierzy: A (m X p) i B (p X n) jest macierzag C (m X n)
0 elementach obliczanych ze wzoru:

= Zp:aikbkj : (2.7)

k=1

Mnozenie macierzy na og6t nie jest przemienne, czyli:
AB = BA.

Inne wlasno$ci mnozenia to:

A(BC) = (AB)C,

A(B+C) =AB +AC. (28)

Transpozycjg AT macierzy A nazywamy macierz, ktorej wiersze sg
kolumnami macierzy A.

Jesli B=A"T,t0 b, =a,.

Wektor kolumnowy x =(x,,x,,...,x,)" jest transpozycja pewnego

wektora wierszowego.
W przypadku transpozycji iloczynu macierzy wystepuje tozsamosc¢:

(AB)" =B"A. (2.9)

Macierzq sprzeiong A nazywamy macierz zespolong, ktorej kazdy
element zostal zastgpiony liczbg z nim sprzezong. Macierz AT oznacza si¢

symbolem A",
Macierz tréjkgtna ma postac:

I]_'L 0 O r2I_'l r-12 rln
| I .. 0 Or, ..o

L=| 2 2 lub R = 22 2n , (2.10)
., 1, - 1, 0O 0 .. r,

przy czym L jest macierzq trojkgtng lewg (dolng), a R - prawg (go’mq)

Sumy i iloczyny macierzy trojkatnych dolnych sg takze macierzami
trojkatnymi dolnymi, a sumy i 1loczyny macierzy trojkatnych gornych sa
macierzami trojkatnymi gérnymi.
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Wyznacznik macierzy kwadratowej A stopnia n ma symbol det(A):

ay, A, ... &,
a a .o a

det(A) =det| = % o (2.11)
dy Q, ... ad,

Przy obliczaniu wyznacznika obowiagzuja wzory:

dla n=1det(A)=a,,, (2.12)
dla n>1 det(A)=a,,A,—a,A,+..+(-)"a, A,, (2.13)

gdzie 4, (k =12,...,n) 0znacza wyznacznik stopnia n-1, ktéry powstaje
przez skreslenie pierwszego wiersza i K-tej kolumny z macierzy A.

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A obowigzuja nastgpujace reguly:

e warto$¢ wyznacznika nie zmieni si¢, jesli do wiersza (kolumny)
doda si¢ iloczyn innego wiersza (lub innej kolumny) przez liczbe,

e wyznacznik macierzy trojkatnej jest rowny iloczynowi elementéw
glownej przekatnej: det(L) =/ L,....,,, det(R) =rpn,...x, ,

e przestawienie dwoch wierszy lub dwoch kolumn zmienia jedynie
znak wyznacznika,

o det(A)=det(A"),

o det(AB) =det(A)det(B).

Podwyznacznikiem 4, , czyli minorem macierzy odpowiadajacym
elementowi «, , nazywamy wyznacznik podmacierzy stopnia n-1, ktéra
powstaje z danej macierzy przez opuszczenie i-tego wiersza i k-tej
kolumny.

Macierz A jest nazywana nieosobliwg, jesli det(A) = 0, w przeciwnym
wypadku okresla si¢ ja jako osobliwg. Do kazdej macierzy nieosobliwej
istnieje macierz odwrotna A™ spelniajgca zalezno$¢ AA™"' = A"'A =1.
W  przypadku odwrotnosci iloczynu spelniona jest tozsamo$c:
(AB)' =B'A"".
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Macierz symetryczna jest réwna swojej transpozycji (A =AT).
Iloczyn dwoch macierzy symetrycznych A i B jest symetryczny tylko pod
warunkiem, ze AB = BA.

Macierz symetryczng nazywa si¢ dodatnio okreslong, jesli zwigzana
zZ nig forma kwadratowa X' Ax spelnia warunek x'Ax >0 dla kazdego
rzeczywistego x = 0.

Macierzg ortogonalng Q nazywamy macierz mxn spehiajaca
zalezno$¢ Q'Q =1. W przypadku, gdy m=n, mamy Q' =Q' oraz
Q'Q=QQ".

Rzeczywistym macierzom symetrycznym i ortogonalnym odpowiadaja
zespolone macierze hermitowskie o zaleznosci A™ = A oraz macierze
unitarne, dla ktorych U"U =1.

2.2.1. Macierze blokowe

Dowolng macierz A mozna przedstawi¢ jako macier; blokowg,
zbudowang z pewnej liczby macierzy o mniejszych wymiarach:

A, A, .. A,
A, A, .. A

A — 21 22 2n ' (2.14)
A, A, . A,

gdzie A; jest macierza o wymiarach p,X(;.

Najbardziej interesujacy jest przypadek, kiedy macierze na przekatnej
A, s3 kwadratowe. W takim przypadku macierz A réwniez musi by¢

kwadratowa, a p, =¢q, (i=212,...,n). Dodawanie i mnozenie takich

macierzy blokowych wykonuje si¢ tak samo, jak gdyby bloki byly
liczbami.
Na przyktad, dla C = AB istnieje zalezno$¢:

Cij = ZAikBkj . (2.15)
k=1

Macierzg blokowo-przekgtniowg nazywa si¢ macierz, ktérag mozna
zapisa¢ w postaci blokowej jako:

A= diag(AlllAZZ'“"Ann) !
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przy czym macierze A, musza by¢ kwadratowe.

Analogicznie definiuje si¢ macierz blokowo-#réjkgtng. Dla macierzy
blokowo-trojkatnej lewej wyznacznik oblicza si¢ ze wzoru:

det(L) = det(L,,) det(L,,)...det(L,,)

i podobnie dla macierzy blokowo-tréjkatnej prawe;.

Macierze blokowe moga by¢ takze wykorzystywane do upraszczania
obliczen na liczbach zespolonych. Dowolng macierz zespolong mozna
zastapi¢ macierza rzeczywista, dwukrotnie wigksza. Ta sama reguta
odnosi si¢ takze do wektorow.

Rozpatrzmy macierz zespolong A i wektor zespolony x: A = B+jC,

X = y+jz, gdzie j= J=1, B i C - macierze rzeczywiste, y i z - wektory
rzeczywiste. Mozna wtedy zapisac, ze:

A= X=|" (2.16)
C B Z

gdzie A, X oznaczaja rzeczywiste odpowiedniki A i X.

2.2.2. Przestrzenie liniowe wektorowe
Wektor mozemy zdefiniowa¢ jako uporzadkowany zbior n liczb
(rzeczywistych lub zespolonych) o postaci:

(X% 5000X,)

Zbior wszystkich takich wektorow tworzy przestrzen wektorowg R,
(dla liczb rzeczywistych) lub C, (dla liczb zespolonych) o wymiarze n.
Jesli zatozymy, ze liczby x, sa wspotrzgdnymi w uktadzie prostokatnym,
to iloczyn skalarny wektorow X i y w przypadku zespolonym okresla si¢
wzorem:

(X Y) = (XY, + XY, +oe + X0 Y,) - (2.17)

Jesli x jest wektorem kolumnowym, to iloczyn skalarny (X,y) mozna
uznac za przypadek szczegdlny mnozenia macierzy:

(x.y)=x"y.
Dla wektoréw rzeczywistych ten sam wzor przyjmie postac:

(x,y)=x"y.
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Wektor:
Y =CX; +C,X, +...+C. X, ,

nazywany jest kombinacjg liniowg wektorow x,,x,,...,X, .
Wektory te sg nazywane liniowo niezaleznymi, jesli rownosc:

C,X; +C,X, +...+¢. X, =0

zachodzi tylko pod warunkiem, ze ¢, = ¢, =...= ¢, =0.

W przeciwnym wypadku wektory te okresla si¢ jako liniowo zalezne.

Zbior wszystkich mozliwych kombinacji liniowych wektorow
X,,X,,...,X, nazywa si¢ podprzestrzenig liniowg R¢ W R . Mowi sig, ze
podprzestrzen ta jest rogpieta na wektorach x,,x,,....x, .

W przestrzeni R, istnieje co najwyzej n wektoréw liniowo
niezaleznych. Dowolny zbior n takich wektorow: y,.y,,...,y, tworzy
baze przestrzeni R, .

Kazdy wektor X z R, mozna wigc wyrazi¢ jako:

X=ay, +y, +..+a,Y,, (2.18)

gdzie a,,o,,...,a, nazywa si¢ wspolrzednymi tego wektora wzgledem
bazy y,,y,,...,y, -

Jako najprostszy przyktad bazy w R, mozna rozpatrzy¢ n kolumn
macierzy jednostkowej I =(e,,e,,....e,).

Dowolng macierz A mozna uwaza¢ za zbudowang z wektorow
kolumnowych lub wierszowych:

A=(a,a,,.,a,),A=(,,a,.,a.)", (2.19)

m

gdzie a; = (ay, ay,..., ay;) -

Najwicksza liczba niezaleznych liniowo wektoréw kolumnowych
w macierzy A jest rowna najwigkszej liczbie niezaleznych liniowo
wektorow wierszowych w A. Jesli liczba ta wynosi r, to 0znacza ona rzgd
macierzy A, okreslany jako:

rank(A) =,
przy czym r < min(m,n).

W szczegdlnym  przypadku, je§li r=m=n, macierz A jest
nieosobliwa.
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Uktad m réwnan z n niewiadomymi postaci:

a; X, +a,X, +..+a,X, =b

1n"*n

Ay X + 8%, +..+8,,X, =D,

(2.20)

A X, + 5%, + .+ 8, X, =D,

w symbolice macierzowej moze zosta¢ zapisany jako:
Ax=Dh.

Jesli b = 0, uktad taki nazywa si¢ jednorodnym. Uktad jednorodny ma
zawsze trywialne rozwigzanie X = 0.
Jesli rank(A) =r <n, to jednorodny uktad Ax=0 ma n-r rozwigzan

niezaleznych liniowo.
Ten sam uktad rownan mozna takze zapisa¢ w postaci:

Xa, +X,a, +...+x.a, =b. (2.21)
Wektor b mozna zatem okresli¢ jako kombinacje liniowg wektorow

kolumnowych macierzy A. Wynika z tego warunek rozwigzalno$ci
uktadu réwnan:

Ax =D, beR(A),

gdzie R(A) oznacza przestrzen rozpieta na kolumnach macierzy A.
Ten sam warunek mozna zapisa¢ jako:
rank(A,b) = rank(A).
Jesli r=m=n, to R(A) =R, i warunek rozwigzalnosci jest spetniony

przez kazdy wektor b. W takim przypadku rozwigzanie jest jednoznacznie
okreslone wzorem:

x=A"Db.

Uwagi te sg takze prawdziwe w przypadku zespolonym.

n

2.2.3. WartoSci wlasne
Jesli dla danej liczby A i wektora X # 0 spetniona jest rownosc:
AX =X,
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to A nazywa si¢ wartoscig wlasng macierzy A, a X - wektorem wlasnym
odpowiadajagcym wartosci A.
Réwnanie AX=AX mozna takze zapisa¢ w postaci:

(A-1Dx=0

I jest to uktad jednorodny wzgledem X.
Uktad ten ma rozwigzanie X # 0 tylko pod warunkiem, ze:

det(A - Al)=0.
Roéwnanie:
det(A-AD)=0

nazywane jest rownaniem charakterystycznym macierzy A. Poniewaz
jest ono réwnaniem N-tego stopnia wzgledem A, wigc ma doktadnie n
pierwiastkow rzeczywistych lub zespolonych: A, A,,...,A, liczac
krotnosci. Zbior wartosci wiasnych (A,,A,,...,A, ) macierzy kwadratowej

A nazywamy widmem tej macierzy.
Jesli C jest macierza nieosobliwg to macierz:

B=C'AC,

nazywa si¢ podobng do A, a przeksztalcenie A W B - przeksztalceniem
macierzy A przez podobienstwo. Jesli A jest wartoscig wilasng,
a x -\odpowiednim wektorem wlasnym macierzy A, to zachodza
nastgpujace zaleznosci:

AX = Ix=>(CAC)Cx = ACx. (2.22)

Wynika z tego, ze A jest takze wartoscia wlasng macierzy B,
a wektorem wlasnym tej macierzy jest y = C'X.

Kazda macierz kwadratowa ma n wartosci wlasnych 1 wektorow
wlasnych: AX; =AX, 1=12,..,n. T¢ sama zalezno$¢ mozna takze
zapisac krocej:

AX = AX, dla X=(X;,X,,....,X,), A=diag(A;,A,,...,A,). (2.23)

Jesli wektory wilasne x,,x,,...,X, s3 niezalezne liniowo, to macierz X

jest nieosobliwa, z czego wynika rowno$¢ A =X'AX. Poprzez
przeksztalcenie macierzy A przez podobienstwo za pomocag X uzyskuje
si¢ macierz przekatniowa. Taka macierz A nazywa si¢ wtedy
diagonalizowalng.
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Jesli wszystkie wartosci wilasne sg rozne (A, =%, dla i#=j), to

wektory wlasne sg zawsze liniowo niezalezne. Istnieja jednak macierze
z wielokrotnymi ~ warto$ciami ~ wilasnymi, ktérych nie  mozna
diagonalizowac¢. Najprostszym przyktadem takiej macierzy jest:

P 2.24
o o @20

Jezeli elementy macierzy A sa liczbami rzeczywistymi, to jej wartosci
wlasne sg liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi parami sprz¢zonymi.
Jesli natomiast macierz A jest rzeczywista i symetryczna, to jej wartosci
wlasne sg liczbami rzeczywistymi. Wektory wlasne x, i x; odpowia-

dajace dwom roznym wartoSciom wiasnym A, i A, sg ortogonalne, czyli
X)X ;=0. Zawsze mozna tak dobra¢ wektory wiasne, odpowiadajace
wielokrotnej wartosci wlasnej, aby byly ortogonalne. Na przyktad kazdy
wektor jest wektorem wilasnym macierzy jednostkowej I, odpowia-
dajacym wartos$ci wlasne;j 1.

Z zaleznosci Ax = Ax wynika, ze:

(A+chx=(1+0c)X,

A% = X, (2.25)
A'x = %x dla & = 0.

Oznacza to, ze macierze o postaci A™ majg warto$ci wlasne A",
amacierz A+cl - wartosci wiasne A +c.

Ogolnie, jesli P(z)=ayz" +a,z" '+.+a,, to macierz P(A) ma
wartosci wiasne P(L).

2.2.4. Normy wektorow i macierzy

Normg macierzy lub wektora nazywamy liczbe nieujemna, bedaca
W pewnym sensie miarg wielkos$ci tej macierzy lub wektora.
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Norme wektora definiujemy jako:

| = @xir’j" | (2.26)

Czesto uzywa si¢ dwoch szczeg6dlnych przypadkow:

x|, = /Zn:|xi|2 dla p = 2 (norma euklidesowa) (2.27)
i=1

x| = max|x;|dla p — o« (norma maksymalna) (2.28)

Normy wektorow musza mie¢ nastepujace wlasnosci:

|| >0 dla x=0, |x|=0 dla x=0,
lex|| = |ex| - |x| » gdzie o - dowolna liczba, (2.29)
[+ il <]+ v-

Natomiast norma macierzy musi spetnia¢ nastepujace warunki:

|A|>0 dla A=0, |A|=0dla A=0,

oAl =l A, (2:30)
|A+B] <[A]+8].

[AB] < IA]-[B].

Trzecia nierdbwnos¢ we wzorach (2.29) i (2.30) nazywana jest
nierownosciq trojkgta, natomiast ostatnia nierownos$¢ we wzorze (2.30) -
nieréownoscig Schwarza. Z tego ostatniego warunku wynika
W szczeg6lnosci, ze:

HA”‘H <|A|". (2.31)

Norme euklidesowg macierzy okre$la si¢ wzorem:

Al = [>3 a2 (2.32)

i=L j=1
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Jesli norma macierzy i1 norma wektora sg tak ze sobg zwigzane, ze
spetniona jest nierownos¢:

o] < Al (2:33)
to te dwie normy nazywa si¢ zgodnymi.

Dla kazdej normy wektora istnieje zgodna z nig norma macierzy. Jest
to tzw. norma macierzy indukowana przez norme wektora:

|A]| = max M, dla x =0, (2.34)

i

Normg¢ macierzy indukowang przez norm¢ maksymalng wektora (2.28)
oblicza si¢ ze wzoru:

A, =max 3, . (235)
j=1



3. Interpolacja i aproksymacja

3.1. Wstep

Wiele zjawisk fizycznych jest opisywanych przez funkcje, ktérych
postaci nie znamy, ale potrafimy obliczy¢ lub zmierzy¢ wartosci tych
funkcji oraz ich pochodnych dla okreslonych wartosci argumentu. Na
przyktad, mozemy dysponowaé zbiorem pomiarow wartosci pewnych
parametrow uzyskanych w okreslonych chwilach czasowych.
Interpolacjq nazywamy postepowanie prowadzace do znalezienia
wartosci pewnej funkcji f(X) w dowolnym punkcie przedziatu (Xo, X,) na
podstawie znanych wartosci tej funkcji w punktach Xo, X1, ..., Xn, ZWanych
wezlami interpolacji (Xo < X1< ... <Xp) [1, 4, 8, 9, 10].
Postgpowanie prowadzace do znalezienia wartosci funkcji  f(X)
w punkcie lezacym poza przedziatem (Xo, Xn) Nazywamy ekstrapolacjg.
Interpolacje lub ekstrapolacje stosujemy najczes$ciej w nastepujacych
przypadkach:
e gdy nie znamy samej funkcji f(x), a tylko jej wartoSci w pewnych
punktach (tak przewaznie bywa w naukach doswiadczalnych);
e gdy obliczanie wartosci pewnej funkcji F(X) bezposrednio
Z okreslajacego ja wzoru nastrgcza zbyt duze trudnosci
rachunkowe; wtedy zastepujemy jg prostszag funkcjg f(X), o ktorej
zaktadamy, ze w punktach Xxo, X1, ..., X» ma te same warto$ci co
funkcja F(x); w tym przypadku F(x) nazywamy funkcjg
interpolowang, zas 1(X) funkcjq interpolujgcq (rys. 3.1).

Funkcji interpolujacej poszukuje si¢ zwykle w pewnej okreslonej
postaci. Najczesciej zaktada si¢, ze jest to wielomian lub funkcja
wymierna. Przedmiotem naszych rozwazan bedzie interpolacja
wielomianami algebraicznymi, wielomianami trygonometrycznymi oraz
funkcjami sklejanymi. Obecnie stosuje si¢ albo proste metody, jak
interpolacja liniowa czy kwadratowa, albo tez bardziej zlozone,
wymagajace uzycia komputera, jak np. interpolacja za pomoca funkcji
sklejanych.
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Rx) .
— - funkcia interpolowana
"""""""""""""""" - funkcia interpolujaca
7 y=f (x)
HXI) .
Rx,) 7
Rx) | o

Rys. 3.1. Interpretacja geometryczna zagadnienia interpolacji

Wzory interpolacyjne sg punktem wyjscia do wyprowadzenia wielu
metod stosowanych w roznych dziatach metod numerycznych
(rozwigzywanie rownan, rézniczkowanie i1 catkowanie numeryczne,
numeryczne rozwigzywanie rownan rozniczkowych zwyczajnych).

3.2. Interpolacja wielomianowa

3.2.1. Jednoznaczno$¢ rozwigzania zagadnienia interpolacyjnego
Wielomianem interpolacyjnym Wy(x) nazywamy wielomian stopnia co
najwyzej n, ktory w punktach Xo, Xy, ..., Xn spelnia warunki interpolacji:

Wa(x)=yi dla i=0,1,2,....n. (3.1)

Twierdzenie 3.1.
Istnieje doktadnie jeden wielomian interpolacyjny, ktory w punktach
Xo, X1, ..., Xn przy zalozeniu, ze x; # xjdlai # jspetnia warunki
interpolacji (3.1).



3. Interpolacja i aproksymacja 37

Wezty interpolacji Xo, X1, ..., Xn moga by¢ rozmieszczone w zupelnie
dowolny sposob a szukany wielomian mozna zapisa¢ w postaci:

Wh(X)=ag+aix+ax*+. . .+anX". (3.2)

Korzystajac z definicji wielomianu interpolacyjnego otrzymujemy
uktad n+1 réwnan z n+1 niewiadomymi wspotczynnikami ag, @y, ..., an:

ag + a;xg + ayxé + -+ ayxf =y,
Ao + ayxy + azxf + -+ axl =y, (3.3)

ag + a1 x, + ayx2 + -+ ax =y,

Macierz wspdlczynnikéw tego uktadu jest macierzg Vandermonde’a

postaci:

1 %X, X o X
1 % X .ox (3.4)

za$ wyznacznik D macierzy A ma postac:

2 n
1 X, X5 - X

1 % X ..ox

D = 1 1 ! . (35)
2 n
1 x, X, X,

Przy zalozeniach, ze X X; dla i = j, mamy zawsze D= [ ](x, —x;) #0.

I<j<i<n

Zatem uktad (3.3) ma dokltadnie jedno rozwigzanie, a wartosci a;
wedlug twierdzenia Cramera sg okreslone wzorem:

1
a==>¥D;,
DJZ_(; 171

(3.6)
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gdzie D;(j=0,1,2,..,n) sa kolejnymi dopetnieniami algebraicznymi
elementow i-tej kolumny wyznacznika D.

3.2.2. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a

Twierdzenie 3.2.
Wielomian W, (x) postaci (3.7) jest wielomianem interpolacyjnym dla
dowolnego wyboru n+1 weztéw interpolacji Xo, X1, ..., Xn takich, ze Xj# X;
dlai#j.
W (x) =y, (X=%)(X=X,)...(x=X,) N
(Xo - Xl)(XO - Xz)---(xo - Xn)
(X=Xp)(X=X;)...(Xx=%;)
(Xl - XO)(Xl - Xz)‘---’(xl - Xn)
py, FRIXX) (X %) g y,r"[(x—xk)_

(= 50) 06y —%0) 5 )

k= j

Y 3.7)

Przyjmujac oznaczenia:
o (X) = (X - X0 )(X - X1 )...(X - Xn),
@, (X;) - warto$¢ pochodnej wielomianu wn (X) W punkcie Xj bedagcym
zerem tego wielomianu,
wielomian interpolacyjny Wp(X) mozna zapisa¢ w postaci:

W, (x) = Z Y, (w—(x) (3.8)

X_Xj)a)r;(xj).

Wzér (3.7) nazywamy wzorem interpolacyjnym Lagrange’a opartym
na weztach Xo, X1, ..., Xn. Wielomian ten jest wielomianem stopnia co
najwyzej N i jest jednoznacznym rozwigzaniem zadania interpolacyjnego
dla dowolnego wyboru n+1 réznych weztow interpolacji.

Przyklad 3.1.

Znalez¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a, ktory w punktach:

-2, -1, 0, 2 przyjmuje odpowiednio wartosci 0, 1, 1, 2.

Obliczy¢ takze przyblizong wartos¢ funkcji danej powyzszymi
warto$ciami w punkcie x=1.
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Stosujac wzor Lagrange’a (3.7) dla n = 3 otrzymujemy:
W,(x)= 0 (Xx+D(x-0)(x-2) (x+2)(x 0)(x-2) |
(-2+1)(-2-0)(-2- 2) ( 1+2)(-1-0)(-1- 2)
+l(x+2)(x+1)(x—2) (X+2)(x+D(x - 0)
(0+2)(0+1)(0-2) (2+2)(2+l)(2 0)

1 3 1 3 2 3 2
=—(X"—4X) == (X" + X" —4x—-4) +— (X" + 3X" + 2X)=
SO =40 =2 ( )+ )

BN}

6

Uzywajac tego wielomianu mozna teraz interpolowa¢ wartosci funkcji
f(x) w punktach przedziatu [-2,2]. Przyblizona warto$¢ funkcji f
w punkcie 1, to warto$¢ wielomianu W3(1):

f(1) =W,(1) = %~13—%-1+1=1.

Wielomian interpolacyjny stosuje si¢ rowniez do obliczania jego
wartosci w punktach nie nalezacych do przedzialu obejmujacego punkty
X0, X1, ..., Xn 1 Wtedy mamy do czynienia z ekstrapolacja. Niezaleznie od
tego czy punkt nalezy do tego przedziatlu czy znajduje si¢ poza nim
nalezy, do oceny bledu, postuzy¢é si¢ tzw. twierdzeniem o reszcie
aproksymacji wielomianem interpolacyjnym.

Niech W(x) bedzie wielomianem interpolacyjny Lagrange’a oraz
I =1[Xy,X,,..., X,] 0znacza przedzial zawierajacy wezty interpolacji Xo, X1,
ceey Xn
Twierdzenie o reszcie interpolacyjnej

Dla kazdej funkcji f e C"™(l)i kazdego x 1, istnieje taki punkt & e,
ze:

(n+l)
(%) W(x>—(—§,) p(¥)

gdzie :

P00 = [T(x-x).
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a funkcja R(X)=f(x)-W(X) jest tzw. resztq interpolacji.
Dla dowolnego M>0 rozwazmy teraz klas¢ funkcji:

C,Tl[aab]:{f ECn+1[a,b]Z A ‘f(””)(X)‘S M}.

xe[a,b]
Jesli wezly interpolacji x0, X1, ..., Xn naleza do przedziatu [a,b]
i f eC"™a,b] wtedy:
M
R(X)[< X[,
Rl b

gdzie || p(X)|| = rr<1a<>é| p(X)| jest norma jednostajng wielomianu p(X).

3.2.3. Wzor interpolacyjny Newtona

Wzér interpolacyjny Lagrange’a jest niewygodny do stosowania
w przypadku, gdy zmienia si¢ liczba weztow. Wtedy do wyznaczenia
wielomianu okre$lonego stopnia trzeba powtarza¢ obliczenia od poczatku.
Zatem poprzez dodanie nowych weztéw interpolacyjnych nie mozna
modyfikowaé wczes$niej wyznaczonego wielomianu Lagrange’a. Wzor
interpolacyjny Newtona rownowazny wielomianowi Lagrange’a usuwa
te niedogodnos$¢.

Niech Xo, X1, ..., Xn, bedg weztami interpolacji, w ktorych wielomian
interpolacyjny przyjmuje odpowiednio wartosci Yo, Y1, ..., Yn. Mozna
wowczas zdefiniowac wyrazenia zwane ilorazami roZnicowymi.

- pierwszego rzedu:

_ Y1 Y
Xo, X | = ————,
[o 1] Xl_XO

_yz_yl
X, X, | = ,
%] = )
[Xn-1’ Xn] = yn yn L
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- drugiego rzedu (analogicznie):

= D]t ]

Xn, Xqy X

[ 0r M 72 X2—X0

[X X. . X ]: [XZ’XS]_[XUXZ]
11 21 23 XS—Xl '

[X , X . X ] — [Xn—1’ Xn] — [Xn-Z’ Xn—l]
n-27 *n-1' *n 1
Xy = Xi2

- k-tego rzedu:

[Xi+1’Xi+2""'Xi+k]_[xi'Xi+1""'Xi+k-1] dla k = 1' 2
X, — X

i+k i

[Xis Xisgreens Xig ] =

orazi=0,1,2, ...

Z ilorazéw roznicowych tworzy si¢ zazwyczaj tablice (tabela 3.1).

Tabela 3.1. Tablica ilorazéw réznicowych

Xi Vi rzedul [rzedu2 |rzedu3 rzedu 4 rzedu 5
Xo Yo
[Xo.x4]
X1 Y1 [Xo0,X1,X2]
[Xx1.%2] [X0,X1,X2,X3]
X2 Y2 [X1,X2,%3] [Xo,X1,X2,X3,X4]
[X2,%3] [X1,X2,X3,X4]
X3 Y3 [X2,X3,%4] [X1,X2,X3,X4,Xs]
[X3,Xa] [X2,X3,X4,Xs]
Xa Ya [X3,X4,Xs]
[Xa,Xs]
X5 Ys

Twierdzenie 3.3.

Jesli Yo, Y1, ..., Yo sa wartoSciami wielomianu stopnia n, to iloraz
réznicowy rzedu n+1 jest tozsamosciowo réwny zeru tzn. :

[X, Xo, X1, ..., Xn] = 0. (3.9)
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Korzystajac z twierdzenia 3.3 oraz z definicji ilorazu roéznicowego,
mozna napisac:

[Xgs Xpoeees Xy 1= [X Xgreees X1 o
X, — X

[X, X, Xy X, 1 =

Wynika stad, ze:
[X, Xgs Xgyeees X1 ] = [Xgs Xgpeees X, ]
a wigc:

[XO’ Xl""’ Xn—l]_[x’ XO""’ Xn—Z] — [X
X, — X

or Xppeer X, 1

czyli:

[X, Xos Xpyeees X o] = [Xgs Xpoeees Xo 1o (X = X g ) + [Xgs Xgeees X 1] -

Korzystajac dalej analogicznie z definicji ilorazéw roznicowych,
otrzymujemy wzor interpolacyjny Newtona z ilorazami réznicowymi:

y =Wn(X) =Y +[X0’ Xl](x_ Xo)
%00 X0 X J(X = X0 ) (X = %,) + .. (3.10)
+[XO,X1,...,Xn](X—XO)(X—Xl)'...'(X—anl).

Nalezy zwr6ci¢ uwage, iz do wyznaczenia wzoru na wielomian
interpolacyjny Newtona wykorzystuje si¢ tylko ilorazy réznicowe
zaczynajace si¢ od wezta X, czyli te, ktore w tabeli 3.1 znajduja si¢ jako
pierwsze w kazdej kolumnie. Jednak obliczenie catej tabeli ilorazéw jest
konieczne i nieuniknione.

Wzor interpolacyjny Newtona ma t¢ wlasnos¢, ze rozszerzenie zadania
interpolacji o dodatkowy wezet sprowadza si¢ do obliczenia 1 dotgczenia
do poprzednio wyznaczonego wielomianu dodatkowego sktadnika.

Przykiad 3.2.

Znalez¢ wielomian interpolacyjny Newtona, ktéory w punktach:
-2,-1, 0, 2, 4 przyjmuje odpowiednio wartosci -1, 0, 5, 99, -55.
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Najpierw dla n = 4 musimy obliczy¢ tablice ilorazow réznicowych

taka, jak pokazana zostata w tabeli 3.2.

Tabela 3.2. Przykladowa tablica ilorazéw réznicowych dla przykladu 3.2

Xi Vi rzedul |rzedu2 |rzedu3 rzedu 4
-2 -1
1
-1 0 2
5 3
0 5 14 -2
47 -9
2 99 -31
=77
4 -55

Obliczenie ilorazéw roznicowych rzedu 1-go ma postac:

Y1—Yo _ 0-(-1) _

[ ] x;-xg  -1-(-2) '
R 0—5(_—01) -
[x3,x3] = % = 992+(05) = 47,
[x3,x4] = zi:zz = _15__299 =-77.

Na podstawie ilorazéw rzedu 1-go i wartosci weziow mozemy teraz

obliczy¢ ilorazy roznicowe rzgdu 2-go:

[x1,x2]=[x0,x1] 5-1
X, X4, Xo | = = =
o) ol T _ B8 _
X2,X3]—[X1,X2 47-5
[xler'x3] = = = 14!
o ltpits] _ 774
X3,X4]—[X2,X3 —-77-47
[x2, x3,%4] = = = —31.
Xg4—X2 4—-0

W dalszej kolejnosci musimy obliczy¢ ilorazy roznicowe rzedu 3-go:

[x1,x2,x3]=[x0,%1,x7] 14-2
[Or 1,42 3] X3—X0 2—(-2) !
[x2,x3,%4]—[x1,%2,%3] _ —31-14

-9.

X1,X2,X3,X = =
[1! 2,43 4] X4—2X1 4—(-1)
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a nast¢pnie rzgdu 4-go:

[x1,2x2,x3,%4]=[x0,x1,%2,23] _ —-9-3 2
X4—Xo 4—(-2) '

[xor X1, X2, X3, x4] =

Dla n=4 wiclomian interpolacyjny Newtona ma postaé ze wzoru
(3.10):

Wi(x) =y + [x0, X1] - (x = x0) + [x0, X1, %] * (x — x0) (x — x1) +
+[x0, x1, %2, x3] * (x — x0) (x — x1) (x — x3) +
+[x0, X1, 22, X3, 4] (x — 20) (x — x1) (x — x2) (x — x3)
A zatem otrzymujemy wielomian o wspolczynnikach:

Wy(x)=—1+1x+2)+2(x+2)(x+1)+3(x+2)(x+ 1)+
2x+2)x+Dx(x—-2)=—-1+x+2+2x*+3x+2) +
+3(x3 +3x% +2x) — 2(x* + x3 — 4x?% — 4x) = —2x* + x3 +
+19x2 + 21x + 5

Przyklad 3.3.

Wyznacz przyblizong warto$¢ funkcji f(X) stosujac interpolacje Newtona
w punkcie x=3. We¢zly interpolacji to: -4, -3, -1, 0, 2, 4 a wartosci funkcji
w tych punktach wynosza odpowiednio: 2, -1, -37, -58, 464, -3382.

Ilorazy réznicowe majg wartosci jak pokazano w tabeli 3.3.

Wielomian interpolacyjny Newtona ma postac:

We(x)=2-3(x+4)—-5x+4)(x+3)
+1(x+4)(x+3)(x+1)
+3(x+4)(x+3)(x+ 1x
—3x+4)(x+3)x+Dx(x—2) =
= —3x° — 15x* + 16x3 + 138x% + 89x — 58
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otrzymany wielomian, gdyz 3 €[-4,4] i wynosi ona:

Przyblizong wartos¢ funkcji w punkcie X=3 mozemy obliczy¢ stosujac

f3)=ws(3)=-3-3>-15-3*+16-32+138-32+89:-3-58= =-61.
Tabela 3.3. Tablica ilorazéw réznicowych dla przykladu 3.3
Xi Vi rzedul |rzedu2 |rzedu3 rzedu 4 rzedu 5
-4 2
-3
-3 -1 -5
-18 1
-1 -37 -1 3
-21 19 -3
0 -58 94 -21
261 -128
2 464 -546
-1923
4 -3382

3.3. Interpolacja trygonometryczna

Interpolacje trygonometryczng stosuje si¢ do wyznaczania funkcji
okresowych, czgsto sinusoidalnych, np. funkcji opisujacych sygnaty
elektryczne lub drgania w mechanice.

Zaktadamy, ze dana jest funkcja f zmiennej rzeczywistej o wartosciach
zespolonych, okresowa o okresie 27, czyli dla kazdego x:

f(x+27)=f(x).
Jesli funkcja g bytaby funkcja okresowa o okresie t, tzn. dla kazdego y:
gy +1)=g(y).,

. . 2 :
to dokonujac podstawienia x = Tn y otrzymamy funkcje okresowa:

f(x)= g[%) 0 okresie 2.
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Mozna wigc, bez zmniejszenia ogoélnosci, rozpatrywaé tylko funkcje
0 okresie 2.

Zadanie interpolacji trygonometrycznej polega na znalezieniu, dla
danej funkcji f, wielomianu trygonometrycznego postaci:

F,(x)= icmeij = icm (cos(mx) + jsin(mx)), (3.11)

gdzie ;= J=1. Wielomian ten w n+1 roéznych punktach xi, k=0, 1, ..., n,

Xk dla k=#l, z przedziatu (0,27) przyjmuje te same wartosci, co
funkcja f. Tzn. dla k=0,1,...,n:

Fa(x) = F(%,). (3.12)

Twierdzenie 3.4.
Zadanie interpolacji trygonometrycznej ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Warunki interpolacji mozna zapisa¢ w postaci uktadu n+1 réwnan
liniowych z n +1 niewiadomymi cy, Cy, ..., Cn :

Do,z =f(x,), dlak=0,1, .., n,

m=0
gdzie z = €.

Macierz tego uktadu jest macierzag Vandermonde'a i jest nieosobliwa,
gdyz jej wyznacznik (3.4) nie zeruje si¢ na mocy zatozenia, ze wezly Xk sa
rézne. Zatem zadanie interpolacyjne ma jednoznaczne rozwigzanie.

Potrzeba wyznaczania wspotczynnikow wielomianu interpolacyjnego
funkcji f opartego na dowolnych weztach pojawia si¢ w praktyce bardzo
rzadko. Z tego powodu ograniczymy si¢ tylko do przypadku weziow
rownoodleglych:

2k

X, =% k=0,1,..,N (3.13)

n+1

Przy tym zalozeniu rozwigzanie zadania interpolacyjnego upraszcza
si¢ w istotny sposob.
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Funkcje €™ (m=0,1,..,n) tworza uklad ortogonalny w sensie
iloczynu skalarnego:

n
(f.9)=2 f(x)9(x), (3.14)
k=0
poniewaz:
(e, ™) Zn: i Zn: i-m
ex’emx — exke—mxk: e
k=0 k=0
j0-m2z
€ "l dl 1em (3.15)
={ Jom Y22
-1
n+1 dla I=m

Z tej wlasnosci wynika kolejne twierdzenie.
Twierdzenie 3.5.

Wspoétczynniki wielomianu trygonometrycznego (3.11) interpolujacego
funkcje f, opartego na weztach (3.13) sa rowne:
_(fe™)

n+1 n+1i=

C

m

Z f(x)e ™. (3.16)
Z zatozenia (3.12) wynikajg réwnosci:
(F,,e™) ZF (x )e ™ = Z f(x )e!™ =(f,e'™),
a z wlasnosci iloczynu skalarnego oraz ze wzoru (3.15) otrzymujemy:

(Fe™)= (Y ce™ e™) =Y (e e™)=(n+1c,.
1=0 1=0

Wspotczynniki cr, okreslone wzorem (3.16) sg rowne wspdlczynnikom
rozwini¢cia Fouriera funkcji f wzgledem iloczynu skalarnego (3.14). Stad
zadanie wyznaczania wspotczynnikow wielomianu trygonometrycznego
interpolujacego funkcje f nazywane jest dyskretng analizg Fouriera
[1,2].

Wielomian trygonometryczny stosuje si¢ czesto w postaci (3.17),
szczeg6lnie przydatnej w przypadku interpolacji funkcji o warto$ciach
rzeczywistych.
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Twierdzenie 3.6.

Trygonometryczny wielomian interpolacyjny funkcji f, oparty na weztach
(3.13) moze by¢ przedstawiony w nastepujacej postaci:

p
F.(x)= %ao + Z(am cosmx + b sinmx) + %aaml cos(p+1)x (3.17)
m=1
przy czym:

dla n parzystego &=0, p=0.5n;

dla n nieparzystego 6=1, p=0.5(n-1),

wspélczynniki am 0raz by maja postacé:

a Zf(xk)cosmxk, m=012...,p,

n+lkO

m

(3.18)
Z f(x.)sinmx,, m=212,.,p.

Do n+l&

Wielomian (3.17) jest trygonometrycznym odpowiednikiem wzoru
Lagrange'a.

Mozna sprawdzi¢, ze jesli f(X) jest funkcjg parzystq, tzn. f(x)=f(-x), to
bm=0 dla kazdego m.

Jesli natomiast f(X) jest funkcjq nieparzystg tzn. f(x) = -f(-x), to an =0
dla kazdego m.

Istnieja  réwniez bardziej efektywne algorytmy obliczania
wspotczynnikéw wielomianu Fn(X), np. algorytm Goertzela czy algorytm
Reinscha [5].

Przykiad 3.4.

Znalez¢ trygonometryczny wielomian interpolacyjny F4(X) przechodzacy
przez wezly interpolacji (3.13) i dla n=4 przyblizajacy funkcj¢ dang
w postaci dyskretnych wartosci fo = f; = f, =0, f3 =1, =1

Zgodnie ze wzorem (3.17) dla p=0.5, n =2 mamy:

1 z .

F,(x) = S8 Y (a, cosmx + by, sinmx) =
m=1

=0.5a, +a,cos x + b, sin x + a, cos 2x + b, sin 2x.
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Wyznaczamy wezty interpolacji:
Xo=0, X1 :2/572', X2 :4/572', X3 :6/572', Xa :8/572',
za$ ze wzorow (3.18) otrzymujemy:

4
a = %z f(x.)cosmx,,m=012,

k=0
4

b, =§Z f(x.)sinmx, ,m=12.
k=0

Zatem:
4

2. < 2
a,=—>» f(x,)==(1+1)=-=0.8,
0 sé (%) 5( ) c

4
a, = éz f(x,)cos x, =§ (—0.809 + 0.309) = —0.200,

k=0

4
a, = %z f(x,)cos2x, :é (0.309 - 0.809) = —-0.200,
k=0
2< . 2
b, = : D f(x)sinx, =z (-0.558 — 0.951) = —0.616,
k=0

4

b, = %Z f (x,)sin2x, =§(0.951— 0.588) =0.145.
k=0

Ostatecznie:

F4(x) =0.8-0.2 cos x - 0.616 sin x - 0.2 cos 2x + 0.145 sin 2x.

Mozna sprawdzi¢, ze:

Fa(x0)=0, F4(x1)=1.00062, F4(x2)=0.99997, F4(x3)=0.00002,

F4(X4):000621

Ilustracja graficzna przyktadu 3.4 (rys.3.2) pokazuje, ze funkcja
interpolacyjna jest funkcja okresowa o okresie 27z. Wartosci funkcji F4(x)
pokrywaja si¢ w weztach interpolacji z warto§ciami danymi.
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0.00 K ‘
NI \ o |
0.00 4.00 8.00 12.00

-0.40 —

Rys. 3.2. Wykres funkcji interpolacyjnej z przyktadu 3.4

3.4. Funkcje sklejane

3.4.1. Okreslenie funkcji sklejanych

Niech w przedziale <a, b> danych bedzie (n+1) punktow x,,x,,...,x

s M

przy czym a= X, <X, <...<X,, <X, =b. Punkty x;, i =1, ..., n okreslaja
pewien podzial przedziatu <a, b> na n podprzedzialéw. Podziat ten
oznaczymy symbolem Ap,.

Funkcje S(X)=S(X, A4,) okreslong na przedziale <a, b> nazywamy
Sfunkcjq sklejang stopniam (m > 1), jezeli:

S(x) jest wiclomianem stopnia co najwyzej m na kazdym
podprzedziale (xi, Xi+1), 1=0, 1, ..., n-1,

S(x) 1 jej pochodne stopnia 1,2,..,m-1 sa ciagle
W rozpatrywanych przedziatach.

Zbiér wszystkich funkcji sklejanych stopnia m o weztach w punktach
Xi oznaczymy Sy (4n). Jesli S(X)eSm(4,), to na kazdym przedziale
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(X, Xi+1), 1=0,1,...,n funkcja S(x) jest wielomianem stopnia co
najwyzej m:
S(X) =€ X" + Cipy X"+ C X +C dlaX € (X, Xin1). (3.19)

im-1

Mamy wigc n(m+1) dowolnych stalych cij. Zadanie ciagtosci
pochodnych rzedu 0, 1, ..., m-1 w kazdym wezle wewnetrznym X; daje
m(n-1) warunkéw. Tak wigc funkcja S(X) zalezy od:

n(m+1) - m(n-1) =n+m parametrow.

Dowolne funkcje bardzo czgsto przybliza si¢ funkcjami sklejanymi.
Wigze si¢ to z tatwoscig wyznaczania ich wartosci oraz ze zbieznoS$cig dla
licznych klas funkcji. W praktyce czgsto stosuje si¢ funkcje sklejane
stopnia trzeciego, ktore dla wielu zagadnien sg wystarczajagco gladkie,
a szybko$¢ ich zbieznosci do funkcji aproksymowanej jest zadowalajaca.

3.4.2. Interpolacyjne funkcje sklejane stopnia trzeciego

Funkcje S(x)e S3(4n) nazywamy interpolacyjng funkcja sklejang stopnia
trzeciego dla funkcji f(x), jezeli S(xi) = f(x;) =vi, 1=0, 1,..., n, n>1.
Funkcja S(X) stopnia trzeciego zalezy od n+3 parametrow. Poniewaz dane
sg wartosci funkcji f(xj)=y; w n+1 punktach, to na interpolacyjne funkcje
sklejane stopnia trzeciego nalezy natozy¢ dwa dodatkowe warunki:

S'(@a+0)=¢,, S'(b-0)=4 (3.20)
lub:
S"(a+0)=«,, S"(b—0)=4,, (3.21)

gdzie oy, B, o, [ sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi.

Jezeli funkcja f(x) ma pochodne w punktach a, b i sg one znane, to
mozna je przyjac¢ jako liczby wystepujace po prawych stronach warunkow
(3.20) i (3.21).

Wyznaczymy interpolacyjng funkcje sklejang dla weztow dowolnie
roztozonych.

Oznaczmy:

Mj: S (Xj),j =0,1,..,n.

Zgodnie z okresleniem funkcji sklejanej trzeciego stopnia, pochodna
S”"(x) jest funkcja ciagla na przedziale <a, b> i liniowa na podprzedziale

(Xj-1, X))-
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Mozna wigc przedstawi¢ ja w postaci:

X; —X X

S"X)=M _,—~—-M = 3.22
( ) 1 hj J hj ( )
przy czymx e< X; 5, X; >, h; =x; =X ;.
Calkujac stronami (3.22) otrzymujemy:
X; —X)? X—X.,)?
5'(X)=_Mj_1u+Mjg+Aj,
2h, 2h,
S(x)=M O =07y (X)), B 3.23
xX)=M,, 6h, +M; 6h, +A (X=Xx;,)+B;j, (3.23)
gdzie A;, Bj sa statymi. Naktadajac na S(x) warunki interpolacji:
h2
S(Xj—l) = Mj—lgj—'_ Bj =Y
h?2
S(x;) =M, E’+Ajhj +B, =y,
wyznaczamy state A i Bj:
h?
Bj = yj_1_Mj—1FJ’
(3.24)
A=YV My
I h. _E( i j—l)'

]

Zadamy aby pochodna S'(x) byta funkcja ciagla na <a, b>. W tym
celu obliczamy granice jednostronne:

, h; h; Yi—Yia
S'(x, _0)=€JMJ—1+?]M1 +%,
) ) y—y (3.25)
S'(x; +0) =— gl M, —J?HM]+1+%

j+l
i naktadamy warunek:

S'(x,-0)=S'(x; +0), j=1,2, .., n-L. (3.26)
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Po podstawieniu (3.25) do (3.26) otrzymujemy uktad (n-1) réwnan:

EM_l_'_hj +hj+A1 M_+hj+1 M. = yj+1_yj _ yJ' _yj—l (3.27)
6 3 ' 6 ! h;., h,
przy czymj=1,2,..,n-1.
Roéwnania (3.27) mozna zapisa¢ w postaci:
UM +2M; +AM;, =d;, j=1,2,..,n], (3.28)
gdzie:
o hj+1
" hy+h,
Hy =1=4;,
6 yj+l_yj yj_yle
i = - :6[X'—1’X'7X'+l]'
! hj+hj+l[ h, h,, =

Jezeli M;j,j=0,1,..,n spehiaja powyzszy ukfad, to funkcja S(X)
okre$lona wzorami (3.23) i (3.24) jest na kazdym podprzedziale
x €<x; ,x;>,j=1,2,..,n interpolacyjng funkcja sklejang stopnia
trzeciego. Do uktadu (3.28) nalezy dofaczy¢ jeszcze dwa rdéwnania,
wynikajgce ze speklnienia przez funkcje S(X) jednego z dodatkowych
warunkow (3.20) lub (3.21). Rownania te dla warunkoéw (3.20) maja
postac:

2My,+M, =d,, M, ,+2M =d,,
gdzie:

6(y, -V 6 Yo = Yoo
d=—|2 20 4o | d =—(p -2 o1y,
0 hl( hl alj n hn (ﬂl hn )

za$ dla warunkow (3.21) sg postaci:

My=a, M, =5,.
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Uktad rownan zapisany w postaci macierzowej ma postac:

(2 1 0 .. 0T M, d,

w2 A .. 0| M, d,

0 u, 2 .. 0 _ (3.29)
0 2 ﬂ’n—l Mn—l dn—l

0 .. .. 1 2|M | |[d |

Macierz wspotczynnikéw uktadu jest macierzg diagonalng o elemen-
tach na gléwnej przekatnej znacznie przewyzszajacych co do modutu
sume¢ modutdw pozostatych elementéw wiersza. Stad wynika, ze uktad
(3.29) ma jednoznaczne rozwigzanie [4]. Istnieje zatem jedna funkcja
interpolujgca stopnia trzeciego, spetniajgca jeden z warunkow (3.20) lub
(3.21).

Do wyznaczania interpolacyjnych funkcji sklejanych o przedstawionej
wyzej postaci, sg niezbedne nastepujace dane: wezly X;, wartosci drugiej
pochodnej funkcji sklejanej M; = S” (x) oraz wartosci funkcji yi = f(xi).

Czgsto wygodnie jest przedstawi¢ poszukiwang funkcje S(x) w postaci
kombinacji liniowej elementow bazy przestrzeni S, (A,,) .

Wyznaczymy bazg przestrzeni funkcji S(X) stopnia trzeciego z weztami

b-a .
rownoodlegtymi x; = x, +ih, h= 0 i=01,..,n . Dodatkowo przez
X gy Xpy X gy Xoiqs oznaczmy punkty x =x,+ih dla
i=-3, -2, -1, n+l, n+2, n+3 i okreslmy funkcje @7(x),
i=-1,0,1, .., n, n+l za pomocag wzoru:

®3(x) =

X X

n+2 ! *n+3

(X—Xj5)°, Xe< X X4 >,
h® +3h%(x—x;) +3h(x—x;4;)* =3(x—X;4)°,  Xe< X ;X >,

= <h® +3h% (X, —X) +3N(X; —X)? =3(X; — X)°,  Xe< XX,

j+l j? j+l

(Xj+2 - X) y XE< X]+l XJ+2 ’

0 dla pozostalyh x € R. (3.30)
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Funkcje te sa klasy C2. W tablicy 3.4 podane sa wartosci funkeji
q)?(x) oraz jej pierwszej i drugiej pochodnej w punktach x¢ dla

k=J-2,j-1,],J+1, j+2. Poza przedzialem <X, Xj+2> funkcja ta jest
tozsamo$ciowo rowna zeru.

Tabela 3.4. Wartosci funkeji ®°(x) ijej pochodnych

xj—z x/—l xj xj+1 xj+2
D3 (x) 0 1 4 1 0
(@3(x))’ 0 3/h 0 -3/h 0
(@2(x)” 0 3/h? -12/h° 6/h° 0

Twierdzenie 3.7.
Funkcje ®?(x), i=-1,0,1,..,n+l, okreslone na przedziale <a, b>
stanowig baze¢ przestrzeni funkcji sklejanych trzeciego stopnia. Kazda
funkcje¢ S(X) mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;j:
n+l
S(x) =D cdi(x)a<x<b, (3.31)
i—1
gdzie @?(x) sa okreslone wzorem (3.30), Cisa liczbami rzeczywistymi.

W  przypadku weztow réwnoodlegtych szukamy interpolacyjnej
funkcji sklejanej w postaci kombinacji liniowej (3.31). Na podstawie
tablicy 3.2 mozna stwierdzi¢, ze stale Cjmusza spelnia¢ uktad (n+1)
roOwnan:

c,+4c +¢,, =Y, i=0,1,..,n, (3.32)

Jesli funkcja spetnia dodatkowe warunki (3.20), to dodatkowe dwa
roOwnania beda nastepujace:

h h
—C,+C6 = Eal_ Cog TGt = gﬁl



56 Metody numeryczne w przyktadach

Po wyeliminowaniu z uktadu wspotczynnikow C.; oraz cp+1, pozostate
wspotczynniki ¢j, j = 0, 1, ..., n rozwinigcia bgda rozwiazaniem uktadu:

4 2 0 0 0 Ofc,]| [yo+he!3]

141 0 0 0fc A

014 .. 00O _ | (333)
0 0 0

0 0 1 lic,, Yoy
00 0 2 4]c, | [Y.thpB I3

ktérego macierz  wspoOlczynnikow  jest macierza trdjdiagonalng
0 dominujgcych elementach na gltownej przekatnej. Uklad ma wiegc
jednoznaczne rozwigzanie.

Przykiad 3.5.

Majac dane wezly interpolacyjne jak w tabeli 3.5, znalez¢ szeScienng
funkcje sklejana.

Tabela 3.5. Dane do przykladu 3.5

i 0 1 2 3
Xi 1 3 5 8

Korzystajac z programu opracowanego na podstawie rozwazan
Z biezacego rozdzialu, otrzymuje si¢ nastepujaca funkcje sklejana:
a) w przedziale <xo, X1 >=<1, 3>:
S(x) = 2.00+0.84(x-1.00)+0.00(x-1.00)?+0.04(x-1.00)°
b) w przedziale < x; , X, >=<3,5>:
S(x) = 4.00+1.33(x-3.00)+0.25(x-3.00)-0.08(x-3.00)*
C) w przedziale < x, , X3 >=<5,8>:
S(x) = 7.00+1.35(x-5.00)-0.24(x-5.00)*+0.00(x-5.00)°

Przykiad 3.6.

Zastosowa¢ interpolacje funkcja sklejang trzeciego stopnia do
aproksymacji charakterystyki pradowo-napigciowej diody tunelowe;,
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ktorej charakterystyka przedstawiona jest w tabeli 3.6. Role zmiennej X
pelni warto$¢ napigcia U a role y — warto$¢ natezenia pradu |. Graficzne
wyniki interpolacji wielomianowg funkcja sklejang prezentuje rys. 3.3.

Tabela 3.4. Charakterystyka diody tunelowej U=f(I)

Lp. |U[V] I[mA] Lp. |U[V] I[mA]
1 0.000 |0.0 7 0.164 |7.0
2 0.020 |4.7 8 0.196 |6.0
3 0.036 |7.7 9 0.234 8.0
4 0.060 |10.5 10 [0.264 |12.0
5 0.094 |115 11 10.285 |16.0
6 0.133 |10.0 12 0.300 |19.0

Interpolacja funkcja sklejana 3 stopnia

20
15
£10
5 . "
_ - tunkcja sklejana
* - dane pomiarowe
G L 1 1
0 01 02 0.3

unv

0.4

Rys. 3.3. Wyniki interpolacji funkcja sklejang dla danych z przyktadu 3.6.
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3.5. Aproksymacja

3.5.1. Sformulowanie zagadnienia aproksymacji

Zadanie aproksymacyjne moze by¢ sformutowane bardzo rdznie.
W klasycznym przypadku dla danej funkcji f sposrod funkcji ustalone;
klasy poszukuje si¢ funkcji F (tez ustalonej klasy), ktora w okreslonym
sensie najlepiej przybliza f.

Innym zadaniem jest wyznaczenie, mozliwie niskim kosztem,
przyblizenia F funkcji f z zadang doktadnoscig. Mozna rowniez stawiaé
problem aproksymacji nie jednej, ale catej klasy funkcji, funkcjami innej
klasy. Rozwigzania tak r6znie postawionych zadan sg oczywiscie rdzne,
nie istnieje wiec jedna ,,optymalna” aproksymacja [1, 4, 5, 8, 9, 10].

Funkcje f(x), znang lub okreslong tablica wartoSci, bedziemy
aproksymowa¢ (zastepowac) inng funkcjag F(X), zwang funkcjg
aproksymujgcg 1ub przyblizeniem funkcji f(x). Oczywiscie przyblizenie
takie powoduje powstanie btedow aproksymacji.

Niech f(x) bedzie funkcja, ktorg chcemy aproksymowaé, X - pewna
przestrzenig liniowg unormowang (tzn. okreslona jest w niej funkcja
nazywana normg) za$ Xm+1 — (M+1)-wymiarowa podprzestrzenig liniowa

przestrzeni X.
Aproksymacja funkcji f(x) polega na wyznaczeniu takich
wspolczynnikoéw ap, ai, ay, ..., am funkcji:

F(X) = ao¢o(x) + a1¢1(x) +o.t+ am¢m(x) '

aby spelniata ona pewne warunki (np. minimalizowata norme¢ rdznicy
If(x) - F(X)|]), przy czym oo, @1, ..., pm sa funkcjami bazowymi m+1
wymiarowej podprzestrzeni liniowej Xp+1.

Wybdr odpowiedniej podprzestrzeni Xy, 1 zwigzanej z nig bazy (funkcji
bazowych o (X)) jest zagadnieniem istotnym ze wzgledu na numeryczny
koszt rozwigzania i1 bledy zaokraglen.

Czgsto obierang podprzestrzenig Xpm+1 jest:

e podprzestrzen funkcji trygonometrycznych z baza:
1, sin X, cos X, sin 2x, oS 2X, ..., Sin kx, cos kX,
szczegblnie przydatna, gdy aproksymowana funkcja f(X) jest
funkcja okresowg;

e podprzestrzen wielomianow stopnia co najwyzej m z baza
jednomianow:
1, % X5 %3, o, X"
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Mimo prostoty dzialan na wielomianach, baza ta ma istotng wadg
- wrazliwo$¢ na bledy zaokraglen; kumulujace si¢ bledy
w przypadku dzialan na matych oraz na niewiele réznigcych si¢
liczbach mogg catkowicie znieksztalci¢ obliczenia.
e podprzestrzen wielomianéw stopnia co najwyzej m, okreslonych
na przedziale <-1, 1> z bazg wieclomianow Czebyszewa opisanych
dalej wzorem (3.65):
To(X), T1(X), T2(X), ..., Tm(X),
e Czy tez zZ bazg wielomianoéw Legendre'a wzor (3.56):
I—O(X)1 Ll(x)1 LZ(X)1 e Lm(X)'
Zagadnienie aproksymacji przy wybranych funkcjach bazowych ¢k(x)
sprowadza  si¢ do  jednoznacznego = wyznaczenia  wartoSci
wspotczynnikéw ay, zapewniajgcych minimum normy ||f(X) - F(x)||, czyli:

I1FX) - (3920 (X)+ 8,2, (X) + ... + 2,00, (X)) -

Norma jest tu rozumiana w sensie miary odlegtosci migdzy dwoma
funkcjami. Najczesciej stosowane normy w aproksymacji to:
e norma jednostajna (Czebyszewa) (wzor 3.34),
e norma L, (wzor 3.35),
e norma Sredniokwadratowa (wzor 3.36).

W zaleznosci od stosowanej normy mowimy —odpowiednio
0 aproksymacji jednostajnej (Czebyszewa), aproksymacji z norma Lj,
aproksymacji sredniokwadratowe;.

Aproksymacja w przypadku normy Czebyszewa

Dla funkcji f(x) okreslonej na przedziale <a, b> poszukujemy funkcji F(x)
zapewniajacej najmniejsze maksimum roznicy miedzy F(x) af(x) na
calym przedziale < a, b >:

IF(x)- f(x) = xfi&“:(x)_ f(x). (3.34)

Aproksymacja taka nazywa si¢ aproksymacjg jednostajng. Polega ona
na takim wyznaczeniu funkcji F(x), aby najwigksza odlegtos¢ jej wartosci
od warto$ci funkcji danej f(x) byta jak najmniejsza (rys. 3.4). Odlegtos¢ ta
okresla jednoczesnie maksymalny btad bezwzgledny z jakim funkcja F(x)
przybliza dang funkcje f(X).
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y=1 A

® - funkcja dana tablicg wartosci - f(x)

> — - funkcja aproksymujgca - F(x)

Rys. 3.4. Interpretacja graficzna aproksymacji jednostajnej

Aproksymacja w przypadku normy L, z wagg

Dla funkcji f(x) okreslonej i ciagtej na przedziale <a, b> poszukujemy
minimum catki:

F()— £ ()] = wix)[F(x) F (i, (339

gdzie w(x) jest ciagla nieujemng funkcja wagows, dodatnig poza zbiorem
miary zero.

Natomiast dla funkcji f(xi), danej na dyskretnym zbiorze argumentow,
poszukujemy minimum sumy (metoda najmniejszych kwadratow):

[SESER{EY's —ZW )-F0F, (3.36)

przy czym w(X;) jest funkcjg wagowgq taka, ze w(xj) >0dla i =0, 1, ..., n

Aproksymacja taka nazywa si¢ aproksymacjq sredniokwadratowq.
Polega ona na takim wyznaczeniu funkcji F(x), aby suma kwadratow
odlegtosci jej warto$ci od wartosci danej funkcji f(X) byta jak najmniejsza
(rys. 3.5).

Aproksymacja $redniokwadratowa znacznie lepiej od aproksymacji
jednostajnej ,.eliminuje” duze btedy przypadkowe (np. wynikajace
Z pomytek przy pomiarach).
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y=f(x) A

f(x) ® - funkcja dana tablicg wartosci - f(x)
r« ) — -funkcja aproksymujaca - F(x)

u
l:‘*‘
i

Rys. 3.5. Interpretacja graficzna aproksymacji §redniokwadratowej

X

3.5.2. Aproksymacja Sredniokwadratowa

Niech bedzie dana funkcja y = f(x), ktora na pewnym zbiorze X punktow:
X0, X1, X2, ..., Xn  przyjmuje wartosci Yo, Y1, Y2, ..., Yn . Wartosci te moga
by¢ przyblizone, obarczone pewnymi btedami (np. btedami obserwacji
pomiarowych). Nalezy znalez¢ funkcje F(X) mato odchylajacg sie od
danej funkcji f(x) zarowno migdzy weztami, jak i w weztach
Xo, X1, X2, ..., Xn, ktora przyblizataby dang funkcje tak, aby ja wygladzi¢.
Niech ¢;(x), ]=0,1,2,..,m, bedzie ukladem funkcji bazowych
podprzestrzeni Xn,. Poszukujemy wielomianu uogo6lnionego postaci:

F(X): ao(Po(X)+a1(P1(X)+"- +a,on, (X) (3.37)
lub:
F()= 2 api(x), (3.38)

bedacego najlepszym przyblizeniem $redniokwadratowym funkcji f(X),
przy czym wspotczynniki a; sa tak okreslone, aby wyrazenie (3.36) bylo
minimalne.

Oznaczmy:

H(aO’allazy--.,am):
n (3.39)

Sl [ 166)- Tl - Sl i
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gdzie w(x) jest ustalona z gory funkcja wagowa taka, ze w(x;) >0 dla
1=0,1,2,..,n, za§ R; jest odchyleniem w punkcie X;. Najczgsciej
przyjmuje si¢, ze funkcja wagowa W(X) ma stala wartos¢, rownag
tozsamosciowo jednosci, mozna jednak dobra¢ inng funkcje wagowa (np.
jezeli wartosci funkcji f(x) w pewnych punktach znane sg z mniejszym
btedem, to w celu otrzymania lepszego przyblizenia przyjmuje si¢ w tych
punktach wigksze wartosci funkcji wagowej).

W celu znalezienia takich wspolczynnikéw ay, dla ktorych funkcja H
osigga minimum, obliczamy pochodne czastkowe wzgledem zmiennych
ax 1 przyréwnujemy je do zera:

H =0 k=0L12,...,m.
a

k

Otrzymujemy ukltad m+1 réwnan z m+1 niewiadomymi a,
k=0,1,2, .., m:

A2l 1lx)- San e )folx)-o .40)
a, i=0 i—0
zwany wukladem normalnym. Poniewaz funkcje ¢;j(X) tworza baze
przestrzeni Xp, zatem wyznacznik uktadu (3.40) jest roézny od zera
I jednoznaczne rozwigzanie tego uktadu zapewnia minimum funkcji H.

W zapisie macierzowym uktad (3.40) przyjmuje postac:

R (3.41)
gdzie:
(PO(XO) ............ O (XO) _ao‘ r f (XO)_
D= Oo(x) P () A= 61:1 f= f(_.xl) )
Plt) ob)] la] i)

Macierz wspdtczynnikow uktadu jest macierzg symetryczng i dodatnio
okreslong, co zapewnia jednoznacznos$¢ rozwigzania.

Uktad (3.40) lub (3.41) powstaje z rownania (3.37) po podstawieniu
wartosci punktow weztowych X;, 1 =0, 1, 2, ..., n. Otrzymujemy wowczas
nadokres$lony uktad n+1 réwnan z m+1 niewiadomymi DA = f, z ktorego
po pomnozeniu (lewostronnie) przez D' dochodzi sie do (3.41).
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Jezeli za funkcje bazowe (pj(X) przyjmuje si¢ cigg jednomiandéw

1, X, X2, X3, oy X, to wzor (3.40) mozna zapisa¢ w postaci:

n

Z{ f (xj)—gaix‘j}x‘; =0k=012,..,m,

j=0
lub po przeksztatceniu:

n

i‘,f(x,)xf = iai (Zx;”j k=0,1,2,..,m.

Jj=0

Oznaczajac:

0 = 0%, 6= DX,
j=0

=0
otrzymujemy uktad normalny (3.40) postaci:

> 8,0, =6, k=012...,m

i—0
lub:

a,(n+1)+  a >y x+ v Hay Y X7

G, X+ ay X+ v +ag XM
a, ) X+ ) X+ Ay Y X

(3.42)

(3.43)

gdzie wszystkie sumowania wykonywane sg od j=0 do j=n.

Mozna wykazaé, ze jezeli punkty Xo, X1, X2, ..., Xn S3 rozne i m < n, to
wyznacznik ukladu (3.43) jest rozny od zera, a wigc uklad ten ma
jednoznaczne rozwigzanie. Jezeli m =n, to wielomian aproksymacyjny
F(X) pokrywa si¢ z wielomianem interpolacyjnym dla punktéw
X0, X1, X2, ..y Xn 1 WwOWczas H=0. W praktyce stopien wielomianu m jest
I powinien by¢ znacznie nizszy od liczby punktéw n, wtedy bowiem
korzystamy z duzej ilo$ci informacji (np. wynikow pomiaréw) uzyskujac
rownoczesnie prostsze (niskiego stopnia) funkcje aproksymujace.
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Wielomian aproksymujacy dang funkcje f(x) w sensie najmniejszych
kwadratow powinien mie¢ stopien na tyle wysoki, aby dostatecznie
przybliza¢ aproksymowang funkcje, a jednocze$nie stopien ten powinien
by¢ wystarczajaco niski, aby wielomian ten wygladzat losowe bledy
wynikajace np. z pomiaréw. W praktyce stopien wielomianu okreslamy
a priori na podstawie analizy modelu fizycznego badanego zjawiska badz
tez przeprowadzamy aproksymacj¢ kolejno wielomianami coraz to
wyzszych stopni i obliczamy odchylenia funkcji H.

Dla m=> 6 uklad (3.43) jest zle uwarunkowany, wskutek czego
otrzymane wyniki obliczen mogg by¢ tak bardzo zaburzone, iz nie nadajg
si¢ do praktycznego wykorzystania.

Niech x; beda roztozone w jednakowych odstepach w przedziale
<0, 1>. Liczby gk wystepujace we wzorze (3.43) mozna dla duzych m
przyblizy¢ nastgpujaco:

m 1
i+k i+k m H _
4:Ex4 ~m| xdx = ,i,k=0,1,2,....,m.
gzk = J -([ l+k+1

Macierz wspotczynnikow uktadu (3.43) ma postac:

2

2 m+1

LR :

A=| 3 3 m+ 2
e o o
m+1 m+2  2m+1]

Elementy macierzy odwrotnej G sa rzedu 3-10™, co powoduje bledy
zaokraglen tak duze, ze wyniki praktycznie tracg sens. Zatem stosowanie
aproksymacji z funkcjami bazowymi typu jednomianéw x' ma sens
jedynie dla matych m (m < 6).

W celu aproksymacji danej funkcji wielomianami wyzszych stopni
nalezy:

e zastosowal specjalng metod¢ rozwigzywania uktadow rownan,
ktorych macierz wspotczynnikow ma wyznacznik bliski zeru;

e zwigkszy¢ precyzj¢ (doktadno$¢) wykonywania obliczen;

e zastgpi¢ baze jednomianéw X' baza ztozong z wielomiandw
ortogonalnych.
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Przykiad 3.7.

W tabeli 3.5 dane sg wyniki pewnych pomiaréw. Metodg najmniejszych
kwadratow znalez¢ funkcje liniowa, ktora najlepiej aproksymuje podane
dane.

Tabela 3.5. Wyniki pomiaréw do przykladu 3.7

j 0 |1 2 3 4 5 6 7
x. |1 |3 4 6 8 9 11 14
fix) |1 |2 4 4 5 7 8 9

W celu znalezienia funkcji liniowej, aproksymujacej dane z tabeli,
nalezy wyznaczy¢ funkcje postaci (3.37):

1
F(X) = y(X) =a,0,(X) + a,¢,(X) =a, + a,x = Zai¢i (Xj)
i=0
dla j=0,1,...,7 oraz ¢, (x) = x°, ¢, (x) = x*.
Okreslajac funkcje H, zgodnie z (3.39), otrzymujemy:

H(ao.a,) i[f R Z[f(x 2 0y(X,)— a0, ()] =

7

=2 [f(x)-a,-ax]’

j=0
W celu wyznaczenia szukanych wspotczynnikow a,,a, obliczamy
pochodne czastkowe funkcji H wzgledem zmiennych a, oraz
przyrownujemy je (patrz wzor 3.40) do zera:

f,a_l=—ZZ{f(X,-)—iai%(xj)}/)k(xj) =0

k

W ten sposob otrzymujemy uktad dwoch rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi:

2 104)- 3. 0.00) | (1) =0

0 j i=0

%:_ZZ{f(Xj)—Eai (pi(Xj):|(P (X;)=0
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Podstawiajagc do powyzszego uktadu ¢,(x)=x°=1,¢,(X) = xoraz
dzielac obustronnie oba réwnania przez (-2) mamy:

i[f(xj)_ao_alxj]'lzo

j=0
] :
S[f(x,)-a,—ax,]-x, =0
j=0
Podstawiajac nastepnie za X; i f(Xj), j=0,...,7 wartosci z tabeli 3.5
pierwsze rownanie powyzszego uktadu przyjmie postaé:
l-a,-1-a)+(2-a,-3-a,)+(4-a,-4-a,)+(4-a,-6-a)+
+(5-a,-8-a)+(7-a,-9-a,)+(8-a,-11-a,)+(9-a,-14-a,)=0

a drugie:
(l-a,-1-a,)-1+(2-a,—-3-a,)-3+(4-a,—-4-a)-4+

+(4-a,-6-a,)-6+(5-a,-8-a,)-8+(7T—-a,—-9-a,)-9+
+(8-a,-11-a,)-11+(9-a,-14-a,)-14=0

Po dalszych uproszczeniach otrzymujemy:
40 -8a,-56-a =0
{364 —56a, -524-a, =0
8 a,+56 -a, =40
{56a0 +524 -2, =364
a,+7-a, =5
{148.0 +131-a, =91

Rozwigzaniem uktadu jest:

1
1
a,="
1
Poszukiwana funkcja F(x) ma wobec tego postaé: F(x) = % + 1 X.

Graficzng reprezentacj¢ przykladu demonstruje rys. 3.6.
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Aproksymacja funkcja liniowa

10
*
8
6
X
4
2 * - dane pomiarowe
- - funkcja aproksymujaca
0 L L
0 5 10 15

X

Rys. 3.6. llustracja graficzna przyktadu 3.7

Przykiad 3.8.

Dla danych z tabeli 3.6 znalez¢ metoda najmniejszych kwadratow funkcje
postaci:

y =apVx +a,.

Tabela 3.6. Dane do przykladu 3.8

Xi |1 4 9 25 36

vi |6 |9 |12 [18 |21

Po sprowadzeniu problemu do postaci liniowej:

Yy = aoX + a4, gdzie x; = \/Z dla i=0,1,.. .4,
mozna zastosowa¢ metode dla funkcji liniowej czyli mozna od poczatku
wyprowadza¢ funkcje H, liczy¢ jej pochodne i przyrownywac je do zera
albo po prostu wykorzysta¢ wzor (3.43) dla m=1 (liczba naszych funkcji
bazowych) oraz n=4 (liczba weztéw aproksymacji):

ap(4+1) +a ?:0 Xj = Z?zo f(x)

ao Yo% + a1 Tho(%) = T o f()E,
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Nastepnie nalezy policzy¢ odpowiednie sumy wystgpujace w tym
uktadzie rownan:
Yo% =Xjzo /% =1+2+3+5+6=17,
%) = Sho(yx) = Thox; = 1+ 449+ 25 +36 = 75,
toof(x)=-6-9-12-18-21=—66,
Y40 f ()% =i f(x;) 5 ==—6-1-9-2—-12-3-18-5 —
21-6 = —-276.
Ostatecznie otrzymujemy uktad rownan postaci:
S5a, +17a, = —66
17a,+75-a, = 276

Rozwigzaniem uktadu sg liczby ap = -3 1 a; = —3 czyli szukana funkcja
ma postac:

y = —3/x — 3.

Przyktad 3.9.

Dla danych dos$wiadczalnych z tabeli 3.7 znalez¢ metoda najmniejszych
kwadratow krzywa typu hiperboli.

Tabela 3.7. Dane do przykladu 3.9

Xi |25 2,7 2,9 3,1 3,3 3,5 3,7 3,9

yi 11,21 [129 [132 1,34 1,39 [145 |1/47 1,55

Poszukujemy funkcji aproksymujacych typu:
a) y=alx+h,

b) y = 1/(ax+hb),

c) y=x/(ax+b).

W kazdym przypadku zadanie sprowadza si¢ do problemu liniowego.
Wyniki obliczen przedstawione sg na rys. 3.7.
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1.60 —

y=x/(ax+h) X

y=1/(ax+b)

1.40 —

1.20 —

X punkty pomiarowe

1.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X

2.40 2.80 3.20 3.60 4.00
Rys. 3.7. llustracja graficzna do przyktadu 3.9.

W wielu zagadnieniach technicznych czesto stosowang funkcja
przyblizajaca jest sinus hiperboliczny lub cosinus hiperboliczny, ktore
definiujemy nastepujaco:

sh(x) = ex_:_x, ch(x) =

Przyktadowo n par punktoéw pomiarowych indukcji magnetycznej
I natgzenia pola elektromagnetycznego (B1,H1), (B2,Hy), ... (Bn,Hp) tworzy
doswiadczalng krzywa magnesowania. Stosujac metod¢ najmniejszych
kwadratow mozna znalez¢ funkcje:

H = ap sh(a;B),

tak, aby zminimalizowa¢ wyrazenie:

eX+e™*
2

S(a,. )= Zvv (H —agsh(a;B,))", (3.44)

gdzie w; jest wagg statystyczng i - tego punktu, i = 1,2,...n.
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W tym celu nalezy wyznaczy¢ pochodne czastkowe funkcji S
wzgledem ag i @; oraz przyréwnacé je do zera. Otrzymamy uktad rownan:

g = ZWiaOshZ(alBi) —Zwi H.sh(a,B,) =0
i=1

0 i=1

(3.45)
ﬂs n n
— =) wH;Bch(a,B,) —-a, > w;B;sh(a,B;)ch(a,B,) =0
1 =l i=1
Z pierwszego z rownan (3.45) wyznaczamy wspotczynnik ap:
> wHsh(a,B,)
a, ==+ (3.46)

> wsh?(a,B;)
i=1

i po wstawieniu do drugiego rdéwnania otrzymujemy rownanie
Z niewiadomg a;:

(iwiHiBich(alBi)][iwishZ(alBi)]—

) i (3.47)
_ (Z w;H;sh(a,B; )IZ w;B;sh(a,B;)ch(a,B, )] =0.

Rownanie (3.47) rozwigzuje si¢ stosujac jedng z metod omoéwionych
w rozdziale 4.

Zamiast minimalizowania bledu bezwzglednego (3.44) mozna
minimalizowa¢ btad wzgledny:

Swzgl(aO’a:L) _ Z::|:Wi(Hi - i'O_Sh(aiBi)):| . (3.48)

Podobnie jak w przypadku btedu bezwzglednego, uzyskuje si¢
réwnanie z niewiadoma aj.

W przypadku aproksymacji sredniokwadratowej funkcji f(X) ciagtej na
przedziale <a, b> poszukuje si¢ funkcji:

F(x) = g0 (x) + g (x) + .. + a3, (%),

gdzie @o, @1, ..., Pm sa elementami bazy pewnej podprzestrzeni funkcji
calkowalnych z kwadratem na przedziale <a, b>.
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Aproksymacja

M

k

H (aO’al“"’am)

Rozwigzanie

aproksymujaca.

Przykiad 3.10.

Znalez¢ aproksymacje do$wiadczalnej krzywej magnesowania obwodu
magnetycznego dla danych zestawionych w tabeli 3.8, za pomocg funkcji
sinus hiperboliczny.

tego

—=0, k=0212,..,m, gdzie:
a

uktadu

sredniokwadratowa funkcji

ciagglych polega na
znalezieniu takiego ciggu wspoétczynnikéow a; (i=0,1,2,...,m), aby
otrzyma¢ minimum normy (3.35). W celu rozwigzania zadania nalezy
utworzy¢ uktad m+1 rownan z m+1 niewiadomymi a; :

wyznaczy  poszukiwang

Tabela 3.8. Dane wejsciowe do aproksymacji krzywej magnesowania

funkcje

Lp. |B[T] |H[A/m] |Waga Lp. |B[T] |H[A/m] |[Waga
1 0.00 |0 1 10 [1.90 |4000 1
2 0.80 |40 1 11  |[2.00 ([7500 1
3 1.00 |[135 1 12 |2.10 |15200 1
4 1.20 |340 1 13 [2.15 (20000 1
5 1.40 720 1 14 |2.20 (26200 1
6 1.50 1000 1 15 (2.25 (33000 1
7 1.60 |1320 1 16 |2.30 |41500 1
8 1.70 1650 1 17 |2.35 (50000 1
9 1.80 2500 1 18 [2.40 (61000 1
19 245 [74500 1
Stosujac  metod¢ najmniejszych kwadratow do funkcji  sinh

0 wspotczynnikach ay, a; , tzn.:

H=a, sinh(a;B),
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otrzymano nastgpujace wartosci wspotczynnikow:
a0=1.9966 A/m,
a;=4.5328 1/T.

Wyniki aproksymacji przedstawiono graficznie na rys. 3.8.

Aproksymacja funkcja sinus hiperboliczny

1 _ - wielomian aproksymujacy
05 * - dane pomiarowe
G ¥ 1 1 L
0 2 4 6 8
HIA/mI v An®

Rys. 3.8. Wykres wynikow aproksymacji krzywej magnesowania

3.6. Wielomiany ortogonalne

Aproksymacja z funkcjami bazowymi typu x' powoduje, ze wraz ze
wzrostem stopnia wielomianu obliczenia staja si¢ coraz bardziej
pracochtonne, a ponadto ich wyniki sg niepewne. Ponadto zmiana stopnia
wielomianu przyblizajacego wymaga ponownego rozwigzywania uktadu
normalnego (3.43), co tez przemawia przeciwko stosowaniu bazy funkcji
@i (X) =x' do aproksymacji. Obie te trudno$ci mozna usunaé uzywajac do
aproksymacji wielomianow ortogonalnych.



3. Interpolacja i aproksymacja 73

Ciag Po, P1, ..., Py, gdzie Px (k=0, 1, ..., n) jest wielomianem stopnia
doktadnie k, nazywamy:

a) ciggiem wielomianoéw ortogonalnych na przedziale [a, b] z waga p,
jesli tworza one uklad ortogonalny w przestrzeni L?p [a, b], tzn.

(Pk,P,)=TPk ()P (X)p(x)dx=0dla k =1,k 1=01..n  (3.49)

b) ciggiem wielomianéw ortogonalnych na zbiorze dyskretnym
{X1, X2, ..., XN} z waga p, jesSli tworza one uklad ortogonalny
w przestrzeni L%y, tzn.:

N
(P.P)=> P(x)P(x)p(x)=0dlak=lk1=01.,n, (350)
i=1
gdzie n<N-1, zas p(x), i=1,2,..,N sa danymi liczbami
dodatnimi.

W przypadku a) ciag Py, Py, ..., Pn moze by¢ nieskonczony, za$
w przypadku b) jest skonczony. Tam, gdzie nie bedzie to istotne, nie
bedziemy rozrdznia¢é wielomiandw ortogonalnych w sensie a) i b),
moéwiac po prostu o wielomianach ortogonalnych.

Wielomiany ortogonalne Pg, Py, ..., P, tworzg baze¢ przestrzeni
liniowej W, wielomianow stopnia nie wyzszego niz n.

Twierdzenie 3.8.

W przestrzeni L% [a, b] lub w przestrzeni 1%y, cigg wielomianow
ortogonalnych jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do
mnoznikoéw liczbowych.

Wielomiany ortogonalne spetniaja takze zalezno$¢ rekurencyjna, tzw.
regute trojcztonowy.
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Twierdzenie 3.9.
Wielomiany ortogonalne Py (k=0, 1, ..., n) spetniajg zalezno$¢:

P—l(x) =0,
Py (X) = a,, (3.51)
Pk (X) = (akx + ﬂk)Pk—l(X) + Yk Pk—z(x)! k = 112""’ n.
gdzie:
o, = a_k #0, ,Bk - _ o (XPk—l’ Pk—l),
B4 (Pk—ll Pk—l)
Ve = k k=11 k-1 , 7k¢01

ak—l (Pk—Z’ Pk—Z)

ax oznaczaja wspotezynniki wielomianu Py (X) = axX* + o

Z definicji k - ty wielomian ortogonalny Py jest doktadnie stopnia K,
zatem jego wspotczynnik a=0. Jesli o, =a, /a, ,;, 10 Py -ax Pra(x) jest
wielomianem stopnia k-1 i mozna go przedstawi¢ w postaci:

k-1
P —aXP_ =Y bP. (3.53)
i=0
W przestrzeniach L%[a, b] i 1%,n zachodzi rownos¢:
(XPk—l' Pj) = (Pk—l’ XPj) ]
Zatem, na podstawie twierdzenia 3.8, dla j<k-2 mamy:
(P —a P4, P)=(R,P;) — e (R4, XP;) .

Z zaleznosci (3.52) otrzymuje sie:

k-1
(R — 4 XP,,, Pj) = Zbi (Pu Pj): bj(P' P-),
i—0

']
czylibj=0dlaj<k-2. Wzor (3.53) mozna zatem zapisa¢ w postaci:
Pr=ax X Px-1+06 Px-1+% Px-2, (3.54)

gdzie S« = bk-1, % = bk-2. Stale te mozna wyznaczy¢ mnozgc skalarnie
obie strony rownosci (3.54) przez Py 1:

0=(Px,P«k-1)= o (XPx-1, Px-1) + S (Pk-1, Px-1),
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skad otrzymuje si¢ warto$¢ f jak we wzorach (3.52).
Analogicznie wyznacza si¢ warto$¢ i dlak =2, 3, ..., n.

W przypadku wielomianéw ortogonalnych na zbiorze dyskretnym
{X1, X2, ..., Xn } zalezno$¢ rekurencyjna (3.51) jest speiniona tylko dla
k <N-1. Zauwazmy, ze wielomian stopnia N:

an (X - X1)(X-X2) ... (X-Xn), (3.55)

zeruje si¢ w kazdym z punktow Xy, skad wynika, ze jest prostopadly do
wszystkich wielomianéw ortogonalnych P; nizszego stopnia. Tym
samym N -ty wielomian ortogonalny Py musiatby by¢ postaci (3.55),
poniewaz ztwierdzenia 3.8 wiadomo, ze jest on Wwyznaczany
jednoznacznie z doktadnos$cig do statego czynnika. Dla wielomianu:

Pv=an(X-X1)(X-X2) ... (X-Xn),

zachodzi rowno$¢ (Pn,Pn) =0, co dowodzi, ze jest on zerowym
elementem przestrzeni zerowej Izp,N, nie moze wigc by¢ elementem
uktadu ortogonalnego. Jest to oczywiste, bo przestrzen Izp,N ma wymiar
N, nie moze wi¢c zawiera¢ uktadu liniowo niezaleznego o wigcej niz N
elementach.

Reguta trojcztonowa (3.51) umozliwia konstrukcje wielomianéw
ortogonalnych. Sa one wyznaczone jednoznacznie z dokladnosciag do
mnoznikoOw liczbowych. Mozemy wigc dowolnie ustali¢ wartosci
wspotczynnikow ax. Biorac ax=1 (k=0, 1, ..., n) otrzymujemy o =1,
a tym samym prostszg posta¢ wzorow (3.52).

Znajac juz wielomiany Pg =1, Py, Py, ..., Px-1, Wwyznaczamy Py
zZ zaleznosci:

Pi(X) = (x+)Pk-1(x) +x Pi-2(X).

Koszt otrzymania kolejnego wielomianu ortogonalnego jest réwny
kosztowi obliczenia dwodch iloczynéw skalarnych (XPy.1, Py.1) oraz
(Pk-1, Pk-1) - iloczyn (Px-2, Px-2) musial by¢ obliczony wcze$niej przy
wyznaczaniu  wielomianu  Py.;.  Znalezienie n  wielomiandéw
ortogonalnych z reguly trojcztonowej wymaga zatem obliczenia 2n - 2
iloczynow skalarnych.
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Twierdzenie 3.10.

Niech {P, }:;0 bedzie ciagiem wielomianéw ortogonalnych w przedziale
(a,b) zwaga p. Wowczas wielomian Pp, n=1,2, ... ma n zer rzeczywistych,
pojedynczych, lezacych w przedziale (a,b).

Twierdzenie 3.11.

W przypadku wielomianéw ortogonalnych uktad rownan w aproksymacji
sredniokwadratowej sprowadza si¢ do macierzy diagonalne;.

W  obliczeniach numerycznych nie powinno si¢ wielomianow
ortogonalnych i ich kombinacji liniowych, reprezentowa¢ wzgledem bazy
1, x%.., x". Cata informacja o wielomianach ortogonalnych powinna
wyraza¢ si¢ wspotczynnikami ok, [k,  formuly trojcztonowej
i ewentualnie normami || Pi || = (P, Pj). Z formuly trojcztonowej nalezy
korzysta¢ takze przy obliczaniu wartosci wielomianu ortogonalnego
w danym punkcie i przy wyznaczaniu wartosci ich kombinacji liniowej.

Przyktadami ciggdéw wielomiandw ortogonalnych s3 wielomiany
Legendre’a, Hermite’a, Grama i Czebyszewa.

Wielomiany Legendre'a
Wielomiany Legendre'a sg zdefiniowane wzorami:
ERELY
2K! dx*
I tworza one cigg wielomianéw ortogonalnych na przedziale [-1,1]
z funkcjg wagowa p(X)=1 oraz spetniaja zaleznos¢ rekurencyjna:

P.(x)=1, Pk(x)z%_lek_l(x)—%Pk_z(x) dlak=12,. (3.57)

P,(x)=1, P(x)= x*-1) dlak=12,. (3.56)

Korzystajac z (3.57) mozna pokazac, ze:

IOEES & 1)(_@(?( ‘Zink-Zi. (359)

g

Ponadto:

RJ = [Pk = 2 359)
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Wielomiany Hermite'a

Wielomiany Hermite'a sg okre§lone wzorem:

k

H,(x)=1, H,(x)=(-1)e" :Te‘xzdla k=12,. (3.60)

lub w postaci jawnej:

=K ’Z |I k 2i ) (3.61)

i=0

Tworza one ciagg wielomiandw ortogonalnych w przestrzeni
sz(-oo,+oo), zZ funkcja wagowa p(x) = e
Reguta trojcztonowa w tym przypadku ma postac:

Ho(x) =1 H,(x) =2xH, ,(X) = (2k —2)H, ,(x), k=12,.... (3.62)

Norma ||Hy|| jest rowna:

M. = [e (R.() dx = Y2tk (363)

Wielomiany Grama

JeSli w przestrzeni Izp,N, punkty Xi, X2, ..., XN, polozone sg w rownej
odleglosci (bez zmniejszenia ogodlnosci mozna zalozyé, ze leza one
w przedziale [-1, 1], czyli:

_2(i-1)

' ON-1
zas wagi p(Xj) sa rowne jednosci, to ciggiem wielomianow

ortonormalnych na zbiorze dyskretnym {xi, Xz, ..., XN}, a wigc
ortonormalnych w Izp,N, sg wielomiany Grama Gy, Gy, ..., Gn.1:

(Gk,G|)=in(Xi)’ G'(Xi)z{f jl?:jll

i=1

k,1=01...n.

Spetniajg one zaleznos¢ rekurencyjng:

Go(x) :i

i
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G, (X) = XG, ,(xX) —7.G, ,(X),k=12,....,N -2, (3.64)

przy czym:

N1 [4k2 -1 a,
TN K T
k-1

Dla k znacznie mniejszych od +/N wielomiany Grama Gy sa bliskie
wielomianow Legendre'a Py. Natomiast dla k istotnie wigkszych od VN
wielomiany Gy maja duza norme¢ jednostajng w przedziale [-1, 1], a ich
wartosci silnie oscyluja migdzy punktami X;.

Wielomiany Czebyszewa
Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju sg zdefiniowane wzorem:

(x+\/x2 —1)k +(x—\/x2 —1)k
2

T, ()= dlak =012,.. . (3.65)

Dla |x| < 1, podstawiajgc X = cos t (tzn. t = arccos x) dostajemy:

.. k . . k
Tk(x):(COSt+JS'nt) er(cost—Jsmt) _coskt, j=v1,  (3.66)

a zatem:
T, (x) = cos(k arccos x) . (3.67)
Z (3.67) oraz z tozsamosci trygonometryczne;j:
cos kt + cos(k-2)t = 2cos t cos(k-1)t,
wynika zalezno$¢ rekurencyjna dla wielomianéw Czebyszewa:
T,(x)=1 T,(x)=x, T, (x)=2xT_,(x)-T,,(x), k=23,...  (3.68)

Latwo sprawdzi¢, ze dla |x|>1 wiclomiany Czebyszewa spehniajg
takze rownosc (3.68).
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Mamy wigc:
To(X) =1,
T1(X) =X,
To(x) = 2x° - 1,

Ta(x) = 43 - 3x,
Ta(x) = 8x* - 8x% + 1,
.. itd.

Z definicji (3.65) wynika, ze wiclomiany Czebyszewa stopnia
parzystego sg funkcjami parzystymi, a stopnia nieparzystego - funkcjami
nieparzystymi tzn. Ty (-x) = (-1)* Ty (X).

Twierdzenie 3.12.

Wielomiany Czebyszewa Ty, k=0, 1,.. tworza uklad ortogonalny
w przestrzeni L%, [-1, 1], z funkcja wagowa:

P = ——
Ji-x?
Ponadto wielomian Ty, k=1,2,.. w przedziale [-1,1] ma k+1
punktow ekstremalnych yp:

y = cos%m =02,..k, w ktorych Te (ym) = (-1)™

Wspoétczynnik  przy najwyzszej potedze k-tego  wielomianu
Czebyszewa jest rowny 2.

Przyklad 3.11.
Zanalizowa¢ wartosci wielomianéw stopnia 10 przyblizajagcych funkcje

f(x) =

>— Nasiatce:
25x° +1

2k
a) weztéw rownoodlegtych X, = _1+E' k=0,1,..,10,

2k+1g, k=0 1, .. 10.

b) weztow Czebyszewa X, = COS

Wyniki obliczen sg zestawione w tabeli 3.9 i przedstawione na rys. 3.9.
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Tabela 3.9. Wartosci wielomianow aproksymujacych z przykladu 3.11

Wezly WartoSci WartoS$ci wielomianu aproksymu-
interpolacji x; funkcji f(x;) jacego na siatce wezlow:
réwnoodleglych | Czebyszewa
Fl(Xi) Fz(Xi)
-0.95 0.042440 1.923631 0.085535
-0.85 0.052459 0.719459 0.002516
-0.7 0.075472 -0.226196 0.122414
-0.65 0.086486 -0.072604 0.150329
-0.57 0.109619 0.178626 0.136558
-0.5 0.137931 0.253755 0.098672
-0.45 0.164948 0.234969 0.087856
-0.35 0.246154 0.190580 0.176362
-0.31 0.293902 0.221343 0.260728
-0.25 0.390244 0.342641 0.429591
-0.15 0.64 0.67899 0.748897
-0.1 0.8 0.843407 0.881247
-0.05 0.941176 0.958627 0.969191
0.0 1.0 1.0 1.0
0.05 0.941176 0.958627 0.969191
0.1 0.8 0.843407 0.881247
0.15 0.64 0.67899 0.748897
0.25 0.390244 0.342641 0.429591
0.31 0.293902 0.221343 0.260728
0.35 0.246154 0.190580 0.176362
0.57 0.109619 0.178626 0.136558
0.65 0.086486 -0.072604 0.150329
0.7 0.075472 -0.226196 0.122414
0.85 0.052459 0.719459 0.002516
0.95 0.042440 1.923631 0.085535
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2.0

y

Rys. 3.9. Ilustracja graficzna przyktadu 3.11

3.7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 3.1.

Dla danych z tabeli 3.10 wyznaczy¢ wiclomian interpolacyjny Lagrange’a
1 obliczy¢ przyblizong wartos¢ funkcji w punktach 0 oraz 7.

Tabela 3.10. Dane do zadania 3.1

X; -2 -1 1 3 4

f; -90 -80 72 80 -180
Odp.

Wy(x) = —x* — 7x3 + 13x2 + 83x — 16,
£(0) ~—16,

f(7) — nie mozna interpolowa¢ w punkcie X=7, gdyz lezy on poza
zakresem weztow.
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Zadanie 3.2.

Dla danych =z tabeli 3.11 obliczy¢, wykorzystujac wielomian
interpolacyjny Lagrange’a, przyblizong warto$¢ funkcji w punktach 2, -1.

Tabela 3.11. Dane do zadania 3.2

Xi -3 0 1 4 5
f; 1344 120 96 -252 -320
Odp.

W,(x) = 3x* — 23x3 + 29x2 — 33x + 120,
f(2) ~ 34, f(-1) ~ 208.

Zadanie 3.3.

Dla danych z tabeli 3.12 wyznaczy¢ tablice ilorazow rdéznicowych
wykorzystywanych w interpolacji Newtona.

Tabela 3.12. Dane do zadania 3.3

Xi -3 -1 1 2 3
fi 1 -5 5 -14 -161
Odp.

[Xo,X1] =3, [X1,X2] =5, [X2,X3] =—19, [X3,Xs] = —147,
[XO’Xl’XZ] = 2! [Xl’XZ;XS] = —8, [X2,X3,X4] = —64,
[X0,X1,X2,X3] = —2, [X1,X2,X3 Xa] = -2,

[Xo0,X1,X2,X3,Xa] = —2.

Zadanie 3.4.

Dla danych z tabeli 3.13 wyznaczy¢ wielomian interpolacyjny Newtona
I obliczy¢ przyblizong wartos¢ funkcji w punktach 1 oraz -1.

Tabela 3.13. Dane do zadania 3.4

Xi -4 -2 0 2 5
fi -2 -4 -22 -152 1123
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Odp.

W,(x) = 2x* + 6x3 — 22x% — 61x — 22,
f(1) ~ 97,

f(-1) ~ 13.

Zadanie 3.5.

Wyznaczy¢ funkcje liniowa, ktéra w sensie metody najminiejszych
kwadratow aproksymuje dane z tabeli 3.14.

Tabela 3.14. Dane do zadania 3.5

X; 1 2 3 6 9
fi 4 -6 -8 14 -20

Odp. y(x) = —2x — 2.

Zadanie 3.6.

Wyznaczy¢ funkcje postaci y=a/x+b, ktéra w sensie metody
najmniejszych kwadratow aproksymuje dane z tabeli 3.15.

Tabela 3.15. Dane do zadania 3.6

Xi 1 1/5 1/9 1/13 1/15
fi 2 -6 -14 -22 -26

Odp. y(x) = _72 + 4.

Zadanie 3.7.

Sprawdzié, czy cigg wielomianéw: Py =1,P =x—1,P, =3x*>+4
jest ciagiem wielomianéw ortogonalnych na przedziale [-1,1] z funkcja
wagowg p(x) = x + 1.

Odp. Wielomiany te nie stanowig ciggu ortogonalnego, poniewaz
(Py, Py) # 0.



4. Metody rozwigzywania ukladow rownan
liniowych

4.1. Wstep

W rozdziale tym przedstawimy metody skonczone oraz iteracyjne [1, 4, 5,
8, 9, 10] rozwigzywania uktadow réwnan liniowych postaci:

Ax = b, 4.1)
gdzie:
a].'l. a'12 aln
a a e a
A=l 2 77 an jest macierza n X n,
anl an2 ann
b,
b= b danym wektorem,
2
b,
"
X =| | szukanym rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych (4.1).
XZ
_Xn

4.2. Metody skonczone

4.2.1. Eliminacja Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa jest najczesciej stosowang skonczong metoda
numerycznego rozwigzywania nieosobliwych uktadow réwnan liniowych.
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Uktad n réwnan liniowych (4.1) mozna =zapisaC w postaci
macierzowej:

lub bezposrednio:
ax, +afx, +..+alx =b®

@) o Oy _KpO
A0 X+ a5 Xy +o A5 X, =D, 43)

Indeks w nawiasie oznacza tu kolejny krok realizowamy w wyniku
dziatania metody eliminacji Gaussa.

W metodzie wyr6znia si¢ dwa etapy:

e postepowanie proste,

e postepowanie odwrotne.

Pierwszy etap eliminacji (eliminacja w przod, czyli tzw. postgpowanie
proste) sprowadza uktad do postaci gornie trojkatne;.

Pierwszy krok metody polega na odjeciu od i-tego wiersza uktadu (4.3)
(i=2,3,...,n), wiersza pierwszego pomnozonego odpowiednio przez:

all
Po wykonaniu pierwszego kroku eliminacji otrzymujemy uktad:
APx = b (4.4)

lub:
a?x, +a2x, +..+a?x =hl?
(2) 2y _Rh®
X, +...+a’x =h
22 2 2n n 2 . (45)

©) @y —p@
Ay X, +o 3, X, =h;

WyeliminowaliSmy w ten sposob niewiadoma X, z roéwnan lezacych
w wierszach o numerach i=2, 3,..., n.
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Podobnie, w kroku drugim, eliminujemy zmienna X, z réwnan
lezacych w wierszach 3,4,..,n, odejmujac od i-tego wiersza
(=3, 4,..., n), wiersz drugi pomnozony przez m,,, gdzie kolejne mnozniki
wyznaczane sg ze Wzoru:

m; =ai?/alY  k=1..ni=2,.nj=1..n-1 (4.6)

Postepujac w ten sposob otrzymamy przeksztatcony uktad rownan:
AO@x —p®
Po wykonaniu n-1 eliminacji uzyskamy trojkatny uktad rownan:
AWy — p™
czyli:
allx, +aPx, +...+a"x =b"
alYx, +...+a’x, =h{”

(4.7)

W  drugim etapie rozwigzania (postgpowanie odwrotne Iub
postepowanie wsteczne) w celu znalezienia rozwigzania uktadu rownan,
korzysta si¢ z uzyskanej (w wyniku postgpowania prostego) macierzy
trojkatnej gornej (4.6) 1 wzordéw rekurencyjnych :

(n) _ 2 : (n)
b(n) b al k Xk
_ My K=i+1 1 —
e e (48)

nn 1|

Metoda Gaussa zapewnia uzyskanie wynikow z niewielkim btedem,
jezeli tylko wartosci wspoOtczynnikow ostatecznie zredukowanego uktadu
réwnan lezacych na gléwnej przekatnej nie sg bliskie zeru. Gdyby modut
ktorego§ z dzielnikow byt maly w poroéwnaniu z innymi
wspotczynnikami, to moglby powstaé znaczny blad numeryczny.
Istnienie zera na przekatnej wykluczatoby rozwiazanie uktadu (patrz
przyktad 4.3). Aby tego unikna¢, stosuje si¢ jedng z metod wyboru
elementu glownego [1]:

o wybor czesciowy elementu gtdéwnego,

e wybdr pelny elementu gtownego.
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Wybor czesciowy elementu glownego polega na tym, ze W k-tym
kroku eliminacji wybiera si¢ ten element k-tej kolumny albo k-tego
a(k)‘

k |
a nastepnie dokonuje si¢ przestawienia wierszy 0 numerze k z wierszem
onumerze r lub af’ = max|af’| oraz przestawienia kolumny numer k

wiersza macierzy, ktéry ma najwigkszy modut tzn.: a$ =max

k<i<n

Z kolumng numer r. Nalezy przy tym pamigta¢ o jednoczesnej zmianie
kolejnosci zmiennych w wektorze wynikowym.

Wybor pelny elementu glownego polega na tym, ze w k-tym kroku
eliminacji wybiera si¢ najwigkszy co do modulu element

a® k<r<n, k<s<n tzn.: a = max

rs k<i, j<n
przestawienia wierszy k i r oraz kolumny k i s.
W praktyce wybor czeSciowy elementu glownego zwykle wystarcza
I ze wzgledu na znacznie wigkszy koszt poszukiwania, rzadko stosuje si¢
wybor pelny. Z drugiej strony jednak metoda Gaussa jest numerycznie
poprawna tylko w przypadku pelnego wyboru elementu glownego.
Laczna liczba operacji w metodzie eliminacji Gaussa wynosi okoto
(1/3)n®*+(1/2)n*. Poniewaz samo rozwigzanie koncowego ukladu

a( )| a nastepnie dokonuje sie

trojkatnego wymaga (1/2)n® operacji, totez dla duzego n najkosz-
towniejszg czescig obliczen jest redukcja do postaci trojkatne;.

Przyktady 4.1-4.3 przedstawiaja rozne uklady demonstrujace
przypadek, kiedy czesciowy wybor elementu glownego nie jest
wystarczajacy.

Przyvkiad 4.1.

Rozwigza¢ metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu
podstawowego w kolumnie uktad réwnan:

-x; — 5x, + 0.5x3 + 5.5x, =9.5
—2x4 —-x3 + 3x, =-3
—1.5x; — 1.25x, + 0.5x3 — 0.75x, = —1.5°

—1.25x, + 0.5x3 + 5.5x, =9.5
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Postepowanie proste

Na poczatek tworzymy macierz wspoiczynnikow 4x4 powigkszong

0 wektor wyrazo6w wolnych tego uktadu:
-1 -5 05 55 9.5

-2 0 -1 3 -3
-1.5 —-125 05 -0.75 -1.5]|

0 —-125 05 55 9.5
Krok pierwszy eliminacji Gaussa

A(l) e

Chcemy zastosowa¢ wybor elementu podstawowego w kolumnie wiec
W pierwszym kroku nalezy wybra¢ element najwi¢kszy co do modutu
z kolumny pierwszej — u nas jest to element az;=-2, ktory stoi w wierszu
drugim, dlatego zamieniamy wiersz 1 z wierszem 2. Macierz ma postac:
-2 0 -1 3 -3
-1 -5 05 55 9.5
-15 -125 05 -0.75 -1.5]|

0 —-125 05 55 9.5

Nastepnie wyznaczamy mnozniki m; ze wzoru (4.7a) dla j=1, i=2,3,4
oraz podajemy od razu wzory na obliczenie nowych wierszy macierzy
wspolczynnikéw z wykorzystaniem policzonych mnoznikow:

A(l) =

_ % _-1_1 @ _ @ o _ @ _1 (1)
myq —ﬁ—_—z—z > W, =W, —my Wy =W, — w7,
11
(€]
_ % _ ~15 _3 @ _ @ _ @ _ ., @0 _3 @O
m31—ﬁ—_—2—z—>w3 = Wy mgzW; ~ = Wy ZW1 )
11
(1)
_ % _ 0 _ @ _ ., @ ® _ .0 o _ @
m41—ﬁ—_—2—0—>W4 —W4 _m41W1 —W4 _OW]_ _W4 .

Wykonujemy pierwszy krok wedlug powyzszych wzoréw (wiersz
pierwszy oczywiscie nie ulega zmianie):
-2 0 -1 3 =3
0 -5 1 4 11
0 -125 125 -3 0.75(
0 -125 -025 2 275

A(z) e

Krok drugi eliminacji Gaussa

Stosujemy wybodr elementu podstawowego w kolumnie wigc w drugim
kroku nalezy wybra¢ element najwiekszy co do modutlu z kolumny
drugiej i wierszy od drugiego do czwartego (bez elementu tej kolumny
stojacego w wierszu pierwszym) — U nas jest to element a=-5 stojacy
w wierszu drugim — wobec czego nie dokonujemy zadnej zamiany.
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Analogiczne obliczenia, jak w kroku pierwszym, wykonujemy w celu
otrzymania mnoznikéw dla j=2 oraz i=3,4 i przeksztalcenia wierszy:

_ 93, _ —125 1 (€) I )] @ _, @ _1 1(2)
ms, —F— > _Z - W3 —W3 —m32W2 —W3 _ZWZ ,
22
()
_ G4y _ -125 _ 1 G _,,> @ _, @ _1 1(2)
m42—ﬁ—_—5—z —> W4 —W4 —m42W2 —W4_ _ZWZ .

W  wyniku przeksztalcen opisanych powyzszymi  wzorami
otrzymujemy macierz:
-2 0 -1 3 -3
0 -5 1 4 11
0 O 1 -4 =2
0 0 -05 1 O

A(3) =

Krok trzeci eliminacji Gaussa

Stosujac wybor elementu podstawowego w kolumnie, w trzecim kroku
nalezy wybra¢ element najwigkszy co do modutu z kolumny trzeciej
I wierszy od trzeciego do czwartego (bez elementow tej kolumny
stojacych w wierszu pierwszym i drugim) — w naszym przyktadzie jest to
element as3=1 stojacy w wierszu trzecim, wobec czego ponownie nie

trzeba dokonywa¢ zadnej zamiany a mnoznik wyznaczamy ze wzoru:
(3)

— %3 705 _ 1 @ _,,® G _,06 1 0
m43_ﬁ_T__E = Wy =W, MWy =Wt oW,
33

W wyniku przeksztatcenia otrzymujemy macierz:
-2 0 -1 3 =3

0 -5 1 4 11

o o0 1 -4 =2/

0 0 0O -1 -1

A(4‘) =

ktora jest efektem koncowym eliminacji proste;j.

Postepowanie odwrotne

Po wykonaniu trzech krokéw eliminacji Gaussa otrzymaliSmy macierz
gorng trojkatna, dla ktorej nalezy przeprowadzi¢ postepowanie odwrotne
zmierzajace do rozwigzania tak otrzymanego uktadu réwnan:
—2x1 +0xy —x3 +3x, = -3
—=5x, + x3 + 4x, = 11
X3 —4x, = -2
—x,=-—1
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Ten etap jest juz bardzo prosty: z réwnania ostatniego wyliczamy
zmienng Xq4, Z trzeciego — Xs itd., az dojdziemy do rownania pierwszego.

W ten sposob uzyskujemy rozwigzanie:
e zrdwnania czwartego x, = 1;

e zrOéwnania trzeciego x3 = —2 + 4x, = 2;
/ . - 11-4x4—x3 11-4-2
* zrbwnaniadrugiegox, = ————=——=
, . - —3—3X4+X3 —3—-3+42
e 7z rOwnania PIErwszego x; = = =—= 2.

Zamiana wierszy nie pociaga za soba zamiany zmiennych w wektorze
rozwigzan. Zatem rozwigzaniem podanego uktadu rownan jest wektor:
x=1[2 -1 2 1]T.

Przykiad 4.2.

Metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu podstawowego w wierszu
rozwigza¢ uktad rownan:

—2x; — 4x, + 5x3 — 2x, =-5

6.5x; + 2x, + 1.25x3 + 3.5x, = 1.75

1.75x; + 7.25x, — 8.75x3 + 5.5x, = 5°

3.25x; — 2.75x, — 3.75x3 + x, =6

Poczatkowo macierz uktadu jest postaci:
-2 —4 5 -2 =5
6.5 2 1.25 3.5 1.75
1.75 725 -875 55 5
325 =275 =375 1 6

A(l) =

Postepowanie proste

Krok pierwszy

Chcemy zastosowa¢ wybor elementu podstawowego w wier-
szu - w pierwszym kroku nalezy wybra¢ element najwigkszy co do
modutlu z wiersza pierwszego. W naszym przyktadzie jest to element
a13=95, ktory stoi w kolumnie trzeciej, dlatego zamieniamy kolumne 1
Z kolumng 3.
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Macierz po zmianach ma postac:
5 -4 -2 -2 =5
av-|125 2 65 35 175
-875 725 175 55 5

-3.75 =275 325 1 6
Nastepnie wyznaczamy mnozniki:

a 1.25 1 2 1 1 1 1 1
My =—H=—-=; > Wz( ) =W2()_m21W1( . =W2()_ZW1( )
11
aY  —g75 -7 2 1 1 n,7. @
m31=ﬁ=T=T - wé)zwg)—m31w1()=w§)+zwl( ),
11
€y
a -3.75 -3 2 1 1 1 3 1
myy =G = 522 ® 0 @ = D 42,0
11
i po obliczeniach uzyskujemy macierz:
5 —4 -2 -2 -5
4@ = 0 3 7 4 3

0 025 -1.75 2 —3.75|
0 =575 175 =05 2.25

Krok drugi
Element najwiekszy co do modulu z wiersza drugiego jest to element
ax=7, ktory stoi w kolumnie trzeciej, dlatego zamieniamy kolumng 2
z kolumng 3. Macierzpo zamianie ma postac:
5 =2 —4 -2 -5
4@ = 0 7 3 4 3 _
0 —-175 0.25 2 =375

0 175 =575 -0.5 2.25
Wyznaczamy kolejne mnozniki:

_ %3 _ 175 1 3 _ ., _ @ _ @ 1 (2
m32—F—T— " — W3~ =Wy msw, ~ = Wy +ZW2 )
22
(2)
_ %y 175 1 3 _ ., _ @ _, @ _1 (2
Myo _F_T_Z - Wy =Wy MyaW, = = W, ZWZ

I uzyskujemy macierz:
5 =2 -4 -2 =5
A0 7 3 4 3|
0 0 1 3 -3
0 0 —-65 —-15 15
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Krok trzeci
Element najwigkszy co do modutu z wiersza trzeciego jest to element
aza=3, ktory stoi w kolumnie czwartej, dlatego zamieniamy kolumng 3
Z kolumna 4.
Macierz po zamianie ma postac:
5 -2 =2 -4 =5
A® = 0o 7 4 3 3 .
0 0 3 1 -3
0 0 -15 —-65 15
Wyznaczamy mnoznik:

a _-15_ 1 3) @ _. 3,1 (3

My =222 == 2 5 W=y ® g w® =@ gy
BT 607 3 T 4 T 4 433 T Wa 2773
33
I ostatecznie otrzymujemy macierz:

-5 -2 -2 -4 -5
o 7 4 3 3
o 0o 3 1 -3
0 0 0 —6 0

A(4) =

Postepowanie odwrotne

Zamiana kolumn pocigga za sobg zamiany w wektorze rozwigzan:

e Wyjsciowa sytuacja dla numeréw zmiennych to: [1, 2, 3, 4];

e pierwsza zamiana dotyczyta kolumn 11 3: [3, 2, 1, 4];

e druga zamiana dotyczyla kolumn 21 3: [3, 1, 2, 4];

e trzecia zamiana dotyczyta kolumn 31 4: [3, 1, 4, 2].

Dla takiej kolejnosci w wektorze zmiennych wykonujemy
postgpowanie odwrotne:

—5x3 — 2x; — 2x, —4x, = =5
7x1 +4x4 +3x, =3
3x4 +x, =-=3"°
—6x, =0
Szukanym rozwiazaniem jest:
x,=0,x, =-1,x;, =1, x3 =—1.

Zatem rozwigzaniem podanego uktadu réwnan jest wektor:
x=[1 0 -1 -1]".
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Przykiad 4.3.

Metoda eliminacji Gaussa bez wyboru elementu podstawowego
rozwigza¢ podany uktad rownan:
—X1 — 2X, +4x; +2x, = —4
—4x3+2x, =6
—0.5x; —x, +2x3 +5x, =2 °
—0.5x; — x, —2x3 + 8x, =9
Macierz wyjsciowa ma postac:
-1 -2 4 2 -4
0 0 -4 2 6
-05 -1 2 5 2
-05 -1 -2 8 9

A(l) e

Krok pierwszy
Dokonujemy obliczen:

_a) o @ _ @ W _

myq __a(l)_—_=0 = W, =W, My Wy =W,
11
0
_ 93 _ 05 _ 1 @ _ 1 @ _ W _ 1 (1
m31—a(1)— =5 ™ Wi =ws Mg W~ = Wy SWr
11
(€9)
_ %y 705 1 @ _ @ @ _ ., @ 1 (1)
My =" =7 =5 72Wa =W, MW, =W, =W

I otrzymujemy macierz:

-1 -2 4 2 —4
0 0 -4 2 6
0o o0 2 5 2

0 0 -4 7 11
Po pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa element a,; jest rowny

zero, co powoduje niemozliwos¢ prowadzenia dalszych obliczen. Metodg
eliminacji Gaussa bez wyboru elementu podstawowego nalezy w tym
miejscu zakonczy¢. Nie uzyskaliSmy rozwigzania uktadu. Nie oznacza to
jednak, ze macierz jest osobliwa.

Ten sam uktad mozna sprobowaé rozwigza¢ metoda eliminacji Gaussa
z wyborem elementu podstawowego. W tym przypadku rowniez ta
metoda nie da rozwigzania, CO oznacza, ze macierz jest osobliwa i uktad
jest sprzeczny.

A(l) e
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4.2.2. Eliminacja Gaussa-Jordana

Metoda eliminacji Gaussa-Jordana jest modyfikacja metody eliminacji
Gaussa. Uktad n rownan liniowych (4.2), tzn.

& &) Wy —po
a X +ag; X, +..+ag X, =b

al’x +aldx, +..+aPx =b

, (4.9)

Wy —p®
n

nn“'n

ax, +allx, +..+a

droga elementarnych transformacji przeksztatcany jest tak, ze zaréwno
powyzej, jak 1 ponizej gldwnej przekatnej wystepuja wspotczynniki
Zerowe.

Uktad rownan (4.9) przeksztalcamy zgodnie z ponizszym algorytmem.

Pierwsze rownanie dzielimy obustronnie przez a{} a nastepnie od i-tego
wiersza (i=2,3...,n) odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony przez a.’,
otrzymujac uktad rownan:
APx =p® (4.10)
postaci:
(2) @y —p®
X, +an X, +...+a X, =b

() @y _h®
X, + .+ a5 X, =h, 4.11)

a?x, +..+a%x =b®

Nastepnie drugie réwnanie dzielimy obustronnie przez af) i od i-tego
wiersza (i=1,3,4,...,n), odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez a9,

otrzymujac uktad:
AP®x =p®, (4.12)
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postaci:
@®) @y _ RO
X +ay X, +--+arx, =h
3) 3) 3)
X, + 855 Xy -+ + 8, X, =Dy,
2 23 M3 2n *n (4.13)

aldx, +---+a%x, =b®

Po n-1 eliminacjach otrzymuje si¢ uktad 0 macierzy diagonalnej:
X, =b®
X = p{™

? ? (4.14)

a zatem juz gotowe rozwigzanie.

Metoda ta zwana metodg eliminacji Jordana lub metodq eliminacji
zupelnej wymaga wykonania okoto poéttora raza wigcej dziatan, niz
w przypadku metody eliminacji Gaussa. Liczba zajetych komorek
pamieci jest taka sama. Aby nie wystgpito dzielenie przez zerowy element

U= " nalezy zastosowaé odpowiedni wybdr elementu podstawowego.

aii
Zaleta redukcji Gaussa-Jordana jest mozliwo$¢ rozwigzywania uktadu
robwnan ,,obcietego” do Kk poczatkowych réwnan i k niewiadomych
(w przypadku, gdy dokonujemy redukcji bez wyboru elementow
podstawowych). Metoda ta umozliwia ponadto rozwigzywanie uktadu
rownan przy oszczedniejszym wykorzystaniu pamieci operacyjnej, co
pozwala na rozwigzywanie ukladow o wigkszej liczbie zmiennych.
Istotng wada jest tu jednak duzy naklad obliczen, ktéry nie ulega
zmniejszeniu podczas ponownego rozwigzywania uktadu réwnan przy

zmienionej prawej stronie uktadu wektora b (4.9).

4.2.3. Rozklad LU

W  wielu zagadnieniach numerycznych dotyczacych macierzy
kwadratowych A, poszukujemy takich macierzy trojkatnych L i U
(zobacz wzor 2.10), by: A=LU (jest to tzw. rozktad tréjkgtny, albo
rogklad LU). Metoda eliminacji Gaussa umozliwia wyznaczenie takiego
rozktadu.
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Uktad:

Ax=b
jest rownowazny uktadowi:

LUx=Db,
ktéry rozpada si¢ na dwa uktady trojkatne:

Ly=b
i

Ux=y.

Znajac czynniki L i U mozna rozwigza¢ uktad Ax=b kosztem
2n*/2=n> operacji (eliminacja Gaussa wymaga natomiast »’/3
operacji).

Niech A bedzie macierza wymiaru n X n i niech A, oznacza macierz
k x k, utworzong z elementow poczatkowych k wierszy i kolumn z A.
Jesli det(A,) =0 (k=1,2,..,n-1), to istnieje jedyny rozklad A=LU na
czynniki takie, ze:

e macierz L:[IijJ jest macierzg dolnie trojkatng i ma elementy

. =1 (i=1,...,n)

e macierz U= [ul.j] jest macierzg gornie trojkatna.

Zauwazmy ponadto, ze macierz U jest koncowa macierza trojkatng
otrzymang za pomocg eliminacji Gaussa. Aby otrzyma¢ macierz L,
nalezy zachowaé mnozniki m, =ay’ /a’, ktére okresla sie w eliminacji

Gaussa (4.7a) tak, ze al\™ staje si¢ zerem (mozna wigc na miejscu a'y’

wpisa¢ m, tak jak to pokazano na schemacie 4.15). Wtedy [;;, = my,.
Nie trzeba tez pamigta¢ jedynek z gtdéwnej przekatnej macierzy L, dlatego

nie jest potrzebna dodatkowa pamig¢.
Efekt rozktadu LU macierzy A mozna zobrazowaé¢ schematem:

@ e A Gy Uy Uy e Uy Uy

My, Uy Uppa Uz
= .. .| (4.15)

aZl a22 a'2,nfl a2n

anl anz an,n—l ann mnl mn2 rnn,n—l unn
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Bezposrednie wzory na elementy macierzy U oraz L przedstawiajg si¢
nast¢pujgco dla i=1,2,..,n oraz j=1,2,..,n:

wj = a; — Zich law;  dla i<, (4.16)
uij =0 dla i> j,

i~ Sl Lkt
Lﬁ:@LJﬂlﬂﬁ dla i<j,

Uij
;=1 dla i=} (4.17)

Wzory te nalezy stosowa¢ naprzemiennie dla obu macierzy, tzn. na
poczatku obliczamy pierwszy wiersz macierzy U: Ui, Uiz, ..., Ui
I kolejno pierwsza kolumng macierzy L: Iy, a1, ..., In1, @ nastepnie drugi
wiersz macierzy U i drugg kolumne¢ macierzy L itd.

Znajomos$¢ rozkltadu LU macierzy A jest niezbedna do obliczenia
wyznacznika macierzy i znalezienia macierzy odwrotnej A™.

Przyklad 4.4.

Metoda rozktadu LU rozwigza¢ uktad rownan:
3x; —4x, +4x; —4x, = -9
1.5x; — x, + 2x3 — 2x, = —3.5
1.5x; — 0.5x, —3x, = —
4.5x; —5.5x, + 4x3 — 9x, = —14

Macierz wyjsciowa ma postac:
3 -4 4 —4

15 -1 2 =2

1.5 -05 0 -3|

45 =55 4 -9

A=

Dlai =1 obliczamy pierwszy wiersz macierzy U:
Uyp = aqp =3,

Uy = Ay = —4,

U3 = a3 = 4,

Uy = Aqq = —4.
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oraz pierwsza kolumn¢ macierzy L:

my; =—=—=20.5
217y, 3 ’
a 1.5
m31=ﬂ=—=05,
Uq1 3
a 4.5
m41:u;41— :15

Dla i = 2 obliczamy drugi wiersz macierzy U (poczawszy od glownej
przekatnej) oraz druga kolumn¢ macierzy L (ponizej gtownej przekatnej):

Upy = Qpp —Myg U = —1—05-(—4) =1,
u23 = a23 _m21'u13 = 2_054‘ = 0,
Upy = Qg —Myy " Uy = —2— 0.5+ (—4) =0,
Mary = A32—M31U12 _ —0.5-0.5:(-4) =15

32 os 1 .5,
Moo = Q4—My1 U1y _ —5.5-15(-4) 0.5

42 — Uzs - 1 = VU.O.

Kolejne elementy macierzy U oraz L obliczamy ze wzorow:

U3z = Q33 —Mg3q " Uz — M3y " U3 =0—05-4—-15-0= -2,
u34 = a34_m31'u14_m32 'u24 = _3_05(_4)_ 150 = _1
Ag3—Mgq U3~ My U3 4-1.54-0.5-0
m43 = u33 = _2 = 1'
Ostatecznie macierze L i U sg postaci:
1 0 0 O 3 -4 4 -4
L= 05 1 0 0 U= 0 1 0 0
05 15 1 of 0o 0 -2 -1
1.5 05 1 1 0 O 0 -2

Kolejny etap obliczen to rozwigzanie dwoch uktadéw rownan:

Ly=b i Ux=y.

Rozwiazujac pierwszy uktad rownan Ly = b otrzymujemy:

y1 =9 -9
0.5y; +y, = =35 1
0.5y; + 1.5y, + y; = =2 I 1 ‘
1.5y, + 05y, +y; +y, = —14 -2
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Rozwigzujac drugi uktad Ux =y mamy:

3xl_4‘xZ+4‘X3_4‘X4 = -9 1
xZ =_9 _ 1

= X = 1l
1

_ZX3 — Xy = 1
x4=_2

Ostatecznie rozwigzaniem podanego uktadu rownan jest wektor:

x=[1 1 -1 1]".

4.2.4. Rozklad Choleskiego

Przy zatozeniu, ze macierz A 0 wymiarze n X n jest macierzg symetryczng
dodatnio okreslong, dekompozycja LU tej macierzy ma duzo prostszg
postac i nazywa si¢ ja rozktadem Choleskiego.

Dla takiej macierzy wszystkie minory gléwne sg dodatnie i rozktada
si¢ ona jednoznacznie na czynniki trojkatne:

A=L-LT (4.18)
gdzie macierz L ma postac:
Ly 0 .. 0
_la L2
L= : 0
Liy by o lLin
Elementy macierzy L obliczamy wedtug wzorow:
ls =+ag —Y3iUs)? dla s=12,...,n (4.19a)
L ys—1 g
lyy = @ elidd g =5 41,0 (4.19h)

Macierz L obliczamy kolumnami. W rozktadzie LU nalezato policzy¢
n? elementéw, natomiast w rozkladzie Choleskiego wystarczy policzy¢
n(n+1)/2. Elementy macierzy L' moga by¢ przechowywane W macierzy
L, wiec niepotrzebna jest dodatkowa pamig¢.

Rozwigzanie uktadu rownan Ax=b jest rownowazne uktadowi
LL"x=b, ktory rozpada sic na dwa uklady trojkatne: Ly=b i LTx=y.
Koszt rozwigzania (liczba mnozen) wynosi w tym przypadku 1/6 n®,
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Przyklad 4.5.
Wykorzystujgc rozktad Choleskiego rozwigza¢ uktad rownan postaci:
X1+ 2x, +3x3 =1
{2x1+8x2+10x3 =3.
3x1 +10x, + 22x3 =7
Na poczatku sprawdzamy, czy macierz uktadu

1 2 3
A=|2 8 10
3 10 22

jest dodatnio okreslona. W tym celu nalezy obliczy¢ minory gtowne:
A, =det[1] =1, A, = det [; g] — 4, A, = det(A) = 36.

Wszystkie minory gtéwne sg dodatnie co gwarantuje, ze macierz A jest
dodatnio okreslona i mozna zastosowa¢ rozktad Choleskiego. Obliczamy
elementy macierzy L:

Ly =+Va;; =1,
azq 2
121—1——1—2,
11
_a31_3
l31—l_—I—3,
11

l, = \/azz - 211<=1(l2k)2 = \/azz —(l31)? = V8 — 22 =2,

_ A32-Yh—q laklak _ Gzp—lziclyy _ 10-32 2
- - ’

l32 - 32 32 2

l33 = \/a33 - 2%:1(131()2 = \/a33 — (I31)? = (I3p)?* =
V22 —-32-22=3

Macierz L ma zatem postac:
1 0 O

L=12 2 0|
3 2 3

Po wyznaczeniu macierzy L nalezy rozwigza¢ dwa uklady rownan:
Ly=b i L x=y.
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Rozwigzujemy pierwszy uktad Ly = b:

y1 =1 1
2y1+2y, =3 = y= [0.5].
3y + 2y, +3y; =7 1
Rozwigzujemy drugi uktad LTx=y:

x1+2x2+3x3 =1 1/6
1 2xy + 2x3 = 0.5 = x= \—1/12].
3x3 =1 1/3
Rozwigzaniem podanego uktadu rownan jest zatem wektor:
1 1 17
x= [E' T 12’ E] '
4.2.5. Rozklad QR metoda Householdera
Niech dane beda :

A€R™" rank(A)=n<mib€R™.

Jesli n<m moéwimy, ze uklad rownan Ax=b jest nadokreslony, tzn.
mamy wigcej rownan (M) niz niewiadomych (n). Taki uktad nie zawsze
posiada rozwigzanie, ale zawsze mozna znalez¢ przyblizone rozwigzanie
zgodne z pewnymi zatozeniami.

Zadanie wygtadzania liniowego polega na znalezieniu wektora X*,
ktory minimalizuje wektor residualny (wektor reszty) r = b — Ax tzn.:

lIb — Ax*||, = ming||b — Ax||,. (4.20)

Zadanie  wygladzania  liniowego jest wiec  uogolnieniem
rozwigzywania kwadratowych uktadow réwnan liniowych. Metoda
Householdera jest jedng z metod znajdowania rozwigzania dla uktadow
réwnan prostokatnych.

Odbicia Householdera

Dla danego wektora w € R™ o normie ||wl||, = VwTw = 1, odbicie
(macierz) Householdera definiujemy jako:

H=1-2ww". (4.21)
Zauwazmy, 1z:

Hx = x — 2(wTx)w = x — 2r, (4.22)
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gdzie r jest rzutem prostopadtym X na kierunek wektora w. Ze wzoru
(4.22) wynika twierdzenie 4.1.

Twierdzenie 4.1

Przeksztalcenie Householdera przyporzadkowuje wektorowi X jego
odbicie lustrzane wzgledem hiperptaszczyzny prostopadiej do wektora w.

Twierdzenie 4.2

Odbicia  Householdera  sa  przeksztalceniami  symetrycznymi
i ortogonalnymi (tj. niezmieniajacymi dtugosci wektora), tzn.

HT =H= H_l. (423)

Przeksztalecenie Householdera stosuje si¢ do przeprowadzenia
wektora x # 0 na kierunek innego wektora niezerowego e, czyli:

Hx = ae. (4.24)
Zalozmy, ze ||e||, = 1. W szczegblnosci dla e=el otrzymujemy wzory:

H=1- g, (4.25)
gdzie
[ X Fsignx)lxll, i=1
ne { Xj, 2<i<m (4.26)
B= % llull3 = |IxI13 + sign(x)xq [Ixl13 (4.27)

oraz sign(t) oznacza znak liczby t.
Wspotczynnik o ze wzoru (4.24) ma wartosc¢:
a = —sign(x;)llx|l2. (4.27a)

Rozktad QR

Odbi¢ Householdera mozna uzy¢ do uzyskania rozktadu macierzy
A € R™™ nailoczyn ortogonalno-tréjkatny.

Twierdzenie 4.3
Kazdg macierz A € R™" dla m>n, ktorej rank(A) = n < m czyli taka,
ktorej kolumny sg liniowo niezalezne, mozna przedstawi¢ w postaci:
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gdzie Q € R™™ ma kolumny ortogonalne, a R € R™ ™ jest macierzg
uogo6lniong trojkatng gorng.

Niech:
A = [ago), ago), . ago)] (4.29)
gdzie a; oznacza j-ta kolumn¢ macierzy A.

Niech H; przeksztalca aio) na wersor e; € R™.

Wtedy

AD = HA = [Hlagﬂ, H,al”, ...,Hlagﬂ] (4.30)
A = [r“ gz r(lf) (4.31)

0 a; . ap

W kolejnym kroku wybieramy przeksztatcenie Householdera H, tak,
aby przeksztatcalo ono wektor agl) na kierunek wersora e; € R™1,

Wtedy przyjmujemy:
1 0
H, = [o Hz]' (4.32)

Pomnozenie macierzy AY z lewej strony przez H, spowoduje
wyzerowanie drugiej kolumny macierzy ponizej elementu agz), przy
czym pierwszy wiersz i pierwsza kolumna macierzy pozostang
niezmienione. Zatem:

A(2)=H2H1A=[r11 s o " e (4.33)
0 H®aP H@LP . H®@aW
I posta¢ ostateczna:
riq rq, TIiz3 ... I'n
A@ =] 0 T2z T3 o 1y (4.34)
0 o agz) a;z)

Po wykonaniu n krokéw otrzymujemy macierz:
A™ =H_ ..H,HA (4.35)
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postaci:

11 Iz Tin
cee r
A — 0 : F22 C . (436)
0 0 .. H(n)a;“‘l)

)

gdzie H(n) przeksztatca a" ™ na wersor e, € R*.

Oznaczmy
rqq rI12 . TIqp

R, =Y Jezow T | (4.37)
0' 0. . I:nn

Wtedy:

R = [%1]. (4.38)

jest uogolniong macierzg trojkatng gorng wymiaru mxn taka, ze:

Tl]=0dlal>]

Skoro:

H, ..H,H;A =R, (4.39)
to podstawiajac:

Q =H;H, ..H, (4.40)

dostajemy rozktad macierzy A na iloczyn macierzy ortogonalnej Q
I macierzy gornie trojkatnej R (4.28).

Koszt metody Householdera to 2n?(m —g). Dla m=n daje to §n3

czyli dwa razy wiecej niz metoda eliminacji Gaussa. Metoda
Householdera jest numerycznie poprawna, idealnie nadaje si¢ do obliczen
rownoleglych. Niewatpliwa jej zaletg jest fakt, iz mozemy ja stosowac
w przypadku ukladow prostokatnych. Dla uktadéw nadokreslonych
otrzymujemy  rozwigzanie  minimalizujagce  sum¢  kwadratow,
aw przypadku uktadéw niedookreslonych rozwigzanie o minimalnej
normie. Metoda ta posiada takze wigsza dokladnosc obliczen,
W poroéwnaniu z metodg Gaussa.
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Przykiad 4.5a.

Wykorzystujagc odbicie Householdera przeprowadzi¢ wektor @ =
[—4,0,3]7 nawektor b = [*,0,0].

Najpierw policzymy dtugo$¢ wektora a:
lall; = /(-4)? +0+32 =5

sign(a;) = sign(—4) = —1

Nastepnie nalezy obliczy¢ wspotczynnik o ze wzoru (4.27a):

a=—(-1)-5=5.

W tym przypadku, nie jest konieczne obliczanie catego H.
Otrzymujemy wektor b = [5,0,0]T.

4.2.6. Wyznaczanie macierzy odwrotnej

Przy zalozeniu, ze macierz A 0 wymiarze n X n jest macierzg nicosobliwa,
mozemy wyznaczy¢ rozktad trojkatny macierzy A=LU.

Tzn.:
(10 .. 0 O0fuy Uy o U,y Uy
|21 1- 0 0|0 @ Upna  Upy
A=
ly 1o o Loy 10 0 .. 0 U,

i obliczy¢ macierz odwrotng do A jako iloczyn macierzy odwrotnych do
UidoL, czyli:
At=U".LT

Macierz odwrotna do L jest takze macierzg dolnotrojkatna:
1 0 .. 0 O]

I, 1 0 0
Lt=| .. . L iL L=l

1 ) )
Inl In2 In,n—l 1‘_
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Elementy I macierzy odwrotnej L™ wyznaczamy ze wzorow:

l; = ~ Yt lu iy dla i>]

lij=1 dla i=j (4.41)
=0 dla i<j

gdziei=1,..,n, j=1,..,n

Macierz odwrotna do U jest macierzg gornotrojkatng:

E u ul,n—l uln
O 2 u2,n—1 u2n
U=
0 0o .. 0 u .
L -mljuut=l.

Elementy . macierzy odwrotnej U™ wyznaczamy ze wzorow:

n 4
(- TR vaeuiy)
ui]' =
uj;

uij=1/u; dla i=j, (4.42)
u{]-=0 dla i>j,

dla i<,

gdziei=1,..,n, j=1,..,n.
. 1, 1, 1.5 2,
Gdy L i U s3 znane, metoda wymaga En +En +§n = gn
operacji. Poniewaz rozktad trojkatny macierzy A wymaga »’/3 operacji,
to ogdlny koszt odwracania macierzy wynosi n® operacji.

4.2.7. Obliczanie wyznacznika macierzy

W celu obliczenia wyznacznika macierzy A dokonujemy rozktadu
macierzy A metodg LU. Jest to pomocne dlatego, ze wyznacznik
macierzy trdjkatnej jest réwny iloczynowi elementow tej macierzy
stojacych na gléwnej przekatne;.

Jezeli wigc A=LU, wowczas:

det A=detL-detU=1-detU=u,,u,,-...-u

nn*
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W przypadku przestawiania wierszy macierzy A, wyznacznik ten
nalezy pomnozy¢ przez (—1)*, gdzie s jest taczng liczbg przestawien
wierszy.

4.3. Metody iteracyjne

W poprzednich podrozdziatach przedstawiono najwazniejsze metody
skonczone rozwigzywania ukladow rownan liniowych. Realizacja tych
metod dla uktadu n x n wymaga n? komoérek w pamieci operacyjnej oraz
wykonania rzedu n® dzialan arytmetycznych. Jesli wiec tylko n nie jest
zbyt duze i uktad jest dostatecznie dobrze uwarunkowany, to rozwigzanie
zadania nie nastrecza zadnych trudnosci.

W praktyce obliczeniowe] pojawiaja si¢ jednak dosy¢ czgsto uktady
liniowe, ktéorych wymiar n jest rzedu 10° lub nawet wickszy.
Podstawowym zrodlem takich zadan s3 metody przyblizonego
rozwigzywania rownan rozniczkowych czastkowych. Prawie zawsze
macierze wielkich ukladéw liniowych nie sa macierzami pelnymi, ale
rzadkimi, tzn. majg niewiele elementow niezerowych. Jednym ze
sposobow rozwigzywania wielkich ukladow réwnan jest stosowanie
metod iteracyjnych, ktore =zakladaja jedynie mozliwo$¢ mnozenia
dowolnego wektora przez macierz uktadu (lub przez macierz od niej
pochodzacg). Jesli macierz jest rozrzedzona, to mnozenie takie wymaga
wykonania okoto n dzialan arytmetycznych a nie n®, jak w przypadku
ogblnym.

Zaleta metod iteracyjnych jest rowniez mozliwo$s¢ wyznaczenia
przyblizenia rozwigzania z zadang dokladno$cig, niekiedy kosztem
istotnie mniejszym od kosztu metod skonczonych. Dla niektorych zadan
metody iteracyjne sa wigc efektywniejsze.

Jedna z najprostszych metod iteracyjnych jest metoda iteracji prostej.
Polega ona na przej$ciu od danego uktadu réwnan liniowych (4.1) do
roOwnowaznego (tzn. majacego te same rozwigzania) uktadu:

X = Bx+c. (4.43)

Sposob wyznaczenia macierzy B i wektora ¢ zalezy od rodzaju
stosowanej metody iteracyjnej (patrz rozdziat 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3).
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Znajac (4.43) wyznaczamy ciag {x(”},i =1,2,... kolejnych przyblizen

rozwigzania X = A™'b ze wzoru:

X =Bx® +¢, i=01,... (4.44)

Odejmujac stronami rownanie (4.43) od réwnania (4.44) otrzymujemy:

"V —x =B(x"” —-x), i=0,1,... (4.45)
a stad:

X —x =B(x® —x) = BB(X"™" - x)... = B"(x¥ - x), (4.46)
gdzie:

B =B-B-...-B(i+1razy), i=0,1,... . (4.47)

Przechodzac do norm otrzymujemy oszacowania:

| X —x <] B [ 60 -0 <] B [* | <02 | 449

i+l

Istotng rzeczg jest znajomo$¢ warunku wystarczajacego zbieznosci
metody iteracyjnej. Wystarczajgcym warunkiem na to, aby ciag

{x“)},i =1,2,... zdefiniowany wzorem (4.44) byt zbiezny do rozwigzania

uktadu (4.1) jest, aby dowolna norma macierzy B byla mniejsza od
jednosci. Dla wielu metod sprawdzenie nierownosci ||B|| <1 jest mozliwe.

Metody Jacobiego, Gaussa-Seidela, nadrelaksacji (SOR) sg wariantami
metody iteracji prostej.
4.3.1. Metoda Jacobiego
Przedstawmy macierz wyjsciowego uktadu w postaci:

A=L+D+U, (4.49)

gdzie D jest macierzg diagonalng, L - macierza dolng trojkatng, a U -
macierza gorng trojkatng o zerowych elementach diagonalnych.
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Przykiad 4.6.

Rozktad przyktadowej macierzy wedtug wzoru (4.49) jest postaci:
1 2 3 0 00l |2 00 |02 3

4 5 6|=(4 0 0(+|0 5 0|+|0 0 6]
789 7 8 0/ |00 9] |0 0O
Rozwigzywany uktad Ax=b mozna zapisac jako:
(L+D+U) x=b
a stad:
Dx=-(L+U)x+b. (4.50)
Jesli macierz D jest nieosobliwa (jest tak np. w przypadku macierzy

symetrycznej dodatnio okreslonej) to mozemy przejs¢ do ukiadu
roOwnowaznego:

X=B, Xx+c¢, (4.51)
gdzie:
—_ _N!
B, ‘Dl[; (L+U), (4.52)
C= :

Przeksztatcajac rownanie (4.50) zapisane w postaci:
D= (L+U)xO+b,
otrzymujemy:
. k-1 . n .
a, X\ = —[Zaijg" + Zaijﬁ')J +b ,k=12,..,n.
=1

j=k+1
Po dalszych przeksztatceniach dochodzimy do zaleznosci:

n
- Zaijg') +b,

X;EM) I ,dla a, #0,k=12,..,n. (4.53)
A

Jako poczatkowe przyblizenie wybiera si¢ czesto wektor x©=0.

Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci jest spetniony m.in. gdy
A jest nieredukowalna i1 diagonalnie dominujaca.

Macierz A jest nieredukowalna, jezeli poprzez przestawienie wierszy
i kolumn nie mozna jej sprowadzi¢ do postaci blokowej gornej trojkatne;.
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Macierz A o wymiarze n x n nazywamy diagonalnie dominujgcq, jesli

n
dla i=1,2,...,n zachodzi niero6wnos¢ |a,~,~| > Z a
j=1,j#i

|

Przykiad 4.7.
Zgodnie z definicja macierz:

31 0
A=|0 2 2
4 1 -5

jest macierzg diagonalnie dominujaca, poniewaz dla kazdego i=1,2,3

3
zachodzi [a;| > D ay| .
i=Lji

Jesli A jest macierzg nieredukowalng 1 diagonalnie dominujaca, to A
jest nieosobliwa i wszystkie elementy diagonalne macierzy A sg rézne od
zera.

Rowniez macierze symetryczne dodatnio okre§lone sa nieosobliwe,
a wszystkie ich elementy diagonalne sg dodatnie.

4.3.2. Metoda Gaussa-Seidela

. . .. . j j [ [ T -
Zatézmy, ze znamy juz przyblizenie x* = x,(’),xé’),...,xi’)] . W metodzie

(i+1)

Gaussa-Seidla nastepne przyblizenie x wyznacza si¢ tak, aby jego
(i+1)

kolejne wspoétrzedne x,"”, (k=1,2,...n) spetniaty rownania:
A X+ ag X +a X+ =b, (4.54)

Korzystajac z przedstawienia (4.49) macierzy A, mozemy te
zalezno$ci zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(L+D)x™ +Ux® =p,
a stad:

xt =B x” +c, (4.55)
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gdzie:
Bes =—(L+D)™U,

56
¢=(L+D)"b. (4.50)

Warunkiem na to, zeby macierz B, byta dobrze okreslona, jest
niezerowos¢ wszystkich elementéw diagonalnych macierzy A.

Przeksztatcajac rownanie (4.54), otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢
pomiedzy wspotrzednymi kolejnych przyblizen:

k-1 _ n :
_ Zakj X — z a;x\" +b,
= j=k+1 k=12..n. (4.57)
A

Metoda Gaussa-Seidela, jako ulepszenie metody Jacobiego, zachowuje
te same warunki zbieznosci. Jezeli macierz A jest dodatnio okreslona to
metoda Gaussa-Seidela jest zbiezna dla dowolnego wektora
poczatkowego [8, 10].

Metode Gaussa-Seidela stosuje si¢ niemal wylacznie do uktadow
Z macierzg diagonalnie dominujaca gdyz w wielu praktycznych
zastosowaniach jest to tatwy do spelnienia warunek gwarantujacy
zbieznos¢ metody.

4.3.3. Metoda SOR (nadrelaksacji)

Modyfikacja metody Gaussa-Seidela, przyspieszajaca zbieznos¢
konstruowanego ciggu (4.57), polega na przemnozeniu poprawki
obliczanej w (4.57) przez odpowiednio dobrang liczbe .

Ponownie korzystajac z wzoru (4.49) mamy:

a(L+D+U)x=ab =
Dx=Dx-o|(L+D+U)x-b]= (4.58)
(D+ L)X = (1-w)DXx" —aUx™ + wb

lub w rownowaznej postaci:
Dx™® = (1- @)DX? — o(Lx " + Ux" —b). (4.59)
Przeksztatcajac dalej otrzymujemy zalezno$¢:

=B, x" +c, (4.60)

x D)
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gdzie:
B, =(D+aL)™*((1- ®w)D-al),
c=aw(D+aol) b,
Wzér (4.60) mozna zapisaé w postaci:
N DN (i)
=2 3" = X agx{ +b,

X = x® 4 I = k=12,...n, (4.61)
A

i dalej:

k-1
a, X" = (1- w)a, x" - (Zaijﬁ'”) + Zaij") kJ : (4.62)

=

Dla =1 jest to metoda SOR (ang. successive over relaxation).
Zwiekszajac wspotczynnik @, mozna probowaé przyspieszaé jej
zbieznos¢. Parametr ® moze przyjmowaé warto$ci co najwyzej
Z przedziatu (0, 2), gdyz dla pozostalych warto$ci metoda moze nie by¢
zbiezna dla pewnych przyblizen poczatkowych.

Metody Jacobiego i Gaussa-Seidela mozna ewentualnie stosowac¢ do
uktadow bardzo dobrze uwarunkowanych. Znacznie efektywniejsze,
szczegOlnie dla zadan o duzym wskazniku uwarunkowania, jest uzycie
metody SOR lub metody Czebyszewa.

Przykiad 4.8.

Dla uktadu:
4x, - X, =2
-X, +4X,- X;=6
- X, +4X;=2

obliczono kilka przyblizen metodami Jacobiego, Gaussa-Seidela i SOR.
We wszystkich metodach przyjeto x® =0.

Metoda Jacobiego

Dla metody J acoble%o korzystajqc ze wzoru (4.50) :
Dx"V= -(L+U)x"+
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a stad:

X = -DHL+UXO+D .

Obliczamy kolejno:
x@= -DYL+U)xD+D b=

% 0 0] 0 -1 0f0] [% 0 0T2] [05
-0 % 0|-1 o -1|0|+|0 ¥% of6|=[15],
0 0 % 0o -1 ofo] o 0 ¥%|2| |05

xI= DUL+UXP+D o=
% 0 0] 0 -1 ofx%] [% 0 o]2] [0875
-0 % 0|-1 0 -1|%|+|o ¥ o]e|=|175],
0 0 %] 0 -1 o|x| |0 0 ¥%|2| 0875

x¥= -D(L+U)x@+Db=[0.9375, 1.9375, 0.9375],
x®= -DY(L+U)x“+D*h=[0.9844,1.9688,0.9844].

Metoda Gaussa-Seidela
Korzystajac z metody Gaussa-Seidela okre§lonej wzorami (4.55), (4.56):
x" = _(D+L)UxO+(D+L)™ b,
wyznaczamy kolejne przyblizenia:
x@= -(D+L)*'UxW+(D+L)b=[0.5000, 1.6250, 0.9062],
x®= -(D+L) 'Ux®+(D+L)b=[0.9062, 1.9531, 0.9883],
xW= -(D+L)*'Ux®+(D+L) ' b=[0.9883, 1.9941, 0.9985],
xO= -(D+L) 'Ux¥+(D+L)b=[0.9885, 1.9993, 0.9998].

Metoda SOR
W przypadku wykorzystania metody SOR zdefiniowanej wzorem (4.61):
X == (D + o) (1 - @)D — U)XV + (D + al) b,
dla ®=1.2 otrzymujemy kolejno:
x®=10.6000, 1.9800, 1.1940],
x®)=[1.0740, 2.0844, 0.9865],
x®¥=1[1.0105, 1.9822, 0.9974],
x®=1[0.9926, 2.0005, 1.0007],
natomiast dla @=1.1 mamy:
x®=10.5500, 1.8013, 1.0453],
x®=0.9903, 2.0297, 1.0036],
x®=[1.0091, 2.0005, 0.9998],
x®)=[0.9998, 1.9997, 0.9999].
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Doktadne rozwigzanie uktadu jest rowne:

x=[1, 2, 1].

Z powyzszych zestawien wynika wigc, ze metoda Jacobiego jest
zbiezna najwolniej, natomiast najszybciej zbiezna jest metoda SOR
w przypadku o=1.1.

4.3.4. Metoda Czebyszewa

Zajmiemy si¢ teraz metoda rozwigzywania wielkich ukladéw réwnan
liniowych Ax=b o symetrycznej dodatnio okreslonej macierzy A
wymiaru n x n.

Chcemy skonstruowaé ciag {x'} przyblizeh rozwiazania x=A"b,
spetniajacy rownosci :

x® —x =W (A)(x? -x), (4.63)

gdzie W, jest wielomianem stopnia nie wigkszego niz i, a x'¥ jest danym
przyblizeniem poczatkowym X.

Przeksztatcajac (4.63) otrzymujemy zalezno$¢:

x® =W, (A)X® — (W, (A) - Dx.

W celu wyznaczenia wektora x nalezy obliczy¢ (W,(A) +1D)x.
Wektor ten jest rowny:

W, (A)+ x =@ A" +al) A" + ... +aP A)x + (@) -1)x =
= @A™ +a"A” + . +al’ b+ (al’ —~1)x.

Musimy zatem zalozy¢, ze al’ =1, co odpowiada warunkowi
W, (0) =1. Z zaleznosci (4.63) wynika oszacowanie:

b <, =W ]

Aby zapewni¢ jak najlepsza zbiezno$¢ ciagu {x,}, musimy wybrac¢
wielomian W, o mozliwie matej normie |W,(A)|,. Poniewaz A jest

z zalozenia macierza symetryczng, to ||VK(A)||2 = max|W,(1)|, gdzie A
nalezy do zbioru wartosci wlasnych macierzy A. Na ogo6t nie znamy
wartosci wilasnych macierzy A, a jedynie pewien przedziat <a,b>
zawierajacy te wartosci (0<a<h). Wowezas: W (A)|, < ||| = max|, (1))
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Nie znajac warto$ci wlasnych macierzy A potrzebnych do minimalizacji
W, (A)|,. bedziemy minimalizowali ||, do czego wystarcza nam

znajomos¢ przedziatu <a, b>.

Twierdzenie 4.4. (o wielomianach Czebyszewa)

Niech a, |a|>1 i b#0 bedg zadanymi liczbami. Sposrod wszystkich
wielomianow w, stopnia k spetniajacych rownos¢ w, (a) =b najmniejsza
norme¢ ma wielomian :

b
W, =——T,,
“ T(@) "

gdzie T, jest k-tym wielomianem Czebyszewa okreslonym wzorem:

T (X) = 2[(x +VXx? =) + (x-Vx* =1)*. (4.64)

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze w klasie wielomianéw stopnia
co najwyzej i, spetniajacych warunek #(0) =1, najmniejsza norm¢ ma
wielomian:

W, (1) =T (F (AT (£(0)), (4.65)
gdzie:
1:(;L):(b+a)_2 A .
(b-a) (b-a)

Metoda (4.63), w ktorej wiclomiany okre$lone sg przez (4.65), nosi
nazwe¢ metody Czebyszewa.

Zbiezno$¢ ciggu {x”} konstruowanego w metodzie Czebyszewa jest
okreslona nierownoscia:

- Jb—+a
xM —x|| <2 == [Ix© —x]|_. 4.66
b -, =4 72 Jheo -l 59
W celu skonstruowania ciggu {x(i)} w metodzie Czebyszewa
zdefiniujmy:
=T (f(0) =T, ((b+a)(b-a)).
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Z zalezno$ci wielomianow Czebyszewa wiadomo, ze spelniaja one
nastepujaca zaleznos¢ rekurencyjng (wzor 3.68):

To (/1) =1,

Tl (&) =4,

T, A)=2AT.(1)-T. (1), 1=12,....

Dla i=1 mamy zatem:

X® —x =W, (A)X? -x) = LT A) ft(A)) (x@ —x)=

1
Tl(b+a_2 A j (bJra_2 A j
_ a b—a (X(o) b - b-a (X(o)_

b - _ a _
(b+aj 0= b+aj X)
Tl
b-a b-a
2
=[1-——A|x? -x),
( b+a )( )
a stad:
x® =x@ -2r%/b+a), (4.67)
gdzie r@ = Ax©@ —pb.
Dla i>1 mozemy zapisa¢ nastepujacy zwiazek:
T.(f(A) _ 2t T(f(A) _t, T,(f(A)
=—f(A) ,
ti+1 ti+1 ti ti+1 ti-l
czyli:
_ 2 tiy
Wi, (A) = . FAW;(A) - t_Wi-l(A) :
i+1 i+1
i dalej [5]:
xM _x = ﬂ(—b e 2 Aj(x“) —X)— L=} (x™ —x).
t,\b—a b-a i1

Uwzgledniajac zalezno$¢ ¢, =2¢,(b+a)/ (b-a)-t,_, oraz wzor (4.67),
otrzymujemy zalezno$¢ rekurencyjng:

XD ZxO 4 (o (x® —xTD)_r®)/q i =01... (4.68)

gdzie:
r® = Ax® _p.
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b-a)t
p,=0, p,=" 4);—;1,
_(b'a)t'-l
=(b+a)/2, q =~—2%"
qO ( ) q| 4 t

1

Gtowng czesécig kosztu wyznaczenia kolejnego przyblizenia x“*" jest
koszt mnozenia wektora x przez macierz A, wykonywanego przy
obliczaniu wektora r®. Realizacja metody Czebyszewa wymaga
pamigtania dwdch poprzednich przyblizen x@ i x“*", a wiec co najmniej
3n miejsc w pamigci.

W praktyce do rozwigzywania wielkich uktadow liniowych czesto
stosuje si¢ polaczenie metody Czebyszewa z jedna z metod
gradientowych, omawianych w nastgpnym rozdziale.

4.3.5. Metody gradientowe

Podobnie jak poprzednio zakladamy, ze macierz A rozwigzywanego
uktadu jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Dla okreslenia rozwazanej klasy metod rozwigzywania takich uktadow
potrzebna jest nam norma | x|, zdefiniowana rownoscia:

Xl = V(Bx,x), gdzie (Bx,x) =x"Bx ,

natomiast B jest dowolng macierza symetryczng, dodatnio okreslong
i taka, ze AB=BA (jesli AB=BA to macierz B jest macierzg komutujqgcq
Z macierzg A).

W metodach gradientowych konstruuje si¢ cigg przyblizen {x“}
rozwigzania x = Ax” —b ze wzorow:

X0 =x® _cr® 0 = AxO _p, (4.69)

Wspotczynniki ¢, dobiera si¢ tak, aby zminimalizowa¢ blad

(i+1) (i+1)

x? —x —cr

Hx —xHB, tzn. Hx(”” —XHzinf .- Minimalizacja ta ma
c

charakter lokalny. W danym kroku dla przyblizenia x, szukamy jego
najlepszej poprawki w kierunku wektora r” . Mozna sprawdzi¢, ze:
. r®, B(x® —x))
i r®, Bri)

(4.70)
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Tak okreslony wspotczynnik ¢, potrafimy obliczy¢ jedynie dla
pewnych macierzy B. Jest tak np. dla B=A”, gdzie p jest liczbg
naturalng. Wtedy bowiem zachodzi rownos$¢:

(r(i), B(X(i) —X)) — (I‘(i),Ap'll"(i)).

Dla B=A metoda (4.48)-(4.49) nosi nazwe metody najszybszego
spadku. W kazdym jej kroku minimalizowana jest wielko$¢:

||Xi+1 - X”A = \/(A(Xi+l - X), (Xi+1 - X)) = \/(ri+l! Xi+1 - X) '
W og6lnym przypadku dowodzi sie, ze:

. d(A)-1
e, <[ 2L e -,

gdzie cond(A) oznacza liczb¢ uwarunkowania macierzy A definiowana
jako:

cond( = [

Metoda gradientowa moze wiec definiowaé cigg przyblizen {x®}
bardzo wolno zbiezny do rozwigzania X, dla zadan Zle uwarunkowanych
(duza liczba uwarunkowania). Wydaje si¢ wiec rzeczg naturalng, ze do
konstrukcji metod szybciej zbieznych mozna dojs¢ w podobny sposob,
jak w przypadku metody Czebyszewa.

Rozwazmy ponownie metody iteracyjne x* —x =W, (A)(x” —x),
gdzie W, jest wielomianem stopnia co najwyzej i, spetniajacym warunek
W,(0) = 1. Wybierajac odpowiednie wielomiany #, minimalizujace btad
ko

B

20 = x® _¢r®),

, otrzymujemy rekurencyjna definicje tworzonego ciagu {x"} :

r® — Ax® _p, (4.71)
X0 = 70—y y®
y® = x(D 70

gdzie:

("B x)
! (r(i)’ Br(i))
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() (1)
4, =0, u =V ’(E(Z (i)_x)) dla i=12,. (4.72)
(y".By™)

Kazdy krok metody (4.71) sklada si¢ z dwoch etapdéw. Najpierw
jednym krokiem metody gradientowej (4.69) wyznaczamy z“, czyli
mozliwie najlepiej poprawiamy przyblizenie x“ w  kierunku
wyznaczonym przez wektor r'” . W drugim etapie postepujemy tak samo
z 7, zmieniajac kierunek poprawkina y® .

Zaleznie od wyboru macierzy B definiuje si¢ rézne warianty
omawianej metody. Przyjecie B =A”, gdzie p=0,1,2 wydaje si¢
wyczerpywac¢ wszystkie przypadki o praktycznym znaczeniu.

Dla B=A°=1 metoda nosi nazwe metody minimalnych bledow,

gdyz wielko$cig minimalizowang jest me —x”z. Odnosi si¢ to tylko do

przypadku ukfadu Ax=b, gdzie A=M'M, a M jest znang macierza
nieosobliwg. Zatozenie takie jest potrzebne, aby moc wyznaczy¢
wspOlczynniki ¢, i u, okreslone wzorami (4.72).

Dla B=A' otrzymujemy metode sprzezonych gradientéw (ang.
conjugate gradient, C-G), minimalizujaca HA”(X(”—X)HZ. Metoda ta

daje doktadne rozwigzanie po n iteracjach, ale jest numerycznie nie
poprawna, a to powoduje, ze bardzo szybko nast¢puje liniowa zaleznos¢
gradientow. Jednym ze sposobdw radzenia sobie z ta dolegliwoscig jest
stosowanie tzw. RESTART-u co kilka Iub kilkanascie iteracji.

Wariant metody dla B = A%, w ktérym minimalizowane sa wektory

residualne r® (gdyz Hx("’—x :HA(x(”—x)Hz), nazywany jest metodg

AZ
minimalnych residuow.

Metody gradientowe nie s3 polecane ze wzgledu na numeryczng
niestabilnos¢. Dobre wyniki daje natomiast pofaczenie metod
gradientowych z numerycznie stabilng metoda Czebyszewa.

4.4. Macierze specjalne

Wiele probleméw inzynierskich prowadzi do rozwigzywania ukladow
réwnan liniowych z tzw. macierzg rzadka.

Macierzq rzadkq nazywamy macierz zawierajaca duzo zer. Miarg
rzadkosci macierzy jest stosunek liczby jej elementéw niezerowych do
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ogoblnej liczby elementow: s=liczba_zer/liczba elementow Przyktadami
macierzy rzadkich sg macierze wstegowe, diagonalne, trojdiagonalne,
trojkatne.

Wiele zagadnien (np. metody numeryczne stuzgce do rozwigzywania
réwnan rézniczkowych czastkowych) prowadzi do uktadow liniowych
rzadkich, w ktorych elementy niezerowe sg rozmieszczone wzdhuz
gtéwnej przekatne;.

Ogodlnie macierz A taka, ze aij=0 jezeli j>i+p lub i > j+q nazywa si¢
macierzg wstegowg o szerokosci wstegi W = p+q. Liczba niezerowych
elementow w dowolnym wierszu lub kolumnie macierzy A nie
przewyzsza W, a ogolna liczba niezerowych elementdéw jest mniejsza od
W X N, gdzie n oznacza stopien macierzy A.

Dla macierzy symetrycznej istnieje jeszcze inna definicja: szeroko$¢
wstegi wynosi m wtedy i tylko wtedy, gdy aij¢0 jezeli [i-j|<m. Jezeli w=0,
otrzymujemy macierz diagonalng, jezeli p=g=1, otrzymujemy macierz
trojdiagonalna.

Do rozwigzywania uktadow z macierzami rzadkimi mozna stosowac
zaréwno metody omoéwione do tej pory (np. eliminacje Gaussa), jak tez
metody korzystajace w istotny sposob z rzadko$ci macierzy. Metody takie
pozwalaja rozwigza¢ uklad rownan z macierzg rzadka wykonujac
znacznie mniej dziatan arytmetycznych, niz w przypadku uktadu o tej
samej liczbie rownan z macierza gesta. Umozliwiajg takze wyznaczenie
rozwigzania z  wigksza dokladno$cia iprzy oszczedniejszym
wykorzystaniu pamigci komputera.

Technika macierzy rzadkich pozwala na:

e oszczedne gospodarowanie pamiecig przez zapamigtanie tylko
niezerowych wspotczynnikow uktadu, ich pozycji w macierzy
oraz minimum danych umozliwiajacych efektywne docieranie do
tych elementow. Wowczas zajeto$§¢ pamieci jest proporcjonalna
tylko do liczby elementéw niezerowych;

e wykonywanie operacji tylko na elementach niezerowych macierzy
I wektora prawych stron, prowadzace do zmniejszenia liczby
operacji w stosunku rownym mierze rzadkosSci;

e skuteczny 1 szybki wybdér elementéw podstawowych przy
zachowaniu rzadkos$ci macierzy.
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4.4.1. Reprezentacja macierzy w strukturach danych

Ortogonalne listy powigzane

Najwazniejszym systemem reprezentacji macierzy w strukturach danych
jest struktura ortogonalnych list powigzanych. System list powigzanych
stanowi dwukierunkowo zwigzany wskaznikami system struktur. Kazda
struktura reprezentuje jeden element niezerowy. Zawiera ona nastgpujace
dane:

e value - warto$¢ elementu niezerowego,

e row - numer wiersza elementu,

e col - numer kolumny elementu,

e next_in_row - wskaznik do takiej samej struktury reprezentujgcej

nastgpny element niezerowy w wierszu,

e next_in_col - wskaznik do takiej samej struktury reprezentujacej

nastepny element niezerowy w kolumnie.

Ortogonalny dwukierunkowy charakter list polega na tym, ze od
kazdego elementu macierzy poprzez wskaznik mozna dosta¢ si¢ do
nastepnego elementu w wierszu oraz nast¢pnego elementu w kolumnie.

Aby znalez¢ elementy pierwsze w wierszach lub kolumnach potrzebne
sa dodatkowo dwie tablice:

o first_in_row[n] - zawierajagca wskazniki na struktury w listach

reprezentujace pierwsze elementy w kazdym wierszu,

e first_in_col[n] - zawierajaca wskazniki na struktury w listach

reprezentujace pierwsze elementy w kazdej kolumnie.

Dodatkowo tworzy si¢ tablice diag[n] zawierajaca wskazniki na
struktury reprezentujace elementy z gtdéwnej przekatnej macierzy. Wskaz-
nik zerowy oznacza brak elementu nastgpnego w liscie.

Wektory s,u (dla macierzy symetrycznych)

Dolny trojkat macierzy symetrycznej A stopnia n zapamigtuje si¢ wiersz
po wierszu. W kazdym wierszu pamicta si¢ tylko elementy poczawszy od
pierwszego elementu niezerowego az do gléwnej przekatnej (wraz
z zerami jezeli sa w tej czes$ci wiersza). Zapamictane elementy macierzy
tworzg wektor $=(S1,52,...,Sun). Wraz z nimi zapamigtuje si¢ wektor
wskaznikow: u=(up,Uy,...,Un), gdzie wartos¢ U; wskazuje na pozycje i-tego
elementu w wektorze s.
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Przykiad 4.9.

Macierz symetryczna:
251 3 0 0 O
[3 2] 2 4 0
A=l 0 [2 23] 0 0
0 [4 0 220 1
0 0 0 [t 20]]
zapamietujemy w postaci wektoréw S i U:

s=([25], [3, 21], [2, 23], [4, O, 22], [1, 20]),

u=( 1, 3, 5, 8, 10).

i=1 i=2 i=3 i=4 i=5

W tym przykladzie przyjety sposob pamictania macierzy A nie
przyniést zadnej oszczednosci, ale inaczej byloby np. dla macierzy
100 x 100 o 400 niezerowych elementach.

Graf

Struktur¢ macierzy symetrycznej rzadkiej mozna wyrazi¢ za pomoca
grafu, w ktérym wierzcholki i,j sg potaczone tukiem wtedy i tylko wtedy,
gdy ai=0. Mowimy wtedy, ze wierzchotki i,j sa sasiednie. Liczba tukéw
wychodzacych z danego wierzchotka nazywa si¢ stopniem. Permutacja
oznacza zmian¢ symboli wierzchotkéw. Dla macierzy niesymetrycznej
elementy ajj I &;i nie musza by¢ jednoczes$nie zerami. W takim przypadku
trzeba postugiwaé si¢ grafem zorientowanym, w ktérym kazdy tuk ma
wyrozniony kierunek.

Wektory AN, JA, 1A.

W pewnych zastosowaniach wystepuja bardzo duze macierze nie-
symetryczne rzadkie  owysoce nieregularnym  rozmieszczeniu
niezerowych elementéw. Mozna wtedy opisa¢ struktur¢ danych macierzy
rzadkiej A za pomocg trzech wektoréw AN, JA, 1A. Wektor AN zawiera
niezerowe elementy z kolejnych wierszy (zer wystgpujacych miedzy nimi
nie trzeba pamieta¢). Dla elementu AN(K) w JA(K) podaje si¢ numer
kolumny, w ktorej ten element znajduje si¢ w macierzy A. Natomiast
IA(i) zawiera pozycj¢ pierwszego elementu i-tego wiersza z macierzy A
w tablicach JA i AN.
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Przykitad 4.10.

Macierz rzadka 6 X 6 przedstawimy za pomocg odpowiednich wektoréw
AN, JA I IA.

7 0 -3 0 -1 0]

2 8 0 0 00

00 1 0 00

A=l 30 0 5 0 0
0 -1 0 0 40

|0 0 0 -2 0 6]

.

Odpowiednie wektory majg postac:

AN=(7,-3,-1, 2,8, 1,-3,5, -1, 4, -2, 6),
JA=(1, 3,5 1,2,3, 1,4, 2, 5 4,6),
1A =(1, 4, 6,7, 9, 11, 13).

4.4.2. Metody dokladne dla ukladéw z macierzami rzadkimi

Metoda eliminacji Gaussa oraz metoda LU nie znalazty szerokiego
zastosowania do rozwigzywania uktadow z macierzami rzadkimi.
Spowodowane jest to przede wszystkim brakiem skutecznych metod
wyboru elementu podstawowego, ktore z jednej strony zapewnialyby
niezawodno$¢ 1 stabilno§¢ numeryczng, z drugiej za§ strony nie
powodowalyby pojawienia si¢ duzej liczby nowych elementow
niezerowych. W niektérych przypadkach warto jednak skorzystaé
z metod stosowanych dla macierzy gestych (np. dla uktadoéw
Z macierzami troéjdiagonalnymi).

Uktady o macierzach wstegowych

Wiele zagadnien prowadzi do uktadéw liniowych rzadkich, w ktérych
elementy niezerowe sg rozmieszczone wzdtuz gtownej przekatnej. Proces
eliminacji Gaussa nie zmienia struktury macierzy wstegowej. Jesli nie
przestawia si¢ wierszy ani kolumn to czynniki trojkatne L=(l;;) i U=(u;)
s3 macierzami wstggowymi takimi, ze:

l;;=0, jesli j>1 lub i>j+q,

u;=0, jesli j=>i+p lub i>j.

Jezeli dokonujemy cze$ciowego wyboru elementu gléwnego, to
w macierzy L szeroko$¢ wstegi nie zmienia si¢, natomiast szeroko$¢
wstegi w U bedzie taka jak w A, czyli:

u;=0, jesli j=i+p+q lub i>j.
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Rozwigzywanie uktadow o macierzach trojdiagonalnych

Czestym przypadkiem macierzy wstegowej jest macierz, w ktorej p=q=1,
tzn. trojprzekatniowa (tréjdiagonalna). Uktad réwnan o takiej macierzy
rozwigzuje si¢ znacznie szybciej 1 prosciej. Jesli istnieje jej rozktad
trojkatny, to mozna go przedstawi¢ w postaci:

[a, ¢ 0] [1 o[y, ¢ 0
b2 a2 C2 ZZ 1 y2 C2
bn—l a'n—l Cn—l Zn—l 1 yn—l Cn—l
0 b, a,| |0 z, 1]|0 Y,
gdzie:
Y1 =4,

z. =b./y,, (eslitylkoy,, = 0),

Y. =a, —2C,,,k=23..,n.

Jesli y, , =0 dla pewnego k to musimy skorzysta¢ z oméwionej juz
metody Gaussa-Jordana lub LU.

Nastepnie rozwigzujemy uktad Ax=f (gdzie f jest znanym wektorem
prawej strony) stosujgc podstawienie wprzod i WStecz :

9,=f,0,="1-20.,1=23..,n,

Xo =G0/ Yoi X = (gi _Cixi+l)/ yi=n-1..1
Laczna liczba dziatan arytmetycznych wynosi tu tylko 3(n-1) dodawan
i mnozen, i 2n-2 dzielen.

4.4.3. Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych - wnioski

W przypadku macierzy pelnych, liczba obliczen potrzebna do uzyskania
rozwigzania metodg iteracyjng jest zwykle znacznie wigksza niz przy
stosowaniu metod doktadnych. Jednak w przypadku macierzy rzadkich
metody iteracyjne moga by¢ lepsze niz metody dokladne. Nie naktad
obliczen jednak decyduje o tym (chociaz zwykle jest mniejszy), lecz fakt,
ze podczas obliczen nie zmieniamy polozenia elementéw macierzy A
uktadu rownan Ax=b, a zatem zachowujemy jej rzadka strukture.
Mozemy wowczas przyja¢ jedng z podanych metod zapamietywania
macierzy A oraz korzysta¢ z prostych algorytmow obliczeniowych. Nie
mozemy jednak kategorycznie stwierdzi¢, ze w przypadku macierzy
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rzadkich metody iteracyjne sa bardziej wskazane, poniewaz
W szczegdlnych przypadkach liczba iteracji moze by¢ bardzo duza.

4.5. Przyklady obliczeniowe

Przyklad 4.11.

Znalez¢ macierz odwrotng A~ macierzy:
2 1 2

A=|1 2 3
4 1 2

a) rozwigzujac uklad AX=l z czgSciowym wyborem elementow
gtownych,
b) znajdujac rozktad trojkatny i korzystajac z wzoru At =UL™.

Po obliczeniu macierzy odwrotnej metodag AX=l szukana macierz
odwrotna ma postac:

—~0.5 —4,547473508910™"° 0.5
-5 2 2
3.5 -1 -15

Po skorzystaniu z metody A™* = U™ L™ szukana macierz odwrotna ma

postac:
-05 0 05
-5 2 2
35 -1 -15

W obydwu metodach wywolywana jest ta sama procedura eliminacji
Gaussa z czg¢sciowym wyborem elementdw glownych, ale jak widad
doktadnos$¢ metody pierwszej (A X = 1) jest nieco mniejsza.
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Przyklad 4.12.

a) Pokaza¢, ze macierz symetryczna:

10 7 8 7
7 5 6 : :
= jest dodatnio okreslona,
8 6 10 9
7 5 9 10

b) Wyznaczy¢ macierz trojkatng R takg, ze A=R'R.

Ad a)
Z symetrycznej wersji eliminacji Gaussa:
(k)
a’k' k+1 k k - —1 1
m, :a(_'k), a;j )Zai(j)_mikalij) (i=k+1, k+2, ... ,n, j=i, i+1, ..., n),
Kk
otrzymujemy kolejno nastgpujace zredukowane macierze (wystarcza

tylko przeksztatca¢ ich czgsci gorne trojkatne):

10 7 8 7
0.1 04 01
5 6 5 2 3
, 3.6 34| ,[0.5].
10 9 5
5.1
10

Poniewaz elementy gtowne: 10; 0.1; 2; 0.5 sa dodatnie, wigc macierz
A jest dodatnio okreslona.

Ad b)
Z twierdzenia o rozkladzie trojkatnym dla macierzy A Ssymetrycznej
dodatnio okreslonej istnieje jedyna macierz trojkatna gorna R o dodatnich
elementach na glownej przekatnej i taka, ze A=R'R. Z twierdzenia
0 rozkladzie LU wynika, ze:
A=LU,

det(A4,)
det(4, )

Wprowadzajac  macierz  przekatniowa D = diag(y,,,uy,,...,1,,),

gdzie up1=a11>0 1 u,, = >0, (k=2,3, ... ,n).

mozemy napisac rozktad:

A=LDD"'U=LDU',
gdzie U'=D'U, a macierze L i U s3 trojkatne, maja jedynki na glowne;j
przekatnej i sg jednoznacznie okreslone.
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Z symetrii A wynika, ze:
A=A"=(U)'DL,
czyli:
L"=U'=D"U.
1 1

Przyjmujac R = D 2U, gdzie macierz przekatniowa D 2 ma dodatnie
1

elementy u,2 , otrzymujemy:

RIR=UDW=LU=A

W symetrycznej eliminacji Gaussa nie trzeba pamigta¢ mnoznikow.
Uklad AX =bw tym przypadku rozktada si¢ na dwa uktady trojkgtne:
U'y=b i Ux=Dy (unikamy w ten sposob pierwiastkowania). Wobec

1

tego R = D 2U, jest macierzg tréjkatng goérng o dodatnich elementach na
gtownej przekatnej taka, ze A=R'R.

0 7 8 7

0 01 04 01|
“lo 0o 2 3/

0O 0 0 05

1 1 1 1

1
D 2 =diag(10 2,102 2 2,2?),

Przyklad 4.13.
W uktadzie rownan Ax=b dane s3:

A 0.780 0563 b 0.217

- {0.913 0.659} - {0.254} '

Doktadnym rozwigzaniem jest wektor:

x" =[1-1].

Dodatkowo dane sa dwa rozwigzania przyblizone:

x; =[0.999,~1001], x; =[0.341,-0.087].

Obliczy¢ wartosci residudw r(x,), r(x,) oraz wyznaczy¢ wskaznik
uwarunkowania cond(A), korzystajagc z normy maksimum oraz

Z macierzy:
» [659000 —563000}

~|—913000 780000
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Jezeli X" jest obliczonym rozwigzaniem ukladu Ax = b, to wektor

residuum ma postac:
r=b-Ax.
Residuum r; = b - Ax;" dla rozwigzania przyblizonego Xi:

. {0.217} _{0.780 0.563}{ 0.999 } B
' 10.254] |0.913 0.659 | -1.001|
0.217| [0.780-0.999 +0.563-(-1.001) | [1.24-10°°
{0.254} - {0.913 -0.999 + 0.659 - (—1.001)} B {1.57 -103}
Residuum r; = b - Ax," dla rozwigzania przyblizonego X;:
. {0.217} _{0.780 0.563}{ 0.341 } _
2 10.254| |0.913 0.659 | —0.087
B {0.217} {0.780 -0.341+0.563- (—0.087)} B {1-10’6}

0.254| |0.913-0.341+0.659-(-0.087)| | 0

Z powyzszego wynika, ze nie zawsze mniejsza warto$¢ residuum
odpowiada lepszemu rozwigzaniu. Moze si¢ tak zdarzy¢ w przypadku
macierzy o duzym wskazniku uwarunkowania (liczba warunkowa), tak
jak ma to miejsce w analizowanym przypadku.

Wskaznik uwarunkowania cond(A) dla macierzy okresla si¢ wzorem
(patrz rozdzial 4.2.5) cond(A) =||A|| ||A7"||. W przyktadzie rozwazamy

norm¢ maksimum, definiowang jako:

n
IAll..= rlglas)n( 121] Ch |.
Normy macierzy A oraz macierzy A" sa rowne:

| ATl =max"|a, |=(]0.780| +|563000 [ 91300| +] 0.659 ) =
<i<n j=l

= max(1.343:1.572) =1.572
| A™ = max Y| a, | = (1659000 | +| 563000 | 913000 | +| 780000]) =
<i<n j=l

= max(1.343;1693000) = 1693000
a wskaznik uwarunkowania cond(A):

cond(A) =1.572-1693000 = 2661396.
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Przyklad 4.14.
Obliczy¢ przyblizone rozwigzanie uktadu Ax=b, gdzie:

095 0.07 O 0 0.05 0.01] [0.5]
0.07 095 007 O 0 0.04 0.5

A 0 0.007 095 006 O 0 b 0.5 .
0 0O 006 095 006 O 0.5

005 O 0 0.06 095 0.06 0.5
1001 004 O 0 0.06 0.95] 0.5

Obliczenia wykona¢ dla kilku wybranych metod iteracyjnych. Jako
kryterium konca obliczen przyjac: |r [ <.

Obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych doktadnosci & 0.001,
0.0001, 0.00001, 0.000001, przyjmujac poczatkowe przyblizenia

rozwigzania x'¥ =[x,,x,.,...,x, | réwne kolejno:
[0,0,0,0,0,0, [10.10,10,10,10,10], [100,...,100], [10000....,10000].

Tabela 4.1. przedstawia poréwnanie wybranych metod pod wzgledem
liczby koniecznych iteracji przy danej doktadno$ci bezwzglednej i danych
poczatkowych przyblizeniach rozwigzania.

Na podstawie tabeli 4.1, dla rozpatrywanej macierzy A najszybciej
zbiezna jest metoda Czebyszewa. Metody Jacobiego i Gaussa-Seidela sg

poréwnywalne, przy czym niewielkg przewage ma metoda Gaussa-
Seidela.
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Tabela 4.1. Wyniki otrzymane w przykladzie 4.14

X

Poczatkowe przyblizenie
©)

Liczba iteracji w metodzie

Jacobiego | Gaussa-Seidela | Czebyszewa

bezwzgledna doktadnos¢ = 0,001

[0,0,0,0,0,0] 5 5 2
[10,10,...,10] 7 6 2
[100,100,...,100] 8 7 2
[1000,...,1000] 9 9 3
bezwzgledna doktadnos¢ = 0,0001
[0,0,0,0,0,0] 6 6 2
[10,10,...,10] 8 7 2
[100,100,...,100] 9 9 3
[1000,...,1000] 10 10 3
bezwzgledna doktadnos¢ = 0,00001
[0,0,0,0,0,0] 7 7 2
[10,10,...,10] 9 9 3
[100,100,...,100] 10 10 3
[1000,...,1000] 11 11 3
bezwzgledna doktadno$é €= 0,000001
[0,0,0,0,0,0] 9 9 3
[10,10,...,10] 10 10 3
[100,100,...,100] 11 11 3
[1000,...,1000] 13 12 3

Przykiad 4.15.

Dana jest macierz A i wektor b postaci jak ponizej.:

3 -1 0 0 0 -1] 1]
-1 3 -1 0 -1 0 2
0 -1 3 -1 0 O 3
A= b=| .
0 0 -1 3 -1 0 0
0 -1 0 -1 3 -1 2
-1 0 0 0 -1 3] 13

Poroéwnaé zbiezno$¢ metod Jacobiego i Gaussa-Seidela w zaleznos$ci
od doktadnosci obliczefi. Jako kryterium kofica obliczen przyjac: ||r, | <1.
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Rozwigzanie rownania AX = b jest nast¢pujace:

x,| [2.6339285714 ]
X, | |3.7857142857
X, | |3.0089285714
X, | |2.24107142286
X, | |3.7142857143
Xs | |3.116071286

W celu lepszego zobrazowania roznic szybkosci zbieznosci metod
iteracyjnych otrzymane wyniki zestawiono w tabeli 4.2 i na wykresach
(rysunki 4.1 - 4.2).

Na podstawie przeprowadzonych obliczen stwierdzono, ze:

najwicksza co do wartosci bezwzglednej wartos¢ wiasna
analizowanej macierzy wynosi 0.85292 i jest mniejsza od jednosci
a tym samym spetnia warunek konieczny 1 dostateczny zbieznos$ci
metod iteracyjnych;

najwigksza co do warto$ci bezwzglednej norma macierzy wynosi
0.9265 i poniewaz jej modul jest mniejszy od jednosci wigc
warunek wystarczajacy zbiezno$ci metod iteracyjnych jest
roOwniez spetniony;

szybsza zbiezno$¢ metody Gaussa-Seidela jest prawda
w przypadku, gdy punkt startowy x© jest w poblizu rozwiazania,
W przeciwnym razie szybciej zbiezna jest metoda Jacobiego;

dla osiagnigcia dziesigciokrotnie wickszej dokladnosci potrzeba
okoto dwa razy wigkszej liczby iteracji;

roznice w szybko$ci zbiezno$ci poszczegdlnych metod sg
minimalne szczegodlnie przy obliczeniach z duzg doktadnoscig €.
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Rys. 4.1. Zalezno$¢ liczby iteracji od doktadnosci obliczen dla metod Jacobiego

Wartos$ci x1-x6 w kolejnych iteracjach

i Gaussa-Seidela

R HI R KRR ANk x2
S JURURRR R
e x5
*

X6
A HAHHF IR KA HHAH R K

g KK
: /*M
x1

- . I I I S S I S
PR * x4

\ \ \ |
0.00 10.00 20.00 30.00 40.00
Numer iteracji

Rys. 4.2. Proces zbieznosci dla metod iteracyjnych
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Tabela 4.2. Wyniki otrzymane w przykladzie 4.15

Dokladnosé | Wektor startowy Liczba iteracji potrzebna do
osiagniecia dokladno$ci € metoda
eps x© Jacobiego Gaussa-
Seidela
0.1 [0,0,0,0,0,0] 6 5
[10,10.,...,10] 6 6
[100,100,...,100] 18 18
[1000,...,1000] 29 29
suma iter. 59 58
0.01 [0,0,0,0,0,0] 16 15
[10,10.,...,10] 17 20
[100,100,...,100] 31 32
[1000,...,1000] 41 42
suma iter. 105 109
0.001 [0,0,0,0,0,0] 26 25
[10,10.,...,10] 29 30
[100,100,...,100] 41 42
[1000,...,1000] 52 53
suma iter. 148 150
10° [0,0,0,0,0,0] 58 57
[10,10.,...,10] 60 62
[100,100,...,200] 73 74
[1000,...,1000] 83 85
suma iter. 274 278

Przykiad 4.16.

Przedmiotem tego zadania jest wyznaczenie macierzy B z rownania
macierzowego AB = C, gdzie macierz A jest macierzg kwadratowa n x n,
macierze B i C moga by¢ macierzami prostokatnymi n X m. Nalezy
znalez¢ algorytm wyznaczenia macierzy B przy wykorzystaniu eliminacji
Gaussa i przeanalizowac jego wlasnosci.

Klasyczny algorytm eliminacji Gaussa stuzy do znajdowania
rozwigzania uktadu réwnan liniowych Ax=b, czyli wyznacza wektor
rozwigzan X przy danej macierzy kwadratowej A i wektorze wyrazow
wolnych b.

W przypadku réwnania AB = C, aby wyznaczy¢ macierz B stosujac
klasyczne zasady rachunku macierzowego, nalezaloby rozwigzaé
nastepujace rownanie: B =A™C. Na ogot jest to klopotliwe i czasochtonne
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ze wzgledu na konieczno$¢ dokonania odwrdcenia macierzy A.
Niezaleznie od zastosowanego algorytmu odwracania macierzy, nalezy
dodatkowo dokona¢ mnozenia macierzy odwrdconej oraz macierzy C.
Liczba wykonanych podstawowych operacji matematycznych jest wiec
dosy¢ duza. Analizujagc sposdb mnozenia dwoch macierzy mozemy
zauwazyC interesujagcg nas zaleznos$¢: tj. kazda pojedyncza kolumna
macierzy C jest wynikiem mnozenia macierzy A przez odpowiadajaca
kolumn¢ macierzy B, a pozostate kolumny nie wplywajg na jej postac.
Praktycznie,  mnozenia  dwoch  macierzy = mozna  dokonad
W m niezaleznych procesach (gdzie m jest liczbg kolumn macierzy B i C).
Odwracajac zagadnienie: znalezienie dowolnej kolumny macierzy B
wymaga rozwigzania uktadu réwnan liniowych z prawag strong réwna
odpowiadajacej kolumnie w macierzy C. Przypadek ten doskonale mozna
wykorzysta¢ do eliminacji Gaussa: rozwigzujac m ukladow rownan
liniowych otrzymamy m wektorow odpowiedzi, ktore beda szukanymi
kolumnami macierzy B.

Najprostszym rozwigzaniem zagadnienia bytoby m-krotne wywotanie
climinacji Gaussa ze zmieniajagcym si¢ wektorem wyrazow wolnych b.
Takie postawienie problemu zaprzeczatoby wcze$niejszym rozwazaniom
na temat ilo$ci dokonywanych operacji matematycznych. Podstawa
eliminacji Gaussa jest przeksztalcenie macierzy A do réwnowaznej
macierzy gornej i przeksztalcenie to jest niezalezne od prawej strony
roOwnania. Natomiast m-krotne wywotanie eliminacji powodowaloby
m-krotne wykonywanie tych samych obliczen przy przeksztatcaniu
macierzy A. Dlatego w algorytmie podczas eliminacji Gaussa nalezy
modyfikowa¢ catg macierz C, dzigki czemu liczba dziatan jest minimalna.

W przypadku wystgpienia elementu zerowego na przekatnej macierzy
A podczas eliminacji, nalezy dokonaé przestawienia wiersza z pierwszym
napotkanym w kolumnie elementem niezerowym. Nie wplywa to na
rozwigzanie (tak jak w zwyklym ukladzie réwnan liniowych
przestawianie wierszy nie ma wptywu na wynik).

Analiza liczby dziatan elementarnych algorytmu

Pod terminem ,dzialania elementarne” nalezy rozumie¢ dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie tj. dziatania elementarne z punktu
widzenia matematyki, a nie procesora. Przedstawiona analiza jest wigc
analiza ogolna, ale daje pewien obraz skomplikowania algorytmu.

W przyktadzie tym przedstawiona zostanie analiza algorytmu
W poréwnaniu do podstawowego algorytmu mnozenia dwoch macierzy.
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Wybdr ten wydaje si¢ by¢ odpowiedni, gdyz:
e Mmnozenie macierzy jest latwe do wykonania 1 tatwo bedzie
poréwnaé¢ wyniki ilo§ciowe dziatan;
e mozliwe bedzie wyciagnigcie wnioskow co do skutecznosci
algorytmu w poréwnaniu ze wspomnianym klasycznym sposobem
wyznaczania macierzy B tj. wedtug wzoru B = A C.

Po doktadnej analizie wykonywanych dziatan przeprowadzonej za
pomoca odpowiedniego programu, okazuje si¢, ze dla macierzy Anxn,
anmy Cnxm:

e mnozenic A B wymaga wykonania: n°m elementarnych mnozen

oraz (n?-n)m elementarnych dodawan;

e wyznaczenie B przy wykorzystaniu eliminacji Gaussa wymaga
wykonania mn+(n®-n)/2 elementarnych dzielefi, (n>-n)(3m+n+1)/3
elementarnych mnozen oraz (n?-n)(3m-+n+1)/3 elementarnych
odejmowan.

W celu utatwienia poréwnania, na rysunkach 4.3 i1 4.4 przeprowadzono
graficzng analiz¢ liczby dziatan ( suma dziatan bez rozrdzniania mnozen,
dodawan 1 odejmowan) W zaleznosci od m przy stalym n, lub
W zaleznosci od n przy statym m.

Wykresy na rysunku 4.3a i 4.3b (przy staltym n) wykazujg, ze dla
danego n roéznica dziatan jest w przyblizeniu stata, stad dla duzych
warto$ci m réznica ta procentowo nie jest duza (réznica ta ro$nie wraz
Z wartoS$cig n).

Wykresy na rysunku 4.4a i 4.4b (przy stalym m) wykazuja, ze dla
matego m (np. 3), przy wiekszych warto$ciach n rdéznica staje si¢ duza,
bardziej optacalny jest wigc przypadek z wigkszg wartoscig m (np. 10).
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liczba dziatan wymiar n=3
200 —
3 N mnozenie A x B
B —+ liczenie B z wykorzystaniem eliminacji Gaussa -+
160 —
7 +
] %
120 —
80 —|
40 —
>
0 — T T T T T T T ] m
2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 4.3a. Poréwnanie efektywnosci metod rozwigzywania rownania AB=C dla n=3

liczba dziatan wymiar n=10

3000 —
] > mnozenie A x B
4 +  liczenie B z wykorzystaniem eliminacji Gaussi *
4 +

2000 —| +
] + <
N 4 >
N 4 X
N + X
4 <

1000 ] <
B X
B X
7

0 T T T T T T T ;. m

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 4.3b. Porownanie efektywno$ci metod rozwigzywania rownania AB=C dla n =10
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liczba dziatan wymiar m=3

1600 —
E > mnozenie A x B
7 -+ liczenie B z wykorzystaniem eliminacji Gaussa
n +

1200 —
_ +

800 —]
B +
_ >
B +
_ X
400 —
B X
B <
7 +
_ —+ >
- >
Sk
o T T T T T T T ] n

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 4.4a. Porownanie efektywnosci metod rozwiazywania rownania AB=C dla m=3

liczba dziatan wymiar m=10
3000 —
] < mnozenie AxB
- -+
- + liczenie B z wykorzystaniem eliminacji Gaussa
2000 —| +
- <
] + X
1000 —
- <
- -+
i X
_ +
_ X
4 X
0 \ \ \ \ \ \ \ 1 n

N
w
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(&)}
[}
~
o]
©
N
o

Rys. 4.4b. Poréwnanie efektywno$ci metod rozwigzywania rownania AB=C dla m=10
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Reasumujac, zaprezentowane wykresy dowodza przydatnosci
algorytmu pod wzgledem liczby dziatan dla wigkszych wartosci m,
aczkolwiek dla innych wartosci liczba dziatan takze nie jest zbyt duza.

Kazde dzialanie arytmetyczne obarczone jest bledem zaokraglenia
wyniku, ale blad wzgledny dla wszystkich dzialan jest taki sam.
Niebezpieczenstwo tkwi w odejmowaniu liczb zblizonych do siebie —
nastepuje redukcja cyfr najbardziej znaczacych. Dodatkowo problem
polega na tym, ze elementy przez ktore dzielimy sg obarczone duzym
bledem wytworzonym we wczesniejszych iteracjach (zobacz przykiad
1.9). Pewng poprawe doktadno$ci mozna uzyska¢ stosujac znany
w eliminacji Gaussa wybor elementu podstawowego.

Przykitad 4.16

Wyprowadzi¢ wzory eliminacji Gaussa dla macierzy pigciodiagonalnej.
Dla macierzy pi¢ciodiagonalnej A:

L an n Cn N
rozktad LU jest postaci:
1 | U, w, e 1
, 1 u, w, €,
my I, 1 Uy W, €
L = U =
ITln—z In—2 1 un—z Wn—z en—z
mn—l In—l 1 un—l Wn—l
L m, In 1_ L u, |




4. Metody rozwiqzywania ukladow rownan liniowych 139

m, = ——
Uiz

| = b —m; - Wi,
Ui

U =¢—m; -, _Ii Wi,
w, =d, -1 -e, dla i=34,.,n

Z rozwigzania dwu uktadéw rownan Ly = f i Ux =y (Ax=f -> LUx=f)
otrzymujemy:

yr =i,
Yo = o=l -y,
Yi=fi—-lL -y, —-m-y, dlai=34..,n
oraz:
o=,
un
X, = (ynfl —Why - Xn) '
un—l
x =W K T8 Ka) g 2pign-3
u

4.6. Metoda SVD rozwiazywania ukladéow réwnan
nadokreslonych

W obliczeniach praktycznych czesto pojawia si¢ problem rozwigzania
nadokreslonego uktadu réwnan liniowych:

Ax=b, (4.73)
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gdzie:
A - macierz m x n,

b= [bl b,,... ,bm]T - wektor prawej strony rownania,

T . .
X = [Xl, X, ,...,Xn] - szukane rozwiazanie,

ktory w wyniku btedéw pomiarowych moze by¢ réwniez uktadem
sprzecznym. Jeden ze sposobdw rozwigzywania takiego uktadu bazuje na
omoOwionej wezesniej metodzie Householdera (rozdzial 4.2.5).

Sposobem rozwigzania takiego problemu jest znalezienie wektora x°,
0 mozliwie matej normie euklidesowej, ktory dla zadanej macierzy A
i wektora b minimalizuje norm¢ euklidesowg wektora residualnego:

r=b-Ax,
tzn.

”b - AX”z =min
yeR"

*

X

b—Ay|

, = min|x|,, (4.74)

gdzie ostatnie minimum brane jest po wszystkich wektorach x
spetniajacych poprzednia rownosé. Jest to tzw. liniowe zadanie
najmniejszych kwadratow (LZNK). Do LZNK prowadzi wiele réznych
problemow, przede wszystkim aproksymacyjnych.

Przy wyznaczaniu postaci analitycznej rozwigzania liniowego zadania
najmniejszych kwadratow 1 badaniu jego wlasnosci, korzystamy
Z twierdzenia o rozktadzie dowolnej macierzy prostokatnej na iloczyn
macierzy ortogonalnej, diagonalnej i ortogonalnej. Moéwi ono, ze dla

dowolnej macierzy AeR™"(m>n) istnieja macierze ortogonalne
UeR™™ i VeR™ takie, ze:

A=UsV" (4.75)
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gdzie:

(o, 0 0 O]
0 o, 0 O
S={0 0 0 o,|eRum:

n

0 0 0 O

0 0 0 0]
0,20,..20,>0,,=0,,,=...=0,=0,

K jest rzedem macierzy A.

Wielkosci o, nazywamy wartosciami szczegolnymi (0sobliwymi)
macierzy A , a rozktad (4.75) rozkladem wedlug wartosci szczegolnych
(ang. singular value decomposition, SVD). Pierwiastki o sa
pierwiastkami warto$ci wlasnych macierzy A'A, a kolumny macierzy V
odpowiadajgcymi im ortonormalnymi wektorami wtasnymi tej macierzy.
Z kolei kolumny U sa wektorami wlasnymi AAT. Widzimy stad, ze
warto$ci szczegoOlne s3 okreslone jednoznacznie, natomiast macierze U
iV nie.

Korzystajac z warto$ci  szczegdlnych macierzy A, jej liczbe
warunkowg (patrz rozdzial 4.2.5) mozna obliczy¢ ze wzoru:

cond(A) = 9
Ok
Znajac rozktad (4.75) mozna tatwo wyznaczy¢ rozwigzanie LZNK:
X =A'Db, (4.76)

gdzie:
A" =VS'UT nazywana jest macierzq pseudoodwrotng do A (lub
czasami macierzg odwrotng w sensie Moore'a -Penrose'a),

S’ :diag[i,...,i,o,...,OJeRnxm. 4.77)

O, Oy
Dla nieosobliwej macierzy kwadratowej zachodzi rownos¢:

A" =A",
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Ze wzgledu na fakt, ze algorytm SVD jest dos¢ skomplikowany, a jest
dostepny jako gotowa metoda w pakietach do obliczen numerycznych
(Mathematica, Matlab), nie  omawiamy  tego  algorytmu,
a zainteresowanych odsytamy do literatury [6].

4.7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 4.1.

Metodg eliminacji Gaussa bez wyboru elementu podstawowego
rozwigza¢ uktady rownan:

2x4 + x3 =5
a ) _3x2 - x3 - x4 = 1
) le + 5x3 + 3x4 = 12

\ 3x; — 1.5x, + 5x3 +4.5x, = 17

—2x, — 2x5 — 3x3 =5
—2x1 + x5 —3x3 —3x4, =2
—2X1 — 2%y —4x3— 2x, = 6
\ —x1 +2x, —3x3 —2x, =1

b) <

( —3x;+3x,—3x3+x, =10
—3x; + 6xy —x3 — 2x4 = 16

©) ) —1.5x, + 4.5x, — 2.5x5 — 0.5x, = 13"
1.5x, — 0.5x3 —3.5x, =1

Odp.
Rozwiazaniem uktadu a) jest wektor x = [2,—1, 1, 1].
Rozwigzaniem uktadu b) jest wektor x = [0, —1,—1, 0].
Rozwigzaniem uktadu c) jest wektor x = [0, 3,0, 1].
Zadanie 4.2.

Metodg eliminacji Gaussa z wyborem elementu podstawowego
W kolumnie rozwigza¢ uktady rownan:

a) 3x1 - xZ + SX3 - SX4_ = —6
1.5x; —4.5x, + 4.5x3 — 1.5x, =0

1.5x1 + 0.5x2 + 7x3 - 1.75x4 == _14.75
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0.25x; + 2.75x, + 7.5x3 + 1.25x, = 10.25
_O.le - 3.5x2 - 3.5x3 - 4x4 = _7

b) xl—x2+X3—2x4=0
2.5x3 —4x, = 2.5
0 0.25x, — 0.75x3 + 4.75x, = —3
4x, + 4x, + 4x3 + 2x, = =27
_3x1 - 2x2 - 6.5x4 = 1.5
Odp.
Rozwigzaniem ukladu a) jest wektor x = [-1 -2 -2 —1] .
Rozwigzaniem uktadu b) jest wektorx =[0 1 1 0]7.
Rozwigzaniem uktadu c) jestwektorx =[1 1 -2 —1]%.
Zadanie 4.3.

Metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu podstawowego w wierszu
rozwigza¢ uktady réwnan:
—3x; + x, — 2x3 —5x, =-10
2) 4 1.5x; +55x, + 6x3 — 2.5%, =5
—11.5x; + 9.5x, — 0.5x53 — 10x, = —22
\—8.5x; +17.5x, + 10x3 — 1.25x, = 0.25

( 5x; + 3x, + 4x3 +7x4, =30
5x, + x3 + 7x, =21
13.75x; — 2.5x, + 8.25x3 + 7x, = 41.75
\ 12.5x; — 2x, + 13.5x3 + 7x, =515
( —2x; + 2x5 — 3x3 —6x, =4
0 2.5x; +4.5x, + 3.25x3 —7.5x, =9
—5x; + 2x, — 1.5x3 — 3x, =4
\3.25x; + 4.25x, + 3.25x3 + 3x, = 8.5

b) <

Odp.
Rozwigzaniem ukladu a) jestwektorx =[1 0 1 1] .
Rozwigzaniem uktadu b) jestwektorx =[1 1 2 2]7.
Rozwigzaniem uktadu c) jestwektorx =[0 2 0 0] .
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Zadanie 4.4.

Metodg Gaussa-Jordana rozwigza¢ uktady rownan:
(4xq — X3 = -4
—3x, +2x3+2 x4 = —2
4x; — 1.5x, + 3x3 + 3x, = —1
\ 2Xx; +x3+3x, =4

a) <

( —3x; +3x, —3x,=0
—3x; + 6x, +4x3 —3x, =5
—4.5x; + 7.5x, + 7x3 — 7.5x, = 14
\ —4.5x, + 7.5x, + 4x3 — 2.5x, = 3

b)

A

Odp.
Rozwigzaniem uktadu a) jest wektorx =[-1 2 0 2]7.
Rozwigzaniem uktadu b) jest wektorx = [0 -1 2 —-1].

Zadanie 4.5.

Metoda rozktadu LU rozwigza¢ uktady réwnan:
((2X] —2x, +2x3+4x,=0

2%+ x, +3x3+2x, =0

2x1 + x5 + 7x3 =—6
\ 1.5x, + 6.5x3 — 5x, = —10

a) -«

( 3X1 —2x, +4x3—3x, =7
3x; —4x, +5x3—4x, =7
—2Xxy — 2X3 =-=2"
\ —2x, —3.5x3—15x, =1

b) {

Odp.
Rozwigzaniem uktadu a) jestwektorx =[0 1 -1 1]7.
Rozwigzaniem uktadu b) jestwektorx =[1 1 0 -2] .
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Zadanie 4.6.

Metodg Choleskiego rozwigza¢ uktady rownan:

a) <

b) |

Odp.

( 9%, — 6x, + 6x3 —6x, =15

—6x; +13x, — 7x3 + 10x, = —22
6x1 — 7x, + 14x3 — 12x, =11
—6x; + 10x, — 12x5 + 13x, = —17

4x; + 8x, + 4x3+8x4 =0

8xq + 20x, — 2x3 +12x, = 34
4x; — 2x, + 54x5; + 8x, = —80
\8x; + 12x, + 8x3 + 40x, = —84

25x; + 15x, + 20x3 —15x, = =75
15x1 + 13x2 + 20x3 - 15x4 = _65
20x1 + ZOXZ + 48x3 - 4‘X4 = _76 '

\ —15x; — 15x, — 4x3 + 59x, = 137

Rozwigzaniem ukladu a) jest wektor x = [1 —1
Rozwigzaniem uktadu b) jest wektor x = [1 3
Rozwigzaniem ukladu c) jest wektor x = [-1 0

Zadanie 4.7.
Dokona¢ rozktadu QR dla macierzy:

a) A=

b) A=

Odp.

1 3 1 2

1 5 0 4
2 7 1 1
3 2 3 2

=

1
—1].
1 3

=

—0.2582 -0.1923 0.8702 0.3730
—0.2582 —-0.5317 -0.4739 0.6528

8 Q=| 05164 —05543 0.0041 —0.6528

—-0.7746 0.6108 —0.1348 0.0933

—1]".
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—3.8730 —-7.2296 -—-3.0984 -—3.6148

R = 0 —5.8936 1.0859 -—1.8438

0 0 0.4698 —0.4208

0 0 0 2.8908
[—0.5774 0 —0.8165
b) @ =]|-0.5774 —-0.7071 0.4082]
|—0.5774 —0.7071  0.4082

R = 0 2.8284
0 0

[—1.7321 —1.7321]

Zadanie 4.8.

Rozwigza¢ uktad rownan z zadania 4.7 metoda Householdera dla prawych
stron rownych odpowiednio:

a) b=[75 11 16,5 8,5];

b) b=[3 1 -1]".

Odp.
Rozwigzaniem uktadu a) jest wektorx =[1 2 0.5 0]7.
Rozwigzaniem uktadu b) jest wektor x = [1.5 —0.5].



5. Rozwigzywanie rownan i ukladow rownan
nieliniowych

5.1. Wstep

Na og6t pierwiastki rownania nieliniowego:
f(x) =0 (5.1)

nie dajag wyrazi¢ si¢ za pomoca wzoru analitycznego. Dlatego duze
znaczenie maja metody przyblizonego rozwigzywania réwnan. Sg to
metody kolejnych przyblizen pierwiastka czyli metody iteracyjne.
Polegaja one na tym, ze startujac od jednej poczatkowej wartosci
pierwiastka czyli punktu startowego Xo konstruuje si¢ cigg punktow Xi, Xz,
X3, ... zbiezny do tego pierwiastka. W niektorych metodach potrzebne sg
dwa pierwsze przyblizenia pierwiasta. W metodach tych zadanie
znalezienia pierwiastkOw uwazamy za wykonane, jesli potrafimy okresli¢
je z zadana dokladno$cia 1 podaé oszacowanie bledu. Trzeba jednak
pamiegtaé, ze wickszos¢ metod przyblizonego rozwigzywania roéwnan
mozna stosowa¢ jedynie wtedy, gdy znany jest przedzial, w ktéorym
znajduje si¢ pojedynczy pierwiastek, czyli tzw. przedzial izolacji.

Do najbardziej popularnych metod znajdowania pierwiastkow réwnan
nieliniowych zaliczamy metode bisekcji, metode regula-falsi, metode
siecznych, metode Newtona i jej modyfikacje [1, 4, 5,7, 8, 9, 10].

5.2. Metoda bisekcji

O funkcji f(x) z rownania (5.1) zaktadamy, Ze:
e jest ciggla na przedziale domknietym <a,b>;
e W punktach a i b wartosci funkcji f(X) majg przeciwne znaki, tzn.
f(a)f(b)<O0;

W przypadku metody bisekcji (inaczej zwanej tez metoda potowienia)
nie musimy zaktada¢ monotonicznosci funkcji na przedziale domknigtym
<a,b>. Metoda bisekcji znajduje jeden pierwiastek, nawet jesli
w przedziale <a,b> jest tych pierwiastkow wiele. Metoda nie korzysta
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z wlasno$ci funkcji 1 jej przebiegu wewnatrz badanego przedziatu -
wystarcza jej informacja o0 znaku funkcji na jego krancach. Stosujgc
metode bisekcji pierwiastek mozemy wyznaczy¢ z dowolng zadang
doktadnoscig €.

Pierwszy krok metody bisekcji polega na podziale przedzialu < a, b>
na potowe punktem:

X, =(a+b)/2.

Jezeli warto§¢ funkcji w tym punkcie jest bardzo bliska zeru ftj.
|f(x1)| <eps , to x; jest szukanym pierwiastkiem. W przeciwnym wypadku
z otrzymanych dwoch przedzialow < a, x;> 1 < X1, b> wybieramy ten, na
koncach ktorego funkcja f(x) ma przeciwne znaki tj.:

o jezeli f(a)*f(x1)<O, wtedy a si¢ nie zmienia ale b=x3;
e W przeciwnym razie a=x;, podczas gdy b nie ulega zmianie.

W drugim kroku metody, wybrany do dalszych obliczen przedzial,
ponownie dzielimy na potowe 1 dostajemy punkt:

X, = (a+b)/2.

Po raz kolejny badamy warto$¢ funkcji f(x), tym razem w punkcie x;
i znaki funkcji f(x) na koncach przedzialdéw oraz wybieramy jeden z nich
do dalszych obliczen t;:

o jezeli f(a)*f(x2)<O0, wtedy a si¢ nie zmienia, b=Xy;
e W przeciwnym razie a=xXp, b si¢ nie zmienia.

W wyniku takiego postepowania po pewnej liczbie krokdéw otrzymamy
cigg przedziatow takich, ze f(aj)- f(bi)) <0, przy czym a; oraz b; sa
odpowiednio poczatkiem i koncem i-tego przedzialu, a jego dlugosc
WYnosi:

b, —ay| =%(b-a). (5.2)

Lewe konce ciggu przedzialow tworza cigg niemalejgcy i ograniczony
Z gbry a prawe konce ciag nierosnacy i ograniczony z dotu, wigc z (5.2)
wynika, ze istnieje ich wspolna granica a. Ze wzgledu na stosowang
metod¢ obliczeniowa, ten sposdb znajdowania pierwiastkdw nazywamy
metodg bisekcji (takze metodg polowienia lub metodqg rownego
podziatu).



5. Rozwigzywanie rownan i ukladow rownan nieliniowych 149

Obliczenia konczymy gdy przedziat <a;,bi> jest juz odpowiednio maty
czyli: |bj-ail < 2& poniewaz przyblizenie pierwiastka X =0.5(a +b)
spelnia najczesciej stosowane kryterium konca obliczen:

‘)‘(—X*‘Sg,

gdzie x” jest rozwiazaniem réwnania.

Innym, ale stosowanym w ostateczno$ci kryterium konca obliczen jest
sprawdzanie, czy warto$¢ funkcji w punkcie X; jest dostatecznie mata,
czyli [f(x;)| <eps .

Podstawowg zaleta metody bisekcji oprocz jej duzej prostoty i tatwe;j
implementacji jest pewno$¢, ze w kazdej kolejnej iteracji szukany
pierwiastek lezy miedzy dwiema warto$ciami, dla ktorych funkcja f(x)
zmienia znak. Zawsze wigc dojdziemy do szukanego rozwigzania. Jest to
metoda na ogoét wolniej zbiezna niz metoda Newtona, ale nie oznacza to,
ze jest wolno zbiezna. Przy rozwigzywaniu wielkich uktadow réwnan
liniowych potrzeba niekiedy wykona¢ kilkaset tysigcy iteracji,
a W metodzie bisekcji aby zyskac¢ 6 cyfr znaczacych wystarcza 20 iteracji.

Przyktad 5.1.

Metodg bisekcji znalez¢ rzeczywisty pierwiastek rdéwnania:
X*+x-1=0
z doktadnoscig do 0.01.

Latwo sprawdzi¢, ze pierwiastek ten znajduje si¢ w przedziale <0,1>.
Mamy bowiem:

f(0) =-1oraz f(1) = 1,
czyli:

f(0)*f(1)<0.

Pochodna: f'(x) = 3x2 + 1 jest w przedziale <0,1> dodatnia oraz f(x)
jako wielomian jest funkcja ciagla, zatem <0,1> jest przedziatem izolacji
pierwiastka. Zadana doktadno$¢ obliczen eps = 0.01.

Pierwszy krok obliczen:
a=0, b=1,
X1= (a+b)/2 = (0+1)/2 = 0.5.
Warto$¢ funkcji w znalezionym punkcie X;:
f(x) = (0.5) = -0.375.
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Mamy f(x1)*f(b)<O wiec przyjmujemy:

a=x1=0.5,

b=1,
a poniewaz |b-a|>2eps to nalezy kontynuowac obliczenia.
Drugi krok obliczen:

a=0.5, b=1,

Xo = (a+b)/2 = (0.5+1)/2 =0.75
oraz:

f(xp) = (0.75) = 0.172,

Poniewaz f(a)*f(x2)<0 wiec:

a= 0.5,

b =x, = 0.75 i ponownie |b-a|>2eps, czyli kontynuujemy obliczenia.

Trzeci krok obliczen:

a=0.5, b=0.75,

X3 = (a+b)/2 = (0.5+0.75)/2 = 0.625

f(x3) = f(0.625) = -0.131.

Skoro f(x3)*f(b)<O0 to:

a=x3= 0.625,

b = 0.75 i nadal |b-a|>2eps.

W analogiczny sposob wykonujemy kolejne kroki. Obliczenia
konczymy po wykonaniu kroku 7 a znaleziony pierwiastek jest réwny
X7=0.6796875. Dokladne wyniki obliczen kolejnych przyblizen szuka-
nego pierwiastka dla pierwszych 7 krokéw umieszczone sg w tabeli 5.1.

Tabela 5.1. Wyniki obliczen do przykladu 5.1

i Xj f(X;) I Xj f(X;)

1 0.5 -0.375 5 0.65625 -0.0611268
2 0.75 0.171875 6 0.671875 -0.0248299
3 0.625 -0.1308593 7 | 0.6796875 -0.0063138
4 0.6875 0.0124511

5.3. Metoda regula falsi

Nazwa metody pochodzi od tacinskich stow: regula - linia i falsus -
fatszywy. Jest to zatem metoda fatszywego zalozenia liniowosci funkcji.
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Zaktadamy, ze w rozpatrywanym przedziale <a,b> funkcja f(x) spetnia
zatozenia:
e jest funkcja klasy C? na przedziale domknietym <a,b>;
e W punktach a i b wartosci funkcji f(X) maja przeciwne znaki, tzn.
f(a)f(b)<0;
e pierwsza pochodna funkcji f(x) ma na przedziale <a,b> staly znak,
roézny od zera;
e druga pochodna funkcji f(x) ma na przedziale <a,b> staty znak,
roézny od zera.

Spetnienie wymienionych warunkéw gwarantuje zbiezno$¢ metody
oraz, ze wewnatrz badanego przedzialu znajduje si¢ doktadnie jeden
pierwiastek.

Z zatozen tych wynika, ze wykres funkcji y = f(X) moze miec¢ jedna
z czterech postaci przedstawionych na rysunkach 5.1a-5.1d.

Rozpatrzmy przypadek, gdy w przedziale <a,b> pochodne f'(x) i f"(x)
sg dodatnie (rys. 5.2, dla pozostalych przypadkow rozumowanie jest
analogiczne).

Przez punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b)) prowadzimy cigciwe o rownaniu:
f(b)—f(a
y- @) -0 B a)
-a

Odcieta x; punktu, w ktorym cigciwa AB przecina o$§ OX, przyjmuje si¢
jako pierwsze przyblizenie szukanego pierwiastka rownania (5.1). Stad:

X, :a—&(b—a).
f(b)- f(a)

Jezeli |f(x1)|<eps (zadana doktadnosc), to oczywiscie X; jest szukanym
przyblizeniem pierwiastka o 1 zadanie jest zakonczone.
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a) b)
f(>f) £'(x)>0 f(x)
I f”(x) >0 * f’(x) >0
S"(x)<0
0 > X 0 C X
a b b "
c) d)
£(x) £1(x) <0 flz() f'(x)<0
A f”(x) > O f”('x) < 0

v

Rys. 5.1. Wykres funkcji f(x) w przedziale < a, b> w zalezno$ci od znaku pierwszej
i drugiej pochodnej funkcji
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) f'(x)>0

S"(x)>0

f(b) /B
Xq '{7 : .

a < // b X
f(x,) D
f(a) /EI

A

Rys. 5.2. Interpretacja geometryczna metody regula falsi, jesli f'(x) >0if" (x) >0

Zalozmy, ze |f(x1)| >eps. Jezeli przyblizenie X; nie jest wystarczajaco
doktadne, to przez punkt C(Xy, f(X1)) oraz przez ten z punktow A, B,
ktorego rzedna ma przeciwny znak niz f(X;), prowadzimy nast¢pna
cigciwe (rys.5.2). Odcigta X, punktu, w ktorym ta cigciwa przetnie o$ 0X,
da nam drugie przyblizenie pierwiastka o.. Dla uproszczenia rozumowania
przyjelismy, ze f'(x)>0 oraz f"'(x)>0 w przedziale <a,b>, co
oznacza, ze funkcja y = f(X) jest wypukta i w kolejnych przyblizeniach
punkt B pozostaje nieruchomy. Dla funkcji f(x) takiej, ze f’'(x)>0
if"’(x) <0 w przedziale <a, b>, nieruchomy bylby punkt A. Jezeli
przyblizenie X, jest nadal niewystarczajace, to przez punkty B
i D(x2, f(x2)) prowadzimy trzecig cigciwe, co daje nam trzecie
przyblizenie X3 itd.

W ten sposob otrzymujemy kolejne wyrazy ciagu przyblizen
pierwiastka X, X2, X3, ..., Xn okreslonego wzorem rekurencyjnym:

F(x)

(b-x.), k=1,2,..,n. (5.3

Mozna wykazaé, ze przy przyjetych zalozeniach cigg ten jest rosnacy
I ograniczony, a wigc zbiezny oraz, ze jego granica jest szukany
pierwiastek o. Jesli nieruchomy jest punkt B, to kolejne wyrazy ciggu
przyblizen sg mniejsze od o oraz f(xx) < 0 dla kazdego k).
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Przechodzac do granicy dla n — oo z réwnosci (5.3) otrzymujemy:

)
fo)- g 9

gdzie g =limx,, a<g<b.

g9=g

Stad f(g) =0, a przy zalozeniu istnienia tylko jednego pierwiastka
w przedziale < a, b > mamy g = o.

Blad bezwzgledny przyblizenia X, mozna oszacowac znajac dwa
kolejne przyblizenia Xn.1 | X, Oraz korzystajac z twierdzenia Lagrange’a
0 przyrostach [4]:

x| < MMl (5.4)
przy czym:

m = Xipafb)| fr(x), M = iﬁi%' f'(x).

Jesli M < 2m, to:

|t = Xiea| < X = X - (5.5)

W niewielkim otoczeniu pierwiastka o mozna przyja¢, ze:

| Xk+l - Xk
a— X =
=Xl = G T

Metoda regula falsi jest zbiezna dla dowolnej funkcji ciaglej
w przedziale <a, b> (f(a)f(b) <0), jezeli tylko pierwsza pochodna tej
funkcji jest ograniczona i rd6zna od zera w otoczeniu pierwiastka. Jezeli
druga pochodna nie zmienia znaku w rozpatrywanym przedziale, to ten
koniec przedziatu, w ktorym f"(x)f(x) > 0, jest stalym punktem iteracji
- wszystkie cigciwy przechodza przez ten punkt. Wada metody jest jej
stosunkowo powolna zbiezno$¢.

] f (%) (5.6)

Przyklad 5.2.
Metoda regula falsi znalez¢ rzeczywisty pierwiastek réwnania:

3x-cos x-1=0.

Badajac funkcje wystepujaca w réwnaniu mozemy stwierdzié, ze
w przedziale <0.25,0.75> ma ona dokladnie jedno miejsce zerowe
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(w badanym przedziale f'(x)>0). Kolejne przyblizenia obliczone
wedtug wzoru (5.3) znajduja si¢ w tabeli 5.2.

5.4. Metoda siecznych

Metode regula falsi mozna znacznie ulepszy¢, jezeli zrezygnuje si¢
z 7zadania, aby w punktach wytyczajacych kolejng cieciwe funkcja f(x)
miala rézne znaki, natomiast do wyznaczenia (n+1)-szego przyblizenia
wykorzysta si¢ punkty X, 0raz Xn-1. Wzor (5.3) przyjmie wowczas postac:

()X, = %)
F(x) = f (%)

Metoda (5.7) nosi nazwe metody siecznych. Jej zbiezno$¢ jest znacznie
szybsza, niz metody regula falsi. Niestety, zdarzajg si¢ przypadki, gdy
moze nie by¢ zbiezna, np. gdy poczatkowe przyblizenia nie leza
dostatecznie blisko pierwiastka. W metodzie tej istotne znaczenie ma
maksymalna graniczna dokladno$¢ wynikajaca z przyjetej arytmetyki.
Gdy bowiem roznica Xn+1 - Xn jest tego samego rzedu, co oszacowanie
btedu, jakim jest obarczona, nastgpne przyblizenie moze juz by¢
calkowicie bledne. Dlatego tez za dodatkowe Kkryterium przerwania
iteracji nalezy przyjmowac¢ wartosci ‘f(xn)‘ tak, aby tworzyly one ciag
malejacy (w koncowej fazie obliczen). Iteracja powinna by¢ przerwana,
jezeli roznica migdzy kolejnymi przyblizeniami zamiast male¢ zaczyna
szybko wzrasta¢. W takim przypadku nalezy przeprowadzi¢ powtdrng
lokalizacj¢ pierwiastka znacznie zawezajac poczatkowy przedziat jego
izolacji.

X ., =X

n+l n

n=1,2, ... (5.7)

Tabela 5.2. Wyniki obliczen do przykladu 5.2

Xi f(xi)
a=0.25 -1.218912
b=0.75 0.518311
X1 =0.600819 |-0.022416
X, =0.607003 | -0.000352
X3 =0.607100 | -0.000006
X4 =0.607101 | -0.000002
x5 =0.607101
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Przykilad 5.3.

Stosujac metode siecznych znalez¢ pierwiastek rownania:

X3 +x%-3x-3=0w przedziale < 1, 2 >.

Funkcja wystepujaca w rownaniu ma w przedziale <1, 2> doktadnie
jeden pierwiastek. Kolejne przyblizenia tego pierwiastka obliczamy
zgodnie ze wzorem (5.7). Wyniki obliczen zapisane sg w tabeli 5.3.

Tabela 5.3. Wyniki obliczen do przykladu 5.3

i Xi f(xi)
0 1 -4
1 2 3
2 1.57142 -1.36449
3 1.70540 -0.24784
4 1.73513 0.02920
5 1.73199 0.000576
6 1.73193

5.5. Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona, zwana takze metodg Newtona \ub metodg
stycznych, nalezy do  metod iteracyjnych. Dla  zadania
jednowymiarowego, tzn. jednego réwnania, w metodzie tej dla
znalezienia nastgpnego punktu iteracji korzysta si¢ tylko z jednego punktu
startowego Xo. Jesli warto$¢ funkcji dla X =Xg jest ré6zna od zera, to
w punkcie 0 wspotrzednych ( X, f(Xo)) prowadzi si¢ styczng do wykresu
funkcji (rys. 5.3).

Punkt przecigcia tej stycznej z osig 0X stanowi pierwsze przyblizenie X;
szukanego pierwiastka. Nastepnie w punkcie o wspotrzednych (X1, f(X1))
prowadzi si¢ kolejng styczng. Punkt przecigcia tej stycznej z osig Ox jest
drugim przyblizeniem pierwiastka Xo. W ten sposob otrzymuje si¢ kolejne
wyrazy ciggu przyblizen Xi, Xz, X3, ... .

Wz6r rekurencyjny opisujacy obliczanie tych wyrazow ma postac:

Xeg = X, + hk, hk = ff.(())((k)) 1 k=01,... (5.8)
k
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lub piszac krocej:

f(x
Xk+1 = Xk - fl((Xk )) ’ k = 011""' (59)
k

YA

f(xo)

f(x:) X
0 \%"1 T

Rys. 5.3. Interpretacja geometryczna metody Newtona-Raphsona

Obliczenia konczy sie, gdy:
‘h"‘ =‘xk+1—xk‘<eps. (5.10)

przy czym eps oznacza zadang z géry doktadno$¢ i jest oszacowaniem
btedu wartosci f(x,)/ f'(x,) .

Warto zauwazy¢, ze jezeli we wzorze (5.9) za f'(x,) wstawimy iloraz
f(x, )-f(x, ;)
Xk X1

Wybdr punktu startowego X jest bardzo istotny i moze decydowac
0 zbieznosci  ciggu  kolejnych przyblizen. Jezeli wystartujemy
odpowiednio blisko od rozwigzania, wtedy metoda Newtona jest lokalnie
kwadratowo zbiezna czyli jej wyktadnik zbieinosci wynosi p=2, jesli
f'(a) #0.

Wyktadnik zbiezno$ci metody iteracyjnej z definicji jest taka liczba
p>1, ze:

ro6Znicowy to otrzymamy metode siecznych.

X — ] <% —¢f, 0<c<oo.
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Gdy c=1, to w metodzie Newtona, w kazdym kroku (z wyjatkiem
poczatkowych) podwaja si¢ liczba cyfr doktadnych w przyblizeniu
pierwiastka.

W metodzie siecznych wykladnik zbieznosci wynosi:

\/§+1
2

skad wynika szybsza zbiezno$¢ metody Newtona.

Przyklad 5.4.

Zbada¢ z dokfadno$cia do le-5 rozwigzanie rOwnania y=e* +2x+1

metodg Newtona wybierajac jako punkt startowy:
a) Xo=0,
b) Xo=b.

Dla badanej funkcji mamy:
f(x)=e"+2x+1
f'(x)=e*+2

Ad a)

Wykonamy obliczenia dla punktu startowego xo=0. Obliczamy
przyblizenia rozwigzania korzystajac z wzoru 5.8 1 wartosci funkcji
w obliczonych punktach:

_ _f(xo): _m: _E:_
X =xp = et =0— =0 - 2= —0.666667.

Warto$¢ funkcji w otrzymanym punkcie X; Wynosi:
f(xy) = f(—0.666667) = 0.18008379.

Poniewaz |f (x;)| > 1le — 5 nalezy policzy¢ kolejny krok metody:

f(—0.666667)

_ f(x1) — _
Xy =X1 —5—= 0.666667 70666667 —

Ve
Kontynuujac obliczenia otrzymujemy:

F(x,) = f(—0.738316) = 0.00128692,

—0.738316
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_ _ f(x2) - _
X3 =X, s 0.738835,
f(x3) = f(—0.738835) = 0.00000100.

Po wykonaniu trzeciego kroku nastgpuje koniec obliczen (osiagnigto
zadang doktadnos¢ 0.00001) a znaleziony pierwiastek wynosi:
x = -0.738835.

Ad b)

Podobne obliczenia wykonamy dla punktu startowego Xo=5.
Otrzymujemy kolejno:
f(xo) _ ¢ f(5) _ 159413159
o) f';5) 150.413159
f(x1) = £(3.940165) = 60.3074059,
_ _ f(xq) —
Xy = x; — o = 2.811385,
f(x,) = £(2.811385) = 23.255709,
_ _ f(x2) —
X3 = X — 5.5 = 1563288,
f(x3) = £(1.563288) = 8.901072,
_ _ f(x3) —
Xy = x5 = 5ot = 0.249379,
f(x,) = £(0.249379) = 2.781987,

X = x, — L5 = 0597954,

X1 = Xg — = 394‘0165,

floe)
f(xs) = f(—0.597954) = 0.354403,
_ _ flxs) _
Xg = Xg o 0.736792,
f(xe) = f(—0.736792) = 0.005063,
_ _ f(x6) _
X7 = Xg oo = 0.738835,

F(x;) = f(—0.738835) = 0.0000010.

Po wykonaniu siddmego kroku nastepuje koniec obliczen. Pierwiastek
wynosi: x = -0.738835.
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Przykilad 5.5.

Zbadaé¢ zalezno$¢ rozwigzania réwnania od wyboru punktu startowego
w metodzie Newtona dla rownania:

Xoy=e*+x*-2.

Wykres funkcji y(x) przedstawia rys. 5.4.

3.00 —

2.00 —

1.00 —

-1.00
0.00 —

-1.00 —

-2.00 —

Rys. 5.4. Wykres funkcji z przyktadu 5.4.

Badana funkcja ma dwa rzeczywiste pierwiastki x; >0 oraz x, <0.
Wyniki obliczen tych pierwiastkow z r6zng doktadnos$cig i dla r6znych
punktéw startowych (niekiedy bardzo odlegtych od szukanych
pierwiastkéw) zebrane sg w tabeli 5.4.
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Tabela 5.4. Wyniki obliczen do przykladu 5.5

Xo -1.0 10.0 100.0
doktadnos¢ | 0.001 | 0.000001 | 0.001 | 0.000001 | 0.001 | 0.000001
liczba iteracji 4 5 6 7 10 11
-0.635 | -0.635 5.1 5.1 50.1 50.1

-0.534 | -0.543 2.74 2.74 25.02 25.02
-0.537 | -0.537 1.71 1.71 12.5 125
-0.537 | -0.5373 1.36 1.369 6,35 6,35
-0.5372 131 1.317 3.33 3.33
1.3159 | 1.3169 1.95 1.95
1.3159 1.43 1.43

1.32 1.32
1.315 1.315
1.3159 | 1.3159

1.315973

Z tabeli 5.4 wynika, ze osiggni¢cie doktadnos$ci tysigc razy wigkszej
wymaga wykonania tylko jednego kroku wigcej. Warto zwroci¢ uwagg na
to, ze warto$§¢ kolejnego przyblizenia najbardziej zmienia si¢
w pierwszych iteracjach. Wybor punktu startowego ma takze znaczenie -
np. dla xo = -1 potrzeba 4 iteracji, za$ 11 iteracji dla xo = 100.

W wyniku przeprowadzonych obliczen stwierdzono, ze warto$¢
pochodnej f’(x) poczawszy od drugiej iteracji zmienia si¢ nieznacznie.
Z wyrazenia na hy wynika, ze pochodng f'(x) mozna oblicza¢ z taka
doktadnoscia wzgledna, z jaka oblicza si¢ f(X). Mozna wigc nie
wyznacza¢ f'(x) w kazdej iteracji. Znacznie przyspiesza to proces
iteracyjny (szczegolnie dla uktadow rownan nieliniowych), nie wptywajac
Znaczaco na jego zbieznosc¢.

Uproszczone wzory (5.8) przyjmuja postac:

T _og
Foy k0L

X =X +he by =— (5.11)
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Jesli poszukujemy pierwiastka rownania (5.1) metoda Newtona
w przedziale jego izolacji < a, b >, to warunkiem koniecznym zbieznosci
jest, aby punkt startowy Xo znajdowal si¢ w tym przedziale. Metoda
Newtona zapewnia zbiezno$¢ procesu iteracyjnego wtedy, gdy
w przedziale izolacji pierwiastka pierwsza i druga pochodna funkcji f(x)
nie zmieniajg znaku (rys. 5.1a-5.1d).

Punkt startowy Xo nalezy wybiera¢ nastepujgco:
Xo = &, jesli f(x)f'(x) <0 -przypadek Db)ic),
Xo= b, jesli f(x)f"(x) >0 - przypadek a) i d).

Zwickszenie czasu obliczen lub niemoznos$¢ znalezienia pierwiastka
ma miejsce wowczas, gdy wybierzemy punkt poczatkowy:

Xo =D, jesli f(x)f'(x)<0 - przypadek b)ic),
Xo = a, jesli f(x)f'(x)>0 - przypadek a) i d).

Rys. 5.5 ilustruje przypadki niewtasciwego doboru punktu startowego
Xo W metodzie Newtona, co moze doprowadzi¢ do znalezienia innego
pierwiastka (rys. 5.5a) lub przerwac obliczenia na skutek znalezienia
punktu x; poza przedziatem okreslonosci funkcji (rys. 5.5b) Iub
W nieskonczonosci (rys. 5.5¢).

Przykiad 5.6.

Stosujac réozne wzory iteracyjne rozwigza¢ roéwnanie X +Inx=0.
Pokaza¢, ze szybkos$¢ zbiezno$ci zalezy od zastosowanego wzoru.

Metoda bisekcji
Przyjmujemy:
e poczatek przedziatu: 0.34,
e koniec przedziatu: 0.98,
e doktadnos¢: 0.0001.
Znaleziony pierwiastek: x = 0.567109, liczba iteracji: 13.

Metoda regula falsi
Przyjmujemy:
e poczatek przedziatu: 0.34,
e koniec przedziatu: 0.98,
e doktadnos¢: 0.0001.
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Znaleziony pierwiastek: x = 0.567307, liczba iteracji: 13.

Metoda Newtona
Przyjmujemy:
e punkt startowy: 1,
e doktadnos¢: 0.0001.
Znaleziony pierwiastek: x = 0.567143, liczba iteracji: 4.
Z przeprowadzonych obliczen wynika, Ze najszybsza zbieznoscig
charakteryzuje si¢ metoda Newtona, co jest zgodne z teorig.

a) b)
10,00 — 2.00 —
/
5.00 —| 1.00 — |
|
|
|
] |
B |
|
|
‘ }
X | o |
000 I 0 \/ X I T 6:66 T < T ]
400 000 400 -1.00 0.0 1.00 2,00 3.00
500
-1.00 —|
1000 -
2,00 —
8.00 —
4.00 —
000 | = | | |
-4/00 -2.00 0.00 2.00 4.00 6.00

-8.00 —

-12.00 —

Rys. 5.5. Przyktady niewtasciwego doboru punktu startowego w metodzie Newtona
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5.6. Uklady rownan nieliniowych

W celu rozwigzania uktadu n réwnan nieliniowych:

(X, X,...X,) =0

f, (X, %X,..X,) =0 (5.12)

metode Newtona-Raphsona uogoélnia si¢ na N-wymiarow.
Zbior argumentOw Xi, X2, X3, ... rozpatrujemy jako n - wymiarowy

wektor postaci: X = [Xl,Xz...Xn]T. Analogicznie zbior funkcji fy, fo, f3, ...
traktujemy jako n-wymiarowy wektor F=[f,,f,...f ]". Wtedy uklad
rownan (5.12) mozna zapisa¢ w postaci:

F(X) =0, (5.13)

za$ iteracyjny wzor Newtona-Raphsona przyjmie postac:

{J(Xm)h =—-F(X;)

, 5.14
X, =X,+h ( )

gdzie h jest wektorem poprawki a J(X) jest obliczong dla X macierzg
Jacobiego:

ot, of,  of,
ox, ox, = Ox,
otf, of,  of,

J(X) =
OX,  OX, X,
of, of T of,
ox, Ox, = OX,

W przypadku uktadu rownan problem zbieznosci jest trudniejszy, niz
w przypadku pojedynczego réwnania. Dlatego bardzo wazne jest dobre
przyblizenie startowe.
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Wzér (5.14) mozna tez zapisa¢ w postaci:

I Kz =X )= =F(X;). (5.15)

Oznaczajac Z,,, = (X,,, — X,) otrzymujemy:
I(X)Z;,, =—F(X)). (5.16)

Algorytm rozwigzywania uktadu jest nastgpujacy:

1.
2.

o~

Dla przyblizenia zerowego Xo obliczamy F(Xo) oraz J (Xo).
Stosujac dowolng metode rozwigzywania rownan liniowych (np.
eliminacji Gaussa), rozwigzujemy uktad (5.16), otrzymujac
poprawke Z;.

Sprawdzamy, czy Z; spelnia narzucony warunek doktadnosci
rozwigzania (||Z;|<e). Jezeli tak, to przyblizenie zerowe jest

rozwigzaniem. W przeciwnym przypadku przechodzimy do kroku
czwartego.

Dodajemy poprawke Z; do Xo otrzymujac X; = Xo + Z.

Z nowa wartoscig X wracamy do kroku 1, obliczajac kolejna
poprawke 1 nowe przyblizenie X, tak dtugo az zostanie spelniony
warunek doktadnosci.

W przypadku braku zbiezno$ci przerywamy wykonywanie algorytmu.
Wskaznikiem rozbieznosci jest wzrost lub oscylacja Z w kolejnych
iteracjach. Zwykle wystarcza wykonanie niewielkiej liczby iteracji w celu
zorientowania si¢, czy kontynuacja obliczen jest celowa. Jesli nie, to
nalezy zada¢ nowe warunki poczatkowe lub zastosowac¢ inng metodeg.

Przykitad 5.7.
Znalez¢ dwa pierwsze przyblizenia rozwigzania uktadu rownan postaci:

f.(%,%,) =X —2x," =0,
f, (X, X,) =2%x,X, —3=0.

Obliczenia wykona¢ z doktadnoscig eps=0.001. Jako przyblizenie
poczatkowe przyjac¢ wektor:

X,

11l
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-0,73
Obliczamy F(Xo)z{ 014}, a nastgpnie tworzymy macierz
Jacobiego:

J(X):{le —4x2]

2X, 2%,
Zatem:

26 —-44
J(X,)=
(%) {2,2 2,6]

Rozwigzujemy uktad réwnan (np. metodg eliminacji Gaussa):

3(X,)Z, =—F(X,), CZyIi:F’ES 414}[%}:{—0,73}

2,2 26| h -014

i otrzymujemy poprawke Z;=[ho, h1]'=[0,1529 -0,0755].
Obliczamy:

X X 17 13 N 01529 | [14529
R -0,0755| |1,0245]

i sprawdzamy warunek zakonczenia obliczen:

|z,]|=0.1706 > 0.001.

Kryterium konca nie jest jeszcze spetnione, wobec czego wykonujemy
drugga iteracje:

F(X )_ 0,0120
Y 1-0,0231)
2,9058 —4,0978
(Xl): .
2,0489  2,9058
Rozwigzujemy uktad réwnan:

29058 —4,0978}?0}_ { 0,0120 }
T 1

J(X,)Z, =-F(X,), czyli:
(X0)Z = =F(X), czy [2,0489 2,9058 || h, -0,023

i otrzymujemy poprawke Z,=[ho, h1]'=[0,0036 0,0054].
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Obliczamy:
1,4565
X, =X,+2Z, =

1,0299

I ponownie sprawdzamy warunek zakonczenia obliczen:

|Z,| = 0.0065 > 0.001.

Obliczenia kontynuujemy do momentu kiedy |Z;|| < 0.001.

Doktadnym rozwigzaniem uktadu jest:
X, = i~145648 X, = /i~102988
1 \/E d ’ 2 2\/5 y .

5.7. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.1.

Metoda Newtona wyznaczy¢ wzor na przyblizong warto$¢:
a) Va dlaa>1,
b) Ya dlaa>1, seN, s> 2.

Odp.

1 .
a) Xjr1 = X + 2

s—1
D) X1 == +

Zadanie 5.2.

Wyznaczy¢ metodg Newtona przyblizong wartos¢ podanego pierwiastka
z zadang doktadno$cia oraz poda¢ konieczng do wykonania liczbe
krokow. Obliczenia przeprowadzi¢ dla punktu startowego 1.0 oraz 2.0.

a) V7, € =0.01;

b) /20, £ =0.001;
c) V11, & =0.01;
d) V11, & =0.0001;
e) V25, £=0.01;
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f) V25, €= 0.00001.

Odp.
a) Xo=1.0 to x4=2.64577; Xo=2.0 to x3=2.64575.
b) xo=1.0 to xs=4.47214; Xo=2.0 t0 x4=4.47214.
C) Xo=1.0 to x5=2.22414; Xxo=2.0 to Xx3=2.22428.
d) Xo=1.0 to xg=2.22398; Xo=2.0 to x3=2.22398.
e) Xo=1.0 to xg=2.23607; Xo=2.0 to x3=2.23607.
) Xo=1.0 to Xg=2.23607; Xo=2.0 to x4=2.23607.

Zadanie 5.3.

Metoda regula falsi oraz metoda siecznych wyznaczy¢ dodatni
pierwiastek rOwnania:
sinx — %x =0
z doktadnoscig do:
a) 0.01;
b) 0.0001.
Dla kazdej metody poda¢ konieczng liczbg krokow.

Odp.
a). Metoda regula falsi: x = 1.89320, liczba krokow = 5.
Metoda siecznych: x = 1.89242, liczba krokow = 3.
b). Metoda regula falsi: x = 1.89546, liczba krokow = 9.
Metoda siecznych: x = 1.89543, liczba krokow = 4.
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6.1. Wstep

W niniejszym rozdziale podane zostang metody numerycznego
catkowania funkcji (tzw. kwadratury) [1, 4, 7, 8, 9, 10]. Beda to metody,
ktére jako wynik dadzg przyblizong warto$¢ liczbowa catki postaci:

[} f(x)dx. 6.1)

Zakladamy, zZe jest to catka wilasciwa tzn. ma skonczone granice
calkowania oraz funkcja podcatkowa f(X) jest ciaglta w przedziale
catkowania. Obliczenie catki (6.1) nastapi przy uzyciu kwadratur postaci:

Kn(f) = Xizo Aif (x). (6.2)

Wspoétczynniki kwadratury A; oraz wezly X; sg niezalezne od funkcji
podcatkowej f(x). Obliczenie wartosci catki (6.1) bedzie polegato na
aproksymacji funkcji podcatkowej za pomocg tatwo catkowalnej funkcji.
W rozdziale podane zostang dwa rodzaje kwadratur:

e kwadratury Newtona-Cotesa, ktore oparte sg na przyblizeniu
funkcji podcatkowej wielomianami stopnia pierwszego (metoda
trapezow) oraz stopnia drugiego (metoda Simpsona);

e kwadratury Gaussa, ktére polegaja na  wykorzystaniu
wielomianow ortogonalnych i takim wyborze punktéw X; oraz
wspotczynnikéw A, aby kwadratura byta doktadna dla wszystkich
wielomianow mozliwie najwyzszego stopnia.

6.2. Kwadratury Newtona-Cotesa

Niech Ii(X) oznaczaja wielomiany fundamentalne Lagrange’a
zdefiniowane wzorem:

L) =Teo—2L, i=0,1,2,..,n. (6.3)

xi—xj

Jj#i
Kwadraturg (6.2) ze wspotczynnikami A; zdefiniowanymi wzorem:

A = [ L(0dx, (6.4)
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nazywamy kwadraturg interpolacyjng. Mozna nig przybliza¢ warto$¢ catki
(6.1). Pozostaje tylko kwestia, z jakim btedem bedzie podany wynik.
Kwadrature interpolacyjng Kn(f) z weztami rownoodlegtymi nazywamy
kwadraturg Newtona-Cotesa.

6.2.1. Wzor trapezow

Calke (6.1) mozemy przybliza¢ jako pole trapezu wyznaczonego przez
granice catkowania. Dla przypadku przedstawionego na rys.6.1
kwadratura wyraza si¢ wzorem:

Ky (f) = =2 (F (@) + £ (b)) (6.5)

Dla dwoch weztow Xp=a i x;=b blad takiej kwadratury jest dos¢ duzy.
Dlatego dokonuje si¢ podzialu przedziatu catkowania na n rownej
dtugosci podprzedziatow [Xi, Xi+1]. Krok miedzy weztami wynosi wtedy:

b-a

h==" (©.8)
natomiast wezly spetniajg zaleznos¢:

xi=a+ih=x;_4+h dla i=0,1,..,n. (6.7)

W takim przypadku przyblizenie catki (6.1) jest sumg poél trapezow
wyznaczonych przez kolejne podprzedziaty:

To = TS (FG0) + £ (rean)) = h (3£ Gro) + T2 G +
+3f o)
Ostatecznie wzér ztozony trapezéw mozna zapisa¢ w postaci:
T = h(2FCi) + FOr) + FOr) + -+ fltnn) + 2 (o)) (68)
Blad tej kwadratury jest rzedu O(h?) i wynosi doktadnie:

(&), gdzie & € (a,b). (6.9)

(b—a)h?
12
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Wynika on z twierdzenia o reszcie w interpolacji wielomianowej.

A
Y
f(x)

Rys. 6.1. Wz6r trapezow dla n=1

Interpretacje geometryczng zlozonego wzoru trapezOw przedstawia
rys. 6.2.

f(x)

0 | Xo=a X1 X0 ..Xna  b=Xn X

Rys. 6.2. Wzdr ztozony trapezow

Przyklad 6.1.

Obliczy¢ wartos¢ catki folv 1+ xdx stosujac wzér ztozony trapezoéw
z krokiem h=1/3.
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Wynik obliczony w sposéb analityczny to [=1.21895. Liczba
podprzedziatow wynosi:

__b-a _1-0

= =3,

Wl R

a liczba weztoéw jest rowna (n+1) czyli w naszym przyktadzie 4.
Wezty majg wartos$ci:
xo = 0 — lewy przedziat catkowania,
Xy =%x9+h=1/3,
X, =x1 +h=2/3,
X3 = x, + h = 1 — prawy przedziat catkowania.

Wz6ér na kwadrature to:
Ts=hYof(x)=hXioJ1+x.

Wykonujgc obliczenia dla naszego przypadku mamy:

Ty = h (3 (o) + f () + f(02) + 2 (x3) ) =

= §<§M+J1 +§+\/1 +IHTF 1) = 1.21760

Wartos¢ btedu wynosi dla n=3 wynosi:

T3—I
1

1.21760—-1.21895
1.21895

| - 100% = | | -100% = 11.08%

Oczywiscie dla mniejszego kroku, czyli wiekszej liczby weztow,
wartos¢ btedu tez si¢ zmniejszy i wynik bedzie doktadniejszy.

6.2.2. Wzér Simpsona

Catke (6.1) mozemy przybliza¢ rowniez jako pole pod parabola
przechodzaca przez punkty Xo=a, x;=(a+b)/2, x,=b, czyli:

K,(f) = =2 (f(@) + 4 (D) + F (b)) (6.10)
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Przy podziale przedzialu catkowania na n/2 rownej dhugosci
podprzedzialy [Xi, Xi+1], przy zatozeniu parzystosci liczby n, otrzymujemy
wzor ztozony.

W2z6r ten ma postac:

S= ; %(f(xzi) + 4f (x2i41) + f(x2i+2))

h
= §‘[[f(x0) ++4f(x) + f(x3)]

+ [f(x2) +4f (x3) + f(x4)]
+ [f(x4) + + 41 (xs5) + +f(x)] + -
+ [f(en—z) + 4f (xp-1) + f(x)]}

Ostatecznie wzor ztozony Simsona to:

S =2 [f(xo) + 4 (f(xl) + f(xg) + o+ f (xn-l)) +2 (f(Xz> +

+(x,) + -+ + f(xn_z)) + f(xn)] (6.11)
Btad tej kwadratury jest rzedu O(h*) i wynosi doktadnie:
- (), gdzie § € (ab). (612)

Przykiad 6.2.

Obliczy¢ wartos$¢ calki fol V1 + xdx z przyktadu 6.1 za pomoca wzoru
ztozonego Simpsona.

Wartos¢ kroku w tej metodzie musi ulec zmianie — nie moze wynosic¢
h=1/3, bo wowczas N nie jest liczba parzystg. Wezmy h=1/4 i wtedy n=4.
Wezly wynosza odpowiednio: 0, %4, Y2, %, 1.

Wzér ztozony Simpsona dla tego zadania ma postac:

h
Sy = 3 [f(xo) + 4(f(x1) + f(x3)) + Z(f(xz)) + f(x4)] =
1
== [f@+4(rQ)+70) + 27 (5) +rv] =

=%lﬁ+4<\/§+\ﬁ>+2\/§+\/§l=1.21895
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Przy obliczeniach analitycznych, juz dla 5 weztdow osiggamy
doktadnos¢ wyniku 107.

Przyklad 6.3.

Stosujac wzor ztozony Simpsona obliczy¢ przyblizong wartos¢ In(7).

W tym celu nalezy skorzysta¢ z zaleznosci:

In(a) = flaidx dla a>1.

Przyjmijmy krok obliczen h=0.2. Wtedy:
7-1

n =—=30.
0.2

Wezty majg wartos$ci:
Xo=1 x;,=x_,+02 dlai=12..30.

Wzoér ztozony Simpsona przyjmuje w tym przyktadzie postac:

S30 =% [f(xo) +4 of(x21+1) +2 1f(x21) + f(x30)].

Funkcja podcatkowa ma postac:

1
fx) = "
Wezty wyrazajg si¢ zalezno$ciami:
xzi = 1 + h ' 21,
Xoit1 = 1 + h ) (Zl + 1)
Ostatecznie

530_ [1+4Z‘ O12+o41
Wynik doktadny to 1.94591.

24

1+0.41

;] = 1.94596,

Ostateczna posta¢ wzoru zlozonego Simpsona przyblizajacego In(7)
dla dowolnego parzystego n to:

_h n/2 n/2 1 1
Sn = 3 [1 + 421 01+h- (2 i+1) Tnean T2 Zl 11+h2: + 7]

Zageszczanie weztow daje nastepujgce wyniki:
o dla n=40 wynik S4=1.94593;
e dla n=50 wynik S5,=1.94592;
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e dla n=60 wynik Sg=1.94591 (warto$¢ jak dla wyniku
doktadnego).

Nalezy nadmieni¢, iz kwadratury Newtona-Cotesa nie sa numerycznie
poprawne tzn.moga zdarzy¢ si¢ przypadki, gdy btad wytworzony
w trakcie obliczen moze znacznie przekroczy¢ warto$¢ obliczonej catki.

6.3. Kwadratury Gaussa

Kwadratury Gaussa oparta na n+1 punktach ma by¢ dokladna dla
wielomianow: 1, x, x2, ..,x?"*1 Powstaje uklad 2(n+1) roéwnan
nieliniowych z 2(n+1) niewiadomymi. Okazuje si¢, ze pierwiastki tego
uktadu s3 miejscami  zerowymi odpowiednich  wielomiandéw
ortogonalnych. Dzi¢ki temu uktad, ktory nalezy rozwigzac, redukuje si¢
do n+1 réwnan liniowych, z ktoérego wyznacza si¢ wspotczynniki
kwadratury.

Definicja i twierdzenia dotyczace wielomianéw ortogonalnych
znajduja si¢ w rozdziale 3.6.

Rozwazmy teraz calke I, okreslong wzorem:

b = [ w(Of()dx, (6.13)

gdzie funkcja wagowa o jest dodatnia na [a,b].

Twierdzenie 6.1

Kwadraturg Gaussa postaci (6.2) opartg na n+1 weztach 0 maksymalnym
rzedzie, rownym 2n+1, jest kwadratura interpolacyjna, ktorej weztami sa
pierwiastki (n+1)-go wielomianu ortogonalnego na [a,b] z waga w.

Dla kwadratur Gaussa wezly kwadratury sg zatem pierwiastkami
odpowiedniego wielomianu ortogonalnego.

Twierdzenie 6.2
Wspoétczynniki kwadratury Gaussa wyrazaja si¢ wzorami:

p s i=01,..,m, 6.14
l

an p,n+1(xi)pn(xi) ’
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gdzie ax jest wspotczynnikiem przy najwyzszej potedze k-tego
wielomianu ortogonalnego px a Xo, X1, ..., Xn s3 pierwiastkami (n+1)-ego
wielomianu ortogonalnego.

Twierdzenie 6.3

JeSli f(x) € C?*™*2[a,b], to reszta kwadratury Gaussa wyraza sig
wzorem:

Ry(®) = oo [ (B, () dx (6.15)

(2n+2)'a

W szczegdlnym przypadku, dla funkcji wagowe] w(x) =1,
wspotezynniki kwadratury A;j i wezty X; dobiera si¢ tak, aby kwadratura
byta doktadna dla wszystkich wiclomianéw W(X) stopnia niec wigkszego
niz 2n+2. Wtedy kwadratura (6.2) jest kwadraturg Gaussa przyblizajaca
catke:

1
[, fx)dx. (6.16)
Jest to osiagniete, gdy spetniony jest uktad:

moAi(x)k = f_ll xkdx dla k=0,1,..2n+1, (6.17)

w ktorym za funkcje podcatkowsg przyjmuje si¢ wielomiany bazowe.
Po wyliczeniu prawych stron uktad (6.17) mozna zapisac krdce;j:

Lodi(x)* = —[1—- (-1)**dla k=01,..2n+1.  (6.18)

Do obliczenia catki w dowolnym przedziale [a, b] dokonujemy
liniowego przeksztalcenia przedziatu [a, b] na przedziat [-1, 1]. Wtedy:

x =20 4 222 (6.19)
2 2
a calka po przeksztalceniu ma postac:

[ feydx =220 F(E2e+ 22 . (6.20)
Zalety kwadratur Gaussa:

1. Mozemy przy ich uzyciu oblicza¢ przyblizone wartosci catek
osobliwych bardzo cz¢sto wystepujace np. w fizyce.

2. Maja one duzo wyzsza doktadnos¢.
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3. Dla (n+1) punktow kwadratura Gaussa jest doktadna dla
wielomianow stopnia 2n+1, gdy kwadratury Newtona-Cotesa s3
doktadne tylko dla wielomianow n-tego stopnia.

Przykiad 6.4.
Obliczy¢ wspotczynniki i wezty kwadratury Gaussa dla przedziatu [-1,1]
z funkcja wagowa w(x) = 1 opartej na dwoch weztach.

Przyjmujac n=1, mamy kwadrature rzedu 4. Nalezy rozwiagzaé¢ uktad
réwnan dla k od 0 do 2n+1=3 zgodnie ze wzorem (6.17):
00 Ag- (x0)° + 41~ (x)° = 2,
Ag- (x)t+ A, - (x)t =0,
Ay (x0)? +Ar - (x)? = g,
Ay (x0)* + Ay - (x1)* = 0.

I

~ X X X

Rozwigzaniem sg liczby:

Ap=A=1
oraz
1 .
xo == _ﬁ l X1 :\/_§

Kwadratura dwupunktowa Gaussa dla przedziatu [-1,1] i wagi
w(x) = 1 ma postac:

k(D=1 (-5)+7 (%)
1 przybliza ona catke:

2, F()dx.

Przykilad 6.5.
Obliczy¢ wspolczynniki i wezty kwadratury Gaussa dla przedziatu [-1,1]
z funkcja wagowa w(x) = 1 opartej na trzech weztach. Dla n=2 bedzie to
kwadratura rzedu 5.

Nalezy rozwigza¢ uktad réwnan dla k od O do 5 zgodnie ze wzorem
(6.16). Rozwigzaniem sg liczby:

A(): A2: 5/9, A1:8/9 .
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oraz

— 3 — ; — 3
xO—_\/;, xl—O le—\/;.

Kwadratura trzypunktowa Gaussa dla przedziatu [-1,1] i wagi:
w(x) = 1 ma postac:

=27 (-f)+2r@+2 7 ()

1 przybliza ona catke:
1
J_, f(x)dx.

Przykiad 6.6.
Sprawdzi¢, czy kwadratura postaci:

k=@ £ (57) +1 (557)]

jest kwadraturg Gaussa przyblizajacg warto$¢ catki f: f(x)dx.

K jest kwadraturg o trzech weztach czyli n=2. Trzeba sprawdzi¢ czy
zachodzi wzor (6.15) dla:

Ag=A, =4, = b%“
I weztow:

2a+b a+2b
—, X = .
3 3

Xo=Q, X =
Sprawdzamy, dla k = 0, czy zachodzi réwnos¢:

2 Ai(x) = f; x%dx .
Liczgc stronami otrzymujemy:
L=Y2oA()° =YkoA; 1=Ag+A,+A, =3 -"2=b—a
P= f;xodx =b—a.
Dla k = 0 zachodzi réwnos¢ (L=P).

Podobne sprawdzenie nalezy zatem przeprowadzi¢ dla k=1,2,...,5.
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Dla k = 1 otrzymujemy:

b
Yiodi(x)t = fa xtdx .
Liczac stronami mamy:

2a+b
3

b-
L= Y2 0A )" =Ag-Xo+ Ay Xy + A, %, = (a+ 224
a+2b) __b-a 6a+3b _

3 3 3

+ 22. (2a+b)

P =[] x'dx = (b? - a?).

Wobec powyzszego L#P dla k=1 - zatem kwadratura ta nie jest
kwadraturg przyblizajaca podang catke, gdyz nie jest doktadna. Dla
kolejnych k nie ma juz potrzeby sprawdzania.

Z przyktadu 6.6. wynika, iz wezly i wagi nie moga by¢ dowolnie
wybrane w danym przedziale catkowania. Stad caly proces wyboru tych
danych w kwadraturach Gaussa ma istotne uzasadnienie.

W praktyce nie znajduje si¢ jednak punktéw i wag Gaussa z uktadu
(6.15), tylko wykorzystuje si¢ wielomiany ortogonalne. WartoSci
wspolczynnikéw A; oraz weztow X; dla poszczegodlnych wartosci n oraz
odpowiednich wielomianow ortogonalnych sg stablicowane, ogodlnie
dostepne 1 nie oblicza si¢ ich kazdorazowo od nowa, gdyz generowatoby
to bardzo duzy koszt.

W kolejnych rozdziatach przedstawimy cztery najczes$ciej uzywane
rodzaje wielomiandw ortogonalnych i1 odpowiadajagce im kwadratury
Gaussa.

6.3.1. Kwadratury Gaussa-Hermite’a
Wielomiany ortogonalne Hermite’a majg postac:
Hy(x) =1, Hy(x) = 2x,
Hp11(x) = 2xHy, (x) — 2nHp 4 (x). (6.19)
Funkcja wagowa dla tych wielomianéw to:
w(x) = e~ "

a przedziat catkowania (-00,00).
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Zatem catke 0 wskazanej postaci mozemy przybliza¢ kwadraturami
Gaussa-Hermite’a:

e} A2
[ €™ f(x)dx = Eio Aif (x2), (6.20)
w ktorej wezty Xi sa pierwiastkami wielomianu ortogonalnego Hearmite’a
stopnia (n+1) a wartosci A;j - odpowiadajacymi im wspotczynnikami.
W tabeli 6.1 przedstawiono wartosci tych wspotczynnikow dla
wielomianow stopnia od 1 do 4.

Tabela 6.1. Wartosci weztéw i wag kwadratur Gaussa-Hermite’a

n i Xj Ai

1 0 -0.707107 0.886227
1 0.707107 0.886227
0 -1.224745 0.295409

2 1 0 1.181636
2 1.224745 0.295409
0 -1.650680 0.081313

3 1 -0.534648 0.804914
2 0.534648 0.804914
3 1.650680 0.081313
0 -2.020183 0.019953
1 -0.958572 0.393619

4 2 0 0.945309
3 0.958572 0.393619
4 2.020183 0.019953

6.3.2. Kwadratury Gaussa-Laguerre’a

Wielomiany ortogonalne Laguerre’a majg postac:
L,(x) =e* dd? (x™e™™). (6.21)
Funkcja wagowa dla tych wielomianéw to:
w(x) =e™,

a przedziat catkowania [0,%0).
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Zatem catke 0 wskazanej postaci mozemy przybliza¢ kwadraturami
Gaussa-Laguerre’a:

J, e f(0)dx ~ Lo Aif (), (6.22)

w ktorej wezly X; sg pierwiastkami wielomianu ortogonalnego Laguerre’a
stopnia (n+1) a wartosci A; odpowiadajgcymi im wspotczynnikami.
W tabeli 6.2 przedstawiono wartosci tych wspotczynnikow dla
wielomianow stopnia od 1 do 5.

Tabela 6.2. Wartosci wezléw i wag kwadratur Gaussa- Laguerre’a

n i Xj A

1 0 0.585789 0.853553
1 3.414214 0.146447
0 0.415775 0.711093

2 1 2.294280 0.278518
2 6.289945 0.010389
0 0.322548 0.603154

3 1 1.745761 0.357419
2 4.536620 0.038888
3 2.395071 0.000539
0 0.263560 0.521756
1 1.413403 0.398667

4 2 3.596426 0.075942
3 7.085810 0.003612
4 12.640801 0.000032

6.3.3. Kwadratury Gaussa-Czebyszewa
Wielomiany ortogonalne Czebyszewa sg postaci:
To(x) =1, T1(x) =x,
Tn(x) = 2xTy—1 (%) — Tp—a(x). (6.23)
Funkcja wagowa dla tych wielomianéw to:
o) =1/V/1—x2,

a przedziat catkowania [-1,1].
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Zatem catke 0 wskazanej postaci mozemy przybliza¢ kwadraturami
Gaussa-Czebyszewa:

1 1

f_l f(x)mdx ~ 71'1=0Al'f(xi)’ (6-24)
w ktorej wezly Xi sa pierwiastkami wielomianu ortogonalnego
Czebyszewa stopnia (n+l1) a wartosci A; sg odpowiadajgcymi im
wspotczynnikami.

Warto$ci  wezlow 1 wspotczynnikow dla  kwadratur  Gaussa-
Czebyszewa wyrazajg si¢ wzorami:

X; = coS (%n) A; = % (6.25)

6.3.4. Kwadratury Gaussa-Legendre’a
Wielomiany ortogonalne Legendre’a:
Py(x) =1, Py(x) =1,

2n+1
Pra () = 23R, () = 2 Pas (0. (6:26)
Funkcja wagowa dla tych wielomianéw to:
w(x) =1,

przedzial catkowania [-1,1]. Zatem catke (6.27) mozemy przyblizaé
kwadraturami Gaussa- Legendre’a

2 f0dx = Blg Af (%), (6.27)

w ktorej wezty X sa pierwiastkami wielomianu ortogonalnego Legendre’a
stopnia (n+1) a wartosci A; odpowiadajacymi im wspotczynnikami.
W tabeli 6.3 przedstawiono wartosci tych wspotczynnikow dla
wielomianow stopnia od 1 do 5.

Obliczenie wartosci kwadratury przyblizajacej odpowiednig catke
sprowadza si¢ wiec tylko do obliczenia sumy Y. A;f(x;), w ktorej
wspotczynniki A;j oraz wezly X; nalezy pobra¢ z odpowiedniej tabeli.
Pozostaje tylko policzenie w tych weztach wartosci funkcji podcatkowe;.
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Tabela 6.3. Wartosci wezléw i wag kwadratur Gaussa-Legendre’a

n i Xi Ai
1 0 -0.577350 1
1 0.577350 1
0 -0.774597 5/9
2 1 0 8/9
2 0.774597 5/9
0 -0.861136 0.347855
3 1 -0.339981 0.652145
2 0.339981 0.652145
3 0.861136 0.347855
0 -0.906180 0.236927
1 -0.538469 0.478629
4 2 0 0.568889
3 0.538469 0.478629
4 0.906180 0.236927

6.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6.1.
Obliczy¢ przyblizong warto$¢ catki
[ =x* +2.01x? + 1dx,
stosujac Wzor zlozony trapezéw oraz wzor ztozony Simpsona dla liczby
wezlow rowne;:
a) 7,
b) 10;
c) 13;
d) 25;
e) 31.

Odp.
Uwaga: n = liczba weztow — 1.
a) Te =-35.5025 Sp=-33.535;
b) Tg =-34.3971  Sg— zbyt duzy blad, gdyz n nie jest parzyste;
c) Ty, =-34.0093 S;,=-33.5116;
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d) Tos = -33.6349 824: -33.5101;
e) Tz =-33.5899  S3p=-33.51.

Zadanie 6 2.
Obliczy¢ przyblizong wartos$¢ catki:
fol e~ + xsin(x)dx
stosujac wzor zlozony trapezoéw oraz wzor ztozony Simpsona dla liczby
wezlow rowne;j:
a) 7
b) 21.

Odp.
a) Te =0.937954  Sg=0.933279;
b) Te =0.933709  Sg=0.9332809.

Zadanie 6.3.
Obliczy¢ wzorem zlozonym Simpsona z doktadnoscia do 10™ pole pod
jednym tukiem:

a) sinusoidy;

b) cosinusoidy.

Odp.
a) Sg=2.00086;
b) Se=2.00086.

Zadanie 6.4.
Obliczy¢ dwupunktowg kwadraturg Gaussa przyblizong wartos$¢ calki:
f_‘/j;ll ez(sin(x) — 1)dx.

Odp. K, = —2.1591.

Zadanie 6.5.
Obliczy¢ trzypunktowa kwadraturg Gaussa przyblizong wartos¢ calki:
f_\/j;j\/jg 4x* — 2x%dx.

Odp. K, = 745.356.
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Zadanie 6.6.

Obliczy¢ dwupunktowg oraz trzypunktowa kwadraturg Gaussa
przyblizone warto$ci catek:

a) | 13 % dx;

b) fol x%e*dx;

c) f027'r xsin(x)dx;

d) fol sin(mx) dx.

Odp.
a) K;=1.09091 , K,=1.09804
b) K;=0.711942, K,=0.718252
c) K;=1.9799% , K;=1.89115
d) K;=0.616191, K,=0.637062.

Zadanie 6.7.
Wykorzystujac odpowiednie wielomiany ortogonalne (a doktadnie ich
pierwiastki i odpowiadajace im wagi) obliczy¢ przyblizone wartos$ci
calek:

a) [~ e *"x?dx, kwadratura Gaussa-Hermite’a dla n=4;

b) ffoooe‘xzcos(x)dx, kwadraturag Gaussa-Hermite’a dla n=4;

) J, “ e *x5dx, kwadratura Gaussa-Laguerre’a dla n=4;

d) o] SlTLX

o e~?*dx, kwadratura Gaussa-Laguerre’a dla n=3;

e) f 1 \/_dx kwadraturg Gaussa-Czebyszewa dla n=60;
f) f_l(l —x?) /2cos(x)dx, kwadraturg Gaussa-Czebyszewa dla
n=100;
3
9) [1 —=—dx, kwadraturg Gaussa-Legendre’a dla n=3;

—1sin(x)cos(x)

1 1
h) f—l 1+x2

Odp.
a) K=0.886224;
b) K =1.38039;
c) K=122.789;

d) K =0.464436;



186 Metody numeryczne w przyktadach

e) K=1.62312;
f) K=1.08294;
g) K=1.06186;
h) K=1.57117.



7. Rozwigzywanie rownan i ukladow rownan
rézniczkowych zwyczajnych

7.1. Wstep

W rozdziale tym zajmiemy si¢ rozwigzaniem zagadnienia poczgtkowego,
polegajacego na znalezieniu funkcji y, =y,(x), i=12,...,m,
spetniajacych w przedziale <xg,b> uktad rownan rézniczkowych:

d
%= .06 Yoo Vi)
dy, _
dX - fZ(X7 yl""ym) (71)
dy
= f (X Yy Y

z warunkiem poczatkowym:
Yi(Xo) = Yio» 1=12,...,m. (7.2)

Zagadnienie powyzsze mozemy zapisa¢ krotko w postaci wektorowe;:

d
o=y v =yo, (7.3)
X
gdzie:
y1 fl yl,O
y=|.. L f=|.. [ Y,=| - |
ym fm ym,O

Rownanie (7.3) nazywamy rownaniem rdézniczkowym zwyczajnym
rzedu pierwszego. Wykorzystujac t¢ wtasnie posta¢ mozna tatwo opisac
metody numeryczne rozwigzywania uktadow - tak samo, jak
pojedynczych rownan [1, 4, 5, 8, 9, 10].



188 Metody numeryczne w przyktadach

W przypadku m=1 zagadnienie (7.3) sprowadza si¢ do jednego
rownania skalarnego:

Yoty v = Ve (7.4)
X

W dalszych rozwazaniach bgdziemy zaktadac, ze:
1. Funkcje  fi(x,y,..,»,), i=12,....m, Jako funkcje (m+1)
zmiennych sg ciggle w zbiorze:
D= {()c,y],yz,...,ym):)c0 <x<b~0<y <+00,i = 1,2,...,m}.
2. Funkcje  f.(X,¥Yy,., ¥y), 1=12,...,m spelniaja w zbiorze D
warunek Lipschitza wzgledem zmiennych y,, j=12,...,m, tzn.

istnieje skonczona liczba L (stafa Lipschitza) taka, ze dla kazdego
x €< x,,b > idowolnych y., ¥, zachodza nieréwnosci (7.5).

[0 Yarre V) = £, O T T S LDy, - 7. (7.5)
j=1

Nierownos¢ (7.5) jest spelniona, gdy w kazdym punkcie obszaru D
funkcje f,(X, ¥y, ¥y), 1 =12,...,m maja pochodne czastkowe:

af .. .

—, 1,]=12,..,m, ograniczone w D.

oY,

Przy powyzszych zatozeniach mozna udowodni¢, ze w przedziale
< x,,b > istnieje doktadnie jedno rozwiazanie klasy C! zagadnienia (7.3).
Przy rozwigzywaniu réwnan roézniczkowych metodami numerycznymi
wazne jest, ze kazde rownanie rzedu wyzszego niz 1 mozna wyrazi¢ jako
uktad rownan rézniczkowych rzedu pierwszego postaci (7.1) lub (7.3).

Przykiad 7.1.
Rozpatrzmy réwnanie rézniczkowe rzedu drugiego:

d’y dy .
@‘*‘a—(y—y}) = sin(x) ,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

2
4y f(x,y,d—y),

d7 dx
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gdzie:
d . d
06y, 52) =sin() + (y — y*) =
dx d
Wprowadzajac nastgpujace zmienne:
yl = ya
y =Y b
Podr dx’
robwnanie powyzsze mozna zapisa¢ w postaci uktadu
rozniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego:

dy1

i =Y,

b .

%=sm(x)+(y1 —v9)-y,
X

Przyklad 7.2.

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe rzgdu trzeciego postaci:
d3 dy d’y
<3 f ( X, ), 2)

dx " dx

z warunkaml poczatkowymi:
2

H0) =1, ¥'(0) = %«» 1 '(0) = %«» -

Po podstawieniu:

_ dy dyl dzy _ dy,

roOwnanie powyzsze przeksztatca si¢ na uktad:

b

dx 2

b, _

d.x - J3

dy

53 = (X, 005,03)

z warunkami poczatkowymi:
1(0) =mny, 1,(0) =My, 13(0) =n;.

rownan

Otrzymano wigc uktad réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego.
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Przyklad 7.3.

Jesli w réwnaniu roézniczkowym (7.3) zamiast zmiennej X wstawimy t
(czas), to rownanie to bedzie opisywacé wektor predkosci czasteczki jako
funkcj¢ wektora jej potozenia y. Tak wiec rOwnanie rézniczkowe okresla
w tym przypadku pole wektorowe. Rozwigzanie roéwnania opisuje ruch
czasteczki w takim polu.

Rozwazmy uktad:

d
%:_(yl"'yz)
d

%:yl_yZ

z warunkami poczatkowymi:

¥1(0) =y, ¥,(0) = n,.

Dla réznych warunkéw poczatkowych otrzymujemy tu caty rodzine
rozwigzan. Ruch czgsteczki w danym polu predkosci jest jednoznacznie
okreslony przez jej polozenie poczatkowe. Kilka takich krzywych
pokazano narys. 7.1.

12}
1t 0,1) 1.1)
08}
06}

04r

ya(t)

021

021

04}

04 02 0 02 04 06 08 1 1.2
y1()

Rys. 7.1. Rozwiazanie zagadnienia z przyktadu 7.3 dla r6znych warunkow
poczatkowych przy ¢ €< 0,100 >
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Rysunek 7.1. obrazuje trzy przypadki:
a) y,(0)=1 y,(0)=0,
b) y,(0)=1 y,(0)=1

C) yl(o) =0, Y, (0) =1

1 sugeruje, ze jesli wybiera si¢ dostatecznie krotkie przedzialy czasu, to
zasada ,przesunigcie=przyrost czasu x Srednia predkos¢” pozwala
budowa¢ krok po kroku rozwigzanie przyblizone. Jest to podstawowa
zasada  wigkszoSci metod catkowania numerycznego rownan
rozniczkowych.

Mniej lub bardziej wyszukane konstrukcje ,sredniej predkosci”
W rozpatrywanym przedziale czasu daja rézne metody rozwigzania,
okreslane nickiedy symulacjg dynamiczng |ub cigglq uktadu.

Podstawowe definicje i oznaczenia

W rozdziale tym omowimy tzw. metody dyskretne rozwigzywania
zagadnienia (7.3). Sa to metody, za pomocg ktérych otrzymujemy
przyblizone rozwigzania tylko dla dyskretnych wartosci x;,i=12,...,N
zmiennej niezaleznej X. Ograniczymy si¢ tu do omoOwienia
najwazniejszych ztych metod: metod roézinicowych 1 metod typu
Rungego-Kutty. Polegaja one na tym, ze poszukiwane rozwiazanie y,,,,
.1, obliczane jest

metodg iteracyjng w n+1 krokach z wykorzystaniem wartosci
Y, ;»J =0,1,... oraz wartosci f(x,,y,) w obliczonych wczesniej punktach
dlan=0,1,...,N-1.

Niech Y(X) oznacza dokladne rozwigzanie zagadnienia (7.3), a Yy(X)
rozwigzanie przyblizone. Do dalszych rozwazan wprowadzimy
nastgpujace oznaczenia:

bedace przyblizong warto$cig funkcji y(X) w punkcie x

Y, =Y, (%),
Yilzwzf(xi’Yi)’
dx
Y, =Yy.(x),
dy(x;)
’=—l=f iy )y
, & (x.,y;)

gdzie x, e<x,,b>, i=12,...,N, sa punktami, w ktéorych wyznaczamy
przyblizone rozwigzania. Zauwazmy, ze wektor (funkcja) y jest okreslony
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tylko w punktach x; i oznaczenie f(x,,y,) symbolem y/ jest jedynie
umowne.

W przypadku jednego réwnania rézniczkowego (m=1) stosujemy te
same oznaczenia, wstawiajac zamiast wektorow wartosci skalarne. Wpro-
wadzajgc wzory zarowno w metodach réznicowych, jak i w metodach
typu Rungego-Kutty zaktadamy, Zze punkty X; sa rownoodlegle:

Xj = Xo + ih,
gdzie h jest krokiem catkowania.

Rozwigzanie y, ., wyznacza si¢ za pomocg obliczonych wcze$niej
wartosci y,,y, ,»---,¥, ; (kK =0), comozna zapisa¢ w postaci:

An(h!yn—k“"'yn;ym—l) :O’ (76)

przy czym réwnanie (7.6) moze by¢ liniowe lub nieliniowe wzgledem
niewiadomej vy, . Po podstawieniu doktadnego rozwiazania Y, do (7.6),
otrzymujemy réwnanie:
An(h’Yn—k""’Yn;YnJrl)=Tn' (77)
Wielkos¢ T, nazywamy bledem metody powstatym przy przej$ciu od

Xn 00 Xp+1. Jezeli blad T, jako funkcj¢ zmiennej h mozna przedstawic
W postaci:

T, =h*%y, + O(h?*2), (7.8)

gdzie y, # 0, to liczbg p nazywa si¢ rzedem doktadnosci lub po prostu
rzedem metody przyblizonej.

Metody numeryczne pozwalaja zwykle okresli¢ rozwigzanie:

Y (X) =Yk
w sposob przyblizony w stosunku do wartosci wtasciwej Y. Wielkos¢:

e=|y =Y

przedstawia blgd catkowity dla x=xi , na ktory sktada si¢ blgd obci¢cia,
czyli btad algorytmiczny zalezny od charakteru algorytmu uzytego do
obliczenia y(x), a takze blgd zaokrgglenia (bltad maszynowy
spowodowany skonczong dtugoscig stowa maszynowego). Oba rodzaje
btedow kumuluja si¢ w kolejnych krokach i1 stad, w celu poréwnania
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algorytméw, zamiast bledu catkowitego wygodniej jest uzywac biedu
lokalnego.
Blgd lokalny przy x=x; definiuje si¢ podobnie:

&=y, - Y,

przy zalozeniu, ze warto$¢ y dla poprzedniego kroku byla dokladng
wartoscig funkcji y(x) w punkcie x;.

Algorytm nazywamy numerycznie stabilnym, gdy Ilokalny btad
zaokraglenia maleje ze wzrostem liczby krokow. W przeciwnym
wypadku algorytm jest niestabilny i nie przedstawia sobg Zadnej warto$ci
praktycznej.

W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze dla rozpatrywanego
zagadnienia poczatkowego (7.1), (7.2), sa spelnione podane wczesniej
warunki istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania. Zatozenia te sg istotne
nie tylko dla istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania, ale takze dla
zbieznosci rozpatrywanych metod.

7.2. Metoda Eulera

Jedng z najprostszych metod rozwigzywania zagadnienia (7.1), (7.2) jest
metoda Eulera, bgdaca szczegblnym przypadkiem zarowno metod
réznicowych jak 1 metod typu Rungego-Kutty.

Rozwazmy  najpierw  przypadek tylko jednego  réwnania
rozniczkowego (7.4):

Yoty v =y

dx

Rownanie to dla kazdego punktu (X, y) okresla nachylenie stycznej do
rozwigzania przechodzacej przez dany punkt. Kierunek stycznej zmienia
si¢ w sposob ciagly od punktu do punktu, ale najprostsza aproksymacja
polega na tym, ze rozwigzanie bada si¢ tylko dla pewnych wartosci X=X,
Xoth, Xot2h, Xo+3h, ... oraz przyjmuje si¢, ze warto$¢ dy/dx jest stata
miedzy sasiednimi punktami. Wobec tego rdéwnanie aproksymuje si¢
tamang (rys. 7.2) o wierzchotkach (0,yo), (h,y1), (2h,y2),... , gdzie:

yn+1h_ yn — f(nh, yn) .
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Otrzymujemy stad prosty wzor rekurencyjny okreslajacy metode
Eulera:

Yo =Y, +hf (X, +nh,y,),n=01... (7.9

Metoda Eulera ma prosta interpretacje geometryczng (rys. 7.3).
Odcinek M; My ma w punkcie M;=M;(xyyi) kierunek zgodny
z kierunkiem stycznej do krzywej catkowej rownania y’' = f(x,y), ktora
przechodzi przez punkt M. Z tego tez powodu metoda Eulera jest
nazywana czg¢sto metoda stycznych.

W przypadku ukladu réwnan rézniczkowych postaci (7.3) metoda
Eulera przyjmuje posta¢ og6lna:

yn+l :yn +hf(xn’yn)’n:0;lw-- . (710)

yA

V3

2
Y1

v

0 h 2h  3h X
Rys. 7.2. Aproksymacja rozwiazania famang

W metodzie Eulera dla h— 0 w ustalonym punkcie x (x-xo=nh,
h — 0,n — o) rozwigzanie Y, jest zbiezne do wartosci doktadnej Y(x)
i szybko$¢ tej zbieznosci wynosi O(h) [4].

Podstawowa wada metody jest fakt, ze aby uzyska¢ duza doktadno$¢
obliczen, dlugos$¢ kroku musi by¢ bardzo mata, co z kolei prowadzi do
wydluzenia czasu obliczen.
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v

Rys. 7.3. Interpretacja geometryczna metody Eulera

7.3. Metody typu Rungego-Kutty

Metode okreslong wzorem:

Yo = Yo+ 2 WK, , (7.11)
i=1
gdzie:
kl = hf(xmyn)l

i—1
k, =hf(x, +ah,y, + > bk,),i>1
=1

w;,a,b. - stale,

ir @i M
nazywamy metodg Rungego-Kutty.

Metode t¢ mozemy bezposrednio stosowac do rozwigzania zagadnienia
(7.1), (7.2), poniewaz w przeciwienstwie do metod réznicowych (patrz
rozdziat 7.4), do rozpoczgcia obliczen wystarczy warunek poczatkowy
(7.2).

Istotng czgécia obliczen przy wyznaczaniu rozwigzan vy, Jest
wyznaczenie funkcji f(x,y), wystepujacej po prawej stronie uktadu
réwnan rozniczkowych. Stosujac powyzsze wzory nalezy jednak
w kazdym kroku s razy oblicza¢ f(x,y). Dla metody rzg¢du p, nalezy tych
obliczen wykona¢ co najmniej p.
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Najwicksze znaczenie praktyczne maja metody rzedu czwartego dla
s=4. W tabeli 7.1 zestawiono wartosci wspotczynnikéw dla najbardziej
znanych metod typu (7.11).

Zaleta podwyzszenia rzedu algorytmu jest mozliwo$¢ znacznego
wydhuzenia kroku h przy zachowaniu tej samej doktadnosci. Wadg jest
znaczne zwickszenie liczby punktow posrednich obliczen, ktore
w dodatku nie s3 wykorzystywane w nast¢gpnych krokach. Ponadto
znaczng trudnos$¢ stanowi w metodzie precyzyjne oszacowanie dlugosci
kroku h dla uzyskania zatozonej wartosci lokalnego btedu obcigcia.

Podamy jeszcze sposob wyboru kroku catkowania w standardowych
procedurach bibliotecznych, opartych na metodach czwartego rzedu.
Krok poczatkowy hg i doktadnos$¢ € sg podawane przez uzytkownika.
Zaldozmy, ze mamy juz rozwigzanie w punkcie X, Obliczenia
W nastepnym etapie (tj. przy przejsciu od X, d0 Xn+1) s nastepujace. Niech
h oznacza krok catkowania z poprzedniego etapu obliczen (jezeli n=1, to
przyjmujemy h=hg). Za miar¢ bledu metody na tym etapie przyjmujemy
liczbe:

@ (@)

Yo —Yna (712)

1
d=1g

gdzie:
yffj] - oznacza przyblizone rozwigzanie w punkcie Xp+1=X,+h, gdy
obliczenia wykonane zostaly dwukrotnie z krokiem h/2;
y? - przyblizone rozwigzanie w punkcie Xn+; liczone od razu
z krokiem h.

Moga wystapi¢ dwa przypadki:

a) 8<e - obliczone rozwigzanie y'", jest uznawane jako wystarczajaco
doktadne. Wowczas, jesli ponadto & <e/50, to krok h podwajamy,
W przeciwnym razie przechodzimy do nastgpnego etapu.

b) 8 > & - obliczone rozwigzanie jest uznawane jako niewystarczajaco
doktadne. Krok catkowania jest potowiony 1 obliczenia sa
wykonywane jeszcze raz.
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Tabela 7.1. Wartosci wspolczynnikéw w metodach typu Rungego-Kutty

Rzad Stale w; Wartosci wspélczynnikéw k; Metoda
metody
1 wi=1 k, =hf(x,,y,) Eulera
k, =hf(x,,Y,) Heuna
2 Wi=wW=12 | e hf(x, +h,y, +K,) (ulepszona
Eulera)
W=W-=1/6 Ky =hf(x;,Yn) pokrewna
3 Wl;Z;é_ k2 = hf(xn + O'Sh!yn + 0'5k1) metodzie
i Ky =hf(x, +h,y; — K, +2K,) Simpsona

k1 = hf(xn’yn)

o k, = hf(x, +0.5h,y, +0.5k,) y

wWi=w,=1 _ asyczna

4 |woweia | Ke=hfx +05hy, +05k,) RUNgeao-KUtty
K, =hf(x, +0.5h,y, +0.5k,)

k, =hf(x, +hy, +Kkj3)

Przyklad 7.4.
Znalez¢ rozwigzanie réwnania Y'(X)=Yy z warunkiem poczatkowym

y(0)=1 metoda Rungego-Kutty pierwszego rzedu (czyli metoda Eulera)
dla xe<0, 0.4> z krokiem h = 0.1.

Metoda Eulera ma postac:
yn+l = yn + hf(Xn,yn), n= 0,1,..., N

W zadaniu dane s3:

fxy) =y,

X6=0, b=0.4, yo=1, h=0.1 liczba krokow N = 22 = 222 = 4,
Obliczamy kolejno:

V1 =90+ hf (x5, v) =1+ 0.1f(0,1) =1+0.1-1=1.1

X1 =%xg+h=0+0.1=0.1

Vo =y, + hf (g, y) = 1.140.1£(0.1,1.1) = 1.1+ 0.1- 1.1 = 1.21
X, =x;,+h=01+01=0.2
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Y3 =y, + hf (xy,y,) = 1.21 + 0.1£(0.2,1.21) = 1.21 + 0.1 - 1.21

= 1.331
X3=xZ+h=02+01=03

Vs = y3 + hf (x5, y3) = 1.331 + 0.1£(0.3,1.331) =
=1.331+40.1-1.331 = 1.4641

Rozwigzaniem
rozniczkowego jest funkcja:

y(x) = e”*.

analitycznym

przedstawionego

réwnania

Na rysunku 7.4 zaprezentowane zostaly wyniki dla rozwigzania
dokladnego 1 wyniki otrzymane w metodzie Eulera na przedziale <0,2>.

0 02 04 06 08

1

1,2

14 1,6

1,8

2

—f—yi_Euler
yi_dokl

Rys. 7.4. Porownanie wynikéw z metody Eulera z rozw. doktadnym

Przyklad 7.5.

Znalez¢é rozwigzanie rownania Y'(X) =cosx—sinx—y z warunkiem
poczatkowym Yy(0)=2 metodg Rungego-Kutty drugiego rzedu (czyli

metodg ulepszong Eulera) dla xe<0, 0.3> z krokiem h = 0.1.
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Metoda ulepszona Eulera ma postaé:

Vo =Y+ F06Y) +106, +hy, +hEC6,Y, )b =0, N,

W zadaniu dane s3:
f(x,y)=cosx—sinx—y

X0=0, b=0.3, yo=2, h=0.1, liczba korkow N =
Obliczamy kolejno:
f(x0,¥0) = £(0,2) = cos(0) —sin(0) — 2 = —1,

h
Yi1=Yot > [f (x0,¥0) + f (o + h,¥o + hf (X0, ¥0))]
=2+ 0.05[£(0,2) + £(0 + 0.1,2 + 0.1£(0,2))]
=2 40.05-[3+£(0.1,2+0.1-3]
=2 40.05-[3 + £(0.1,2.3)]
=24 0.05-[3 + cos(0.1) —sin(0.1) — 2.3]
= 1.88935

b=xo _ 03-0 _ o

0.1

x1:x0+h:0+0.1:0.1

h

Yo=Yyt 2 [f (x1,¥1) + f(x1 + h,ys + hf (x1,¥1))] = 1.77802
h

Y3=Y2t3 [f (x2,y2) + f(xz + h,y, + hf (x3,¥,))] = 1.66538

W efekcie otrzymalismy:
y1 = y(x) =y(0.1)
y2 & y(x;) = y(0.2)
¥z = y(x3) = y(0.3).

Rozwigzaniem analitycznym przedstawionego rdéwnania rdznicz-
kowego jest funkcja y(x) = cos(x) — sin(x) — y.

Na rysunku 7.5 1 7.6 zaprezentowane zostaly warto$ci rowne roznicy
rozwigzania dokladnego 1 wynikow otrzymanych odpowiednio
w metodzie ulepszonej Eulera dla kroku h=0.1 oraz h=0.05.
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0,00045
0,0004
0,00035
0,0003
0,00025
0,0002
0,00015 -
0,0001
0,00005 -

0 -

0,00012

0,0001
0,00008
0,00006

0,00004 -
0,00002 -
0 -

Rys. 7.6. Blad w metodzie ulepszonej Eulera dla h=0.05

Przyktad 7.6.
Znalez¢ rozwigzanie rdwnania y'(x) = x+ y z warunkiem poczatkowym

y(0)=1 metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu dla xe<0, 0.2> z krokiem
h=0.1.
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W?zory Rungego-Kutty czwartego rzedu maja postac (tabela 7.1):

Yisy = ¥ + (K + 2k + 2k + K, )/6 1=0,1,2,..
przy czym:
ki = hf(xi, yi),

ko = hf(x; +0.5h, y; + 0.5k;),
ks = hf(x; + 0.5h, yi+ 0.5 k),
ks = hf(x; + h, y; + k3),

We wzorach tych:
Yisr™ Y(Xiup ) =YX+ (1 + 1)h).

Dla i =0 obliczamy:
yl=y(x1)=y(x0+h)=y(0.1)
kl1=h(x0+y0)=0.1(0+1)=0.1
k2= 0.1(0+0.1/2+1+0.1/2) = 0.11
k3 = 0.1(0+0.1/2+1+0.11/2) = 0.1105
k4 = 0.1(0+0.1+1+0.1105) = 0.12105
yl=y0+ 1/6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4 ) =
= 1+(0.1+20.11+20.1105+0.12105)/6 =1.110341.

Analogiczne obliczenia przeprowadzamy dla i=1 - dla x,=x,+2h
obliczamy y, =y(x,). Wartosci rozwigzania zestawiono w tabeli 7.2,
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Tabela 7.2. Wyniki obliczen dla przykladu 7.4

i X y k=0.1(x+y)

0 [x=0 Yo =1 k;=0.1
Xo+0.5h=0.05 y0+0.5k1=1.05 k,=0.11
Xo+0.5h=0.05 Yot+0.5k,=1.055 k;=0.1105
X0+h=0.1 y0+k3=1.1105 k4 =0.12105

1 [x=0.1 y; =1.11034 k;=0.121034
X1+0.5h=0.15 y1+0.5k,=1.170857 k,=0.1320857
x1+0.5h=0.15 y1+0.5k,=1.17638285 k3 =0.132638285
X1 +h=0.2 y1+k3=1.242978285 ks =0.1442978285

2 [x=0.2 y, =1.242803

7.4. Metody roznicowe (wielokrokowe)

W metodzie jednokrokowej (np. w metodzie Eulera, metodach typu
Rungego-Kutty) do wyznaczenia kolejnego przyblizenia yn+1 Wystarcza
znajomos¢ tylko poprzedniego y,. W metodzie wielokrokowej
korzystamy z k obliczonych wczesniej wartosci y, ., ,,...,y, (K>1).

Metode okreslong wzorem:
k k

yn+l = Zaiym—l—i + hzb|f| (Xn+1—i : yn+l—i )1 nz k _1’ (713)
i=1 i=0

gdzie wspoélczynniki a;j, bj sg liczbami rzeczywistymi, a h jest krokiem
catkowania, nazywamy metodq réznicowq (wielokrokowq).

Jezeli k>1, to powyzszg metod¢ mozemy stosowaé do rozwigzywania
zagadnienia (7.1), (7.2) tylko wtedy, gdy znamy wartosci rozwigzania
w punktach Xi, X, ..., Xk1 (rys. 7.7), bowiem warunek poczatkowy (7.2)
daje nam rozwigzanie tylko w punkcie Xo.

Do wyznaczenia punktéw startowych wykorzystuje sie zwykle
algorytmy jednokrokowe, np. algorytmy Rungego-Kutty, ktore
powtorzone K-krotnie przy ujemnej wartosci h pozwalajg wyznaczyé
wymagane k punktow startowych.

Jesli bp=0, to wzor (7.13) nazywamy wzorem ekstrapolacyjnym
(jawnym). Szukana warto$¢ Yn+1, N>k —1, jest wowczas kombinacja
liniowa obliczonych wczesniej wartosci vy, ., ;,...,y,0raz f f

n+l—k>***>%n
a wigc wyznaczenie rozwigzania Yn+1 jest stosunkowo proste.
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Jezeli natomiast b, #0, to wzoér (7.13) nazywamy wzorem
interpolacyjnym (uwiktanym). Poniewaz szukana warto$¢ Yn+1 wystepuje
po obu stronach réwnania (7.13), wiec na ogot wyznaczamy j3 stosujac
metody iteracyjne. Jezeli jednak uktad (7.1) jest liniowy, to Yn+1 mozna
wyznaczy¢ bezposrednio.

A
y
Vit /R/——,./_
P Ozwigzanie{ Rozwigzanie otrzymane
Y1 poczatkowe | za pomoca wzoru (7.13)
y() YOy---,Yk-l
O Xo X1 wevreenne. Xir Xi Xiag oo X

Rys. 7.7. Interpretacja geometryczna wzoru (7.13)

W tabeli 7.3 zestawiono wzory rdéznicowe spelniajace warunki
zbieznosci (twierdzenia dotyczace zbieznosci metod réznicowych mozna
znalez¢é w pracy [4]), ktore najczgsciej s3 omawiane 1 stosowane
w praktyce. Wzory 1-5 s3 wzorami ekstrapolacyjnymi (jawnymi),
awzory 6-10 sg interpolacyjne (uwiktane). Wzory 1-4 sg typu Adamsa-
Bashfortha, wzor 5 jest typu Milne’a. Wzory 6-9 sa typu Adamsa-
Moultona, a wzor 10 podat Hamming.

Dla uzyskania maksymalnej efektywnosci algorytmu catkowania
numerycznego pozadany jest dobor optymalnego rzedu algorytmu oraz
kroku catkowania. Przy ich doborze nalezy mie¢ na wzgledzie zar6wno
stabilno$¢ algorytmu, jak i dopuszczalny btad catkowania [6].
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Tabela 7.3. Zestawienie najczeSciej stosowanych wzoréw réznicowych

Wzor Rzad metody p
1 y..=Y,+hy;, (ekstrapolacyjny Eulera) 1
2. Yna=Yn +2(3y; ~Yn1) 2
3. You= 1“2 (237, 16y}, + 5y}, ,) 3
4.y, = h (55yn 59y; , +37y; , -9y, 3) 4
S Yna=Yns+3 h(2yn Yna1+2Yn,) 4
6. Yo=Y, +hyl . (interpolacyjny Eulera) 1
T Yoa=Yon+s (yml +Ys) 1
8. Ynu= (5yn+1 +8Y5 —Yna) 3
9 Yna= (9yn+1 +19y; =5y 1 +Yio) 4
10. v, =§(9yn —yn,2)+§h(y’n+l +2Yn = Yna) 4

7.5. Metoda Geara dla ukladow sztywnych

Uktady rownan rézniczkowych (7.3) nazywamy uktadami sztywnymi (Zle
uwarunkowanymi), gdy stosunek najwigkszej co do modutu warto$ci
wlasnej macierzy Jacobiego (patrz rozdziat 5.6) do najmniejszej co do
modutu wartos$ci wtasnej jest znacznie wiekszy od jednosci.

Z takimi ukfadami spotykamy si¢ przy opisie wielu zagadnien
inzynierskich np. w dynamice procesow i sterowania.
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Macierz Jacobiego ma postaé:

a4 4]
@1 @2 d/m
i, 4, 4,
=g, &, & (7.14)
& & &
_@/1 @/2 @m_

Aby rozwigza¢ efektywnie sztywny uklad rdwnan nalezy zastosowaé
algorytm wielokrokowy o zmiennym rz¢dzie 1 zmiennym kroku
catkowania, przy czym zmiana h odbywac si¢ bedzie w bardzo szerokim
zakresie. Powstajg przy tym trudne problemy stabilno$ci algorytmu,
zwlaszcza przy duzej wartosci kroku h.

Do rozwigzania sztywnych uktadow rownan zwykle stosowane sa
algorytmy Geara.

Algorytm Geara rzedu K jest algorytmem wielokrokowym uwiktanym,
okreSlanym  wzorem (7.13) o p=k-1 oraz wspodtczynnikach

by=b, =.=b_,=0. Warto§¢ y,,; jest okreSlona wowczas w sposob
nastepujacy:
=

You = Zaiyn—i + hb—l f (Xn+1’ yn+l) . (7.15)

i=0

Przyktadowe wzory algorytméw Geara rzedu od jednego do czterech
zestawiono w tabeli 7.4 [6]. Algorytm Geara rz¢gdu pierwszego jest
poznanym wczesniej algorytmem interpolacyjnym Eulera. Podobnie jak
algorytm Adamsa-Bashfortha, algorytm Geara rzedu k-tego wymaga k
wartosci startowych, a wigc jest algorytmem k-krokowym.

Badania stabilno$ci bezwzglednej algorytméw Geara wykazuja, ze
obszar stabilno$ci bezwzgledne] jest znacznie szerszy niz najlepszego
dotad algorytmu Adamsa-Moultona oraz spelnia wszystkie wymagane
warunki potrzebne do efektywnego i doktadnego rozwigzania sztywnych
rownan roézniczkowych.
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Tabela 7.4. Algorytmy Geara rzedu 1-4

Wzor Rzad metody

1L Yo=Y, +hyn. (interpolacyjny Eulera) 1

4 1 2, .,
2. Yna = §yn - éyn—l + ghyml 2

18 9 2 6, ,
3. Y = ﬁyn - ﬁyn—l + EYn—z + ﬁhym—l 3
b Y= Y oY+ Y s e Yas Y, 4

' n+l 25 n o5 n-1 25 n-2 25 n-3 25 n+1

7.6. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 7.1.

Metoda Eulera znalez¢é rozwigzanie rdéwnania podanych rownan
rozniczkowych z warunkiem poczatkowym dla X z podanego przedzialu
oraz z podanym krokiem h:

a) y' =2y, y(0)=1, x €(0,2), h=0.25;

b) ¥ =2, y(1) =0, x€(12), h=02;

c) y' =2xe*, y(0)=0, x€(0,2), h=0.5;

d) y'=2xe*, y(0)=0, x€(0,2), h=0.1,;

e) y=e*—-2x, y(0)=-1, x€(0,1), h=0.2;

f) y' = (2x+ ysin(x))/cos(x), y(0) =0, x €(0,2), h=0.2.
Odp.

Tablice z wartosciami funkcji dla kolejnych wartos$ci X:

a) F=[1, 1.25, 2.25, 3.375, 5.063, 7.594, 11.391, 17.086, 25.629];

b) F=[1,1.24,1.422, 1.58, 1.724, 1.859];

c) F=[0, 0.824, 3.543, 10.265, 25.043];

d) F=[0, 0.022, 0.071, 0.152, 0.271, 0.436, 0.655, 0.937, 1.293,
1.736, 2.279, 2.94, 3.737, 4.691, 5.827, 7.171, 8.756, 10.617,
12.795, 15.336, 18.291];

e) F=[-1,-0.916, -0.942, -1.072, -1.303, -1.629];

f) F=[0, 0.082, 0262, 0589, 1169, 2274, 4.769,
13.593, -101.389, -17.642, -11.855].
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Zadanie 7.2.

Ulepszong metodg Eulera znalez¢ rozwigzanie rownania podanych
réwnan rozniczkowych z warunkiem poczatkowym dla x z podanego
przedziatu oraz z podanym krokiem h:

a) y' =§+ x, y(1) =2, x €(1,2), h=0.1;

by y=x+xy+y+1, y(-1) =1, x €(—-1,1), h =0.25;

c) y' = MT“” y(m) =n? x €(m2m), h= 1"—0;

d y' =y-—2x%7% y(0) =05 x€(02), h=0.2;

e) y' =2(iny —Inx), y(1) =e? x€(L3), h=0.1,
Odp.

Tablice z wartosciami funkcji dla kolejnych wartos$ci X:

a) F=[2, 2.301, 2.623, 2.964, 3.326, 3.707, 4.108, 4.53, 4.971, 5.433,
5.914];

b) F=[1, 1.195, 1.564, 2.185, 3.205, 4.897, 7.777, 12.851, 22.157];

c) F=[9.87, 7.851, 5.587, 3.777, 3.271, 4.947, 9.588, 17.737, 29.574,
44,821, 62.704];

d) F=[0.5, 0.581, 0.643, 0.68, 0.687, 0.663, 0.608, 0.522, 0.406,
0.258, 0.078];

e) F=[7.389, 8.743, 10.273, 12.001, 13.947, 16.137, 18.598, 21.36,
24.457, 27.926, 31.807, 36.146, 40.991, 46.398, 52.428, 59.146,
66.626, 74.949, 84.205, 94.491, 105.916].

Zadanie 7.3.

Wyznaczy¢ przyblizone warto$ci rozwigzan roéwnan rézniczkowych
z warunkiem poczatkowym metoda ulepszong Eulera w podanym punkcie
z zadanym krokiem.

a) y' =2xy?—2xy, y(0)=0.5, h=0.1, x=2;

b) y=(x—-y)?+1, y(1)=-1, h=0.1, x = 2;

c) y' = —sinx\/_, y(m) =0, h==

3
-, X =-T.
5 2
Odp.

a) y(2) = 1.1.

b) y(2) ~ 1.1.

3
C) y(;n) ~ 1.1.
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