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Rozktady statystyki z proby opracowat: dr Marcin Bogucki

1. Rozklady statystyKi z proby. Centralne Twierdzenie Graniczne.
Wiasciwosci rozkladu normalnego

Zagadnienia

e Tres¢ i interpretacja Centralnego Twierdzenia Granicznego;

e Pojecie i zastosowanie rozktadu statystyki z proby na przyktadzie rozktadu warto$ci $redniej;

e Btlad oszacowania wartosci $redniej populacji;

e Doswiadczalny rozktad czgstosci wystgpien obserwacji a ciaggly rozktad prawdopodobienstwa
obserwacji (na przyktadzie rozktadu normalnego);

e Zmienna standaryzowana rozktadu normalnego;

e  Wykres kwantyl — kwantyl 1 jego zastosowania;

Wprowadzenie

Whioskowanie statystyczne pozwala na pozyskiwanie informacji o parametrach rozktadu badanej
populacji na podstawie pobranej proby. Kluczowa koncepcja, na podstawie ktorej przeprowadza si¢
wnioskowanie statystyczne (estymacj¢ parametrow rozktadu lub testowanie hipotez statystycznych),
bazuje na rozktadach statystyk z proby.

W typowych zastosowaniach metod statystycznych, rozklad statystyki z proby najczesciej odnosi
si¢ do rozktadu prawdopodobienstwa wartosci $redniej, wariancji lub ilorazu wariancji szacowanych
na podstawie wynikow obserwacji (z proby o licznos$ci n). Podstawowe rozktady statystyk z proby sa
przedstawione w wielu pozycjach literatury i majg znane postacie analityczne (patrz: witryna
internetowa przedmiotu). Dla przyktadu rozktadem wartosci $redniej z proby jest rozktad normalny,
rozktadem wariancji z proby jest rozklad Chi kwadrat — ¢ , a rozktadem ilorazu dwoch wariancji jest
rozktad F-Snedecora. Dysponujac generatorem liczb pseudolosowych - oprogramowaniem
symulujacym probe losowa z populacji o zadanym rozktadzie prawdopodobienstwa np. funkcjami
programu Statistica lub OpenOffice - oraz postugujac si¢ technikg histogramu, mozliwe jest
doswiadczalne, przyblizone odtworzenie wymienionych rozktadow statystyk z proby. Taki
eksperyment jest czg$cig niniejszego opracowania. Zaklada sie, ze w trakcie pozyskiwania proby,
parametry populacji (rozkladu obserwacji indywidualnych) nie ulegaja zmianie.

Drugim zagadnieniem omawianym w ¢wiczeniu sg praktyczne ustalenia jakie wynikajg z tresci
Centralnego Twierdzenia Granicznego (CTW):

Jezeli x;, X3, ..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach srednich u;, us,..., u, oraz
. . 2 2 2 e o 7. P . . .
wariancjach 6;°, 65, ..., 6, ijeieli y =x; +x; + ... +Xx,, wowczas rozklad zmiennej losowej:

Y — X M
(D

no 2
i=10j

dqzy do zmiennej standaryzowanej Z = N(0,1), gdy n dqzy do nieskornczonosci.

Twierdzenie to pierwotnie odnosi si¢ do sumy obserwacji (zmiennych losowych) z proby. Okazuje
sie, ze dla dostatecznie wysokiej licznosci n proby pobieranej z populacji obserwacji indywidualnych
rozktad zmiennej losowej y z proby jest zgodny z rozkladem normalnym. Efekt ten jest tym bardziej
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zauwazalny, im rozktad obserwacji indywidualnych bardziej przypomina swym ksztattem rozktad
normalny i im wieksza jest liczno$¢ préby n.

Tres¢ CTW dotyczy sumy niezaleznych zmiennych losowych, a kazda ze zmiennych moze
pochodzi¢ z odmiennego rozktadu prawdopodobienstwa. W szczegdlnym przypadku, gdy kazda ze
zmiennych x; podlega temu samemu rozktadowi prawdopodobienstwa, z CTG wiemy, ze parametry
wynikowego rozktadu prawdopodobienstwa: wartos¢ srednia i odchylenie standardowe ze $rednich z
prob wynosza odpowiednio:

Jezeli niezalezne zmienne losowe:

X5, X2 ooy Xy (2)

pochodzg z tego samego rozkiadu
prawdopodobienstwa o wartosci Sredniej u i
wariancji o°, wowczas wartos¢ Srednia rozktadu
tych zmiennych jest rowna u, a odchylenie
standardowe rozkladu srednich, tzw. blgd

S
I

Sile

€)

. a
standardowy wynosi. =

co wynika z przeksztalcenia réwnania (1):

=Y_Z?=1Hi=y—nﬂz3’/n—ll=)?—#
nog2  Vne?  oVn o o/Vn @)
n

i=10j

Z

Postugujac si¢ wynikiem (4), widzimy, ze warto$¢ Srednia zmiennej losowej y podlega rozktadowi
normalnemu:

g

7 Jest

gdzie Z jest zmienng standaryzowang rozkfadu normalnego N(u, 67) = ,1). Wyraz se =
dzie Z j i d ktad Inego N(u, 6%) = N(0,1). W

okreslany mianem bt¢du standardowego wartosci $redniej (od ang. se — standard error).

UWAGA: Literatura przedmiotu stanowi, ze licznos¢ n powinna by¢ wigksza niz 30 (w aspekcie technicznym - czytaj:
licznos¢ pomiarow badanej cechy w probie np. skurczu wtornego, wytrzymatosci, wymiarow geometrycznych itp. na
podstawie ktorych jest liczona statystyka). W przypadku gdy rozkiad obserwacji indywidualnych jest rozkladem
normalnym ten warunek nie jest tak restrykcyjny i licznos¢ moze by¢ dowolna. Dodatkowo pamietajmy, ze w czasie prob
doswiadczalnych parametry populacji obserwacji indywidualnych p i o nie mogq ulegac¢ zmianie. Innymi stowy, proces z
ktorego pobieramy obserwacje powinien znajdowac si¢ w stanie kontroli statystycznej (powinien podlegaé jedynie
zaktoceniom losowym), a kazda obserwacja x; nie powinna mie¢ wplywu na wynik kolejnej obserwacji x;.; (niezaleznosé¢
zmiennych,).

Rozktady statystyk z proby oraz Centralne Twierdzenie Graniczne sa podstawg wielu metod
statystycznych. Zrozumienie tych idei jest kluczowe w sprawnym postugiwaniu si¢ rachunkiem
statystycznym, interpretacja wynikow badan doswiadczalnych oraz metodami uzytecznymi w
doskonaleniu jakos$ci produktéw i1 proceséw np. opracowaniu wynikéw pomiaréw, konstrukcji kart
kontrolnych, planowaniu do$wiadczen i optymalizacji do$wiadczalnej (modelowanie empiryczne),
walidacji przyrzadéw pomiarowych.
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Cwiczenie 1.1 Interpretacja tresci Centralnego Twierdzenia Granicznego

Uruchom program o nazwie ,,Centralne Twierdzenie Graniczne.exe” dotaczony do skryptu. Rysunek
1 przedstawia panel programu wraz z opisem funkcji zamieszczonym w legendzie.

Cwiczenie nawiazuje do treSci zamieszczonych we wprowadzeniu, a zadaniem studenta jest
odtworzenie rozktadow prawdopodobienstwa statystyk z proby z wykorzystaniem techniki
histogramu oraz doswiadczalne odtworzenie tresci Centralnego Twierdzenia Granicznego.

W menu Population Distribution student ma do dyspozycji cztery funkcje programu odpowiedzialne
za  generowanie/losowanie  obserwacji  pochodzacych  z  nastgpujacych  rozktadoéw
prawdopodobienstwa:

rozktadu normalnego (ang. Normal distribution);

rozklad Poisson’a;

rozktad wyktadniczy (ang. Exponential distribution);

dowolny rozktad, zdefiniowany przez uzytkownika (ang. custom distribution),

@ Macromedia Flash Player & il@@ l
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Rysunek 1 Panel programu ,, Understanding Sampling Distribution And Central Limit Theorem" udostgpnionego wraz z
podrecznikiem D. Montgomery: ,,Applied Statistics and Probability for Engineers” wydanie V. Legenda: (1) Histogram
obserwacji indywidualnych z rozkiadu wraz z wartoscig Sredniq u i odch. stand o; (2) Histogram rozkladu statystyki z
proby wraz z aktualnymi obliczeniami pg i ag (W tym przyktadzie: px i ax). (3) Histogram z proby,; (4) Lista wyboru
rozktadu obserwacji indywidualnych; (5) Licznos¢ proby n (do 5 do 100); (6) Wybor statystyki obliczanej na podstawie
proby,; (7) Wygenerowanie pojedynczej proby o licznosci n, obliczenie wartosci statystyki i dodanie jej do puli
skumulowanych wynikow wraz z aktualizacjg histogramow: 2 i 3; (8) Podobnie do funkcja 7, lecz generowanych jest
jednoczesnie 100 prob;, wynik wartosci sredniej i odchylenia standardowego jest aktualizowany na biezgco pod
rysunkiem histogramu; (9) Usunigcie wszystkich wynikow z prob i obliczen statystyk;

3|Strona



Rozktady statystyki z proby opracowat: dr Marcin Bogucki

Obserwacje moga by¢ generowane wytgcznie w ramach préb o licznosci n (licznos¢ proby wynosi od
5 do 100 obserwacji — patrz funkcja (5)). Nawigzujac do wprowadzania, kazda =z
wygenerowanych/wylosowanych obserwacji w probie jest realizacjg do§wiadczenia 1 jest traktowana
jako niezalezna zmienna losowa. Student ma takze do wyboru statystyke z proby (6), ktora bedzie
obliczona na podstawie wylosowanych n obserwacji.

Po dokonanym wyborze rozktadu prawdopodobienstwa (4), statystyki z proby (6) oraz licznosci n (5)
nalezy wygenerowac probe z populacji wybierajac przycisk ,,Sample”. W efekcie, na lewym dolnym
wykresie programu, przedstawiony zostanie: histogram statystyki z proby o n obserwacjach wraz z
obliczong warto$cig $rednig, odchyleniem standardowym, oraz btgdem standardowym z préby. Po
ponownej aktywacji przycisku ,,Sample” (7) lub wybraniu funkcji ,,100 Samples” (8) do tacznej puli
wynikow zostanie wylosowana i dolaczona kolejna proba lub kolejnych 100 préb, a nastepnie
zostang obliczone zostang obliczone (zaktualizowane) warto$ci statystyk: §redniej oraz odchylenia
standardowego statystyki ze wszystkich dotychczas uzyskanych wynikow prob. Wynik tych obliczen
bazuje na rozktadzie/histogramie z ogotu statystyk z prob i jest przedstawiony na prawym dolnym
wykresie. Dla przyktadu, na rysunku 1, w oknie (2) przedstawiono histogram z warto$ci §rednich z
wielu prob wraz z oszacowaniem wartosci sredniej i odchylenia standardowego rozktadu/histogramu
(wyniki obliczen: ponizej okna histogramu).

Tabela 1. Wyniki symulacji ¢wiczenia: Centralne Twierdzenie Graniczne

i ¢ | Wartose .
Rozktad 1rc OZI? OSICI 4 rz dr(:is ac Odczihylieme Wartos¢ srednia rozkladu Odchylenie standardowe rozktadu
opulacji ProbY: | standardowe statystyki z proby ux statystyki z proby og
pop populacji | populacji o X X
u
9 10 2
>
< 16 10 2
:
| 64 10 2
100 10 2
9 10 10
>
)
£ 16 10 10
<
=
2 64 10 10
100 10 10

Dysponujac duza liczbg obserwacji z prob, student ma mozliwo$¢ poznania rozktadu/histogramu
innych statystyk z proby (np. wariancji, czy odchylenia standardowego) przez wybor z pozycji listy
»Sample Statistic”.

1. Wybierz rozklad normalny z listy "Population distribution" (4). Za liczb¢ pomiaréw w probie
przyjmij wstgpnie warto$¢: n = 9, a za statystyke z proby wybierz: warto$¢ Srednia (lista (6)
»Sample Statistic” — pozycja ,,mean”). Nastepnie wygeneruj duza liczbe prob (np. ok. 1500, przez
wielokrotny wybdr funkcji (8)).

a. Zapisz wyniki warto$ci $redniej ze Srednich oraz btad standardowy Sredniej przedstawiony na
prawym dolnym rysunku histogramu (2) do tabeli 2 (sg to tzw. parametry rozktadu statystyki z
préby)?

b. Czy zaobserwowane warto$ci §redniej ze $rednich oraz bigedu standardowego sa zbiezne z
wartosciami wynikajagcymi z CTG (patrz: rOwnania 2 i 3)?
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c. Co mozna sadzi¢ o doswiadczalnym rozktadzie statystyki z proby (2)? Czy histogram
statystyki z proby (2) przypomina swym ksztaltem rozktad normalny? Uzasadnij odpowiedz.

d. Jak ma si¢ warto$¢ srednia rozktadu statystyki z proby (2) do odpowiadajgcej jej wartosci
parametru rozktadu obserwacji indywidualnych umieszczonych pod rysunkiem histogramu —
patrz: wykres (1). Jak uzasadnisz/wytlumaczysz ten wynik? Czy zauwazasz regute?

e. Zmien statystyke z proby na wariancje (w liscie (6) pozycja SD - ang. Standard Deviation).
Zaobserwuj/zapisz warto$ci parametrow statystyki z proby (przedstawione pod histogramem
(2)) 1 odnies si¢ ponownie do pkt. (cid).

f. Wykonaj ponownie polecenie z pkt. 1 ¢wiczenia zmieniajac licznosci proby odpowiednio n =
{16, 64, 100} za kazdym razem generujac duza liczbe préb i odnies si¢ wytacznie do pytan la
1 1b postawionych w pkt. 1. Wyniki symulacji przedstaw w formie tabeli 1.

2. Powtorz polecenia na pytania la i 1b zmieniajac funkcje rozktadu populacji na rozkiad
wyktadniczy (lista (4) "Population distribution"). Wyniki symulacji zestaw w tabeli 1 (patrz:
wiersze 1 liczno$ci odnoszone do rozktadu wyktadniczego).

Student ma mozliwo$¢ wykonania podobnych, pouczajacych doswiadczen dla dwoch pozostatych
opcji z listy wyboru (4) rozktadu populacji indywidualnych (,,Custom” i ,,Poisson”) i sprawdzenia jak
beda zachowywac si¢: histogramy (rozklady do$wiadczalne) statystyk z prob: wartosci $redniej i
wariancji wraz ze zmiang liczno$ci proby;

!‘?} Macromedia Flash Player 6 ’EI =
File View Control Help
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Rysunek 2 Panel programu ,, Understanding Normal Distribution” udostgpnionego wraz z podrecznikiem D.
Montgomery: ,,Applied Statistics and Probability for Engineers” wydanie V.Opis funckcji programu: (1 ) Generowanie
nowego zestawu obserwacji, (2) Porownanie oszacowan (odpowiedzi) z prawidtowymi wynikami, (3) Panel programu
wykorzystywany do prezentacji histogramu wraz z dopasowanym rozktadem prawdopobienstwa,

Cwiczenie 1.2 Wlasciwosci rozkltadu normalnego

W wielu metodach do§wiadczalnych (np. kartach kontrolnych, weryfikacji hipotez statystycznych i
innych) przyjmuje si¢ zatozenie, ze rozktad obserwacji przedstawiony na histogramie moze by¢ w
zadawalajacy sposob przyblizony rozkladem normalnym. Ma to swoje wazne uzasadnienie
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teoretyczne 1 bedzie dyskutowane w dalszej czgsci kursu. W takich tez przypadkach, wartosci
czestoSci wystagpien obserwacji reprezentowane na rysunku histogramu w postaci prostokatow -
przypominajg swym ksztaltem symetryczng i charakterystyczng figure w ksztalcie dzwonu. Symetri¢
i wlasciwosci rozkladu normalnego wykorzystuje si¢ do wykonania szybkich oszacowan
prawdopodobienstwa interesujagcych nas zdarzen losowych (patrz: pkt. 2 — oszacowanie zdolnosci
procesu). Jakkolwiek, jezeli ksztalt histogramu jest zgota odmienny od ksztattu rozktadu normalnego,
oszacowanie prawdopodobienstwa zdarzen losowych na podstawie powyzszego zatozenia prowadzi
do btednych wynikéw. Zatem, w jaki sposob oceni¢ czy histogram przedstawia soba rozktad
normalny? To zagadnienie jest przedstawione w skrypcie w postaci dwdch ¢wiczen laboratoryjnych.

Uruchom dotaczony do skryptu program o nazwie ,,Understanding Normal Distribution”, a nastgpnie
zapozna]j si¢ z dalszg tre$cig zadania.

a) W nawigzaniu do wprowadzenia, w rozwazanym ¢wiczeniu rozwaza si¢ przypadki w ktoérych
rozktad obserwacji (pomiarow) jest zgodny z rozktadem normalnym, jak i te, w ktorych zatozenie o
normalnosci rozktadu nie jest spetnione.

Gtowne okno programu zawiera przycisk ,,New Data Set” (1) stuzacy do generowania pomiardéw (tu:
obserwacji). Z chwilg wygenerowania ciggu obserwacji, w oknie aplikacji zostanie przedstawiony ich
histogram wraz z krzywa reprezentujaca rozktad normalny (czerwona linia) (3). Cwiczenie polega na
oszacowaniu czgstosci wystapien i prawdopodobienstwa obserwacji mniejszych lub réwnych od
jednej, losowo wybranej wartosci. Ta warto$¢ jest oznaczona na wykresie czarng pionowa linig.
Dokonujac oszacowania nalezy wykorzysta¢ zar6wno wtasciwosci histogramu jak i krzywej rozktadu
normalnego. W tym ¢wiczeniu, czestos¢ wystgpien obserwacji oceniona na podstawie histogramu
jest poréwnywana z prawdopodobienstwem oszacowanym na podstawie krzywej rozkladu
normalnego, bez wzgledu na to czy ksztatt histogramu jest zgodny z ksztattem rozktadu normalnego.
Co jest istotne, obydwa oszacowania nalezy wykona¢ niezaleznie.

Jak zaznaczono, po wygenerowaniu nowych danych — przycisk ,,New Data Set”(1), oszacuj czgstosci
wystgpien obserwacji na podstawie informacji przedstawionych na histogramie, a nastgpnie wykonaj
jeszcze raz to samo zadanie wykorzystujac wtasciwosci rozkladu normalnego. Zauwaz, ze u dotu
rysunku (tuz pod krzywa rozktadu normalnego) znajdujg si¢ dwie mate strzatki oznaczajace dystans
jednego odchylenia standardowego liczony od wartosci $redniej (warto$¢ ,,Mean” ). Wykorzystaj te
informacj¢ do oszacowania wartosci prawdopodobienstwa liczonego wg krzywej rozktadu
normalnego. Pamietaj, Zze w przedziale (u = 6) (na rysunku w miejsce symbolu ¢ uzyto
oznaczenia ,,SD”) znajduje si¢ ok. 68% obserwacji, a w przedzialach (n £ 26) i (n £ 30),
odpowiednio ok. 95% i 99.76% ogolu obserwacji, o ile faktycznie rozklad obserwacji moze by¢
traktowany jako normalny. Tg wlasciwo$¢ rozktadu normalnego wykorzystuje si¢ do szybkiego,
przyblizonego oszacowania prawdopodobienstwa zajscia zdarzen losowych. Sposrod dwoch wierszy
odpowiedzi, wybierz twoim zdaniem poprawne wartosci obydwu oszacowan. Wybor ,,Get True
Values”(2) zwraca prawidtlowe odpowiedzi. Powtorz to zadanie dla kilku réznych, losowo
wygenerowanych rozktadéw obserwacji.

Nalezy zwroéci¢ uwage, ze w przypadku zgodnosci dopasowania krzywej rozktadu do histogramu,
obydwa wyniki oszacowania: czestosci wystgpien (histogram) i prawdopodobienstwa wystapien
obserwacji (rozktad normalny) powinny by¢ zblizone. I przeciwnie, gdy ten warunek nie jest
spelniony, wyniki moga r6zni¢ si¢ znaczaco.

b) Druga czg$¢ ¢Ewiczenia dotyczy poje¢cia zmiennej standaryzowanej rozkladu normalnego.
Podobnie jak w ,,pkt. a” zadania, wygeneruj nowy cigg danych (,,New Data Set”). Z zamieszczonego
rysunku odczytaj warto$¢ $rednig rozktadu (p - etykieta: ,,Mean™) oraz odchylenie standardowe (o -
wtandard Deviation” — etykieta ,,SD”). Na podstawie tych dwoch wartosci (1 1 6) oraz wartosci
wylosowanej obserwacji, oblicz warto$¢ zmiennej standaryzowanej z rozktadu normalnego. Kolejno,
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wykorzystujac  modut programu STATISTICA - ,kalkulator prawdopodobienstwa” —
(Statystyka/Kalkulator prawdopodobienstwa/Rozktady) (lub inny program np. arkusz kalkulacyjny,
ew. tablice matematyczne) ocen wartos¢ prawdopodobienstwa, o ktorym jest mowa w pkt. ,,a”
¢wiczenia. Sprawdz poprawno$¢ otrzymanego wyniku prawdopodobienstwa z odpowiedzig
programu (,,Get True Values”). W raporcie/sprawozdaniu nalezy umiesci¢ rysunek (okno programu
wraz z wygenerowanym rozktadem obserwacji) oraz warto$¢ oszacowanego prawdopodobienstwa
poparte stosownym rachunkiem.

Cwiczenie 1.3 Wykres kwantyl-kwantyl i jego zastosowania

Tabela 1 zestawia wyniki wielokrotnych pomiaréw skurczu wzdhuznego (s, %) wyprasek, jednej z
charakterystyk jakosci procesu wtryskiwania termoplastow. UWAGA: Wyniki przedstawione w
tabeli sa dotaczone do zadania w postaci arkusza programu Statistica (*.sta) lub w pliku tekstowym
(*.csv).

Specyfikacje technologiczne nalozone na warto$ci skurczu wtérnego wynoszg odpowiednio:
LSL = 2.2 %, USL = 3.8 % (oznaczenia LSL — dolna granica specyfikacji (ang. Lower Specification
Limit); USL — gorna granica specyfikacji (ang. Upper Specification Limit). Celem przypomnienia - z
punktu widzenia przyjetego kryterium jakosci - warto$ci pomiaréw skurczu wzdluznego, nalezace do
przedzialu (LSL , USL) s3 uznawane za prawidlowe. Pozostate sg traktowane jako wady.

Na podstawie obserwacji przedstawionych w tabeli 1 ocen zdolno$¢ procesu wtryskiwania
termoplastow tzn. oszacuj odsetek wadliwie wytworzonych wyprasek i wyraz w jednostkach PPM
(ang. Parts Per Millon — tu: liczba wadliwych egzemplarzy produktu na milion potencjalnie
wyprodukowanych).

Szacujac zdolno$¢ procesu, wykonaj nastepujace polecenia:

Ocen czy wyniki pomiaréw podlegaja rozktadowi normalnemu; Wykorzystaj wtasciwosci wykresu
normalnosci (menu programu STATISTICA: Wykresy/Wykresy2W/Wykresy normalnosci);

Tabela 1 Wyniki pomiarow skurczu wzdluznego wyprasek

3.3 3.9 3.9 34 3.6 3.2 2.9 3.8 3.8 34 3.2 33

3.2 34 3.6 34 34 34 3.5 3.5 3.9 3.2 3.6 3.5

3.7 3.6 34 2.8 3.9 3.8 3.2 2.6 3.3 3.7 3.9 3.9

3.6 3.0 34 3.1 33 3.6 33 34 3.8 33 3.7 34

34 33 2.9 4.0 3.1 3.0 3.1 3.6 3.5 3.5 3.3 34

Jezeli wykres normalno$ci wykazuje zgodno$¢ dopasowania (tu: obserwacje pomiaréw skurczu
wtornego powinny uktadaé si¢ wzdtuz linii idealnego dopasowania), z wykresu odczytaj wartos¢
srednig i odchylenie standardowe; [Wskazowka: Zauwaz, ze na mocy definicji zmiennej
standaryzowanej z (0§ rzednych), wartosci z = 0 odpowiada wartos¢ Srednia zmiennej losowej
(08 odcietych wykresu — tu: wyniki pomiaréw skurczu - s), a wartosci z = 1 (lub z = -1)
odpowiada warto$¢ zmiennej losowej (o$ odci¢tych) oddalonej o jedno odchylenie standardowe
wzgledem wartosci Sredniej (odczytanej wczesniej z tego wykresu). Réznica miedzy tymi
warto$ciami jest miara odchylenia standardowego;] Zweryfikuj poprawno$¢ oszacowania
obliczajac warto$¢ $rednig 1 odchylenie standardowe z wykorzystaniem programu STATISTICA
(Statystyka/Statystyki podstawowe 1 tabele/Statystyki opisowe); W przypadku gdy rozktad
obserwacji faktycznie podlega rozktadowi normalnemu, obydwa oszacowania (na podstawie wykresu
normalnosci 1 bezposrednich obliczen) powinny by¢ zgodne;
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Dysponujagc wartosciami liczbowymi parametréw rozkladu normalnego: warto$ci $redniej i
odchylenia standardowego: p i o, uruchom kalkulator prawdopodobienstwa (Statystyka/Kalkulator
prawdopodobienstwa/Rozktady) 1 wybierz z listy rozktadow rozktad Z (Normalny). Wstawiajac w
pola kalkulatora wartosci parametréw rozktadu i warto§¢ LSL (pole X), oblicz frakcje obserwacji
znajdujacych si¢ ponizej dolnej granicy specyfikacji (pole p). Podobnie, oblicz frakcje obserwacji
polozonych powyzej gbérnej granicy specyfikacji. Suma obydwu wynikdéw jest poszukiwanym
odsetkiem niezgodnosci. Zdolnoé¢ procesu wyraz w jednostkach PPM (iloczyn: p*10°);

Wykorzystaj wykres normalnosci i1 kalkulator prawdopodobienstwa (lub tablic matematycznych) do
oszacowania zdolnos$ci procesu wylacznie wykorzystaniem rozktadu standaryzowanego Z = N(0,1)
gdzie: 0 — warto$¢ $rednia, 1 — odchylenie standardowe. Wskazowka: podobnie jak w pkt. b, z
wykresu normalno$ci mozna odczytaé warto$ci zmiennej standaryzowanej z odpowiadajace
wartosciom dwoch granic specyfikacji LSL 1 USL. Odczytane warto$ci zmiennej standaryzowanej z,
wstawione do pol kalkulatora prawdopodobienstwa pozwolg na oszacowanie frakcji niezgodnosci (za
parametry rozkladu normalnego nalezy woéwczas przyjac: 0 - wartos¢ Srednia 1 1 -odchylenie
standardowe). Obliczajac gorng i dolng frakcje, stosuj si¢ do informacji zawartych w pkt. c. (pkt. d
jest alternatywa pkt. b i ¢);

Zapamie¢tajmy etapy powyzszej procedury. W pierwszej kolejnosci nalezy wykaza¢, ze rozktad
obserwacji jest rozktadem normalnym. Jezeli zostanie to pozytywnie zweryfikowane, szacujemy
zdolno$¢ procesu wg zamieszczonych wskazowek. W przeciwnym badz razie - nie ma zadnych
podstaw do wykonania tego rodzaju obliczen.

Pytania kontrolne

1. Jakie sg praktyczne wnioski z tre$ci Centralnego Twierdzenia Granicznego?

Co to jest statystyka z proby? Przytocz kilka przyktadow statystyk z proby i odpowiadajacych

im rozktadéw prawdopodobienstwa.

Co to jest btad standardowy wartosci $redniej? Jaka jest jego interpretacja?

W jaki sposéb przybliza si¢ rozktad prawdopodobienstwa badanej zmiennej losowe;j?

5. Wymien wilasciwosci rozktadu normalnego. Jak nalezy rozumie¢, z czym nalezy kojarzy¢

warto$ci parametréw rozktadu normalnego?

Co to jest zmienna standaryzowana Z. Na czym polega standaryzacja zmiennej losowej?

7. Na czym polega konstrukcja wykresu kwartyl-kwartyl? Jakie sa korzy$ci wynikajace ze
stosowania tego rodzaju wykresow?

8. Co to jest wykres normalnosci rozktadu?

W

o
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2. Przedzial ufnosci wartosci sredniej i wariancji

Zagadnienia

e Estymacja parametréw rozktadu prawdopodobienstwa populacji;

e Rozktad statystyki z proby na przyktadzie rozktadu wartosci $redniej 1 wariancji;

e Btad oszacowania warto$ci sredniej populacji;

e Estymacja przedziatlowa na przyktadzie przedzialow ufnosci wartosci sredniej 1 wariancji;
Wprowadzenie

Parametry rozktadu obserwacji indywidualnych (krotko: rozkladu populacji), ktorych wartosci
szacuje si¢ na podstawie proby doswiadczalnej nazywa si¢ mianem wartosci prawdziwych.
Zaznaczmy, ze liczba szacowanych parametrow rozktadu populacji wynika z postaci analitycznej
zaktadanego modelu zjawisk losowych (funkcji rozktadu). W skrajnych przypadkach, by odtworzy¢
funkcje rozktadu prawdopodobienstwa szacujemy warto$¢ tylko jednego parametru. Na przyklad,
jezeli model badanego zjawiska losowego jest opisywany przez rozktad Poisson, wystarczy jedynie
oszacowanie jednego parametru.

Przykiad

Zatozimy, ze inzynier stara sig oszacowac tzw. masowy wskaznik szybkosci plyniecia MFR [g/10 min] materiatu
termoplastycznego (wskaznik charakteryzujgcy wlasciwosci tworzywa). InZynier postuguje sie zaleceniami normy, dot.
badan oraz probg losowq. Z doswiadczenia, oraz z teorii (patrz skrypt: Centralne Twierdzenie Graniczne) wiemy, ze
jezeli na badang wielkos¢ oddzialuje szereg czynnikow, a pomiary odbywajq si¢ w stalych warunkach, wowczas wynik
pomiaru tej wielkosci powinien podlegac zaktoceniom losowym opisywanym przez rozklad normalny o parametrach u i
0. Wiedzqc to, inzynier juz przed realizacjq badan dysponuje zaktadanym, koncepcyjnym modelem zdarzen losowych. W
tym konkretnym przyktadzie, z parametrem u inZynier kojarzy wartos¢ sredniq szybkosci plyniecia materiatu MFR, a z
parametrem o wigze rozrzut losowy obserwacji MFR wzgledem wartosci u. Problem inzyniera polega na jak
najdokitadniejszym oszacowaniu tych dwoch parametrow na podstawie pojedynczej proby losowej tj. pobraniu kilku
probek materiatu termoplastycznego, uplastycznieniu ich w aparaturze i pomiarze wskaznika plyniecia. Na potrzeby
dalszej dyskusji przyjmijmy, ze znamy dokladne wartosci MFR dla badanego tworzywa i wynoszq one: u =7 i o = 1
(wyrazone w jednostce: g/10min).

Sprobujmy uogdlni¢ ten przyktad na szereg innych praktyk do§wiadczalnych. Ot6z zadaniem osoby
prowadzacej badania do$wiadczalne jest wyznaczenie wartosci parametrow rozktadu (czytaj:
parametrow modelu matematycznego badanego procesu) na podstawie pojedynczej proby losowej o
liczno$ci n. Znajac wartosci tych parametréw oraz zakladajac posta¢ analityczng rozktadu
prawdopodobienstwa wynikajaca z charakteru zjawisk losowych, jesteSmy w stanie jednoznacznie
odtworzy¢ poszukiwany rozktad obserwacji i wykorzysta¢ go do rozwigzania szeregu praktycznych
problemow.

Powyzszy problem rozwigzuje si¢ za pomocg dwoch metod statystycznych: estymacji punktowej i
estymacji przedzialowej (od ang. stowa estimate — szacowal, oceniac). Pierwsza technika,
estymacja punktowa polega na zastosowaniu formul matematycznych tzw. estymatorow,
przyblizajacych wartosci poszukiwanych parametrow rozktadu prawdopodobienstwa. Formutly te sa
wyznaczane na drodze rozwazan teoretycznych (np. z zastosowaniem metod: momentow,
najwickszego prawdopodobienstwa, czy podejscia od strony metod Bayes’a lub metod
numerycznych). Stad wynika m.in. wyprowadzenie formuty warto$ci S$redniej arytmetycznej i
wariacji (lub odchylenia standardowego) wykorzystywanych do szacowania wartosci parametrow
rozkladu p (polozenia) i o (rozrzutu) obserwacji {X;, X5, ..., X,} podlegajacych rozktadowi
normalnemu:
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Estymator sredniej populacji u wyznaczony

przy zalozeniu, Ze obserwacje podlegajq 7= X 1
rozktadowi normalnemu - formula sredniej - lel ;’ (1)
arytmetycznej

Estymator wartosci rozrzutu obserwacji - no(X;— X)Z

wariancji wyznaczony przy zalozeniu, ze S2 = Z l—, (2)
obserwacje podlegajq rozkladowi normalnemu i=1 n—1

Estymatory/formuty sg tak skonstruowane, by warto$ci prawdziwe parametrow rozktadu byty
wyznaczone tym bardziej doktadnie, im wigksza jest liczno§¢ proby losowej. Do tych formut
podstawione s3a wyniki obserwacji pozyskane w ramach proby losowej. Na tej podstawie
otrzymujemy oszacowanie nieznanych parametrow rozktadu. Podkreslmy, ze estymator jest tylko
formulg wykorzystywang do przyblizenia parametru rozktadu. Warto$¢ liczbowa otrzymywana na
podstawie tego oszacowania nazywa si¢ mianem statystyki z proby. Zatem, wyniki obliczen wartosci
sredniej, wariancji, odchylenia standardowego, czy innych funkcji obliczanych na podstawie wyniku
proby losowej sa statystykami z proby. Dodajmy, ze dany parametr populacji moze by¢ szacowany
na podstawie wielu roéznych formul, roznigcych sie od siebie precyzja (i wilasciwosciami)
oszacowania. Temat estymacji parametrow rozktadu prawdopodobienstwa jest bardzo obszerny
(patrz: wykaz literatury umieszczony na stronie kursu), dlatego dla potrzeb tego ¢wiczenia
wystarczy, ze rozwazone zostang tylko dwa estymatory parametrow p i ¢ odnoszone do rozktadu
normalnego.

Przykiad

Zat6zmy, ze obowigzujg warunki, o ktérych mowa w poprzednim przyktadzie. Inzynier zamierza oszacowaé dwa
parametry rozktadu obserwacji masowego wskaznika ptyniecia MFR: p i o, dlatego wykonuje probe losowa o liczno$ci n
= 16. Na tg chwile liczno$¢ n jest wybrana arbitralnie. W wyniku przeprowadzonych badan, uzyskano nastepujace
wyniki:

X=1{78,72,74,53,69,78,85,6.5,8.0,7.7,57,4.6,7.7,7.2,5.5, 6.6 } [¢/10min]

Stosujac dwie formuty: (1) i (2) otrzymujemy nastepujace oszacowanie wartosci Sredniej rozktadu i odchylenia
standardowego:

X =6.9,orazs=1.1 [g/10min]

Przypomnijmy, sa to tylko przyblizenia dwdch statych wartosci p i 0. Jak wiemy z poprzedniej sekcji, ze doktadne
warto$ci u 1 ¢ to odpowiednio: 7 oraz 1 [g/10min]. O takim, czy innym wyniku pomiaru decyduje tu wylacznie
przypadek. Jak widzimy, oszacowanie warto$ci parametréw populacji sg bazuja na konkretnej realizacji proby losowe;j
{Xy, X3, ..., Xu}. GdybysSmy przeprowadzili kolejng probe o licznosci n = 16, uzyskalibySmy zupehlie inny ciag
obserwacji, cho¢ wartosci oszacowan L1 i ¢ bylby zapewnie zblizone.

Z wyniku ostatniego przykladu widzimy, ze nie dysponujemy tylko jednym oszacowaniem
parametréw rozktadu p i o, lecz raczej zbiorem ich warto$ci. Zbior ten jest generowany na podstawie
konkretnych realizacji prob doswiadczalnych. Jezeli warunki prowadzenia badan sg ustalone, kazde z
uzyskanych przyblizen poszukiwanych parametréw rozkltadu p i o jest réwnie wiarygodne.
Interpretujac pojedynczy wynik oszacowania parametru na podstawie proby jesteSmy sktonni
przyznaé, ze jest to tylko jedna z mozliwych warto$ci oszacowan (jedna z mozliwych reprezentacji
wartosci prawdziwej). Zatem, na ile doktadnie przyblizamy warto$ci parametréw rozktadu na
podstawie proby? Inaczej, na ile waski/szeroki jest przedziat zawierajacy wartosci prawie wszystkich
prawidtowych oszacowan parametru rozkladu? Odpowiedz na to pytanie prowadzi do tzw.
przedziatoéw ufnosci.
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Przedzial ufnosci wartosci sredniej populacji

W analogi do rozkladu obserwacji indywidualnych (populacji), gdybysmy zadali sobie trud i
wykonali wiele prob o licznosci n kazda 1 za kazdym razem obliczali warto$¢ statystyki z proby, a
nastepnie, wyniki tychze statystyk przedstawili na wykresie histogramu, otrzymalibySmy tzw.
empiryczny rozklad statystyki z proby. Typowe rozktady statystyk z prob np. wartosci $redniej,
wariancji, ilorazu wariancji sa dobrze poznane od strony teoretycznej, a ich postacie zaleza od
licznos$ci proby. Sa nimi odpowiednio: rozktad normalny oraz rozktad Chi kwadrat (przypadek
obserwacji podlegajacych rozktadowi normalnemu).

Nawigzujgc do tresci ¢wiczenia, druga metoda estymacji parametréw populacji tzw. estymacja
przedzialowa, wykorzystuje rozktady statystyki z proby, a w tym konkretnym zadaniu — rozktad
wartosci sredniej z proby. Wiedzac, ze rozklad wartosci $redniej z proby podlega rozktadowi
normalnemu (patrz ¢wiczenie: Rozktady statystyk z proby. Centralne Twierdzenie Graniczne)
dowolny wynik warto$ci sredniej z rozktadu o parametrach p i 6 mozemy przedstawi¢ wykorzystujac
rownanie (3):

gdzie: z jest zmienng standaryzowang rozkladu normalnego. Roéwnanie (3) wyraza
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wartos¢ $rednia (arytmetyczna) z proby,
znajdzie si¢ w przedziale (2):

o o
O i v g

z prawdopodobienstwem réwnym 1 - a. Zauwazmy, ze zmniejszajac wartos¢ prawdopodobienstwa a,
zwigkszamy szeroko$¢ przedziatu, a wigc i szans¢ p znalezienia w nim warto$ci $redniej. Wartos¢ o
wraz z parametrami i 1 6 oraz licznos$cig n decyduje o potozeniu i szerokosci przedziatu, w ktorym
znajduje si¢ potencjalny wynik z proby losowe;.

Zaktadajac, ze warto$¢ drugiego parametru — odchylenia standardowego o jest znana (doktadnie
wyznaczona lub zaktadana — przypadek wystepujacy w rozwazanym ¢wiczeniu) oraz przeksztalcajac
nierownosci (2), otrzymujemy formute (3):

Przedzial ufnosci wartosci Sredniej u

populacji. Zatozenie: o jest znane, a X jest _ o B o
wyznaczone na podstawie proby losowej. X—Za—=SUS X+ Za— %)
Obserwacje mogq pochodzi¢ z dowolnego 2 ‘/E 2 \/Z

rozktadu prawdopodobienstwa

Przeksztatlcona nierowno$¢ przedstawia tzw. przedzial ufnosci wartosci Sredniej p populacji, a
warto$¢ 1-o nazywa si¢ mianem tzw. poziomu ufno$ci. W naukach technicznych za o przyjmuje si¢
najczesciej wartos¢ 0.05.

Interpretacja przedziatu ufnosci parametru wartosci Sredniej populacji

Pomimo podobienstwa formut (4) i (5), ich interpretacja jest zgota odmienna:
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e w formule (3) znane lub zaktadane s3: p i 6 oraz a, co daje nam petng wiedz¢ o mozliwych
wynikach z proby x i ich prawdopodobienstwie;

e nieréwno$¢ (5) wyraza przedzial, w ktorym, jak mamy nadziej¢, znajduje si¢ wartos¢ u 1
mamy co do tego ufnos$¢ rzedu 1- a. Co jest istotne, nasz poglad co do tego formutujemy
wylacznie na podstawie pojedynczej proby doswiadczalnej. Jest to korzystne punktu
widzenia ekonomiki prowadzenia badan doswiadczalnych;

e interpretacja przedzialu ufnosci wymaga przeprowadzenia pewnego eksperymentu
myslowego lub symulacji komputerowej, ktora bedzie rozwazana w tym ¢wiczeniu. Zat6zmy,
ze mamy mozliwos$¢ wielokrotnego (k-krotnego) przeprowadzenia proby losowej (o licznosci
n). Po przeprowadzeniu kazdej z prob wyznaczamy przedzial ufnosci wg formuty (5).
Wowczas, na mocy przyjetych zalozen poszukiwana warto$¢ parametru p znajdowataby sie
w $rednio w k(1 - o) wyznaczonych przedzialach ufnosci. Dla przykladu, gdy przyjmiemy za
k = 100 1 za a = 0.05, wtedy, przecigtnie rzecz biorac, 95 tak wyznaczonych przedzialow
ufnosci bedzie zawiera¢ warto$¢ poszukiwanego parametru. Niestety, nie jesteSmy w stanie
jednoznacznie wskazaé, ktory z przedzialow utnos$ci zawiera wartos¢ prawdziwag, a ktory jej
nie zawiera;

e kontynuujac ta mys$l, nawet jezeli w mys$l tej interpretacji, prognozowany odsetek 5%
przedziatow ufnosci nie zawiera warto$ci prawdziwej parametru, konstrukcja przedziatu
ufnosci uprawnia nas do tego by sadzi¢, ze jeden z jego koncoéw znajduje si¢ blisko wartosci
prawdziwe;j;

e przedzial ufnosci moze by¢ zawezony przez zwigkszenie licznosci proby (przez co btad w
oszacowaniu parametru moze by¢ zredukowany), ale przytoczona wyzej interpretacja
przedziatu ufnosci nie ulega zmianie;

e przedziat ufno$ci moze by¢ zawezany przez zwigkszenie wartosci prawdopodobienstwa a, ale
musimy si¢ liczy¢ z tym, ze wzrosnie takze i odsetek przedzialdéw nie zawierajacych
poszukiwane] wartosci prawdziwej. Wprawdzie zmniejszenie warto$ci prawdopodobienstwa
a zwigksza szeroko$¢ przedziatu ufnosci, ale zmniejsza si¢ za to blad oszacowania wartosci
prawdziwej;

® wyraz \% w formule (5) to tzw. blad standardowy - se (ang. standard error) warto$ci $redniej;

UWAGA: Wigkszos¢ z tych uwag jest stosowna w odniesieniu do przedziatow ufnosci innych parametrow modeli
probabilistycznych opisujgcych zjawiska losowe (np. wariancji, wskaznika struktury, ilorazu wariancji). Wazne jest to, by
zapamigtad jaki jest sens pojecia przedziatu ufnosci i jak naleiy to pojecie interpretowacé!

Przykiad

Wykorzystajmy poprzednie przyklady do konstrukcji przedzialu ufnosci wartosci Sredniej populacji. Dysponujgc
wezesniejszymi wynikami z proby:

X={787274 536978 85, 6.5, 80, 77,57, 46,7.7, 72,55, 6.6}, g/l0min

wraz z oszacowaniami.:

X =6.9, g/10min. oraz s = 1.1, g/l10min,

wyznaczmy przedzial ufnosci wartosci Sredniej przy zatozeniu, ze s jest doktadnym oszacowaniem rozrzutu obserwacji (s
= g). Licznos¢ proby wynosi n = 16, a za wartos¢ a = 0.05 (z,;, = 1.96 — patrz: kalkulator prawdopodobienstwa lub

tablice catki rozktadu 7).

Stosujgc nierownosé (5), po podstawieniu wynikow do formuty, otrzymujemy:

1.1 1.1
P (6.9 —196—<u<69+ 1.96—) =1-0.05=0.95
Ve V16
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Przedzial ufnosci (PU) wartosci sredniej rozktadu populacji wynosi: 6.36 < u < 7.44. Na podstawie zalozen konstrukcji
przedzialu ufnosci, mamy nadzieje, ze w przedziale (6.36, 7.44) znajduje si¢ poszukiwana wartos¢ parametru u. Czy u
faktycznie nalezy do tego przedziatu? Na to pytanie z absolutng pewnoscig nie odpowiemy, ale metoda konstrukcji PU
daje nam ufnos¢ co do tego twierdzenia rzedu 0.95. Widzimy, ze przedzial ufnosci daje nam dodatkowe informacje o
precyzji oszacowania wartosci u. Nadal nie wiemy ile dokladnie wynosi u, ale z duzq ufnoScig mozemy przyjgé, ze
oszacowanie jest nie mniejsze niz 6.36 i nie wigksze niz 7.44. Przedzial ufnosci zawiera wartos¢ prawdziwg u, ktora z
zalozenia wynosi 7. Wartos¢ statystyki z proby: 6.9 jest bardzo zblizona do wartosci prawdziwej. Teoria podpowiada
nam, ze wynik lezgcy poza przedziatem ufnoSci powinien trafi¢ sie raz na 20 tak wyznaczonych przedziatow ufnosci
(powtorzonych prob).

Przedzial ufnosci wariancji o2

Nadal przyjmijmy, ze proba losowa {X;, X», ..., X,} pochodzi z populacji o rozktadzie normalnym.
Woéwczas, zmienno$é losowa drugiego z przyblizanych parametrow populacji - wariancji o® jest
opisywana rozktadem Chi kwadrat (y°). Wprowadzmy zmienna Chi kwadrat y°:

¥2 = (n—1)s?
=

Gdzie wariancja o” jest znana, natomiast S to wariancja z proby, ktora jest obliczana na podstawie
proby o licznosci n. df = n-1 to tzw. liczba stopni swobody, parametr rozkladu y°.

Przedzial ufnosci wariancji jest zapisywany nastepujaco:

P(x2 « < X%*<X: )=1—a
1—5,71—1 7,7’1—1

n—1)s?
<X2a <¥sxé >=1—a

Zn-1— 2 Zn—
12,n1 o 2,nl

(6)

gdzie: y* jest statystyka Chi kwadrat, a (1-a) to zakladany poziom ufnosci. Po podstawieniu do
rownania formuly wyrazajacej statystyke y” i przeksztalceniu otrzymujemy zapis przedziatu ufnosci
dla wariancji 6”:

Przedzial ufnosci wariancji o P (n— 1)52 <g2< (n— 1)52 =1—q
populacji. Obserwacje z préby 2 - T X%,
pochodzq z rozktadu normalnego o Zn-1 1-5n-1
licznosci n. Liczba stopni swobody: (7)
df = n-1 okresla jednq z krzywych
rodziny rozkladéw y'. UWAGA: Ten (n—1)s z 2 (n—1)s 2
przedzial nie jest symetryczny V7 SO0° = Xz—
Sn—1 1-5n-1

Przedzial ufnosci dla wariancji (7) umozliwia oszacowanie zmiennosci losowej wariancji o* i/lub
odchylenia standardowego ¢ na podstawie wyniku wariancji z proby s”. Dokladno$¢ oszacowania
wartoéci prawdziwej wariancji o jest uzalezniona od licznoci proby oraz przyjetego poziomu
ufnosci (1-a), ktéry zazwyczaj wynosi 0.95.
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Przykiad

Kontynuujqc przykiad zwigzany z badaniem MFR, majqgc dane oszacowanie odchylenia standardowego (lub wariancji) z
proby s = 1.1 % o licznoscin = 16i (I-a) = 0.95 przedziat ufnosci wariancji MFR przedstawia sie nastepujgco:

(n—1)s? g2 < (n—1)s?
i T T Xl
E,Tl—l I—E,ﬂ.—l

Po podstawieniu wartosci: s* = 1.21, oraz wartosci statystyk Chi kwadrat dla liczby stopni swobody réwnej n - 1 = 15,
odpowiednio: X& = X§oz515=27.488 oraz X} « . =XGg7515= 6.262,
2’ 2’

. 15121 5 15+121
otrzymujemy: 27488 — % = 6262

Ostatecznie, przedzial wariancji wynosi: 0.66 < 2 < 2.89, a przedzial 95% losowej zmiennosSci odchylenia
standardowego wynosi: 0.8 < 0 < 1.7;

Wartos¢ drugiego parametru rozktadu normalnego o - w tym zadaniu kojarzonego z rozrzutem pomiaru MFR - nie
powinna by¢ wigksza niz 1.7, i nie mniejsza niz 0.8 g/10min. Zauwazmy, ze podobnie jak w przypadku wartosci sredniej,
przedzial ufnosci odchylenia standardowego zawiera wartoS¢ prawdziwg parametru o, ktora dla potrzeb tego przykiadu
wynosi 1 g/10 min.

Podsumowujac, konstrukcja przedzialdw ufnosci wyraza precyzje oszacowania wartosci
poszukiwanego parametru rozkladu obserwacji. Przedziaty ufnosci maja bardzo wazne znaczenie z
punktu widzenia opracowania, analizy i interpretacji wynikow badan do$wiadczalnych.

Cwiczenie 2.1 Interpretacja przedziatlu ufnosci wartosci sredniej

Celem ¢wiczenia jest zapoznanie studenta z konstrukcja oraz interpretacja przedzialu ufno$ci
wartosci §redniej populacji z proby. Dodatkowym celem jest przypomnienie 1 utrwalenie
podstawowych poje¢ z zakresu metod statystycznych: estymacja punktowa i przedzialowa, statystyka
z proby, rozktad statystyki z proby.

Po uruchomieniu programu dolaczonego do skryptu (,,przedzal ufnosci w.sredniej.exe”), panel
uzytkownika przedstawia cztery sekcje zaznaczone i opisane w legendzie do rys. 1.

Histogram (1) przedstawiony na rys. 1 obrazuje rozktad prawdopodobienstwa obserwacji indywidualnych
(inaczej: rozklad populacji). W ¢wiczeniu student ma do wyboru trzy funkcje opisujace rozktady
prawdopodobienstwa populacji  (patrz: lista wyboru (7)) wraz z gory okreslonymi wartoscimi dwodch
parametrow - warto$ci $redniej u oraz odchylenia standardowego o:

e Rozklad normalny - warto§ciami parametrow sg: p = 10, o = 10;
e Rozklad Gamma: p = 1.25, 6 = 0.65;
e Rozktad dwumianowy: u = 0.4, 6 = 0.49;

W rozwazanym zadaniu, wartosci prawdziwe p i ¢ wymienionych rozktadéw sa wprawdzie znane,
ale tylko na potrzeby analizy oszacowan parametrow rozktadu oraz weryfikacji wynikow
teoretycznych przedstawionych we wprowadzeniu do ¢wiczenia. Jak wcze$niej zaznaczono, w
warunkach rzeczywistych, wartosci tych parametrow podlegaja ocenie na podstawie wyniku z proby
losowe;.
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Rysunek 1 Panel programu ,,Confidence Interval” udostepnionego wraz z podrecznikiem D. Montgomery: ,, Applied
Statistics and Probability for Engineers” wydanie V. (1) Histogram obserwacji indywidualnych (tu: rozktad normalny
Nu=10, 0=10); (2) Przedzialy ufnosci w. sredniej wykreslone na podstawie wynikow losowania n obserwacji (tu: n =
10) z wybranej populacji (patrz: sekcja(l)) Kolor zielony przedzialu oznacza, ze przedzial ufnosci zawiara wartosé
prawdziwg szacowanego parametru; Kolor czerwony, odpowiednio — nie zawiera; (3) Histogram z n obserwacji, a
ponizej wyniki statystyk z proby: wartos¢ Srednia (Mean) i odch. stand. dla n=10 (SD); (4) Wykres skumulowanego
odsetka prob zakonczonmych sukcesem (wyrazonych w %), (5) Wygenerowanie/wybor jednej proby; (6)
Wygenerowanie/wybor 20 kolejnych prob; (7) Wybor rozkiadu prawdopodobienstwa obserwacji indywidualnych ; (8)
Wybor licznosci proby;

Bezposrednio po uruchomieniu programu, domys$lnym rozktadem populacji jest rozktad normalny
(lista wyboru — (7)), a liczno$¢ proby n wynosi 10 (liczno$¢ proby zadawana w polu (8) moze si¢
zmienia¢ w zakresie od 10 — 100 obserwacji).

Po wyborze funkcji ,,Sample” (5), program generuje probe losowa z wybranego rozktadu obserwacji,
a nastepnie oblicza wartosci statystyk z proby: warto$¢ $rednig, odchylenie standardowe oraz biad
standardowy. Wyniki tych obliczen sg przedstawione pod wykresem histogramu obserwacji z proby
(patrz: panel(3)). Na podstawie tych oszacowan, wyznaczany jest takze przedziat ufnosci wartosci
$redniej populacji (formuta (5) przy zakladanym prawdopodobienstwie o = 0.05). Jego reprezentacja
w postaci odcinka (wraz zwarto$cig Srednig z proby) jest kreslona na wykresie przedstawionym na
panelu (2). Kazda proba oraz kazdy przedziat ufnosci ma nadany indeks.

Podobnie, po wyborze funkcji ,,Sample 20”, generowanych (losowanych) jest 20 préb losowych o
licznos$ci n, na podstawie ktorych sa obliczane i kreslone przedziaty ufnos$ci wartosci $redniej
populacji.

Wykres umieszczony na panelu (4) to skumulowany odsetek prob zakonczonych sukcesem
polegajacym na ty, ze wyznaczony przedzial ufnosci zawiera warto§¢ prawdziwag szacowanego
parametru rozkladu.
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Etap 1. Analiza oszacowania parametru populacji na podstawie pojedynczej proby losowej

Wybierzmy z listy rozktadow prawdopodobienstwa rozktad normalny, za liczno$¢ proby przyjmijmy
n = 16 1 wylosujmy pierwszg probe (funkcja ,,Sample” (5)). Cho¢ parametry populacji rozkladu
normalnego (n = 10, 6 = 10) sa odmienne od tych rozwazanych w przyktadzie z wprowadzenia
teoretycznego (patrz: pomiar MFR tworzywa), problem jest ten sam. Tak jak inzynier probowat
oceni¢ rzeczywista warto$¢ wskaznika MFR na podstawie pojedynczej proby doswiadczalnej o
licznosci n = 16 (o = 0.05), tak teraz student postugujac si¢ programem symulacyjnym usituje
oszacowac wartos¢ prawdziwg populacji.

Zgodnie z nasza wiedzg na temat konstrukcji przedziatu ufnosci, po wylosowaniu pojedynczej proby
1 konstrukcji przedzialu ufnosci (formuta (5)) mamy szansg¢ 0.95 na to, ze tak utworzony przedziat
bedzie zawiera¢ wartos¢ prawdziwa (patrz sekcja: Interpretacja przedzialu ufnosci parametru). Jest to
dos¢ duze prawdopodobienstwo, wiec student powinien zauwazy¢ odcinek o kolorze zielonym
wykreslony na panelu (2) symulatora. Jezeli odcinek zostal wykreslony kolorem czerwonym,
oznacza to, ze przedzial ufnos$ci nie zawiera wartosci prawdziwej. Przecigtnie, jeden na 20 studentow
wykonujacych to ¢wiczenie uzyska taki wynik (1/a = 20). Czy ten wynik nalezy traktowac jako
nieprawidlowy? Czy mamy jakgkolwiek podstawe by tak sadzi¢?

Nawet jezeli otrzymamy taki wynik, prosze zwroci¢ uwage na to, ze jeden z koncow przedziatu
ufnosci znajduje sie blisko szacowanego parametru (p = 10). Pomimo, ze wedlug regul ¢wiczenia
proba zakonczyta si¢ niepowodzeniem, honorujemy jej wynik. Uznajemy, ze warto$¢ Srednia z tej
proby jest jednym z wielu mozliwych do uzyskania wynikow oszacowan. W rzeczywistych
warunkach (np. pomiar MFR) nie znamy warto$ci prawdziwej parametru, wi¢c nie mozemy ustali¢
czy proba zakonczyta si¢ powodzeniem, czy porazka.

Teraz, zwigkszmy liczno$¢ proby. Niech n wyniesie 64 (patrz: pole (8)). Prosze wprowadzi¢ ta
warto$¢ 1 jeszcze raz wybraé przycisk ,,Sample”. Z uwagi na zwigkszenie licznosci proby, przedziat
ufnosci dla licznosci n = 64 (formuta (5)) powinien by¢ teraz wyraznie wezszy, niz dla n = 16. Jak
widzimy na wykresie (2) precyzja oszacowania warto$ci parametru wzrosta, lecz interpretacja
wyniku tej proby jest nadal taka sama. W przewazajacej liczbie przypadkow uzyskamy wynik
zawierajacy wartos¢ szacowanego parametru.

Gdy licznos¢ proby wzrosnie do n = 100, precyzja oszacowania parametru populacji p bedzie jeszcze
wigksza. Na podstawie formuly (5) mozliwe jest obliczenie licznosci proby losowej jaka nalezy
przyja¢, by blad oszacowania nieznanej warto$ci parametru nie przekraczat arbitralnie wybranej
doktadnosci. Jako ¢wiczenie, zachecam do wyznaczenia tej formuty.

Etap 2. Analiza oszacowania parametru populacji na podstawie wielokrotnej proby losowej

Ten etap do$wiadczenia jest podobny do poprzedniego. Zadaniem studenta jest ponowny wybor
rozktadu normalnego za rozktad populacji (obserwacji indywidualnych). Tym razem nalezy wybraé
arbitralng liczno$¢ proby n, a nastgpnie wygenerowacé duzg liczbe prob (wielokrotny wybor funkcji
(5) ,,Sample20”). Zgodnie z oczekiwaniami, odsetek przedzialow ufnosci zawierajagcych warto$¢
prawdziwg powinien wynies¢ srednio ok. 0.95 ogodlnej liczby. Porownaj ten wynik do tresci sekcji:
Interpretacja przedziatu ufnosci parametru wartosci sredniej populacji.

Etap 3. Analiza oszacowania parametru populacji na podstawie pojedynczej proby losowej
pochodzgcej z rozkladu prawdopodobienstwa gamma

Zadaniem studenta jest wybor z listy rozktadow populacji — rozktadu gamma 1 odtworzenie etapow: 1

1 2 doswiadczenia. Komentarz: Sposob oszacowania i interpretacja przedziatu ufnosci wartosci sredniej (formula (5)) nie ulega
zmianie.
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Pytania kontrolne

1.

bl

Co to jest przedzial ufnosci szacowanego parametru rozktadu prawdopodobienstwa?
Wyprowadz formuty obliczeniowe dla przedziatéw ufnosci wartosci $redniej i wariacji?

Jaka jest interpretacja przedziatu ufnosci 1 jaki jest zwigzek przedzialu ufnosci z rozktadem
statystyki z proby?

Czy warto$¢ oszacowanego parametru zawsze nalezy do przedziatu ufnosci? Uzasadnij
odpowiedz.

Co to jest poziom ufnosci? Wyjasnij to pojecie odnoszac do oszacowania przedziatu ufnosci
wartosci $rednie;j.

Co oznacza zapis: u + o//n?

Co oznacza zapis: ¥ + s/y/n?
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3. Weryfikacja hipotez statystycznych
Zagadnienia:

* Procedura weryfikacji hipotez statystycznych, parametrycznych;

» Btad I'i Il rodzaju, wartos¢ prawdopodobienstwa p wynikajaca z proby;
* Moc P testu statystycznego;

» Statystyczna a praktyczna istotno$¢ rdznicy Srednich;

*  Dobdr licznosci proby z wykorzystaniem krzywych operacyjnych OC;

Wprowadzenie

Procedura werytfikacji hipotez statystycznych (inaczej: test statystyczny) dotyczy stwierdzen
odnoszonych do wartosci jednego z parametrow rozwazanego rozktadu prawdopodobienstwa. Z tego
wzgledu, procedura ta jest nazywana mianem parametrycznej. Dla przyktadu, w przypadku rozktadu
normalnego, gdzie rozwaza si¢ jedynie dwa parametry: | 1 o, twierdzenie moze dotyczy¢ potozenia
lub rozrzutu obserwacji.

Weryfikujac hipoteze statystyczng formutuje sie¢ dwa wzajemnie wykluczajace sie twierdzenia
dotyczace parametru rozktadu obserwacji. W nomenklaturze do$wiadczalnictwa nazywa si¢ je
mianem: hipotezy zerowej — oznaczong symbolem: Hy i1 hipotezy alternatywnej:H;. Procedura
weryfikacji hipotezy statystycznej prowadzi do rozstrzygnigcia, ktore z tych dwoch twierdzen jest
prawdziwe, a ktore nalezy odrzuci¢. Z uwagi na nieunikniong zmienno$¢ losowa, nigdy nie jestesmy
w stanie definitywnie stwierdzi¢, ktora z hipotez, Hy czy Hj, jest prawdziwa. Mozemy to jedynie
orzec z arbitralnie przyjetym progiem prawdopodobienstwa. Wazna uwaga jest rowniez to, ze
procedura weryfikacji hipotezy statystycznej bazuje na wyniku préby (badz préb) doswiadczalnych.
To wiasnie wynik proby i obliczona na jego podstawie tzw. warto$¢ statystyki testowej stanowi
przestanke do przyjecia badz odrzucenia jednego z postulowanych twierdzen.

W metodach statystycznych rozwaza si¢ réwniez tzw. hipotezy nieparametryczne, ktore dotycza
twierdzen odnoszonych do postaci rozkladu danych doswiadczalnych (obserwacji). W takich
sytuacjach jesteSmy zainteresowani zweryfikowaniem hipotezy o zgodnosci doswiadczalnego
rozkltadu obserwacji z postulowanym rozkladem prawdopodobienstwa. Dla przyktadu, w wielu
sytuacjach zastosowanie wybranej metody analizy danych jest uzaleznione od uprzedniego
wykazania/sprawdzenia, ze zbior obserwacji lub pochodnych im statystyk podlega rozkladowi
normalnemu (przyktad:. analiza wariancji, czy analiza regresji).

Rozwazmy wykorzystanie procedury weryfikacji hipotezy statystycznej w doskonaleniu jakosci
procesu wtryskiwania termoplastow. Z uwagi na to, ze ten przyklad bedzie ilustracja wielu aspektow
zastosowania weryfikacji hipotez statystycznych, scharakteryzujmy blizej proces wtryskiwania.

Przykiad

Proces, w ramach ktorego formuje si¢ tzw. wypraski wtryskowe sklada si¢ z trzech faz: uplastycznienia, wtrysku oraz
ochtadzania tworzywa w formie. O jakosci tego procesu, ktory moze by¢ oceniany ze wzgledu na wiele kryteriow (tzw.
charakterystyk jakosci), decyduje bardzo wiele czynnikow (tzw. zmiennych sterujqcych tj. zmiennych decydujgcych o
przebiegu procesu). Pokrotce, czynniki te mozna sklasyfikowaé jako technologiczne (zmienne nastawcze procesu),
materiatowe (charakterystyki tworzywa), srodowiskowe (oddziatywanie otoczenia procesu,).

Na potrzeby aktualnej dyskusji umowmy sig, ze proces wiryskiwania przebiega stabilnie i podlega jedynie zakioceniom
losowym. Rozwazang charakterystykq jakosci jest skurcz przetworczy wyprasek s [%]. Rys. 1 przedstawia histogram
obserwacji skurczu przetworczego wraz z tzw. granicami specyfikacji: LSL = 4, USL = 8 oraz nominatem T = 6.
Obserwacje, ktore znajdujq sie poza przedziatem specyfikacji, reprezentujg wady produktow. Na podstawie wyniku
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histogramu dopasowano i oszacowano parametry rozktadu prawdopodobienstwa. Kreslgc wykres normalnosci,
zweryfikowano, zZe rozkiad obserwacji moze by¢ przyblizony rozkladem normalny o parametrach py=7.3 i o = 0.33.

Dla uproszczania przyjmijmy rowniez, Ze operator procesu ma mozliwos¢ oddzialywania na przebieg procesu
wtryskiwania tylko za pomocq jednej zmiennej sterujqcej: temperatury formy. Histogram obrazujgcy stan procesu odnosi
sie do warunkow dla ktorych T;=38°C. Inzynier nadzorujqcy przebieg procesu wtryskiwania termoplastow moze by¢
zainteresowany wieloma aspektami doskonalenia jakosci produkcji. Zgodnie z definicjq operacyjng jakosci. , Jakos¢ jest
odwrotnie proporcjonalna do zmiennosci losowej procesu”, inzynierowi zalezy na tym, by rozrzut obserwacji
reprezentowany przez krzywq rozktadu normalnego (rys. 1) byl jak najwezszy (parametr o jak najmniejszy) przy wartosci
Sredniej procesu zgodnej z wartosciq nominalng (parametr u = T). Taki warunek minimalizuje liczbe wad produktow
powstajqgcych w procesie. Stqd zasadne sq dwa nastepujgce pytania:

Jak dobrac wartosci zmiennych sterujqcych procesem (T ... i pozostafych) — tzw. warunkéw prowadzenia procesu, by
wyniki pomiaru nadzorowanej charakterystyki jakosci znajdowaly w przedziale specyfikacji jak najblizej nominatu T?
Aby udzieli¢ racjonalnej odpowiedzi na to pytanie, wymagany jest model matematyczny badanego procesu (tu: tzw.
model statyczny), na podstawie ktorego mozliwe jest wyznaczenie wartosci zmiennych sterujgcych (tzw. nastaw procesu)
tak by byl spetniony warunek: i = T, przy jednoczesnej minimalizacji rozrzutu obserwacji,

Jezeli dogodne warunki prowadzenia procesu zostang juz ustalone, w jaki sposob utrzymywac ten stan, tak by liczba ew.
wad produktow byla akceptowalna tj. zgodna z przyjetym wskaznikiem zdolnosci procesu;

W kontekscie metod zapewniania jakosci, dwa z wymienionych pytan sq scisle zwigzane ze zagadnieniami Statystycznego
Sterowaniem Procesem — SSP (ang. SPC Statistical Control Process) . W pierwszym przypadku zadaniem operatora
procesu jest optymalizacja procesu ze wzgledu na przyjete kryterium jakosci (tu: skurcz przetworczy wyprasek). Drugie
pytanie odnosi si¢ natomiast do technik nadzorowania procesu. W praktyce obydwa problemy sq rozwigzywane 2
wykorzystaniem procedur weryfikacji hipotez statystycznych.
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Rysunek 1: Aktualny stan procesu wtryskiwania termoplastow. Histogram obserwacji skurczu przetworczego wyprasek.
Wartosci LSL, USL i T oraz parametry rozktadu normalnego: 1 i ¢ odnoszq sie do komentarza zawartego w przyktadzie..
Opracowanie wlasne;

Weryfikacja hipotezy statystycznej o rownosci dwoch srednich

Nawigzmy do przyktadu doskonalenia procesu wtryskiwania termoplastow 1 przypusémy, ze warto$¢
$rednia skurczu przetworczego jest nieakceptowalna. Znaczaca czgs¢ produkcji jest niezgodna z
przyjeta specyfikacja (patrz: rys. 1 — odsetek wad wynosi ok. 17000). Aby zapobiec problemom
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wystepujacym w procesie, inzynier zamierza zredukowac aktualny poziom skurczu wyprasek, tak by
jego warto$¢ byla zblizona do warto$ci nominalnej T rownej 6%. Inzynier nie dysponuje modelem
matematycznym procesu i nie wie jak dobra¢ wartosci zmiennych nastawczych procesu, by
wprowadzi¢ korekte do procesu. Niemniej, posiadajac juz pewne doswiadczenie, zauwazyt, ze
zmiana jednej ze zmiennych procesu: temperatury formy Ty zazwyczaj skutkuje zmniejszeniem
skurczu przetworczego termoplastow.

Inzynier zamierza sprawdzi¢, czy faktycznie zmiana nastaw procesu wtryskiwania (z wyzszej na
nizszg temperature ochtadzania wyprasek w formie wtryskowej Tr) bedzie przejawia¢ si¢ w redukeji
skurczu przetworczego. W tym celu aranzuje nastgpujace doswiadczenie technologiczne. Ustala
wszystkie pozostale zmienne sterujace procesem, jawnie nieuwzglednione w eksperymencie na
dotychczasowych poziomach nastaw procesu, i zmienia jedynie warto$¢ temperatury formy T¢ z
38°C na 32°C. Nastepnie, inzynier produkuje wypraski w liczbie n (liczno$¢ proby), mierzy ich
skurcz przetwoérczy i oblicza warto§¢ $rednig z proby ;. Na podstawie tego pomiaru inzynier chce
odpowiedzie¢ na pytanie: czy faktycznie zmiana temperatury formy pocigga za sobg korzystng
zmiang skurczu przetworczego wyprasek? Z uwagi na to, ze w eksperymencie porownujemy ze sobg
wyniki préb doswiadczalnych, odnoszonych do roéznych, ale ustalonych warunkéw prowadzania
badan (tzw. uktadow doswiadczalnych), o takim eksperymencie moéwmy jako o eksperymencie
porownawczym. Temperatura formy — T¢ - jedna ze zmiennych sterujacych procesem, ktora jest
poddana intencjonalnym zmianom, w nomenklaturze do$wiadczalnictwa nazywa si¢ czynnikiem
badanym. Zmienna poddana obserwacjom, w tym wypadku skurcz przetworczy, jest traktowana jako
czynnik wynikowy eksperymentu.

Zanim przejdziemy do opracowania wyniku tego do$wiadczenia, zwro¢my uwage kilka istotnych
kwestii. Przed wykonaniem eksperymentu inzynier wie, jaka jest aktualna warto$¢ skurczu p
przetworczego oraz jego rozrzut 6. Zna te dwa parametry rozktadu obserwacji na podstawie wielu
pomiardw pochodzacych z nadzorowania procesu (rys. 1 : po = 7.3 1 6 = 0.33). Moze zatem w
przyblizeniu odtworzy¢ rozktad obserwacji indywidualnych (populacji). Podobnie, na mocy
Centralnego Twierdzenia Granicznego - inzynier wie, ze jezeli bedzie wykonywaé (niezalezne)
proby doswiadczalne o liczno$ci n kazda, rozklad wartosci Sredniej z proby bedzie podlegaé
rozktadowi normalnemu o wartosci $redniej po 1 rozrzucie (odchyleniu standardowemu S$redniej)
o/\n. Zmieniajac wartosci temperatury formy Ty, inZynier przypuszcza, ze zmianie ulegnie aktualna
warto$¢ srednia rozkladu populacji po (dla uproszczenia zaktadamy, ze ¢ nie ulega zmianie). To
oznaczatoby, Ze intencjonalna zmiana czynnika badanego pocigga za soba zmiang¢ czynnika
wynikowego. Potocznie powiedzielibySmy, co czesto jest uzywane w zargonie naukowym, ze zmiana
temperatury formy ma wplyw na zmian¢ skurczu przetworczego. Zauwazmy, ze interesuje nas tu
tylko sam fakt, ze migdzy czynnikiem badanym a wynikowym wystepuje relacja przyczynowo-
skutkowa 1 to wilasnie chcielibySmy wykaza¢ w tym eksperymencie. Wynik eksperymentu nie
wskazuje jaka warto$¢ temperatury nalezaloby przyjaé, by skurcz przetwoérczy moght osiggnad
warto§¢ nominalng T. Tego rodzaju problem jest rozwigzywany z wykorzystaniem planow
doswiadczalnych wieloczynnikowych oraz analizy regresji. Wynik eksperymentu ma na celu
uzasadnienie zmiany temperatury Ty z 38 na 32 °C, o ile bedzie to skutkowaé redukcja skurczu
przetworczego s tworzywa.

Zastosowanie procedury weryfikacji hipotez statystycznych

Aby stwierdzi¢, czy zmiana temperatury formy jest skutecznym sposobem redukcji skurczu
przetworczego, inzynier wykorzystuje procedur¢ weryfikacji hipotez statystycznych. Formutuje dwa
przeciwstawne twierdzenia (lub inaczej: dwie wzajemnie wykluczajace si¢ hipotezy) dotyczace
mozliwego wyniku eksperymentu, ktére wyraza przez wartosci §rednie (parametry)dwoch populacji
Hol M

20|Strona



Weryfikacja hipotez statystycznych opracowat: dr Marcin Bogucki

Nie dochodzi do zmiany wartosci sredniej populacji.

Hipoteza zerowa Hy: Ho=H1  Zmiana czynnika badanego (temperatury formy) nie pocigga za sobg
zmiane czynnika wynikowego (skurczu wyprasek),
Nastepuje zmiana wartosci Sredniej populacji.

Hipoteza alternatywna H;: Ho<> p1 Zmiana czynnika badanego (temperatury formy) skutkuje zmiang
czynnika wynikowego (skurczu wyprasek);

Te dwie sytuacje zilustrowano na rysunku 1 (jako Hy i H;). Aby rozstrzygna¢ stusznos$¢ jednej z
hipotez, inzynier postuguje si¢ rozktadem statystyki z proby (tzw. rozktadem referencyjnym), ktory
w tym przypadku tego problemu ma postaé¢ rozktadu normalnego N(uo ,0/vn) . Wykorzystujac ten
fakt, inzynier dzieli mozliwe do uzyskania wyniki prob doswiadczalnych na dwa rozlaczne obszary
zdarzen (patrz: rys. 2(a)):

e typowe, catkiem prawdopodobne z punktu widzenia hipotezy zerowej Hy(zachodzace czgsto,
gdy faktycznie obowigzuje hipoteza zerowa Hy);

e nieprawdopodobne z punktu widzenia aktualnie obowigzujacej hipotezy zerowej Hy, stad
przemawiajace za stusznoscig hipotezy alternatywnejH;

Pierwszy obszar jest reprezentowany przez tzw. przedzial akceptacji testu i1 jest to zbidr
potencjalnych wynikéw doswiadczenia zgodnych z hipotezg zerowa Hy. Jezeli wynik warto$ci
sredniej z proby bedzie naleze¢ do tego przedzialu, wowczas uznamy, ze nie doszto do zmiany
wartosci skurczu przetworczego, gdyz takie zdarzenie jest catkiem typowe z punktu widzenia
hipotezy Hy. I przeciwnie, jezeli wynik wartosci $redniej bedzie zalicza¢ si¢ do tzw. obszaru
krytycznego grupujacego zdarzenia nieprawdopodobne przy zatozeniu stusznos$ci hipotezy Hoy,
wowczas zgodzimy si¢, ze doszto do zmiany skurczu wtérnego pod wptywem zmiany temperatury
formy. W konsekwencji odrzucimy hipoteze Hy i zaakceptujemy hipoteze alternatywng H;. W
starszych podrecznikach z rachunku prawdopodobienstwa 1 statystyki matematycznej tok
rozumowania prowadzacy do wyboru jednej z wzajemnie wykluczajacych si¢ hipotez nazywano
zasada praktycznej pewnosci. W aktualnych pracach i1 podrecznikach akademickich przedstawiong
procedur¢ okresla si¢ mianem testowana hipotez statystycznych lub wnioskowaniem
statystycznym.

Przed wykonaniem jakichkolwiek prac doswiadczalnych, =znajac posta¢ rozkladu
prawdopodobienstwa warto$ci $redniej oraz liczno$¢ proby, inzynier wyznacza dwa przedzialy:
akceptacji 1 krytyczny. Na mocy przyjetego rozkladu prawdopodobienstwa, przedzial akceptacji
wyznaczamy jako:

Jezeli hipoteza H,jest prawdziwa,

formuta ta wyznacza przedzial, w ktorym

wynik wartosci Sredniej z proby wystgpi

z prawdopodobienstwem 1-a; (i o to o o

parametry rozktadu obserwacji P <H0 —Za—= <X < Uy + Z,_a _) =1l—-a (1)
indywidualnych, natomiast z,,, jest 2 \/ﬁ 2 \/ﬁ

zmienng standaryzowang rozktadu

normalnego);

Wartos$¢ prawdopodobienstwa a, ktora jest przyjmowana w sposob arbitralny, traktuje si¢ jako tzw.
poziom istotnosSci testu statystycznego a (patrz dalej: btad I rodzaju). W naukach technicznych i
przyrodniczych za o przyjmuje si¢ zazwyczaj warto§¢ o = 0.05. Stad, prawdopodobienstwo
zaobserwowania wyniku wartos$ci $redniej w przedziale akceptacji:

o )

<X < Uo t+ Zg 975 =
Vn

=i

Ho — Zo.025

Sl
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fy = 1.96— < % < g + 1.96— 3)
0 o~ Vn

wynosi 0.95. Po podstawieniu stosownych inzynier oblicza konce przedzialu akceptacji i
jednoczes$nie wyznacza jego dopelnienie — przedziat krytyczny.

Przykiad

W przypadku eksperymentu technologicznego zwigzanego z wtryskiwaniem termoplastow, inzynier zna aktualne
parametry rozktadu p i o. Inzynier wybrat licznos¢ proby n = 5 i na podstawie tych informacji wyznacza przedziat
akceptacji i przedzial krytyczny testu. Po podstawieniu wartosci sredniej i rozrzutu populacji oraz licznosci proby do
Sformuly (3) otrzymujemy przedzial akceptacji testu statystycznego rownosci srednich :

7.3 1960'33< -<73+1960'33
O — 1. — s X< /. . E—
V5 V5

701 <x <7.59
Wynik ten jest poglgdowo przedstawiony na rys. 2(b).

Dyskusja prawdopodobienstwa popelnienia btedu I i II rodzaju oraz mocy testu
statystycznego

Korzystajac z jakiejkolwiek formy procedury weryfikacji hipotez statystycznych, nalezy by¢
swiadomym, ze kazda decyzja o odrzuceniu lub akceptacji hipotezy zerowej Hy jest, w mniejszym
lub wigkszym stopniu niejednoznaczna. Niejednoznaczno$¢ w podejmowaniu decyzji wynika ze
zmiennoS$ci losowej, ktorej nigdy nie jesteSmy w stanie wyeliminowac. Naszg watpliwos¢ staramy si¢
wyrazi¢ przez przyjecie pewnego progu prawdopodobiefnstwa popetnienia pomytki polegajacej na
odrzuceniu hipotezy zerowej Hy przy zatozeniu, ze jest ona prawdziwa. Z ta pomytka wigzemy tzw.
blad I rodzaju, a odpowiadajace jej, zakladane prawdopodobienstwo to wspomniany juz wczesniej
poziom istotnoSci testu statystycznego a. Innymi slowy, przeprowadzajac weryfikacje hipotezy
statystycznej, godzimy si¢ na popeitnienie btedu I rodzaju. Blad polega on na przypadkowym
odrzuceniu hipotezy zerowej Hy. Zauwazmy, ze przyjeta warto§¢ prawdopodobienstwa o wraz z
licznoscig préby n jest wykorzystana do wyznaczenia przedziatu akceptacji 1 przedziatu krytycznego
(rownanie 2). Przeprowadzajac procedure weryfikacji hipotezy statystycznej na poziomie a = 0.05,
liczymy si¢ z przypadkowym odrzuceniem hipotezy Hy $rednio raz na 20 przeprowadzonych prob
doswiadczalnych, o ile rzeczywisScie, hipoteza Hy jest prawdziwa.

Weryfikujac hipotezg statystyczna, mozliwe jest popetnienie jeszcze jednego btedu, ktéry polega na
akceptacji hipotezy zerowe] Hoprzy zalozeniu, ze jest ona falszywa. Ta hipotetyczng, zakladang
pomyltke okresla si¢ bledem II rodzaju. Rolg tego pojecia jest wyrazenie trafnosci podjetej decyzji.
Btad ten, a raczej zwigzane z nim prawdopodobienstwo 3, oblicza si¢ na podstawie wyniku proby
doswiadczalnej. Im mniejsze jest prawdopodobienstwo f, tym konkluzja zwigzana z odrzuceniem
hipotezy zerowej Hy jest silniejsza. Z tego powodu, w praktyce wprowadza si¢ jeszcze jedno
prawdopodobienstwo nazywane moca testu P (ang. Power). Prawdopodobienstwo P = 1 - B odnosi
si¢ do sytuacji, w ktorej prawidlowo odrzucamy hipoteze zerowa (tzn. przy zalozeniu, ze hipoteza
Hojest falszywa). W praktyce doswiadczalnej, szacowanie prawdopodobienstw [ lub P ma sens
jedynie wtedy, gdy wynik proby doswiadczalnej prowadzi do odrzucenia hipotezy zerowej. Drugim
zastosowaniem prawdopodobienstw f3 lub P jest budowa krzywych operacyjnych OC (ang. Operating
Curve) wykorzystywanych do doboru licznosci proby n (patrz: dalsza cze$¢ skryptu). Tabela 1
grupuje mozliwe do uzyskania wyniki testow statystycznych wraz z odpowiadajacymi im btedami I i
IT rodzaju. Problem w weryfikacji hipotez statystycznych polega na tym, ze nigdy z absolutng
pewnoscig nie rozstrzygniemy, ktory z przedstawionych wariantow jest prawdziwy. Ostateczna
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decyzja jest zawsze obcigzona btedem. Rolg osoby prowadzacej badania doswiadczalne jest taki
dobor licznosci proby, by btad ten zminimalizowa¢ do akceptowalnych granic.

: —— | i 2
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Rysunek 2Wykresy ilustrujq rozkiady wartosci sredniej z proby (statystyki testowej); W szczegolnosci, na rysunku (a)
przedstawiono rozklad wartoSci Sredniej skurczu przetworczego dla n = 5 wraz obszarem: akceptacji i krytycznym dla
prawd. bledu I rodzaju a = 0.05; Rysunki (b), (c) i (d) przedstawiajq wyniki procedury weryfikacji hipotezy statystycznej
o rownosci srednich HO vs. Hl.dla roznych licznosci prob n = 3, 5 i 10. Wartosci krytyczne oddzielajgce obszary
akceptacji od obszarow krytycznych zaznaczono zielong linig przerywang wraz z przytoczeniem ich wartosci;
Opracowanie wlasne;

23|Strona



Weryfikacja hipotez statystycznych opracowat: dr Marcin Bogucki

Tabela 1 Wyniki procedury weryfikacji hipotezy statystycznej wraz z mozliwymi do wystapienia btedami I i II rodzaju

Hipoteza \ Wynik | Przyjeto Hy Odrzucono H,

. . Wiasciwa Bledna decyzja
Hojest prawdziwa podjeta decyzja | Blgd I rodzaju

. Bledna decyzja Witasciwie
Hojest falszywa Blgd II rodzaju | podjeta decyzja

Przykiad

Wrocémy do problemu inzyniera jakosci zwigzanego z redukcjg wad wystepujgcych w procesie wiryskiwania termoplastow
i przeprowadzmy dalszq czes¢ procedury weryfikacji hipotezy statystycznej o rownosci srednich. Jak pamietamy, inZynier
zna aktualne warunki prowadzania procesu, wybrat licznos¢ proby n = 5, i na ich podstawie tych informacji wyznaczyl
przedzial akceptacji i przedziatl krytyczny testu — obszary obowigzywania hipotezy zerowej Hyi alternatywnej H,. Kolejno,
inZynier zmienif intencjonalnie poziom czynnika badanego — temperatury formy T (jednej ze zmiennych sterujgcych
procesem wiryskiwania) z 38 na 32°C i po okresie ustabilizowania procesu wyprodukowal wypraski w liczbie n szt., ktore
nastepnie poddal badaniu. W wyniku oceny skurczu kazdej z wyprasek, inzynier obliczyl wartos¢ Srednig z proby (tzw.
statystyke testowq). Sredni skurcz wyniost X = 6.97[%]. Teraz warto$é¢ tej statystyki jest poréwnywana ze wezesniej
wyznaczonymi przedziatami. Okazuje sig, ze wartos¢ Srednia nalezy do przedziatu krytycznego testu, stqd inZynier
podejmuje decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej na poziomie istotnosci o. = 0.05 i akceptacji hipotezy alternatywnej. W
nomenklaturze doswiadczalnictwa, dla inzyniera oznacza to, zZe zmiana czynnika badanego (tu: temperatury formy)
wywoluje efekt zmiany czynnika wynikowego (skurczu przetworczego tworzywa). O takiej zmianie czynnika wynikowego
mowimy jako o znamiennej (istotnej) statystycznie. Nie oznacza to jeszcze, ze ta zmiana musi by¢ istotna praktycznie,
czyli, Zze wnosi zamierzony efekt, na ktorym zalezy inzynierowi (patrz sekcja: ,,RozZnica istotna statystycznie a roznica
istotna praktycznie”).

Przyjmijmy na chwile, ze wynik testu wynik uzasadnia zmiang temperatury formy, a przez to i redukcje skurczu
przetworczego, a wigc zblizenie si¢ do wartosci nominalnej procesu T. Nie ukrywajmy, zZe dziatanie inZyniera jest nieco
spontaniczne i przypomina czesto stosowangq ,,metode prob i bledow”. Inzynier tak naprawde nie wie, jak duzq zmiang
temperatury nalezy wprowadzi¢ do procesu, by osiggngc¢ zamierzony efekt skurczu tworzywa. Zmiana temperatury formy
byla przeciez dowolna, stqd dzialanie inZyniera traktujmy raczej jako przypadkowe. Niemniej, po pierwsze, zastosowana
technika wnioskowania jest solidng podstawq do rozwinigcia bardziej metodycznych dziatan rozwiqzujgcych problem
doboru nastaw procesu (planowanie doswiadczen czynnikowych). Po drugie, wykazano, ze temperatura tworzywa jest
faktycznie czynnikiem majgcym wplyw na skurcz przetworczy i jest to cenna wiedza technologiczna.

Szacowanie prawdopodobienstwa btedu Il rodzaju i mocy testu statystycznego

Na ile trafna jest decyzja podjeta przez inzyniera? Przeciez o takim, a nie innym wyniku
eksperymentu mogt rownie dobrze zadecydowac przypadek (patrz: bilad 1 rodzaju), a nie
intencjonalna zmiana wprowadzona do procesu. Rzeczywiscie, taki wynik jest catkiem mozliwy do
uzyskania, 1 jak zauwazono wcze$niej, szansa na odrzucenie hipotezy Hy wynosi a = 0.05. W
praktyce, aby oceni¢ na ile jest zasadna decyzja o odrzuceniu hipotezy zerowej, zazwyczaj szacuje
sie¢ moc testu statystycznego lub wyznacza si¢ tzw. warto§¢ prawdopodobienstwa p odpowiadajaca
wynikowi statystyki testowej (ang. p-Value). Obydwa prawdopodobienstwa, charakteryzujg trafho$¢
podjetej decyzji (ze wskazaniem na moc testu — zdaniem autora skryptu). Jezeli moc testu
przyjmuje bardzo duze wartosci prawdopodobienstwa, jestesmy sktonni uwazaé, ze uzyskany wynik
testu jest wiarygodny. Podobnie, jezeli obliczona warto$¢ prawdopodobienstwa p przyjmuje
zdecydowanie nizsze wartosci niz zakladany poziom istotnosci testu a - mamy zaufanie do wyniku
testu.

Przykiad

Obliczmy moc testu statystycznego P oraz wartos¢ prawdopodobienistwa p wczesniej przeprowadzonego testu
statystycznego rownosci srednich. Postuzymy si¢ pomocniczym rysunkiem 2(b) przedstawiajgcym wynik testu. Illustracja
zawiera juz nie jedng, lecz dwie krzywe rozkladu normalnego. Jedna krzywa N(uo,0”n), tak Jjak poprzednio reprezentuje
hipoteze zerowq testu Hy, druga N(u 1,o/\n) odpowiada warunkom wynikajgcym  z przeprowadzonego testu i dotyczy
hipotezy alternatywnej H,. Zaktadamy, ze obydwa rozklady charakteryzujq sie tym samym rozrzutem oA, a wartosé
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Srednia wyniku proby jest zarazem wartoscig sredniq rozkladu prawdopodobienstwa p; = 6.97. Moc testu jest
prawdopodobienstwem prawidlowego odrzucenia hipotezy zerowej, dlatego zaklada, ze obowiqzujgcym rozkladem jest
ten zwigzany z hipotezq alternatywnq. W mysl definicji mocy testu: P = 1 — f, jednym ze sposobow wyznaczenia tego
prawdopodobienstwa jest scatkowanie krzywej rozktadu normalnego N(u,, o) w przedziale, gdzie obowigzuje hipoteza
zerowa Hy i odjecie tego wyniku od jednosci.

Moc testu statystycznego srednich jest
liczona w przedziale akceptacji przy

zaloZeniu, zZe hipoteza alternatywna jest g _ g |
1-B=1-P —Za—<x < —

prawdziwa (wartos¢ Srednia wynosi B Ho Z%\/ﬁ SXSHot Z%\/ﬁ "

6.97)... !

- stqd otrzymujemy ... 1-P(7.01 <% <759],,) =1—-03912

... [ ostatecznie moc testu wynosi: P =0.6088

W rozwazanym przykladzie, interpretacja mocy testu jest nastepujgca. Jezeli wartos¢ srednia wyniku z proby jest
faktycznie parametrem rozkladu prawdopodobieristwa N(u;,6/\Nn), odpowiadajgcym nowym warunkom prowadzenia
procesu H,, to wielokrotne odtwarzanie eksperymentu w ok. 60 % bedzie prowadzi¢ do odrzucenia hipotezy zerowej.
Wprawdzie wynik wartosci sredniej doprowadzil do odrzucenia hipotezy zerowej, lecz nie jest przekonujqcy — srednio co
trzecia proba moze prowadzi¢ do akceptacji hipotezy zerowej.

Licznos¢ proby a moc testu statystycznego

Bardzo waznym aspektem weryfikacji hipotez statystycznych jest dobor licznosci proby. Uwaznie
przyjrzyjmy si¢ formutom (1 + 3). Zauwazamy, ze prawdopodobienstwo prawidtowego odrzucenia
hipotezy zerowej tj. moc testu, jest tym wigksza, im wigksza jest liczno$¢ proby (patrz: czynnik
1/An). Jezeli liczno$é proby n proby bedzie zwiekszana systematycznie do bardzo duzych wartosci,
teoretycznie rzecz biorgc, jesteSmy w stanie wykaza¢ kazdg, nawet najmniejsza réznice miedzy
warto$ciami §rednimi & = i, - p. Nie jest to pomys$lne stwierdzenie, gdyz pamigtajmy, liczno$¢ proby
z zalozenia musi by¢ wybrana przed rozpoczeciem badan doswiadczalnych. Ta uwaga prowadzi to
zaskakujacej konkluzji: wynik testu statystycznego jest w pewnych sytuacjach zalezny od wyboru
licznosci préby! Badajac ten sam proces z wykorzystaniem dwoch réznych licznosci prob,
mozemy otrzymaé dwa odmienne wyniki testu statystycznego.

Przykiad

Sprobujmy jeszcze raz przeprowadzi¢ procedurg weryfikacji hipotezy statystycznej z przyktadu 2, wybierajgc inng niz
wezesniej licznos¢ proby. Dla przykladu, niech licznosé wynosi ny = 3, przy zachowaniu poprzedniego wyniku wartosci
Sredniej X = 6.97%, i odchylenia standardowego o = 0.33 oraz a = 0.05. Studentowi zaleca si¢ wykonanie obliczen
zwiqzanych z przeprowadzeniem testu statystycznego oraz podjeciem decyzji o ostatecznym wyniku procedury.

Wynik testu moze okaza¢ sie by¢ zaskakujgcy. Proba o licznosci ny = 3prowadzi do akceptacji hipotezy zerowej, a wigc
nie daje podstaw do stwierdzenia, Ze Srednie rozniq sie istotnie statystycznie na przyjetym poziomie prawdopodobienstwa
o = 0.05. Czyzby procedura weryfikacji hipotez statystycznych nie dawata jednoznacznych, wiarygodnych wynikow ?

RoOzZnica istotna statystycznie a roznica istotna praktycznie

Istota tego problemu tkwi w pojeciu praktycznej roznicy wartosci srednich. Przeprowadzajac probe
doswiadczalng inzynier chcialby pozna¢, czy zmiana warunkoOw prowadzenia procesu bedzie
skutkowa¢ zmiang widoczng w pomiarze wartosci $redniej. Wprawdzie przed wykonaniem
eksperymentu inzynier nie zna prawdziwej réznicy w wartosciach $rednich 6, odpowiadajacych
hipotezom Hy i H), ale moze za to przyjaé tzw. réznice praktyczng Srednich 6, ktorag chciatby
wykaza¢ za pomocg testu statystycznego. Ta roznica to tzw. efekt. Wiedzac jaki efekt 6 ma wykazac
test statystyczny i jednoczes$nie wybierajac (wysoka) moc testu P, inzynier moze $wiadomie wybrac
licznos$¢ proby. Jezeli rzeczywista roznica w wartos$ciach $rednich jest wigksza lub rowna przyjetej
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wartosci 0, to test statystyczny powinien wykaza¢ ten efekt z moca testu P. Dla przyktadu, jezeli za
moc testu P przyjmiemy duze wartosci prawdopodobienstwa np. rzgdu 0.95, woéwczas mamy duza
szans¢ na poprawne odrzucenie hipotezy zerowej Hy, o ile rzeczywiscie Hy jest falszywa. Takie
podejscie jest pomocne w rozwigzaniu problemu niejednoznacznosci wyniku testu statystycznego
zasygnalizowanego w poprzednim przyktadzie. W praktyce doswiadczalnej, aby zminimalizowaé
szans¢ popetnienia btedu w testowaniu hipotez statystycznych, postugujemy si¢ tzw. krzywymi
operacyjnymi OC (ang. Operating Curve).

Krzywe operacyjne OC to wykresy przedstawiajace zaleznos¢: mocy testu P w funkcji zmiennej
opisujacej (i) relatywng zmiang parametru poddanego testowi statystycznemu oraz (ii) liczno$ci
proby. W przypadku testu warto$ci $rednich jest to rdéznica migdzy S$rednimi 8. Krzywe OC
umozliwiajg obiektywny, optymalny wybor licznosci proby doswiadczalnej.

Na rysunku 3 przedstawiono tzw. krzywe operacyjne OC wykorzystywane do przyjmowania
licznosci proby w tescie wartosci srednich. O$§ rzednych wykresu reprezentuje praktyczng rdznice
$rednich tzn. efekt, ktory zamierzamy wykazaé. Aby krzywe OC mogly by¢ wykorzystane do kazdej
sytuacji badawczej (tu: dotyczacej testu rdznicy wartosci $rednich), efekt ten jest wyrazony w
jednostkach odchylenia standardowego (4).

Roznica praktyczna d wyrazona w

jednostkach odchylenia standardowego,

gdzie ¢ to zakladany efekt jaki ma wykazaé Ui —Ho 6 (4)
test statystyczny, a o to znane/zakladane o o

odchylenie standardowe;

Z koleina osi odcigtych wykresu 3 zaznaczono prawdopodobienstwo popehienia biedu II rodzaju B,
lub moc testu P, gdy prawdopodobienstwo jest odczytywane w strong nizszych wartosci (P =1 - p).
Przed przystapieniem do realizacji badan doswiadczalnych nalezy przyjac¢ efekt o, jaki ma wykry¢
test statystyczny, a nastepie i wyrazi¢ go w jednostkach odchylenia standardowego d (rownanie 4).
Dodatkowo, nalezy zdecydowac si¢ na wybor wartosci mocy testu (lub wartos¢ ). Tu, sugeruje si¢
wysoka warto$ci prawdopodobienstwa P (lub niska warto$¢ btedu p). Punkt o wspotrzednych: (d, P)
lub (d, B) wykresu wskazuje najblizej potozong krzywa opatrzong indeksem liczno$ci proby n.

Zaznaczmy jedng istotna uwage. Prowadzac badania doswiadczalne bez wcze$niejszego doboru
(optymalnej) liczno$ci proby decydujemy si¢ przypadkowy wynik procedury weryfikacji hipotezy
statystycznej. W wyniku wyboru zbyt duzej licznosci préby mozemy wykazaé statystyczng
istotno$¢ roznic miedzy Srednimi, pomimo ze wykazana roznica moze wcale nie mie¢ Zzadnego
praktycznego znaczenia. Oczywiscie, mozliwa jest i odwrotna sytuacja. Gdy liczno$¢ proby jest
zbyt mala, test statystyczny moze nie wykaza¢ praktycznej roznicy Srednich, pomimo, iz
faktycznie taka roznica ma miejsce.

Z tej dyskusji wynika nastgpujacy wniosek:

Licznosé proby doswiadczalnej nie moze byé ani zbyt wysoka, ani zbyt niska, lecz optymalna i
zgodna 7 pryjetymi zaloZeniami testu (tu: przyjetq roZnicq oraz mocq testu).

WskazowKi praktyczne dotyczace realizacji badan doswiadczalnych

Z uwagi na to, ze opracowanie zawiera wiele watkow teoretycznych i praktycznych, wigc jako
podsumowanie zbierzmy wszystkie uwagi zawarte w skrypcie 1 przedstawmy spojng procedure
doswiadczalng majaca na celu opracowanie wyniku eksperymentu pordwnawczego wraz z
dodatkowym przyktadem.
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Rysunek 3 Weryfikacja hipotezy statystycznej o rownosci srednich — porownanie wartosci sredniej z wartosciq
referencyjng - krzywe operacyjne OC wykorzystywane do doboru licznosci proby. OS odcietych reprezentuje zmiang
wartosci sredniej; OS rzednych przedstawia prawdopodobienstwo akceptacji hipotezy zerowej Hy (lub moc testu 1- f5);
Indeksy krzywych odpowiadajq licznosci proby; Opracowanie wiasne;

1. Sformulowanie problemu. Wr6¢my do sedna problemu przedstawionego w pierwszym
przyktadzie. Przypomnijmy, ze inzynierowi zalezy na zmianie wartosci skurczu przetworczego ogotu
wyprasek, tak by zredukowa¢ liczbe niezgodnos$ci/wad procesu wtryskiwania. Inzynier przypuszcza,
ze obnizenie temperatury formy wtryskowej przyniesie korzystng zmiang¢ — redukcje skurczu, a wiec
zmiang w kierunku warto$ci nominalnej T. W tym celu zamierza zweryfikowa¢ swdj poglad. Celem
poznawczym eksperymentu jest wykazanie zwigzku przyczynowo-skutkowego miedzy skurczem
przetwérczym s a temperaturg formy Ty Celem praktycznym eksperymentu jest redukcja wad
wystepujacych w procesie.

2. Wybér licznosci proby. Inzynier przygotowuje si¢ do eksperymentu. Znajac:

e aktualne parametry rozktadu normalnego obserwacji skurczu przetwoérczego: po= 7.3 oraz ¢ =
0.33;
e granice specyfikacji: (LSL =4, USL = 8) wraz z nominatem T = 6;

inzynier ocenia aktualny stan procesu. Z catkowania krzywej rozktadu normalnego N(po,0) wynika,
ze szacunkowa liczba wad wynosi ok. 1700 PPM (ang. Parts Per Million — liczba wad przypadajaca
na 1 milion potencjalnie wyprodukowanych produktéw). Ta warto$¢ jest niedopuszczalna. W
pierwszym kroku doskonalenia procesu, inzynier zamierza zredukowac t¢ liczbe do ok. 1000 PPM.
Przyjmujac zalozenie, ze warto$¢ ¢ nie zmieni si¢ podczas prowadzenia prac doswiadczalnych oraz
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wykorzystujgc wilasciwosci zmiennej standaryzowanej z - inzynier oblicza réznice praktyczng o
(r6znica migdzy aktualng warto$cia $rednig py a warto$cig $rednig p; dla ktérej wadliwo$¢ wynosi
1000 PPM). Ta réznica to efekt o jaki zamierza wykazac eksperymentalnie inzynier. Znajac ten efekt
1 aktualng warto$¢ rozrzutu skurczu przetworczego, inzynier wyznacza d - wzgledng zmiang warto$ci
sredniej w jednostkach odchylenia standardowego — formuta (8). Inzynierowi zalezy na wysokiej
wiarygodno$ci wyniku eksperymentu, stad za moc testu przyjmuje prawdopodobienstwo popetnienia
pomytki rowne B = 0.1 (lub moc testu P =1 - B = 0.9). Innymi stowy, jezeli rzeczywista rdéznica w
warto$ciach $rednich wynosi co najmniej O, to test statystyczny powinien to wykazaé z
prawdopodobienstwem rzgdu 0.9. Ta zaktadana réznica wynosi 6 = 6 = 0.3 (d = 1). Gdyby udato si¢
zmieni¢ aktualny poziom warto$ci $redniej do py = puy — g, woéwcezas liczba produkowanych wad
wyniesie ok. 900, co jest bliskie przyjetym zatozeniom. To jest cel minimum, jaki chciatby osiggnaé
inzynier. Dysponujac krzywymi OC (patrz: rys. 3), widzimy, ze aby wykazaé taki efekt w
eksperymencie z btgdem B < 0.1 (lub mocg testu wigksza niz 0.9) nalezy wybracé liczno$¢ proby
wiekszg lub réwng n = 10.

komentarz: Nawiqzujqc do licznosci n = 5 rozwazanej we wczesniejszym przykladzie, pamietamy, ze wynik pierwszego
testu byl wprawdzie pozytywny, wykazano roznice w wartosciach Srednich, ale jednoczesnie byt mato wiarygodny — moc
testu wyniosta tylko 0.6088 (lub ryzyko popelnienia bledu II rodzaju B az: 0.3912). Z kolei, w kolejnym przykiadzie, gdy
za licznos¢ wybrano n = 3 test nie wykazal zamierzonego efektu z uwagi na niskq moc testu (patrz: krzywe OC —rys. 3).
Jakkolwiek, z krzywych operacyjnych OC widzimy, ze licznos¢ proby n = 3 lub 5 wystarcza w zupetnosci do wykrycia
duzych efektow zmian wartosci sredniej (np. 0 = 20 z mocq wyzszq niz 0.9). Problem w tym, zZe tak mala licznos¢ proby
nie pozwala wiarygodnie wykry¢ mniejszych efektow rzedu np. 6 = o, co utrudnia podjecie wiarygodnych decyzji o ew.
zmianach w procesie.

3. Realizacja badan doswiadczalnych i podjecie decyzji o ew. zmianie w procesie. Inzynier
przeprowadza probe do$wiadczalng. Zmienia warto$¢ temperatury formy z aktualnej Ty = 38°C na
32°C i produkuje wypraski w liczbie n = 10. Nastepnie, mierzy warto$¢ skurczu przetworczego
wyprasek i1 oblicza warto$¢ $rednig, ktora wynosi x = 6.97%. Przeprowadza procedure weryfikacji
hipotezy statystycznej o réwnosci $rednich przedstawiong w przyktadzie 2. Na podstawie jej wyniku
podejmuje decyzje o zmianie temperatury formy do Ty = 32°C. Rolg studenta jest przeprowadzenie
procedury weryfikacji hipotezy o roéwno$ci $rednich wraz z wyznaczeniem mocy testu (lub
odczytaniem z krzywych OC). Rozwigzanie problemu przedstawiono na rys. 2d.

4

Cwiczenie 3.1 Weryfikacja hipotezy statystycznej o rownosci Srednich

Proces nanoszenia warstwy ochronnej materialu termoutwardzalnego na powierzchni¢ betonu jest
prowadzony w warunkach (temperatura powierzchni) T, = 12 °C oraz (temperatura materiatu) Ty, =
22 °C, co odpowiada $redniej wydajno$é procesu wy = 1.6 m?/1 i $rednim rozrzucie obserwacji oy =
0.1 m?%l (rysunek 4). Operator procesu postanowil zmieni¢ warunki prowadzenia procesu
zwigkszajac temperature ogrzewania materialu termoutwardzalnego do wartosci Tm = 34 °C -
sadzac, ze zastosowana zmiana wptynie na zwigkszenie wydajnosci procesu.

Pomiar wydajnosci procesu w nowych warunkach (T, = 12 °C , Ty, = 24 °C) wyniost wi=1.68 m?/l
przy tym samym rozrzucie obserwacji oy = 0.1 m%/l. Liczno$¢ proby na podstawie ktorej
oszacowano wydajnos¢ procesu nanoszenia warstw wierzchnich wynosita n = 9 obserwacji.

(a) Przeprowadz test statystyczny weryfikujacy osad operatora procesu, dotyczacy poprawy
wydajnosci prowadzenia procesu.

Hp: p = 1.6 na rzecz hipotezy alternatywne;j:
Hi:p#1.6

wybierajgc poziom istotnosci testu rowny a=0.05;
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(b) Ile wynosi wartos¢ prawdopodobienstwa P przeprowadzonego testu.

(c) Jaka jest wartos¢ btedu drugiego rodzaju 3 ?

(d) Jaki bedzie wynik testu statystycznego, jezeli licznos$¢ proby wynositaby n =3 ?

(e) Ile wyniostaby wymagana liczno$¢ proby n, gdyby btad f miat by¢ ograniczony warunkiem:
B <0.1. Zatoz, ze blad I rodzaju wynosi a=0.05, a zmiana wartos$ci §redniej wynosi 3Gk
(poprawa wydajnosci o ok. 20%);

- —_—
18 20 22 24 26 28 30 32 34

Rysunek 4 Wydajnos¢ procesu nanoszenia warstw wierzchnich w funkcji czynnikow badanych: temperatury materiatu T,
i temperatury powierzchni T,

Pytania kontrolne

1. Na czym polega procedura weryfikacji hipotezy statystycznej?

Na czym polega popetnienie bledu I rodzaju? Czym jest poziom istotnosci testu
statystycznego?

Jak oszacowac btad Il rodzaju. Co to jest moc testu statystycznego?

4. Jaka role pelnig statystyki testowe/referencyjne w procedurze weryfikacji hipotezy
statystycznej?

Czym sg krzywe operacyjne OC i jaka jest ich rola w testowaniu hipotez statystycznych?
Czym jest roznica praktyczna, a czym roznica statystycznie istotna/znamienna?

7. Jaka role peini tzw. obszar krytyczny statystyki testowej w procedurze werytikacji hipotez
statystycznych?

(98]
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