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Przedmowa

KWATERNION - tak studenci kierunku matematyka na Wydziale Podstaw
Techniki Politechniki Lubelskiej nazwali swoje koto naukowe.

Kwaternion to najpro$ciej méwiac taka ,,czterowymiarowa liczba”. Kwaterniony
zostaly wprowadzone przez Williama Hamiltona w 1843 roku jako narzg¢dzie do
opisu ruchéw sztywnych w przestrzeni tréjwymiarowej. Wspdlczesna matematyka
traktuje kwaterniony jako czterowymiarowa, unormowang algebre z dzieleniem nad
liczbami rzeczywistymi

W dziatalnosci kota KWATERNION tez zaobserwujemy cztery obszary, mozemy
wiegc powiedzied, Ze opisuje jg czterowymiarowy wektor, ktérego pierwsza sktado-
wa to dziatalno$¢ popularyzatorska, druga to zainteresowania naukowe, trzecia to
zastosowania matematyki w zyciu codziennym a czwarta to dziatalno$¢ edukacyjna
oraz poglebianie wlasnej wiedzy i umiejetnosci, z mysla o zawodowej przysztosci.
Monografia doktadnie odzwierciedla t¢ czteroobszarowg strukture.

Monografia ,,KWATERNION 2. Prace studentow WPT kierunku matematyka”
sktada si¢ z o§miu réznorodnych tematycznie prac. Sg tu prace o charakterze po-
pularyzujacym wiedz¢ matematyczng, prace popularnonaukowe i prace z obszaru
zastosowan matematyki. Wszystkie spetniajg warunek przynaleznosci do czwartego
obszaru dziatalnosci Kota, stanowig przyczynek do wlasnego rozwoju zwigkszaja-
cego szanse na dostosowanie do zmieniajacego si¢ rynku pracy.

Rézne tez byly inspiracje do powstania tych prac. Czes¢ z nich, dotyczgca liczb,
powstata w ramach przygotowan do $wicta liczby 7 pod hastem ,,Odczarowac
matematyke”, ktére niestety trzeba bylo odwotaé, z powodu ogtoszonej pandemii.
W ten spos6b powstaty prace o liczbach jeden i zero, o liczbach przestepnych i ztotej
liczbie.

Wydaje sie, ze o jedynce i zerze wiemy wszystko, bo sa nasza codziennoscia.
Jednak krétkie historyczne opisy powstawania tych pojeé, przyktady wspétczesnej
ich uzytecznosci oraz takie ciekawe fakty jak brak umiejetnosci postugiwania si¢
liczebnikami innymi niz jeden i dwa, ktére zawarte sa w pracy ,,Niezwykte zero
i jeden”, na pewno wydadzg si¢ interesujace.

Liczba przestepna to nie jest pojecie znane powszechnie, wymaga znajomosci
kilku faktéw z algebry i teorii liczb. Praca ,,Liczby przestgpne” prezentuje zbidr
zagadniefi zwigzanych z liczbami przestepnymi, wybranych nie pod katem systema-
tycznego wyktadu, ale zbioru podstawowych pojec i historycznego rozwoju tego
pojecia wraz z przyktadami r6znych liczb przestepnych.

W pracy ,,Ztota liczba” znajdziemy jej definicje i zwigzki z ciggiem Fibonacciego
oraz liczne przyktady obecnoSci tej liczby w r6znych dziedzinach naszego zycia,
w architekturze, w przyrodzie i innych.
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Ciekawa jest tez praca o Enigmie. Prezentuje ona histori¢ dziataii podejmo-
wanych w latach poprzedzajacych wybuch II Wojny Swiatowej i w jej trakcie,
a zmierzajacych do ztamania kodu uzywanych przez Niemcéw wojskowych maszyn
szyfrujacych ,,Enigma”. Z pracy ,,Enigma (nie) do ztamania” dowiadujemy si¢ wiele
o losach Enigmy, metodach szyfrowania i rozszyfrowywania tekstow z jej uzyciem,
oraz matematycznych metodach wykorzystywanych do tego celu. Za rekomendacje
niech postuzy fakt, ze praca otrzymala trzecig nagrode w Konkursie Polskiego
Towarzystwa Matematycznego im. Witolda Wilkosza na najlepsza studencka prace
popularyzujgca matematyke.

Najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢, najwickszy wspdlny dzielnik liczb to poje-
cia, ktére znamy ze szkoty i wydaje si¢, Ze nic wiecej nie mozna juz tutaj wymyslic.
Praca ,,Sposoby obliczania NWD i NWW”’ dowodzi, ze tak nie jest. Powstata w wy-
niku wtasnych spostrzezen autorki po zajeciach z teorii liczb.

Inspiracja do napisania prac o grafach i wysokosci skladki ubezpieczeniowej
byly prace dyplomowe na studiach pierwszego stopnia.

Hipergrafy sa stosunkowo nowym narzedziem w modelowaniu, mimo to znajduja
szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, zaréwno w naukach $cistych, jak
i humanistycznych. W pracy ,,Hipergrafy w modelowaniu” przedstawione zostaly
dwa zagadnienia — modelowanie wybranych czasteczek chemicznych oraz tzw. sieci
Petriego.

Druga praca z teorii graféw dotyczy wybranych aspektéw teorii graféw losowych.
Zaprezentowano w niej pewne idee zwigzane z zastosowaniem tych graféw jako
narz¢dzi do modelowania sieci ztozonych, oraz przedstawiono dwa modele takich
sieci. Praca ,,Wybrane modele grafow losowych” moze by¢ potraktowana jako krétkie
wprowadzenie do teorii graféw losowych.

Wysokos¢ sktadki ubezpieczeniowej, czynniki, ktére maja wplyw na jej wzrost
to temat, ktory interesuje wszystkich zmotoryzowanych. Po lekturze pracy ,,Co
wptywa na wysokosS¢ sktadki netto w ubezpieczeniach komunikacyjnych?” bedziemy
wiedzieli duzo wiecej na ten temat.

Monografia ,,KWATERNION 2. Prace studentéow WPT kierunku matematyka”
jest druga monografig zawierajacg prace studentéw kierunku matematyka. Pierwsza,
wydana w roku 2018, roku jubileuszu 10-lecia Wydziatu Podstaw Techniki, byta
wydzielong czescig wspdlnej prezentacji prac studentéw zrzeszonych w kotach na-
ukowych Wydziatu Podstaw Techniki, reprezentujacych wszystkie kierunki studiow
prowadzone na Wydziale. Obecna, jest wylacznie zbiorem prac studentéw kierun-
ku matematyka. Monografia powstata z inspiracji Studenckiego Kota Naukowego
KWATERNION, ale do wspétpracy zaproszeni zostali tez inni studenci kierunku
matematyka.

Anna Kuczmaszewska



Magdalena Blacha'

Wybrane modele graféw losowych

Streszczenie

W pracy tej zaprezentowano ide¢ grafu losowego jako narz¢dzia do modelowania
sieci zlozonych oraz przedstawiono dwa modele takich graféw: ErdGsa-Rényi’ego oraz
Barabdsi’ego-Albert. Zaprezentowany zostal teoretyczny opis konstrukcji obu modeli oraz
przyktadowe ich realizacje otrzymane w Srodowisku R. Wyznaczone zostaly wybrane pa-
rametry symulowanych sieci, a nast¢pnie dokonano poréwnania rezultatéw otrzymanych
podczas symulacji z wynikami teoretycznymi wynikajacymi z odpowiednich twierdzen.
Dane wykorzystane podczas symulacji zostaly wybrane w taki sposéb, zeby przedstawic
dzialanie modeli w réznych warunkach. Na tej podstawie sformulowane zostaty wnioski
pozwalajace stwierdzi¢, kiedy symulacje dobrze odzwierciedlaja sytuacje rzeczywiste.

Stowa kluczowe: grafy losowe, sieci ztozone, Model Erddsa-Rényi’ego, Model Barabdsi’ego-Albert

Wstep

Rozwdj technologiczny ostatnich dwéch dekad dostarczyt ogromne;j ilosci danych
o sieciach zawierajacych setki i tysiace wierzchotkéw. Te tak zwane sieci ztozone
sa wykorzystywane w wielu dziedzinach. Zaczynajac od sieci technologicznych,
poprzez portale spoteczno$ciowe, do sieci biologicznych. Badanie sieci ztozonych
stato si¢ podstawa prowadzenia badain w wielu dziedzinach takich jak matema-
tyka, statystyka, informatyka, fizyka i biologia. Modele sieci ztozonych mozna
zaklasyfikowa¢ do graféw losowych.

Sieci ztozone przez dlugi czas byly dziedzina, w ktérej teoria skfadata si¢ jedynie
z kilku regut i wzoréw. Niejednokrotnie jedyna metodg stuzaca do analizy graféow
losowych pozostaja symulacje komputerowe. Metoda analizy, kt6rg zaproponowali
Erdds i Rényi przetarta szlaki badaniom nad rozpowszechnieniem informaciji w sieci.
Pozwolilo to migdzy innymi zrozumie¢ w jaki sposéb rozprzestrzenia si¢ infekcja,
plotka lub panika. Teoria tych dwéch Wegréw wiodta prym w dziedzinie graféw
losowych przez ponad trzydziesci lat. Co ciekawe, najwyzszej pozycji pozbawita jej
inna sie¢, a mianowicie Internet. Pod koniec XX wieku intensywny wzrost mocy
obliczeniowej komputeréw dal mozliwo$¢ gromadzenia, analizowania i wymiany
danych na temat sieci na niespotykana dotad skale.

1 Magdalena Blacha, studentka matematyki, Wydzial Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska,
magdalena.blacha@pollub.edu.pl
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1. Pojecia wstepne

1.1. Najwazniejsze definicje i twierdzenia klasycznej teorii grafow

Definicja 1.1. [9] Grafem G nazywa si¢ par¢ G = (V(G),E(G)), gdzie V(G) jest
niepustym zbiorem, a E(G) dowolnym podzbiorem zbioru {{u,v} : u,v € V(G)}.
V(G) nazywamy zbiorem wierzchotkéw (weziéw) grafu G, zas$ element n € V(G)
nazywamy wierzchotkiem grafu G.

E(G) nazywamy zbiorem krawedzi grafu G, a element k = {u,v} = uv krawedzig
grafu G. Wierzcholki u i v nazywamy wtedy sasiednimi.

Nalezy zwr6ci¢ uwagg, ze zgodnie z definicja, w rozwazanych przez nas grafach
nie wystepuja krawedzie wielokrotne i petle.

Definicja 1.2. [9] Niech G = (V(G),E(G)) bedzie grafem. Stopniem wierzchotka
u € V(G) w grafie G, nazywamy liczbe dg(u) wszystkich wierzchotkéw sasiednich
z wierzchotkiem u. Jezeli wiadomo o jaki graf chodzi, to uzywamy krétszego
zapisu d(u)

Srednim stopniem wszystkich wierzchotkéw w grafie G = (V(G), E(G)) nazywamy
liczbe 6(G) dang wzorem:

gdzie |V (G)| oznacza liczbe jego wierzchotkow.

Definicja 1.3. [9] Grafem k-regularnym nazywamy graf, w ktérym kazdy wierz-
chotek ma stopien k.

Definicja 1.4. [9] Marszrutg o dlugosci n w grafie G z wierzcholka u, do wierz-
chotka w nazywamy ciag krawedzi: uvy,viva,...,vy—1w.

Wierzchotek u nazywa si¢ poczgtkowym, a w koricowym wierzchotkiem marszru-
ty uvy,viva,...,vyu—1w. Marszrute uvy,vivy,...,v,— 1w, oznaczamy tez symbolem
U—>V)y —>V)—> .. > Vy—1 7 W.

Dtugoscig marszruty jest liczba jej krawedzi, wigc w danym przypadku jest to
liczba n.

Definicja 1.5. [9] Sciezkq nazywamy marszrute, w ktérej Zaden wierzchotek sie
nie powtarza.

Definicja 1.6. [9] Graf, ktérego kazde dwa wierzchotki polaczone sg Sciezka nazy-
wamy spojnym.

Definicja 1.7. [9] Odlegtoscig d(u,v) wierzchotka u od wierzchotka v w grafie
spojnym nazywamy dlugos¢ najkrétszej Sciezki prowadzacej z u do v.
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Definicja 1.8. [9] Srednicq spSjnego grafu G nazywamy liczbe:

diam(G) = max d(u,v).
uveG
Lemat 1.1. [9] W kaidym grafie G suma stopni wszystkich wierzchotkow jest liczbg
parzystq i jest rowna podwojonej liczbie krawedzi |[E(G)|.

Y, d(v)=2|E(G)|.

veV(G)

1.2. Najwazniejsze definicje i twierdzenia rachunku prawdopodobienstwa

W tym rozdziale zostaly podane tylko te definicje i twierdzenia, ktére bedg
wykorzystane w dalszej czesci pracy.

Zdarzenie elementarne jest okre§lane jako najprostszy nierozktadalny wynik
doswiadczenia losowego, mozliwy do pojawienia si¢ w tych samych warunkach.

Definicja 1.9. [6] Zbi6r wszystkich mozliwych wynikéw do§wiadczenia nazywamy
zbiorem zdarzen elementarnych i zazwyczaj oznaczamy Q.

Definicja 1.10. [6] Niech 2 bedzie pewna rodzing podzbioréw zbioru Q (2 C 29)
spelniajaca nastepujace aksjomaty;

1. Qe Z,

2. jeSliAe Z, t0A' € Z,

3. jesliA1,As,..., A, € Z 10 JA € Z.

i=1

Wtedy & nazywamy o-ciatem lub o-algebrg zdarzen losowych.
Definicja 1.11. [6] Niech Q bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, a & ¢ —cialem
zdarzen losowych tej przestrzeni. Prawdopodobieristwem nazywa si¢ funkcje P okre-
Slong na zbiorze Z taka, ze:

1. VAeZ PA) >0,

2. P(Q)=1,

3. jesliAy,Ay,... € Z, iV,‘#j A; ﬂAj =0 P( U A,’) =Y P(A,)

i=1 i=1

Definicja 1.12. [6] Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (Q, 2, P). Jed-
nowymiarowq zmienng losowg X o wartoSciach rzeczywistych nazywa si¢ funkcje
o wartosciach rzeczywistych taka, ze: Vr e R{w € Q: X(w) <r} € Z.

Definicja 1.13. [6] Rozkiadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X nazywa si¢
funkcje
Py(B)=P(X"(B)), VBeA,



12 M. Blacha

gdzie 4 jest o-ciatem borelowskim przestrzeni R, a X ~!(B) jest przeciwobrazem
zbioru B.

Definicja 1.14. [6] Dystrybuantq zmiennej losowej X nazywamy funkcje postaci:
Fx(x)=P(X <x), VxeR.

Definicja 1.15. [5] Méwimy, Ze zmienna losowa X jest typu skokowego, jezeli
przyjmuje skoriczong lub przeliczalng liczbe wartosci oraz

fxi)=P(X =x;)) =p; >0 (D

Yri=1, )

gdziex; € o/ CR, i€ .7, 7 jest skoriczonym lub przeliczalnym zbiorem indeksow,
4/ jest zbiorem wartosci zmiennej losowej X . Funkcje f(x;) = p; nazywa sie funkcjg
prawdopodobieristwa zmiennej losowej X.

Definicja 1.16. [5] Méwimy, Ze zmienna losowa X jest typu ciggfego, jezeli istnieje
taka nieujemna funkcja f, ze dystrybuanta F tej zmiennej losowej daje si¢ wyrazié
wzorem:

F(x):/f(u)du dla xeR,

Funkcje f nazywamy gestosciqg lub funkcjq gestosci zmiennej losowej X .

Definicja 1.17. [5] Jezeli X jest jednowymiarowa zmienng losowa ciagla o gestosci
f, to warto$¢ oczekiwana tej zmiennej okreslona jest wzorem:

EX)= /W xf(x)dx,

pod warunkiem, ze catka istnieje i jest skoficzona. Jezeli jest to zmienna losowa
skokowa o funkcji prawdopodobienistwa f postaci (1)—(2), to warto$¢ oczekiwana
tej zmiennej jest rowna:
E(X)=Y xP(X =x),
4

pod warunkiem, ze szereg jest zbiezny.

Definicja 1.18. [5] Jezeli istnieje warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X', to
liczbe EX'" nazywamy momentem rzgdu t zmiennej losowej X. Definiuje sie ja



Wybrane modele graféw losowych 13

nastepujaco:

E(X") = [ ¥ f(x)dx — w przypadku zmiennej losowej typu ciggtego,

—oo

E(X") = Lx{P(X = x;) — w przypadku zmiennej losowej typu skokowego,
pod warunkiem, ze obie wartoSci istniejg.

Definicja 1.19. [5] Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy liczbe D?(X) lub
Var(X) okreslong zdefiniowang nastgpujaco:

Var(X) = D*(X) = E(X —EX)* = E(X?) — (EX)?,

pod warunkiem, ze taka warto$¢ oczekiwana istnieje.

Definicja 1.20. [5] Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X o wariancji
D?*(X) nazywamy liczbe D(X) zdefiniowang nastepujaco:

D(X) = /D*(X).

Twierdzenie 1.1. Twierdzenie Poissona (Przyblizenie Poissona rozktadu dwumia-

nowego) Niech X, oznacza liczbe sukcesow w n probach Bernoulliego z prawdopo-

dobieristwem sukcesu py. Jezeli p, — 0 tak, ze np, —— A > 0, to dla dowolnego
n—soo n—soo

ustalonego k € N

n ne Ak

gdzie Yy ma rozktad Poissona z parametrem A.

2. Model Erddsa-Rényi’ego

W latach pigédziesiatych XX wieku dwdch wegierskich matematykéw Paul Er-
dés i Alfred Rényi opracowato definicje grafu losowego, ktéra zrewolucjonizowala
tradycyjng teorie graféw. Do tego momentu teoria ta byta zwigzana gtéwnie z kom-
binatoryka. Nowym pomystem byto polaczenie rozumowania probabilistycznego
z kombinatoryka. Pomyst polegat na tym, aby wzia¢ pod uwage nie pojedynczy
graf, ale rodzing¢ wszystkich mozliwych graféw z pewnymi statymi wtasno§ciami
(na przykiad z n weztami i m krawedziami), a nastepnie wykorzystac teori¢ prawdo-
podobieiistwa, aby otrzymaé wtasciwosci rodziny.

Przedstawimy dwie wersje modelu Erd§sa-Rényi’ego.
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2.1. Jednostajny graf losowy
Definicja 2.1. [7] (Model Erddsa i Rényi’ego A: Jednostajny graf losowy)

Niech 0 < m < M, gdzie M = n(n—1)
zrodziny graféw o n wierzchotkach generowanych przez potaczenie m losowo wybra-
nych par wierzchotkéw, sposréd M mozliwych par. Kazdy graf G = (V(G),E(G)),
gdzie |V(G)| =ni |E(G)| = m ma przypisane takie samo prawdopodobieristwo

G
—(\
o= ().

W praktyce, pomysiem byto rozwazanie nie pojedynczego grafu, ale catej rodziny
graféw, co pozwala modelowaé bardziej ztozone zjawiska. Procedura powstania
takiej rodziny obejmuje dwa etapy:

— ustalenie zbioru wierzchotkéw V(G), |V (G)| = n nalezacych do grafu;
— losowe wybranie m par wierzchotkéw, pomiedzy ktérymi zostang utworzone
krawedzie.

Najpierw losowo otrzymuje si¢ pierwsza z M mozliwych krawedzi, tak ze wszyst-
kie sg tak samo prawdopodobne. Nastepnie losowo wybiera si¢ druga krawedz
z jednakowym prawdopodobienstwem z pozostatych M — 1 mozliwych krawedzi
i kontynuuje si¢ ten proces do czasu otrzymania m krawedzi. Otrzymany graf jest
jednym z wielu mozliwych rezultatow.

Ile r6znych graféw o n wierzchotkach i m krawedziach jest w takiej rodzinie?
Liczba ta jest réwna liczbie sposobéw na ile mozna wybraé m obiektéw sposréd

. Model oznaczony jako G, , sktada si¢

M mozliwych. Bedzie to - Wielko$¢ ta nazywana jest wsp6iczynnikiem

M!
m!(M —m)!
dwumianowym. Oznacza si¢ go jako: Cy; lub (A,Z )

Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowe realizacje tego modelu.

Rysunek 1. Dwie rézne realizacje modelu Erddsa i Rényi’ego A Gg 7
Zrédto: Opracowanie wlasne
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2.2. Dwumianowy graf losowy

Definicja 2.2. [7] (Model Erd6sa i Rényi’ego B: Dwumianowy graf losowy)

Niech 0 < p < 1. Model oznaczony jako G, , zawiera rodzing graféw z n wierz-
chotkami uzyskanymi w wyniku potaczenia kazdej pary weztéw z prawdopodobien-
stwem p. Prawdopodobienistwo Pg powigzane z grafem G = (V(G),E(G)), gdzie

—1
IV(G)|=nil|E(G)|=m,toPg=p"(1—pM™, gdzie M = ”(”2

Model ten jest uogdlnieniem modelu omawianego weze$niej. Liczba krawedzi
w grafie, zostaje zastapiona przez prawdopodobieristwo istnienia krawedzi migdzy
dowolnymi parami wierzchotkéw. Procedura konstrukcyjna tego modelu wyglada
nastepujaco:

— ustalenie zbioru wierzchotkéw V(G), |V (G)| = n nalezacych do grafu;
— z ustalonym prawdopodobiefistwem p laczy si¢ krawedzig kazda z (g) par
wierzchotkow.

Na rysunku 2 przedstawiono przyktadowe realizacje tego modelu.

Rysunek 2. Dwie rézne realizacje modelu Erdésa i Rényi’ego B Gg g 5
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Rodzina graféw zdefiniowanych przez model B jest catkowicie r6zna od tej, ktdra
otrzymano w modelu A. R6znice mozna zauwazy¢ na rysunkach 1 i 2.

Wszystkie grafy na rysunku 1 maja taka sama liczbe wierzchotkéw i taka sama
liczbe krawedzi. Na rysunku 2 wszystkie grafy maja takg samg liczbe wierzchotkéw,
ale liczba krawedzi si¢ zmienia. Kazdy z graféw na rysunku 2, bedac reprezentacja
modelu Erd&sa i Rényi’ego B, jest jednoczesnie jedng z wielu realizacji modelu
Erd6sa i Rényi’ego A, przy m; =7, my =9.

W modelu B, mozna otrzyma¢ graf petny, albo graf pusty. Jednak ich uzyskanie
jest mato prawdopodobne. Chyba, ze p ~ 1 w przypadku grafu petnego i p ~ 0 dla
grafu pustego. Z modelu B mozna otrzymaé wszystkie mozliwe grafy o ustalonej
liczbie wierzchotkéw, ale nie z takim samym prawdopodobiefistwem.
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2.3. Wiasnosci dwumianowego grafu losowego Erddsa i Rényi’ego

Z uwagi na to, ze w pewnych warunkach model jednostajny i dwumianowy
mozemy uwaza¢ za rownowazne, omawia¢ bedziemy tylko dwumianowy model
grafu losowego ErdGsa-Rényi’ego.

Srednia liczba krawedzi

Z algorytmu konstrukcji graféw ErdGsa i Rényi’ego wynika, ze warto$¢ oczeki-
wana Em liczby krawedzi w grafie G,, , wynosi:

Sredni stopien wierzchotka

Na podstawie lematu 1.1 otrzymujemy twierdzenie.

Twierdzenie 2.1. [3] Sredni stopieri wierzchotka w grafie Erdésa-Rényi’ego Gn,p

WYynosi:
_2-Em

n

Ek

=p(n—1)~pn,
gdzie Em oznacza oczekiwang liczbe krawedzi.

Oznacza to, ze Sredni stopient wierzchotka w grafie Erd&sa-Rényi’ego jest ilo-
czynem liczby wierzchotkéw i prawdopodobieristwa istnienia krawedzi miedzy
dowolnymi parami wierzchotkéw w tym grafie.

Rozklad stopni wierzcholkéw

Z algorytmu konstrukcji dwumianowych graféw losowych, mozna wywniosko-
wacd, ze rozklad stopni weztéw w tych grafach jest rozktadem dwumianowym [3].
Prawdopodobieristwo posiadania przez dowolny wierzchotek stopnia &, przy naj-
wiekszym mozliwym n — 1 jest rtéwne prawdopodobienstwu osiagniecia k sukceséw
w n — 1 probach, przy prawdopodobiernistwie sukcesu réwnym p i przy prawdopo-
dobieristwie porazki 1 — p:

P(d(v) = k) = (”; 1>pk(1 ik
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Gdy liczba krawedzi w grafie jest mala, czyli gdy p < 1, rozktad dwumianowy,
zgodnie z twierdzeniem 1.1, mozna przyblizy¢ rozktadem Poissona:

e Ek ( E k)k 3)
k! )

Ze wzgledu na rozktad (3) dwumianowe grafy losowe ErdGsa-Rényi’ego czesto
okresla si¢ terminem ,,grafy poissonowskie”. Zazwyczaj wyrazenie to pojawia si¢
razem z wyrazeniem ,,sieci bezskalowe” lub ,,potegowe” (ktdre sg opisane w roz-
dziale 3) i ma to na celu wyeksponowanie jednej z najpowazniejszych wad graféw
Erddsa i Rényi’ego, ktdra nie pozwala na uzycie tych sieci do modelowania sieci
rzeczywistych. Mankamentem tym jest rozktad stopni wierzchotkéw o niewielkiej
wariancji. W rozktadzie Poissona wariancja sz réwna jest wartosci Sredniej Ek [3].

P(d(v) = k) =

of = E(k*) — (Ek)* = Ek

Okazuje si¢, ze odchylenie standardowe stopni wierzchotkéw od warto$ci Sredniej
Ek, w poréwnaniu do tej wartoSci jest niewielkie.

Gk:\/Ek

Ta wtasno$¢ rozktadu Poissona ma wptyw na brak w grafach ErdGsa i Rényi’ego
wierzchotkéw o stopniach istotnie réznigcych si¢ od Sredniej warto$ci Ek. Na skutek
tego, na dwumianowe grafy losowe mozemy patrze¢ jak na grafy regularne, ktérych
wszystkie wierzchotki maja stopiefi rowny Ek [3].

Srednia dlugo$é $ciezki

Twierdzenie 2.2. [2] Niech 5(G,,,) oznacza Sredniq dtugosc Sciezki w dwumiano-
wym modelu Erddsa-Rényi’ego. Wowczas

P <s(Gn,p) - m +0.5> — 1,

gdzie vy jest statq Eulera.
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Srednica

Twierdzenie 2.3. [4] Niech diam(Gn_p) oznacza Srednice w dwumianowym modelu
oln(n)
n ’

Erddsa-Rényi’ego. Zatoimy, ze p = gdzie @ — oo, Wowczas

P (diam(GmP) = ln(n)> — 1.

Powyzsze twierdzenia zostang wykorzystane w dalszej cz¢sci pracy.

2.4. Symulacja modelu

W tym podrozdziale przedstawione zostana wyniki symulacji modelu Erddsa-
Rényi’ego przeprowadzonych w §rodowisku R W celu wykonania symulacji wyko-
rzystano funkcje erdos-renyi-game () pakietu igraph. Realizacje tego modelu
przeprowadzono dla liczby wierzchotkéw n réwnej 50 i 1000 oraz dla prawdopodo-
bienistwa p rownego 0.1 1 0.8.

W celu wyznaczenia rozwazanych parametréw oraz rozktadéw stopni wierzchot-
kéw, wykorzystano funkcje pakietu igraph takie jak: degree(),
degree.distribution(), diameter(), average.path.length().

2.4.1. Realizacja modelu

p@00Bg DDBG
@OOO po@ﬁ)@ ®®®o&®@@®®
o % @®® ®@@
® 4 @ [6]
@ o ® ©
@ @ ® ®
@ o ® o)
o 3 3 &
@ ® % &
9% & ) @
= 49 "0g @®
T A4 T00990°
Rysunek 3. Realizacja modelu Rysunek 4. Realizacja modelu
Ve 2 . . Ko A 1° — 1 —
Erddgsa-Rényi’egodlan =50i p =0.1 Erddsa-Rényi’egodlan=50ip=0.8
Zrodto: Opracowanie wlasne Zrddto: Opracowanie wiasne

Na rysunkach 3 i 4 przedstawiono realizacje modelu Erd§sa-Rényi’ego.

Dane wykorzystane podczas symulacji zostaly dobrane w taki sposéb, zeby zapre-
zentowa¢ dziatanie modelu w r6znych warunkach. Jak mozna zauwazy¢, im wyzszy
poziom prawdopodobieristwa, tym graf jest gestszy.
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Jak mozna zauwazy¢, na rysunku 4 dla n = 50 i p = 0.5 graf jest nieczytelny.
Dlatego nie przedstawimy realizacji dla n = 1000.

2.4.2. Rozklad stopni wierzcholkéw

Na rysunkach 5-8 zostaly zaprezentowane wykresy przedstawiajace rozktad
stopni wierzchotkéw w grafach losowych Erd&sa-Rényi’ego. Dodatkowo niebieska
linig narysowany zostat wykres gestoSci rozktadu Poissona odpowiadajacy danej
realizacji, czyli z A = Ek.

ol © MoselER

— Rorkiad Paissona

010

005

000

Rysunek 5. Rozklad stopni wierzchotkéw Rysunek 6. Rozklad stopni wierzchotkow
w grafie Erdésa-Rényi’ego dlan =501 p = 0.1 w grafie Erdésa-Rényi’ego dlan =501 p =0.8
Zrédto: Opracowanie wiasne Zrédto: Opracowanie wiasne

© MoselER © ModelER
— Rozkad Paissona o ° .+ . | — Rozkgposson

Rysunek 7. Rozklad stopni wierzchotkow Rysunek 8. Rozklad stopni wierzchotkéw
w grafie Erdésa-Rényi’ego dla w grafie Erdgsa-Rényi’ego dla
n=1000ip=0.1 n=1000i p=0.8
Zrédto: Opracowanie wiasne Zrédto: Opracowanie wiasne

Analizujac wykresy rozktadéw stopni wierzchotkéw, mozemy dostrzec, ze
im mniej krawedzi graf posiada, tym lepiej mozna taki rozktad przyblizy¢ roz-
ktadem Poissona. Najtatwiej mozna to zauwazy¢ na wykresie 7. Jest to zgodne
z twierdzeniem 1.1. Na wykresach graféw o prawdopodobieristwie rownym 0.8,
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wartoSci stopni wierzchotkéw modelu ErdGsa-Rényi’ego przewyzszaja wartosci
otrzymane z rozktadu Poissona.

2.4.3. Sredni stopien wierzchotka

Tabela 1. Srednie stopnie wierzchotkéw obliczone z twierdzenia 2.1

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Prawdopodobieristwo
0.1 5 | 100
0.8 40 | 800

Tabela 2. Srednie stopnie wierzchotkéw uzyskane w symulaciji

Liczba wierzchotkow
50 1000
Prawdopodobieristwo
0.1 4.88 | 99.04
0.8 39.8 | 799.32

Analizujac wyniki zawarte w tabelach 1 i 2, mozemy wnioskowac, ze wyniki
otrzymane za pomocg funkcji w §rodowisku R odpowiadaja wynikom otrzymanym
na podstawie twierdzenia 2.1. Im wiecej wierzchotkéw graf posiada, tym mniejsze
réznice w wynikach otrzymujemy. Mozna zauwazy¢, ze w prawie kazdym przypadku
réznice w otrzymanych wartoSciach Srednich stopni wierzchotkéw sa ponizej 1.

2.4.4. Srednica

Tabela 3. Teoretyczne wartosci Srednic z twierdzenia 2.3

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Prawdopodobieristwo

0.1 243 | 1.5

0.8 1.06 | 1.03
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Tabela 4. Srednie wartosci srednic otrzymane podczas 100 symulacji

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Prawdopodobieristwo
0.1 5.06 3
0.8 2 2

Poréwnujac wyniki otrzymane za pomoca twierdzenia 2.3 z Srednimi wynikami
otrzymanymi podczas 100 symulacji, mozemy zauwazy¢, ze w pierwszym wierszu
sg one istotnie rézne. Jest to spowodowane zalozeniami twierdzenia, ktére w tym
przypadku nie zostaly spetnione. Jednakze wartoSci w ostatnim wierszu nie r6znia
si¢ juz tak znaczaco. Poniewaz Srednica musi by¢ liczba catkowita, to gdyby obli-
czy¢ warto$ci otrzymanych wynikéw zaokraglonych do liczb catkowitych do gory,
otrzymaliby$Smy takie same rezultaty.

2.4.5. Srednia dlugos¢ Sciezki

.....

Liczba wierzchotkéw
50 | 1000
Prawdopodobieristwo
0.1 259 19
0.8 1.2 1.2

Tabela 6. Usrednione Srednie dlugosci Sciezek otrzymane podczas 100 symulacji

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Prawdopodobieristwo
0.1 256 | 1.9
0.8 1.2 1.2

Poréwnujac wyniki otrzymane za pomoca twierdzenia 2.2 z Srednimi wynikami
otrzymanymi podczas 100 symulacji mozemy powiedzieé, ze otrzymane wielkosci
sg poréwnywalne. Twierdzenie, z ktérego skorzystano, zostato opublikowane w [2],
a cytowane jest w niewielu publikacjach, miedzy innymi w [8]. Jednak, jak widaé
dziata ono prawie idealnie.
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3. Model Barabasi’ego-Albert

W odpowiedzi na pytanie, w jaki sposéb modelowaé graf, aby uzyskaé bezska-
lowy rozktad stopni wierzchotkéw, Albert Laszl6 Barabési i Réka Albert, dwoje
fizykéw, zaproponowali pewien model. W szczeg6lnosci zaklada sig, ze liczba
krawedzi wzrasta proporcjonalnie do liczby weztéw, a istniejace wezty sieci ta-
czg si¢ z nowymi weztami z prawdopodobienistwem liniowo proporcjonalnym do
ich stopnia. Chociaz model zapewnia niezwykle uproszczony opis rozwijajacych
si¢ sieci, daje poczatek sieciom bezskalowym z potggowymi rozktadami stopni
z wyktadnikiem o = 3.

Rysunek 9. Ilustracja modelu Barabasi’ego-Albert dla ng =3 im = 2.
Zrédto: Opracowanie wiasne

3.1. Opis konstrukcji

Definicja 3.1. [7] (Model Barabasi’ego-Albert) Wezmy trzy dodatnie liczby catko-
wite N, ng i m (m < ng < N), niech n; i [, oznaczaja liczbe wierzchotkéw i krawedzi
grafu wygenerowanych w czasie t. W czasie t = 0, zaczynamy z grafem petnym
o ng wierzchotkach, oznaczonych 1,2,3,...,n91 ly = ("20) krawedziach. Graf ro$nie,
jak na rysunku 9 poprzez iteracyjne powtarzanie w czasie t = 1,2,3,...,N —ng
ponizszych dwéch krokéw:
1. Nowy wierzcholek, oznaczony indeksem n, gdzie n = ng +t, zostaje dodany
do grafu.
2. m krawedzi taczy nowy wierzchotek z m innymi wierzchotkami juz obecnymi
w grafie, zgodnie z regulg preferencyjnego dofaczania wezidw, czyli zasada, ze
czesciej wybierane sg wierzchotki, ktére maja wyzszy stopiefi, niz te ktére maja
stopien nizszy. Formalny opis tej zasady znajduje si¢ ponizej.
Otrzymany graf nazywany jest losowym grafem Barab4si’ego-Albert i oznaczany
jest BA(N,ng,m).
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Niech k;; oznacza stopient wierzchotka i w chwili ¢, a P(n — i) niech oznacza
prawdopodobieristwo tego, ze nowa krawedZ potaczy nowy wierzchotek n z wierz-
chotkiem i, gdzie i = 1,2, ...,n — 1 w chwili t. Prawdopodobieristwo to wynosi:

kir—1  kig
n—1 214 ’
kji—1
J=1

P(n—i)=

“)

W modelu prawdopodobieristwo potgczenia P(n — i) jest normalizowane, zatem

Warto zauwazyé, ze P(n — i) w zaleznosci (4) zalezy nie tylko od stopnia
k; wierzchotka i, a takze od catkowitej liczby krawedzi /,_1, to znaczy:

]P)(n — l) — P(ki’tfl,ltfl).

Doktadniej, jest to liniowo proporcjonalne do stopnia wierzchotka i. Na§laduje
to liniowe preferencje potaczent obserwowane w rzeczywistych systemach, jak na
przyktad w naukowych sieciach cytowan. Od teraz uwzgledniamy zalezno$¢ od
czasu i catkowitej liczby krawedzi, i piszemy P(n — i) = P(k;), gdzie

Yok
Zauwazmy, ze odkad prawdopodobienistwo P(n — i) zalezy tylko od k;, normali-

zacja mianownika Y'; k; moze by¢ zapisana jako Y, kNy. Wyrazenie P(k) otrzymuje
zatem postac:

P(k:)

)

k
PO = S,

gdzie Ny jest liczba wierzchotkéw o stopniu k z oczywistg normalizacja:
Y NP(k) = 1.
k

W danej chwili ¢ proces wzrostu modelu Barabasi’ego-Albert tworzy graf o:

n; = ng +t wierzchotkach
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2

Proces jest iterowany do chwili N — ng, generujac nieskierowany graf o N wierz-
chotkach i K = m(N —no) + w krawedziach. Dla duzych N, oznacza to, ze
warto$¢ §rednia stopnia wierzchotka wynosi: Ek = 2m.

Iy = <n0> + mt krawedziach.

3.2. WiasnoSci sieci Barabasi’ego-Albert

Rozklad stopni wierzchotkéw

Jedna z najwazniejszych cech sieci Barabdasi’ego-Albert jest potegowy rozktad
stopni wierzchotkéw. Oznacza to, ze prawdopodobiefistwo tego, ze pewien wierz-
chotfek ma stopien k jest proporcjonalne do k=% dla pewnej liczby & > 1 zwanej
wyktadnikiem skalujacym. Mozna to zapisa¢ jako:

P(d(v) =k) oc k=%

Rozklad ten decyduje o tym, ze wigkszo§¢ weztéw ma niski stopien, ale niektdre
z nich majg bardzo duzy stopiefi. Wierzchotki takie to tak zwane huby.
Usredniony rozklad stopni wierzchotkéw opisywany jest przez zaleznosc:

Twierdzenie 3.1. [8] Dla dowolnego grafu G bedgcego grafem BA(N ,ng,m), praw-
dopodobieristwo tego, ze wierzchotek v € V(G) ma stopien k = m dane jest jako:
2m(m—+1) 3
Pk)= —————— ok ~.
() k(k+1)(k+2)

Sredni stopien wierzchotka

Twierdzenie 3.2. [8] Sredni stopnieri wierzchotka w sieci Barabdsi’ego-Albert
wyraza sig¢ wzorem:
- k

Ek = kg;nk-P(k) =2m(m+ 1)];]{(](“—)(](”) =2m.
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Srednia dlugosé $ciezki
Twierdzenie 3.3. [2] Sredniq dtugosé sciezki w sieci Barabdsi’ego-Albert BA(N ,ng,m)
wyraza si¢ wzorem:

- In(N) —In(%5)—1—y
d(BA(N,ng,m)) = 1n(1n(N))2+ln(%)

1.5,

gdzie vy jest stalq Eulera.
Srednica

Twierdzenie 3.4. [1] Dla m > 1 i dostatecznie duzego N, Srednice sieci w modelu
Barabasi’ego-Albert wyraza sie wzorem

B InN
" InlnN’

diam(BA(N,ng,m))

Srednica ro$nie wolniej niz In N, dzieki czemu odleglo$ci w modelu Barabési’eg-
Albert s3 mniejsze niz odlegtosci obserwowane na grafie losowym Erd§sa-Rényi’ego
o podobnej wielkoSci. Réznica jest szczegdlnie istotna w przypadku duzych N.

Powyzsze twierdzenia zostang wykorzystane w dalszej czesci pracy.

3.3. Symulacja modelu

W tym rozdziale przedstawimy wyniki symulacji modelu Barabdsi’ego-Albert
przeprowadzonych w §rodowisku R. W celu wykonania symulacji wykorzystano
funkcje barabasi-game () pochodzacy z pakietu igraph. Grafem startowym jest
graf pelny o trzech wierzchotkach. Realizacje tego modelu przeprowadzono dla
liczby wierzchotkéw N réwnej 50 i 1000 oraz liczby dodawanych krawedzi m réwnej
2i4.

W celu wyznaczenia rozwazanych parametréw oraz rozkladéw stopni wierzchot-
kéw, wykorzystano funkcje pakietu igraph takie jak: degree (), diameter(),
degree.distribution(), average.path.length().
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3.3.1. Realizacja modelu

Na rysunkach 10-11 zostaty przedstawione wybrane realizacje graféw losowych
Barabdsi’ego-Albert otrzymane w Srodowisku R.

Rysunek 10. Realizacja modelu Rysunek 11. Realizacja modelu
Barabasi’ego-Albertdla N =50im =2 Barabasi’ego-Albertdla N =50im =4
Zrédto: Opracowanie wlasne Zrédto: Opracowanie wiasne

Realizacje dla N = 1000 sa mato czytelne, dlatego nie zostang przedstawione.

3.3.2. Rozklad stopni wierzchotkéw

Na rysunkach 12-15 zostaly zaprezentowane wykresy przedstawiajace rozktad
stopni wierzchotkéw w grafach losowych Barabdsi’ego-Albert. Dodatkowo niebie-
ska linig narysowany zostat odpowiadajacy danej realizacji wykres gestosci rozktadu
potegowego z twierdzenia 3.1.

© ModelBA
— Rozkiad potegony

Rysunek 12. Rozklad stopni wierzchotkéw Rysunek 13. Rozklad stopni wierzchotkéw
w grafie Barabasi’ego-Albert w grafie Barabasi’ego-Albert
dlaN=50im=2 dlaN=1000im=2
Zrédto: Opracowanie wiasne Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 14. Rozklad stopni wierzchotkow
w grafie Barabasi’ego-Albert
dlaN=50im=4
Zrédto: Opracowanie wiasne

© MoseibA
— Rozkad potegony
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Rysunek 15. Rozklad stopni wierzchotkéw
w grafie Barabasi’ego-Albert
dlaN=1000im=4
Zrédto: Opracowanie wiasne

Analizujac powyzsze wykresy dochodzimy do wniosku, ze im wigcej wierzchot-
kéw ma graf, tym lepiej rozktad stopni wierzchotkéw mozna przyblizy¢ rozktadem
potegowym. Najlatwiej mozna to dostrzec na wykresach wykonanych dla 1000
wierzchotkéw. Wtedy czerwone punkty oznaczajace poszczeg6lne wierzchotki
w grafie prawie idealnie pokrywaja si¢ z niebieska linig, oznaczajaca teoretyczng

funkcje gestosci rozktadu potgegowego.

3.3.3. Sredni stopieri wierzcholka

Tabela 7. Srednie stopnie wierzchotkéw obliczone z twierdzenia 3.2

Liczba wierzcholkéw
501 1000
Liczba dodawanych krawedzi
2 4
4 8

Tabela 8. Srednie stopnie wierzcholkéw uzyskane w symulacji

Liczba wierzchotkéw
50 | 1000
Liczba dodawanych krawedzi
2 3.88 | 3.99
4 7.60 | 7.98
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Po przeanalizowaniu tabel 7 i 8 mozna zauwazy¢, ze otrzymujemy podobne
warto$ci. R6znice pomiedzy nimi nie przekraczaja 1. Niezgodnosci te maleja wraz
ze wzrostem liczby wierzchotkéw w grafie i rosng wraz ze wzrostem liczby dodanych
krawedzi.

3.3.4. Srednica

Tabela 9. Srednice otrzymane za pomoc3 twierdzenia 3.4

Liczba wierzchotkow
50 | 1000

Liczba dodawanych krawedzi
2i4 | 2.87 ] 357 |

Tabela 10. Usrednione warto$ci Srednic otrzymane podczas 100 symulacji

Liczba wierzchotkéw
50 | 1000
Liczba dodawanych krawedzi
2 442 | 4.71
4 1.97 | 2.29

Analizujac tabele 9 i 10 widzimy r6zne wyniki. Jest to spowodowane tym, ze
w zalozeniach twierdzenia znajduje si¢ warunek, ze liczba wierzchotkéw w gra-
fie musi by¢ wystarczajgco duza. W ksigzce [1] mozemy przeczytaé, ze dopiero
przy liczbie wierzchotkéw réwnej co najmniej 10000 obliczanie wartoSci Srednicy,
korzystajac z twierdzenia 3.4 da poprawne wyniki.

3.3.5. Srednia dlugosé $ciezki

Tabela 11. Srednie diugosci Sciezek otrzymane za pomoca twierdzenia 3.3

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Liczba dodawanych krawedzi
2 221 | 4.26
4 23 | 3.27
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Tabela 12. Usrednione Srednie dlugosci Sciezek otrzymane podczas 100 symulacji

Liczba wierzchotkow
50 | 1000
Liczba dodawanych krawedzi
2 223 | 2.03
4 2211 199

Poddajgc analizie tabele 11 i 12 zauwazamy, ze w przypadku wickszej liczby
dodawanych krawedzi wartoSci otrzymane na mocy twierdzenia 3.3 przewyzszaja
warto$ci otrzymane w wyniku symulacji. Na ten temat mozemy przeczytaé w [2].
Zostalo tam napisane, ze w przypadku matej liczby dodawanych krawedzi, réznice
otrzymanych wynikéw beda niewielkie dopiero w grafach sktadajacych si¢ z prawie
10000 wierzchotkéw. Natomiast przy liczbie dodawanych krawedzi rownej 10,
réznice otrzymanych wynikéw sg nieznaczne, nawet gdy graf sktada si¢ z 100
wierzchotkéw.

4. Podsumowanie i wnioski

Grafy losowe to stosunkowo nowy temat w dziedzinie matematyki. Pierwsza pu-
blikacja poruszajaca te problematyke ukazata si¢ dos¢ niedawno, bo miato to miejsce
w latach pigédziesiatych ubiegtego wieku. Byt to artykut, w ktérym zaprezentowano
model Erdgsa-Rényi’ego. Poczatkowo cala teoria sktadala si¢ tylko z kilku wzoréw
i regul. Pod koniec XX wieku intensywny wzrost mocy obliczeniowej komputeréw
pozwolil tej dziedzinie rozwing¢ skrzydta. Wtedy to Albert-Laszl6 Barabasi wraz
z Rékg Albert zaproponowat inny model, nazwany ich nazwiskami.

Celem pracy byto oméwienie idei grafu losowego oraz zaprezentowanie dwéch
modeli graféw losowych, a mianowicie modelu Erd&sa-Rényi’ego oraz modelu
Barabdsi’ego-Albert. Przedstawiono tutaj przyktadowe realizacje tychze modeli.
Wyznaczono charakterystyczne dla nich parametry, a nast¢pnie dokonano poréwna-
nia rezultatéw otrzymanych podczas symulacji z wynikami odpowiednich twierdzen.
Poréwnano réwniez efekty przeprowadzonych realizacji z teoretycznymi rozktadami
stopni wierzchotkéw. Dane wykorzystane podczas symulacji zostaty wybrane w taki
sposéb, zeby przedstawi¢ dziatanie modeli w réznych warunkach.

Rozklady stopni wierzchotkéw w modelu Erd&sa-Rényi’ego pokazuja silne
zwiazki z twierdzeniem o przyblizaniu rozkltadu dwumianowego rozkladem Po-
issona. W przypadku duzego p rozktad symulacji wyrazZnie odbiega od rozktadu
teoretycznego. Natomiast w przypadku modelu Barabasi’ego-Albert mozna zauwa-
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zy¢ szybka zbieznos$¢ wartoSci teoretycznych z symulacyjnymi, wraz ze wzrostem
liczby wierzchotkéw.

Ciekawie ma si¢ sprawa poréwnywanych Srednich diugosci Sciezek w obu mode-
lach. Poréwnywano tam warto$ci teoretyczne z Srednimi warto$ciami otrzymanymi
podczas 100 realizacji. W przypadku modelu Erd&sa-Rényi’ego wartosci uzyskane
w wyniku symulacji praktycznie nie réznily si¢ od oszacowari podanych w jednym
artykule. Natomiast w modelu Barabasi’ego-Albert otrzymane warto$ci znaczaco
si¢ réznily. Spowodowane byto to tym, ze w tym przypadku podane w artykule
oszacowania sg spetnione przy zbyt duzej, jak na mozliwosci sprzetowe autorki,
wielkoSci grafu.

Podobnie bylo przy poréwnywaniu wartosSci Srednic w tych modelach. Do otrzy-
mania efektow zawartych w artykule, potrzebne sg grafy majace co najmniej 10000
wierzchotkéw. Co ciekawe, przypadku modelu Erd&sa-Rényi’ego do otrzymania
wartoSci takich, jak w twierdzeniu wystarczyto juz 1000 wierzchotkéw.

Na podstawie przeprowadzonych symulacji mozna powiedziec, ze jesli wszystkie
zalozenia twierdzen sg spelnione, to otrzymane wyniki mozna bez obaw zastgpi¢
tymi, ktére otrzymano podczas symulacji w §rodowisku R.
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Sposoby obliczania NWD i NWW

Streszczenie
Niniejsza praca po§wigcona jest wybranym pojeciom z zakresu teorii liczb tj. pojeciu
najwigkszego wspolnego dzielnika (NWD) i pojeciu najmniejszej wspolnej wielokrotno-
Sci (NWW) oraz sposobom ich wyznaczania.
Zawarte s3 w niej dwa spojrzenia na definicj¢ tych dwéch wielkosci oraz trzy sposoby
ich obliczania. Zamieszczone zostaly takze dwa nowe twierdzenia wprowadzajace zaleznosci
miedzy NWD i NWW co najmniej trzech liczb naturalnych.

Stowa kluczowe: najwigkszy wspdlny dzielnik, najmniejsza wspolna wielokrotnosé

Wstep

Pozornie nie spotykamy si¢ w zyciu codziennym z takimi pojeciami, jak naj-
mniejsza wspélna wielokrotno$¢ i najwiekszy wspdlny dzielnik. Jednak, mimo ze
cze¢sto nie zdajemy sobie z tego sprawy, mamy z nimi do czynienia. Przyktadowo
mamy trzech gosci (cztery osoby razem z nami) i chcemy zaméwic pizze (ktéra jest
dzielona na sze$¢ réwnych kawatkéw) tak, by kazdy dostat tyle samo kawatkow. Nie
mamy takze zbyt duzego budzetu, wiec staramy si¢ wydac jak najmniej. Dlatego
musimy znaleZzé NWW dla liczb 6 i 4, co sprowadzi si¢ do 12 kawatkéw. Nalezy
wiec zamowié dwie pizze.

Warto wigc przypatrze¢ si¢ sposobom obliczenia tych wartosci, gdyz nie zawsze
rachunki te beda proste.

1. PodejScie wezesnoszKkolne

Z pojeciami najwickszego wspodlnego dzielnika i najmniejszej wspdlnej wielo-
krotnoSci spotykamy si¢ juz w szkole podstawowej. Poznajemy w niej takze sposoby
ich wyznaczania [1, 2, 6].

Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

N=1{0,1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych,

N; ={1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych dodatnich,
Z=A..,—2,—-1,0,1,2,...} — zbiér liczb catkowitych,
P={2,3,5,7,11,...} — zbi6r wszystkich liczb pierwszych.

1 inz. Paulina Debicka, studentka studiéow II stopnia na kierunku Matematyka,

e-mail:paulina.debickal @pollub.edu.pl, Wydzial Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska
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Definicja 1. [6] Najwickszym wsp6lnym dzielnikiem liczb a i b (a,b € N,) nazy-
wamy najwicksza liczbe naturalng dodatnig dzielaca obie te liczby jednocze$nie
(ozn. NWD(a,b)).

Definicja 2. [5] Niech xy,x»,...,x, beda dodatnimi liczbami naturalnymi. Najwiek-
szym wspOlnym dzielnikiem tych liczb nazywamy najwicksza, dodatnia liczbe
naturalng dzielaca kazda z tych liczb. Oznaczamy jg przez NWD(x1,x2, ..., %,).

Algorytm 1. (Algorytm wyznaczania NWD) Niech x1,x2,...,x, € N,.

1) Kazda liczbe naturalna x; (i € 1,2,...,n) rozkladamy na czynniki pierwsze.
2) Zaznaczamy wspdlne dzielniki tych liczb.

3) Jesli nie zostata zakreSlona zadna liczba to NWD wynosi 1.

4) Mnozymy zaznaczone czynniki przez siebie otrzymujac szukang wartosc.

Przyklad 1. Obliczmy najwiekszy wsp6lny dzielnik liczb 4 410, 24 255, 20 790
i 137 655.

Rozwigzanie:
Na wstepie dokonamy rozktadu podanych liczb na czynniki pierwsze.

441012 242553 20790 |2 137655 |3
22053 80853 10395|3 45885 |3
735 | 8 26955 34653 15295 |5
245 | 5 539 |7 11553 3059 | 7
497 77| 7 385 | 5 437 | 19
707 11| 11 77| 7 29 | 23
1 1 11| 11 1
1
Nastepnie zaznaczamy wspdlne czynniki.
441012 2425508 207902 137655 |3
2205 |13 80853 10395 |3 45885 |3
735 |5 2695 |5 3465 (3 15295 |5
245 |5 589 |1 11553 3059 |7
49 |7 77| 7 385 |5 437 | 19
717 11| 11 77 |7 23 | 23
1 1 11| 11 1
1

Na koniec mnozymy zaznaczone liczby przez siebie.
NWD(4410,24255,20790,137655) =3-3-5-7=315

Definicja 3. [6] Najmniejsza wspolng wielokrotnoScig liczb a i b (a,b € N) na-
zywamy najmniejszg liczbe naturalna r6zng od 0 dzielaca si¢ bez reszty zar6wno
przez a jak i b (ozn. NWW (a,b)).
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Definicja 4. [5] Niech x,x2, ..., x, beda dodatnimi liczbami naturalnymi. Najmniej-
szg wspolng wielokrotno$cia tych liczb nazywamy najmniejszg liczbe naturalng
r6zng od 0 dzielacy si¢ bez reszty przez kazda z liczb x;, i € {1,2,...,n}. Oznaczamy
japrzez NWW (x1,x2,...,%,).

Algorytm 2. (Algorytm wyznaczania NWW) Niech x1,x7,...,x, € N;.

1) Kazda liczbe naturalng x; (i € 1,2, ...,n) rozktadamy na czynniki pierwsze.

2) Jako tymczasowa warto§¢ NWW przyjmujemy x;.

3) Zrozkladéw pozostalych liczb wykre§lamy te czynniki, ktére wystepuja w roz-
ktadzie pierwszej liczby.

4) Tymczasowg warto§¢ NWW mnozymy przez nieskre§lone czynniki z rozktadu
drugiej liczby i skre§lamy je z rozktadéw kolejnych liczb.

5) Punkt 4 powtarzamy dla pozostatych liczb, az do ich wyczerpania. Otrzymujemy
wtedy z wartoSci tymczasowej ostateczny wynik.

Algorytmy 1 i 2 zostaly napisane na podstawie wiadomos$ci zawartych w pod-
recznikach szkolnych [1, 2] oraz na stronie internetowej [6].

Przyklad 2. Obliczmy najmniejszg wspdlna wielokrotno$¢ liczb 4 410, 24 255,
207901 137 655.

Rozwiqgzanie:
Wykorzystamy rozktad liczb z przyktadu 1.

Tymczasowe NWW oznaczamy jako x. W pierwszym kroku mamy wiec

4410 | 2 24 255 | 8 20790 | 2 137 655 | &

2205 | 3 8085 | 3 10 395 | 4 45 885 | 3

735 | 3 2095 | 5 3465 | 3 15295 | 95

245 | 5 539 | 7 1155 8 0597
497 T 385 | 5 437 | 19
77 11| 11 777 23 | 23

1 1 11 | 11 1
1

x =4410.
Teraz czas na pierwsze wykreslanie.
4410 24 255 |8, 20790 | % 137 655 | %
2205 |[3] 8085|3.  10395 | % 45885 | 3
735 |3 2695 |5 3465 |92 152955
25| 5 539 | 7 1155 3 3059 | 7
49| 7 77 | % 385 | 5 437 | 19
7 11 11 77| 7 23 | 23
1 1 11| 11 i
1
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W rozktadzie drugiej liczby pozostata nam juz tylko jeden czynnik, mnozymy wiec
x przez niego. Otrzymujemy teraz x = 441011 = 48510.
Przechodzimy do kolejnego kroku.

24 255 |9 20790 | W 137 655 |
8085 | 3. 10395 |3 45885 |3
2695 | 5 3465 | % 15205 |5

539 | f 11553 3059 | 7
AN 385 | 5 437 19
11 i 25 | 23

1 11| W 1
1

Po dalszym wykresleniu w rozktadzie trzeciej liczby zostata tylko jedna liczba 3.
Stad x wynosi teraz 48510 -3 = 145530.
Zostato juz tylko ostatnie wykreSlanie.

20 790 | W 137 655 | 3
10895 | % 45885 | 3
8465 |8 15295 | 5
1155 3059 | 7
385 | 5 437 | 19
77| 7 23| 23
11| N 1
1

Aby otrzymaé ostateczng warto§¢ NWW mnozymy dotychczasowy x przez
wszystkie pozostate czynniki z rozktadu ostatniej liczby. W wyniku koricowym
otrzymujemy NWW réwna 14553019 -23 = 63596610.
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2. Podejscie akademickie

Z innym ujeciem tego tematu spotykamy sie na studiach, kiedy definicje tych
samych pojec staja si¢ bardziej sformalizowane.

Definicja 5. [3] Niech a,b € Z, przy czym a # 0 lub b # 0. Najwigkszym wspélnym
dzielnikiem liczb a i b nazywamy liczbe calkowita d > 1, ktéra spetnia nastepujace
warunki:

— d|aid|b,

— dla kazdej liczby catkowitej ¢ takiej, Ze c|a i c|b spelniony jest warunek c|d.
Najwickszy wsp6lny dzielnik liczb a i b oznaczamy przez NWD(a,b) lub (a,b).

Definicja 6. [3] Niech a,b € Z, przy czym a # 01 b # 0. Najmniejsza wsp6lng wie-
lokrotnoscig liczb a i b nazywamy liczbe catkowita m > 1, ktéra spetnia nastepujace
warunki:

— almiblm

— dla kazdej liczby catkowitej ¢ takiej, ze a|c i b|c spetniony jest warunek m|c.
Najmniejszg wsp6lng wielokrotnos¢ liczb a i b oznaczamy przez NWW (a,b) lub
[a,b].

Mozemy zauwazy¢, iz prawdziwe sg nastepujace rownosci: (|al,|b|) = (a,b) oraz
[lal,|b|] = [a,D]]. Dlatego w dalszych rozwazaniach zatozymy, ze a,b € N.

Rozpatrzmy teraz sytuacje, gdy jedna z liczb jest zerem. W takim przypadku
NWD réwna si¢ drugiej liczbie, a NWW zgodnie z definicja nie istnieje.

Zaréwno najwickszy wspélny dzielnik, jak i najmniejsza wspdlna wielokrotno$é
posiadaja wlasnos$¢ przemiennosci argumentow.

(a,b) = (b,a) oraz [a,b] = [b,d]

Zatézmy wiec, ze a = b > 0.
Wszystkie powyzsze definicje i fakty w fatwy sposdb mozna przenies¢ na wigksza
liczbe argumentéw.

Zanim przejdziemy do algorytmu obliczania NWD zaproponowanego przez
Euklidesa, przytoczmy jeszcze pewien lemat.

Lemat 1. [3] Niech a,b,q,r € N oraz niech a # 0 lub b # 0.
Jeslia=gb+r, to (a,b) = (b,r).
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Algorytm 3. (Euklidesa) [3] W algorytmie zaktadamy, ze a > b.

1. Dzielimy a przez b:
a=bqi+r, q,n€Z, 0<r <b

2. Jeslir; =0, to (a,b) =b.
3. Jesli r; # 0, to dzielimy b przez ry:

b:”IQZ""”Za C]27”2€Za 0<7’2<l"1.

4. Jeslir, =0, to (a,b) = (b,r1) =ry.
5. Jesli ry # 0, to dzielimy r| przez rp:

r=nrqy+r, q,r3€s, 0<r3<n.

6. Postepujemy analogicznie, az do otrzymania zerowej reszty.
7. Na koricu otrzymujemy cigg réwnosci

(a,b) = (b,r1) = (r1,r2) = ... = (Fu—1,7n) = 1.

Powyzszy algorytm musi si¢ zakonczy¢, poniewaz mamy do czynienia z maleja-
cym ciagiem liczb naturalnych, wiekszych od zera: ry >, > ... > r, > 0.

Na koniec tej czesci przytoczymy jeszcze twierdzenie wykorzystywane do wyzna-
czania najmniejszej wspolnej wielokrotnosci, bedace takze wstepem do rozwazar
przedstawionych w nastepnym rozdziale. Zainteresowanych dowodem tego twier-
dzenia odsytam do ksigzki Elementarna teoria liczb W. Marzantowicz i P. Zarzycki.

Twierdzenie 1. [3] Jezelia,b €N, 10 (a,b)-[a,b] =a-b.

Przyktad 3. Za pomocg algorytmu Euklidesa obliczamy NWD i NWW liczb 4 410,
24 255,20 7901 137 655.

Rozwiqgzanie:
Algorytm Euklidesa zdefiniowany jest jedynie dla dwdch liczb, dlatego nasze
rozwigzanie trzeba podzieli¢ na etapy.
Pamietajac, ze prawdziwe sg réwnosci (a,b,c,d) = ((a,b), (c,d)) oraz
[a,b,c,d] = [[a,b],]c,d]] mamy:

(4410,24255,20790, 137655) = ((4410,24255), (20790, 137655))
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oraz
[4410,24255,20790, 137655) = [[4410,24255], [20790, 137655]].

(i) Obliczymy (4410,24255). Pamigtajac o warunku a > b mamy a = 24255,
b =4410.
a) Dzielimy a przez b.

24255 =4410-5+2205.

b) OtrzymaliSmy r; = 2205 # 0, wiec prowadzimy dalsze rachunki.
c) Teraz dzielimy b przez ry.

4410 =2205-2+4-0.
d) rp, =0, dlatego koficzymy algorytm otrzymujac
(4410,24255) = r; = 2205.
(ii) Korzystajac z lematu 1, dostaniemy [4410,24255].

(4410,24255) - [4410,24255] = 4410 - 24255,

441024255
(4410,24255)°

4410- 24255
[4410,24255] = 05 48510.

(iii) Analogicznie jak w punkcie (i) wyznaczamy warto§¢ NWD dla liczb 20 790
i 137 655.

[4410,24255] =

137655 =20790-6+ 12915, r; = 12915 #0,

20790 = 129151 +7875, 1, =7875#0,
12915 =7875-1+5040, r3 =5040#0,
7875 =5040-1+2835, r4=2835+#0,
5040 = 2835-1+2205, r;s=2205#0,

2835 =12205-1+630, re=630+#0,
2205 =630-3+315, r;=315#0,
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630=315-2+0, rg=0= (20790,137655)=r; =315.
(iv) Nastepnie obliczymy [20790, 137655].

20790-137655 20790137655
20790, 137655] = = = 9085230.
[20790, ] (20790, 137655) 315

(v) Przejdziemy do obliczenia najwickszego wspdlnego dzielnika wszystkich
liczb.
(4410,24255,20790, 137655) = (2205,315).

Ponownie wykorzystujemy algorytm Euklidesa.
2205 =315-7+0, r; =0=-(2205,315) =315,

(4410,24255,20790, 137655) = (2205,315) = 315.

(vi) Pozostalo jedynie znalezienie NWW wszystkich liczb.
Musimy wigc obliczy¢ ([4410,24255],[20790, 137655]).
a) ([4410,24255],[20790,137655]) = (48510,9085230) =?

9085230 = 48510187 + 13860, r; = 13860 # 0,

48510 = 138603 +6930, r» = 6930 £ 0,
13860 = 6930-2+0, r3 =0 = (48510,9085230) = r» = 6930.

b) [4410,24255,20790, 137655] = [[4410,24255],[20790, 137655]]
— [48510,9085230] =?
485109085230  48510-9085230

48510,9085230| = = = 63596610.
[ ’ ] (48510,9085230) 6930

Odp. Tak wiec NWD(4 410, 24 255, 20 790, 137 655) wynosi 315, natomiast
NWW(4 410, 24 255, 20 790, 137 655) wynosi 63 596 610.
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3. Nowe rezultaty

W tej czeSci zostang przedstawione twierdzenia bedace wynikiem spostrzezefi
autorki dotyczacych zaleznosci wystepujacych miedzy (ny,...,ng) i [n1,...,nl,
dla k > 2. Zanim jednak przejdziemy do wypowiedzi i dowodéw tych twierdzen,
przytoczymy kilka potrzebnych faktéw.

Twierdzenie 2. (zasadnicze twierdzenie arytmetyki) [4] Kaidq liczbe naturalng
n > 1 mozna przedstawic jednoznacznie w postaci iloczynu liczb pierwszych

n=pi-... Pk

przyezympr < p2 < ... < p, pi € P.
Whniosek 1. [4] KaZdq liczbe catkowitg n # 0 mozna zapisac jednoznacznie w po-
staci
n—= g H pap(n),
peP

przy czym € € {—1,1}, o, (n) € N. Wystepujgcy we wzorze iloczyn zawiera jedynie
skoriczenie wiele czynnikow roZnych od jednoSci.

Dowdéd powyzszego twierdzenia, jak i wniosku, mozna znaleZ¢ w ksigzce W. Nar-
kiewicza [4].
Whiosek 1 zostat wykorzystany w dowodach twierdzen 3 i 4.

Lemat 2. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b,c € R zachodzi nastepujgca row-
noscé:

min(a,b) + min(a,c) + min(b,c) —a — b — ¢ = min(a,b,c) — max(a,b,c)
Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnoSci mozemy przyjaé, ze miedzy liczbami wyste-

puje nastepujaca zaleznosc:
a<b<ec.

Otrzymujemy wtedy nastgpujacy ciagg rownosci:
min(a,b) + min(a,c) + min(b,¢c) —a—b—c=a+a+b—a—b—c

=a— ¢ =min(a,b,c) —max(a,b,c)

Tak wiec z lewej strony wzoru z lematu 2 otrzymaliSmy jego prawa strong co koriczy
dowdd.
Dla innych uporzadkowari liczb a, b, c dowdd przebiega analogicznie. 0
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Twierdzenie 3. Dia a, b, c € N, ma miejsce rownosc:

(a,b,c) (a,b)(a,c)(b,c).

la,b,c] abc M

Dowdd. Bez zmniejszania og6lnos$ci rozwazani mozemy przyjac, ze a < b < c¢. Niech
Scisle rosnacy ciag p1, p2, p3, ..., pn bedzie ciagiem wszystkich liczb pierwszych,
nie wigkszych niz c.

Liczby a, b i ¢ przedstawiamy w postaci iloczynu liczb pierwszych:

n n n
(l:I_Ip?i7 b:pr’, C:pri’ gdzieahbi,c,-EN. (2)

i=1 i=1 i=1

Wykorzystujac réwnosci (2) otrzymujemy:

n n n n
abe =TTr" T1P7 - [1P =11 plithite 3)
i=1 i=1 i=1 i—1

(a,b,¢) = ﬁp?in(a,-,b,,c,-)’ @)
i=1

(a,b) = [T™™. 5)
i=1

(a,¢) = [T o), ©6)
i=1

(b.c) =] T P, ™

[a,b,c] = Hp?lax(“hbuci)' N
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Powotujac sie na prawdziwo$¢ lematu 2 otrzymujemy ponizsze przeksztatcenie.

(a,5)(a.¢)(b,c) Y § ARV s | Y

n a;+bi+c;
abc l:1pil 1 1

ﬁ pmin(a,-,h,-)+min(a,-,c,-)+min(b,',c,') —a;—b;—c;
i

i=1

_ ﬁp;nin(a,-,h,-,c,-)—max(a,-,b,-,c‘,-) _ 5:1 p::;((j’zi.’ji
i=1 i=1 P PR
_ (a,byc)
a,b,c]

O

Niech k,n € N oraz k < n. Niech I, = {1,2,...,3} bedzie zbiorem indek-
séw, a {iy,i,...,ix} C I, jego dowolnym uporzadkowanym (i} < ip < ... < iy)
k-elementowym podzbiorem .

Dla dowolnych liczb x1,x», ...,x, € N, wprowadzimy oznaczenie

Mk(n) = H (xila-xizv"'7-xik)7
{i17i2.,...7ik}cl,,

gdzie iloczyn jest po wszystkich mozliwych k-elementowych podzbiorach zbioru I,
a (xi,, x4, ,...,x;, ) oznacza najwigkszy wspolny dzielnik liczb x; ,x;, ..., x;
Przyktadowo dla k = 1 otrzymujemy iloczyn wszystkich liczb:

e

n
Mi(n) = Hx,-,
i=1
a gdy k = n dostajemy ich najwicksza wsp6lng wielokrotno$¢:

M, (n) = (X1,X2, ..., Xn).
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Twierdzenie 4. Niech n € N\ {0, 1}. Do obliczenia najmniejszej wspélnej wielo-
krotnosci n liczb mozna wykorzystac nastepujgce wzory:

1° dla parzystego n

b My
(2] = [ M2 ©)
i1 Ma(n)
2° dla nieparzystego n
Py Maia (1)

2%—1(1
X1,X0, .00 Xpy| =My(n)- | | —————= (10)

[ 1 2 ’l] Vl( ) kl;ll M2k(n)

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenie x = max{xj,x,...,X, }.

Niech rosnacy ciag p1, p2, ..., pm Zawiera wszystkie liczby pierwsze nie wicksze
niz x. Liczby x; (i = 1,2,...,n) przedstawimy w postaci iloczynu liczb pierwszych
W nastepujacy sposob:

m
X, = Hp;i‘j, gdzie Xij € N. (11D
=1

Elementy kazdego ciggu xy j,x2 ..., X, j przypisane liczbie pierwszej p;
(dla j =1,2,...,m) ustawiamy w porzadku niemalejacym i oznaczamy nastepujaco:

21, <22, < oo <2y (12)

Nastepnie przedstawiamy [x1,xz, ...,x,] i Mi(n) w postaci iloczynu liczb pierw-
szych:

m m
[X],Xz, "'7xl’l] = HpTaX(XI'jaxz.j,mfxn‘j) = Hpjnj (13)
j=1 j=1
Mi(n) = H (X, s Xiy ooy Xi) (14)
{il,iz,...7ik}cl,,

m .
_ mln(x,-l,j,xizﬁj,...,x,-kﬁj)
= I1 117
{ilzi27--'aik}C1n Jj=1
m .
o mln(x,-l v«f7xi2~j""’xik~f)
= II{ II » :
J=1 \{it,iz,eig yCly
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Korzystajac z tego, iz zaréwno x; ; jak i z; j reprezentuja ten sam zbidr, a my
prowadzimy iloczyn po wszystkich k-elementowych podzbiorach tego zbioru, otrzy-
mujemy réwnowazny wzor:

Mi(n) = H( I1 me(Zi"j’Ziz"""’Zik”)) (15)

J=1 \{i1 ik }Cly

— 115
=11\ Il »
J=1 \{it,i2,-,it }Cly
Zauwazamy teraz, ze

Zip,jo 2, 21,j 22, 22.j Zn—k+,j Zn—k+1,j

p;’.p;tpit D D]

{it,i2,ensit }Cly
dy jk dy.jk An—ks1,jk

dy jrez1,jtda k22t k1 ke Tk 1
j 9

gdzie d; j ; oznacza liczbg wszystkich podzbioréw (iy, iy, ..., ix) C I, spetniajacych
warunek i =1/[,1=1,2,....n—k—+1.

Zgodnie z wzorami kombinatorycznymi, wszystkich k-elementowych podzbio-
réw zbioru indekséw I, spetniajacych warunek i; = 1, jest

(121):

natomiast spetniajacych warunek i; = 2 jest

(1)

Kontynuujgc to rozumowanie otrzymamy wspétczynniki d; ; «, ktére beda staly przy
liczbach z; ; w dalszym rozwinigciu wzoru (15). Wzér, ktory okreSla postac tych
wsp6lczynnikéw mozna zapisaé nastepujaco:

dyjg = (Z:i) dlal<n—k+1
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Ze wzgledu na to, ze warto$§¢ tego wspotczynnika nie zalezy od j mozemy
zamiast oznaczenia d; j . uzyC zapisu d; .

Ostatecznie M (n) ma postac:

m
H lLle+d2k12/+ A dp—kr1 k20— kL)

(16)
Korzystajac z wzoru (16) mamy:
1° dla parzystego n
n n m dy 2k—121,j+do pk—122,j - dn 242 2k~ 12n—2k+2,
f[ My 1 (n) H IT=1 P,
Pl MZk(n) - N A | p‘?LZkZl,j+d2‘2kZ2.j+~~~+dn—2k+l,Zerz—2k+1,j
= = J=1Fj
S1,j21,j+52,j22,j+F .4, jZn,j
p] J<L.g J<2.] n,j<n /7 (17)

=1
gdzie

n

2

Si.j :/;(d[ 21— dik) :li ((;:3) B <2’;c:i1>>
S (") 1s)

2¢ dla nieparzystego n

n—1 nfl di2k—121,j+d22k—120, i+ Fdn—_2k 12— i
m 12k—121,jFdo 2k 122, =2k 2.2k~ 1Zn—2k12,
- TT et =TT T
M m dl %21, j+d2 2120, jt Ay 2k 1 2kZn—2k+ 1,5
k=1 2k j=1 k=1 =1

m
S1jz1, j+52,j22,j - FSn, jZ
H JELj J%2.j n,j "J’ (19)

gdzie

% n—i - n—i n—i
Si,j—di,n+; i2k—1— sz)—<n_1> +k;<<2k—2)_<2k—1>>

_ Yy <”;i>. (20)
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Zajmiemy si¢ teraz wartoSciami zmiennych s; ;. Najpierw rozwazmy sytuacje,
gdy i # n. Z wlasnos$ci dwumianu Newtona mamy, ze

n (n
;Zb(_l) < k) =0.
Jesli w tym réwnaniu n zamienimy na n — i, to otrzymujemy, ze
¥ o (") =0
k=0 k .

Widzimy, ze lewa strona réwnania to wzor na zmienne s; ;. Staddlai=1,2,...,n—1
zmienne s; ; Si¢ zerujg.
Jezeli i = n, to zmienne s; ; wyrazaja si¢ nastgpujagcym wzorem:

si=sns= 0 () = pe (2) =0 () <=

Stad mamy, ze s, ; = 1.
Podstawmy teraz wyznaczone warto$ci do réwnania (17).

J

2 m
H M- 1 _ pSuZl.,j+sz,jzz,j+<--+Sn.,.f2»,j

m
I 0-21,j4+0 22, j+...+0-2y j+ 12,
= [I»

j=1

m
= H xlax27 n]'

Analogicznie postepujemy z przypadkiem dla n nieparzystych, podstawiajac te
wartosci do réwnania (19).
O
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4. Podsumowanie

Praca pokazuje, ze podejScie uniwersyteckie do sposobu wyznaczania NWW
za pomocg NWD mozna rozszerzy¢ na wigcej argumentéw. Dla duzych liczb ten
sposob okazac si¢ moze znacznie prostszy, niz sposob wykorzystujacy wylacznie
algorytm Euklidesa.

Dzieki rozktadowi liczb na czynniki pierwsze dostajemy tatwiejszy sposdb znaj-
dowania szukanych wartoSci. Mozna jednak korzystaé takze z wersji hybrydowych,
Taczacych wykorzystanie algorytmu Euklidesa z rozktadem na liczby pierwsze i wy-
korzystaniem zaleznoS$ci miedzy najwiekszym wspolnym dzielnikiem a najmniejszq
wspolng wielokrotnoscig wielu liczb.

Literatura

[1] M. Braun, A. Marikkowska, M. Paszyniska, K. Wej, W. Babiariski, E. Szytkiewicz,
J. Janowicz, Matematyka z kluczem. Klasa 7, Wydawnictwo Nowa Era, Warszawa
2020

[2] Praca zbiorowa pod redakcja M. Dobrowolskiej, Matematyka 8 z plusem, Gdariskie
Wydawnictwo Oswiatowe, Gdarisk 2018

[3] W. Marzantowicz, P. Zarzycki, Elementarna teoria liczb, Wydawnictwo Naukowe
PWN, Warszawa 2012

[4] W. Narkiewicz, Teoria liczb, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2003

[5] Najwigkszy wspdlny dzielnik, Najwieksza wspolna wielokrotna w: Encyklopedia popu-
larna, wyd. 7, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1982, s. 501

[6] Matematyka maksymalnie prosta, https://www.matemaks.pl/, (stan w dniu 5.06.2020)



Dagmara Dudek'

Hipergrafy w modelowaniu

Streszczenie

Praca dotyczy problematyki matematycznego modelowania wybranych zagadnien z wyko-
rzystaniem hipergraféw. Pierwsza cze$¢ zawiera pojecia wstepne z zakresu teorii hipergraféw.
W czgéci drugiej przedstawione zostaty przyklady hipergraféw modelujacych konkretne
zagadnienia z zakresu chemii organicznej i sieci Petriego.

Stowa kluczowe: hipergraf, modelowanie czqgsteczki chemicznej, sie¢ Petriego

Wstep

Hipergrafy to struktury umozliwiajgce reprezentacj¢ ztozonych systeméw i re-
lacji. Wykazujg bardzo duzg site opisowa, sa uogdlnieniem oraz rozszerzeniem
tradycyjnych poje¢ graféw i zbioréw skoriczonych. Teoria hipergraféw zaczeta si¢
ksztattowa¢ w ostatnich dziesigcioleciach. W 1973 roku francuski matematyk Claude
Berge opracowal monografi¢ pt. ,,Grafy i hipergrafy” [2], w ktérej sformalizowat
oraz ujednolicit podstawowe definicje zwigzane z teorig hipergrafow.

Modelowanie z wykorzystaniem hipergraféw pozwala na analiz¢ réznych zagad-
nieft w wielu dziedzinach nauki i umozliwia znalezienie optymalnego rozwigzania
zwiazanych z nimi probleméw. W modelu hipergrafu wierzcholki reprezentuja ele-
menty zbioru, a hiperkrawedzie odzwierciedlajg wtasciwosci réznych podzbioréw.
Hipergrafy znajduja zastosowanie np. w matematyce, informatyce, telekomunikacji
oraz socjologii [9].

W matematyce hipergrafy moga stuzy¢ do opisu pewnych zbioréw. Na przyktad
wierzchotki hipergrafu opisuja liczby naturalne od 1 do 100, a hiperkrawedzie repre-
zentuja podzbiory liczb majacych wspdlny dzielnik wigkszy niz 1. W informatyce
wierzchotki hipergrafu odpowiadajg zbiorowi cech, a hiperkrawedzie wyznaczajg
relacje pomiedzy danymi cechami. Hipergrafy w telekomunikacji moga by¢ wyko-
rzystane do opisu sieci komdérkowej w nastepujacy sposéb: wierzchotki hipergrafu
odpowiadajg telefonom komérkowym, a hiperkrawedzie wyznaczaja komoérki dzia-
Tajace w tym samym czasie. W socjologii hipergrafy moga stuzy¢ do opisu relacji
zachodzacych w spoteczenstwie. Osoby sg opisane przez wierzcholki hipergrafu,
a relacje faczace te osoby przez hiperkrawedzie.

' Dagmara Dudek, studentka matematyki, Wydziat Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska
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1. Pojecia wstepne

Definicja 1.1. [3] Par¢ zbioréw

H=(V,E) = ({v1,v2,;vp}, {E1, B2y o Eg})

nazywamy hipergrafem, gdy E jest rodzing réznych i niepustych podzbioréw zbioru
V. Elementy zbioru V nazywamy wéwczas wierzchotkami hipergrafu H, a kazdy
zbidr E, k =1,2,...,q, nazywamy krawedzig hipergrafu H.

Przyktad hipergrafu H o czterech wierzchotkach i trzech hiperkrawedziach zostat
pokazany na rysunku 1. Para zbioré6w H = (V, E) pokazana na rysunku 1 przedstawia
si¢ nastepujaco:

H = ({V],V27V3,V4}, {E17E27E3})7
V= {V17V27 V37V4}7

Ey={vi,v2,v3}, Ex={v1}, Ez={v3,14}

Rysunek 1. Przyklad hipergrafu H
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Definicja 1.2. [3] Wierzcholek v; nazywa si¢ incydentnym do krawedzi E ;, jesli v;
nalezy do E;.
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Definicja 1.3. [3] Stopniem wierzcholka v; nazywa sig liczbe krawedzi incydentnych
do wierzchotka v; i oznacza jako dy (v;).

Definicja 1.4. [3] Stopniem krawedzi E; nazywa si¢ liczebnos¢ zbioru wszystkich
wierzchotkéw incydentnych do krawedzi E; i oznacza jako dy (E;).

Stopnie krawedzi hipergrafu pokazanego na rysunku 1 wynoszg: dy (E;) = 3,
dy(E>) = 1 oraz dy(E3) = 2. Natomiast stopnie wierzchotkéw hipergrafu wyno-
sza: dy(vi) =2, dy(v2) = 1, dg(v3) = 2 oraz dy(v4) = 1. Tradycyjny graf jest
szczegblnym przykladem hipergrafu, w ktérym wszystkie krawedzie sa stopnia
drugiego.

Definicja 1.5. [10] Grafem skierowanym nazywamy tréjke G = (V,A,7), gdzie
V, A sa zbiorami niepustymi i roztagcznymi. Natomiast y: A — V X V jest funkcja.
Elementy zbioru V nosza nazwe weztéw grafu G, elementy zbioru A nosza nazwe
lukéw skierowanego grafu G.

Skoriczony hipergraf H o p wierzchotkach i g hiperkrawedziach jest jednoznacz-

nie zdefiniowany przez macierz incydencji B(H) = ||b;;||, gdzie i =1,...,p oraz
j=1,....q, co mozna zapisac jako [3]:
bri— 1 gdyv; €Ej,
e 0 gdyvi¢Ej.

Macierz incydencji dla hipergrafu H z rysunku 1 przedstawia si¢ nast¢pujgco:

B(H) =

O = =
S O O =
—_—— O O

Wigcej informacji na temat teorii graféw oraz hipergraféw mozna znaleZ¢ w po-
zycjach [2, 8, 9].

2. Modelowanie czgsteczek chemicznych

Reprezentacja struktur molekularnych za pomocg graféw jest szeroko stosowa-
na w chemii obliczeniowej i teoretycznych badaniach chemicznych. Grafy wyko-
rzystuje si¢ do reprezentowania czasteczek, w ktérych wierzchotki odpowiadajg
atomom, a krawedzie wigzaniom chemicznym. Taki rodzaj grafu nazywamy grafem
molekularnym. Niestety, zwykle grafy nie opisuja odpowiednio wszystkich zwiaz-
kéw chemicznych. Najistotniejszg wada zastosowania takiej metody modelowania
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jest brak odpowiedniej reprezentacji czasteczki, ktéra posiada zdelokalizowane
wigzania wielocentrowe. Zwiazki metaloorganiczne sa przykadem struktur, ktdre
posiadaja co najmniej jedno wigzanie metal-wegiel, gdzie wystepujg tzw. wigzania
rozmyte. Zdarza si¢, ze do modelowania takich struktur stosuje si¢ niepotaczone gra-
fy molekularne. Niestety, taka metoda nie pozwala na analize¢ struktury jako catosci,
poniewaz nie ma polaczenia pomiedzy poszczeg6lnymi podgrafami prezentujacymi
oddzielnie elementy jednej czasteczki. Lepiej ilustrujace, ale wcigz niepozbawione
wad, sg potaczone grafy molekularne, w ktérych wszystkie wierzchotki odpowiada-
jace atomom wegla sg potaczone z ,,metalowym” wierzchotkiem, ktéry odpowiada
atomowi metalu. W takim grafie stopieni ,,metalowego” wierzcholtka jest réwny
liczbie potaczonych krawedzi i niekoniecznie jest réwny warto$§ciowoSci atomu
metalu.

Wszystkie wspomniane powyzej wady reprezentacji czasteczek sg wyelimino-
wane, jesli zastosuje si¢ do ich modelowania hipergrafy.

2.1. Modelowanie czasteczki za pomoca hipergrafu

Pierwsze zwiazki, ktére obecnie nazywa si¢ metaloorganicznymi, zostaty od-
kryte w wieku XIX. W latach 50. XX wieku nastgpil intensywny rozwdéj chemii
metaloorganicznej i od tego czasu odkryto oraz zbadano liczng grupe kompleksow
metaloorganicznych. Kompleksy metaloorganiczne sg cz¢$cig chemii organicznej.
Zwiazki metaloorganiczne zbudowane sg z tzw. centrum metalicznego, ktérym
moze by¢ pojedynczy lub kilka atoméw metalu i z otaczajacych ten atom lub atomy
ligand6w, ktérymi sg pojedyncze atomy niemetalu badZ rozmaite grupy organiczne
oraz nieorganiczne [4].

Podrozdziat prezentuje przyktad modelowania czasteczki kompleksu zawierajg-
cej ligand allilowy (tréjweglowy) oraz ligand szeScioelektronowy w postaci pierscie-
nia. Zaréwno w ligandzie allilowym, jak i w pierScieniu wystepuja zdelokalizowane
wigzania wielocentrowe.

Do tego celu postuzymy si¢ hipergrafem molekularnym H = (V,E), czyli hi-
pergrafem, ktory reprezentuje strukturg F, w ktérej wierzcholki nalezace do V (H)
odpowiadajg pojedynczym atomom czgsteczki, hiperkrawedzie nalezace do E(H)
o stopniu wickszym niz 2 odpowiadaja zdelokalizowanym wigzaniom wielocen-
trowym, a hiperkrawedzie o stopniu réwnym 2 odpowiadajg zwyklemu wiazaniu
kowalencyjnemu. Aby pokazac r6znice pomiedzy zwyktym wigzaniem kowalencyj-
nym a zdelokalizowanym wielocentrowym przyjeto, ze hiperkrawedzie o stopniu
réwnym dwa zostang pokazane jako zwyczajne krawedzie. Rysunek 2 przedstawia
schemat czasteczki kompleksu z ligandem sze$cioelektronowym i tréjelektronowym
ligandem allilowym z atomem metalu pomigdzy ligandami. Schemat czasteczki
zostal stworzony w programie ChemSketch.
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Rysunek 2. Schemat kompleksu metaloorganicznego zawierajacy dwa ligandy:
ligand allilowy oraz szes$cioelektronowy pierscien
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Na rysunku 3 pokazano model reprezentacji czasteczki w postaci grafu i hiper-
grafu tego samego kompleksu przedstawionego na rysunku 2.

W przypadku zwyktego grafu widocznego na rysunku 3 wigzania metal-ligand
w kompleksie sg przedstawione jako dziewig¢ krawedzi faczacych wierzchotek od-
powiadajacy metalowi Me z dziewigcioma innymi wierzchotkami reprezentujacymi
atomy wegla. Jak wspomniano wczesniej, nie odpowiada to rzeczywistej warto-
Sciowosci atomu metalu. Jesli do reprezentacji wykorzystany zostanie hipergraf,
ta wada, ktdéra pojawia si¢ przy grafie, zostanie wyeliminowana. Hiperkrawedzie
Ej i E, narysunku 3 odpowiadajg zdelokalizowanym wigzaniom 7 pomiedzy meta-
lem i ligandami. Istotng zaleta takiej reprezentacji jest zachowanie wartoSciowoSci
atomu metalu w kompleksie. Stopieft wierzcholka, ktéry odpowiada czasteczce
metalu jest rowny dwa w przypadku hipergrafu. Mozna zauwazy¢, iz warto§ciowos¢
atomOow wegla rowniez zostaje zachowana w przypadku hipergrafu. Dodatkowa
korzyscig wynikajacg z reprezentacji kompleksu metaloorganicznego za pomocg hi-
pergrafu jest wizualne zobrazowanie réznicy pomiedzy wigzaniem o (wegiel-wegiel
i wegiel-wododr) a wigzaniem 7.

2.2. Metody prezentacji hipergrafu molekularnego

W pozycji [6] opisane s3 trzy metody reprezentacji hipergraféw molekularnych.
Ponizej metody te zostang przedstawione na przykladzie czgsteczki kompleksu
metaloorganicznego pokazanego na rysunku 2.
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;g H

Rysunek 3. Odpowiednio: a) graf i b) hipergraf czasteczki pokazanej na rysunku 2
Zrédlo: Opracowanie wiasne

Metoda nr 1

Struktury molekularne mogg by¢ przedstawione jako hipergraf, w ktérym wierz-
chofki oraz hiperkrawedzie sg oznaczone symbolicznie za pomocay liter. Rysunek 4
przedstawia hipergraf, w ktérym zbiér wierzchotkéw prezentuje si¢ w postaci
V(H) = {CH,CH>,Me}, a zbiér krawedzi E(H) = {E, E», E3, E4}. Wierzchotki
oznaczone s3 za pomoca symboli chemicznych atoméw wchodzacych w sktad
danego wierzchotka, czyli reprezentujg calg grupe funkcyjnag (tzn. CH lub CH,).

Metoda nr 2

W metodzie nr 2 hiperkrawedzie reprezentowac beda jedynie zdelokalizowane
wiazania pomiedzy metalem i ligandami. Wierzchotki struktury molekularnej moga
by¢ oznaczone numerycznie. Jako numeryczne oznaczenie wierzchotkéw mozna
przyja¢ catkowita mase¢ atomowa pierwiastkéw wchodzacych w sktad danej grupy
funkcyjnej tworzacej wierzchotek. Dla przyktadu:

V(CH) = me +my, = 12.01 +1.01 = 13.02,

gdzie m, odpowiada masie atomowej wegla, m; masie atomowej wodoru. Masa
Me bedzie zalezata od tego, jaki metal bedzie wchodzit w sktad kompleksu. Dla
przyktadu mozna przyjac, ze bedzie to atom Zelaza o masie atomowej 55.85. Na
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Rysunek 4. Hipergraf z wierzchotkami opisanymi zgodnie z metoda nr 1
Zrédto: Opracowanie wlasne

rysunku 5 przestawiono ten sam hipergraf z wierzchotkami oznaczonymi w sposéb
numeryczny.

Metoda nr 3

Metoda ta nazywa si¢ oznaczeniem strukturalnym. Wyrézni¢ mozna dwa rodzaje
takiego oznaczenia:
— substytucja,
— transformacja.

Ponizej skupimy si¢ na transformacji.

Definicja 2.1. [6] Transformacja y skoficzonego zbioru elementéw X = {1,...,n}
nazywamy przeksztalcenie zbioru w siebie.

Transformacje ogdélnie mozna przedstawic¢ jako:

_ 1 2 ... n
=iy on i)

gdziei; € {1,...,n},j={1,...,n}. W przypadku tego przeksztalcenia dwa i wigcej
elementéw ze zbioru X mogg by¢ przeksztalcone w ten sam element.

Czasteczke z rysunku 2 z krawedziami opisanymi z wykorzystaniem transforma-
cji przedstawia rysunek 6. Hipergraf ten posiada cztery krawedzie, wigc transforma-
cja jest okreslona na zbiorze {1,2,3,4} zgodnie z zasadami:

— jesliv; € Ej, to Y(j) =J,
— jesliv; ¢ Ej, to y(j) =min{j;: ji # j}.
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Rysunek 5. Hipergraf z wierzchotkami opisanymi zgodnie z metoda nr 2
Zrédto: Opracowanie wlasne

1 2 11
Zgodnie z zasadg opisang powyzej wierzchotek v3 nalezy do E; wigc 1 przeksztalca
sie¢ w 1. Tak samo 2 przeksztalca si¢ w 2, poniewaz v3 jest incydentny do E,. Wierz-
chofek v3 nie nalezy do krawedzi E3 i E4, wiec 3 i 4 przeksztalcajg si¢ w najmniejsze
Jj r6zne odpowiednio od 3 i 4. Dlatego 3 i 4 przeksztalcity si¢ w 1. Zgodnie z ta
samg zasadg oznaczone zostaly pozostate wierzchotki hipergrafu.

Do komputerowej reprezentacji hipergraféw wykorzystuje si¢ macierze incyden-
cji pozwalajace odpowiedzieé na pytanie, czy dane dwa hipergrafy sg izomorficzne.
Mowi sie, ze dwa hipergrafy sg izomorficzne, jesli istnieje bijekcja pomigdzy wierz-
chotkami hipergrafu H; a wierzchotkami hipergrafu H, taka, ze jesli dane dwa
wierzchotki nalezg do hiperkrawedzi w jednym z hipergraféw, to odpowiadajace
im wierzchotki w drugim hipergrafie réwniez naleza do hiperkrawedzi.W celu
rozstrzygniecia czy dane dwa hipergrafy sg izomorficzne, wykorzystuje si¢ kano-
niczng macierz sasiedztwa. Jest to zagdanienie o wiele bardziej skomplikowane niz
w przypadku klasycznych graféw. Wiecej na temat tego procesu mozna przeczytac
w pozycji [5].

1 2 4
Dla przyktadu wierzchotek v3 jest oznaczony jako transformacija ( 3 ) .

3. Modelowanie sieci Petriego

Kolejng dziedzing, w ktérej hipergrafy znajdujg szerokie zastosowanie jest techni-
ka. Obecnie tworzone sg coraz bardziej skomplikowane uktady cyfrowe, co wymusza
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1234) (1234) (1234) (123
V(H):{(1211)=(1211)’(1211)’(111

1234 1234
3334 /)'\3334

Rysunek 6. Reprezentacja wierzchotkéw hipergrafu w postaci transformacji
Zrédlo: Opracowanie wlasne

modyfikacje powstatych juz algorytméw w taki sposéb, zeby abstrakcyjne modele
w sposéb intuicyjny oraz zwarty odzwierciedlaly najwazniejsze cechy projektowa-
nych uktadéw.

Czestym zjawiskiem podczas projektowania uktadéw cyfrowych jest przekro-
czenie przez ten uklad fizycznych mozliwosci dostgpnego elementu. Sytuacja taka
wymusza na projektancie wybdr wigkszego elementu cyfrowego albo wykorzystanie
dekompozycji, czyli podziat tego uktadu na kilka mniejszych poduktadéw. Liczne
metody dekompozycji systeméw dyskretnych wykorzystuja do analizy uktadéw
cyfrowych tradycyjne grafy nieskierowane. Stosowanie hipergraféw do badari w tech-
nice cyfrowej wydaje si¢ bardziej przejrzyste oraz efektywniejsze niz wykorzystanie
graféw nieskierowanych.

W tej czgsci pracy zostanie zaprezentowane wykorzystanie teorii hipergraféw do
podziatu sieci Petriego na moduty wspétbiezne, takie ze kazdy z modutéw moze by¢
syntetyzowany oraz optymalizowany z zastosowaniem tradycyjnej teorii automatow
cyfrowych. Opisana w rozdziale metoda dekompozycji nazywa si¢ dekompozycja
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rownolegla systemow dyskretnych, ktéra bedzie przeprowadzana z wykorzysta-
niem dekompozycji hipergraféw. W tym celu wykorzystane zostanie kolorowanie
wierzchotkowe hipergraféw. Kolorowanie wierzchotkowe hipergrafu (tzw. silne
kolorowanie hipergrafu) to przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi hipergrafu
jednego koloru tak, aby dwa sasiadujace wierzchotki (czyli potaczone hiperkrawe-
dzia) nie posiadaly takiego samego koloru. Przyktad pokolorowanego hipergrafu
przedstawia rysunek 7. Kolorowanie hipergrafu moze odbywac si¢ w oparciu o tzw.
algorytmy zachtanne. Schemat takiego algorytmu zostat opisany w pozycji [7].

e

Rysunek 7. Przyklad silnego kolorowania hipergrafu
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Teoria sieci Petriego stworzona zostata przez Carla Adama Petriego. Obecnie
sieci Petriego znajduja szerokie zastosowanie m.in. w informatyce, automatyce,
analizie danych. NajczeSciej omawiang siecig jest sie¢ Petriego zwyczajna, nazy-
wana takze siecig klasy pozycja/tranzycja. Do reprezentacji sieci wykorzystuje si¢
skierowany graf dwudzielny, zawierajacy dwa typy wezléw potaczonych tukami.
Do weztéw zalicza sig:

— miejsca — oznaczane jako okregi;

— tranzycje — oznaczane jako prostokaty badZ kreski.

Przez sie¢ Petriego rozumie si¢ tréjke N = (P, T, D), gdzie:

— P to zbi6r miejsc |P| = m;

— T to zbiér tranzycji |T| = n;

— D to macierz incydencji o wymiarze m X n, ktéra opisuje relacje zachodzace
pomiedzy zbiorami miejsc i tranzycji.

Ponizej przedstawiono proces dekompozycji sieci przedstawionej na rysunku 8.
Sie¢ Petriego zostata stworzona z wykorzystaniem programu ,,Symulator sieci
Petriego” na podstawie pozycji [1]. Miejsca zostaly przedstawione jako okregi,
tranzycje jako prostokaty, a strzatki odpowiadaja faczacym je tukom.
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Rysunek 8. Sie¢ Petriego przedstawiajaca algorytm sterowania
Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [1]

3.1. Konstrukcja makrosieci

Pierwszy etap ma na celu okreslenie makrosieci, czyli tzw. skondensowanej
wersji tej samej sieci Petriego. Makrosie¢ zachowuje podstawowa strukture oraz
wlasnosci sieci. Po wykonaniu tej operacji eliminowane sg z sieci fragmenty sekwen-
cyjne, czyli takie, ktére nie wptywaja na ostateczny wynik procesu, a wydtuzaja
jedynie jego czas trwania. Powstate makromoduty posiadajg tylko tranzycje wie-
lowejsSciowe lub wielowyjSciowe. Na rysunku 9a pokazano makrosie¢ utworzong
z sieci z rysunku 8. W makrosieci powstato pie¢ makromiejsc, przy czym:

— M, odpowiada miejscom P,, Ps oraz F;
— M, odpowiada miejscom P3, Ps oraz Py;
— M3 odpowiada miejscom P4 oraz Py;

— M, odpowiada miejscom P;5 oraz P;7;
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— M5 odpowiada miejscom Pjg oraz Pig.

Rysunek 9. Sie¢ Petriego z rysunku 8 z makromiejscami (a) i makrosie¢ z rozszczepionym
miejscem P (b)
Zrédto: Opracowanie wlasne

Aby mozliwa byta dalsza dekompozycja sieci, miejsce Pjg zostalo rozszczepio-
ne na dwa oddzielne miejsca: Pygs4 oraz Pgp. Takie rozszczepienie jest mozliwe,
poniewaz dwa sygnaty lub procesy wchodzace do jednego urzadzenia (bloku) sg
przetwarzane niezaleznie oraz nie wchodza ze sobg w interakcje. Rysunek 9b przed-
stawia sie¢ gotowa do dalszego procesu dekompozycji z rozdzielonym miejscem
Pio.

3.2. Wyznaczenie hipergrafu osiggalnos$ci

Drugim etapem modelowania jest wyznaczenie hipergrafu osiggalno$ci na pod-
stawie wczes$niej wyznaczonej makrosieci. Hipergraf osiggalnoSci wyznaczany jest
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poprzez analize kolejnych odpalen sieci i zapisywanie kolejnych mozliwych stanéw
uktadu. Wierzchotki hipergrafu oznaczaja miejsca i makromiejsca sieci, a hiperkra-
wedzie wyznaczaja zbidr miejsc i makromiejsc oznakowanych w poszczegdlnym
stanie. Z analizy makrosieci z rysunku 9b wynika, Ze istnieje 11 mozliwych stanéw
sieci. Wszystkie otrzymane podzbiory zbioru hiperkrawedzi hipergrafu z rysun-
ku 10a przedstawiaja si¢ nastepujaco:

{{P1}, {M, M, M3}, {M,M>,Pi3,Pi4},{Pioa,Piog, M3},
{M3,Pi1,Pi2},{Pioa, Piog, P13, Pia}, { P12, P11, P13, Pia },
{Pi2, P13, M5}, {P11,Pia,Ms},{Ms,M5},{Pio}}.

®)| 3 ® b

Rysunek 10. Hipergraf osiagalnosci wyznaczony dla makrosieci z rysunku 9b (a) oraz ten sam

hipergraf z silnym kolorowaniem wierzchotkéw (b)
Zrédto: Opracowanie wlasne

3.3. Kolorowanie wierzcholkow hipergrafu

Silne kolorowanie wierzchotkéw hipergrafu bedzie si¢ odbywato w nastepujacy
sposob: dany kolor wyznaczac¢ bedzie zbior miejsc lub makromiejsc niewspotbiez-
nych, czyli tzw. sekwencyjnych.
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Hipergraf osiggalnosci z rysunku 10a zostal pokolorowany czterema kolorami.
Pokolorowany hipergraf osiggalnoSci przedstawia rysunek 10b. Kolor niebieski
zostat przypisany do wierzchotkéw: Py, M1, Pyoa, P11, M5, P19. Kolorem czerwonym
zostaly oznaczone wierzchotki: M,, Pyop, P12, M4. Kolor zielony przypisany zostat
do M3 oraz Py4. Wierzchotek Pj3 oznaczony zostal kolorem zo6ttym.

3.4. Dekompozycja sieci

Ostatnim krokiem jest dekompozycja sieci Petriego na podsieci typu automatowe-
go. Kazdy z koloréw przypisanych do wierzchotkéw hipergrafu wyznacza oddzielng
podsiec. Sie¢ zostata podzielona na cztery niezalezne podsieci. Utworzone nowe
uktady zostaly pokazane na rysunku 11. W przypadku kiedy podsie¢ nie zawiera
znakowania poczatkowego, do podsieci dodane jest tzw. miejsce spoczynkowe (na
rysunkach oznaczone jako szare miejsce).

Zaprezentowana metoda dekompozycji upraszcza dalszy proces projektowania
catego systemu. Wygodniej jest projektowac kilka mniejszych sieci niz jedng duza
i ztozong. Nowo powstale, mniejsze cztery podsieci moga by¢ dalej projektowane
oraz analizowane niezaleznie.

Iel‘|h
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Rysunek 11. Podsieci typu automatowego otrzymane w wyniku procesu dekompozycji
Zrédlo: Opracowanie wlasne
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4. Podsumowanie

Wykorzystanie hipergraféw w chemii jest korzystne w przypadku modelowa-
nia niektérych czasteczek chemicznych, gtéwnie z dziedziny chemii organicznej.
W szczegdlnosci zastosowanie hipergraféow do modelowania czasteczek posiadaja-
cych zdelokalizowane wigzania wielocentrowe wykazuje szereg zalet. Do tych zalet
mozna zaliczy¢ m.in.: zachowanie warto$ciowosci wszystkich atoméw wchodzacych
w skfad danej czasteczki (zaréwno atoméw metalu i atoméw wegla) oraz prezenta-
cja réznicy pomiedzy zwyklymi wigzaniami typu kowalencyjnego (wegiel-wegiel,
wegiel-wodor) oraz wigzaniami zdelokalizowanymi (ligand-atom metalu).

Zaprezentowana w rozdziale metoda dekompozycji sieci Petriego na podsieci
typu automatowego, wykorzystujaca teorie hipergraféw, okazuje si¢ bardzo istotnym
zagadnieniem w projektowaniu ukfadéw cyfrowych. Silne kolorowanie wierzchot-
kéw hipergrafu pozwala na podziat sieci na moduty wspétbiezne. Zdekomponowana
sie¢ umozliwia uproszczenie procesu projektowania, poniewaz o wiele tatwiejsze
jest projektowanie kilku mniejszych systeméw cyfrowych posiadajacych mniej-
szg ztozono$¢ niz projektowanie jednej duzej sieci. Dodatkowo sama mozliwo§¢
podziatu sieci Petriego na mniejsze moduty Swiadczy o jej realnej mozliwos$ci
implementacji sprzetowe;j.

Podsumowujac, hipergrafy sa stosunkowo nowym narzgdziem w modelowaniu.
Mimo to obecnie znajduja szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, zaréw-
no w naukach $cistych jak i humanistycznych. Teoria hipergraféw wydaje si¢ by¢
dobrym uzupelnieniem w sytuacjach, kiedy nie da si¢ zastosowa¢ do modelowania
teorii grafow.
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Liczby przest¢pne

Streszczenie

W pracy tej przedstawione zostaly liczby przestepne, ich wtasnosci oraz wybrane przy-
ktady. Szczegétowo opisane zostaly liczba 7 oraz liczba e, czyli dwie najbardziej znane
liczby przestgpne. Praca zawiera réwniez najwazniejsze fakty historyczne dotyczace etapéw
odkrywania oraz badania tych liczb.

Stowa kluczowe: liczby przestepne, liczby niealgebraiczne, liczby Liouville’a

Wstep

Liczba przestepna to liczba zespolona, ktéra nie jest liczbg algebraiczng. Innymi
stowy jest to liczba niealgebraiczna. Oznacza to, Ze nie jest pierwiastkiem zadnego
niezerowego wielomianu o wspétczynnikach wymiernych. Najbardziej znanymi
liczbami przestepnymi sg liczba 7 oraz liczba e. [5]

Pomimo tego, ze znanych liczb przestepnych jest mato, poniewaz dowiedze-
nie prawdziwosci takiej tezy potrafi by¢ bardzo trudne, liczby przest¢pne nie sg
zjawiskiem rzadkim. Tak naprawde wigekszo$¢ liczb rzeczywistych i zespolonych
jest przestepna, gdyz liczby algebraiczne tworza jedynie pewien przeliczalny zbidr,
a zbiory liczb rzeczywistych i zespolonych sg nieprzeliczalne, a wigc wicksze od
kazdego zbioru przeliczalnego.

Wrazenie czgstszego wystepowania liczb algebraicznych wynika z tego, ze sa
one znacznie czgsciej wykorzystywane przez modele matematyczne, ktére czgsto
opisuja zjawiska i procesy w sposob uproszczony. Ponadto, liczby rzeczywiste sa
o wiele fatwiejsze w interpretacji i operowaniu nimi.

Wszystkie rzeczywiste liczby przestepne s liczbami niewymiernymi, poniewaz
wszystkie liczby wymierne sg algebraiczne. Odwrotne stwierdzenie nie jest jednak
prawdziwe — nie wszystkie liczby niewymierne sg przest¢pne.

Dobrym przyktadem jest pierwiastek kwadratowy z liczby 2 — jest to liczba
niewymierna, ale nieprzestepna, bo jest pierwiastkiem réwnania wielomianowego
X2 —2=0.

' Marcin Dziadosz, Studenckie Koto Naukowe ,,KWATERNION”, Wydziat Podstaw Techniki,
Politechnika Lubelska

2 Matylda Jankowska, Studenckie Koto Naukowe ,, KWATERNION”, Wydzial Podstaw Techniki,
Politechnika Lubelska
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Niewymierna liczba #, zwana ztotym stosunkiem i oznaczana symbolami

¢ lub ¢, nie jest liczbg przestepna, bo jest pierwiastkiem réwnania algebraicznego
2
x—x—1=0.

Historia

Liczbami przestepnymi interesowato si¢ wielu znanych matematykéw, na przy-
ktad Leibniz, ktéry udowodnit, Ze sinx nie jest funkcjg algebraiczng [1], czy cho-
ciazby Euler, ktéry prawdopodobnie jako pierwszy zdefiniowat liczby przestepne.

Johann Heinrich Lambert w swojej pracy z 1768 roku wysunal hipotezg, ze
liczby e i 7 sg liczbami przestepnymi. Udato mu si¢ udowodnic, ze 7 jest liczba
niewymierng i sporzadzi¢ wstepny zarys dowodu przestgpnosci tej liczby.

Jednak to Joseph’owi Liouville przypisuje si¢ odkrycie tych liczb w 1844 roku.
Liouville przedstawit przyktad liczby — stalg Liouville’a, nalezaca do klasy liczb
przestepnych, ktére mozna dobrze aproksymowac przy pomocy liczb wymiernych.

W 1873 roku Charles’owi Hermite udato si¢ udowodnié, ze liczba e jest liczbg
przestepna.

Georg Cantor w 1874 roku udowodnit, Ze zbidr liczb algebraicznych jest zbiorem
przeliczalnym, a rzeczywistych nieprzeliczalnym, jak réwniez przedstawit nowa
metode konstruowania liczb przestepnych. Udowodnit takze, ze istnieje tyle liczb
przestepnych, co rzeczywistych.

Doktadnie osiem lat p6Zniej, Ferdinand von Lindemann dowiédt przestepnoSci
liczby 7.

Liczby Liouville’a

W teorii liczb, liczba Liouville’a to taka liczba rzeczywista x, ze dla dowolnej
liczby naturalnej n istnieje nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych (p,q), ¢ > 1,
wzglednie pierwszych i takich, ze

p

1
0< x—‘<.
q

ql’l

Liczby Liouville’a, jak wspominaliSmy juz wcze$niej, moga by¢ oszacowane
catkiem doktadnie za pomocg liczb wymiernych.

W 1844 roku Joseph Liouville pokazat, ze wszystkie liczby Liouville’a sg prze-
stepne, udowadniajac tym samym po raz pierwszy istnienie liczb przestgpnych.
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Teoria liczb przestepnych

Teoria liczb przestepnych to cze$¢ teorii liczb, ktéra bada liczby przestepne
zaréwno pod wzgledem jako$ciowym, jak i iloSciowym.

Zasadnicze twierdzenie algebry méwi nam, ze jesli mamy niezerowy wielomian
dodatniego stopnia ze wspdtczynnikami catkowitymi, to ten wielomian ma pierwia-
stek w zbiorze liczb zespolonych. Oznacza to, ze dla dowolnego wielomianu W, ze
wsp6tczynnikami catkowitymi, bedzie istniala taka liczba zespolona z, ze W(z) = 0.

Teoria liczb przestgpnych zajmuje si¢ nastgpujacym pytaniem: jesli mamy dang
liczbe zespolong z, to czy istnieje taki wielomian W ze wsp6tczynnikami catkowi-
tymi, ze W(z) = 0? Jesli taki wielomian nie istnieje, oznacza to, ze liczba z jest
przestepna.

WiasnoSci

— Zbidr liczb przestepnych jest nieprzeliczalny. Zbiér wielomianéw o wspéiczyn-
nikach wymiernych, a takze zbior liczb algebraicznych, jest przeliczalny. Metoda
przekatniowa Cantora dowodzi, ze liczby rzeczywiste (a takze liczby zespolone)
sg zbiorem nieprzeliczalnym. Liczby rzeczywiste sktadaja si¢ ze zbioru liczb
algebraicznych oraz zbioru liczb przestepnych. Oba te zbiory nie moga by¢ wiec
przeliczalne. Dowodzi to, ze zbidr liczb przestepnych jest nieprzeliczalny.

— Zadna liczba wymierna nie jest przestepna. Wszystkie liczby przestepne sa
niewymierne. Zbior liczb niewymiernych zawiera wszystkie rzeczywiste liczby
przestepne oraz podzbidr liczb algebraicznych.

— Jesli argument dowolnej algebraicznej funkcji (niebgdacej funkcja statg) jedne;j
zmiennej bedzie przestepny, to jej warto$¢ rowniez bedzie przestepna. Na przy-
ktad, wiedzac, ze 7 jest liczbg przestepna, tatwo wywnioskowac, ze liczby typu
77 lub 7w+ 7 sa réwniez przestepne.

— Warto$¢ algebraicznej funkcji kilku zmiennych moze jednak by¢ liczbg algebra-
iczna, mimo tego, ze jej argumenty sa liczbami przestepnymi, jesli argumenty te
nie sg algebraicznie niezalezne. Przyktadowo, zaréwno 7, jak i 7 — 7 sg liczbami
przestepnymi. Jednak ich suma 7+ (7 — ) = 7 jest liczba algebraiczna.

— Nie wiadomo, czy liczba e + 7 jest liczba przestepng. Wiemy natomiast, ze co
najmniej jedna liczba ze zbioru {e+ m;emr} musi by¢ liczbg przestepng. Dla
dowolnych dwdch liczb przestepnych z; i zo, przynajmniej jedna liczba ze zbioru
{z1 + z2;2122} musi by¢ przestepna. Rozwazmy to na nastepujacym przykladzie
wielomianu: (x —z1)(x —z2) = x> — (z1 +22)x + z122. Jesli obie liczby (z1 +22)
i 7120 bylyby algebraiczne, to bylby to wielomian o wspétczynnikach algebra-
icznych. Poniewaz liczby algebraiczne tworza cialo algebraicznie domkniete,
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pierwiastki tego wielomianu z; i zo musiatyby by¢ liczbami algebraicznymi.
Dochodzimy do sprzeczno$ci, a wiec oznacza to, ze przynajmniej jeden ze
wspotczynnikéw jest przestepny.

— Liczby, ktérych nie mozna wyznaczy¢ z dowolna, pozadang precyzja za pomoca
pewnego skoficzonego algorytmu, sa podzbiorem liczb przestgpnych.

— Whszystkie liczby Liouville’a sa przestepne, ale nie wszystkie liczby przestepne
sg liczbami Liouville’a.

Liczba

Liczba m od wiekéw byta obiektem zainteresowart wielu wybitnych matematy-
kéw. Starozytni Babiloiczycy okre§lali 7 jako liczbe o wartosci 3.

Juz w III w. p.n.e. Archimedes otrzymat jej przyblizenie, wyznaczajac dtu-
g0$¢ obwodu dwdch 96-katéw foremnych, jednego opisanego na okregu, drugiego
wpisanego w ten oqug, a warto$¢ 7 obliczyt jako Srednig tych dwu dlugosci. Osza-
cowanle 2721% << 7 2 jest dzietem Archimedesa. Poniewaz 223 ~ 3,140845 oraz
7 ~ 3,142857, to, w dzisiejszym jezyku, Archimedes oszacowal warto$¢ liczby @
z doktadno$cia do dwéch cyfr po przecinku.

Aby uzyskac oszacowanie liczby 7 z doktadnoScig do czterech cyfr po przecinku,
potrzeba byto az 600 kolejnych lat, po ktérych chifiski matematyk Liu Hui, uzywajac
metody Archimedesa, obliczyt warto$¢ 7 z pomoca wieloboku o 3072 katach.

Ludolph Ceulen pracowat cale zycie nad wyznaczeniem oszacowania liczby 7
z jak najwigkszg doktadnoscig. Udalo mu si¢ otrzymac az 35 cyfr po przecinku.
Po jego Smierci ta cze$¢ rozwinigcia liczby 7 dostata nawet, na jego czeS¢, nazwe
,,Judolfina”.

Inny historyczny sposéb wyznaczania przyblizonej wartoSci & polegal na wy-
korzystaniu stynnego zadania o igle Buffona. To jeden z pierwszych i najbardziej
popularnych probleméw prawdopodobieristwa geometrycznego, ktéry zostat roz-
wigzany w 1777 roku. Nazwa ta pochodzi od George’a-Louisa Leclerca, hrabiego
Buffon. Zagadnienie polegato na tym, ze jezeli rzucalibySmy n razy igta o dtugosci
! na podtoge z desek o szerokoéci t (I <t), to prawdopodobieristwo, ze igla przetnie
ktoras z krawedzi deski Wyn0s1 . Oznacza to, ze mozna uzyskac przyblizong war-
to$¢ liczby 7, rzucajac igly na podloge;, nastepnie dzielac liczbe przecie¢ krawedzi
przez liczbe wszystkich rzutéw igta, a na kofcu przyréwnujac otrzymany wynik
do Oczyw1S(:1e im wiecej rzutéw, tym wigksza jest doktadno$¢ uzyskanego
przybhzema [4]

Ciekawostka jest wydarzenie z 1798 roku, kiedy to Napoleon podbit Egipt,
a wraz z nim do tego kraju przybyli naukowcy, ktérzy zainteresowali si¢ piramida
Cheopsa, zbudowang w III w. p.n.e. KtdryS z nich obliczyt stosunek sumy dtugosci
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dwoch bokéw podstawy piramidy do jej wysokosci i otrzymat wartos¢ liczby @
z doktadnoscig do czterech liczb po przecinku. [6] WS$réd towarzyszacych Napo-
leonowi naukowcow byt francuski inzynier, geograf i archeolog Edme-Francois
Jomard, ktéry we wspétpracy z innymi naukowcami okre§lit, w tamtym momencie,
ze wysoko$¢ piramidy to 144 m. Oznaczatoby to, ze dtugosci bokéw podstawy
piramidy musialyby mierzy¢ okoto 226,19 m, a biorac pod uwage fakt, iz wedlug
aktualnych pomiaréw ta dtugos¢ to 227 m, mozemy ten wynik zakwestionowac.

Réwniez w przypadku problemu kwadratury kota, jednego z trzech najwickszych
probleméw matematyki starozytnej Grecji, liczba 7 narobita duzo kiopotu. Chodzi
w nim o narysowanie przy pomocy linijki bez podziatki i cyrkla takiego kwadratu,
ktérego pole jest réwne polu danego kofa. Obecnie wiadomo, Ze jest to niemozliwe,
poniewaz 7 nalezy do zbioru liczb przestepnych.

Liczba e

Liczba e, zwana tez liczba Eulera lub Nepera, bedaca podstawg logarytmu natu-
ralnego, jest stala matematyczng, wykorzystywana w wielu dziedzinach matematyki
i fizyki.

W odréznieniu od liczby 7, ktdéra byta znana ludziom juz w starozytnosci, liczba
e pojawila si¢ dopiero w XVI wieku, za sprawa szkockiego matematyka Johna
Nepera, ktory utozyt tablice logarytméw, pomocne przy skomplikowanych obli-
czeniach astronomicznych. Praca ta nie zawierata przyblizonej wartoSci liczby
e, a jedynie wartoSci logarytmOw na jej bazie. Liczbe e odkryt Jacob Bernoulli
w 1683 roku, analizujgc wartoSci procentu sktadanego. Pierwsze udokumentowane
wykorzystanie liczby e, oznaczanej jeszcze wtedy symbolem b, pojawito si¢ w latach
1690-1691. Wykorzystanie stalej znaczaco rozwinagt Leonhard Euler, nadajac jej
réwniez znane nam dzisiaj oznaczenie symbolem e, co zresztg nie bylo wynikiem
jakiej$ szczeg6lnej filozofii, a bardziej wykorzystania pierwszego lepszego znaku
alfabetu.

Liczbe e definiujemy jako granice

1 n
e = lim (1+> .
n—soo n

Liczba e jest liczba niewymierna, otoczong liczbami 2,711 2,72.

W 1873 roku Charles Hermite pokazal, ze e jest przestepna (czyli niealgebraicz-
na). Byta to pierwsza liczba przestepna, ktdrej nie trzeba byto specjalnie konstruowaé
by udowodni€ jej przestepnosc.
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Liczba e jest wykorzystywana w matematyce finansowej, np. w bankowosci.
Inwestujac pewna sume pieniedzy, przy z géry ustalonym procencie p, po n latach
warto$¢ zainwestowanego kapitatu jest okre§lona wzorem

p )”
1+ £
v (14 45)
gdzie x to kwota zainwestowana. Moze to by¢ narzedzie do obliczania kolejnych
przyblizen liczby e.

Mozemy wzig¢ pod uwage kilka wariantéw. Jeden z nich zaktada, ze przewidu-

jemy kapitalizacje roczna i p = 100, a wiec

1 1

Analogicznie mozemy definiowac kolejne warianty, tzn.

1 2
Vy = <1+2> =2,25,

1 12
Vo=(14+— ~ 2,613
12 < + 12) ) )

1 365
Vies = <1+365> ~ 2,715,
n

V = lim (1 +1> =e=2,718,

n—soo n

gdzie V;, dla i € {1,2,12,365}, oznaczaja odpowiednio kapitalizacj¢ roczna,
potroczna, miesigczna, dzienng, natomiast V' to kapitalizacja ciagla.

Kapitalizacja ciagla jest granicznym przypadkiem kapitalizacji z procentem
sktadanym w podokresach, gdy odsetki sa dopisywane w sposéb ciagly, a liczba
podokreséw zmierza do nieskoriczonosci.

Na rysunkach 1, 2 oraz 3 znajdujg si¢ wykresy, ilustrujace wzrost wartoSci
zainwestowanego kapitatu x = 1 dla rocznej, pétrocznej, kwartalnej, miesiecznej, ty-
godniowej i dziennej kapitalizacji odsetek dla rocznego, dwuletniego i pi¢cioletniego
okresu oszczgdzania. Im czestsza kapitalizacja, tym bardziej krzywa reprezentujaca
saldo jest ,,gtadsza”. Mozna réwniez tatwo zauwazy¢, ze wykres kapitalizacji ciaglej
to w rzeczywisto$ci funkcja e*.
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ciagle - e
dziennie
— tygodniowo
miesiecznie A
—— kwartalnie A
25 pélrocznie P
—— rocznie A~

y-stan

Q1 Q2 Q3 X - czas
05
0 0,25 05 0,75 1

Rysunek 1. Wykres zmiany (wzrostu) wartosci kapitalu w okresie jednego roku dla ré6znych
sposobow kapitalizacji odsetek
Zrédto: MathSpace.pl

ciagle -

— dziennie
tygodniowo
— miesiecznie
kwartalnie pi
— pétrocznie

6 ~ — rocznie

y - stan

Q1 Q2 Q3 X-czas Q1 Q2 Q3

0 0,25 05 0,75 1 1,25 15 175 2

Rysunek 2. Wykres zmiany (wzrostu) wartosci kapitalu w okresie dwéch lat dla ré6znych
sposobow kapitalizacji odsetek
Zrédto: MathSpace.pl
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ciagle - ¢*

—— dziennie
—— tygodniowo
miesigcznie
—— kwartalnie !
pélrocznie //

120 — rocznie /

y - stan

Rysunek 3. Wykres zmiany (wzrostu) wartosci kapitalu w okresie pieciu lat dla réznych
sposobow Kkapitalizacji odsetek
Zrédto: MathSpace.pl

Przyklady liczb przest¢pnych

Zbidr znanych liczb przestepnych nie jest bardzo liczny. W dalszej czeSci pracy
podamy wybrane przyktady takich liczb. Dowody ich przestepnosci sa w wick-
szoSci przypadkéw ztozone i obszerne, dlatego ograniczamy si¢ wylacznie do
zaprezentowania najbardziej znanych przyktadéw tych liczb, Swiadomie rezygnujac
z uzasadnienia ich przestepnosci. Celem tego podrozdziatu jest jedynie wskazanie
réznorodnosci tego zbioru.

— %, jesli a jest liczba algebraiczng i niezerowa.
— 7.
— Stata Liouville’a [7]

L= i 107"
n=1

— Stala Gelfonda e”, a takze e~ ™/2 = i, gdzie i to jednostka urojona. [9]

— a” gdzie a jest liczbg algebraiczna, ale r6zng od 0 i 1, b zas jest liczbg niewy-
mierng i algebraiczna, na przyktad: 2V2, nazywane stalg Gelfonda-Schneidera
lub liczba Hilberta. [10]

— sina, cosa, tga, coseca, seca, ctga i ich hiperboliczne odpowiedniki dla dowol-
nej niezerowej algebraicznej liczby a, wyrazonej w radianach.

— Liczba rzeczywista x, ktdra jest rozwigzaniem réwnania cosx = x (x jest wyrazo-
ne w radianach i nazywa si¢ punktem stalym funkcji cosinus), x ~ 0,739085133.

[8]
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— Stata Gaussa [3]
G =~ 0,8346268,

czyli odwrotnos¢ sredniej arytmetyczno-geometrycznej liczb 1 oraz v/2.

— Ina, jesli a jest liczbg algebraiczna, r6zng od 01 1.

— W(a), jesli a jest liczbg algebraiczng, niezerowg dla dowolnej gatezi funkcji
W Lamberta (czyli funkcji wielowartoSciowej, odwrotnej do funkcji
f(w) =we", gdzie w jest dowolng liczbg zespolong, a ¢" funkcja wyktadniczg),
na przyklad stata Q, czyli W(1).

— Vx,=e W(inx) — Wl(rll;cx) , zdefiniowane przy pomocy funkcji W Lamberta, dla
dowolnej liczby naturalnej jest albo liczbg catkowita, albo liczbg przestepna.

— Stala Cahena [2]

I 1 1 1
_Zsl—l T 2+6_E+W—m~0,643410546297

czyli nieskoficzony szereg utamkéw jednostkowych, z naprzemiennymi zna-
kami, zdefiniowany przy pomocy ciggu Sylvestera (ciggu liczb catkowitych,
w ktorym kazdy element ciggu jest iloczynem wszystkich poprzednich wyrazéw
powigkszonym o 1).

— Niektére wartosci funkcji gamma: I'(1/3), I'(1/4) oraz T'(1/6). [11]

Nierozwigzane zagadnienia dotyczace liczb przest¢pnych

Pomimo tego, ze Aleksander Gelfond i Theodor Schneider udowodnili przestep-
no$¢ wielu liczb, istniejg nadal takie matematyczne state, o ktérych nie wiadomo,
czy sa przestepne, czy nie. W pewnych przypadkach nie okre§lono réwniez, czy
nalezg one do liczb wymiernych, czy niewymiernych.

Duzym problemem w teorii liczb przestgpnych jest pokazanie, ze pewien zbidr
liczb jest algebraicznie niezalezny (podzbidr S ciata L jest algebraicznie niezalezny
od podciata K, jesli elementy S nie spelniajg zadnego nietrywialnego réwnania
wielomianowego o wspdtczynnikach w K). Pokazanie, ze pojedyncze elementy
zbioru sg przestepne nie dostarcza duzej iloSci informacji. Wiemy na przyktad, ze
liczby 7 i e sg przestepne. Nie mozna jednak na tej podstawie stwierdzi¢, czy na
przyktad ich suma jest przestepna.

Istnieje réwniez tak zwany problem tozsamosSciowy, ktéry polega na trudnosci
okreSlenia czy dane wyrazenie jest réwne 0.
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Podsumowanie

Liczby przestepne to bardzo ciekawy i obszerny problem z zakresu teorii liczb.
Chociaz przez lata liczbami niealgebraicznymi interesowato si¢ bardzo wielu ma-
tematykow, do tej pory odkryto jedynie matg ich cze$¢. Ponadto, wcigz istnieje
duzo nierozwigzanych probleméw dotyczacych tych liczb. Liczby przestepne to
zagadnienie, ktére nadal wymaga wielu badan oraz analiz matematycznych.
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Alicja Holowiecka !

Enigma (nie) do ztamania

Streszczenie

Niniejszy rozdziat przybliza histori¢ i metody tamania szyfru Enigmy. Przedstawione
sq podstawowe pojecia zwigzane z kryptografig oraz definicje matematyczne dotyczace
permutacji. Opisano proces rozwigzywania problemu szyfru Enigmy, zaréwno od strony
historycznej, jak i matematycznej. PodkreSlony zostat wkiad kryptologéw polskich oraz
brytyjskich. Krétko wspomniane sg takze losy zaangazowanych oséb po wojnie.

Stowa kluczowe: Enigma, kryptologia, kryptografia, historia, szyfr

Wstep

ZYamanie kodu Enigmy to jeden z bardziej kontrowersyjnych punktéw w historii
XX wieku. Z powodéw historycznych i politycznych, sprawa tego, kto i jak rozwigzat
zagadke tego szyfru, byta szeroko dyskutowana przez wiele lat, i nadal nie jest
w petlni jasna. W mojej pracy postaram si¢ przyblizy¢, jak dziatata najstynniejsza
na §wiecie maszyna szyfrujaca oraz opowiedzie¢ o matematycznych metodach
kryptoanalitycznych, wspominajac takze o historycznym tle tych wydarzen.

1. Ogodlnie o szyfrowaniu

Zanim przejdziemy do opowiesci o Enigmie, warto krétko przyblizy¢ pojecia
zwigzane z szyfrowaniem.

Szyfrem nazywamy funkcje¢ matematyczng, ktora jest wykorzystywana do szy-
frowania tekstu jawnego lub jego deszyfrowania [16].

Tekst jawny to wiadomos¢ przed zaszyfrowaniem, a wiadomo$¢ zaszyfrowana
to szyfrogram. Proces zamiany tekstu jawnego na szyfrogram nazywamy szyfro-
waniem.

Szyfr nazywamy inaczej kryptograficznym algorytmem szyfrujacym. Algo-
rytmy szyfrujace mozemy podzieli¢ na algorytmy ograniczone oraz algorytmy
z kluczem.

O algorytmie ograniczonym méwimy, jezeli sama jego znajomos$¢ pozwala na
odszyfrowanie szyfrogramu. Nie zapewnia on wysokiego poziomu bezpieczenistwa.

I Alicja Hofowiecka, Studenckie Koto Naukowe ,,KWATERNION", Wydziat Podstaw Techniki,
Politechnika Lubelska
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Innym, nieco bardziej bezpiecznym rodzajem szyfrow sa algorytmy z kluczem.
Zazwyczaj stosujemy w nich dwa klucze: jeden do szyfrowania i drugi do deszyfro-
wania. Wyrézniamy dwa rodzaje takich algorytmoéw:

— algorytmy symetryczne — klucz deszyfrujacy da si¢ wyznaczy¢ na podstawie
szyfrujacego i odwrotnie;

— algorytmy z kluczem publicznym - klucz szyfrujacy (nazywany takze kluczem
publicznym) jest inny niz klucz deszyfrujacy (prywatny) i nie mozna wyznaczy¢
klucza deszyfrujacego na podstawie znajomosci klucza szyfrujacego.
Historycznie szyfry musialy by¢ na tyle proste, aby cztowiek byl w stanie za-

szyfrowac i odszyfrowaé¢ wiadomos§¢. Obecnie dzigki mozliwoSciom komputeréw

szyfry mogg by¢ znacznie bardziej skomplikowane.

1.1. Steganografia

Jeszcze przed pierwszymi przypadkami szyfrowania, stosowano steganografie,
czyli starano si¢ ukry¢ sam fakt prowadzenia komunikacji, a nie jej tres¢.

Pierwsze wzmianki o uzyciu technik steganograficznych si¢gaja piatego wieku
przed nasza erg. W 499 r. p.n.e. tyran Miletu Histiajos byt przetrzymywany w Suzach
przez kréla perskiego. Chciat przekaza¢ wiadomos$¢ do swojego zigcia w Milecie,
aby ten rozpoczat powstanie przeciwko Persom. Aby nie wzbudzaé podejrzefi prze-
ciwnikéw, Histiajos ogolit glowe swojemu studze, wytatuowal na niej wiadomosé,
a kiedy wlosy odrosly, wystal postarica do Miletu. Tam ogolono mu glowe, odczy-
tano wiadomos¢ i rozpoczeto powstanie[10].

Z kolei w starozytnych Chinach wiadomosci zapisywano na kawatkach jedwa-
biu, ktére nastepnie zwijano w ciasny rulonik, pokrywano woskiem i zmuszano
goncéw do ich polykania. Nie ma dokladnej informacji na temat tego, jak odbiorca
odzyskiwat tak ukryta wiadomos¢.

Poza tym juz od czaséw starozytnych stosowano atrament sympatyczny, to jest
substancje, ktére sa bezbarwne w momencie pisania lub bardzo szybko traca barwe.
Wiadomo$¢ mozna potem odczytaé po podgrzaniu, w Swietle ultrafioletowym lub
przy uzyciu odpowiednich substancji chemicznych [15].

Jedna z blizszych wspdtczesnosci metod steganograficznych jest metoda mikro-
kropek, wynaleziona przez Niemcéw podczas drugiej wojny Swiatowej. Polegata ona
na uzyciu urzadzenia bedacego potaczeniem mikroskopu i aparatu fotograficznego.
Dzigki niemu zdje¢cia o wysokiej rozdzielczosci mozna pomniejszy¢ do bardzo
malych rozmiar6w, np. kartke A4 mozna pomniejszy¢ do rozmiaru kropki.

Pierwsze préby przesylania wiadomosci z pomocg mikrofotografii podejmowano
juz w 1871 r., kiedy to informacje udawato si¢ pomniejsza¢ do rozmiaru prosto-
kata 3cm x 4cm. Pomniejszanie zdje¢ do rozmiaru kropki dawato jeszcze wieksze
mozliwo$ci. Obecnie ta metoda jest wykorzystywana takze komercyjnie, np. do
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zabezpieczenia przed podrabianiem zetonéw w kasynie, do znakowania cennych
przedmiotéw [13].

Steganografia umozliwiala zatem catkiem skuteczne ukrycie wiadomosci. Jed-
nakze jesli wiadomos$¢ zostata odkryta, natychmiast byta zrozumiata. Dlatego za-
czeto si¢ zastanawia¢ nad ukryciem takze tre$ci komunikatu. W ten sposéb narodzita
sie kryptografia.

1.2. Kryptografia

Jednym z najstarszych i jednocze$nie najprostszych szyfréw jest szyfr podsta-
wieniowy. Polega on na tym, ze kazdy znak zast¢pujemy innym znakiem, np. liter¢
A zastepujemy przez P, litere B przez T itd.

Najprostsza wersja tego algorytmu jest nazywana szyfrem Cezara. Polega ona
na przesunieciu kazdej z liter o takg sama liczbe pozycji, np. przy przesunigciu o 3
pozycje litere A zapisujemy jako D, litere B jako E i tak dalej. Ten szyfr nazwany
jest na cze$¢ Juliusza Cezara, ktory stosowal w swojej korespondencji przesunigcie
o0 jedna lub o trzy pozycje.

Wersja algorytmu podstawieniowego z przesuni¢ciem o 13 jest nazywana ROT13.
W alfabecie facifiskim, ktéry ma 26 znakéw, ROT13 ma taka wtasnos¢, ze jego dwu-
krotne zastosowanie pozwala wrécié¢ do oryginalnej litery, tzn. ROT13(ROT13(x))=x.

Powyzsze przyklady sa prostymi szyframi podstawieniowymi. Wyrézniamy
jeszcze kilka rodzajéw szyfrow podstawieniowych, np. szyfr homofoniczny. Po-
lega on na tym, ze kazdy znak tekstu jawnego jest zastgpowany jednym z wielu
przyporzadkowanych mu znakéw.

Na przyktad, szyfr ksigzkowy zazwyczaj polega na szyfrowaniu kazdej litery
za pomocg trzech liczb: numeru strony, numeru wiersza i numeru znaku w tym
wierszu. Deszyfrowanie polega na znalezieniu odpowiednich liter w ksiazce, ktéra
jest kluczem. Obie strony musza uzgodni¢ doktadnie, jaka ksiagzka i ktére wydanie
bedzie uzywane. GIéwng wada tego szyfru jest czasochtonnosé.

1.3. Kryptoanaliza

Szyfry podstawieniowe dawaly si¢ ztamac za pomoca kryptoanalizy statystycz-
nej — wystarczylto zbada¢ czestotliwo$¢ wystepowania liter w tekscie (przyktadowo
dla jezyka angielskiego czgstosci prezentuja sie jak na rysunku 1).

Nalezy sprawdzié, z jaka czestotliwo$cia wystepuja litery w tekscie zaszyfro-
wanym. Jezeli zauwazymy, ze na przyktad litera ’S” pojawia si¢ w szyfrogramie
najczegsciej, to prawdopodobnie zastgpuje ona litere E”, i tak dale;j.
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Letter Percentage Letter Percentage
a 8.2 n 6.7
b 1.5 o 7.5
c 2.8 p 1.9
d 43 q 0.1
e 12.7 r 6.0
f 2.2 s 6.3
g 2.0 t 9.1
h 6.1 u 2.8
i 7.0 v 1.0
i 0.2 w 24
k 0.8 X 0.2
[ 4.0 y 2.0
m 2.4 z 0.1

Rysunek 1. Czestosé wystepowania liter w jezyku angielskim (Zrédto [S])

2. Poje¢cia matematyczne

Do opisu Enigmy oraz sposobéw tamania szyfru, ktérego uzywata, beda po-
trzebne pojecia matematyczne zwigzane z permutacjami. W tym rozdziale zostang
przypomniane najbardziej potrzebne z tych pojec.

Permutacja nazywamy wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie pewnego zbioru
na siebie [14]. Zbiér wszystkich permutacji zbioru X oznaczamy przez S(X). Jezeli
X ={1,2,...,n} to zbiér wszystkich jego permutacji mozemy oznaczy¢ przez S,.
Niech o € §,,. Wéwczas permutacje © mozna zapisac jako

( 1 2 ... n >
0= 5
ay ay ... a4y
gdziea;=oc(i)dlai=1,...,n.

Inaczej méwiac, permutacja zbioru n-elementowego to dowolny n-elementowy
ciag utworzony ze wszystkich wyrazéw tego zbioru. Liczba permutacji n-elemento-
wego zbioru wynosi n!.

Zbi6r S(X) wraz z dziataniem sktadania permutacji stanowi grupe nazywang
grupa permutacji.

Z1ozeniem permutacji 61, 0, € S(X) nazywamy permutacje
0,00 € S(X) dang wzorem

(02001)(x) =02 (01(x)) dlax € X.
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Przyktad ztozenia permutacji:

1 23 1 2 3 1 23

321 2 31) \2 13
Permutacja odwrotng do permutacji ¢ € S,,, 0 € S;;, odwzorowujacej wiersz
g6rny na dolny, jest permutacja 6! € S, odwzorowujaca dolny wiersz na gérny: aby

uzyskac jej zapis, nalezy zamieni¢ porzadek wierszy i (dla wygody) uporzadkowaé
rosngco kolumny. Przyktad permutacji odwrotne;j:

teetio— (12 3 wo o (1 23y (213 _(123
“\2 3 1) “\231) “\u23/"\213

Cyklem nazywamy permutacj¢ postaci

ay ay ... Qg1 ar Qg+l Ag+2 ... Ay
a) asz ... ay ay agy1 Qg2 -.. 4y

W zapisie cyklu pomijamy te elementy permutacji, ktére sg jej punktami stalymi.
Uproszczony zapis powyzszego cyklu wyglada nastepujaco:

(a1,az,...,a)

Przyktadem cyklu jest permutacja

1 3582467 1 3 5 8
(3 5812 46 7>_<3 5 8 l>_(1’3’5’8)
Kazda permutacje mozna przedstawi¢ jako ztozenie k roztacznych cykli, gdzie
oczywiscie k < n!. Przyktad rozktadu na cykle:

2 4
2 4
385 7 2 46

Transpozycja nazywamy cykl dtugosci 2.
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3. Enigma

Rozdziat ten przedstawia historie powstania, budowe i zasade dzialania maszyny
szyfrujacej Enigma. Przedstawione zostang réwniez procedury szyfrowania uzywane
przez niemieckie wojsko.

3.1. Historia i zasada dzialania

Zanim do uzycia weszly maszyny szyfrujace, nalezalo zachowaé réwnowage
miegdzy bezpieczeristwem szyfru a jego uzytecznos$cia. Na przyktad, ci¢zko byto
korzysta¢ z szyfru jednorazowego, ktéry do kazdej litery stosowat inny szyfr pod-
stawieniowy. Z kolei zwykly szyfr podstawieniowy byt bardzo tatwy do ztamania.
Kompromisem byl m. in. szyfr Vigenere’a, ale zostal on ztamany w 1854 r. Z tego
powodu szukano nowych metod szyfrowania.

Szyfrowanie za pomocg maszyny otworzylo mozliwos$¢ uzywania wigkszej ilosci
szyfrow podstawieniowych, jednoczesnie szyfrogram byl prosty do odszyfrowania
— wystarczylo mie¢ odpowiednig maszyne¢. Najbardziej znana — niemiecka Enigma
— zostala wyprodukowana w latach 20. XX w.

Produkcje maszyny szyfrujacej Enigma rozpoczeto w roku 1918 w Niemczech
w firmie Scherbius & Ritter. Byta uzywana od lat 20. XX wieku, poczatkowo komer-
cyjnie, a naste¢pnie takze wojskowo. Artur Scherbius opatentowat Enigme w 1928 r.
Co ciekawe, nie byta to pierwsza maszyna szyfrujaca oparta na mechanizmie wir-
nikéw. Scherbius musial najpierw w 1918 r. wykupi¢ patent od holenderskiego
wynalazcy Hugo Kocha.

Zaleta Enigmy bylo to, ze nawet gdyby wrég posiadal maszyne, to kombi-
nacji bylo tak wiele, ze (jak si¢ zdawalo) niemozliwe bylo rozszyfrowanie wia-
domosci w rozsadnym czasie.

Z punktu widzenia szyfranta, obsluga tego urzadzenia niewiele si¢ réznita od
pisania na maszynie. Nalezato wcisnaé klawisz z litera, ktora chce si¢ zaszyfrowac.
Powyzej klawiatury, pod§wietlat si¢ zaszyfrowany odpowiednik tej litery. Deszyfro-
wanie wygladato w ten sam sposéb, nalezato jedynie mie¢ Enigme z takimi samymi
ustawieniami jak ta, ktéra wczedniej zaszyfrowata wiadomos¢.

Enigme zazwyczaj obstugiwaly dwie osoby — jedna naciskata klawisze, a druga
zapisywala szyfrogram. Zaszyfrowang wiadomos¢ wysytano radiowo przy uzyciu
alfabetu Morse’a.

Podstawowa, komercyjna wersja Enigmy, sktadata si¢ z klawiatury, trzech wirni-
kéw i pod$wietlanego panelu z literami. Dookota kazdego wirnika znajdowalo si¢
26 stykow, kazdy odpowiadajacy jednej literze alfabetu. Po kazdym zaszyfrowaniu
pojedynczej litery, prawy wirnik obracal si¢ o 1/26 petnego obrotu. Kiedy wykonat
pelny obrét, wéwczas Srodkowy wirnik obracat si¢ o 1/26 obrotu. Podobnie lewy



Enigma (nie) do ztamania 79

Rysunek 3. Wirniki Enigmy (Zrodlo: Wikipedia)

wirnik obracat si¢ o 1/26, kiedy Srodkowy wirnik zakoriczyt petny obrét. W ten
sposob kazda litera byta szyfrowana za pomocg innego szyfru, a skoro kazdy wirnik
miat 26 mozliwych pozycji, to w sumie uzyskujemy 26> mozliwosci.
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Dodatkowo, 3 wirniki mozna byto ustawi¢ na 3! sposobéw, tak wiec liczbe 26°
nalezatoby przemnozy¢ przez 6, co daje 105 456 mozliwych potozen.

Impuls elektryczny przeplywat przez 3 wirniki, a nast¢pnie trafial do bgbna
odwracajacego, ktéry wysytat go z powrotem, inng droga. Ten spos6b szyfrowa-
nia zapewnial symetrycznos$¢ — szyfrogram dalo si¢ odszyfrowac, majac Enigme
z doktadnie takimi samymi ustawieniami poczatkowymi.

Beben Lewy Srodkowy Prawy
odwracajacy  wirnik wirnik wirnik

Pt

@
[
@

- <« Prawy wirnik
obraca sie o jedng
pozycje

Rysunek 4. Przeplyw pradu w Enigmie — wersja bez lacznicy (Zzrédlo: Wikipedia)

Tak wygladata komercyjna wersja Enigmy, dostepna publicznie (uzywano jej np.
w bankach). Nastepnie stworzono wersj¢ wojskowa. Ogélna zasada dzialania nie
réznifa si¢ od powyzszej, a ulepszenia byty tajne. Sposoby zdobycia tych informacji
zostang przedstawione w dalszych rozdziatach.

3.2. Enigma wojskowa

Zanim Enigma znalazta zastosowanie militarne, uzywano maszyn w wersji
handlowej. Taka Enigma byla produkowana parami: dane dwie maszyny mialy
identyczne ustawienia skrajnych, nieruchomych bebnéw, wigc tylko one byty w stanie
si¢ ze soba komunikowac. Maszyny wojskowe wszystkie miaty identyczne ustawienia
bebna wstepnego oraz odwracajacego, tak wigc kazda maszyna wojskowa mogta
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sie¢ komunikowac z kazda. Wersja wojskowa Enigmy posiadata takze dodatkowy
element w postaci tacznicy, gdzie dowolne dwie litery dato si¢ potaczy¢ kablem, co
zwigkszalo poziom skomplikowania szyfru.

Budowa Enigmy wojskowej ulegata zmianom. Poczatkowo szyfranci mieli do
dyspozycji 3 wirniki, a na tacznicy taczono 6 par liter. W ramach ulepszen procesu
szyfrowania, liczbe wirnikéw w trakcie wojny zwiekszono do 5 (z ktérych wybierano
3 na kazdy dzien), a liczba par na tacznicy wynosita 8, a jeszcze p6zniej 10.

Na liczbe mozliwych ustawien Enigmy skladaly si¢ nastepujace czynniki:

— pierwszy rotor wybieramy z pieciu, potem drugi z czterech i trzeci z trzech, co
51

daje 5-4-3 lub w innym zapisie W,

— kazdy z rotoréw ma 26 mozliwych pozycji wyjsciowych, co daje 26°;
26!

— natacznicy 20 z 26 liter mozna potaczy¢ w pary na sposobow, ale

(26 —20)!

kolejnos¢ taczenia w pary nie ma znaczenia (A potaczone z B to to samo co B

potaczone z A), wiec dla kazdej pary trzeba by ten wynik podzieli¢ przez 2, czyli

dla 10 par dzielimy przez 2'°. Dodatkowo, nie ma znaczenia kolejnos¢, w jakiej
26!

podtaczymy 10 kabli, dlatego dzielimy przez 10!, co daje (26—20)! 10 701°

Ostatecznie mamy wynik

5!
(5-3)1

26!
(26 —20)!-210- 10!

267 - =158 962 555 217 826 360 000
mozliwych ustawiert Enigmy, czyli ponad 158 kwadrylionéw [7]. Liczba ta jest
o tyle watpliwa, ze Niemcy czesto wprowadzali ulepszenia do militarnego modelu
Enigmy, i pod koniec wojny by¢ moze tych ustawien byto jeszcze wiecej [3].

3.3. Procedury szyfrowania

Procedury szyfrowania zmieniaty si¢ wielokrotnie przed i podczas drugiej wojny
Swiatowej. Dla przykladu przedstawimy te, ktére byly stosowane od roku 1938,
a w rozdziale dotyczacym tamania kodu Enigmy bedziemy wspominaé, jakie proce-
dury byly aktualne w danym momencie.

Na dany kwartal wybierano kolejno$¢ bebenkéw ruchomych (ktdre trzy z pieciu
wirnikéw bedg uzywane i w jakiej kolejnosci, np. II, IV, I). Oprécz tego, kazdego dnia
nalezato inaczej ustawi¢ wirniki, byl to tzw. klucz dzienny (poczatkowe ustawienie
wirnikéw na dany dziefi, np. A, L, R). Te informacje byly podane w specjalnych
tabelach wytacznie do wiadomosci niemieckiego wojska. Dla zwickszenia bezpie-
czenstwa, klucza dziennego uzywano w kazdej depeszy tylko i wytacznie po to, zeby
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zaszyfrowac kolejny klucz, tzw. klucz indywidualny, inny dla kazdej depeszy. Byly
to trzy litery (indywidualne ustawienie poczatkowe), szyfrowane na poczatku kazdej
depeszy dwukrotnie, aby uniknaé niebezpieczenstwa pomyiki. Potem okazato sig,
ze podwdjne szyfrowanie klucza byto btedem.

Geheime Kommandosache! Arwee-Stabs-Maschinenschliissel Nr. 28 N 00008
fiir' Oktpber 1944

Rysunek 5. Tabele szyfréw, rok 1944 (zZrédlo [6])

Aby dokonaé deszyfracji, odbiorca ustawial Enigme wedtug klucza dziennego,
i za jego pomocg odszyfrowywal klucz indywidualny. Nastepnie przestawial swoja
maszyn¢ zgodnie z kluczem indywidualnym, i dopiero wtedy mégt rozszyfrowaé
depesze.

4. Lamanie kodu Enigmy

W tym rozdziale zostang opisane r6zne metody tamania szyfru Enigmy, ktére
byly stosowane przez Polakéw, a nastgpnie ulepszane i uzywane przez Brytyjczykow.

4.1. Polska

Kiedy zaczeto wylapywaé niemieckie depesze zaszyfrowane Enigma, nikt nie
sadzit, ze to prawdziwe wiadomosci, bo brzmiaty jak betkot. Myslano, ze to podstep
Niemcoéw, aby zmusi¢ wrogéw do straty czasu na préby rozszyfrowania. Jednakze
,enigmatycznych” wiadomosci byto coraz wigcej, az w koncu staly sie gtéwnym
Srodkiem komunikacji niemieckiego wojska.
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Moment, kiedy polskie wojsko zaczeto si¢ interesowa¢ Enigma, mozna dato-
wac na przelom 1927 i 1928. Wtedy przez przypadek do Polski trafita tajemni-
cza przesylka. Niemcy zazadali natychmiastowego zwrotu, co wzbudzito czujnosé
urzednikéw celnych. Ci zawiadomili Biuro Szyfréw (poniewaz przesytka rzekomo
zawierala sprzet radiowy). Pracownicy Biura potajemnie otworzyli paczke, ktéra
—jak si¢ okazato — zawierata Enigme. Byta to tylko komercyjna wersja maszyny, wiec
nie przydata si¢ zbytnio polskiemu wojsku. Jednakze byl to pierwszy kontakt Biura
Szyfréw z Enigma. Maszyne sfotografowano, a nastepnie zapakowano i odestano,
bez §ladéw otwierania przesyiki.

Polskie Biuro Szyfréw bardzo szybko zorientowalo si¢, ze beda potrzebni na-
prawde Swietni kryptolodzy, aby rozwiazaé problem Enigmy. Juz na przetomie lat
1928 i 1929 na uniwersytecie w Poznaniu otworzono kurs kryptologii dla studentéw
koniczacych studia matematyczne i biegle wtadajacych jezykiem niemieckim (jak
sie potem miato okazac, wazniejsza byta znajomoS$¢ matematyki niz jezyka).

Od strony wywiadu wojskowego, niemozliwa do przecenienia jest rola Fran-
cuz6éw, m. in. generata (a wtedy jeszcze kapitana) Gustave Bertranda. W 1932 r.
zdoby? on i dostarczyt polskiemu wojsku bardzo cenne materialy, takze na temat
Enigmy, przy pomocy innej waznej postaci w historii famania kodu Enigmy, jakg
byl Hans-Thilo Schmidt, ps. Aché lub Zrédto D. Byt on pracownikiem niemieckiego
Biura Szyfréw oraz mlodszym bratem generata Rudolfa Schmidta (,,ulubiony generat
Hitlera”). Od lat 30. XX w. sprzedawat Francuzom m. in. instrukcje i biezace kody
do obstugi Enigmy, a takze inne informacje wojskowe i dyplomatyczne. W 1943 r.
zostal aresztowany i popetnit samobdjstwo w celi. Materialy dotyczace Enigmy zdo-
byte przez Asché poczatkowo zostaly uznane przez wywiad francuski (a nastgpnie
brytyjski) za nieistotne, poniewaz nie potrafili ich wykorzysta¢ do rozszyfrowania
kodu Enigmy. Dopiero po przekazaniu tych informacji Polakom okazaly si¢ one
niezwykle pomocne [11].

Najwazniejszymi postaciami w Polsce zwigzanymi z Enigma byli trzej ab-
solwenci poznanskiego kursu kryptologii: Marian Rejewski, Jerzy Rézycki oraz
Henryk Zygalski.

4.1.1. Matematyczny opis Enigmy

Z trzech polskich kryptologéw, poczatkowo jedynie Mariana Rejewskiego wta-
jemniczono w istnienie Enigmy i poproszono o prac¢ nad ztamaniem kodu. Sprébo-
watl on zbudowa¢ matematyczny model opisujacy ta maszyne szyfrujaca.

Kazde ustawienie Enigmy mozna zapisa¢ jako pewna permutacje, ktéra da-
nej literze przyporzadkowuje inng litere. Z powodu opisanych wczesniej obrotow
bebenkéw, po kazdym nacis$nieciu klawisza dostajemy inng permutacje.
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Bebenki

i—

A S D F G H ] K Lampki

A s D F G H J K Klawiatura

Q W E R T z u H o tacznica
A S DI F G H: J K wtyczkowa
v s
i

Rysunek 6. Przeplyw pradu w Enigmie wojskowej z Iacznicg (Zrédlo: Wikipedia)

Przyjmujac oznaczenia takie jak na rysunku 6, oraz oznaczajac permutacje facz-
nicy jako S, przeptyw pradu w Enigmie mozna by zapisa¢ jako iloczyn permutacji.

SHNMLRL ‘M~ 'H~'s7!

Jednakze po kazdym naci$nigciu klawisza beben N wykona 1/26 obrotu. Zatem
i-tg litere kazdej depeszy przeksztalcata permutacja

Ai=S'H'PTINT ' PM L'\ RLMPINPIHS, i =1,2,3...

gdzie P = (12 3 ... 24 25 26) byla permutacja spowodowang obrotem wirnika N
(liczby od 1 do 26 oznaczaly kolejne litery alfabetu). Dzieki budowie bebenka R
mamy A; = A; !

Warto zaznaczy¢, ze w momencie rozpoczynania obliczefi Rejewski miat do
dyspozycji jedynie komercyjna wersje Enigmy, nie znat okablowania ani doktadnej
budowy Enigmy wojskowej, korzystal z zaszyfrowanych depesz przejmowanych
kazdego dnia.

Procedura szyfrowania wygladala nast¢pujaco: szyfranci mieli do dyspozycji
3 wirniki, ktérych kolejno$¢ byta zmieniana co kwartal. Poczatkowe ustawienia
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wirnikéw zmieniano codziennie o pétnocy, a klucz indywidualny szyfrowano dwu-
krotnie.

Pierwsza rzecz jaka rzucita si¢ w oczy polskiemu matematykowi, to fakt, ze
kazda depesza zaczyna si¢ od grupy 6 znakéw — domyslit sie, ze to zaszyfrowany
klucz dla kazdej depeszy.

Przyktadowe klucze 6-literowe:

aug amn maw uxp sug smf
bnh chl nxd qtu  tmn eby
cik bzt nlugfz  taaaxb
ddbvdv  obudlz usenwh
ejp ips pvj feg vii pzk
fbr kle qgalyb  vii pzk
gpb zsv rjl wpx  vqz pvr
ikg jkf SYyX SCW XIS gnm
khb xjv  syxscw  ypc osq
khb xjv  syxscw  ypcosq
maw uxp sugsmf  zsjywg

Pamigtamy, ze 3-literowy klucz byl szyfrowany dwukrotnie, zatem czwarta litera
to ta sama co pierwsza, pigta to ta sama co druga, a szdsta to ta sama co trzecia.

Te permutacje, generowane przez pierwszych 6 liter, oznaczamy jako A, B, C, D,
E, F. Nastepnie nalezy wypisa¢ wszystkie cykle, najpierw dla pierwszej i trzeciej
litery, a nastepnie kolejno dla dwéch pozostatych par.

Na przyktadzie podanych wyzej kluczy, patrzac na pierwsza i trzecig litere, tatwo
zauwazy¢ na przyklad, ze a przechodzi w a (pierwszy klucz), wigc jest to cykl
dtugosci jeden. Z drugiego i trzeciego klucza widzimy, ze b przechodzi w ¢, a ¢
w b, co daje cykl dtugosci dwa (bc).

W przyktadzie podanym przez Rejewskiego w jego wspomnieniach mamy [9]:

AD = (a)(bc)(dvpfkxgzyo)(eijmunglht)(rw)(s)
BE = (blfqveoum)(hjpswizrn)(axt)(cgy)(d)(k)
CF = (abvikt jg fcqny)(duzrehlxwpsmo)

OczywiScie uktad ten kazdego dnia byt inny, ale zawsze posiadal nastepujaca
ceche:

Cykle danej dtugosci wystepowaly w kazdym wierszu (AD, BE oraz CF) zawsze
w liczbie parzyste;j.

Rejewski nazywat taki uktad ukladem charakterystycznym lub w skrécie cha-
rakterystykg danego dnia.
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Polski kryptolog skorzystat z dwéch twierdzeni, gdzie drugie jest odwrotne do
pierwszego.

Twierdzenie 4.1. Jezeli dwie permutacje X i Y tego samego stopnia sktadajq sie
z samych transpozycji rozigcznych, to w iloczynie XY wystepujq cykle rozlgczne
tej samej dtugosci w liczbie parzystej

Twierdzenie 4.2. Ze jezeli w jakiejkolwiek permutacji (stopnia parzystego) cykle
roztgczne tej samej diugosci wystepujq w liczbie parzystej, to permutacje te¢ mozna
uwazac za iloczyn XY dwoch permutacji X i Y, z ktorych kazda utworzona jest
z samych transpozycji roztgcznych.

Zastosowanie powyzszych twierdzen w przypadku Enigmy bylo uzasadnione tym, ze
dzieki bebenkowi odwracajacemu np. jezeli A przechodzito w W, to przy tym samym
ustawieniu W przechodzito w A — permutacje faktycznie sktadaly si¢ z samych
transpozycji.

Rejewski wykazat takze, ze
1. litery wchodzace do jednej transpozycji permutacji X lub Y wchodza zawsze do

dwéch réznych cykli permutacji XY
2. jezeli dwie litery znajdujace si¢ w dwodch réznych cyklach tej samej diugosci

w permutacji XY naleza do tej samej transpozycji, to sgsiadujace z nimi litery

(jedna z prawej, druga z lewej strony) tez naleza do tej samej transpozycji.

W tej pracy nie zostang przedstawione dowody powyzszych twierdzein, poniewaz
ma ona charakter raczej popularnonaukowy, wiec wiekszy nacisk bedzie polozony
na to, jak kryptolodzy wykorzystali te twierdzenia w praktyce.

Oprdcz tego, ze posiadali wiedze matematyczng, pracownicy Biura Szyfrow
dobrze poznali zwyczaje niemieckich szyfrantéw, i wiedzieli, ze ci na klucze jedno-
razowe wybierali czgsto kombinacje liter takie jak aaa, bbb i tym podobne.

Zalézmy wigc, ze wsrdd naszych kluczy znajduje si¢ klucz aaa. Poniewaz w ilo-
czynie AD litery a i s tworza cykle jednoliterowe, to litera a po zaszyfrowaniu
powinna przejs¢ w s.

Niech dane bedg przyktadowo klucze

sug smf

sjm spo
SyX scw

Pierwszy klucz: sug smf, nie mégt powstaé z zaszyfrowania liter aaa. Patrzac
bowiem na permutacje BE, mamy, ze litera u wchodzi w skfad cyklu 9-literowego,
podczas gdy litera a znajduje si¢ w cyklu trzyliterowym.
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Drugi klucz: s jm spo nie mégt powsta¢ z zaszyfrowania aaa z podobnych powo-
déw jak powyze;j.

Trzeci klucz: syx sew mégt powstaé z zaszyfrowania aaa, poniewaz:

y i a znajduja si¢ w dwoch réznych cyklach trzyliterowych permutacji BE,
x i a znajduja si¢ w dwoch réznych cyklach 13-literowych permutacji CF,
c i a znajduja si¢ w dwoch réznych cyklach 3-literowych permutacji BE,

w i a znajduja si¢ w dwoch réznych cyklach 13-literowych permutacji CF.

OczywiScie powyzsze rozwazania nie stanowig dowodu, ze ten szyfr faktycznie
oznaczal aaa, ale dla danych z tamtego dnia, przy zatozeniu ze syx scw oznacza
aaa aaa, wiele z pozostatych kluczy dato si¢ rozszyfrowaé jako bbb, ccc i tym
podobne.

Co ciekawe, do osiggniecia tego wyniku nie byta potrzebna znajomo§¢ ustawien
bebenkéw ani kluczy dziennych. Wystarczyto jedynie mie¢ sporg ilo§¢ depesz
z danego dnia (okoto 60 sztuk) a takze znajomos¢é zwyczajow szyfrantow.

Rejewski w sposob podany powyzej odczytywal pierwsze wiadomoSci w ostat-
nich dniach 1932 r. Byt to pierwszy przelom jesli chodzi o Enigme.

W péZniejszej fazie wojny szyfranci byli doktadniej pilnowani, m. in. zabroniono
uzywania kluczy, ktére sktadaty sie z 3 takich samych liter. Jednakze jest niemozliwe,
aby cztowiek wybrat 3 catkowicie losowe litery, wiec zamiast tego zwyczaju pojawily
si¢ inne, np. gwe, asd i inne zwigzane z ulozeniem liter na klawiaturze.

4.1.2. Okablowanie Enigmy

Rejewski posiadal jedynie wersje handlowg Enigmy, zachodzita wigc potrzeba
poznania okablowania maszyny wojskowe;j.

Zgodnie ze wczesniejszymi oznaczeniami i opisem przeptywu pradu w maszynie,
permutacje A-F mozna przedstawi¢ jako

A=SHPNP 'MLRL'M~'PN- P~ '1H 57!
B=SHP’NP >MLRL 'M~'P>’N-'Pp2H 5!

F = SHP°NP °MLRL 'M'P°N~-'Pp 15!

W tych réwnaniach zaktadamy, ze dla pierwszych sze$ciu znakéw obracat si¢
jedynie prawy bebenek (zatozenie to jest stuszne w %—é ~ 80% przypadkéw).
Podstawiajac
Q=MLRL 'M™!

mamy
A=SHPNP 'QPN~'P'H 157!
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B=SHP’NP2oP’N~'Pp2H 57!

F = SHP°NPQPN~'pSH 157!

gdzie niewiadome s3 permutacje S, H, N, Q.
W Enigmie handlowej permutacja H bgbenka wstepnego miata nastepujacy
postac:

H_qwertz---nml
“\a b cd e f - x y z

Czyli gérny wiersz przedstawia ulozenie liter na klawiaturze, a dolny kolejno$¢
alfabetyczng.

Rejewski przyjal zalozenie, ze w wojskowej Enigmie ta zalezno$¢ jest taka sama.

Zatem pozostawaly trzy niewiadome S, N i Q.

Pod koniec 1932 r. dostarczono Rejewskiemu fotokopie dwdéch tablic kluczy
dziennych na wrzesien i pazdziernik 1932 r. Tablice zawieraly m. in. potgczenia na
Tacznicy, wiec permutacja S byla teraz znana.

Zatem permutacje H i S mozna przenies$¢ na lewg stron¢ réwnan.

H 'S'ASH = PNP~'QPN~ P!
H™'S7'BSH = PPNP2QP’N~'p?

H'S7'FSH = PP NP QP°N~1P~©

Nastepnie kazde z réwnan przemnazamy lewostronnie przez P~' oraz prawo-
stronnie przez P'. Lewe strony rownan oznaczamy przez U, V, ..., Z.

U=P 'H'S'ASHP = NP~ 'QPN~!
V=P 2H 'S'BSHP? = NP 'QPN!

Z=P °H'ST'FSHP®* = NP~ 'QPN~!

Teraz tworzymy iloczyny, przemnazajac po dwa kolejne réwnania.

UV =NP ' (QP~'QP)PN~!
VW =NP2(QP 'QP)P’N~!
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YZ=NP>(QP 'QP)P°N™!

Po wyeliminowaniu wspélnego wyrazenia QP! QP otrzymujemy uktad czterech
réwnafi z jedng niewiadomg NPN !

VW =NP !N~ (UV)NPN™!

WX =NP'N'(VW)NPN~!
XY =NP'N"'(WX)NPN~!
YZ=NP 'N !(XY)NPN~!

Widaé, ze wyrazenie VW jest przeksztatcone z wyrazenia UV za pomoca per-
mutacji NPN~!, podobnie wyrazenie WX jest przeksztatcone z VW.

Podstawiajagc VW pod UV na wszystkie mozliwe sposoby otrzymujemy kilka-
dziesigt mozliwych rozwigzan.

Analogicznie dla WX podstawianego pod VW. Jedno z tych kilkudziesieciu
rozwigzan powinno by¢ identyczne w obu powyzszych przypadkach.

W powyzszy sposéb otrzymali$my szukang permutacje NPN~!. Teraz mamy 26
przypadkéw dla permutacji P, zaleznie od skrecenia bebenka (pozycji poczatkowej).

Jednakze, Rejewskiemu nie udato si¢ znaleZ¢ ani jednego rozwigzania. Anali-
zujac swoj tok myslenia, doszedt do wniosku, ze jedyny btad méglt popetnié przy
permutacji H, poniewaz byla to jedyna rzecz, ktérg zgadt, a nie obliczyl.

Rejewski pomyslal, ze skoro litery nie sg potaczone w kolejnosci alfabetycznej, to
moze przeksztatcenie H jest identycznoScia. Przy tym zatoZeniu udato si¢ rozwigzaé
réwnania, a wigc odkry¢ okablowanie wirnikéw Enigmy.

Jako ciekawostke warto dodaé, ze brytyjscy kryptolodzy natrafili na taki sam
problem z permutacja H, ale odrzucili pomysl, Ze H moze by¢ identycznoscia,
poniewaz wydawat im si¢ zbyt prosty.

4.1.3. Metody dekryptazu

Polacy wynaleZli kilka metod tamania kodu Enigmy, ktére byly rozwijane wraz
z ulepszeniami wprowadzanymi przez niemieckie wojsko:
— metoda rusztu;
— metoda ,,anx”;
— metoda zegarowa;
— karty charakterystyk;
— ptlachty Zygalskiego;
— bomba Rejewskiego.
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4.1.4. Metoda ,,anx”

Metoda wykorzystywala fakt, ze wiele niemieckich depesz zaczynalo si¢ od
stowa ,,an” (,,do”’) oraz litery ,,x”’, ktéra oznaczala odstep.

Przyjmujac przypuszczenie, ze depesza zaczyna si¢ od ,,anx”, i znajac uprzednio
klucz dzienny, postepowac nalezato w sposéb opisany ponize;j.

Przyktadowo niech depesza zaczyna si¢ od liter ,,tuv”. Zaktadajac, ze przypusz-
czenie byto poprawne, oznaczaltoby to, ze litera ,,a” zostata zaszyfrowana jako ,,t”.
Pamigtajac, ze szyfr jest symetryczny, nalezy teraz wciskac litere ,,t” tak dtugo, az
zapali si¢ ,,a”. Gdy zapali si¢ ,,a”, nalezy sprawdzié, czy litery ,,u” i ,,v’ w tym
ustawieniu szyfruja ,,n” i ,x”.

Byla to metoda niezawodna, ale w najgorszym przypadku trzeba by wcisnaé
klawisz ,,t” 17 576 razy.

4.1.5. Metoda zegara

Metoda zegara byla jednyng metoda niezwigzang z teorig grup, ale raczej ze
statystyka i z wiedza o jezyku.

Metoda zegara miala na celu ustalenie, ktéry wirnik zajmuje skrajna prawa
(,,najszybsza”’) pozycje.

Wsréd depesz z danego dnia nalezato znaleZ¢ dwa klucze, ktére réznily sie tylko
na trzeciej pozycji, np. CCE i CCH.

Depesze takie nalezalo zapisa¢ jedna pod druga, z odpowiednim przesuni¢ciem,
tak, aby litery szyfrowane w ten sam spos6b byty w jednej kolumnie. W przypadku
kluczy CCE i CCH oznaczaloby to przesunigcie o trzy znaki.

Jezeli depesza liczyta kilkadziesiat znakéw, to na pewno musial nastapi¢ przeskok
Srodkowego wirnika. W kazdym z wirnikéw zaczep przesuwu znajdowat si¢ w innym
miejscu, wigc znalezienie przesuni¢cia pozwalalo jednoznacznie zidentyfikowaé
wirnik.

Miejsce przeskoku mozna byto znaleZ¢ dzigki koincydencjom (w danej kolumnie
pojawiaja sie dwie takie same litery).

Miara czesto$ci wystgpowania par takich samych liter bywa okre§lana indeksem
koincydencji.

Dla jezyka niemieckiego indeks koincydencji wynosi okoto %, a dla przypad-
kowo ustawionych liter ta warto$¢ spada do %.

Uktadajac szyfrogramy w sposéb opisany powyzej, jezeli zostaly zaszyfrowane
przy uzyciu tego samego klucza, to prawdopodobienistwo wystapienia dwdch takich
samych liter powinno wynosi¢ okolo 8%. Jezeli ta czesto$¢ byta nizsza, oznaczato
to, Ze nastapil przeskok.

Polskim kryptologom ta metoda skojarzyla si¢ z wpatrywaniem si¢ w zegar
i czekaniem, az wybije kolejna godzina, stad nazwa.
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4.1.6. Metoda rusztu

Metoda rusztu stuzyla do zidentyfikowania potaczen na tacznicy. Uzywana
byla w latach 1936-1938.

W momencie uzywania tej metody, Polacy umieli juz znajdowa¢ klucze indywi-
dualne, znali takze okablowanie wirnikéw, wiec permutacja na facznicy byla jedyna
niewiadoma.

Pamietajac o tym, ze permutacja bebenka wstepnego H jest identycznoscia,
mozemy dla i-tej litery w depeszy zapisac:

Ai — S*lefo*lelP)H*iflQP7x7i+1NPX+iflS i=1.....6
gdzie

Q=P M '"PPPIN"'P'RPENP'POMP’, x,y,2=0,...,25.

Roéwnanie to przeksztatcono tak, aby Q bylo po lewej stronie.
Q — P—x—i+1NPx+i—]SAiS—IP—X—H-lN—lPx+i—1 i=1.....6

gdzie niewiadomymi sg x oraz permutacja S.

Dla kolejnych warto$ci wyktadnika x wypisywano wszystkie 6 wartosci Q. Dla
wszystkich wyktadnikéw oprécz jednego te wartosci si¢ réznity.

Wyktadnik x, dla ktérego wszystkie wartoSci Q byly réwne, wyznaczat pozycje
startowa pierwszego wirnika.

Dla usprawnienia procesu, kolejne potegi permutacji wirnikéw byly wypisane
na arkuszach papieru, w ktérych wycieto 6 otworéw (wlasnie od tych arkuszy, tak
zwanych rusztéw, metoda wzigta swoja nazwe).

Permutacje A-F byly wypisane na drugim arkuszu, ktéry przesuwano pod rusz-
tem. W teorii w jednym z potozen permutacje Q we wszystkich 6 otworach powinny
by¢ réwne.

Jednakze w rzeczywistosci te permutacje r6znily si¢, ze wzgledu na dziatanie
Tacznicy. Byly jednak na tyle podobne, ze dawato si¢ rozpozna¢ wlasciwe rozwiaza-
nie.

W otrzymanej w ten sposéb pozycji nalezato dokonac takiej zamiany liter, aby
wszystkie permutacje Q faktycznie byly réwne. Te zamienione litery byly szukanymi
parami pofaczen na tacznicy.

4.1.7. Cyklometr

Cyklometr byl pierwsza maszyna, ktorg Polacy skonstruowali, by poméc sobie
w rozszyfrowywaniu depesz.
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Maszyna skladata si¢ z podwdjnego zestawu wirnikéw takich jak w Enigmie
(kazdy wirnik byl podwojony, z czego jeden byt przesunigty w stosunku drugiego
o 3 pozycje, jak w kluczu dziennym).

Rysunek 7. Cyklometr (Zrédlo: https://enigma.umww.pl/)

Urzadzenie to miato na celu wyznaczanie dlugosci cykli odpowiadajacych da-
nemu ustawieniu poczatkowemu. Mozliwych ustawieri byto 3!- 263 = 105456. Ma-
szyna postuzyla do utozenia tzw. kart charakterystyk, z ktérych nastepnie mozna
bylo odczytac ustawienia poczatkowe na dany dzien na podstawie diugosci cyKkli.

Skatalogowanie wszystkich charakterystyk zajeto ponad rok, ale dzigki nim dato
sie ustali¢ klucz dzienny juz w kilkana$cie minut (mowa tu o roku 1935).

Najbardziej cenione byly cykle jednoliterowe, poniewaz te dato si¢ odnalez¢ na
podstawie pojedynczej depeszy. Polscy kryptolodzy nazywali je ,,samiczkami”, stad
cyklometr bywat zartobliwie okreslany ,,seksmaszyng”.

4.1.8. Plachty Zygalskiego

Plachty Zygalskiego stanowily nowa wersje kart charakterystyk cyklicznych
Rejewskiego.

Zaczeto ich uzywac w roku 1938, po ulepszeniach ze strony niemieckiej (wy-
miana walca odwracajacego w listopadzie 1937).

Kazda ptachta odpowiadata jednemu z 26 ustawien lewego wirnika, ktéry obracat
sie najrzadziej, wiec najprawdopodobniej byt nieruchomy. Pfachta na krawedziach
miata wypisane litery alfabetu. O$ pozioma odpowiadata Srodkowemu wirnikowi,
a pionowa prawemu. W ten spos6b na ptachcie byly wszystkie mozliwe kombinacje
dla danego ustawienia wirnika lewego. Na plachcie wycinano otwory w miejscach,
gdzie znajdowaly si¢ punkty stale w danej permutacji.
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Ze wzgledu na oszczednos$¢ miejsca i wygode, na kazdym arkuszu znajdowaty
si¢ cztery matryce 26x26.

Zestaw do deszyfracji sktadat si¢ z 6 kompletéw po 26 perforowanych arku-
szy. Kazdy komplet odpowiadal ustawieniu trzech wirnikéw w danej kolejnosci.
W sumie dawato to 156 arkuszy, kazdy miat ponad tysigc otworéw.
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Fiz. 8. Diagram of the perforated sheet

Rysunek 8. Plachta Zygalskiego. Dla oszcze¢dnosci drukowano po 4 plachty na jednym arkuszu
(zrédlo: Wikipedia)

W procesie deszyfrowania nalezato wybraé klucze, w ktérych pojawiat sie cykl
dtugosci 1, np.
Syx scw

Na poczatku trzeba byto podja¢ decyzje, od jakiego ustawienia bebnéw i od
jakiej litery zaczaé sprawdzanie.

Uktadano na sobie ptachty odpowiadajace kolejnym indykatorom. CzynnoSci
te wykonywano na pod§wietlanym stole. Jezeli pojawiala si¢ sytuacja, ze Swiatto
prze$wietlalo przez doktadnie jeden otwor, to mozna bylo z tego potozenia odczy-
ta¢ ustawienie poczatkowe bebnéw. Jezeli wszystkie otwory byly przestonigte, to
nalezato powtérzy¢ proces dla innego ustawienia.
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Rysunek 9. NaloZone na siebie dwie plachty Zygalskiego, ekspozycja w muzeum w Bletchley
Park (zréodlo: Wikipedia)

Zastosowanie placht Zygalskiego znacznie przyspieszylo proces dekryptazu.
Teoretycznie w najgorszym przypadku nalezatoby wykonad 156 préb, ale w praktyce
zwykle wystarczata okolo potowa tej liczby.

Plachty Zygalskiego przyczynily si¢ do zbudowania bomby kryptologicznej
Rejewskiego.

Symulator online ptacht Zygalskiego:

https://www.codesandciphers.org.uk/virtualbp/poles/ppoles.htm

4.1.9. Bomba

Bomba byla druga z maszyn skonstruowana przez polskich kryptologéw. Nikt
wiasciwie nie wie, skad si¢ wziela ta nazwa. Jedna z teorii glosi, ze chodzi o ty-
kanie, gdy obracaly si¢ wirniki (analogiczne do tych w Enigmie). Inni méwili, ze
nazwa pochodzita od ulubionego deseru tréjki matematykéw. Rejewski twierdzit,
Ze maszyna zostata nazwana Bomba ,,z braku lepszego pomystu”.

Bomba wykorzystywata podwdéjne szyfrowanie klucza depeszy. Sprawdzata, czy
dla ktéregos z 26° ustawien litery sie powtarzaty. Jezeli tak, moglo to sugerowaé, ze
trafifa na wlasciwe ustawienie.

Polacy posiadali 6 bomb — kazda odpowiadata jednemu ustawieniu wirnikow.
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Rysunek 10. Bomba Rejewskiego (Zrodlo: enigma.umww.pl)

4.2. Wielka Brytania

4.2.1. Zmiany w procesie szyfrowania

W 1938 r. agent polskiego wywiadu w Niemczech donidst, ze od teraz w Enig-
mach bedzie stosowanych az 5 wirnikéw zamiast 3 (liczba wirnikéw w maszynie
nadal wynosita 3, ale wybierano je sposrdéd pigciu dostepnych).

Co prawda stare metody tamania szyfréw nie stracily przez to aktualnoSci, ale
liczba kombinacji znaczaco wzrosta, co wydtuzato czas potrzebny do odtworzenia

klucza. Mamy bowiem
5
-31=60
)

mozliwosci ustawienia wirnikow, podczas gdy wczesniej bylo ich 10 razy mnie;j.

Jednakze, po raz kolejny przeciwnik nie zawiéd! kryptologéw, i popetnit btad.
Sie¢ Sicherheitdienst (stuzby bezpieczenistwa) jeszcze przez 3 miesigce pozostata
przy starych metodach szyfrowania. Dzieki temu udato si¢ odkry¢ okablowanie
dwdéch nowych wirnikéw.

Wczesniej Biuro Szyfrow posiadato sze$¢ maszyn typu Bomba — dla kazdego
z mozliwych ustawient 3 wirnikéw. Juz budowa tych maszyn stanowita prawie roczng
wysoko$¢ budzetu Biura, wigc zamdwienie 60 Bomb byto niemozliwe. Dodatkowo
od roku 1939 Enigma na tacznicy zamieniata 10 par liter zamiast dotychczasowych 6.
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Technika ptacht Zygalskiego takze tracita skuteczno$¢ — nalezatoby sporzadzic
az 60 kompletéw ptacht, co réwnato si¢ okoto 2 milionom recznie perforowanych
otworéw.

Byl to moment, kiedy polskie metody tamania szyfru Enigmy zawiodly. Wtedy
pateczke przejeli kryptolodzy i matematycy z Bletchley Park, na czele ze styn-
nym Alanem Turingiem. Polscy kryptolodzy (po ucieczce za granice do Rumunii
a stamtad do Francji) nadal pracowali nad szyframi, ale juz nie w zwigzku z Enigma.

4.2.2. Bletchley Park

W Bletchley Park operacja tamania kodu Enigmy otrzymata kryptonim ,,Ultra” —
najbardziej tajna z mozliwych.

Jesienig 1939 r. brytyjscy kryptolodzy zbudowali 60 maszyn takich jak Bomba
Rejewskiego. W 1940 r. Niemcy wprowadzili dalsze ulepszenia — klucz indywidu-
alny byt szyfrowany tylko jeden raz. W tym momencie dalsze rozwijanie metod
wynalezionych przez polskich kryptologéw byloby bezcelowe — wszystkie one
opieraly si¢ na cyklach, a nie mozna méwic o cyklach w przypadku jednokrotnego
szyfrowania klucza.

Do ztamania szyfru Brytyjczykom postuzyla specjalna maszyna, zaprojektowana
gléwnie przez Alana Turinga, przy pomocy Gordona Welchmana. Maszyna Turinga
zostata nazwana ,,Bombe”, na cze$¢ wspomnianej wczesniej polskiej Bomby.

Turing w swojej maszynie wykorzystal fakt, ze zadna litera nie moze by¢
zaszyfrowana jako ona sama. Celem Alana Turinga bylo znalezienie ustawien
poczatkowych oraz ustawien na Igcznicy.

Rysunek 11. Maszyna ,,Bombe” Turinga (Zrédlo: Wikipedia)

Kazdego dnia o godz. 6 Niemcy wysylali prognoze pogody. Dzigki temu mozna
byto sie domysli¢, ze w depeszy pojawi si¢ sformutowanie ,,prognoza pogody”
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(niem. ,,Wetterbericht”). Oczywiscie wiele depesz koficzyto si¢ stowami ,,Heil Hitler”
— to zdanie takze mozna bylo wykorzysta¢ podobnie jak stowo ,,Wetterbericht”.

Dziatanie Bomby Turinga opierato si¢ na nastepujacej idei: nalezaloby napisac
na kartce stowo ,,Wetterbericht”, a nastepnie przesuwaé kartke pod depeszg tak
dlugo, az zadne litery w pionie si¢ nie pokryja [8].

jxatqgbggywcrybgdt
wetterbericht

Widaé, ze w powyzszym przypadku litera ¢ pojawia si¢ dwukrotnie w tej samej
kolumnie. Musimy wiec przesuwac si¢ dalej:

jxatqgbggywcrybgdt
wetterbericht

W tym przypadku zadna litera si¢ nie pokrywa. SprawdZmy, co by si¢ stalo,
gdyby przesuna¢ stowo o jeszcze jeden znak:

jxatqgbggywcrybgdt
wetterbericht

Teraz litery r si¢ powtarzaja. Pozostaniemy wiec przy drugim ustawieniu, czyli:

jxatgbggywcrybgdt
wetterbericht
Widaé na przyktad, ze t — e.
Oznacza to, ze ¢ po przej$ciu kolejno przez facznice, wirniki i znéw przez tacznice
zamienito si¢ w e.

Czyli t — (facznica) — (rotory) — (facznica) — e

Ustawienie wirnikow przyjmujemy jako znane w danym momencie (p6Zniej by¢
moze bedzie trzeba je skorygowac).

Turing rozumowat podobnie jak w matematycznej metodzie przeprowadzania
dowodoéw ,,nie wprost” — przyjmowal pewne zatozenie, ktére mogto doprowadzi¢
do wystapienia sprzecznosci.

Zat6zmy zatem przyktadowo, ze jedno z potagczen na tacznicy to ta, czyli ¢ po
przejSciu przez tacznice daje a.

Poniewaz znamy ustawienia wirnikéw Enigmy, to mozemy odczytad, jaka literg
stanie si¢ a po przejSciu przez rotory, niech dla przyktadu bedzie to p.

Na wyjSciu otrzymaliSmy e, wiec teraz wiemy, ze e jest polaczone na tacznicy
Z p.

t — a (zalozenie) — (rotory) — p (wniosek) — e
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Postepujemy dalej w analogiczny sposéb, dla kolejnych liter z depeszy, i odkry-
wamy kolejne potaczenia, dopdki nie trafimy na sprzeczno$é. Jezeli dla potaczenia
ta trafimy na sprzeczno$¢, to trzeba by sprawdzac b, tc, itd., razem 26 mozliwosci
(25 mozliwosci potaczenia lub brak polaczenia). Jezeli dla kazdego z 26 polaczeni
otrzymamy sprzeczno$¢, oznacza to, ze blednie wybraliSmy ustawienia poczatkowe
Enigmy. Nalezatoby wtedy zmieni¢ ustawienia i zaczaé procedure od nowa.

Turing odkryl takze drobne utatwienie: jezeli zalozenie poczatkowe (w przykta-
dzie bylo to potaczenie ta) okaze si¢ fatszywe, to wszystkie potaczenia otrzymane
,»po drodze” do sprzecznosci takze sa niepoprawne, wigc mozna od razu odrzucic je
wszystkie.

Liczba kombinacji nadal bytaby zbyt duza dla cztowieka, ale tu z pomoca przy-
szly maszyny — Turing niejako ,,przy okazji” zbudowat co§ w rodzaju pierwszego
komputera.

Bomba (ang. Bombe) sprawdzata po kolei polaczenia na tacznicy w spos6b
opisany powyzej, i zatrzymywala si¢, gdy trafita na wlasciwe.

4.3. Skrét historyczny

— 1918 — opatentowanie Enigmy przez Niemcoéw

— 1926 — pozyskanie przez Polakéw komercyjnej Enigmy do badani

— 1929 — Gwido Langer szefem Biura Szyfréw. Poczatek kursu kryptologii na
Uniwersytecie Poznanskim

— 1930 — poczatek uzytkowania Enigmy Wehrmachtu (model z tacznica)

— 1932 — ztamanie pierwszych depesz przez Rejewskiego

— 1936 — wprowadzenie comiesi¢cznych, a nastg¢pnie codziennych zmian uktadu
wirnikéw, zmiana liczby polaczen w tacznicy

— 1938 — klucze Enigmy sa zmieniane dla kazdej depeszy, wprowadzenie dwéch
nowych wirnikow

— 1939 - liczba potaczeni w tacznicy zwickszona do 7-10; dwie konferencje X, Y,
Z (w Polsce i w Paryzu); przybycie Turinga do Bletchley Park

— 1940 — koniec podwdjnego szyfrowania klucza depeszy; uruchomienie prototy-
powej Bomby w Bletchley Park

4.4. Po wojnie

Marian Rejewski po wojnie wrécit do Polski, pracowat jako urzgdnik w Bydgosz-
czy, dopiero w 1967 r. ujawnit swéj udzial w famaniu kodu Enigmy. Henryk Zygalski
pozostal na emigracji w Wielkiej Brytanii i uczyt tam matematyki. Jerzy Rézycki
nie doczekat korica wojny, zginagt na Morzu Srédziemnym w 1942 r. w Kkatastrofie
statku podczas powrotu z Algieru do osrodka dekryptazu we Francji. W 2000 r. trzej
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panowie zostali odznaczeni Krzyzem Wielkim Orderu Odrodzenia Polski przez
Prezydenta Aleksandra Kwasniewskiego.

Po wojnie Alan Turing zaprojektowat jeden z pierwszych cywilnych brytyjskich
komputeréw. W 1950 r. opublikowat zatozZenia testu Turinga (definicja sztucznej
inteligencji). W roku 1952 wtamano si¢ do domu Turinga, ktdry zglosit to na policje.
W trakcie §ledztwa udowodniono Turingowi homoseksualizm, co w tamtych czasach
bylo przestgpstwem. Turing miat do wyboru wigzienie lub terapi¢ hormonalng (tzw.
chemiczna kastracja) — wybrat to drugie. Poza okropnymi skutkami ubocznymi
przyjmowania estrogenu, Turing cierpiat z powodu odsuni¢cia od badar nad kom-
puterami. 7 czerwca 1954 r., w wieku 41 lat, Alan Turing popehnit samobdjstwo
w swojej sypialni. Przyczyng $mierci bylo zatrucie cyjankiem. Obok 16zka znaj-
dowato sie nadgryzione jabtko. Nieudowodniona hipoteza méwi, ze to ono byto
no$nikiem trucizny. W biografii naukowca zasugerowano, ze Turing w ten sposéb
chciat odtworzy¢ scene ze swojej ulubionej basni — Krélewny Sniezki [12]. Turing
zostal poSmiertnie utaskawiony w 2013 .

W 2014 r. powstat film ,,Gra Tajemnic” opowiadajacy histori¢ Alana Turinga.

5. Podsumowanie

Moéwi sie, ze ztamanie szyfru Enigmy skrécito wojne o okoto 2 lata. Dyskusyjnym
problemem jest to, ze Brytyjczycy nie mogli korzysta¢ ze wszystkich wiadomosci
wyciagnietych z ,,enigmatycznych” depesz — nie chcieli si¢ zdradzaé z tym, ze udato
im si¢ ztamac szyfr, wigc uzywali tylko tych informacji, dla ktérych mogli znalez¢
wiarygodng ,,przykrywke”.

Proces tamania Enigmy byt wlasciwie narodzinami matematycznej kryptoanalizy,
a takze mial wplyw na poczatki informatyki.

Ze wzgledu na obawe przed III wojng Swiatowg oraz na wysoki stopiefi tajnosci
operacji ,,Ultra”, po II wojnie §wiatowej zapanowata dezinformacja na temat tego,
czyja zasluga jest ztamanie niemieckiego szyfru. Udziat Polakéw zostat ujawniony
dopiero w latach 70. przez Rejewskiego w jego wspomnieniach oraz przez eme-
rytowanego generala francuskiego Gustave’a Bertranda. Wsréd Polakéw panuje
przekonanie, ze Brytyjczycy przypisali sobie nasze zastugi. Z kolei w Wielkiej
Brytanii posta¢ Alana Turinga jest kultowa, a o polskich kryptologach mato kto
styszat.

Mam nadziej¢, ze z mojej pracy wynika, ze zaréwno polscy kryptolodzy, jak
i brytyjscy, mieli duzy udzial w famaniu kodu Enigmy, a to wszystko nie bytoby
mozliwe bez §wietnego wywiadu francuskiego. Nalezy doceni¢ wszystkie zaanga-
zZowane osoby, poniewaz mimo ze faktycznie to Polacy ztamali szyfr Enigmy jako
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pierwsi, to po roku 1940 dalsze odczytywanie szyfru byto mozliwe tylko dzieki
maszynie Turinga — stusznie uwazanego za geniusza i ojca informatyki.
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Co wplywa na wysokos¢ skladki netto w ubezpieczeniach
komunikacyjnych?

Streszczenie

W pracy przeprowadzona zostata analiza wartosci sktadki ubezpieczeniowej netto. W czg-
$ci teoretycznej zaprezentowano metody kalkulacji sktadki netto oraz rozktady wartosci szkéd
najczesciej wykorzystywane w ubezpieczeniach komunikacyjnych. W czesci praktycznej
przedstawiona zostata kalkulacja sktadki netto z uzyciem réznych zasad obliczania sktadek
ubezpieczeniowych, dla wybranych rozktadéw wartos$ci szkéd.

Stowa kluczowe: sktadka ubezpieczeniowa, rozktad wartosci szkody, kalkulacja sktadki netto

Wstep

Podstawowym zadaniem matematyki ubezpieczeniowej jest wyznaczanie warto-
Sci sktadek netto. Ubezpieczenie jest cena, jaka klient ptaci zaktadowi ubezpieczen
za przejecie od niego czgsci ryzyka zwigzanego z prowadzong dziatalnoscig. Wy-
znaczenie skladki na odpowiednim poziomie jest niezwykle trudnym zadaniem.
Z jednej strony zbyt niska skfadka moze nie zagwarantowac oczekiwanej sumy
odszkodowar, a sktadka na zbyt wysokim poziomie zmniejsza konkurencyjnos¢
i atrakcyjno$¢ zaktadu ubezpieczefi.

Celem niniejszego artykutu jest analiza poréwnawcza sktadek ubezpieczenio-
wych netto dla réznych rozktadéw wartosci szkdd oraz wybranych zasad kalkulacji
sktadek netto w ubezpieczeniach komunikacyjnych. W pracy przedstawione zostaty
zaréwno zagadnienia teoretyczne (opis metod kalkulacji sktadek netto oraz rozkta-
déw wartosci szkdd najczesciej wykorzystywanych w obliczeniach aktuarialnych),
jak i praktyczne obliczenia polegajace na szacowaniu wartosci sktadek netto.

1. Pojecia wstepne

1.1. Metody kalkulacji skladek netto

Przyjmijmy, Ze X bedzie zmienng losowa oznaczajacg warto$¢ szkody wygenero-
wang przez okreslone ryzyko ubezpieczeniowe. Przez E (X ), D*(X), 7, ¥ oraz My (t)
oznaczamy odpowiednio: warto$¢ oczekiwana, wariancj¢, wspétczynnik skosnosci,

' Magdalena Majewska, studentka matematyki, Wydzial Podstaw Techniki, Politechnika Lubel-
ska, e-mail: magdalena.majewskal @pollub.edu.pl
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kurtoze oraz funkcje generujacag momenty zmiennej losowej X . IT(X ) symbolizowad
bedzie natomiast wysoko$¢ sktadki netto na pokrycie szkody X.

Ponizej zaprezentowane zostang najpopularniejsze metody kalkulacji sktadki
netto IT(X).
1. Zasada réwnowaznoSci sktadki:

I(X) = E(X).
2. Zasada wartos$ci oczekiwane;j:
II(X)=(1+0)E(X),

gdzie parametr 6 > 0 oznacza wspdtczynnik bezpieczenistwa.

3. Zasada wariancji:

I(X) =E(X)+6D*(X), 6 >0.
4. Zasada odchylenia standardowego:

II(X)=E(X)+06|D(X)|, 6 >0.
5. Zasada percentylu (kwantyla rzedu €):

II(X) =min{p: Fx(p) > 1—¢€},

gdzie 0 < € < 1 oznacza maksymalng warto$¢ prawdopodobienistwa straty
w wyniku wystapienia szkody X.

1.2. Rozklady wartoS$ci szkéd w ubezpieczeniach komunikacyjnych

W modelowaniu wartosci szkéd w ubezpieczeniach komunikacyjnych wykorzy-
stuje si¢ pewne ciagle rozktady prawdopodobiefistwa. Przypomnijmy ponownie,
7e zmienna losowa X oznacza warto$¢ szkody wyplacanej w ramach polisy ubez-
pieczeniowej zwigzanej z okreslonym ryzykiem ubezpieczeniowym.

Ponizej zaprezentowane zostang najpopularniejsze rozktady prawdopodobieri-
stwa zmiennej losowej X wykorzystywane w obliczeniach aktuarialnych oraz ich
funkcje gestosci.

Rozklad gamma

Funkcja gesto$ci prawdopodobiefitwa rozktadu gamma opisana jest wzorem:

=] @ ew(=px) dlax>0,
0 dlax <0,
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gdzie
INa)= /xo‘_1 exp(—x)dx dla o> 0.
0

Liczba o jest nazywana parametrem ksztattu, a liczba 8 > 0 parametrem skali.
Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkcji gestosci rozktadu gamma dla
wybranych wartosci parametréw o i 3.

05 -
\ Legenda:
04 S —_— =1, B=025
) _ — cc:2, |3:D5
g 03 a=3, p=0.5
=
£ 02- o=, p=1
' "~ 0=9 B=2
0.1 - \
iy et
0.0 e
T | T | T
0 5 10 15 20

Rysunek 1. Wykres funkcji gestosci rozkladu gamma dla wybranych parametréw o i 8
Zrédto: Opracowanie wlasne

Rozklad Pareto

Funkcja gestodci prawdopodobienistwa rozktadu Pareto opisana jest wzorem:

k6*
f(x) _ W dla x>0,
0 dla x<6,

gdzie k > 0 jest parametrem ksztattu, a 6 > 0 parametrem skali.
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Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji gestosci rozktadu Pareto dla para-
metru 6 = 1 oraz réznych wartoSci parametru k.

3.0 -
Legenda:
25 7
- k=1
o 2.0 T —_— k=2
o] k=3
S 19
= ]
104 |
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0.0 1 '
| | | | |
1 2 3 4 5

Rysunek 2. Wykres funkcji gestosci rozkladu Pareto dla réznych wartoSci parametru k oraz
0=1
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Rozklad normalny

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu normalnego opisana jest wzo-
rem:

1 _ 2
flx)= NP exp{—(xzc:;) } dla x e R,

gdzie u € R, o > 0 sg parametrami.

Na rysunku 3 przedstawiono wykresy funkcji gestosci rozktadu normalnego dla
wybranych warto$ci parametréw (L i C.
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127 Legenda:
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Rysunek 3. Wykres funkcji gestosci rozkladu normalnego dla réznych wartosci parametréw
uio
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Rozklad logarytmiczno-normalny

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa rozktadu logarytmiczno-normalnego opi-
sana jest wzorem:

1 (lnx—u)z]
exp|———=——| dlax>0,
f(x)=1 ov2rx p[ 207

0 dlax <0,

gdzie u > 0, ¢ > 0 sg parametrami.

Narysunku 4 przedstawiono wykresy funkcji gestosci rozktadu logarytmiczno-nor-
malnego dla parametru yu = 0 oraz wybranych wartoSci parametru o.
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Rysunek 4. Wykres funkcji gestosci rozkladu logarytmiczno-normalnego dla parametru
1 = 0 oraz réznych wartosci parametru ¢
Zrédlo: Opracowanie wlasne

2. Kalkulacja skladki netto w zastosowaniach praktycznych

2.1. Opis eksperymentu

W celu przeprowadzenia eksperymentu rozwazono szacowanie sktadek netto dla
rozktadéw wartosci szkéd typu: gamma, Pareto, normalny oraz logarytmiczno-nor-
malny, przy pomocy wybranych metod kalkulacji sktadek netto. W pierwszym etapie
eksperymentu przyjeto okreslone wielkosci dla wartosci oczekiwanych oraz warian-
cji wybranych rozktadéw. Sa one proporcjonalne do Sredniej i wariancji wartoSci
szkéd w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC publikowanych przez Polskg Izbe
Ubezpieczeni (PIU). Miary te prezentuja si¢ nastepujaco:

— rozktad gamma: E(X) = 9.98, D*(X) = 41.3449;

— rozktad Pareto: E(X) = 9.95, D*(X) = 39.3129;

— rozktad normalny: E(X) = 9.96, D*(X) = 40.3225;

— rozktad log-normalny: E(X) = 9.97, D*(X) = 41.3449,
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Mozna zauwazy¢, ze poszczegdlne wartoSci odpowiednich charakterystyk w przy-
blizeniu sa réwne.

W kolejnym kroku, na podstawie okre§lonych wyzej miar, obliczono parametry
rozktadéw. Otrzymano nastgpujace wartosci:

— rozklad gamma: oo = 2.409012962, B = 0.2413840643;

— rozklad Pareto: 6 = 6.489995477, k = 2.875718784;

— rozktad normalny: y = 9.96, ¢ = 6.35;

— rozktad log-normalny: p = 2.125683455, o = 0.5897408401.

Z rozktadéw o uzyskanych w wyniku obliczen parametrach wygenerowane zosta-
1y cztery préby populacyjne o liczebno$ci 20000 elementéw kazda. Dla ulatwienia
wyzej wymienione proby beda w dalszej czesci pracy nazywane populacjami,
cho¢ w rzeczywistoSci nimi nie sa. Nastepnie, z kazdej z otrzymanych populacji
wylosowano po 10 razy préby o liczebnosci 1000.

Dla wygenerowanych préb oraz populacji obliczono nastepujace wielkoSci:

— E(X) — warto$¢ oczekiwana populacji;

— D(X) — odchylenie standardowe populacji;

— D?*(X) — wariancja populacj;

— Me — mediana populacji;

— As — wspétczynnik asymetrii populacji;

— Xmin — minimalna warto$¢ Srednich arytmetycznych z n-elementowej préby dla

k repetycji;

— Xmax — maksymalna warto$¢ Srednich arytmetycznych z n-elementowej préby
dla k£ repetyciji;

1
— Xx= x Xj — estymator Sredniej arytmetycznej dla proby o liczebnoscin z k re-
j=1
petycji;

k
— MSE(8)=E((6—6)%) = % Z (x; —EX)? — blad sredniokwadratowy estyma-
j=1

tora = EX;

— Spnin — minimalna warto$¢ odchyleri standardowych z n-elementowej préby dla
k repetycji;

— Simax — maksymalna warto$¢ odchylen standardowych z n-elementowej proby
dla k repetycj;

— S — $rednia arytmetyczna odchyleri standardowych z k repetycii;
— Mes — mediana odchylenl standardowych z n-elementowej proby dla k repetyciji;
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_ 1 nk
— S)zc = Z xZZ — (})2 — estymator wariancji dla préby o liczebnosci n z k repety-
nk =
cji;

— VS’"i” — minimalna warto§¢ wspétczynnikéw zmiennoSci z n-elementowej proby
dla & repetycji;

— V" — maksymalna warto$¢ wspotczynnikéw zmiennoSci z n-elementowej
proby dla k repetycii;

— Me,,;, — minimalna warto$§¢ median z n-elementowej proby dla k repetycji;

— Me,,q, — maksymalna warto$¢ median z n-elementowej proby dla k repetycji;
1 &

— Me=— Z Me — Srednia arytmetyczna median z k repetycji;

j=1

gdzie Me; — mediana z j-tej repetycji;

1 k
— dy. = % |Mej — Me| — odchylenie przecigtne mediany.
=1

J

Tabela 1 przedstawia klasyczne i pozycyjne miary struktury obliczone dla popu-
lacji i préb wylosowanych z wybranych rozktadéw wartoSci szkéd.

2.2. Szacowanie skladek netto dla wybranych rozkladéw wartosci szkéd

W kolejnym etapie eksperymentu oszacowano skfadki dla uprzednio wymienio-
nych rozktadéw wartosci szkdd (rozktad gamma, Pareto, normalny, logarytmiczno-
-normalny) oraz wybranych metod kalkulacji sktadki netto (zasada réwnowaznoSci
sktadki, wartosci oczekiwanej, wariancji, odchylenia standardowego oraz kwantyla
rzedu €).

W tabelach 2, 3, 4, 5 przedstawione zostaly wartosci sktadek netto obliczone od-
powiednio dla rozktadéw: gamma, Pareto, normalnego i logarytmiczno-normalnego.
Sktadki te oszacowano na podstawie minimalnych i maksymalnych wartoSci me-
diany i Sredniej arytmetycznej, estymatoréw parametréw populacji otrzymanych
w 10 repetycjach, a takze na podstawie parametrow populacji.
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Dla wszystkich tabel przyjeto nastepujace oznaczenia:

— préba (min) — warto$¢ skfadki netto wyznaczona na podstawie minimalnych
wartoS$ci Sredniej arytmetycznej i mediany otrzymanych z 10 repetyciji;

— préba (est) — warto$¢ sktadki netto wyznaczona na podstawie estymatoréw
warto$ci oczekiwanej i mediany otrzymanych z 10 repetycji;

— préba (max) — warto$¢ sktadki netto wyznaczona na podstawie maksymalnych
wartoSci Sredniej arytmetycznej i mediany otrzymanych z 10 repetycji;

— populacja — warto$¢ sktadki netto wyznaczona na podstawie parametréw popu-
laciji.

Tabela 1. Warto$ci miar dla populacji i préb losowanych z badanych rozkladéw

Rozktad Rozktad Rozktad Rozktad
gamma Pareto normalny log-normalny
E(X) 9.98 9.95 9.96 9.97
D(X) 6.43 6.27 6.35 6.43

D*(X) || 41.3449 39.3129 40.3225 41.3449
Me 8.5769 8.2589 9.96 8.3786
As 1.2886 —34.4180 0 2.2030
Xomin 9.5780 9.7692 9.5387 9.5733

Xnax 10.1277 10.3458 9.8964 10.0359
X 9.9027 10.0432 9.7551 9.7808
MSE(6) || 0.0367 0.0452 0.0525 0.0518
Sinin 6.3266 4.6536 6.1912 5.8320
Sinax 6.6262 11.2780 6.6035 7.0216
S 6.4277 6.0616 6.3566 6.2679
Meg 6.4006 5.3115 6.3675 6.2365

2 41.3241 40.3397 40.4213 39.3806

VS”"” 62.8543 47.0652 63.2306 60.9190

Vg 67.0257 109.0104 67.7904 69.9648
Me,in 8.0864 8.1902 9.3513 7.9181
Me,ax 8.9041 8.4575 10.1710 8.5445
Me 8.5577 8.2880 9.7963 8.2541
dye 0.1922 0.0737 0.2296 0.1761

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 2. WartoSci skladek netto oszacowane r6znymi metodami dla rozkladu wartosci szkéd

typu gamma

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . .
doboru réwnowaznosci wart'0s01 . | wariancji odchylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu
0=05 0=05
0.5
préba (min) 9.5780 14.367 30.24005 | 12.79219 8.0864
préba (est) 9.9027 14.85405 30.56475 | 13.11689 8.5577
préba (max) || 10.1277 15.19155 30.78975 | 13.34189 8.9041
populacja 9.98 14.97 30.65245 | 13.195 8.5769

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 3. Wartosci skladek netto oszacowane r6znymi metodami dla rozkladu wartosci szkéd

typu Pareto

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . _
doboru réwnowaznosci wart.osm . | wariancji odchylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu
60=05 0=05 05
préba (min) 9.7692 14.6538 29.93905 | 12.94488 8.1902
proba (est) 10.0432 15.0648 30.21305 | 13.21888 8.2880
proba (max) || 10.3458 15.5187 30.51565 | 13.52148 8.4575
populacja 9.95 14.925 29.60645 | 13.085 8.2589

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 4. WartoSci skladek netto oszacowane ré6znymi metodami dla rozkladu wartosci szkéd

typu normalnego

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . .
doboru réwnowaznosci wart'0s01 . | wariancji odchylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu
0=05 0=05
0.5
préba (min) 9.5387 14.30805 29.74935 | 12.71759 9.3513
préba (est) 9.7551 14.63265 29.96575 | 12.93399 9.7963
préba (max) || 9.8964 14.8446 30.10705 | 13.07529 10.1710
populacja 9.96 14.94 30.12125 | 13.135 9.96

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 5. Wartosci skladek netto oszacowane réznymi metodami dla rozkladu wartosci szkéd
typu logarytmiczno-normalnego

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . _
doboru réwnowaznosci wart.osm . | wariancji odchylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu
60=05 0=05 05
préba (min) 9.5733 14.35995 29.2636 | 12.711 7.9181
préba (est) 9.7808 14.6712 29.4711 | 12.9185 8.2541
préba (max) || 10.0359 15.05385 29.7262 | 13.1736 8.5445
populacja 9.97 14.955 30.64245 | 13.185 8.3786

Zrédto: Opracowanie wlasne

Na wykresach zaprezentowanych na rysunkach 5-9 przedstawione zostaty warto-
Sci sktadek netto oszacowane dla kolejnych metod kalkulacji sktadek netto: zasady
réwnowaznosci sktadki, zasady wartosci oczekiwanej, zasady wariancji, zasady
odchylenia standardowego oraz zasady kwantyla rzgdu 0.5. Wspétczynnik bezpie-
czefistwa 0 ponownie réwny jest 0.5.
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Rysunek 5. Warto$¢ skladki netto wyznaczonej przy pomocy zasady rownowaznosci skladki

dla réznych rozkladéw wartosci szkéd
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 6. Wartos$¢ skladki netto wyznaczonej przy pomocy zasady wartosci oczekiwanej dla
réznych rozkladéw wartosci szkod
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 9. Wartos¢ skladki netto wyznaczonej przy pomocy zasady kwantyla rzedu 0.5 dla
réznych rozkladéw wartosci szkod
Zrédto: Opracowanie wlasne

2.3. Szacowanie skladek netto dla rozkladu gamma wartosci szkéd

W kolejnym etapie obliczeni analizie zostaly poddane warto$ci sktadek netto
oszacowane dla réznych wartosci parametréw rozktadu gamma oraz wybranych
zasad wyznaczania skladek netto. Skiadki oszacowano dla przypadku, w ktérym
parametr ¢ jest stale réwny jeden, podczas gdy parametr 8 dla kolejnych przypadkéw
wzrasta.

Tabele 6-9 przedstawiaja wartoSci sktadek netto obliczone dla rozktadu gamma
z r6znymi parametrami o i B przy pomocy wybranych metod kalkulacji sktadek
(zasada réwnowaznosci sktadki, zasada wartosci oczekiwanej, zasada wariancji,
zasada ochylenia standardowego, zasada kwantyla rzedu €). Sktadki te, podobnie
jak poprzednio, oszacowano na podstawie minimalnych i maksymalnych wartosci
mediany i Sredniej arytmetycznej, estymatoréw parametréw populacji otrzymanych
w 10 repetycjach, a takze na podstawie parametréw populacji.
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Tabela 6. Wartosci skladek netto oszacowane réznymi metodami kalkulacji skladek dla
rozkladu wartosci szkéd typu gamma z parametrami o = 1, § =2

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . vlen

doboru réwnowaznosci wart'0s01 . | wariancji odchylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu

0=05 0=05 05

préba (min) 0.4899 0.7349 0.6176 0.7426 0.3257
préba (est) 0.5068 0.7602 0.6345 0.7595 0.3455
préba (max) | 0.5380 0.8070 0.6656 0.7906 0.3629
populacja 0.5 0.75 0.625 0.75 0.3451

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 7. WartoSci skladek netto oszacowane ré6znymi metodami kalkulacji skladek dla
rozkladu wartosci szkéd typu gamma z parametrami o = 1, f =3

Zasada wyznaczania sktadki netto

Sposéb . dehvleni

doboru réwnowaznosci wart.osm . | wariancji odehylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu

60=05 0=05 05

préba (min) 0.3266 0.4899 0.38346 | 0.4951 0.2171
préba (est) 0.3379 0.5068 0.3946 0.5063 0.23046
préba (max) || 0.3587 0.5380 0.4154 0.5271 0.2419
populacja 0.3333 0.5 0.3889 0.5 0.2301

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 8. Wartosci skladek netto oszacowane réznymi metodami kalkulacji skladek dla
rozkladu wartosci szkéd typu gamma z parametrami o = 1, § =4

Zasada wyznaczania sktadki netto
Sposéb . vlen
doboru réwnowaznosci walit'0s01 . | wariancji tOd(;: )(/ienla kwantyla
parametrow sktadki oczekiwanej | o _ < | standardowego rzedu
0=05 0=05 05
préba (min) 0.2450 0.3675 0.2769 0.3713 0.1629
préba (est) 0.2534 0.3801 0.2853 0.3797 0.1728
préba (max) || 0.2690 0.4035 0.3009 0.3953 0.1814
populacja 0.25 0.375 0.2813 0.375 0.1725

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 9. Wartosci skladek netto oszacowane ré6znymi metodami kalkulacji skladek dla
rozkladu wartosci szkéd typu gamma z parametrami o = 1, B =5

Zasada wyznaczania sktadki netto
Sposéb . dehvleni
doboru réwnowaznosci wart.osm . | wariancji odehylenia kwantyla
parametréw sktadki oczekiwanej 0—05 standardowego rzedu
60=05 0=05 05
préba (min) 0.1960 0.2940 0.2164 0.2970 0.1303
préba (est) 0.2027 0.3041 0.2232 0.3038 0.1382
préba (max) || 0.2152 0.3228 0.2356 0.3162 0.1451
populacja 0.2 0.3 0.22 0.3 0.1380

Zrédto: Opracowanie wlasne

Wykresy zaprezentowane na rysunkach 10-14 przedstawiajg wartoSci sktadek
netto oszacowane dla kolejnych zasad wyznaczania sktadek netto oraz réznych
parametrow rozktadu gamma. Przyjeto nastepujace oznaczenia:

— (1,2) — rozktad gamma z parametrami o = 1 i 8 = 2;
— (1,3) — rozktad gamma z parametrami o = 1 i 8 = 3;
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— (1,4) - rozktad gamma z parametrami o = 1i 8 = 4;
— (1,5) — rozktad gamma z parametrami ¢ = 1i 3 =5.
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Rysunek 10. Wartosci skladek netto oszacowane przy pomocy zasady réwnowaznosci skladki
dla réznych wartosci parametrow rozkladu gamma
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 11. Wartosci skladek netto oszacowane przy pomocy zasady wartos$ci oczekiwanej
dla réznych wartosSci parametr6w rozkladu gamma
Zrédlo: Opracowanie wiasne
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Rysunek 12. WartoSci skladek netto oszacowane przy pomocy zasady wariancji dla réznych
wartoSci parametréw rozkladu gamma
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 13. Wartosci skladek netto oszacowane przy pomocy zasady odchylenia
standardowego dla réznych warto$ci parametréw rozkladu gamma
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 14. Wartosci skladek netto oszacowane przy pomocy zasady kwantyla rzedu ¢ dla
réznych warto$ci parametréow rozkladu gamma
Zrédto: Opracowanie wlasne

Z przeprowadzonych obliczet wynika, ze wartoSci sktadek oszacowane wybra-
nymi metodami kalkulacji sktadek netto dla préb i populacji istotnie si¢ od siebie
r6znig. Ponadto sktadki wyznaczone przy pomocy tych samych zasad kalkulacji
sktadek, dla minimalnych i maksymalnych warto$ci §redniej arytmetycznej i mediany
nie r6znig si¢ od siebie istotnie. Znaczny wplyw na wysoko§¢ sktadki ma dobdr
metody jej kalkulacji. Sktadka obliczona przy pomocy zasady wariancji przyjmuje
warto$ci najwieksze, znacznie wyrézniajace si¢ na tle skfadek oszacowanych przy
pomocy pozostalych metod. Dla rozktadu wartosci szkéd typu gamma réwniez nie
ma znaczenia dobér metody kalkulacji sktadki, a jedynie wyb6r parametréw tego
rozktadu. Im mniejszg warto$¢ osiggnie parametr  tym wicksza bedzie warto§é
sktadki ubezpieczeniowej netto.

3. Podsumowanie

Na wysokos$¢ sktadki ubezpieczeniowej netto moze wpltywaé wiele czynnikéw.
Wartos$¢ sktadki moze rézni¢ si¢ w zaleznosci od wyboru metody jej wyznacza-
nia, rozktadu warto$ci szkody, doboru parametréw tego rozktadu oraz wartosci
wspolczynnika bezpieczeristwa majacego na celu zabezpieczenie i ochrong ubezpie-
czyciela przed bankructwem.
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Wartosci sktadek oszacowane wybranymi metodami kalkulacji sktadek dla préb
i populacji istotnie réznig sie od siebie. Swiadczy to o tym, ze wylosowana préba
o liczebnos$ci 1000 niezbyt dobrze opisuje parametry populacji oraz wartosci sktadek
netto.

W rozdziale tym oszacowano réwniez sktadki dla minimalnych i maksymalnych
wartoSci Sredniej arytmetycznej i mediany uzyskanych w 10 repetycjach. Wyniki
pokazuja, ze nie ma istotnych, co do wartosci, réznic miedzy sktadkami wyznaczo-
nymi tymi samymi metodami. Dla wszystkich analizowanych rozktadéw najwicksze
réznice wida¢ w przypadku zasady wartosci oczekiwane;j.

Wartosci sktadek netto obliczone przy pomocy tej samej zasady kalkulacji
sktadki oraz dla rozkladéw wartosci szkdd typu: gamma, Pareto, normalnego
i logarytmiczno-normalnego sa w przyblizeniu réwne. Jest to spowodowane dobo-
rem bardzo zblizonych charakterystyk E(X) oraz D?(X) tych rozktadéw. Mozna
wiec stwierdzié, ze na warto§¢ sktadki nie ma istotnego wptywu wybor rozktadu,
a jedynie dobdr jego parametrow.

Znaczny wptyw na warto$¢ sktadki ma zasada jej kalkulacji. Sktadka obliczona
przy pomocy zasady wariancji przyjmuje warto$ci najwi¢ksze, znacznie wyrdznia-
jace sie na tle sktadek oszacowanych za pomoca pozostatych metod.

Kolejnym aspektem poddanym analizie jest szacowanie sktadek netto na podsta-
wie réznych wartosci parametréw « i  rozktadu gamma. Podobnie jak poprzednio
mozna zauwazy¢, ze nie ma istotnych réznic miedzy wartoSciami sktadek wyznacza-
nych dla kolejnych sposobéw doboru parametréw o i 3 rozktadéw. Sktadki netto
przyjmuja wartosci najwicksze dla zasady wartoSci oczekiwanej i zasady odchylenia
standardowego oraz warto$ci najmniejsze dla zasady kwantyla rzedu 0.5. W oparciu
o przeprowadzone obliczenia mozna stwierdzi¢, ze dobdr parametréw rozktadu
gamma istotnie réznicuje wartosci sktadek netto. Wraz ze wzrostem parametru
B maleja wartosci skladek netto oszacowanych dla kolejnych zasad wyznaczania
sktadek. Sktadki przyjmuja warto$ci najwicksze dla rozktadu gamma z parametrami
o =11 f =2 oraz wartosci najmniejsze dla parametréw oo =11 § = 5.
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Zlota liczba

Streszczenie

W artykule tym poruszone zostaly zagadnienia zwigzane ze ztotg liczba. Znajduja si¢
tutaj wyjasnienie tego pojecia, sposéb wyznaczenia zlotego podzialu, jego wtasnosci, a takze
zwiazek z ciggiem Fibonacciego. Podane sg przyktady, w ktérych wykorzystywana jest ztota
proporcja.

Stowa kluczowe: ziota liczba, zfota proporcja, zloty podziat, ciqg Fibonacciego

Wstep

Nauki matematyczne szczegdlng
uwage zwracaja na tad, symetri¢
i ograniczenie, a sg to najwyzsze
formy pigkna.

Arystoteles

W matematyce znajdujemy wiele stalych matematycznych, jednak szczegdl-
ng uwage chcemy zwrdcié na ztotg liczbg. W przeciwienistwie do innych statych,
Z proporcja wyznaczona przez t¢ liczbe spotykamy sie codziennie, ale zwykle nie
jesteSmy tego Swiadomi. Przyjrzyjmy si¢ tej liczbie i zobaczmy, gdzie w naszym
zyciu codziennym mozemy ja odnaleZé.

1. Zlota proporcja

1.1. Wyznaczanie zlotej liczby

Majac dany odcinek mozna go podzielic tak, by stosunek dtugosci dtuzszej czesci
do krétszej byt taki sam, jak calego odcinka do czeSci dluzszej. Zagadnienie to znane
jest jako problem ztotego podziatu odcinka. Idea tego podziatu przedstawiona jest

1 Aleksandra Pawtowska, studentka matematyki, Studenckie Koto Naukowe ,,KWATERNION",
Wydziat Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska

2 Tzabela Szady, studentka matematyki, Studenckie Koto Naukowe ,, KWATERNION", Wydziat
Podstaw Techniki, Politechnika Lubelska
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na rysunku 1. Niech a oznacza dtugosci czeSci dluzszej, zas b — czeSci krotszej
odcinka, ktéry chcemy podzieli¢. Algebraicznie oznacza to wyznaczenie proporcji:
at+b a

P )]

Otrzymang liczbe ¢ = g nazywamy zlota liczbg. Rysunek 2 przedstawia prostokat,

w ktérym boki pozostaja do siebie w ztotej proporcji

a b
a+b \IINVI-/’

Rysunek 1. Zlota proporcja odcinka a+b
Zrédto: wtasne

Rysunek 2. Zloty prostokat
Zrédto: wtasne

Korzystajac z wprowadzonego oznaczenia wzdr (1) mozemy zapisaé w postaci
réwnania:

1
1+ — =9, 2)
o
réwnowaznego réwnaniu:
’—@—1=0. (3)

Réwnanie to ma dwa pierwiastki, z ktérych dodatni:

1++/5
2

=1,6180339887... “)

jest wlasnie nasza zlota liczba.
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1.2. WlasnoSci zlotej liczby

— Odwrotno$¢ liczby ¢

Odwrotno$¢ ztotej liczby wynosi
1
° =0,6180339887....

Otrzymujemy ja poprzez odjecie 1 od liczby ¢.
— Utamek tainicuchowy liczby ¢

ZYotg liczbe mozna przedstawi¢ w postaci utamka tadcuchowego (wigcej infor-
macji o utamkach taficuchowych mozemy znalez¢é w [7])

1
o=1+ i
1+ i
1 -
+ I+...
— Z réwnosci (3) zapisanej w postaci
P’ =¢+1

wynika (przez pomnozenie obydwdch stron przez ¢”~2) réwnosé:

(pn — (pnfl + (pn72'

Przypadki szczegdlne to:

— %> =2,6180339887..., co oznacza, ze 0> = @+ 1,
— =0 +9=20+1,

— o' =03+’ =(p+1)+(20+1) =3¢ +2.

2. Z3lota liczba a ciag Fibonacciego

2.1. Ciag Fibonacciego
Ciag Fibonacciego to ciag rekurencyjny liczb naturalnych okre§lony jako:
0 dla n=0

fa=19 1 dla n=1 . o)
foc1+ fu—n dla n>1
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Pierwszymi wyrazami ciagu Fibonacciego sa:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233,377,610, ... .

2.2. Jaki jest zwigzek miedzy zlotg proporcjg a ciggiem Fibonacciego?

Twierdzenie 2.1. (Wzor Eulera-Bineta [1]) Wzor jawny na cigg Fibonacciego ma

postac: . \% [ <1 +2\@)"_ <1—2\f5>”]' (6)

Przed przystapieniem do dowodu réwnosci (6) przypomnimy pewne okre§lenia
i fakty.
Bedziemy rozwazac rOwnania rekurencyjne postaci:

tn = aty—1 + bty 2, (7N

gdziea,b € R;n > 2.

Rozwigzaniem réwnania (7) nazywamy kazdy ciag (#,), n > 0, spetniajacy
powyzszg réownosc.

Niech ¢y, c; bedg liczbami zespolonymi. Rozwazmy funkcje

n— f(n;ci,c2) (3)

zmiennej catkowitej n > 0, o wartoSciach w zbiorze liczb zespolonych, gdzie ¢, c)
petnig role parametréw.

Jezeli dla kazdego rozwigzania (#,),n > 0 réwnania (7) da si¢ dobraé takie
warto$ci parametréw cp, co, ze réwnos¢

th = f(nsc1,c2) €))

zachodzi dla wszystkich n > 0, to méwimy, ze wzor (9) opisuje rozwigzanie ogélne
réwnania rekurencyjnego (7).
Réwnaniem charakterystycznym réwnania (7) nazywamy réwnanie kwadratowe

¥ —ax—b=0 (10)

z niewiadoma x.
Nastepujacy lemat pochodzi z ksigzki [6] (z niewielkimi zmianami redakcyjny-
mi).
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Lemat 2.2. Dane jest rownanie rekurencyjne postaci.:
tn = aty—1 + Dty > (11)

gdzie a,b € R,n > 2. Jezeli jego rownanie charakterystyczne ma dwa rozne pier-
wiastki x| # x;, to rozwiqzanie ogolne rownania rekurencyjnego ma postac:

th = c1x] + c2xX5. (12)

Dowdd twierdzenia 2.1. Roéwnanie charakterystyczne ciggu Fibonacciego ma po-
staé:

¥ —x—1=0. (13)

Pierwiastki r6wnania to:

= = 14
X1 ) , X2 > ( )
Zaden z ciggéw:
1 5\" 1—v5\"
(55 (55 e
nie jest ciagiem Fibonacciego.
Zgodnie z lematem 2.2, cigg Fibonacciego ma postaé
fo=cx]+cxy (15)

i wystarczy wyznaczy¢ wartoSci statych cy,cp. Wiemy, ze fo =01 f| = 1. Otrzymu-
jemy wiec uktad réwnari z niewiadomymi c1,c, postaci

{fo—01+CZ, (16)

f1=cix1 +caxa,

czyli:

<1+2\G>Cl+<1—2\6>02:1 (17)
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Jego rozwigzaniami sg liczby:

Wstawiajac te liczby do wzoru (15) otrzymujemy

- (5)

czyli wzor Eulera-Bineta (6). ]

Zauwazmy ponadto, ze:

lim (1_2\6) =0. (18)

n—oo

Otrzymujemy stad:
Jn

1<1+ﬁ> Lo 19)

i\ 2 Vel
Nastepne twierdzenie pokazuje zwigzek miedzy ciggiem Fibonacciego a licz-
ba ¢.

Twierdzenie 2.3. (Twierdzenie Keplera) Granicq ilorazow sgsiednich elementow
ciggu Fibonacciego jest liczba @:

lim fn+1 _—

n—eo  fy

(20)

Dowdéd twierdzenia 2.3. Z (6) wiemy, ze

o

o ) (5]
noe fy o e 15[<1+2\6> _<1—2ﬁ>]

Zatem:
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1+ﬁ_<1—ﬁ><1—\6>"

— lim —2 2 1+v/5
n—yeo 1_<1_ﬁ 2 )”
2 1+45
1+ﬁ_<1—ﬁ>hm<1—ﬁ>"
_ 2 2 n—oo \ 1+4+/5
. (1—ﬁ>”
1— lim
n=e \ 145
1+V/5 1—x@0 /s
I R b o
- -0 T2 @2)
O

3. Ziota liczba w zyciu codziennym

Matematycy od starozytnoSci w swoich dziataniach nawigzywali do ztotego
podziatu. Fidiasz (490-430 p.n.e.), od ktérego pochodzi nazwa ztotej liczby ¢,
stworzyt figury Partenonu zachowujac ztote proporcje, a Platon (427-347 p.n.e.),
opisywatl potaczone ze ztotym podziatem wieloSciany foremne. Réwniez wspo-
mniany wczesniej stosunek kolejnych wyrazéw ciagu Fibonacciego tworzy zloty
podziat.

Wazng postacia zwigzana ze zlotg liczba jest Michael Maestlin (1550-1631),
ktéry jako pierwszy obliczyt warto§¢ przyblizenia odwrotnosci tej liczby w postaci
dziesietnego utamka (0,6180339887...). Natomiast Johannes Kepler uwazat, ze
najwazniejszymi skarbami sa: twierdzenie Pitagorasa oraz ztoty podziat, ktére
zostaly zawarte w tréjkacie Keplera przedstawionego na rysunku 3.
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Rysunek 3. Tréjkat Keplera
Zrédto: wtasne

3.1. Zlota liczba w architekturze

Zlota liczba jest w sposOb szczegdlny obecna w architekturze. Bardzo wiele
stynnych zabytkowych obiektéw bylo projektowanych z wykorzystaniem zlotej
proporcji. W tym podrozdziale prezentujemy przyktady najstynniejszych z nich.

— Partenon (§wiatynia Ateny na Akropolu) — fronton tej §wig-
tyni, przedstawiony na rysunku 4, miesci si¢ w zlotym
prostokacie, ktérego stosunek bokéw wynosi ¢@.

Rysunek 4. Fronton Partenonu
Zrédto: opracowanie wlasne na

podstawie [10]

— Piramida Cheopsa — stosunek krawedzi bocznej $ciany piramidy do ,;f
potowy podstawy jest bliski liczby ¢, Wymiary piramidy zostaty K
przedstawione na rysunku 5. A
230,28 m '
186,31 =1,61811~¢ Rysunek 5. Wymiary
115,14 Piramidy Cheopsa

Zrodto: opracowanie wlasne

na podstawie [4]
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— Katedra Notre-Dame w Paryzu — stosunki wymia-
réw a i b zaznaczonych na rysunku 6 wynosza ¢.

Rysunek 6. Katedra Notre-Dame
Zrédto: opracowanie wlasne na

podstawie [11]

3.2. Zlota liczba w sztuce

Zlota proporcje stosowali w swych dziefach réwniez wybitni artySci, zaréwno ci
starozytni i renesansowi jak i wspoiczesni.

— Mona Lisa Leonarda da Vinci — proporcje ciata na obrazie zachowuja ztoty
podzial, np. prostokat konstruowany wokot twarzy jest ztotym prostokatem.

— Obrazy maja wymiary zlotego prostokata, poniewaz jest on "przyjemny dla oka",
np. Sakrament Ostatniej Wieczerzy Salvadora Dali.

— Wenus z Milo — rzeZba jest tak idealna, ze zachowuje ztote proporcje i uchodzi
za symbol doskonatego ludzkiego ciata.

3.3. Zlota liczba w naturze

Przyktady zltotej proporcji znajdujemy réwniez w naturze.
— Rosliny — uktad nasion stonecznika jest stworzony
przez 34 spirale prawoskretne oraz 55 spirali le- —_—

55
woskretnych. Stosunek spirali e zblizony jest do

ztotej proporcji. Takie rozmieszczenie nasion sto-
necznika pozwala im wykorzysta¢ w pelni miejsce
w kwiatostanie.

— Czlowiek — proporcje naszego ciata sg zblizone do
ztotego podziatu, np. odlegto$¢ pomiedzy koficem
palcéw a ramieniem i miedzy koricem palcéw

a fokciem, co widzimy na rysunku 7. .
Zrodto: wlasne

Rysunek 7. Proporcje ciala czlowieka
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3.4. Zota liczba w finansach
Finanse, to kolejny obszar, gdzie liczba ¢, ztota liczba, znajduje zastosowanie.

— Poziomy Fibonacciego — stuza do wyznaczenia zniesien czyli miejsc, gdzie
wystepuje koniec impulséw i poczatek korekty lub zachodzi sytuacja odwrotna.
Impulsem nazywamy ruch zgodny z obecnym trendem, a korekta, ruch przeciwny
do trendu. Pozwala to przewidzie¢ zachowania rynku przy zmniejszonym ryzyku
i zwigkszonym zysku. Poziomy Fibonacciego majg zastosowanie mi¢dzy innymi
w analizie cen akcji na gieldzie. W celu wyznaczenia pozioméw Fibonacciego
korzystamy z poteg zlotej liczby: ¢ 3 =23,6%, ¢~% = 38,2%, ¢! = 61,8%.
Dodatkowo uwzglednia si¢ poziom 50%, poniewaz reprezentuje on Srodek
przedzialu cenowego.

B / 0.0

N .

/ \/ 38.2
/ c 50.0
/ 61.8

100.0

A

Rysunek 8. Przyklad zniesienia w trendzie wzrostowym
Zrédto: wlasne

Na rysunku 8 widoczna jest fala wzrostowa AB, po ktérej nastepuje korekta.
Zatrzymala si¢ ona na poziomie 38,2% zniesienia poprzedniego impulsu. W punkcie
C nastapit powrét do wzrostowego trendu.
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100.0

61.8

\ c 50.0
\ 7\ 38.2
A\ NN 26

VAR

Rysunek 9. Przyklad zniesienia w trendzie spadkowym
Zrédto: whasne

Na rysunku 9 przedstawiona jest fala spadkowa AB. Korekta zakoriczyta si¢
w punkcie C na poziomie 50% zniesienia impulsu AB. W tym miejscu nastapit
powr6t fali do trendu pierwotnego.

3.5. Ziota liczba a rozrywka i marketing

ZYota proporcja i przypisywane jej juz od starozytno$ci wyjatkowe walory es-
tetyczne sa powodem, dla ktérego wydawcy ksiazek i specjaliSci od marketingu
stosuja jej zasady.

— Wymiary ksigzek — dawniej zachowanie tej proporcji byto tak wazne, ze wydaw-
cy zachowywali jg z doktadno$cig do 0,5 mm.

— Loga znanych marek — zfota proporcje zachowuja znaki takich przedsiebiorstw
jak: National Geographic, Google, Apple, Pepsi, BP (rysunek 10), Toyota (rysu-
nek 11).

— Karty do gry, plakaty, zdjecia to tez przyktady stosowania ztotego podziatu.



Ztota liczba 133

a

Rysunek 11. Logo Toyoty
Rysunek 10. Logo BP Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie [14]
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie [13]

4. Podsumowanie

Jak mozemy zauwazy¢, ztoty podziat jest zwiazany z wieloma aspektami na-
szego zycia. Szczegdlng uwage powinniSmy zwrdci¢ na jego zwiazek z ciggiem
Fibonacciego, ktéry ma wiele praktycznych zastosowan. Doszukiwanie si¢ takich
zaleznoSci w praktyce nie zawsze wydaje si¢ by¢ racjonalne, ale mimo wszystko
czesto mozna odnaleZ¢ reguly, ktére odzwierciedlaja cechy zlotej liczby. Ze ztotej
proporcji pod§wiadomie korzystano zanim odkryto jej wtasnos$¢ np. w architekturze,
natomiast dalsze badania umozliwity rozszerzenie tego pojecia na inne dyscypliny,
dzieki czemu w wielu pracach dazy si¢ do tadu, estetyki i harmonii.
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Niezwykle zero i jeden

Streszczenie

Liczby towarzysza ludzkosci od dawna, lecz moment ich pierwszego uzycia nie jest
konkretnie okreslony. W pracy zaprezentowano okolicznosci powstania i pierwszych uzy¢
liczb zero oraz jeden. Ponadto, przedstawiono podstawowe wlasnosci tych liczb, pokazano je
na przykfadach i w zastosowaniach matematycznych.

Stowa kluczowe: zero, jeden, liczby

Wstep

Liczby, zar6wno kiedyS§ jak i dzi$, odgrywaja znaczaca role w Swiecie. Kie-
dys, nawet poszczegdlne liczby, byly utozsamiane z konkretnymi bostwami. [1]
Jednoczesnie, niektére z nich byly nawet imionami tychze bogéw. Magowie babi-
lofiscy kazdemu z bogéw panteonu przypisywali numer. Tworzyli w ten sposéb
hierarchi¢ wyrazajaca wyzszo$¢. Dla przyktadu, liczba 60 byla przypisana bogu
nieba, 50 bylo nadane Enlilowi — bogu ziemi, 40 — bogu wéd Ea. Teraz liczby sa
w powszechnym uzyciu, sg miarami zbioréw, (np. 3 dlugopisy), sa wykorzystywane
do poréwnywania wielkoSci. Liczby naturalne sa uzywane takze jako identyfika-
tory, np. numery telefonéw, drég, rachunkéw bankowych, PESEL, ISBN itp. Wraz
z rozwojem matematyki dokonano rozszerzenia liczb na abstrakcyjne, takie jak
liczby zespolone, p-adyczne, kwaterniony, czy sedeniony. Liczby zespolone znalazty
zastosowanie w wielu dziedzinach nauki m.in. w grafice komputerowej, analizie
obwoddéw elektrycznych pradu przemiennego, teorii plynéw, fizyce kwantowej, czy
teorii wzglednos$ci. Kwaterniony znalazly zastosowanie w grafice tréjwymiarowej,
za$ liczby p-adyczne w kryptografii.

O liczbach mozna powiedzie¢ wiele. My jednak skupimy si¢ na najbardziej
podstawowych, ale jakze niezwykltych: zero oraz jeden.

1. O umiejetnosci liczenia

Mogtoby sie¢ wydawac, ze w dzisiejszych czasach kazdy potrafi liczy¢, lecz
nic bardziej mylnego. [1] Zulusi i Pigmeje w Afryce, szczepy Aranda i Kamilarai
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w Australi, krajowcy z wysp Murraya i Botokudzi w Brazylii sa przykfadami plemion,
u ktérych umiejetnos¢ liczenia nie jest rozwinigta. Uzywaja tylko dwdch liczb: jeden
i dwa. Maja trudnos$ci z wyobrazeniem sobie liczby wigkszej, np. szes¢. Nasuwa
sie wiec pytanie, w jaki spos6b radza sobie w sytuacji, gdy musza okresli¢ ilo§¢
przedmiotéw, ktérych jest wiecej niz jeden czy dwa. W takich przypadkach uzywaja
stowa: duzo.

Nasi dalecy przodkowie, podobnie jak dzisiejsi Pigmeje z Afryki, byli na zero-
wym poziomie liczenia. Widzieli r6znice tylko miedzy jednoScia, para i wieloScia.

Takie rozréznienie mozna odnalez¢ w jezykach i pismach. Na przyktad w sta-
rozytnej grece ho lykos znaczylo ,,wilk”, to lyko ,,dwa wilki”, a hoj 1lykoj
,»wilki”. W napisach obrazkowych w Egipcie, aby zaznaczy¢, ze chodzi o trzy lub
wiele rzeczy, powtarza si¢ trzy razy ten sam hieroglif albo dodaje si¢ trzy pionowe
kreski do piktogramu. W jednej z poczatkowych faz nauki liczenia dziecka réwniez
mozna zauwazy¢ takie rozréznienie. Dziecko uczy si¢ odrozniac jeden, dwa lub
kilka przedmiotéw.

W jezyku sumeryjskim, jedynce odpowiadato stowo gesh oznaczajace mgzczy-
zne¢, dwdjce stowo min, ktére znaczylto kobieta. Tréjka w tym jezyku okreSlona
byta stowem esh oznaczajacym ,,wiele”. W innych jezykach mozemy réwniez
napotkaé podobne przyktady. Przyktadowo, w jezyku tacifiskim ,,tréjka” okre§lana
jest stowem tres, ktdre jest spokrewnione z wyrazem ter oznaczajacym ,,wiele”.

2. Jedynka

Jednymi z pierwszych liczb sa, bez watpienia, jeden oraz dwa, ktérym mozemy
przypisaé pewne znaczenia. Jeden oznacza cztowieka aktywnie uczestniczacego
w dziele tworzenia, jednostke w spoteczeristwie, samotng w obliczu Smierci. Jeden
mozna réwniez taczy¢ z symbolem oznaczajacym istote Zywg pionowo stojaca. Dwa
symbolizuje dwoisto$¢ pici, podziat, opozycje, rywalizacje, konflikt, antagonizm,
np. zycie i §mier¢, dobro i zto itd.

Sumerowie, w IV tys. p.n.e., uzywali matego glinianego stozka (Rys. 1), oznacza-
jacego jeden. Dwojke reprezentowaly dwa stozki. Aby wyrazié ,,dziesiagtke” wykorzy-
stywali gliniang kule, ktora reprezentowata 10 sztuk jakiego$ towaru. W przypadku
nieco wigkszych liczb, np. 60, nie uzywano 6 glinianych kul, ale duzego glinianego
stozka. W ten sposéb materialnie zaczeto wyrazac kolejne liczby naturalne.

W III tys. p.n.e. system ten przeksztalcit si¢ w system znakéw i symboli przypo-
minajacy dobrze nam znany system rzymski (Rys. 2).

Elementem podstawowym w wspomnianych systemach jest jeden.

Starozytni Grecy jedynke uwazali za praliczbe. Oznaczalo to, Ze stuzyta ona do
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Rysunek 1. Sumeryjskie gliniane stozki reprezentujace jeden

Zrédto: [3]
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Rysunek 2. Zapis sumeryjskich liczb od 1 do 59
Zrédto: [4]

tworzenia prawdziwych liczb. Za pierwszg liczbg uwazali dopiero dwdjke. Jedynka
bylta za$ generatorem liczb.
Jedynka uzywana jest do zapisu liczb we wszystkich systemach pozycyjnych.
W szczeg6lnosci dotyczy to takich jak: binarny, 6semkowy, dziesi¢tny, szesnastkowy.
Ksztalt zapisu jedynki zmieniat si¢ na przestrzeni wiekéw. Obrazuje to tabelka
przedstawiona na Rys. 3.
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Rysunek 3. Zapis cyfr indyjsko-arabskich
Zrédto: [5]

Hinduska jedynka z I wieku p.n.e. byla poziomg kreska. Taki zapis nadal jest
stosowany w Chinach. Wspodiczesny zapis jedynki jest potaczeniem rzymskiego
zapisu I ze znakiem hinduskim.

2.1. Jedynka w matematyce

W algebrze, w dowolnym pierScieniu element neutralny mnozenia nazywany
jest jedynkg i czgsto oznaczany jest symbolem 1.

Jedynka odgrywa wazng role w podstawowych matematycznych dziataniach. [2]
Dla dowolnego a € R mamy nastepujace wlasnoSci jedynki w podstawowych dziata-
niach arytmetycznych.

Mnozenie i dzielenie

a~1:%:a, gdy a€R, oraz g:1, gdyaeR, a#0.
a

Jeden jest elementem neutralnym mnozenia. Podzielenie dowolnej liczby a przez
Jjeden daje te sama liczbe. Jedynke mozna tez otrzymacé poprzez podzielenie dowolnej
liczby przez te¢ samg liczbe.

Pot¢gowanie
a'=a, 1°=1, gdy aeR, oraz a®=1, gdy aeR, a#0.
Dowolna liczba podniesiona do potegi pierwszej daje t¢ sama liczbe. Jedynka

jest wynikiem potegowania jedynki o dowolnym wyktadniku oraz potegowania
o zerowym wyktadniku.
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Logarytmowanie
log,1=0 oraz log,a=1, gdy ac(0,00), a#1l.

Funkcje trygonometryczne

Dla funkcji trygonometrycznych sinus i cosinus, maksymalng wartoScia jest
Jeden.
Tozsamo$¢ zwana ,,jedynka trygonometryczng’:

2

sinx+cos’x =1

spetniona jest dla kazdego rzeczywistego x.
Dla funkcji tangens i cotangens mamy:

k
tgx-ctgx=1, dla xER\{g—i-zﬂ:keZ}.
Pochodna

Pierwsza pochodna funkcji f(x) = x, dla x € R jest réwna jeden:
fx)=x = f/(x)=1, dla xeR.

Rachunek prawdopodobienstwa

Niech f bedzie dowolng funkcja ggstosci prawdopodobieristwa, a F jej dystrybu-
antg. Wtedy:

| reax=1,
lim F(x)=1.

X—r—+00

Jedynka ma tylko jeden dzielnik naturalny (samg siebie). Nie jest ona liczbg ani
pierwszg ani ztozona. Wynika to z definicji liczby pierwszej méwiacej, ze liczba
pierwsza ma dokfadnie dwa dzielniki, (jeden i siebie sama). W przypadku jedynki
nie sg to rézne liczby.

3. Zero

Kolejna z liczb, to zero. W dzisiejszym rozumieniu zero, symbolizujace bez-
warto$ciowo§¢ oraz nicos¢, pojawito sie zaskakujaco pdzno. Praktyczna potrzeba
dokonywania obliczent zmobilizowata do powstania symbolu zera, a wigc zera jako
cyfry a nie jako liczby.
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W dziele Ashtadhyayi, czyli w formalnej gramatyce sanskrytu z V wieku p.n.e.
autorstwa hinduskiego gramatyka Panini, mozna odnaleZ¢ uzycie zera.

Prawdopodobnie pierwszy raz, system pozycyjny, do zapisu liczb, wykorzystali
mieszkancy Sumeru i Elamu ok. roku 3200 p.n.e. Podstawe zapisu stanowila liczba
60 (kopa). Poczatkowo, sumeryjska cywilizacja brak wartosci w jednym z rzedow
oznaczala pustym miejscem.

W starozytnym Babilonie, w wieku III przed naszg era, uzyto po raz pierwszy
zera. W babilofiskim systemie zero stuzylo, mniej wiecej, do odréznienia liczb
dziesietnych, takich jak: dziesie¢, sto, tysigc itd. i oznaczano je jako dwa male
trojkaciki.

Rzymianie nie znali zera. Dowodem na to jest brak symbolu i pozostawienie
pustej przestrzeni symbolizujacej zero w rzymskim sposobie zapisu liczb. Do obli-
czen zaczeli wykorzystywac specjalny przyrzad zwany ,,abakusem”, ktérego zasada
dzialania przypominata dzisiejsze liczydto.
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Rysunek 4. Rekonstrukcja rzymskiego abakusa z brazu
Zrédto: [6]

Grecy natomiast do liczenia uzywali zwyklych stotéw z odpowiednimi krazkami,
w ktérych wpisywali cyfry. Cheac zapisa¢ zero wstawiano pusty krazek bez zadnego
uzupetnienia. Pod koniec Sredniowiecza zaczeto wykonywacd dziatania na tanim
papierze, dostepnym juz w tamtych czasach. Rysowano na nim zwykle kétko, ktére
przypominalo krazek bez cyfry, aby symbolizowalo miejsce zera.
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W Mezopotamii przed okoto 300 rokiem p.n.e. ustalono zero jako jeden z symboli
interpunkcyjnych. Jednakze, nie byt on traktowany jako liczba, lecz jako cyfra zero.
Zapisywany byl podwdjnym uko$nym znakiem klinowym.

Na kontynencie amerykarskim, a dokladnie przez cywilizacje Majow, zero
zostalo wykorzystane w kalendarzu, co jest ewenementem w stosunku do wiekszosci
kalendarzy, gdzie zero zostato pomini¢te. Mianowicie, rok przed pierwszym rokiem
naszej ery nazywany jest pierwszym rokiem przed naszg era.

Symbol zero byl utozsamiany z pustym miejscem. Pozostawione puste miejsce,
czyli brak cyfry w zapisie liczby stuzylo za pewng forme interpunkcji, ktéra niestety
nie zapewniata wlasciwego odczytu liczby. Przyktadem moze by¢ liczba 40057,
ktéra zapisana z uzyciem wielkiej spacji przyjmowata posta¢ (4 57). Taki zapis
mogt by blednie odczytywany jako 4057 lub 457.

W 130 r. naszej ery, Ptolemeusz na podstawie babiloriskiego sze§¢dziesigtko-
wego systemu liczbowego opartego na alfabecie greckim uzywat znacznika ,,braku”
w formie ,,0”.

Matematycy indyjscy, zeby zaznaczy¢ ,,brak”, wykorzystywali male kropeczki
pod numerami. Brahmagupta chciat ustali¢ zasady dla dziata arytmetycznych
zawierajacych zero. Przedstawil je nastepujaco:

— ,,suma liczby ujemnej i zero jest ujemna”,

— ,,suma liczby dodatniej i zero jest dodatnia”,
— ,,Suma zero i zero wynosi zero ”,

— ,,liczba ujemna odjeta od zero jest dodatnia”,
— ,,dodatnia liczba odjeta od zero jest ujemna”,
— ,, zero odjete od liczby ujemnej jest ujemne”,
— ,, zero odjete od liczby dodatniej jest dodatnie”,
— ,, zero odjete od zera to zero .

Idac w §lady Brahmagupty po 200 latach, czyli w okoto 830 roku, Mahavira
napisal swoje dzielo pt. "Ganita Sara Samgraha", gdzie rozszerzyl mysl Brahmagupty
dodajac nowg zasade.

,,Liczba pomnozona przez zero wynosi zero. Liczba pozostaje bez zmian, kiedy
zero zostaje od niej odjete.”

W Europie zero pojawito si¢ w XI wieku za sprawa papieza-uczonego Sylwestra
II, ktory starat si¢ je popularyzowac. Natomiast w okoto 1202 roku we Wloszech
Leonardo z Pizy, zwany Fibonaccim, wydat dzieto arytmetyki ,,Liber Abaci”. W tym
podreczniku opisal nie tylko zero, ktére nazywal zephirum, ale réwniez dziewig¢
hinduskich symboli matematycznych. Fibonacci wyréznit zero sposréd wszyst-
kich cyfr, nazywajac zero zerem, a pozostale symbole (1,2,3,4,5,6,7,8,9) liczbami.
Obecna nazwa tej wyjatkowej, a zarazem ,,pustej”, liczby stala si¢ rozpowszechniona
i stosowana dopiero od 1491 roku.
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3.1. Zero w matematyce

Zero symbolizuje poczatek w odniesieniu do szeregu liczb wystepujacych w wiek-
szo$ci dzialéw matematyki.

Cyfra zero jest wykorzystywana w arytmetyce przy zapisie liczb w systemach
pozycyjnych.

W algebrze w dowolnym pierscieniu element neutralny dodawania jest nazywany
zerem i jest oznaczany zwykle symbolem 0:

a+0=a.

Niektore definicje liczb naturalnych nie obejmujg liczby zero, zazwyczaj wtedy
kiedy nie sg zwigzane z logikg i teoria mnogosci. W przypadku kiedy jednak
zawieraja symbol 0, oznacza ono najmniejszg liczbe naturalna.

Termin ,,zero funkcji” uzywany jest czasem w potocznym zargonie matematycz-
nym jako synonim miejsca zerowego funkcji.

Dodawanie, czy odjecie od liczby dodatniej lub ujemnej (zapisanej jako a) liczby
0 daje nam te sama liczbe:

a+0=a;

a—0=a.

Pomnozenie dowolnej liczby a przez 0 daje w wyniku zero:
a-0=0.

W dzieleniu, dzielenie przez zero jest nieokreSlone, poniewaz w definicji dzielenia
wymagane jest, aby dzielnik byl r6zny od zera.
Definicja potegowania méwi, ze liczba rzeczywista rézna od zera podniesiona
do potegi zero daje jeden: .
a =1.

Logarytm przy dowolnej podstawie dodatniej i réznej od 1 z jedynki jest réwny
zero:
log,1=0, a>0, a#1l.

Dla dowolnej statej a € R, pochodna funkcji stalej, danej wzorem f(x) = a, dla

x € R, jestrowna 0 :
d

a(a) =0, dlaxeR.
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono wybrane, ciekawe fakty dotyczace rozwoju pojecia liczby,
a w szczegdlnosci niezwyktych, jak sie okazato liczb: zero oraz jeden. Podstawowe
ich wtasnosci zaprezentowano w pracy. Mimo, Ze niektére wlasnosci, czy tez sama
postac tych liczb, byly odkryte wiele wiekéw temu, to ich historia odkrywania jest
wcigz malo znana i niekiedy zaskakuje.
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