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Streszczenie 
 

Wpływ nieosiowości obciążenia na stateczność ściskanych  
cienkościennych słupów kompozytowych 

 
W pracy badano wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na stateczność 

oraz stany zakrytyczne ściskanych cienkościennych słupów o przekroju ceowym 
i zetowym wykonanych z kompozytu węglowo-epoksydowego. Badania prowa-
dzono na fizycznych modelach konstrukcji wykonanych techniką autoklawową. 
Badane profile charakteryzowały się 8-warstwowym, symetrycznym układem 
warstw kompozytu względem płaszczyzny środkowej układu. Wykonane próbki 
poddawano ściskaniu na maszynie wytrzymałościowej, wprowadzając za pomocą 
specjalnie wykonanego przyrządu odpowiednie wartości mimośrodu obciążenia 
ściskającego. W trakcie prób rejestrowano pomiar siły, skrócenia słupa oraz ugię-
cia i odkształcenia ścianek i środnika profilu. W trakcie badań doświadczalnych 
obserwowano pracę konstrukcji ulegającej utracie stateczności, dla której wyzna-
czono zakrytyczne ścieżki równowagi pokazujące zależność siła-ugięcie. Uzy-
skane charakterystyki pozwoliły na wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego 
konstrukcji rzeczywistej z wykorzystaniem odpowiednich metod aproksymacyj-
nych. Na podstawie otrzymanych wyników badań eksperymentalnych opraco-
wano i walidowano modele numeryczne konstrukcji do obliczeń z wykorzysta-
niem metody elementów skończonych. Zakres badań numerycznych obejmował 
liniową analizę stateczności, umożliwiającą wyznaczenie postaci wyboczenia 
w zależności od amplitudy nieosiowości obciążenia ściskającego oraz odpowia-
dających im wartości obciążenia krytycznego. Drugi etap obliczeń stanowiła nie-
liniowa analiza konstrukcji z zaimplementowanymi imperfekcjami geometrycz-
nymi odpowiadającymi najniższym postaciom wyboczenia. Prowadzone oblicze-
nia nieliniowe umożliwiły dokonanie oceny stopnia wytężenia kompozytu z wy-
korzystaniem kryterium Tsai–Wu. Obliczenia prowadzono do osiągnięcia para-
metru krytycznego w kryterium Tsai–Wu, co umożliwiło określenie mechanizmu 
inicjacji uszkodzenia materiału kompozytowego. Na podstawie uzyskanych wy-
ników wyznaczono pokrytyczne ścieżki równowagi modeli numerycznych, które 
weryfikowano z charakterystykami doświadczalnymi konstrukcji rzeczywistych, 
uzyskując zadowalającą zgodność wyników symulacji numerycznych oraz badań 
doświadczalnych. Otrzymane wyniki potwierdziły adekwatność opracowanych 
modeli numerycznych do oceny utraty stateczności oraz pracy konstrukcji w za-
kresie zakrytycznym w zależności od wartości amplitudy mimośrodu obciążenia 
ściskającego. 
 
Słowa kluczowe: struktury cienkościenne; wyboczenie; stan pokrytyczny;  
nieosiowość obciążenia, metoda elementów skończonych.  
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Abstract 
 

Impact of Load Eccentricity on Stability Compressed  
Thin–Walled Composite Columns 

 
The study investigates the effect of eccentric load on the stability and postcritical 
states of thin-walled carbon/epoxy composite C-section and Z-section columns 
under compression. Tests are performed on physical models of these structures 
produced by the autoclave technique. The columns have a symmetrical 8-ply lay-
up. The test specimens are subjected to compression on a testing machine pro-
vided with a special fixture for introducing eccentric compressive loads.  
In the tests, loading force, column shortening, deflection and strains of the column 
walls and web are measured. The experiments involve examination of the operat-
ing performance of the structure undergoing buckling and determination of its 
postcritical equilibrium paths describing the relationship between force and de-
flection. The obtained characteristics led to determination of the critical load 
for real structures by suitable approximation methods. Based on the experimental 
results, numerical models of composite structures are designed and verified 
by the finite element method. The scope of the numerical analysis includes per-
forming a nonlinear analysis of stability, which allows for determination 
of the buckling mode depending on the amplitude of compressive load eccen-
tricity and the corresponding critical loads. The second stage of the analysis in-
volves performing a nonlinear analysis of the structures with implemented geo-
metric imperfections reflecting the lowest buckling modes. The nonlinear analysis 
is performed using the Tsai–Wu criterion to determine effort of the composite 
material. The computations are run until the critical parameter is reached in the 
Tsai–Wu criterion, allowing for description of the failure initiation mechanism  
in the composite material. Based on the results, postcritical equilibrium paths 
of the numerical models are determined. The equilibrium paths are then compared 
with the experimental characteristics of real structures. The numerical results 
and experimental findings show a satisfactory agreement. The results confirm 
that the numerical models are adequate for estimating the stability loss and per-
formance of composite structures in the postcritical range, depending on the am-
plitude of compressive load eccentricity. 
 
Keywords: thin-walled structures; buckling; post-buckling; eccentric load;  
finite element method. 
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Wykaz symboli i oznaczeń 
𝑤 – szerokość i-tej płyty; 

𝑔 – grubość i-tej płyty; 

𝑙 – długość i-tej płyty; 

𝑢 , 𝑣 , 𝑤  – składowe przemieszczenia powierzchni środkowej dla i-tej ściany; 

𝑥 , 𝑦 , 𝑧  – współrzędne lokalnego układu kartezjańskiego dla i-tej ściany słupa; 

𝜎 , 𝜎  – naprężenia w płaszczyźnie płyty; 

σ  – naprężenia w kierunku normalnym do płyty; 

𝜏 , 𝜏  – naprężenia styczne;  

𝜏  – naprężenia w płaszczyźnie; 

𝜀 , 𝜀  – odkształcenia względne warstwy środkowej odpowiednio  

w kierunku 𝑥 , 𝑦 ; 

𝜀  – odkształcenia względne w kierunku 𝑧 ; 

γ  – kąt odkształcenia postaciowego warstwy środkowej; 

κ , κ  – przyrosty krzywizny powierzchni środkowej i-tej płyty; 

κ  – przyrost skręcenia powierzchni środkowej i-tej płyty; 

𝑃 , 𝑃  – uogólnione siły zewnętrzne; 

𝐼 , 𝐼  –  uogólnione siły wewnętrzne; 

P∆ – obciążenie przyrostowe; 

𝑅 , 𝑅  – siły resztkowe; 

𝐾 , 𝐾  – macierze sztywności; 

𝑢 , 𝑢 , 𝑢  – wektory przemieszczenia; 

𝐶 , 𝐶  – przyrosty przemieszczenia; 

𝐸 , 𝐸  – moduły Younga w głównych kierunkach ortotropii 1,2; 

𝐺  – moduł Kirchhoffa; 

ν  – liczby Poissona: i – kierunek włókien kompozytu, 

j – kierunek prostopadły do kierunku włókien; 



10 
 

𝐹 , 𝐹  – wytrzymałość na rozciąganie kompozytu w głównych kierunkach  

ortotropii; 

𝐹  – wytrzymałość na ścinanie kompozytu; 

𝐹 , 𝐹  – wytrzymałość na ściskanie kompozytu w głównych kierunkach  

ortotropii; 

𝑎 , 𝑎 , 𝑎   – współczynniki pokrytycznej ścieżki równowagi;  

Pcr – siła krytyczna; 

𝑤 , 𝑤  – amplituda ugięcia wstępnego: C – słup o przekroju ceowym,  

Z – słup o przekroju zetowym; 

𝑤  – amplituda ugięcia wywołanego siłą 𝑃 ; 

𝑈 , 𝑈 , 𝑈  – translacyjne stopnie swobody słupa; 

𝑈𝑅 , 𝑈𝑅 , 𝑈𝑅  – rotacyjne stopnie swobody słupa; 

𝑒 , 𝑒  – parametr nieosiowości obciążenia: 1 – kierunek równoległy  

do środnika, 2 – kierunek prostopadły do środnika słupa; 

𝑅  – współczynnik korelacji; 
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1. Wstęp 

Rozwój cywilizacyjny i przemysłowy wiąże się z koniecznością projektowania 
coraz bardziej zaawansowanych technologicznie konstrukcji, zwłaszcza w takich 
dziedzinach przemysłu, jak m.in.: kosmonautyka, lotnictwo czy przemysł moto-
ryzacyjny. We wszystkich tych przypadkach istotne znaczenie odgrywają kon-
strukcje cienkościenne, którym stawiane są coraz bardziej rygorystyczne wyma-
gania dotyczące wytrzymałości i sztywności ustroju nośnego. Aby im sprostać 
konstruktorzy zmuszeni są do poszukiwania wciąż nowych rozwiązań konstruk-
cyjnych, technologicznych czy materiałowych. Prowadzi to do zastępowania 
we współczesnych konstrukcjach klasycznych materiałów inżynierskich (metali) 
materiałami o bardziej złożonej budowie, do których zalicza się materiały  
kompozytowe. 

Kompozyt stanowi materiał, składający się z co najmniej dwóch komponen-
tów, różniących się właściwościami. Jednym z komponentów konstrukcyjnych 
jest osnowa, która zapewnia spójność, twardość oraz elastyczność materiału, na-
tomiast drugi stanowi zbrojenie, zadaniem którego jest zapewnienie odpowiedniej 
wytrzymałości i sztywności materiału. W kompozytach można łączyć różne ro-
dzaje materiałów, takich jak metale, tworzywa polimerowe czy ceramiczne, wy-
korzystując ich specyficzne właściwości. Istotą materiałów kompozytowych jest 
otrzymanie całkowicie odmiennych właściwości w porównaniu z właściwościami 
komponentów składowych. Zaletą tego typu materiałów jest możliwość świado-
mego kształtowania ich właściwości już na etapie projektowania. 

Kolejny ważny problem wymagający rozwiązania związany jest z konieczno-
ścią, zwłaszcza w konstrukcjach lotniczych, istotnego obniżenia masy gotowego 
produktu. Materiałami, które posiadają powyższe właściwości, są w szczególno-
ści kompozyty o osnowie polimerowej wzmacniane włóknami szklanymi 
(GFRC), węglowymi (CFRC) lub kevlarowymi. Cienkościenne elementy nośne 
wykonane z kompozytów polimerowych – laminaty, charakteryzują się wysokimi 
właściwościami mechanicznymi oraz sztywnościowymi, jak również niewielką 
masą. Nośność tego rodzaju ustrojów zależy głównie od właściwości zastosowa-
nych materiałów, liczby warstw laminatu oraz kierunków ułożenia włókien w po-
szczególnych warstwach (konfiguracji laminatu).  

Właściwości mechaniczne cienkościennych konstrukcji kompozytowych 
stwarzają możliwości ich praktycznego zastosowania między innymi w lotni-
czych konstrukcjach półskorupowych i skorupowych, które mogą bezpiecznie 
pracować w stanie pokrytycznym sprężystym. Dotyczy to przede wszystkim lo-
kalnego wyboczenia struktury o statecznej ścieżce równowagi pokrytycznej, gdyż 
w takim przypadku wzrost wartości przemieszczeń możliwy jest jedynie poprzez 
zwiększenie wartości obciążenia. Te cechy konstrukcji cienkościennych narzu-



12 
 

cają konieczność opisu pracy ustroju w pełnym zakresie obciążenia, uwzględnia-
jąc możliwość wystąpienia lokalnego wyboczenia elementów struktury i jej pracy 
w zakresie obciążeń pokrytycznych.  

Efektywnym narzędziem wspomagającym proces projektowania konstrukcji 
cienkościennych, w tym wykonanych z materiałów kompozytowych jest metoda 
elementów skończonych (MES). Zastosowanie oprogramowania CAE (ang. Com-
puter Aided Engineering), wykorzystującego metodę elementów skończonych, 
z uwagi na rozwijane i wciąż udoskonalane techniki obliczeń numerycznych, 
umożliwia przeprowadzanie złożonych analiz struktur kompozytowych 
z uwzględnieniem zachowania materiału w zakresie pokrytycznym oraz stanach 
granicznych. Jest to możliwe dzięki zaimplementowanym we współczesnych pro-
gramach MES specjalistycznym procedurom zawierającym możliwości modelo-
wania struktury kompozytu, właściwości materiałowych oraz kryteriów zniszcze-
nia dedykowanych materiałom kompozytowym. 

W niniejszej monografii zaprezentowano badania ściskanych cienkościennych 
słupów kompozytowych prowadzone metodami doświadczalnymi i numerycz-
nymi. Badania koncentrowały się na określeniu wpływu mimośrodowości obcią-
żenia oraz konfiguracji układu warstw kompozytu na stateczność oraz pokry-
tyczną pracę badanych profili. Badania prowadzono do momentu wystąpienia ini-
cjacji zniszczenia materiału kompozytowego ocenianego z wykorzystaniem me-
tody emisji akustycznej (badania eksperymentalne) oraz z wykorzystaniem inicja-
cyjnych kryteriów zniszczenia (badania numeryczne MES). W prowadzonych 
analizach numerycznych uwzględniono również wpływ wartości amplitudy 
wstępnych imperfekcji geometrycznych na stateczność i pokrytyczne ścieżki rów-
nowagi ściskanych profili kompozytowych. Zakres pracy obejmuje zagadnienia 
dotyczące nieliniowej stateczności konstrukcji cienkościennych oraz mechaniki 
materiałów kompozytowych. 

1.1. Przegląd literatury 
1.1.1. Stateczność kompozytowych elementów konstrukcyjnych 

Pierwsze cienkościenne ustroje nośne zastosowane w konstrukcjach lotni-
czych pojawiły się na początku XX wieku. Dynamiczny rozwój badań nad ustro-
jami tego typu przypadał na lata 50. XX wieku. Analiza przyczyn uszkodzeń kon-
strukcji cienkościennych sprawiła, że zjawisko utraty stateczności stało się przed-
miotem wnikliwych badań. W ich efekcie powstało wiele prac o charakterze nau-
kowym, między innymi Naleszkiewicza [115] oraz Timoshenki [153], [154], 
[155]. Wnikliwy przegląd literatury omawiającej stateczność konstrukcji cienko-
ściennych do lat 70. XX wieku można znaleźć w pracach Hutchinsona oraz Koi-
tera [58]. Prace prowadzone przez Koitera [65], [66] zaowocowały opracowaniem 
ogólnej nieliniowej teorii stateczności układów zachowawczych, która z powodu 
jej ogólnego charakteru stała się najbardziej popularną teorią w tym zakresie. 
Wnikliwe jej omówienie w języku polskim przedstawiają pozycje literaturowe: 



13 
 

Grybosia [55] oraz Królaka [91]. Modyfikacji teorii Koiterai przedstawienia jej 
w postaci dogodnej do praktycznego zastosowania podjęli się Byskov oraz Hu-
tchinson [26]. Jest ona oparta na asymptotycznym rozwinięciu pokrytycznej 
ścieżki równowagi. Opis matematyczny energii potencjalnej układu przedsta-
wiono w postaci szeregu potęgowego, zawierającego amplitudy liniowe postaci 
wyboczenia w pobliżu punktu bifurkacji. Stateczność ustroju określa się znakiem 
drugiej pochodnej energii potencjalnej całego układu. 

Zmodyfikowana asymptotyczna teoria stateczności dla układów zachowaw-
czych zastosowana została do analiz pracy rzeczywistych ustrojów. W opracowa-
niach Byskova [27], Thompsona i Hunta [152] oraz Tvergaarda [157], [158] za-
stosowano ją do opisu zachowania profili o prostych przekrojach poprzecznych. 
Analizy ściskanych słupów o stałych przekrojach poprzecznych swobodnie pod-
partych, z zastosowaniem metody pasm skończonych dokonano w pracach Benito 
oraz Sridharana [20], [21], Goltermanna i Mollmana [53], Mollmana i Golter-
manna [112], Sridharana [141], Pignataro oraz Luongo [125]. Prace Byskova 
oraz Hansena [25], Byskova [28], Lanzo oraz Garcea [100], opisują zachowanie 
ustrojów przy założonych warunkach brzegowych z wykorzystaniem metody ele-
mentów skończonych.  

Dostępne metody asymptotycznej teorii stateczności nie znalazły zastosowa-
nia w praktyce z powodu ich skomplikowanych procedur. Koniecznym było za-
tem opracowanie uproszczonej procedury rozwiązywania zagadnień interakcyj-
nego wyboczenia, którą nazwano metodą segmentową. Jej nieskomplikowany 
charakter, polegający między innymi na wykorzystaniu metody szerokości efek-
tywnych, która jest stosowana w zaleceniach projektowych, zastosowali w swoich 
pracach: Bradford i Hancock [23] oraz Wang [161], [162] w celu zbadania zacho-
wania słupów liniowo-sprężystych. Technik komputerowych spowodował dyna-
miczny rozwój metod dyskretnych. Wyniki badań stateczności ustrojów nośnych 
z wykorzystaniem metody elementów skończonych przedstawili m.in. Attard [9], 
Barsoum oraz Gallagher [17], analizując zjawisko globalnego wyboczenia ele-
mentów belkowych. Opisem zachowania elementów płytowych z wykorzysta-
niem MES zajmowali się m.in. Batozoraz inni [18], [118], zaś badaniami nad 
ustrojami powłokowymi Dvorkin oraz Bathe. [48].  

Analizą zjawiska globalnej i lokalnej postaci wyboczenia cienkościennych 
profili o przekrojach otwartych, poddanych obciążeniu ściskającemu zajęli 
się w swoich pracach: Grimaldi oraz Pignataro [54], Pignataro [124], Sridharan 
oraz Benito [139]. Wyniki badań wykazały, że wystąpienie postaci giętnej w przy-
padku lokalnego oraz globalnego wyboczenie jest najbardziej niebezpieczne. 
Prace Byskova oraz Hutchinsona [26], Koitera [66], Manevicha [109], [110], 
Sridharana oraz Penga [140], Królaka [90], Kołakowskiego [75], [76], Sridharana 
oraz Ali [138] dotyczą rozszerzonej analizy uwzględniającej wyższą postać lo-
kalną. Interakcja postaci lokalnych mających znacząco różne długości półfal 
oraz dwóch różnych globalnych postaci wyboczenia jest bardzo słaba, lub w ogóle 
nie zachodzi, co szczegółowo opisano w pracach Kołakowskiego [79], [83], [84] 
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oraz Manevicha [109], [110]. W pracach Kołakowskiego [77], Pignataro [124], 
Sridharana oraz Ali [138] wykazano, że globalna postać wyboczenia (opisana 
równaniem Eulera) może zachodzić wyłącznie przy parzystej liczbie  
symetrycznych/antysymetrycznych lokalnych postaci wyboczenia, natomiast  
postać giętno-skrętna, w przypadku symetrycznej i antysymetrycznej pary  
lokalnych postaci. 

Informacje dotyczące stateczności konstrukcji wykonanych z klasycznych ma-
teriałów inżynierskich wynikające z wyników analiz eksperymentalnych oraz nu-
merycznych są powszechnie dostępne w literaturze. Zostały one w przeważają-
cym stopniu zbadane i szeroko opisane. W latach 70. XX wieku nastąpił rozwój 
badań doświadczalnych dotyczących materiałów kompozytowych. Publikacje ze-
społu Davisa [38] dotyczą zachowania się ściskanych warstwowych płyt kompo-
zytowych, zbrojonych włóknami szklanymi w pełnym zakresie obciążenia. 
W tamtym okresie do wyznaczania sił krytycznych płyt oraz słupów wykorzysty-
wano metodę Southwella, którą opisali w swoich pracach m.in.: Ashtoni Love [8], 
Kicher i Mandell [62], Barbero oraz Raftoyiannis [14]. Wnikliwy opis doświad-
czalnych metod wyznaczania wartości obciążeń krytycznych dla materiałów kom-
pozytowych zawarty jest w pracy Venkataramaiaha oraz Roorda [160]. Odrębnym 
zagadnieniem, którym zajmowali się Lukoshevichyus [106], Libove [102], Tung 
oraz Surdenas [156], była utrata stateczności na skutek oddziaływania złożonego 
obciążenia. Tematyką ściskanych płyt z żebrami zajmowali się w swoich bada-
niach między innymi Lanzi [99] oraz Romeo [133]. Wyniki badań doświadczal-
nych dotyczących zachowania się ściskanych cienkościennych profili kompozy-
towych zawarto w nielicznych pracach, których autorami są: Arbelo i inni [3]  
Barbero i inni [13], Barbero i Tomblin [15], [16], Barbero oraz Raftoyiannis [14]. 

Zbiór aktualnego stanu wiedzy w zakresie zagadnień ściskanych cienkościen-
nych konstrukcji wykonanych z materiałów izotropowych przedstawili w opraco-
waniu Chou oraz Rhodes [31]. W kolejnych latach: Singer, Arbocz i Weller do-
konali przeglądu literatury z zakresu badań doświadczalnych [136]. W 2002 roku 
zespół Singera wydał drugi tom [137], w którym oprócz zagadnień związanych 
z ustrojami izotropowymi przedstawiono tematykę cienkościennych konstrukcji 
kompozytowych. 

Analizę interakcyjnego wyboczenia, stanów pokrytycznych oraz nośności 
cienkościennych konstrukcji opisano w wielu publikacjach. Na uwagę zasługują 
m. in. prace Kołakowskiego [78], Królaka (red.) [90], Kubiaka [96] oraz Bazanta 
[19], które przedstawiają opis zjawiska stateczności z uwzględnieniem sprzężo-
nych postaci wyboczenia ściskanych konstrukcji cienkościennych. Artykuły Ko-
łakowskiego [75], [76], [77], [82], [84] oraz Tetera [150] prezentują zagadnienia 
wyboczenia interakcyjnego w strukturach cienkościennych w przypadku różnych 
profili o przekrojach otwartych oraz zamkniętych. 

Rosnąca tendencja zastępowania tradycyjnych materiałów izotropowych ma-
teriałami o właściwościach ortotropowych, posiadających szerokie możliwości 
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kreowania właściwości mechanicznych sprawia, że współczesnym obszarem ba-
dań stały się cienkościenne ustroje nośne wykonane z materiałów kompozyto-
wych. Analizą zjawiska stateczności ustrojów nośnych wykonanych z nowocze-
snych materiałów kompozytowych, zajmowali się w swoich pracach m. in. Koła-
kowski i Królak [71], Kołakowski i Kowal–Michalska [69] oraz Kubiak [96], opi-
sując zachowanie płyt. Pozycje literaturowe: Kołakowski [70], [80], [85], Koła-
kowski i Kubiak [72], Kołakowski i Teter [73], [74], [145] Królak i Mania [93], 
Kołakowski oraz Kowal–Michalska [68], poświęcone są opisowi pracy ściska-
nych słupów kompozytowych. Opis charakteru pracy sprężystych słupów kompo-
zytowych w pełnym zakresie obciążenia przedstawili obszernie w swoich pra-
cach: Dębski [45], [47], Dębski i inni [41], [39], [40], [44], Kubiak i inni [95], 
[94], [22], [122], Banat oraz Mania [11], [10], Mania i inni [111], prezentując 
w nich wyniki badań stateczności i nośności cienkościennych ortotropowych 
ustrojów poddanych ściskaniu. Istotną cechą w/w prac w obszarze badań dotyczą-
cych ściskanych profili kompozytowych jest szerokie zaprezentowanie wyników 
badań eksperymentalnych do których dostęp we współczesnej literaturze jest jesz-
cze ograniczony. 

1.1.2. Modelowanie MES zagadnienia stateczności laminatów 

Metoda elementów skończonych wprowadzona została na początku drugiej 
połowy dwudziestego wieku przez zespół Turnera. Zastosowanie MES do rozwią-
zania zagadnienia stateczności jako pierwsi opublikowali w swoich pracach Ar-
gyris [5] oraz Gallagher [52] w latach 60. XX wieku, opisując macierz sztywności 
naprężeniowej. W kolejnych latach dynamicznie rozwijano tę metodę, wprowa-
dzając coraz bardziej zaawansowane elementy skończone, jak również formuło-
wano równania przyrostowe oraz procedury iteracyjne. Umożliwiło to nume-
ryczne opisanie rzeczywistych nieliniowych ścieżek równowagi, znacznie rozsze-
rzając zastosowanie metody elementów skończonych. 

Podstawową wadą konstrukcji cienkościennych jest możliwość występowania 
zjawiska utraty stateczności. Opis tego zjawiska wiąże się z koniecznością roz-
wiązania zagadnienia nieliniowego. Jedną z ogólnie dostępnych metod służących 
do rozwiązywania tego typu zagadnień jest metoda elementów skończonych. Do-
stępnych jest wiele publikacji opisujących metody wyznaczania nieliniowych 
ścieżek równowagi. Jedną z nich jest metoda Riksa [130], [131], [132], która 
umożliwia opisanie ścieżek równowagi w przypadku kilku ekstremów. Wymie-
nioną metodę rozwinął i zmodyfikował w swojej pracy Crisfield [34]. Jedną z naj-
popularniejszych metod numerycznych stosowanych do obliczeń zagadnień nie-
liniowych jest przyrostowo-iteracyjna metoda Newtona–Raphsona. Opi-
sano ją w pracach między innymi Crisfielda [36], [35] oraz Waszczyszyna [165]. 
Inne metody numeryczne przedstawiono w publikacji Rakowskiego oraz Ka-
sprzyka [129] i monografii Kleibera [64]. 
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Numeryczne procedury nieliniowe zostały z powodzeniem zastosowane 
do opisu zagadnienia utraty stateczności i stanów granicznych kompozytowych 
konstrukcji cienkościennych. Przykład wykorzystania metody elementów skoń-
czonych do rozwiązania zagadnienia nieliniowej stateczności i nośności konstruk-
cji kompozytowych można znaleźć m. in. w pracach Alfano oraz Crisfielda [1], 
Camanho oraz Davila [29], Kołakowskiego [81], [85], Kreji [88], Kubiaka [96], 
Tetera oraz Kołakowskiego [145], [147]. Publikacje zawierające weryfikację sy-
mulacji numerycznych MES wynikami badań doświadczalnych, przeprowadzo-
nych na kompozytowych elementach konstrukcyjnych przedstawili m.in.: Dębski 
[45], [46], Dębski i inni [39], [40], [43], Kim i inni [63], Orifici i inni [120], opi-
sując zachowanie struktur o złożonych kształtach przekroju poprzecznego, pod-
dawanych prostym przypadkom obciążenia: ściskania, ścinania lub prostego zgi-
nania. 

Kompozytowe struktury nośne stanowią w wielu rozwiązaniach konstrukcyj-
nych elementy o znaczeniu krytycznym. Do wyznaczenia wartości obciążenia 
krytycznego oraz określenia formy deformacji ustroju stosowana jest liniowa ana-
liza sprężysta. Polega ona na rozwiązaniu zagadnienia własnego stanu równowagi 
konstrukcji, odpowiadającemu minimum energii potencjalnej całego układu, opi-
sanego przez Rusińskiego i innych [134]. Przykłady analiz numerycznych doty-
czących ściskanych profili kompozytowych przedstawiają m.in. prace: Dębski 
[45], [47], Dębski i inni [39], [44], Kołakowski [78], [81], Kubiak [96], w których 
Autorzy w oparciu o liniowe procedury numeryczne wyznaczyli wartości obcią-
żenia krytycznego oraz najniższą postać własną rozpatrywanych ustrojów cienko-
ściennych. 

Badania stanów pokrytycznych z wykorzystaniem analizy nieliniowej przed-
stawili w publikacjach Ciechoń [33], Kopecki [86] oraz Thompson i inni [152], 
uwzględniając nieliniowe zależności pomiędzy przemieszczeniami i odkształce-
niami. Umożliwia to wyznaczenie tzw. pokrytycznych ścieżek równowagi, okre-
ślających zależności pomiędzy parametrami statycznymi, odpowiadającymi ob-
ciążeniu struktury, a parametrami geometrycznymi określającymi przemieszcze-
nia jej węzłów. Wyniki badań związanych z analizą stanu pokrytycznego struktur 
kompozytowych pracujących pod obciążeniem przedstawili m.in.: Banat i inni 
[10], Dębski i inni [39], [44], [41].  

Wyznaczenie w procesie obliczeń numerycznych wartości obciążenia niszczą-
cego wiąże się z koniecznością wykorzystania kryteriów wytężenia oraz zniszcze-
nia materiału kompozytowego (kryteria naprężeniowe oraz odkształceniowe). 
Szeroki opis kryteriów zniszczenia kompozytu, jak m.in.: maksymalnych naprę-
żeń, kryterium Tsai–Hill’a, kryterium tensorowe Tsai–Wu, Azzi–Tsai–Hill’a 
oraz kryterium Pucka, które zostały zaimplementowane w programach komercyj-
nych MES (np. Abaqus®,Ansyss®) przedstawili w swoich pracach: Hyla [59], 
Jones [61], Orifici i inni [119], Talreja i inni [143]. W pracach m.in. Dębskiego 
[45] oraz Tetera i inni [144], kryteria te zostały pomyślnie zweryfikowane w od-
niesieniu do oceny nośności cienkościennych słupów kompozytowych poddanych 
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osiowemu ściskaniu. Autorzy przy opracowaniu modelu dyskretnego MES zwró-
cili szczególną uwagę na odwzorowanie rzeczywistych warunków eksperymentu, 
mających istotny wpływ na spełnienie kryterium zniszczenia. 

1.1.3. Wpływ imperfekcji na zachowanie konstrukcji 

Istotnym problemem w rzeczywistych konstrukcjach nośnych jest możliwość 
występowania takich czynników jak: imperfekcje geometryczne, nieosiowości 
obciążenia, niedokładność warunków brzegowych i inne, które w znaczny sposób 
zmieniają charakter pracy ustroju, wprowadzając układ w złożony stan obciąże-
nia. W takiej sytuacji warunki pracy konstrukcji cienkościennej ulegają zasadni-
czym zmianom, mogącym doprowadzić do przedwczesnej utraty stateczności ele-
mentów nośnych konstrukcji oraz ich zniszczenia w zakresie obciążeń eksploata-
cyjnych. Obecny stan wiedzy oparty jest na niewielkiej ilości publikacji opisują-
cych tego typu zagadnienia. Przeważają prace prezentujące wyniki badań ekspe-
rymentalnych elementów nośnych konstrukcji budowlanych. Prace poświęcone 
określeniu wpływu wielkości nieosiowości obciążenia na możliwość wystąpienia 
utraty stateczności i zniszczenia tego typu elementów przedstawili m.in.: Wang 
i inni [164], [163], [104], Portoles i inni [126], Qu i inni [127], Ellobody i inni 
[50] oraz Zhou i inni [168], analizując zachowanie ściskanych kompozytów sta-
lowo–betonowych. Liu oraz Chantel [105], Zhu i inni [169], Guo i inni [56] za-
prezentowali wyniki badań wpływu nieosiowości obciążenia w przypadku słupów 
izotropowych o prostych przekrojach poprzecznych. 

Podstawowym przeznaczeniem cienkościennych profili wzmacniających jest 
przede wszystkim przenoszenie obciążeń działających wzdłuż osi profilu. W rze-
czywistych konstrukcjach cienkościennych występuje zaburzenie idealnych wa-
runków osiowego obciążenia tych elementów, które może być wywołane różnymi 
czynnikami (technologicznymi, eksploatacyjnymi, itp.). Prowadzi to zazwyczaj 
do niekorzystnych dla konstrukcji cienkościennych zmian charakteru pracy jej 
elementów nośnych. Praca Królaka i innych [92] przedstawia analizę wpływu nie-
osiowości obciążeń ściskających na lokalną i globalną postać wyboczenia izotro-
powych oraz ortotropowych słupów o regularnym, sześciokątnym przekroju po-
przecznym. Publikacje Elghazouli, Chryssanthopoulosa oraz Esonga [32], [49] 
dotyczą badań wyboczenia pod wpływem obciążenia nieosiowego cylindrycz-
nych cienkościennych elementów wykonanych z kompozytu węglowo–epoksy-
dowego. Analizie zjawiska utraty stateczności długich słupów kompozytowych 
(GFRP) charakteryzujących się otwartymi przekrojami poprzecznymi obciążo-
nymi mimośrodowo poświęcone były prace Mottrama, Browna [114], Nunes’a, 
Correiai i innych [117] oraz Ragheba [128]. Istotnym zagadnieniem z punktu wi-
dzenia bezpieczeństwa konstrukcji jest możliwość określenia wpływu tych czyn-
ników na pracę konstrukcji w pełnym zakresie obciążeń. 
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Ważnym aspektem w analizie pracy cienkościennych struktur nośnych, wyko-
nanych z materiałów kompozytowych jest uwzględnienie ich imperfekcji geome-
trycznych. Znajomość wpływu nieuniknionych niedokładności wykonania kom-
pozytu na jego pracę jest istotna, gdyż materiały tego typu stosowane są w kon-
strukcjach lotniczych lub łopatach turbin wiatrowych, które pracują w warunkach 
wysokich i złożonych obciążeń. W latach 70. XX wieku Thompson [151] opisał 
wpływ zwiększenia czułości struktury, uwzględniając jej niedoskonałości geome-
tryczne w badaniach utraty stateczności ustroju. Prace Castro i innych [30], Li 
i Qiao [101], Orifici i Bisagni [121], Schilloi i innych [135] oraz Ismail’a i innych 
[60] poświęcone zostały analizie oddziaływań imperfekcji geometrycznych na za-
chowanie się w stanie krytycznym ściskanych cienkościennych słupów cylin-
drycznych. Prace Broggi i Schuëller [24] oraz Friedrich i innych [162] opisują 
wpływ modelowania niedokładności wykonania na wyboczenie cienkościennych 
słupów cylindrycznych. Efekt oddziaływania imperfekcji geometrycznych 
w przypadku długich słupów o przekrojach otwartych przedstawiają publikacje 
Mottrama, Browna i innych [113] oraz Ascione i innych [161]. W celu zaprojek-
towania struktury kompozytowej z uwzględnieniem zmniejszonej czułości, spo-
wodowanej przez niedoskonałości geometryczne, stosuje się podejście opisane 
przez Lindgaarda i innych [103]. Polega ono na zastosowaniu procedury nielinio-
wej optymalizacji wyboczenia elementów kompozytowych z uwzględnieniem 
„najgorszej” niedoskonałości kształtu. 

Metodę "najgorszej" niedoskonałości kształtu stosuje się w celu określenia im-
perfekcji geometrycznych kompozytu, które powodują obniżenie wartości prze-
noszonego obciążenia krytycznego struktury. Opisali to w swoich pracach: Deml 
i Wunderlich [42], Wunderlich i Albertin [167], Damatty i Nassef [37], Kristanic 
i Korelc [89], Henrichseni i inni [57]. Analizy tego typu umożliwiają wyznaczenie 
maksymalnych rozbieżności wartości obciążenia krytycznego między idealną, 
a rzeczywistą konstrukcją kompozytową. 

W trakcie projektowania kompozytowych struktur warstwowych konstruktor 
jest często ograniczony zestawem dostępnych materiałów w tym zakresie. W celu 
zapewnienia najkorzystniejszych wymagań projektowych zaproponowana została 
optymalizacja dyskretna materiału (DMO), którą rozwinęli w swoich pracach 
Lund i Stegmann [107] oraz Stegmanni oraz Lund [142]. Metoda Discrete Mate-
rial Optimization definiuje zestaw materiałów optymalnych pod względem zwięk-
szenia wartości obciążenia krytycznego, które są wybierane z zestawu dostępnych 
materiałów proponowanych w podobny sposób, jak w przypadku optymalizacji 
topologii. Metodę DMO w swojej pracy przedstawił Lund [108], opisując proce-
durę optymalizacji liniowego wyboczenia kompozytowych konstrukcji powłoko-
wych oraz Henrichsen i inni [57] przy opisie optymalizacji zjawiska utraty sta-
teczności w przypadku kompozytowego słupa o przekroju ceowym.  

Występowanie niedokładności związanych z tolerancją wykonania (imperfek-
cje geometryczne), nieodpowiednimi warunkami brzegowymi czy brakiem osio-
wości obciążenia prowadzi do istotnej zmiany charakteru pracy cienkościennych 
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ustrojów kompozytowych od początku procesu obciążania. Elementy rzeczywi-
stych konstrukcji nośnych połączone są ze sobą w sposób odbiegający od ideal-
nych warunków brzegowych (np. brak współosiowości elementów). Jest to przy-
czyną powstawania istotnych różnic warunków pracy ustroju rzeczywistego w po-
równaniu z konstrukcją idealną, której postawiono określone wymagania kon-
strukcyjne. Publikacje Arbocz’a [4] oraz Lam i Loy [97], [98] opisują problem 
wpływu warunków brzegowych na pracę cienkościennych elementów cylindrycz-
nych. W pracy Urbaniaka, Tetera oraz Kubiaka [159] badano teoretycznie 
oraz eksperymentalnie wpływ warunków brzegowych na proces wyboczenia, za-
chowanie w stanie pokrytycznym oraz wartość obciążenia niszczącego cienko-
ściennych słupów kompozytowych (GFRP) o przekroju ceowym. Praca Teter, 
Dębski i Samborski [144] przedstawia badania stanu krytycznego i zniszczenia 
ściskanych omegowych słupów kompozytowych CFRP z uwzględnieniem róż-
nych wariantów warunków brzegowych. W pracach Ascione [6] oraz Nguyen i in-
nych [116] poddano analizie wpływ warunków brzegowych oraz imperfekcji geo-
metrycznych na proces wyboczenia dwuteowych belek kompozytowych. Przed-
stawione pozycje literaturowe stanowią podsumowanie obecnego stanu wiedzy 
dotyczącego omawianego problemu badawczego. 

Zaprezentowany w niniejszym rozdziale przegląd literatury stanowi zbiór pod-
stawowej wiedzy w zakresie tematyki badawczej podjętej w prezentowanej pracy. 
Jego celem jest przedstawienie bieżących wyników badań oraz osiągnięć dotyczą-
cych zagadnień stateczności w odniesieniu do ściskanych cienkościennych ele-
mentów kompozytowych. W podsumowaniu należy stwierdzić, że zakres wiedzy 
na ten temat nie został jeszcze w pełni wyczerpany. W literaturze przedmiotu do-
minują pozycje o charakterze teoretycznym oraz numerycznym, niewiele jest na-
tomiast prac prezentujących wyniki badań doświadczalnych. Zagadnienie nieo-
siowości obciążenia konstrukcji nośnych opisane jest jako jeden z czynników ma-
jących wpływ na przyspieszenie utraty stateczności oraz zniszczenie struktury 
materiału. Istnieje potrzeba przeprowadzenia badań eksperymentalnych, umożli-
wiających rozszerzenie jakościowego oraz ilościowego opisu wpływu nieosiowo-
ści obciążenia i imperfekcji geometrycznych na zachowanie cienkościennych pro-
fili kompozytowych w stanie krytycznym i pokrytycznym. Będzie to stanowiło 
przedmiot badań niniejszej monografii. 

1.2. Cel i zakres pracy 
Na podstawie przeprowadzonego w poprzednim rozdziale przeglądu literatury 

sformułowano cel pracy, który stanowi określenie stopnia wpływu nieosiowości 
przyłożenia obciążenia ściskającego na zachowanie rzeczywistych, tzn. z imper-
fekcjami przyłożenia siły krótkich cienkościennych profili kompozytowych o zło-
żonych kształtach przekroju poprzecznego. Przeprowadzona zostanie pogłębiona 
analiza stateczności i stanów pokrytycznych badanych ustrojów z wykorzysta-
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niem metod doświadczalnych oraz symulacji numerycznych MES. Do oceny mo-
mentu inicjacji zniszczenia materiału kompozytowego wykorzystana zostanie me-
toda emisji akustycznej, a w przypadku symulacji numerycznych inicjacyjne kry-
terium zniszczenia kompozytu Tsai–Wu. Zakres badań doświadczalnych będzie 
obejmował ściskanie cienkościennych profili kompozytowych w temperaturze 
pokojowej z wykorzystaniem uniwersalnej maszyny wytrzymałościowej. Obli-
czenia numeryczne prowadzone w zakresie liniowym (rozwiązanie zagadnienia 
własnego – stan krytyczny) oraz nieliniowym (nieliniowa analiza stanu pokry-
tycznego) prowadzone będą z wykorzystaniem komercyjnego programu 
ABAQUS® [12]. Opracowane modele dyskretne zostaną zwalidowane wynikami 
badań eksperymentalnych. Takie podejście umożliwi opracowanie adekwatnych 
modeli numerycznych, umożliwiających opis zagadnienia nieliniowej stateczno-
ści ściskanych cienkościennych profili kompozytowych oraz określenia odpowie-
dzi konstrukcji na nieosiowość obciążenia oraz wartość początkowej amplitudy 
imperfekcji geometrycznych.  

Postawiono tezę pracy, że cienkościenne struktury kompozytowe są wrażliwe 
na nieosiowość przyłożenia obciążenia ściskającego, co ma znaczący wpływ na 
stateczność oraz pracę w zakresie pokrytycznym tych konstrukcji. Istotny przy 
tym jest układ warstw w strukturze laminatu oraz geometria struktury, w tym ugię-
cia wstępne, mogące prowadzić do przedwczesnej utraty stateczności konstrukcji. 
Możliwe jest kształtowanie właściwości mechanicznych oraz sztywnościowych 
ściskanych cienkościennych słupów kompozytowych poprzez odpowiedni dobór 
układu warstw kompozytu, przy zachowaniu stałych parametrów geometrycznych 
i masy ustroju. 
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2. Stateczność cienkościennych słupów kompozytowych 
Analizie poddano cienkościenne słupy kompozytowe o przekrojach otwartych. 

Elementy tego typu wykonywane są z laminatów zbrojonych włóknami węglo-
wymi, szklanymi oraz grafitowymi zatopionymi w osnowie epoksydowej. Rozpa-
trywane ustroje kolumnowe charakteryzują się złożonymi przekrojami poprzecz-
nymi. Wykonane są z płaskich ścian połączonych ze sobą wzdłuż ich najdłuż-
szych krawędzi. Poniżej (rys.2.1) przedstawiono dwa cienkościenne słupy zło-
żone z elementów płytowych o wybranych przekrojach poprzecznych. 
 

a) 
 

b) 

   

Rys. 2.1. Modele cienkościennych słupów wykonanych z płaskich ścian o przekrojach  
poprzecznych: a) ceowym, b) zetowym 

 
Poszczególne ściany analizowanych konstrukcji cienkościennych stanowią 

elementy płytowe wykonane w wielowarstwowego kompozytu. Wszystkie war-
stwy omawianego materiału charakteryzują się właściwościami ortotropowymi. 
Model geometryczny i-tej płyty z przyjętym układem współrzędnych przedsta-
wiono na rysunku 2.2. 
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Rys. 2.2. Ortotropowy model geometryczny elementu płytowego 
 

Analizowane cienkościenne ustroje słupowe wykonane zostały z kompozytu 
wielowarstwowego. Na potrzeby prowadzonych badań przyjęto płaski model pły-
towy oparty na założeniach klasycznej teorii płyt wielowarstwowych. W oparciu 
o prace [2], [67], [90], [91], [166] przyjęto następujące założenia modelowe: 
 grubość płyty jest stała, 
 grubość płyty jest znacznie mniejsza od pozostałych jej wymiarów, 
 element płytowy wykonany jest z materiału posiadającego właściwości  

liniowo-sprężyste (obowiązuje uogólnione prawo Hooke’a), 
 element charakteryzuje płaski stan naprężenia: 

 naprężenia panujące w płaszczyźnie płyty σxx i σyy są dominujące, 
 naprężenia w kierunku normalnym do płyty σzz są pomijalnie małe, 
 naprężenia styczne w kierunkach prostopadłych do płyty τxz i τyz są znacznie 

mniejsze niż wartości σxx, σyy oraz τxy w płaszczyźnie płyty, 
 cienkościenny element warstwowy odkształca się, spełniając prawa hipotezy 

Kirchhoffa–Love’a (normalne do nieodkształconej powierzchni środkowej po-
zostają prostymi normalnymi do płaszczyzny środkowej płyty po wyboczeniu 
oraz wyklucza się γyz, εz, ze stanu odkształcenia), 

 przyjmuje się niewielkie przemieszczenia występujące w płaszczyźnie płyty  
(εx, εy, γyz<1), 

 płyta składa się z idealnie połączonych ze sobą warstw, 
 nie uwzględnia się interakcji zachodzących pomiędzy poszczególnymi war-

stwami w kierunku prostopadłym do płaszczyzny środkowej, 
 każda z warstw posiada właściwości ortotropowe przy zachowaniu stałej gru-

bości, 
 nie występują przemieszczenia płaszczyzny środkowej elementu płytowego 

w kierunku osi z. 
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W klasycznej teorii płyt płaski stan naprężeń opisany jest podstawowymi rów-
naniami następującej postaci (są to zlinearyzowane równania geometryczne  
Cauchy'ego w oparciu o hipotezę Kirchhoffa): 
 

 

ε =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕 𝑤

𝜕𝑥
 

ε =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑧

𝜕 𝑤

𝜕𝑦
 

γ =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕 𝑤

𝜕𝑦
 

(2.1) 

 
gdzie: współrzędne 𝑢 , 𝑣  oraz 𝑤  odpowiadają przemieszczeniu dowolnego 
punktu w kierunku poszczególnych osi i-tej płyty. 

W celu opisania powierzchni środkowej każdej ze ścian słupa, która jest zara-
zem i-tą płytą przyjmuje się tensor odkształcenia opisany w następującej postaci 
[67] ,[91], [121], [145] oraz [150]: 
 

ε = 𝑢 + 0,5 𝑤 + 𝑢 + 𝑣  

ε = 𝑣 + 0,5 𝑤 + 𝑢 + 𝑣  

2ε = γ = 𝑢 + 𝑣 + 𝑤 𝑤 + 𝑢 𝑢 + 𝑣 𝑣  
(2.2) 

 
gdzie: 𝑢 , 𝑣  oraz 𝑤  są współrzędnymi przemieszczenia powierzchni środkowej 
równoległe względem osi: xi, yi, zi (rys. 2.1). Płaszczyzna 𝑥 − 𝑦  leży na po-
wierzchni środkowej i-tej płyty przed wystąpieniem zjawiska wyboczenia. 

Głównym ograniczeniem przyjętej teorii jest liniowy opis zależności przyrostu 
krzywizn zginania κ , κ  oraz skręcania κ  w odniesieniu do i-tego elementu 
płytowego [166] oraz [123]: 
 

 

κ = −𝑤  

κ = −𝑤  

κ = −2𝑤  

(2.3) 

Wartości zredukowanych sił oraz momentów w przekrojach względem po-
wierzchni środkowej płyty w przypadku analiz materiału izotropowego przedsta-
wiono między innymi w pracach: [145], [146], [148], [149], [150]. 
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3. Numeryczna analiza rozwiązania zagadnienia  
stateczności konstrukcji cienkościennych 

Dynamiczny rozwój technik komputerowych oraz komercjalizacja systemów 
wspomagających prace inżynierskie spowodowały rozpowszechnienie wykorzy-
stywania metody elementów skończonych (MES) w analizie współczesnych kon-
strukcji. Metoda elementów skończonych oparta jest na założeniu, że wielkości 
takie, jak na przykład naprężenie, przemieszczenie lub odkształcenie, wyrażone 
są w postaci pierwotnej – tzn. funkcji w określonym obszarze ciągłym modelu 
rzeczywistego, które następnie aproksymuje się, otrzymując model dyskretny. 
Model numeryczny (zdyskretyzowany) składa się z funkcji ciągłych w określonej 
liczbie obszarów, nazwanych elementami, na jakie został podzielony analizowany 
obszar. Funkcje ciągłe należące do podobszarów określa się poprzez wartości po-
staci pierwotnej, jako skończona liczba punktów z całego rozpatrywanego ob-
szaru. Punkty te nazwano węzłami, natomiast ich zbiór tworzy siatkę elementów 
skończonych. Otrzymanie wymaganej dokładności modelu dyskretnego wiąże się 
z odpowiednim przyjęciem funkcji kształtu, która wyraża przemieszczenia wę-
złów. Jest to kluczowe kryterium, gdyż jego spełnienie oraz zagęszczenie po-
działu obszaru na elementy skończone w znaczny sposób wpływa na poprawność 
przeprowadzonych obliczeń, a tym samym na dokładność otrzymanych wyników. 
Metodę elementów skończonych można stosować również do analizy zagadnień 
stateczności konstrukcji cienkościennych zarówno w stanie krytycznym, jak i za-
krytycznym oraz w opisie zachowania się konstrukcji w stanie granicznym. 

3.1. Liniowa analiza stanu krytycznego 
Analiza stanu krytycznego konstrukcji cienkościennej w przypadku zastoso-

wania metody elementów skończonych polega na rozwiązaniu liniowego zagad-
nienia własnego, prowadzącego do wyznaczenia najniższej postaci wyboczenia 
statecznego oraz odpowiadającej jej wartości obciążenia krytycznego. Powyższa 
analiza stanowi tzw. zagadnienie ograniczonego podejścia MES do bifurkacyjnej 
utraty stateczności na podstawie liniowej analizy sprężystej. Algorytm wyznacze-
nia wartości obciążenia krytycznego, przy którym konstrukcja traci stateczność, 
bazuje na kryterium ekstremum energii potencjalnej układu. Siła krytyczna odpo-
wiadająca minimum energii potencjalnej odnosi się do stanu równowagi rozpa-
trywanego układu. Z tego wynika konieczność uzyskania dodatniego znaku dru-
giej wariancji energii potencjalnej w przypadku konstrukcji charakteryzujących 
się stateczną ścieżką równowagi pokrytycznej. 
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3.2. Nieliniowa analiza stateczności – metoda  
Newtona–Raphsona 

Zagadnienie ściskania cienkościennych ustrojów nośnych w zakresie pokry-
tycznym stanowi złożony problem nieliniowy. Najczęściej stosowanym w tym 
przypadku algorytmem obliczeniowym jest przyrostowo-iteracyjna metoda  
Newtona–Raphsona. Wykorzystanie tej metody umożliwia uzyskanie popraw-
nych wyników oraz szybkie osiąganie zbieżności obliczeń. Na rysunku 3.1 przed-
stawiono graficzną interpretacją algorytmu obliczeń przeprowadzonych w oparciu 
o metodę Newtona–Raphsona.  
 

 

Rys. 3.1. Graficzna interpretacja algorytmu metody Newtona–Raphsona 
 
 
Na rysunku 3.1 poszczególne symbole oznaczają: 
 P1, P2 – uogólnione siły zewnętrzne, 
 Ia, Ib  – uogólnione siły wewnętrzne,  
 ∆P – obciążenie przyrostowe, 
 Ra, Rb – siły resztkowe, 
 K0, Ka – macierze sztywności, 
 u0, ua, ub, – wektory przemieszczenia,  
 Ca, Cb – przyrosty przemieszczenia. 
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Poszczególne kroki obliczeniowe wykonane w oparciu o algorytm metody Ne-
wtona–Raphsona można opisać w następujący sposób: 
 wyznaczenie przyrostu przemieszczenia Ca z wykorzystaniem linowej macie-

rzy sztywności K0 oraz wartości u0 i ∆P, 
 przyjęcie wartości kolejnego przemieszczenia ua, 
 wyznaczenie wartości sił wewnętrznych Ia, 
 określenie siły resztkowej Ra, 
 w przypadku małej wartości Ra nieprzekraczającej 0,005 wartości obciążenia 

∆P obliczenia przeprowadzone są iteracyjnie przy założonej następnej warto-
ści przyrostowej obciążenia. 

 
Obliczenia numeryczne przeprowadzane są w oparciu o wyżej przedstawiony 

algorytm do chwili, kiedy siła resztkowa nie osiągnie poziomu niższego od zało-
żonego. Wadą metody Newtona–Raphsona jest konieczność budowania i odwra-
cania macierzy sztywności oraz rozwiązywania układu równań liniowych w opar-
ciu o zaktualizowaną macierz sztywności w trakcie realizacji kolejnej iteracji ob-
liczeń. Efektywność tej metody przy rozwiązywaniu złożonych zadań obliczenio-
wych oraz w przypadku zagadnień związanych z występowaniem niesymetrycz-
nych macierzy sztywności (śledzące obciążenia zewnętrzne, wybrane zagadnienia 
niesprężyste) nie jest zbyt wysoka. Program ABAQUS® umożliwia zastosowanie 
algorytmów pokrewnych metod przyrostowo-iteracyjnych, jak na przykład 
uproszczoną metodę Newtona–Raphsona oraz metodę quasi-Newtona. W przy-
padku tych metod algorytm obliczeń jest podobny do tego, jak w metodzie Ne-
wtona–Raphsona, natomiast różnica dotyczy budowania macierzy sztywności 
wyznaczanej tylko jeden raz w części startowej algorytmu obliczeń. 

Opis zagadnienia stateczności ściskanych cienkościennych słupów kompozy-
towych o przekrojach otwartych wymaga rozwiązania liniowego zagadnienia wła-
snego, na podstawie którego możliwe jest zaimplementowanie początkowych im-
perfekcji geometrycznych odpowiadających najniższej postaci wyboczenia, sta-
nowiących początkowe stadium deformacji modelu w obliczeniach nieliniowych. 
Rozwiązanie w kolejnym etapie obliczeń zagadnienia nieliniowej stateczności po-
zwala na pełny opis stanu odkształcenia oraz wytężenia analizowanych kompo-
zytowych konstrukcji cienkościennych. 
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4. Cienkościenne profile kompozytowe o przekrojach 
otwartych 

Niniejsza praca dotyczy analizy krótkich cienkościennych profili kompozyto-
wych o otwartych przekrojach poprzecznych. Próbki wykonano techniką autokla-
wową z laminatu węglowo-epoksydowego (włókna węglowe zatopione w żywicy 
epoksydowej – CFRP). Wybrana metoda wytwarzania pozwala na uzyskanie wy-
sokowytrzymałych struktur kompozytowych, przy zachowaniu wysokiej powta-
rzalności procesu wytwarzania (proces sterowany automatycznie). Koszty pro-
dukcji rozważanych kompozytów w porównaniu z kosztami materiałów izotropo-
wych są znacznie wyższe, jednakże laminaty węglowe charakteryzują się wyso-
kim współczynnikiem wytrzymałości, przy zachowaniu niskiej gęstości, niskim 
współczynnikiem rozszerzalności cieplnej oraz korzystnymi właściwościami 
przewodzącymi. Cechy te powodują, że warstwowe kompozyty węglowe są po-
wszechnie stosowane w przemyśle jako alternatywa dla tradycyjnych materiałów 
inżynierskich.  

W wytwarzanych strukturach kompozytowych istotne znaczenie ma opis kon-
figuracji warstw laminatu. Najczęściej do opisu struktury laminatu stosuje się 
oznaczenia w postaci liczbowego indeksu dolnego, umożliwiającego skrócenie 
zapisu konfiguracji, tzn.: [+45⁰/+45⁰/90⁰/0⁰/0⁰/0⁰]T → [+45⁰2/90⁰/0⁰3]T, co oznacza 
zapis laminatu asymetrycznego, składającego się z sześciu warstw.  
Dodatkowo przy pomocy literowych indeksów, jak np.: S (kompozyt syme-
tryczny), oraz T (total – pełna konfiguracja kompozytu) symetryczny układ  
dziesięciu warstw laminatu można wyrazić w postaci:  
[+45⁰/+45⁰/-45⁰/90⁰/90⁰/90⁰/90⁰/-45⁰/+45⁰/+45⁰]T → [+45⁰2/-45⁰/90⁰4/-45⁰/+45⁰2]T 
→ [+45⁰2/-45⁰/90⁰2]S. Prezentowane przykłady wskazują na istotne możliwości 
uproszczenia zapisu konfiguracji kompozytu, zwłaszcza w przypadku laminatów 
o dużej liczbie warstw. Powyższa nomenklatura została przyjęta do opisu konfi-
guracji warstw laminatu analizowanych w niniejszej pracy cienkościennych słu-
pów kompozytowych. 

4.1. Przedmiot badań 
Przedmiot badań stanowiły krótkie, cienkościenne słupy kompozytowe cha-

rakteryzujące się złożonymi przekrojami poprzecznymi. W pracy zajęto się ana-
lizą stanu krytycznego oraz pokrytycznego ściskanych profili o przekrojach: ceo-
wym oznaczonym w dalszej pracy symbolem „C” oraz zetowym – „Z”, podda-
nych osiowemu i nieosiowemu obciążeniu ściskającemu. Analizowane konstruk-
cje należą do typowych struktur cienkościennych, składających się z prostopa-
dłych ścian, stanowiących płaskie elementy płytowe, połączone na dłuższych kra-
wędziach. Na poniższym rysunku przedstawiono schematy geometryczne przyję-
tych do badań wariantów cienkościennych słupów kompozytowych (rys. 4.1). 
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a) b) 

 

Rys. 4.1. Przedmiot badań: a) model słupa o przekroju ceowym, b) model słupa o przekroju  
zetowym 

 
Do badań przyjęto następujące wymiary analizowanych profili:  
 długość słupa: l = 250mm, 
 szerokość przekroju: h = 60mm, 
 wysokość przekroju: s = 30mm, 
 grubość ścian słupa: g = 0,84mm. 
 

a) b) 

 
Rys. 4.2. Modele fizyczne: a) słup o przekroju ceowym, b) słup o przekroju zetowym  
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Modele fizyczne słupów kompozytowych CFRP (Carbon Fiber Reinforced 
Polymer) wykonano techniką autoklawową z jednokierunkowej taśmy prepregu 
węglowo-epoksydowego o oznaczeniu EP137–CR527/100–35 (rys.4.2). Do ba-
dań wybrano 4 konfiguracje ułożenia warstw, składające się każda z 8 warstw 
w symetrycznym układzie względem płaszczyzny środkowej laminatu. Rzeczy-
wiste słupy ceowe oznaczono symbolami C2 do C5, natomiast próbki o przekroju 
zetowym Z2 do Z5. Pierwszy układ warstw (C1 i Z1) został odrzucony w bada-
niach z przyczyn technicznych. Tabela 4.1 przedstawia oznaczenie próbek w od-
niesieniu do przyjętych konfiguracji warstw kompozytu. 
 

Tabela 4.1. Konfiguracje warstw kompozytu 

Słup ceowy Słup zetowy Układ warstw laminatu 
C2 Z2 [ 0 / -45 / 45 / 90 / 90 / 45 / -45 /0 ]T 
C3 Z3 [ 90 / -45 / 45 / 0 / 0 / 45 / -45 / 90 ]T 
C4 Z4 [ 45 / -45 / 90 / 0 / 0 / 90 / -45 / 45 ]T 
C5 Z5 [ 90 / 0 / 90 / 0 / 0 / 90 / 0 / 90 ]T 

 
Dla wytworzonego materiału kompozytowego wyznaczone zostały drogą do-

świadczalną właściwości mechaniczne oraz graniczne wg norm ISO. Określone 
doświadczalnie właściwości materiałowe kompozytu węglowo-epoksydowego 
umożliwiają definicję modelu materiału ortotropowego w płaskim stanie napręże-
nia, wykorzystanego w obliczeniach numerycznych MES. Właściwości mecha-
niczne dla pojedynczej warstwy kompozytu CFRP przedstawia tabela 4.2. 
 

Tabela 4.2. Właściwości mechaniczne kompozytu węglowo-epoksydowego 

Moduł na  
rozciąganie 

Moduł na 
ścinanie 

Liczba  
Poissona 

Wytrzymałość  
na rozciąganie 

Wytrzymałość 
na ścinanie  

Wytrzymałość  
na ściskanie 

E1 
(0°) 

E2 
(90°) 

G1,2 ν12 FTU1 (0°) 
FTU2 
(90°) 

FSU (45°) 
FCU1 
(0°) 

FCU2 
(90°) 

GPa MPa MPa – MPa MPa MPa MPa MPa 

143,5 5826,3 3845,5 0,36 2220,7 49 83,5 641 114 

 
Nieosiowość obciążenia ściskającego realizowano poprzez zmianę współrzęd-

nej przyłożenia siły P w dwóch wyznaczonych wzajemnie prostopadłych kierun-
kach. Przyjęto, że kierunek równoległy do środnika oznaczony będzie symbolem 
e1, natomiast kierunek prostopadły do środnika symbolem e2. Maksymalne warto-
ści mimośrodu siły wynosiły zatem dla ceownika: e1 = 10mm, e2(-) = 6mm 
oraz e2(+) = 10mm. Wartość parametrów nieosiowości obciążenia zmieniano z po-
działką co 1mm. 
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Założono, że w przypadku słupów o przekroju ceowym wartość nieosiowości 
przyłożenia obciążenia zawarta będzie w zakresach: e1<0÷10mm>  
oraz e2<-6÷10mm>. Parametrowi e1 odpowiadają wyłącznie wartości dodatnie, 
co wynika z faktu symetryczności przekroju poprzecznego słupa w tym kierunku. 
Przedział przyjętych wartości nieosiowości e2 wynika z niesymetrycznego charak-
teru przekroju profilu w badanym kierunku. Kierunek dodatni mimośrodu obcią-
żenia e2 przyjęto jako skierowany w stronę od środnika profilu, natomiast kieru-
nek ujemny w stronę do środnika. Badania eksperymentalne nie pozwalały na wy-
konanie prób obciążenia słupa, gdy współrzędna nieosiowości przekraczała war-
tość e2≥-6mm. Wynikało to z faktu, że punkt przyłożenia obciążenia ściskającego 
znajdował się poza zarysem przekroju poprzecznego rozważanego słupa. Wartość 
nieosiowości przyłożenia obciążenia w przypadku przekroju zetowego zmieniano 
w przedziałach: e1<0÷10mm> oraz e2<0÷6mm>. Maksymalne wartości mimo-
środu siły dla zetownika wynosiły zatem e1 = 10mm oraz e2 = 6mm. Ustalonym 
parametrom odpowiadają wyłącznie wartości dodatnie, co wynika z faktu syme-
tryczności przekroju poprzecznego słupa o przekroju zetowym w dwóch rozwa-
żanych kierunkach. Opisany powyżej schemat realizacji nieosiowości obciążenia 
ilustruje rysunek 4.3, na którym zaznaczono kierunki wprowadzania mimośrodu 
siły ściskającej. W badaniach eksperymentalnych nieosiowość obciążenia wpro-
wadzano poprzez przesunięcie słupa względem osi wyznaczonej przez przeguby 
kuliste, stanowiące podparcie przekrojów końcowych słupa. 
 

 

Rys. 4.3. Model geometryczny słupa o przekroju ceowym z zaznaczonymi kierunkami  
realizowania mimośrodu obciążenia ściskającego e1 i e2 



33 
 

4.2. Metodyka badań eksperymentalnych 
Zakres prowadzonych badań obejmował analizę stanu krytycznego i pokry-

tycznego do wartości obciążenia odpowiadającego inicjacji uszkodzenia pierw-
szej warstwy laminatu z uwzględnieniem nieosiowości przyłożenia obciążenia 
ściskającego. Badania prowadzono na drodze eksperymentalnej oraz z wykorzy-
staniem analizy numerycznej MES. Badania doświadczalne przeprowadzono przy 
wykorzystaniu statycznej maszyny wytrzymałościowej Zwick – Z100 w tempera-
turze pokojowej, przy stałej prędkości przemieszczania trawersy górnej wynoszą-
cej 2 mm/min. Rysunek 4.4. przedstawia zdjęcie stanowiska badawczego, na któ-
rym przeprowadzano badania eksperymentalne ściskania cienkościennych słupów 
kompozytowych. 
 

 

Rys. 4.4. Statyczna maszyna wytrzymałościowa Zwick–100 
 

W trakcie badań doświadczalnych rejestrowano odkształcenia środnika słu-
pów z wykorzystaniem tensometrów oporowych, naklejonych po obu jego stro-
nach w miejscu przewidywanych największych ugięć. Dodatkowo z wykorzysta-
niem czujnika laserowego mierzono ugięcia ścianek słupów w kierunku prosto-
padłym do płaszczyzny ścianki. Wyniki prowadzonych pomiarów pozwoliły 
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na opracowanie pokrytycznych charakterystyk konstrukcji, umożliwiających do-
konanie opisu zachowania się słupów w zakresie realizowanego obciążenia ści-
skającego. 

W celu zapewnienia warunków przegubowego podparcia przekrojów końco-
wych słupa zastosowano specjalne głowice mocujące osadzone na sworzniach 
maszyny wytrzymałościowej, zawierające przeguby kuliste (rys.4.6). Osiowanie 
słupa ceowego względem sworzni maszyny wytrzymałościowej odbywało się po-
przez zastosowanie płytek z wykonanymi otworami w punkcie środka ciężkości 
przekroju poprzecznego. W przypadku słupa o przekroju zetowego osiowanie po-
legało na precyzyjnym pozycjonowaniu środka ciężkości słupa względem punktu 
zerowego stolika przesuwnego. Dodatkowo w celu wyeliminowania niedokład-
ności warunków brzegowych oraz zapewnienia równomiernego obciążenia po-
szczególnych krawędzi przekrojów końcowych słupów zastosowano podkładki 
z odkształcalnego tworzywa polimerowego (rys.4.5). 
 

 

Rys. 4.5. Realizacja podparcia przekroju końcowego próbki badawczej 
 

Na obydwu głowicach przegubowych zamocowano specjalnie zaprojektowane 
stoły przesuwne, umożliwiające przy pomocy śruby mikrometrycznej precyzyjne 
wprowadzanie wartości nieosiowości obciążenia ściskającego, poprzez  
odpowiednie pozycjonowanie profilu względem osi statycznej maszyny wytrzy-
małościowej (rys.4.6). 
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Rys. 4.6. Głowica przegubowa z zamocowanym stołem umożliwiającym precyzyjne  
realizowanie mimośrodu obciążenia 

 
W celu zapewnienia kontroli realizacji mimośrodu obciążenia z dokładnością 

do 0,01mm zastosowano dodatkowy układ pomiarowy z wykorzystaniem czujni-
ków elektronicznych. Ustalanie pozycji mimośrodu obciążenia w dwóch wzajem-
nie prostopadłych kierunkach e1 i e2 realizowano poprzez odpowiednie ustawienie 
profilu słupa względem osi maszyny wytrzymałościowej. Pozycję mimośrodu ob-
ciążenia ustalano z podziałką równą 1mm odpowiednio w każdym kierunku.  
Widok stanowiska do badań doświadczalnych umożliwiającego realizację nieo-
siowości obciążenia ściskającego przedstawia rysunek 4.7. 
 

 

Rys. 4.7. Realizacja badań na stanowisku badawczym 
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W trakcie badań rejestrowano przebieg wartości siły ściskającej, odkształceń 
środnika słupów oraz ugięć ścian słupów na kierunku prostopadłym z wykorzy-
staniem czujnika laserowego. Otrzymane w wyniku pomiarów pokrytyczne 
ścieżki równowagi, określające zależność obciążenia ściskającego względem 
ugięcia ścian słupów P-w, umożliwiły określenie wartości obciążenia krytycznego 
oraz ocenę pracy konstrukcji w zakresie pokrytycznym. 

4.2.1. Aproksymacyjne metody wyznaczania wartości obciążenia 
krytycznego na podstawie badań doświadczalnych 

Występujące w trakcie prowadzonych badań eksperymentalnych wszelkiego 
rodzaju niedokładności, powodowane różnymi niezależnymi czynnikami, 
jak m.in. imperfekcjami geometrycznymi konstrukcji, czy sposobie realizacji ob-
ciążenia i warunków brzegowych utrudniają precyzyjne wyznaczenie wartości 
obciążenia krytycznego konstrukcji cienkościennej. W takich przypadkach nie-
zbędne jest wykorzystanie metod aproksymacyjnych, umożliwiających oszaco-
wanie wartości obciążenia krytycznego na podstawie uzyskanych wyników po-
miarów prowadzonych w trakcie realizacji badań eksperymentalnych. W niniej-
szej pracy do oceny wartości sił krytycznych zastosowano dwie niezależne me-
tody aproksymacyjne: metodę Koiter’a oraz metodę P-w2.  

Zastosowanie metody Koiter’a polegało na aproksymacji pokrytycznej ścieżki 
równowagi, opisującej zależność pomiędzy obciążeniem próbki, a ugięciem mie-
rzonym prostopadle do ścianki profilu z wykorzystaniem czujnika laserowego. 
Wyznaczona eksperymentalnie pokrytyczna ścieżka równowagi P-w dotycząca 
zakresu słabo pokrytycznego jest w tym przypadku aproksymowana funkcją kwa-
dratową o następującym równaniu [122]: 

 𝑃 = 𝑃
𝑎

𝑎
𝑤 + 𝑃

𝑎

𝑎
𝑤 + 𝑃  (4.1) 

gdzie: a0,  a1, a2 – stanowią parametry funkcji, P – oznacza wartość siły obciąża-
jącej, Pcr – wartość nieznanego obciążenia krytycznego oraz wartość w oznacza 
przyrost ugięcia, mierzony prostopadle do ściany profilu, przyjęto w0 = 0. 

W przypadku metody Koiter’a obciążenie krytyczne określane jest jako miej-
sce przecięcia funkcji (1) z pionową osią układu współrzędnych pokrytycznej cha-
rakterystyki konstrukcji P-w (rys. 4.8). Dokładność określenia wartości obciąże-
nia krytycznego jest uzależniona od wyboru zakresu aproksymacji, gdzie w przy-
padku statecznej charakterystyki konstrukcji współczynnik kierunkowy wielo-
mianu stopnia drugiego musi być dodatnio określony. 
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Rys. 4.8. Przykład zastosowania aproksymacyjnej metody Koitera’a do wyznaczania  
wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej 

 

W przypadku metody P-w2 obciążenie krytyczne jest również wyznaczane 
na podstawie pokrytycznej ścieżki równowagi, jednakże oszacowanie przybliżo-
nej wartości siły krytycznej bazuje na charakterystyce obciążenia względem kwa-
dratu ugięcia mierzonego w kierunku prostopadłym do płaszczyzny ściany pro-
filu. W prowadzonych badaniach wartość ugięcia w otrzymano z pomiaru ugięcia 
rejestrowanego za pomocą czujnika laserowego. Pokrytyczną ścieżkę równowagi 
P-w2 aproksymowano funkcją liniową w postaci [122]: 

 

 𝑃 = 𝑃
𝑎

𝑎
𝑤 + 𝑃  (4.2) 

 

gdzie: a0, a2 – stanowią parametry funkcji, P – oznacza wartość siły obciążającej, 
Pcr – wartość nieznanego obciążenia krytycznego, natomiast wartość w2 oznacza 
kwadrat przyrostu ugięcia mierzonego prostopadle do ściany profilu, przyjęto 
w0 = 0. 

Obciążenie krytyczne w tym przypadku określa się jako punkt przecięcia funk-
cji aproksymacji (2) z pionową osią układu współrzędnych pokrytycznej charak-
terystyki konstrukcji P-w2 (rys. 4.9). 
 

 
 

Rys. 4.9. Przykład zastosowania aproksymacyjnej metody P-w2 do wyznaczania wartości  
obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej 
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W prowadzonych badaniach wyznacznikiem decydującym o dokładności pro-
cesu aproksymacji jest współczynnik korelacji R2. Wartość tego współczynnika 
decyduje o poziomie zbieżności przebiegu funkcji aproksymującej z wybranym 
zakresem aproksymowanej krzywej doświadczalnej. Wyższa wartość współczyn-
nika korelacji zapewnia większą dokładność zastosowanego procesu aproksyma-
cji. W prowadzonych badaniach procesy aproksymacji zapewniały zachowanie 
minimalnej wartości współczynnika korelacji na poziomie R2 ≥ 0,95. 

4.3. Analiza numeryczna 
Obliczenia numeryczne z wykorzystaniem metody elementów skończonych 

realizowano w dwóch etapach. Pierwszy etap obliczeń obejmował rozwiązanie 
zagadnienia własnego, w wyniku którego wyznaczono wartość obciążenia  
bifurkacyjnego konstrukcji idealnej na podstawie kryterium minimum energii po-
tencjalnej układu oraz odpowiadającą mu postać utraty stateczności słupa. 
Drugi etap dotyczył nieliniowej analizy stanu pokrytycznego do wartości obcią-
żenia inicjującego zniszczenie pierwszej warstwy laminatu wyznaczoną na pod-
stawie iteracyjnego kryterium zniszczenia Tsai–Wu. Obliczenia nieliniowe pro-
wadzono na modelu konstrukcji z zaimplementowaną początkową wartością im-
perfekcji geometrycznych odpowiadających uzyskanej najniższej postaci utraty 
stateczności słupa, których amplituda wynosiła: w0C = 0,1 mm dla słupa o prze-
kroju ceowym i w0Z = 0,05 mm dla słupa o przekroju zetowym. Zastosowana war-
tość imperfekcji wstępnych została wyznaczona na podstawie walidacji nume-
rycznych charakterystyk pokrytycznych badanych profili wynikami badań do-
świadczalnych. Nieliniowe zagadnienie stateczności rozwiązano z wykorzysta-
niem przyrostowo-iteracyjnej metody Newtona–Raphsona. 

Dyskretyzację konstrukcji przeprowadzono z wykorzystaniem warstwowych 
elementów powłokowych typu SHELL, posiadających trzy translacyjne oraz trzy 
rotacyjne stopnie swobody w każdym węźle elementu. W opracowanych mode-
lach numerycznych słupów zastosowano typ elementu skończonego o oznaczeniu 
S8R, stanowiącego element 8-węzłowy, z funkcją kształtu drugiego rzędu 
oraz zredukowanym całkowaniem. W przypadku płyt modelujących płaszczyzny 
podparcia przekrojów końcowych słupa przyjęto elementy skończone typu R3D4, 
stanowiące sztywne elementy 4-węzłowe typu RIGID (rys.4.10). Opracowane 
modele numeryczne charakteryzowały się równomierną strukturą siatki elemen-
tów skończonych o wymiarach pojedynczego elementu 2x2 mm. Pozwoliło  
to na równomierny podział poszczególnych ścian profilu poprzez wygenerowanie 
siatki o stałej gęstości. Takie podejście umożliwiło dokładną obserwację stanów 
odkształcenia oraz naprężenia podczas pracy obciążonych konstrukcji cienko-
ściennych. 
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Rys. 4.10. Model dyskretny słupa – sposób dyskretyzacji konstrukcji 

 

Zastosowany typ elementu skończonego umożliwiał definicję struktury kom-
pozytu warstwowego wzdłuż wektora normalnego do powierzchni elementu. 
Strukturę laminatu wykonano za pomocą techniki modelowania Layup–Ply, która 
umożliwia odwzorowanie konfiguracji układu warstw kompozytu wzdłuż grubo-
ści elementu skończonego, poprzez definicję następujących parametrów: grubość 
warstwy, rodzaj materiału oraz kierunek ułożenia włókien w warstwie (rys. 4.11). 
Wartość grubości pojedynczej warstwy laminatu wynosi t = 0,105mm (całkowita 
grubość ściany słupa g = 0,84mm) określono na podstawie pomiarów geometrycz-
nych rzeczywistej struktury kompozytu. W opracowanych modelach numerycz-
nych zdefiniowano model materiału ortotropowego w płaskim stanie naprężenia, 
na podstawie wyznaczonych eksperymentalnie właściwości mechanicznych ma-
teriału kompozytowego – tabela 4.2. 
 

 
Rys. 4.11. Numeryczny model słupa z oznaczonymi kierunkami ułożenia włókien oraz strukturą 

kompozytu po grubości elementu powłokowego 
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W modelu MES zdefiniowano warunki brzegowe odwzorowujące rzeczywiste 
podparcie przekrojów końcowych słupa, realizowane na maszynie wytrzymało-
ściowej (rys. 4.7). Zastosowano punkty referencyjne odpowiadające położeniu 
środków ciężkości kul przegubów kulistych głowic mocujących, w których sfor-
mułowano warunki brzegowe przegubowego podparcia. W punkcie odwzorowu-
jącym górny przegub kulisty zablokowano translacyjne stopnie swobody 
(Ux = Uy = 0) oraz możliwość obrotu względem osi słupa (URz = 0), natomiast 
w punkcie odwzorowującym dolny przegub kulisty zablokowano trzy transla-
cyjne stopnie swobody (Ux = Uy = Uz= 0) oraz obrót względem osi słupa 
(URz = 0). Punkty referencyjne zostały powiązane ze sztywnymi płytami stano-
wiącymi podparcie przekrojów końcowych słupa poprzez sprzężenie wszystkich 
stopni swobody punktu i płyty. Obciążenie konstrukcji realizowano poprzez 
wprowadzenie ściskającej siły skupionej w górnym punkcie referencyjnym.  
Wartość parametru nieosiowości „e” realizowano poprzez zmianę położenia mo-
delu słupa względem sztywnych płyt, przesuwając go odpowiednio o wartość mi-
mośrodu w kierunku e1 lub e2. Pomiędzy krawędziami przekrojów końcowych 
słupa, a płytami zdefiniowano interakcje kontaktowe. Widok ogólny modelu 
MES, prezentujący zdefiniowane warunki brzegowe i obciążenie modelu przed-
stawia rysunek 4.12. 
 

 
 

Rys. 4.12. Model dyskretny słupa z graficzną prezentacją warunków brzegowych, kierunków 
realizacji nieosiowości obciążenia oraz sposobem wprowadzenia siły ściskającej  
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5. Wyniki badań 
Przeprowadzone badania nieosiowego ściskania cienkościennych profili kom-

pozytowych o przekroju ceowym i zetowym pozwalają na dokonanie oceny 
wpływu mimośrodu obciążenia na stan krytyczny oraz pracę konstrukcji w zakre-
sie pokrytycznym, do momentu inicjacji zniszczenia pierwszej warstwy laminatu. 
Badania przeprowadzono dla 4 konfiguracji ułożenia warstw kompozytu w ukła-
dach symetrycznych względem środkowej płaszczyzny laminatu. Opracowane 
modele dyskretne konstrukcji umożliwiły obliczenia realizacji mimośrodu obcią-
żenia w dwóch prostopadłych kierunkach. Otrzymane wyniki obliczeń MES we-
ryfikowano wynikami badań doświadczalnych, prowadzonych na rzeczywistych 
strukturach kompozytowych, dla wybranych wartości mimośrodu obciążenia ści-
skającego. Wyniki badań doświadczalnych umożliwiły walidację opracowanych 
modeli numerycznych. 

5.1. Wyniki analizy stanu krytycznego 
Badania doświadczalne stanu krytycznego pozwalają na opis stanu deformacji 

konstrukcji rzeczywistej po utracie stateczności (do ok. 150% wartości obciążenia 
krytycznego). W analizowanych przypadkach utrata stateczności konstrukcji 
miała charakter lokalnego wyboczenia środnika i ścian słupów, charakteryzują-
cego się powstaniem określonej liczby półfal w kierunku wzdłużnym słupa.  
Zakres badań obejmował również wyznaczenie wartości obciążenia krytycznego 
konstrukcji rzeczywistej na podstawie zarejestrowanych pokrytycznych ścieżek 
równowagi, przy wykorzystaniu dwóch metod aproksymacyjnych: metody P-w2 
oraz metody Koitera.  

Numeryczna analiza stanu krytycznego obejmowała rozwiązanie zagadnienia 
własnego, umożliwiając wyznaczenie wartości obciążenia bifurkacyjnego kon-
strukcji idealnej (bez imperfekcji geometrycznych) oraz odpowiadającej jej naj-
niższej postaci utraty stateczności. Wyznaczone w obliczeniach MES wartości 
obciążenia krytycznego oraz postacie wyboczenia porównano z wynikami badań 
doświadczalnych w tym zakresie. 

5.1.1. Słupy o przekroju ceowym 

Na poniższych rysunkach zestawiono wyznaczone doświadczalnie i nume-
rycznie postacie utraty stateczności słupów o przekroju ceowym, odpowiadające 
badanym konfiguracjom warstw laminatu: C2 (rys.5.1), C3 (rys.5.2), C4 (rys.5.3) 
oraz C5 (rys.5.4). Postacie utraty stateczności prezentowane są dla wybranych 
przypadków nieosiowości obciążenia ściskającego, obejmujących ściskanie 
osiowe oraz skrajne wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 (równoległym 
do środnika) i kierunku e2 (prostopadłym do środnika). 
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a) e1,2 = 0mm b) e1 = 10mm 

    
c) e2 = 10mm d) e2 = -6mm 

    

Rys. 5.1. Postacie utraty stateczności słupa C2 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych:  
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm,  

d) mimośród e2 = -6mm 
 

W przypadku ściskania osiowego słupa o przekroju ceowym C2 (rys.5.1a) lo-
kalne wyboczenie środnika i ścian słupa charakteryzowało się powstaniem dwóch 
półfal w kierunku wzdłużnym słupa, symetrycznie względem wzdłużnej płasz-
czyzny symetrii słupa. W wyniku realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku 
e1 nie stwierdzono zmiany postaci wyboczenia – liczby półfal w pełnym zakresie 
realizowanych wartości mimośrodu siły ściskającej, jednakże zaobserwowano 
utratę symetrii półfal na poszczególnych ściankach słupa. Wynikało to z faktu do-
ciążania ścianki w kierunku której realizowano mimośród obciążenia, oraz jedno-
czesne odciążanie ścianki przeciwległej (rys.5.1b). Postać lokalnego wyboczenia 
konstrukcji pozostała niezmienna w przypadku realizacji nieosiowości obciążenia 
w kierunku e2(+) od środnika profilu (rys.5.1c). Natomiast realizacja mimośrodu 
obciążenia w kierunku e2(-) do środnika profilu powodowała całkowitą zmianę po-
staci wyboczenia z dwóch na trzy półfale (rys.5.1d). 
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a) e1,2 = 0mm b) e1 = 10mm 

    
c) e2 = 10mm                                                                                d) e2 = -6mm 

    

Rys. 5.2. Postacie utraty stateczności słupa C3 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm,  

d) mimośród e2 = -6mm 
 

Przypadek ściskania osiowego słupa C3 (rys.5.2a) charakteryzowało lokalne 
wyboczenie środnika i ścian słupa charakteryzujące się pięcioma półfalami w kie-
runku wzdłużnym słupa, usytuowanych symetrycznie względem płaszczyzny sy-
metrii profilu ceowego. W przypadku realizacji nieosiowości obciążenia w kie-
runku e1 zaobserwowano zmianę postaci wyboczenia słupa, polegającą na zani-
kaniu półfal na ściance odciążanej oraz środniku i jednoczesne pogłębianie się 
półfal w pobliżu dolnego przekroju końcowego słupa (rys.5.2b). W przypadku 
realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e2(+) od środnika profilu (rys.5.2c) 
liczba półfal na ściankach i środniku profilu nie uległa zmianie, jednakże zaob-
serwowano odciążenie środnika słupa i jednoczesne dociążenie jego ścianek.  
Natomiast wzrost wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-) do środnika 
profilu powoduje odciążenie półek i dociążenie środnika słupa. Nie wpływa 
to jednak na zmianę postaci wyboczenia (rys.5.2d). 



44 
 

a) e1,2 = 0mm                                                                               b) e1 = 10mm 

    
c) e2 = 10mm    d) e2 = -6mm 

    

Rys. 5.3. Postacie utraty stateczności s. C4 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) m. e2 = -6mm 
 

Ściskanie osiowe słupa C4 (rys.5.3a) charakteryzowało lokalne wyboczenie 
środnika oraz ścian słupa w postaci czterech półfal w kierunku wzdłużnym słupa, 
usytuowanych symetrycznie względem płaszczyzny symetrii profilu. W przy-
padku realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e1 liczba półfal początkowo 
odpowiadała stanowi obciążenia osiowego. Wraz ze wzrostem wartości mimo-
środu obciążenia postać wyboczenia utraciła swój symetryczny charakter wzglę-
dem płaszczyzny symetrii profilu ceowego. Górna część ścianki dociążonej prze-
jęła w tym przypadku znaczącą wartość obciążenia (rys.5.3b), podczas gdy prze-
ciwległa ścianka została praktycznie odciążona. Postać lokalnego wyboczenia 
konstrukcji w przypadku realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e2(+) od 
środnika profilu zmieniła swój charakter z czterech na pięć półfal.  

W tym przypadku górny i dolny obszar profilu ceowego został znacząco do-
ciążony w porównaniu do części środkowej słupa (rys.5.3c). Wzrost wartości mi-
mośrodu obciążenia w kierunku e2(-) do środnika profilu powoduje odciążenie pó-
łek i dociążenie środnika. Fakt ten nie wpływa na zmianę liczby półfal w porów-
naniu ze stanem ściskania osiowego (rys.5.3d). 
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a) e1,2 = 0mm                                                                               b) e1 = 10mm 

    
c) e2 = 10mm                                                                                d) e2 = -6mm 

    

Rys. 5.4. Postacie utraty stateczności s. C5 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) m. e2 = -6mm 
 

W przypadku ściskania osiowego słupa ceowego C5 (rys.5.4a) lokalne wybo-
czenie środnika i ścian słupa charakteryzowało się powstaniem czterech półfal, 
usytuowanych symetrycznie względem płaszczyzny symetrii profilu ceowego. 
Realizacja nieosiowości obciążenia w kierunku e1 powodowała w rozważanym 
przypadku zmianę ilości półfal z czterech uzyskanych w przypadku ściskania 
osiowego na trzy półfale, przy czym wraz ze wzrostem wartości mimośrodu ob-
ciążenia postać wyboczenia traciła swój symetryczny charakter względem płasz-
czyzny symetrii profilu ceowego (rys.5.4b). W przypadku realizacji nieosiowości 
obciążenia w kierunku e2(+) postać lokalnego wyboczenia konstrukcji nie uległa 
zmianie (rys.5.4c). Analogicznie wzrost wartości mimośrodu obciążenia w kie-
runku e2(-) do środnika profilu również nie wpływał na zmianę postaci wyboczenia 
(rys.5.4d). 

Przedstawione na rysunkach 5.1÷5.4 wyznaczone numerycznie postacie utraty 
stateczności ściskanych słupów o przekroju ceowym zachowują całkowitą zgod-
ność z otrzymanymi formami deformacji konstrukcji rzeczywistych, otrzyma-
nymi w badaniach eksperymentalnych. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 

 
 

Rys. 5.5. Aproksymacyjne wartości siły krytycznej słupów ceowych: a) C2 e2 = 9mm  
– metoda P-w2, b) C2 e2 = 9mm – metoda Koitera, c) C3 e2 = -3mm – metoda P-w2,  
d) C3 e2 = -3mm – metoda Koitera, e) C4 e1 = 4mm – metoda P-w2, f) C4 e1 = 4mm  

– metoda Koitera, g) C5 e2 = 5mm – metoda P-w2, h) C5 e2 = 5mm – metoda Koitera 
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W celu określenia ilościowego wpływu nieosiowości obciążenia na stan kry-

tyczny konstrukcji porównano wartości obciążenia krytycznego, odpowiadają-
cego najniższym postaciom utraty stateczności ściskanych słupów kompozyto-
wych. Wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistych wyznaczone 
zostały na podstawie określonych doświadczalnie pokrytycznych ścieżek równo-
wagi w postaci siła-przemieszczenie, otrzymanych w wyniku pomiarów ugięć 
czujnikiem laserowym na kierunku prostopadłym do ścianki słupa ceowego. 
Do określenia wartości obciążenia krytycznego zastosowano w tym przypadku 
dwie aproksymacyjne metody: metodę P-w2 oraz metodę Koitera. Przykładowe 
charakterystyki aproksymacyjne dla wybranych przypadków badanych próbek 
przedstawiono na rysunku 5.5. 

W tabeli 5.1 zestawiono wyznaczone doświadczalnie oraz numerycznie war-
tości obciążenia krytycznego dla słupa ceowego o konfiguracji oznaczonej 
jako C2. 
 

Tabela 5.1. Wartości sił krytycznych dla układu C2 – [0/45/-45/90/90/-45/45/0]T 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
C2_[0/45/-45/90/90/-45/45/0]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

-6 

   

2392 2402 2618 
-5 2480 2468 2705 
-4 2557 2557 2771 
-3 2644 2583 2788 
-2 2544 2525 2643 
-1 2368 2380 2402 
0 2159 2124 2170 2159 2124 2170 
1 2147 2170 2160 1945 1928 1961 
2 2097 2073 2131 1745 1694 1780 
3 2087 2049 2089 1619 1588 1625 
4 2076 2071 2039 1522 1494 1491 
5 2013 1997 1985 1347 1360 1376 
6 1932 1899 1929 1237 1281 1277 
7 1804 1804 1873 1147 1116 1190 
8 1789 1781 1818 1092 1092 1114 
9 1759 1744 1765 1024 1001 1046 
10 1700 1649 1714 953 950 987 
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Wyznaczone wartości obciążeń krytycznych wykazują wysoką zbieżność za-
stosowanych metod. Maksymalne rozbieżności obciążeń krytycznych konstrukcji 
rzeczywistej wyznaczone metodami aproksymacyjnymi wynoszą w przybliżeniu 
3%, natomiast różnice z uzyskanymi wynikami obliczeń numerycznych nie prze-
kraczają 9%. Należy przy tym zauważyć, że zastosowane metody aproksymacyjne 
stanowią w przeważającej liczbie prób dolne oszacowanie obciążenia krytycz-
nego względem obciążenia uzyskanego z MES. W celu dokonania oceny wpływu 
nieosiowości obciążenia na wartość obciążenia krytycznego konstrukcji opraco-
wano krzywe opisujące zależność obciążenia krytycznego od wartości mimośrodu 
obciążenia na poszczególnych kierunkach (rys.5.6 oraz 5.7). 
 

 

Rys. 5.6. Słup ceowy C2 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia 
krytycznego w kierunku e1 

 
Zmiany wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 powodują monoto-

niczny spadek obciążenia krytycznego, którego maksymalna wartość wynosi 21% 
w przypadku granicznej wartości mimośrodu e1 = 10mm uzyskanej z obliczeń nu-
merycznych (MES). Analogiczny charakter krzywych otrzymano w przypadku 
metody P-w2 oraz metody Koitera, przy czym w tym przypadku spadek wartości 
siły osiąga 22% (rys.5.6). Podobne zmiany otrzymano w przypadku realizacji mi-
mośrodu obciążenia w kierunku e2(+) od środnika profilu ceowego (rys.5.7). 
W tym przypadku spadek obciążenia krytycznego wraz ze wzrostem wartości mi-
mośrodu obciążenia był znaczący i wynosił 54% (w porównaniu do ściskania 
osiowego – obliczenia MES), natomiast w odniesieniu do metody P-w2 oraz me-
tody Koitera 56%. Całkowicie odmienną odpowiedź konstrukcji otrzymano 
w wyniku realizacji mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-) od środka ciężkości 
w stronę środnika profilu ceowego. W tym przypadku, zbliżając się do środnika 
profilu, stwierdzono wzrost odporności słupa na wyboczenie. Wzrost wartości ob-
ciążenia krytycznego odpowiadającego mimośrodowości e2 = -3mm osiąga war-
tość 28% w przypadku obliczeń MES oraz 22% w przypadku metod P-w2 
oraz Koitera. Dalszy wzrost mimośrodu obciążenia powoduje łagodny spadek 
wartości obciążenia krytycznego (rys.5.7). 
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Rys. 5.7. Słup ceowy C2 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia 
krytycznego w kierunku e2 

 
Tabela 5.2. Wartości sił krytycznych dla układu C3 – [90/-45/45/0/0/45/-45/90]T 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
C3_[90/-45/45/0/0/45/-45/90]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

-6 

   

2585 2543 2626 
-5 2700 2700 2731 
-4 2739 2751 2805 
-3 2784 2764 2793 
-2 2610 2611 2632 
-1 2404 2403 2413 
0 2167 2124 2181 2167 2124 2181 
1 2114 2114 2159 1954 1927 1966 
2 2100 2100 2111 1773 1736 1778 
3 2012 2012 2051 1605 1584 1616 
4 1968 1958 1988 1459 1426 1477 
5 1903 1895 1924 1364 1316 1359 
6 1842 1833 1862 1257 1209 1257 
7 1746 1746 1803 1152 1112 1168 
8 1734 1739 1746 1078 1040 1090 
9 1654 1629 1692 984 960 1022 
10 1594 1576 1641 910 887 962 
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W analogiczny sposób przedstawione zostaną wyniki badań dotyczące pozo-
stałych słupów ceowych C3÷C5. Wyznaczone doświadczalne oraz numeryczne 
wartości obciążeń krytycznych w przypadku słupa o przekroju ceowym C3 zesta-
wiono w tabeli 5.2. Otrzymane różnymi metodami badawczymi wartości obciążeń 
krytycznych w opisywanym przypadku wykazują wysoką zgodność. Maksymalne 
rozbieżności obciążeń krytycznych konstrukcji rzeczywistej wyznaczone meto-
dami aproksymacyjnymi wynoszą w przybliżeniu 4%, natomiast w porównaniu 
z wartościami wyznaczonymi numerycznie nie przekraczają 8%. Należy zauwa-
żyć, że zastosowane metody aproksymacyjne stanowią dolne oszacowanie obcią-
żenia krytycznego, względem obciążenia bifurkacyjnego. 

Wyznaczone wartości obciążeń krytycznych zaprezentowano w formie gra-
ficznej w postaci charakterystyk obciążenie krytyczne-wartość mimośrodu obcią-
żenia na rysunkach 5.8 i 5.9. 
 

 

Rys. 5.8. Słup ceowy C3 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia 
krytycznego w kierunku e1 

 

Zmiany wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 powodują monoto-
niczny spadek obciążenia krytycznego, którego maksymalna wartość wynosi 25% 
w przypadku maksymalnej wartości mimośrodu e1 = 10mm – wyniki MES. Ana-
logiczny charakter krzywych otrzymano w przypadku metody P-w2 oraz metody 
Koitera, przy czym spadek wartości siły osiąga 26% (rys.5.8). Zbliżone zachowa-
nie słupa o przekroju ceowym otrzymano w przypadku zmian wartości mimo-
środu obciążenia w kierunku e2(+) od środnika profilu ceowego (rys.5.9). W tym 
przypadku spadek obciążenia krytycznego w odniesieniu do przypadku ściskania 
osiowego jest znaczący i wynosi 56% (obliczenia MES), natomiast w przypadku 
metod P-w2 oraz Koitera 58%. Całkowicie odmienny charakter zmian obciążenia 
krytycznego otrzymano w przypadku realizacji mimośrodu obciążenia w kierunku 
e2(-) od środka ciężkości do środnika profilu ceowego. Stwierdzono wzrost warto-
ści obciążenia krytycznego w przypadku wartości mimośrodu obciążenia  
e2  = -3mm (ekstremum) wynoszący 28% (wyniki obliczeń MES) oraz 30%  
w przypadku metod P-w2 oraz Koitera. Dalszy wzrost mimośrodu obciążenia po-
wodował łagodny spadek wartości obciążenia krytycznego (rys.5.9). 
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Rys. 5.9. Słup ceowy C3 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia 
krytycznego w kierunku e2 

 
 

Tabela 5.3. Wartości sił krytycznych dla układu C4 – [45/-45/90/0/0/90/-45/45]T 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
C4_[45/-45/90/0/0/90/-45/45]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

-6 

   

3528 3494 3555 
-5 3712 3682 3714 
-4 3815 3796 3864 
-3 3917 3900 3974 
-2 3817 3792 3874 
-1 3529 3529 3608 
0 3196 3196 3259 3196 3196 3259 
1 3179 3135 3200 2906 2823 2916 
2 3086 3078 3099 2590 2586 2614 
3 2927 2913 2990 2255 2260 2357 
4 2820 2805 2883 2061 2015 2141 
5 2768 2724 2780 1915 1881 1959 
6 2653 2601 2683 1726 1656 1804 
7 2585 2568 2591 1515 1494 1671 
8 2462 2429 2504 1427 1396 1556 
9 2416 2379 2423 1404 1366 1455 
10 2315 2288 2346 1322 1300 1366 
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Wyznaczone doświadczalne oraz numeryczne wartości obciążeń krytycznych 

dla próbki C4 zestawiono w tabeli 5.3. Maksymalne rozbieżności wartości obcią-
żeń krytycznych konstrukcji rzeczywistej wyznaczonych metodami aproksyma-
cyjnymi nie przekraczają 3%, natomiast z wartościami obliczonymi numerycznie 
osiągają 11% w przypadku mimośrodowości (e2 = 7mm). W przypadku słupa 
o przekroju ceowym C4 metody aproksymacyjne również stanowią dolne oszaco-
wanie obciążenia krytycznego względem obciążenia bifurkacyjnego. 

 

 

Rys. 5.10. Słup ceowy C4 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość  
obciążenia krytycznego w kierunku e1 

 
Rysunki 5.10 i 5.11 opisują charakterystyki wpływu nieosiowości obciążenia 

na wartość obciążenia krytycznego w przypadku słupa o przekroju ceowym C4. 
Zmiana wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 powoduje monotoniczny 
spadek wartości obciążenia krytycznego, którego maksymalna wartość wynosi 
28% dla maksymalnej wartości mimośrodu w przypadku wszystkich metod 
(rys.5.10). Analogiczne zmiany wartości obciążenia krytycznego uzyskano 
w przypadku zmian wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2(+) od środnika 
profilu ceowego (rys.5.11). Spadek obciążenia krytycznego jest znaczący wraz ze 
wzrostem wartości mimośrodu obciążenia i osiąga 58% (MES), natomiast 59% 
w przypadku metod P-w2 oraz Koitera. Odmienny charakter pracy konstrukcji 
występuje w przypadku zmian wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-) 
od środka ciężkości do środnika profilu ceowego. Wzrost wartości obciążenia 
krytycznego odpowiadający wartości mimośrodu obciążenia e2 = -3mm osiąga 
(ekstremum) 22% w przypadku wszystkich metod. Dalszy wzrost mimośrodu ob-
ciążenia powoduje łagodny spadek wartości obciążenia krytycznego (rys.5.11). 
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Rys. 5.11. Słup ceowy C4 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość  
obciążenia krytycznego w kierunku e2 

 
 

Tabela 5.4. Wartości sił krytycznych dla układu C5 – [90/0/90/0/0/90/0/90]T 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
C5_[90/0/90/0/0/90/0/90]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

-6 

   

2339 2302 2420 
-5 2361 2348 2436 
-4 2318 2293 2325 
-3 2107 2078 2148 
-2 1953 1943 1954 
-1 1759 1726 1764 
0 1578 1578 1591 1578 1578 1591 
1 1557 1550 1586 1387 1349 1440 
2 1541 1536 1572 1283 1265 1311 
3 1524 1523 1550 1133 1121 1200 
4 1514 1493 1522 1078 1044 1104 
5 1484 1474 1490,9 980 953 1022 
6 1437 1431 1457 955 926 950 
7 1397 1393 1422 850 827 887 
8 1374 1367 1387 804 797 832 
9 1324 1307 1352 770 759 783 
10 1297 1294 1318 708 691 739 
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Ostatnią rozpatrywaną konfiguracją warstw kompozytu był słup o przekroju 
ceowym o oznaczeniu C5. Dla tego przypadku wyznaczone doświadczalne 
oraz numeryczne wartości obciążeń krytycznych prezentuje tabela 5.4. Maksy-
malne rozbieżności wartości obciążeń krytycznych słupa C5 wyznaczonych me-
todami aproksymacyjnymi nie przekraczają 2%, natomiast różnice z wartościami 
wyznaczonymi numerycznie nie przekraczają 5%, (e2 = -6mm). Zastosowane me-
tody aproksymacyjne stanowią dolne oszacowanie obciążenia krytycznego wzglę-
dem obciążenia bifurkacyjnego. 
 

 

Rys. 5.12. Słup C5 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.13. Słup C5 – wpływ nieosiowość obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e2 
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Charakterystyki wpływu nieosiowości obciążenia w dwóch niezależnych kie-
runkach na wartość obciążenia krytycznego dla słupa o przekroju ceowym C5 
(krzyżowy układ warstw kompozytu) przedstawiono na rysunkach 5.12 i 5.13. 
Zmiany wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 podobnie jak w poprzed-
nich przypadkach powodują monotoniczny spadek wartości obciążenia krytycz-
nego, którego maksymalna wartość wynosi 17% przy maksymalnej wartości mi-
mośrodu (obliczenia MES) oraz 18% (metody aproksymacyjne) (rys.5.12). 

W przypadku zmian wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2(+) od środ-
nika profilu ceowego (rys.5.13) spadek obciążenia krytycznego wraz ze wzrostem 
wartości mimośrodu obciążenia jest wysoki i osiąga 53% (obliczenia MES), na-
tomiast 55% w przypadku metody P-w2 oraz 56% w przypadku metody Koitera 
(w odniesieniu do ściskania osiowego). 

Odmienne zachowanie konstrukcja wykazuje w przypadku zmian wartości mi-
mośrodu obciążenia e2(-) od środka ciężkości do środnika profilu ceowego. W tym 
przypadku następuje wzrost wartości obciążenia krytycznego odpowiadający war-
tości mimośrodu obciążenia w punkcie e2 = -5mm (ekstremum) o 53% w przy-
padku metody MES, natomiast 50% według metody P-w2 oraz 49% wg metody 
Koitera. Dalszy wzrost mimośrodu obciążenia powoduje łagodny spadek wartości 
obciążenia krytycznego (rys.5.13). 

5.1.2. Słupy o przekroju zetowym 

W analogiczny sposób przeprowadzona została analiza stanu krytycznego słu-
pów o przekroju zetowym. Badaniom poddano takie same konfiguracje warstw 
laminatu o oznaczeniach Z2÷Z5, odpowiadające oznaczeniom stosowanym 
w przypadku słupów o przekroju ceowym. Na poniższych rysunkach przedsta-
wiono eksperymentalne formy deformacji oraz numerycznie wyznaczone najniż-
sze postacie utraty stateczności słupów zetowych dla wszystkich rozważanych 
konfiguracji kompozytu: Z2 (rys. 5.14), Z3 (rys. 5.15), Z4 (rys. 5.16) oraz Z5 
(rys.5.17). Prezentowane wyniki dotyczą przypadku ściskania osiowego 
oraz skrajnych wartości mimośrodu obciążenia w dwóch prostopadłych kierun-
kach e1 oraz e2. 

W przypadku ściskania osiowego słupa o przekroju zetowym Z2 (rys. 5.14a) 
lokalne wyboczenie środnika i ścian słupa charakteryzowało się powstaniem 
dwóch półfal w kierunku wzdłużnym słupa, usytuowanych równomiernie na środ-
niku i ściankach profilu. Podczas realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku 
e1 zaobserwowano zmianę postaci wyboczenia z dwóch na trzy półfale. Wraz 
ze wzrostem wartości mimośrodu obciążenia maksymalne poprzeczne ugięcia 
profilu przesuwały się na ściankę słupa zetowego. Wynika to z faktu dociążania 
ścianki w kierunku, w którym zwiększano nieosiowość obciążenia, czemu towa-
rzyszył proces jednoczesnego odciążania środnika oraz drugiej ścianki słupa 
o przekroju zetowym (rys. 5.14b). Realizacja nieosiowości obciążenia ściskają-
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cego w kierunku e2 (prostopadle do środnika) również prowadziło do zmiany po-
staci wyboczenia z dwóch na trzy półfale (rys. 5.14c). Maksymalne wartości ugię-
cia występowały na dociążonej ściance. 
 
a) e1,2 = 0mm b) e1 = 10mm 

                              c) e2 = 6mm  

  

Rys. 5.14. Postacie utraty stateczności słupa Z2 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
Przypadek ściskania osiowego słupa o przekroju zetowym Z3 (rys. 5.15a) cha-

rakteryzowało lokalne wyboczenie profilu w postaci powstania pięciu półfal 
w kierunku wzdłużnym słupa, usytuowanych na jego środniku i ściankach. 
W przypadku realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e1 nie stwierdzono 
zmiany postaci utraty stateczności – ilości półfal nie ulegała zmianie. Wraz 
ze wzrostem wartości mimośrodu obciążenia maksymalne ugięcia kumulowały 
się na dociążanej ściance słupa o przekroju zetowym. W tym przypadku dolna 
część obciążonej ścianki przejęła znaczącą wartość obciążenia (rys. 5.15b). 



57 
 

W kierunku e2 można również zaobserwować dociążanie ścianki, w kierunku któ-
rej realizowana jest nieosiowość obciążenia (rys. 5.15c). Ponadto wzrost wartości 
mimośrodu obciążenia w kierunku e2 powoduje zmianę postaci wyboczenia z pię-
ciu na sześć półfal (rys. 5.15c). 
 
a) e1,2 = 0mm b) e1 = 10mm 

    
                    c) e2 = 6mm 

  

Rys. 5.15. Postacie utraty stateczności słupa Z3 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
Ściskanie osiowe słupa o przekroju zetowym Z4 (rys. 5.16a) charakteryzowało 

równomierne wyboczenie środnika oraz ścian słupa w postaci powstania czterech 
półfal w kierunku wzdłużnym słupa. W przypadku realizacji nieosiowości obcią-
żenia w kierunku e1 postać wyboczenia (liczba półfal) odpowiada stanowi obcią-
żenia osiowego. Wraz ze wzrostem wartości mimośrodu obciążenia postać wybo-
czenia traci swój symetryczny charakter względem osi profilu zetowego. Górna 
część ścianki dociążonej przejmuje znaczącą wartość obciążenia (rys. 5.16b). 
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Również postać lokalnego wyboczenia konstrukcji w przypadku realizacji nieo-
siowości obciążenia w kierunku e2 pozostaje niezmienna. Wzrost wartości mimo-
środu obciążenia powoduje dociążenie ścianki słupa zgodnie z kierunkiem reali-
zacji mimośrodu obciążenia. 
 
a) e1,2 = 0mm                                                                               b) e1 = 10mm 

    
                          c) e2 = 6mm                                                                                 

  

Rys. 5.15. Postacie utraty stateczności słupa Z4 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
W przypadku ściskania osiowego słupa o przekroju zetowym Z5 (rys. 5.17a) 

lokalne wyboczenie środnika i ścian słupa charakteryzowało powstanie czterech 
półfal. Realizacja nieosiowości obciążenia w kierunku e1 nie wpływała na zmianę 
ilości półfal. Wraz ze wzrostem wartości mimośrodu obciążenia postać wybocze-
nia ulegała modyfikacji, polegającej na widocznym dociążeniu ścianki słupa, 
w kierunku której realizowano nieosiowość obciążenia (rys. 5.17b). Postać lokal-
nego wyboczenia konstrukcji nie ulegała zmianie również w przypadku realizacji  
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nieosiowości obciążenia w kierunku e2 (rys. 5.17c). Wzrost nieosiowości obcią-
żenia powodował dociążenie ścianki w kierunku realizacji nieosiowości e2, 
na której występują wartości największych ugięć. 

 
a) e1,2 = 0mm                                                                               b) e1 = 10mm 

                    c) e2 = 6mm                                                                                 

  

Rys. 5.17. Postacie utraty stateczności słupa Z5 – wyniki badań doświadczalnych i numerycznych: 
a) ściskanie osiowe e1,2 = 0, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
Otrzymane doświadczalne i numeryczne formy deformacji ściskanych słupów 

o przekroju zetowym wykazują istotny wpływ nieosiowości obciążenia ściskają-
cego w obydwu kierunkach na pracę konstrukcji. Wyznaczone numerycznie po-
stacie utraty stateczności badanych słupów wykazały we wszystkich przypadkach 
zgodność jakościową z postaciami deformacji konstrukcji rzeczywistych. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
e) f) 

  
g) h) 

  
 

Rys. 5.18. Aproksymacyjne wartości obciążenia krytycznego słupów o przekroju zetowym 
poddanych ściskaniu mimośrodowemu: a) Z2 e2 = 2mm – metoda P-w2, b) Z2 e2 = 2mm  

– metoda Koitera, c) Z3 e1 = 1mm – metoda P-w2, d) Z3 e1 = 1mm – metoda Koitera,  
e) Z4 e1,2 = 0mm – metoda P-w2, f) Z4 e1,2 = 0mm – metoda Koitera, g) Z5 e2 = 4mm  

– metoda P-w2, h) Z5 e2 = 4mm – metoda Koitera 
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Ocenę ilościowego wpływu nieosiowości obciążenia na stan krytyczny kon-
strukcji przeprowadzono na podstawie porównania doświadczalnych i numerycz-
nych wartości obciążenia krytycznego ściskanych słupów o przekroju zetowym. 
Eksperymentalne wartości obciążenia krytycznego wyznaczone zostały metodami 
aproksymacyjnymi: P-w2 i Koitera na podstawie pokrytycznych ścieżek równo-
wagi siła-przemieszczenie, natomiast numeryczne wartości obciążenia krytycz-
nego otrzymano w wyniku rozwiązania liniowego zagadnienia własnego wyko-
rzystującego kryterium minimum energii potencjalnej układu. Na rysunku 5.18 
przedstawiono przykładowe charakterystyki ściskanych słupów, wykonane z wy-
korzystaniem w/w metod aproksymacyjnych. 

Wyznaczone eksperymentalne oraz numeryczne wartości obciążeń krytycz-
nych słupa o przekroju zetowym o konfiguracji warstw kompozytu oznaczonej 
symbolem Z2 przedstawiono w tabeli 5.5. 
 

Tabela 5.5. Wartości sił krytycznych dla układu Z2 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
Z2_[0/45/-45/90/90/-45/45/0]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

0 2168 2162 2173 2168 2162 2173 
1 2065 2053 2173 1978 1978 2075 
2 2130 2031 2170 1885 1874 1890 
3 2030 2030 2166 1697 1675 1708 
4 2149 2129 2160 1509 1500 1547 
5 2132 2111 2153 1408 1408 1410 
6 2046 2031 2144 1192 1185 1295 
7 2114 2098 2134    

8 2109 2068 2123 
   9 2094 2069 2111 

10 2058 2049 2098 
 

Otrzymane wartości sił krytycznych potwierdzają wysoką zgodność zastoso-
wanych metod. Maksymalne rozbieżności obciążeń krytycznych konstrukcji rze-
czywistej wyznaczone metodami aproksymacyjnymi wynoszą ok. 5%, natomiast 
różnice z wynikami obliczeń numerycznych nie przekraczają 6%. Należy zauwa-
żyć, że zastosowane metody aproksymacyjne stanowią dolne oszacowanie obcią-
żenia krytycznego względem obciążenia uzyskanego z MES dla wszystkich prze-
prowadzonych prób. Prezentowane w tabeli 5.5 wyniki przedstawiono w formie 
graficznej w postaci wykresów opisujących wpływ wartości mimośrodu obciąże-
nia na wartość siły krytycznej (rys. 5.19 i 5.20). 
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Rys. 5.19. Słup Z2 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e1 

 
Realizacja nieosiowości obciążenia w kierunku e1 powoduje nieznaczny  

spadek wartości obciążenia krytycznego, którego maksymalna wartość wynosi 
5% w przypadku największej wartości mimośrodu e1 = 10mm, uzyskanej z obli-
czeń numerycznych. Zbliżony charakter krzywych otrzymano w przypadku me-
tody P-w2 oraz metody Koitera, gdzie spadek wartości siły krytycznej wynosi 
również 5% (rys. 5.19). Znacznie istotniejsze zmiany otrzymano w przypadku re-
alizacji mimośrodu obciążenia w kierunku e2, dla którego spadek obciążenia kry-
tycznego wyznaczonego numerycznie wraz ze wzrostem wartości mimośrodu ob-
ciążenia (e2 = 6mm) wynosił 40%. Potwierdziły to wyniki badań doświadczal-
nych, w wyniku których w przypadku metod aproksymacyjnych: P-w2 oraz me-
tody Koitera spadek siły krytycznej wyniósł 45% (w porównaniu do ściskania  
osiowego) (rys. 5.20). 

 

 

Rys. 5.20. Słup Z2 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e2 
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Doświadczalne oraz numeryczne wartości obciążeń krytycznych otrzymane 
w wyniku realizowania nieosiowości obciążenia próbki Z3 przedstawiono w ta-
beli 5.6. Maksymalne rozbieżności obciążeń krytycznych konstrukcji rzeczywi-
stej wyznaczone metodami aproksymacyjnymi wynoszą w przybliżeniu 4%, na-
tomiast w porównaniu z wartościami wyznaczonymi numerycznie nie przekra-
czają 12% (e2 = 4mm). Należy zauważyć, że zastosowane metody aproksyma-
cyjne stanowią dolne oszacowanie obciążenia krytycznego, względem obciążenia 
numerycznego (MES). 
 

Tabela 5.6. Wartości sił krytycznych dla układu Z3 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
Z3_[90/-45/45/0/0/45/-45/90]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

0 2184 2165 2187 2184 2165 2187 
1 2171 2153 2185 1940 1917 2035 
2 2166 2139 2180 1655 1635 1822 
3 2161 2154 2171 1525 1505 1635 
4 2150 2134 2161 1318 1297 1479 
5 2132 2129 2148 1282 1232 1349 
6 2132 2118 2134 1131 1123 1238 
7 2102 2101 2118 

   8 2084 2061 2101 
9 2068 2062 2084 
10 2040 2016 2065 

 
 

 

Rys. 5.21. Słup Z3 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e1 
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Analizę wpływu nieosiowości obciążenia na wartość obciążenia krytycznego 

słupa o przekroju zetowym Z3 przedstawiono na podstawie wykresów opisują-
cych charakterystykę obciążenie krytyczne-wartość mimośrodu obciążenia 
(rys. 5.21 i 5.22). 

Zmiany wartości mimośrodu obciążenia próbki Z3 w kierunku e1 powodują 
nieznaczny spadek numerycznej wartości obciążenia krytycznego, którego mak-
symalna wartość wynosi 6% dla maksymalnej wartości mimośrodu e1 = 10mm. 
Analogiczny charakter krzywych oraz spadek wartości siły otrzymano w przy-
padku metody P-w2 oraz metody Koitera, przy czym spadek wartości siły osiągał 
7% (rys. 5.21). Większy wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na pracę 
konstrukcji otrzymano w przypadku realizacji mimośrodu obciążenia w kierunku 
e2 (rys.5.22). W tym przypadku spadek obciążenia krytycznego w odniesieniu 
do przypadku ściskania osiowego jest znaczący i wynosi 43% (MES), natomiast 
w przypadku metod P-w2 oraz Koitera 48% (rys.5.22). 

 

 
 

Rys. 5.22. Słup Z3 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e2 

 
Wyznaczone doświadczalne oraz numeryczne wartości obciążeń krytycznych 

w przypadku słupa o przekroju zetowym Z4 zestawiono w tabeli 5.7. Maksymalne 
rozbieżności wartości obciążeń krytycznych konstrukcji rzeczywistej wyznaczo-
nych metodami aproksymacyjnymi nie przekraczają 4%, natomiast z wartościami 
obliczonymi numerycznie osiągają 13% (e2 = 5mm). W przypadku konfiguracji 
Z4 metody aproksymacyjne, również stanowią dolne oszacowanie obciążenia kry-
tycznego względem obciążenia bifurkacyjnego. 
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Tabela 5.7. Wartości sił krytycznych dla układu Z4 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
Z4_[45/-45/90/0/0/90/-45/45]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

0 3255 3249 3256 3255 3249 3256 
1 3244 3241 3250 2686 2667 2954 
2 3162 3150 3235 2582 2567 2612 
3 3209 3199 3214 2213 2199 2330 
4 3160 3149 3190 1860 1840 2100 
5 3141 3127 3162 1739 1663 1909 
6 3126 3102 3133 1595 1588 1749 
7 3099 3087 3101 

   8 3049 3025 3068 
9 3014 2988 3035 
10 2998 2978 3001 

 

 

Rys. 5.23. Słup Z4 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e1 

 
Rysunki 5.23 i 5.24 prezentują charakterystyki wpływu nieosiowości obciąże-

nia na wartość obciążenia krytycznego słupa o przekroju zetowym Z4. Zmiana 
wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e1 powoduje spadek wartości obcią-
żenia krytycznego, którego maksymalna wartość dla maksymalnej wartości mi-
mośrodu wynosi 8% w przypadku wszystkich zastosowanych metod (rys.5.23). 
Bardziej znaczące obniżenie wartości obciążenia krytycznego uzyskano w przy-
padku zmian wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2 (rys.5.24). Spadek 
obciążenia krytycznego wraz ze wzrostem wartości mimośrodu obciążenia 
w punkcie e2 = 6mm osiąga 46% (MES), natomiast 51% w przypadku metod  
P-w2 oraz Koitera. 
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Rys. 5.24. Słup Z4 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia   
krytycznego w kierunku e2 

 
Ostatnią rozpatrywaną konfiguracją warstw kompozytu stanowił słup o prze-

kroju zetowym o oznaczeniu Z5. Dla tego przypadku wyznaczone doświadczalne 
oraz numeryczne wartości obciążeń krytycznych prezentuje tabela 5.8. Maksy-
malne rozbieżności wartości obciążeń krytycznych słupa Z5 wyznaczone meto-
dami aproksymacyjnymi nie przekraczają 4% (e2 = 4mm), natomiast w porówna-
niu z wartościami wyznaczonymi numerycznie nie przekraczają 18% (mimośro-
dowości e1 = 10mm). Zastosowane metody aproksymacyjne we wszystkich przy-
padkach stanowią dolne oszacowanie obciążenia krytycznego względem obciąże-
nia bifurkacyjnego. Należy zauważyć, że aproksymacyjne wartości sił krytycz-
nych realizowane w kierunku e1 w dużym stopniu odbiegają od wartości nume-
rycznych w porównaniu do wszystkich wcześniej analizowanych przypadków. 
 

Tabela 5.8. Wartości sił krytycznych dla układu Z5 
 

Wartość krytyczna siły dla nieosiowości obciążenia [N] 
Z5_[90/0/90/0/0/90/0/90]T 

e 
e1 e2 

e1_EKSP_ 
P-w2 

e1_EKSP_ 
Koiter 

e1_MES 
e2_EKSP_ 

P-w2 
e2_EKSP_ 

Koiter 
e2_MES 

0 1527 1499 1591 1527 1499 1591 
1 1403 1382 1591 1402 1401 1540 
2 1440 1419 1590 1304 1263 1430 
3 1422 1403 1587 1213 1183 1312 
4 1463 1448 1584 1143 1100 1203 
5 1476 1458 1581 1069 1062 1107 
6 1341 1335 1576 994 986 1024 
7 1324 1302 1571 

   8 1348 1324 1565 
9 1372 1350 1559 
10 1281 1277 1552 



67 
 

 

Rys. 5.25. Słup Z5 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e1 

 
Charakterystyki wpływu nieosiowości obciążenia na wartość siły krytycznej 

w przypadku konfiguracji słupa o przekroju zetowym Z5 przedstawiono  
na rysunku 5.25 (kierunek nieosiowości e1) oraz rysunku 5.26 (kierunek nieosio-
wości e2). Zaobserwowano nieznaczne obniżenie wartości obciążenia krytycz-
nego w kierunku e1 nie przekraczające 3% dla skrajnej wartości nieosiowości (ob-
liczenia MES). Znacząco większy spadek wartość obciążenia odnotowano na pod-
stawie przeprowadzonych metod aproksymacyjnych, który wynosił w przybliże-
niu 16% w przypadku e1 = 10mm (rys. 5.25). 

 

 

Rys. 5.26. Słup Z5 – wpływ nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia  
krytycznego w kierunku e2 

 
W tym przypadku realizacji nieosiowości obciążenia ściskającego w kie-

runku e2 analogicznie jak w poprzednich konfiguracjach (Z2, Z3 oraz Z4) 
zaobserwowano znaczący spadek wartości obciążenia krytycznego. Zmiany 



68 
 

wartości mimośrodu obciążenia w kierunku e2 w przypadku analizy nume-
rycznej oraz metod aproksymacyjnych kształtują się na poziomie 34–36% 
(rys.5.26). 

5.1.3. Podsumowanie analizy stateczności 

Analiza stanu krytycznego słupów o przekroju ceowym i zetowym wykazała 
znaczący wpływ zmiany parametru nieosiowości obciążenia na postać deformacji 
oraz odpowiadającej jej wartości siły krytycznej. Podczas badań stanu krytycz-
nego zaobserwowano zmianę postaci wyboczenia słupa o przekroju ceowym C2 
w kierunku e2(-) z 2 półfal (ściskanie osiowe) na 3 półfale, próbki C4 w kierunku 
e2(+) z 4 na 5 półfal oraz słupa C5 w kierunku e1 z 4 na 3 półfale. Analiza stanu 
wyboczeniowego słupów o przekroju zetowym wykazała zmianę postaci wybo-
czenia jedynie w przypadku próbki Z2 z 2 (ściskanie osiowe) na 3 półfale, lokalne 
występujące podczas realizacji mimośrodu obciążenia w kierunku e1 oraz e2.  
Doświadczalne formy deformacji we wszystkich przypadkach odpowiadały nu-
merycznym najniższym postaciom wyboczenia, co potwierdza poprawność przy-
jętych założeń w opracowaniu numerycznych modeli analizowanych konstrukcji. 
Otrzymane wyniki pozwoliły zaobserwować, że zwiększanie wartości mimośrodu 
obciążenia w kierunku e1 oraz e2(+) powodowało obniżanie wartości obciążenia 
krytycznego, przyczyniając się do przedwczesnego wyboczenia konstrukcji w od-
niesieniu do przypadku ściskania osiowego. Realizacja nieosiowości obciążenia 
w kierunku e1 powodowała spadek wartości siły krytycznej (w odniesieniu do ści-
skania osiowego) o 17–28% w przypadku słupa o przekroju ceowym oraz 3–8% 
w przypadku słupa o przekroju zetowym. Znacznie bardziej istotne spadki warto-
ści obciążenia krytycznego zarejestrowano w kierunku e2(+), gdzie w przypadku 
słupa o przekroju ceowym obniżenie wartości obciążenia krytycznego zawierało 
się w przedziale 53–58%, a w przypadku słupa o przekroju zetowym 34–46%. 
Takie zachowanie struktury jest szczególnie niebezpieczne, ponieważ przedwcze-
sne wyboczenie konstrukcji może wystąpić w zakresie obciążeń eksploatacyjnie 
dopuszczalnych. Odmienną odpowiedź konstrukcji słupów o przekroju ceowym 
otrzymano w przypadku realizacji mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-)  
(w stronę do środnika profilu), w którym zwiększanie wartości mimośrodu pro-
wadziło do wzrostu wartości siły krytycznej o 22–53%. Zaobserwowane zwięk-
szenie sztywności słupa wynikało z faktu, że znaczną wartość obciążenia ściska-
jącego przejmował środnik profilu, stanowiący najsztywniejszy element słupa, 
usytułowany pomiędzy dwoma sztywnymi krawędziami.  

Przeprowadzone badania stanu krytycznego wykazały wysoką jakościową 
oraz ilościową zgodność wyników analiz numerycznych z wynikami badań do-
świadczalnych. Potwierdza to adekwatność opracowanych modeli numerycznych 
w analizie zagadnienia stateczności cienkościennych konstrukcji kompozytowych 
poddanych osiowemu i nieosiowemu ściskaniu. 
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5.2. Nieliniowa analiza stanu pokrytycznego 
Cienkościenne konstrukcje kompozytowe charakteryzują się tym, iż po prze-

kroczeniu siły krytycznej są zdolne do dalszego przenoszenia obciążenia pod wa-
runkiem, iż ich charakterystyki mają charakter stateczny. Dlatego możliwość 
opisu pracy konstrukcji w stanie pokrytycznym należy do zagadnień bardzo istot-
nych, zarówno ze względów poznawczych, jak i aplikacyjnych. W związku z po-
wyższym kolejny etap badań obejmował określenie wpływu nieosiowości obcią-
żenia ściskającego na pracę kompozytowych słupów po utracie stateczności 
do wartości obciążenia, przy którym następowała inicjacja uszkodzenia pierwszej 
warstwy kompozytu. W tym celu wyznaczone zostały pokrytyczne ścieżki rów-
nowagi siła-przemieszczenie, które dla konstrukcji rzeczywistej stanowiły charak-
terystyki otrzymane z wykorzystaniem pomiarów ugięć czujnikiem laserowym, 
natomiast w przypadku obliczeń numerycznych MES były wynikiem rozwiązania 
zagadnienia nieliniowego konstrukcji z zainicjowaną imperfekcją geometryczną 
odpowiadającą najniższej postaci utraty stateczności. Wyznaczone pokrytyczne 
ścieżki równowagi konstrukcji umożliwiły określenie charakterystyk poszczegól-
nych słupów o przekroju ceowym i zetowym w stanie pokrytycznym, w zależno-
ści od zastosowanej konfiguracji układu warstw kompozytu. 

Badania nieosiowości obciążenia słupów kompozytowych prowadzono 
do stanu odpowiadającego momentowi inicjacji uszkodzenia kompozytu. W tym 
celu w trakcie badań eksperymentalnych rejestrowano przebieg siły w czasie 
oraz mierzono efekty akustyczne z wykorzystaniem metody emisji akustycznej, 
mogące świadczyć o wystąpieniu pierwszych oznak uszkodzenia materiału kom-
pozytowego. Wynikiem prowadzonych badań doświadczalnych była identyfika-
cja formy deformacji słupów kompozytowych oraz wyznaczenie wartości siły ini-
cjującej zniszczenie próbki, dla zadanej wartości nieosiowości obciążenia.  
Równolegle prowadzono nieliniową analizę numeryczną polegającą na identyfi-
kacji zjawiska inicjacji zniszczenia ściskanych słupów z wykorzystaniem tenso-
rowego kryterium zniszczenia kompozytów Tsai–Wu. Obciążenie odpowiadające 
spełnieniu kryterium Tsai–Wu stanowiło numeryczną wartość siły inicjującej 
zniszczenie pierwszej warstwy laminatu. 

5.2.1. Analiza stanu pokrytycznego słupów o przekroju ceowym 

Badania stanu pokrytycznego ściskanych słupów o przekroju ceowym wyka-
zały pogłębianie się deformacji odpowiadających najniższym postaciom utraty 
stateczności konstrukcji wraz z dalszym wzrostem obciążenia ściskającego.  
Badania realizowano do pierwszych oznak uszkodzenia materiału kompozyto-
wego, przyjętych w niniejszej pracy za moment inicjacji uszkodzenia kompozytu. 
Na rys. 5.27÷5.30 przedstawiono przykładowe formy deformacji ściskanych  
słupów o przekroju ceowym dla konfiguracji C2÷C5, odpowiadające obciążeniu 
inicjującemu uszkodzenie kompozytu. 
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a) b) 

    
c) d) 

    
Rys 5.27. Formy deformacji pokrytycznej słupa C2: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

a) b) 

    
c) d) 

    
Rys 5.28. Formy deformacji pokrytycznej słupa C3: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 =-6mm 
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a) b) 

    
c) d) 

    
Rys 5.29. Formy deformacji pokrytycznej słupa C4: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

a) b) 

    
c) d) 

    
Rys 5.30. Formy deformacji pokrytycznej słupa C5: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 



72 
 

 
Analizę stanu pokrytycznego przeprowadzono na podstawie porównania do-

świadczalnych oraz numerycznych pokrytycznych ścieżek równowagi konstruk-
cji. Eksperymentalne ścieżki równowagi siła-przemieszczenie wykonano na pod-
stawie zarejestrowanej siły oraz wskazań lasera skierowanego prostopadle w pół-
falę powstałą na ściance profilu ceowego, która charakteryzowała się najwięk-
szymi ugięciami. W celu wygenerowania numerycznych ścieżek równowagi mie-
rzono prostopadłe przemieszczenie punktu ugięcia ścianki słupa, odpowiadają-
cego doświadczalnemu punktowi pomiaru. Na rysunku 5.31÷5.34 przedstawiono 
porównanie badań doświadczalnych z wynikami analizy numerycznej słupów 
C2÷C5 dla przypadku ściskania osiowego e1,2 = 0mm oraz skrajnych przypadków 
wartości mimośrodu obciążenia: e1 = 10mm (kierunek równoległy do środnika), 
e2 = 10mm oraz e2 = -6mm (kierunek prostopadły do środnika). 
 
a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  

Rys. 5.31. Słup C2 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm,  

c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 =-6mm 
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a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 5.32. Słup C3 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm,  

c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 
a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 5.33. Słup C4 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm,  

c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
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a) b) 

  
c) 
 

d) 

  

Rys. 5.34. Słup C5 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm,  

c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

Otrzymane charakterystyki wykazują bardzo wysoką zbieżność wyników ba-
dań doświadczalnych z wynikami obliczeń numerycznych MES. W przypadku 
konstrukcji rzeczywistej pokrytyczne ścieżki równowagi wykazują nieco niższą 
sztywność, niż krzywe wyznaczone numerycznie. W obu przypadkach otrzymane 
przebiegi posiadają zbliżony, stateczny charakter pracy, co potwierdza zdolność 
konstrukcji do dalszego przenoszenia obciążenia w zakresie pokrytycznym. 
Na rysunkach 5.35÷5.38 zestawiono doświadczalne oraz numeryczne pokry-
tyczne ścieżki równowagi ściskanych słupów C2÷C5 z uwzględnieniem nieosio-
wości obciążenia w kierunkach e1 i e2 dla wszystkich realizowanych wartości mi-
mośrodu obciążenia ściskającego. 

Wyznaczone pokrytyczne ścieżki równowagi ściskanych słupów o przekroju 
ceowym wykazują tendencję zmniejszania się sztywności konstrukcji, spowodo-
waną wprowadzeniem mimośrodu obciążenia w kierunkach e1 oraz e2(+) (realizo-
wanego w stronę od środnika profilu ceowego) (rys.5.35a,b,e,f÷5.38a,b,e,f). Od-
mienna sytuacja występuje w przypadku realizacji nieosiowości obciążenia w kie-
runku e2(-) (od środka ciężkości w stronę środnika profilu ceowego), gdzie zaob-
serwowano wzrost sztywności konstrukcji wraz ze wzrostem wartości mimośrodu 
obciążenia (rys.5.35c,d÷5.38c,d). Jest to spowodowane tym, że w analizowanym  
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przypadku obciążenie przenoszone jest głównie przez środnik profilu, usytuow-
any pomiędzy sztywnymi krawędziami, natomiast mało sztywne ścianki profilu 
ceowego zostają odciążone. 
 
 
a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  
 
e) 
 

 
f) 

  
 

Rys. 5.35. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa C2 przy realizacji mimośrodu obciążenia 
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku -e2, d) obliczenia numeryczne  
MES w kierunku -e2, e) badania eksperymentalne w kierunku e2,  

f) obliczenia numeryczne MES w kierunku e2 
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a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  
 
e) 
 

 
f) 

  

 

Rys. 5.36. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa C3 przy realizacji mimośrodu obciążenia 
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku -e2, d) obliczenia numeryczne  
MES w kierunku -e2, e) badania eksperymentalne w kierunku e2,  

f) obliczenia numeryczne MES w kierunku e2 
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a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  
 
e) 
 

 
f) 

  
  

 

Rys. 5.37. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa C4 przy realizacji mimośrodu obciążenia 
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku -e2, d) obliczenia numeryczne  
MES w kierunku -e2, e) badania eksperymentalne w kierunku e2,  

f) obliczenia numeryczne MES w kierunku e2 
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a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  
 
e) 
 

 
f) 

  
  

Rys. 5.38. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa C5 przy realizacji mimośrodu obciążenia 
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku -e2, d) obliczenia numeryczne  
MES w kierunku -e2, e) badania eksperymentalne w kierunku e2,  

f) obliczenia numeryczne MES w kierunku e2 
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Poddając analizie ilościowej zmianę sztywności konstrukcji spowodowaną 

wprowadzaniem nieosiowości obciążenia ściskającego można stwierdzić, że po-
ziom zmniejszenia sztywności konstrukcji w zakresie pokrytycznym jest zna-
cząco zróżnicowany, w zależności od kierunku realizacji mimośrodu obciążenia. 
Wprowadzanie mimośrodu obciążenia w kierunku e1 powoduje spadek sztywno-
ści konstrukcji (w zależności od układu warstw kompozytu) w zakresie 14–36%, 
natomiast w kierunku e2(+) spadek sztywności mieści się w zakresie 46–54%.  
Realizacja mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-) powodowała istotny wzrost 
sztywności konstrukcji, mieszczący się w zakresie 44–70%. W tabeli 5.9 zesta-
wiono zmiany sztywności słupa ceowego pod wpływem działania nieosiowości 
obciążenia dla wszystkich rozpatrywanych wariantów konfiguracji warstw kom-
pozytu. Z zamieszczonych wyników można zauważyć, że nieosiowość obciążenia 
ściskającego w największym stopniu wpływa na pracę konstrukcji w stanie po-
krytycznym w przypadku konfiguracji C3, natomiast w najmniejszym na konfi-
gurację C2. 
 
 

Tabela 5.9. Zmiana sztywności słupa C w zależności od maksymalnego mimośrodu  
obciążenia ściskającego 

e Układ warstw kompozytu 

 C2 C3 C4 C5 

 EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES 

e1 -28% -27% -41% -39% -34% -32% -28% -27% 

e2(+) -55% -53% -54% -52% -59% -57% -57% -56% 

e2(-) +29% +33% +43% +50% +73% +74% +49% +51% 

 
 

5.2.2. Analiza stanu pokrytycznego słupów o przekroju zetowym 

W analogiczny sposób przeprowadzona została analiza pokrytycznej pracy ści-
skanych słupów o przekroju zetowym. Również w tym przypadku wzrost wartości 
obciążenia ściskającego prowadził do pogłębiania się form deformacji konstrukcji 
odpowiadających najniższym postaciom utraty stateczności poszczególnych słu-
pów. Na rysunkach 5.39÷5.42 przedstawiono formy deformacji słupów o prze-
kroju zetowym dla wartości obciążenia odpowiadającego momentowi inicjacji 
uszkodzenia materiału kompozytowego. 
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a) b) 

    
c)  

  
Rys 5.39. Formy deformacji pokrytycznej słupa Z2: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

    
c)  

  
Rys 5.40. Formy deformacji pokrytycznej słupa Z3: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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a) b) 

    
c)  

  
Rys 5.41. Formy deformacji pokrytycznej słupa Z4: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

    
c)  

  
Rys 5.42. Formy deformacji pokrytycznej słupa Z5: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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W analogiczny sposób, jak w przypadku słupów o przekroju ceowym pomiaru 

ugięcia dokonywano w punkcie odpowiadającym ekstremum ugięcia ścianki 
słupa o przekroju zetowym. Ugięcie mierzono w kierunku prostopadłym 
do ścianki słupa. Na rysunkach 5.43÷5.46 przedstawiono porównanie charaktery-
styk eksperymentalnych i numerycznych słupów o przekroju zetowym Z2÷Z5 dla 
przypadku ściskania osiowego e1,2 = 0mm oraz skrajnych przypadków wartości 
mimośrodu obciążenia: e1 = 10mm (kierunek równoległy do środnika), e2 = 6mm 
(kierunek prostopadły do środnika). 

Otrzymane charakterystyki potwierdzają wysoką zbieżność wyników badań 
doświadczalnych z wynikami obliczeń numerycznych MES. W przypadku kon-
strukcji rzeczywistej pokrytyczne ścieżki równowagi określają dolne oszacowa-
nie sztywności konstrukcji w porównaniu do idealnych warunków realizowanych 
za pomocą metody elementów skończonych. Na rysunkach 5.47÷5.50 zestawiono 
pokrytyczne ścieżki równowagi ściskanych słupów o przekroju zetowym Z2÷Z5 
dla wszystkich realizowanych wartości mimośrodu obciążenia ściskającego. 
 
 
a) 
 

 
b) 

  
 

c) 
 

 

 

Rys. 5.43. Słup Z2 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.44. Słup Z3 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
a) b) 

  

c)  

 

Rys. 5.45. Słup Z4 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.46. Słup Z5 – pokrytyczne ścieżki równowagi – wyniki badań doświadczalnych  
i numerycznych: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm, b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 

 
a) b) 

 
c) d) 

 
Rys. 5.47. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa Z2 przy realizacji mimośrodu obciążenia  
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku e2, d) obliczenia MES w kierunku e2 
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a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 5.48. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa Z3 przy realizacji mimośrodu obciążenia  
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku e2, d) obliczenia MES w kierunku e2 
 
a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 5.49. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa Z4 przy realizacji mimośrodu obciążenia  
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku e2, d) obliczenia MES w kierunku e2 
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a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  

Rys. 5.50. Pokrytyczne ścieżki równowagi słupa Z5 przy realizacji mimośrodu obciążenia  
ściskającego: a) badania eksperymentalne w kierunku e1, b) obliczenia numeryczne MES  

w kierunku e1, c) badania eksperymentalne w kierunku e2, d) obliczenia MES w kierunku e2 

 
Przeprowadzone badania stanu pokrytycznego słupów o przekroju zetowym 

wykazują zmniejszenie sztywności konstrukcji spowodowane wprowadzeniem 
mimośrodu obciążenia w obydwu analizowanych kierunkach e1 (równoległym do 
środnika profilu) oraz e2 (prostopadłym do środnika profilu) (rys. 5.47÷5.50). 
Również w tym przypadku dla wszystkich badanych słupów otrzymano stateczne 
ścieżki równowagi konstrukcji co oznacza, że konstrukcja jest w stanie nadal prze-
nosić obciążenie po utracie stateczności. Analiza ścieżek pokrytycznych wyka-
zała, że obniżenie sztywności słupów o przekroju zetowym w kierunku e1 spowo-
dowane realizacją nieosiowości obciążenia kształtuje się na poziomie 20–33% 
(w zależności od konfiguracji warstw kompozytu), natomiast w przypadku kie-
runku e2 obniżenie sztywności jest znacznie wyższe i kształtuje się w przedziale 
46–61%. W tabeli 5.10 zestawiono procentowe wartości spadku sztywności słu-
pów o przekroju zetowym dla maksymalnych wartości mimośrodu obciążenia 
w zależności od konfiguracji warstw kompozytu. W przypadku słupów o prze-
kroju zetowym można zauważyć, że nieosiowość obciążenia ściskającego w naj-
większym stopniu wpływa na pracę konstrukcji w stanie pokrytycznym w przy-
padku konfiguracji kompozytu Z3, natomiast w najmniejszym na konfigurację Z2. 
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Tabela 5.10. Spadek sztywności słupa Z w zależności od maksymalnego mimośrodu   
nieosiowości obciążenia ściskającego 

e Układ warstw kompozytu 

 Z2 Z3 Z4 Z5 

 EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES 

e1 -26% -23% -32% -31% -26% -21% -30% -23% 

e2 -46% -43% -64% -61% -58% -55% -53% -52% 

 

5.2.3. Inicjacja zniszczenia struktury kompozytu – słupy o przekroju 
ceowym 

Badania ściskania słupów o przekroju ceowym i zetowym prowadzono do mo-
mentu zarejestrowania pierwszych oznak mogących świadczyć o początku pro-
cesu uszkodzenia materiału kompozytowego. Zakres badań doświadczalnych 
obejmował prowadzenie 4 prób dla wszystkich analizowanych konfiguracji lami-
natu, obejmujących skrajne wartości mimośrodu obciążenia ściskającego,  
tj.: e1,2 = 0mm (ściskanie osiowe), e1 = 10mm, e2 = 10mm oraz e2 = -6mm.  
Przeprowadzone pomiary umożliwiały dokonanie weryfikacji wyników obliczeń 
numerycznych, które prowadzono dla wszystkich wartości mimośrodu obciążenia 
z podziałką co 1mm.  

W badaniach eksperymentalnych obciążanie konstrukcji realizowano do mo-
mentu wystąpienia pierwszych oznak zniszczenia struktury materiału kompozy-
towego, rejestrowanych za pomocą metody emisji akustycznej. W trakcie badań 
MEA poza pomiarem wartości siły ściskającej w czasie rejestrowano: amplitudę 
sygnału EA [dB], liczbę zdarzeń, liczbę zliczeń oraz energię sygnału wyrażoną w 
jednostkach umownych [eU]. W prowadzonych badaniach do oceny momentu ini-
cjacji uszkodzenia materiału kompozytowego wykorzystano charakterystykę am-
plitudy sygnału EA zestawioną z przebiegiem siły w czasie. 

Nieliniową analizę numeryczną w oparciu o metodę elementów skończonych 
przeprowadzono przy wykorzystaniu komercyjnego programu ABAQUS®.  
Celem analizy numerycznej było wyznaczenie wartości obciążenia ściskającego, 
przy którym występuje inicjacja zniszczenia pierwszej warstwy struktury lami-
natu. Oceny uszkodzenia materiału kompozytowego dokonywano na podstawie 
zaimplementowanego w programie kryterium zniszczenia kompozytów Tsai–Wu 
(kryterium tensorowe). Nieliniowe obliczenia konstrukcji realizowano na mode-
lach z zainicjonowaną najniższą postacią wyboczenia z wykorzystaniem przyro-
stowo-iteracyjnej metody Newtona–Raphsona. Obliczenia numeryczne prowa-
dzono do momentu spełnienia kryterium zniszczenia, polegającego na osiągnięciu 
parametru krytycznego 1 (w skali 0÷1). Obszary struktury, w których osiągnięto 
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krytyczną wartość parametru zniszczenia określają strefy newralgiczne, dla któ-
rych zachodzi duże prawdopodobieństwo uszkodzenia warstwy kompozytu.  
Prezentowane wyniki MES przedstawiają stan osiągnięcia parametru krytycznego 
w pierwszej warstwie kompozytu oraz odpowiadającą mu wartość siły inicjującej 
zniszczenie materiału kompozytowego. 

Wyznaczone w trakcie badań eksperymentalnych charakterystyki opisujące 
przebieg siły ściskającej oraz amplitudę sygnału emisji akustycznej w czasie 
umożliwiły określenie wartości obciążenia inicjującego zniszczenie pierwszej 
warstwy kompozytu konstrukcji rzeczywistej. Doświadczalną wartość siły  
inicjującej uszkodzenie materiału kompozytowego wyznaczono na podstawie 
pierwszego wyraźnego spadku przebiegu siły w czasie, któremu jednocześnie  
towarzyszył wyraźny przyrost amplitudy sygnału EA. W prowadzonych  
badaniach doświadczalna wartość siły inicjującej zniszczenie stanowiła w więk-
szości przypadków maksimum lokalnego ekstremum charakterystyki siła-czas. 
Na rysunkach 5.51÷5.54 przedstawiono metodykę graficznego wyznaczenia do-
świadczalnej wartości siły inicjującej zniszczenie kompozytowych słupów o prze-
kroju ceowym. 
 
a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 5.51. Słup C2 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  
b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
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a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.52. Słup C3 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.53. Słup C4 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
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a) 
 

b) 

  
 
c) 
 

 
d) 

  

Rys. 5.54. Słup C5 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  
b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 

 
Powyższe wykresy przedstawiają wartość obciążenia inicjującego uszkodze-

nie struktury kompozytu konstrukcji rzeczywistej, odpowiadające zarejestrowa-
nej podwyższonej wartości amplitudy EA (zielone trójkąty). Wyznaczone warto-
ści obciążenia konfrontowano z wynikami obliczeń numerycznych, które na wy-
kresach zaznaczono niebieską przerywaną linią, poprowadzoną równolegle  
do osi czasu. 

W przypadku analizy numerycznej wyznaczono mapy parametru krytycznego 
odpowiadające spełnieniu kryterium zniszczenia. Na rysunkach 5.55÷5.58 zapre-
zentowano obszary, w których nastąpiła inicjacja uszkodzenia pierwszej warstwy 
kompozytu, odpowiadająca osiągnięciu wartości 1 parametru krytycznego okre-
ślonego wg kryterium Tsai–Wu. 
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a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.55. Słup C2 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.56. Słup C3 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
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a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.57. Słup C4 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
 

a) b) 

  
c) d) 

  
Rys. 5.58. Słup C5 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 10mm, d) mimośród e2 = -6mm 
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Otrzymane wyniki obliczeń numerycznych mapy parametru krytycznego po-

zwalają zidentyfikować obszary, w których istnieje duże prawdopodobieństwo 
uszkodzenia struktury materiału kompozytowego. Analizując przedstawione 
mapy można stwierdzić, że są to głównie obszary zlokalizowane na ścianach pro-
filu ceowego, w pobliżu przekrojów końcowych analizowanych słupów. 

W tabelach 5.11 i 5.12 zestawiono doświadczalne oraz numeryczne wartości 
obciążenia inicjującego uszkodzenie kompozytu oraz numery warstw (w nawia-
sach), w których w obliczeniach numerycznych zidentyfikowano krytyczną war-
tość parametru zniszczenia 1. Wyniki zestawiono dla wszystkich analizowanych 
słupów o przekroju ceowym C2÷C5. 

 
 

Tabela 5.11. Wartość siły inicjującej zniszczenie dla konfiguracji C2 i C3 

Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy [N] 
C2_[0/45/-45/90/90/-45/45/0]T C3_[90/-45/45/0/0/45/-45/90]T 

e 
e1 e2 e1 e2 

MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP 
-6   4152(8) 4057 

  

3209(2) 3267 
-5   5326(8) 

 

5342(2) 

 
-4   6278(8) 6669(2) 
-3   4896(1) 4582(2) 
-2   3880(1) 3680(2) 
-1   3383(1) 3398(6) 
0 3177(8) 3320 3177(8) 3320 3176(6) 3263 3176(6) 3263 
1 3145(8) 

 

2707(2) 

 

3036(8) 

 

2529(8) 

 

2 3092(8) 2372(2) 2723(8) 2158(8) 
3 3120(1) 2038(2) 3089(6) 1962(8) 
4 3057(1) 1999(2) 3026(6) 1797(8) 
5 3125(1) 1740(8) 2975(6) 1620(8) 
6 3073(1) 1545(8) 2943(6) 1533(8) 
7 3026(1) 1443(2) 2885(6) 1535(7) 
8 2959(1) 1328(2) 2829(6) 1241(7) 
9 2959(1) 1281(2) 2782(2) 1170(7) 
10 2813(8) 2877 1162(2) 1092 2770(2) 2722 1157(7) 1139 
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Tabela 5.12. Wartość siły inicjującej zniszczenie dla konfiguracji C4 i C5 

Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy [N] 
C4_[45/-45/90/0/0/90/-45/45]T C5_[90/0/90/0/0/90/0/90]T 

e 
e1 e2 e1 e2 

MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP 
-6   4040(2) 4027 

  

3375(1) 3366 
-5   5502(2) 

 

5991(2) 

 
-4   6864(2) 5371(2) 
-3   7948(2) 4039(2) 
-2   5449(8) 3602(1) 
-1   5057(8) 3074(1) 
0 4303(8) 4042 4303(8) 4042 2860(1) 2695 2860(1) 2695 
1 3568(1) 

 

3562(1) 

 

2841(1) 

 

2460(1) 

 

2 4128(7) 3043(1) 2872(1) 2155(1) 
3 4348(7) 2677(1) 2821(1) 1924(1) 
4 4162(7) 2376(1) 2783(1) 1714(1) 
5 4063(7) 2236(1) 2776(1) 1538(1) 
6 4104(7) 2043(1) 2666(8) 1392(1) 
7 3943(7) 1825(1) 2575(8) 1257(7) 
8 3724(7) 1784(1) 2603(8) 1160(7) 
9 3822(7) 1572(1) 2605(1) 1113(7) 
10 3917(7) 3752 1490(1) 1458 2555(1) 2644 1017(7) 1016 

 
 

Zamieszczone w tabelach 5.11 i 5.12 wyniki badań potwierdziły wysoką zgod-
ność wartości obciążenia inicjującego zniszczenie materiału kompozytowego 
konstrukcji rzeczywistej z odpowiadającą jej wartością otrzymaną w przypadku 
modelu numerycznego. Maksymalne procentowe rozbieżności wynosiły odpo-
wiednio: słup C2: 5,9%, słup C3: 2,7%, słup C4: 6% oraz słup C5: 5,7%. Jest to 
bardzo wysoka zgodność wyników badań, potwierdzająca poprawność przyjętej 
metodyki badawczej. Otrzymane wyniki zaprezentowano w sposób graficzny, 
umożliwiający bezpośrednią wizualizację wpływu nieosiowości obciążenia ści-
skającego na wartość siły inicjującej zniszczenie materiału kompozytowego. 
Na rysunkach 5.59÷5.66 przedstawiono wykresy siły inicjującej zniszczenie kom-
pozytu w zależności od wartości mimośrodu obciążenia. Dodatkowo zaznaczono 
wartości sił krytycznych, umożliwiające określenie zakresu pracy konstrukcji 
w stanie pokrytycznym, tzn. od momentu utraty stateczności słupa do chwili za-
rejestrowania pierwszych oznak uszkodzenia materiału kompozytowego. 
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- słup C2 
 

 

Rys. 5.59. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C2 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.60. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C2 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e2 

 
- słup C3 

 

Rys. 5.61. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C3 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 
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Rys. 5.62. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C3 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 

 
- słup C4 

 

Rys. 5.63. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C4 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.64. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C4 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 
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- słup C5 

 
 

Rys. 5.65. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C5 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.66. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa C5 odpowiadająca  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 

 
Na podstawie otrzymanych wyników badań można zauważyć, że niezależnie 

od konfiguracji warstw kompozytu wpływ nieosiowości obciążenia na wartość 
siły krytycznej oraz siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy jest jakościowo 
taki sam, dla wszystkich rozważanych słupów o przekroju ceowym. Realizacja 
mimośrodu obciążenia w kierunku e1 oraz e2(+) powoduje monotoniczny spadek 
siły krytycznej oraz siły inicjującej zniszczenie kompozytu. Natomiast zwiększa-
nie mimośrodu obciążenia w kierunku e2(-) prowadzi początkowo do istotnego 
wzrostu obydwu sił, które zaczynają się zmniejszać przy większych wartościach 
mimośrodu w zakresie -4÷-6mm. Procentowe wartości obciążenia inicjującego 
zniszczenie kompozytu (- spadek wartości obciążenia; + wzrost wartości obciąże-
nia) w odniesieniu do przypadku ściskania osiowego przedstawione zostały  
w tabeli 5.13. 
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Tabela 5.13. Zmiana wartości obciążenia inicjującego zniszczenie słupa C w zależności  
od maksymalnego mimośrodu obciążenia ściskającego 

e Układ warstw kompozytu 

 C2 C3 C4 C5 

 EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES 

e1 -13% -11% -17% -13% -7% -9% -2% -10% 

e2(+) -67% -63% -65% -64% -64% -65% -62% -64% 

e2(-) +22% +31% 0% +1% 0% +6% +25% +18% 

 
 
Ilościowa analiza otrzymanych wyników wykazała, że największy spadek war-

tości siły inicjującej zniszczenie kompozytu w kierunku e1 występuje w przy-
padku konfiguracji C3 i wynosi 13%, natomiast najniższym spadkiem na pozio-
mie 9% charakteryzuje się układ C4. Realizacja obciążenia w kierunku e2(+) 
w większym stopniu wpływa na spadek wartości obciążenia inicjującego znisz-
czenie i kształtuje się na poziomie 63%–65%. Natomiast w przypadku wzrostu 
wartości obciążenia inicjującego zniszczenie kompozytu (kierunek e2(-)) najwyż-
szy wzrost na poziomie 30% otrzymano dla konfiguracji C2, natomiast najniższe 
wartości w przypadku konfiguracji C3 (ok. 1%). 

Istotne znaczenie w pracy ściskanego profilu kompozytowego odgrywa zakres 
statecznej pracy konstrukcji w stanie pokrytycznym – po utracie stateczności. Za-
kres ten można opisać stosunkiem wartości obciążenia inicjującego zniszczenie 
pierwszej warstwy kompozytu do wartości siły krytycznej. W tabeli 5.14 przed-
stawiono procentowy wzrost obciążenia, liczony jako wzrost wartości siły inicju-
jącej zniszczenie kompozytu ponad wartość siły krytycznej. 
 

Tabela 5.14. Procentowy wzrost wartości obciążenia inicjującego zniszczenie słupa C  
w stosunku do wartości obciążenia krytycznego 

e Układ warstw kompozytu 

 C2 C3 C4 C5 

osiowe 46% 45% 32% 80% 

e1 = 10mm 64% 69% 67% 94% 

e2(+) = 10mm 18% 20% 9% 37% 

e2(-) = -6mm 58% 22% 14% 39% 
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W wyniku realizacji obciążenia osiowego otrzymano wzrost siły do poziomu 

siły inicjującej zniszczenie w porównaniu do siły krytycznej odpowiednio:  
C2: 46%, C3: 45%, C4: 32% oraz C5: 80%. Podczas realizacji nieosiowości ob-
ciążenia w kierunku e1 maksymalny wzrost siły niszczącej względem obciążenia 
krytycznego, dla wszystkich prób występował w punkcie: e1 = 10mm i wynosił: 
C2: 64%, C3: 69%, C4: 67% oraz C5: 94% (rys. 5.59, 5.61, 5.63 i 5.65). W przy-
padku realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku e2(-) występuje zjawisko 
umacniania się profilu, natomiast w kierunku e2(+) profil traci swoją sztywność 
(analogicznie do wyników stanu krytycznego). W wyniku badań słupów o prze-
kroju ceowym w kierunku e2(-) zarejestrowano maksymalny wzrost siły inicjującej 
zniszczenie względem siły krytycznej o: C2: 126% (e2 = -4mm), C3: 137%  
(e2 = -4mm), C4: 100% (e2 = -3mm) oraz C5: 146% (e2 = -5mm). Należy zauwa-
żyć, że siła inicjująca zniszczenie znacząco zbliża się do siły krytycznej podczas 
wzrostu mimośrodu obciążenia w kierunku e2(+) (rys. 5.60, 5.62, 5.64 i 5.66). 

 

5.2.4. Inicjacja zniszczenia struktury kompozytu – słupy o przekroju 
zetowym 

Wyniki badań słupów o przekroju zetowym zaprezentowane zostaną w sposób 
analogiczny, jak w przypadku słupów o przekroju ceowym, opisanych w rozdziale 
5.2.3. W tym przypadku badania doświadczalne prowadzono w 3 próbach każdej 
analizowanej konfiguracji laminatu, dla skrajnych wartości mimośrodu obciąże-
nia ściskającego: e1,2 = 0mm (ściskanie osiowe), e1 = 10mm oraz e2 = 6mm. 
W przypadku obliczeń numerycznych nieliniową analizę stateczności wykonano 
dla wszystkich wariantów nieosiowości obciążenia z krokiem realizacji mimo-
środu obciążenia wynoszącym 1mm. Obliczenia prowadzono do momentu speł-
nienia kryterium zniszczenia kompozytu Tsai–Wu, polegającego na osiągnięciu 
wartości 1 parametru krytycznego.  

Na rysunkach 5.67÷5.70 zaprezentowano doświadczalne charakterystyki siły 
i amplitudy sygnału EA w czasie, na podstawie których określona została wartości 
obciążenia inicjującego zniszczenie materiału kompozytowego. 

Na powyższych wykresach wyznaczono wartości obciążenia inicjującego 
uszkodzenie struktury kompozytu rzeczywistych słupów o przekroju zetowym. 
Wartości tych obciążeń odpowiadają zarejestrowanej podwyższonej wartości am-
plitudy sygnału EA (zielone trójkąty). Wyznaczone wartości obciążenia konfron-
towano z wynikami obliczeń numerycznych, które na wykresach zaznaczono nie-
bieską przerywaną linią, poprowadzoną równolegle do osi czasu. 
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a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.67. Słup Z2 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.68. Słup Z3 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, mimośród e2 = 6mm 



101 
 

a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.69. Słup Z4 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0,  

b) mimośród e1 = 10mm, mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.70. Słup Z5 – siła inicjująca zniszczenie: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0,  

b) mimośród e1 = 10mm, mimośród e2 = 6mm 
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a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.71. Słup Z2 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.72. Słup Z3 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.73. Słup Z4 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
 

a) b) 

  
c)  

 
Rys. 5.74. Słup Z5 – mapy parametru krytycznego Tsai–Wu: a) ściskanie osiowe e1,2 = 0mm,  

b) mimośród e1 = 10mm, c) mimośród e2 = 6mm 
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Przeprowadzona analiza numeryczna słupów o przekroju zetowym umożliwiła 

wyznaczenie form deformacji ściskanych słupów oraz map parametru krytycz-
nego, odpowiadających spełnieniu kryterium zniszczenia w przypadku pierwszej 
warstwy kompozytu. Na rysunkach 5.71÷5.74 zaprezentowano obszary, w któ-
rych nastąpiła inicjacja uszkodzenia pierwszej warstwy kompozytu, odpowiada-
jąca osiągnięciu wartości 1 parametru krytycznego określonego wg kryterium 
Tsai–Wu. 

Otrzymane w obliczeniach numerycznych mapy parametru krytycznego po-
zwalają zidentyfikować obszary, w których istnieje duże prawdopodobieństwo 
uszkodzenia struktury materiału kompozytowego. Analizując przedstawione 
mapy można stwierdzić, że są to głównie obszary usytuowane w pobliżu przekro-
jów końcowych analizowanych słupów zetowych. W zależności od wartości nie-
osiowości obciążenia obszar inicjacji pierwszej warstwy występuje środniku  
na: e = 0mm, e1 = 10mm, oraz na ściance profilu e2 = 6mm. 

W tabelach 5.15 i 5.16 zestawiono doświadczalne oraz numeryczne wartości 
obciążenia inicjującego uszkodzenie pierwszej warstwy materiału kompozyto-
wego oraz numery warstw (w nawiasach), w których zidentyfikowano osiągnięcie 
parametru krytycznego 1. 
 
 

Tabela 5.15. Wartość siły inicjującej zniszczenie dla konfiguracji Z2÷Z3 

Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy [N] 
Z2_[0/45/-45/90/90/-45/45/0]T Z3_[90/-45/45/0/0/45/-45/90]T 

e 
e1 e2 e1 e2 

MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP 
0 7496(7) 7374 7496(7) 7374 8229(2) 7992 8229(2) 7992 
1 4801(1) 

 

3962(8) 

 

4685(4) 

 

3832(4) 

 
2 4636(1) 3157(8) 4524(4) 3043(1) 
3 4486(1) 2551(8) 4374(4) 2457(1) 
4 4347(1) 2082(8) 4193(4) 2012(1) 
5 4215(1) 1721(2) 4065(4) 1707(1) 
6 4094(1) 1504(2) 1497 3994(4) 1466(1) 1349 
7 4004(1)   3881(4)   
8 3904(8) 

  
3786(4)   

9 3892(8) 3683(4)   
10 3666(8) 3454 3587(4) 3476   
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Tabela 5.16. Wartość siły inicjującej zniszczenie dla konfiguracji Z4÷Z5 
 

Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy [N] 
Z4_[45/-45/90/0/0/90/-45/45]T Z5_[90/0/90/0/0/90/0/90]T 

e 
e1 e2 e1 e2 

MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP 
0 7802(8) 7417 7802(8) 7417 9301(2) 9141 9301(2) 9141 
1 5343(1) 

 

4555(4) 

 

4962(7) 

 

3757(7) 

 
2 5173(1) 3744(1) 4748(7) 2865(1) 
3 5011(4) 3088(7) 4571(7) 2306(1) 
4 4862(4) 2570(7) 4412(7) 1911(1) 
5 4728(4) 2171(7) 4267(7) 1622(7) 
6 4603(4) 1875(7) 1762 4131(7) 1381(7) 1349 
7 4471(4)   4013(7)   
8 4364(4)   3898(7)   
9 4295(4)   3800(7)   
10 4129(4) 3969   3706(7) 3652   

 
Zamieszczone w tabelach 5.15 i 5.16 wyniki badań potwierdziły wysoką zgod-

ność ilościową wartości obciążenia inicjującego zniszczenie kompozytu konstruk-
cji rzeczywistej z odpowiadającą jej wartością otrzymaną w przypadku modelu 
numerycznego. Maksymalne procentowe rozbieżności wynosiły odpowiednio: 
słup Z2: 5,8%, słup Z3: 7,9%, słup Z4: 6% oraz słup Z5: 2,3%. Jest to bardzo 
wysoka zgodność wyników badań, potwierdzająca poprawność przyjętej meto-
dyki badawczej. Otrzymane wyniki zaprezentowano w sposób graficzny, umożli-
wiający bezpośrednią wizualizację wpływu nieosiowości obciążenia ściskającego 
na wartość siły inicjującej zniszczenie materiału kompozytowego. Na rysunkach 
5.75÷5.82 przedstawiono wykresy siły inicjującej zniszczenie kompozytu w za-
leżności od wartości mimośrodu obciążenia. Dodatkowo zaznaczono wartości sił 
krytycznych, umożliwiające określenie zakresu pracy konstrukcji w stanie pokry-
tycznym, tzn. od momentu utraty stateczności słupa do chwili zarejestrowania 
pierwszych oznak uszkodzenia materiału kompozytowego. 

Na podstawie zaprezentowanych wyników można stwierdzić, że niezależnie 
od konfiguracji warstw kompozytu wpływ nieosiowości obciążenia na wartość 
siły krytycznej oraz siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy jest jakościowo 
zbliżony – największa rozbieżność występuje podczas ściskania osiowego.  
Realizacja mimośrodu obciążenia w kierunku e1 oraz e2 powoduje monotoniczny 
spadek siły krytycznej oraz siły inicjującej zniszczenie kompozytu. Wpływ  
mimośrodu obciążenia w obu kierunkach prowadzi do istotnego obniżenia siły 
inicjującej zniszczenie struktury kompozytowej w odniesieniu do ściskania  
osiowego. Procentowe wartości spadku obciążenia inicjującego zniszczenie kom-
pozytu w odniesieniu do przypadku ściskania osiowego przedstawione zostały 
w tabeli 5.17. 



106 
 

- słup Z2 

 

Rys. 5.75. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z2 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.76. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z2 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 

 
- słup Z3 

 

Rys. 5.77. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z3 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 
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Rys. 5.78. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z3 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 

 
- słup Z4 

 

Rys. 5.79. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z4 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.80. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z4 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 
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- słup Z5 

 

Rys. 5.81. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z5 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e1 

 

 

Rys. 5.82. Wartość siły inicjującej zniszczenie pierwszej warstwy słupa Z5 odpowiadające  
realizacji nieosiowości w kierunku e2 

 
 

Tabela 5.17. Zmiana wartości obciążenia inicjującego zniszczenie słupa Z w zależności  
od maksymalnych wartości mimośrodu obciążenia ściskającego 

e Układ warstw kompozytu 

 Z2 Z3 Z4 Z5 

 EKSP MES EKSP MES EKSP MES EKSP MES 

e1 -53% -51% -57% -56% -46% -47% -60% -60% 

e2 -80% -80% -83% -82% -76% -76% -85% -85% 
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Ilościowa analiza otrzymanych wyników wykazała, że największy spadek war-
tości siły inicjującej zniszczenie kompozytu w kierunku e1 występuje w przy-
padku konfiguracji Z5 i wynosi 60%, natomiast najniższym spadkiem na pozio-
mie 47% charakteryzuje się układ Z4. Realizacja obciążenia w kierunku e2 
w większym stopniu wpływa na obniżenie wartości obciążenia inicjującego znisz-
czenie – najwyższy spadek na poziomie 85% otrzymano dla konfiguracji Z5, na-
tomiast najniższe wartości w przypadku konfiguracji Z4 (75%). 

Również w przypadku słupów o przekroju zetowym zbadano zakres statecznej 
pracy konstrukcji w stanie pokrytycznym – po utracie stateczności. Zakres ten 
określono w sposób analogiczny do słupów o przekroju ceowym, jako stosunek 
wartości obciążenia inicjującego zniszczenie pierwszej warstwy kompozytu 
do wartości siły krytycznej. W tabeli 5.18 przedstawiono procentowy wzrost ob-
ciążenia inicjującego zniszczenie w stosunku do wartości siły krytycznej 
dla wszystkich badanych słupów o przekroju zetowym. 
 

Tabela 5.18. Procentowy wzrost wartości obciążenia inicjującego zniszczenie słupa Z  
w stosunku do wartości obciążenia krytycznego 

e Układ warstw kompozytu 

 Z2 Z3 Z4 Z5 

osiowe 245% 276% 140% 484% 

e1 = 10mm 75% 74% 38% 139% 

e2 = 6mm 16% 18% 7% 35% 

 
Najwyższy wzrost siły inicjującej zniszczenie w stosunku do siły krytycznej 

otrzymano dla przypadku ściskania osiowego o: Z2: 245%, Z3: 276%, Z4: 140% 
oraz Z5: 484%. Podczas realizacji nieosiowości obciążenia w kierunku równole-
głym do środnika wzrost siły niszczącej względem obciążenia krytycznego 
w punkcie e1 = 10mm wynosił odpowiednio: Z2: 75%, Z3: 74%, Z4: 38%  
oraz Z5: 139%. W przypadku zmiany nieosiowości obciążenia w kierunku e2 wy-
stępuje zjawisko wyraźnego osłabienia się nośności profilu zetowego. Wzrost 
procentowy siły inicjującej zniszczenie względem siły krytycznej w przypadku 
e2 = 6mm wynosi: Z2: 16%, Z3: 18%, Z4: 7% oraz Z5: 35%. Należy zauważyć, 
że wartość siły inicjująca zniszczenie znacząco zbliża się do wartości krytycznej 
podczas wzrostu nieosiowości w kierunku e2 (rys. 5.76, 5.78, 5.80 i 5.82). 

Wyniki badań przeprowadzone w oparciu o metodę emisji akustycznej 
oraz metodę elementów skończonych wykazały zgodność wskazań doświadczal-
nej i numerycznej wartości sił inicjujących zniszczenie kompozytu. Przeprowa-
dzona analiza słupów o przekroju zetowym potwierdza duży wpływ maksymal-
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nych nieosiowości obciążenia ściskającego na pracę konstrukcji w stanie pokry-
tycznym. Należy podkreślić, że najwyższą sztywność profil osiąga podczas dzia-
łania siły osiowej (warunki idealne obciążenia). Nieznaczne spadki sztywności 
konstrukcji na skutek realizacji mimośrodu obciążenia zaobserwowano na kie-
runku e1, równoległym do środnika. Znacząco niekorzystny wpływ na pracę kon-
strukcji zaobserwowano w przypadku realizacji mimośrodu obciążenia w kie-
runku prostopadłym do środnika profilu zetowego. Występowanie nieosiowości 
obciążenia w tym kierunku może znacząco osłabić sztywność i wytrzymałość ści-
skanego profilu, prowadząc do przedwczesnego uszkodzenia struktury materiału 
kompozytowego. Jest to zjawisko niebezpieczne, zwłaszcza w zakresie obciążeń 
eksploatacyjnie dopuszczalnych.  
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6. Podsumowanie 
Głównym tematem niniejszej monografii jest opis pracy ściskanych osiowo 

i mimośrodowo cienkościennych krótkich słupów o złożonych kształtach prze-
kroju poprzecznego wykonanych z kompozytu węglowo-epoksydowego. Bada-
niom poddano słupy o przekroju ceowym i zetowym, wykonane techniką autokla-
wową, złożone z 8 warstw kompozytu w symetrycznym układzie względem płasz-
czyzny środkowej laminatu.  

Badania miały na celu określenie wpływu nieosiowości obciążenia ściskają-
cego na stan krytyczny (wyboczenie konstrukcji) oraz pracę w zakresie pokry-
tycznym, do momentu pierwszych oznak uszkodzenia materiału kompozytowego. 
Zastosowana metodyka badań obejmowała badania eksperymentalne, prowa-
dzone z wykorzystaniem fizycznych modeli konstrukcji kompozytowych oraz ob-
liczenia numeryczne. Zastosowanym narzędziem numerycznym był komercyjny 
program MES – ABAQUS®.  

Badania eksperymentalne ściskania słupów kompozytowych realizowano 
w warunkach laboratoryjnych (temperaturze pokojowej) z wykorzystaniem uni-
wersalnej maszyny wytrzymałościowej, zapewniającej przegubowe podparcie 
przekrojów końcowych słupów poprzez zastosowanie specjalnie wykonanych 
głowic mocujących opartych na przegubach kulistych. Realizację nieosiowości 
obciążenia zapewniały zaprojektowane i wykonane w tym celu stoły przesuwne, 
napędzane śrubą mikrometryczną, umożliwiające precyzyjne wprowadzanie war-
tości mimośrodu obciążenia. Wartość mimośrodu dodatkowo kontrolowano z wy-
korzystaniem czujnika elektronicznego. Zastosowane oprzyrządowanie umożli-
wiało realizację nieosiowości obciążenia konstrukcji w dwóch wzajemnie prosto-
padłych kierunkach, z których kierunek e1 określał kierunek równoległy do środ-
nika badanych profili, natomiast kierunek e2 był kierunkiem prostopadłym do 
środnika. W trakcie badań eksperymentalnych rejestrowano przebieg siły w cza-
sie, pomiar ugięć (z wykorzystaniem czujnika laserowego) w kierunku prostopa-
dłym do ścianek słupów oraz skrócenie słupa. Dodatkowo, w celu monitorowania 
bieżącego stanu struktury materiału kompozytowego zastosowano pomiar sy-
gnału z wykorzystaniem metody emisji akustycznej (MEA).Do oceny stanu ma-
teriału kompozytowego wykorzystano w tym przypadku amplitudę sygnału EA. 

Wyniki otrzymywanych badań eksperymentalnych umożliwiły dokonywanie 
bieżącej walidacji opracowywanych modeli numerycznych konstrukcji, które 
w przypadku ściskania nieosiowego wymagały uwzględnienia szeregu parame-
trów, zapewniających szczegółowe odwzorowanie warunków prowadzonego eks-
perymentu. Opracowywane modele numeryczne były walidowane do mo-
mentu, w którym otrzymywane wyniki obliczeń, w szczególności dla dużych war-
tości mimośrodów obciążenia dostarczały adekwatnych wyników w odniesieniu 
do konstrukcji rzeczywistej. Takie podejście umożliwiło opracowanie uniwersal-
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nych modeli MES, zwalidowanych doświadczalnie, umożliwiających prowadze-
nie symulacji numerycznych cienkościennych profili kompozytowych poddawa-
nych ściskaniu z dowolnymi wartościami mimośrodu obciążenia. 

Zakres prowadzonych obliczeń obejmował liniową analizę zagadnienia wła-
snego, umożliwiającą ocenę wpływu nieosiowości obciążenia na utratę stateczno-
ści ściskanych słupów kompozytowych. Wynikiem analizy liniowej było wyzna-
czenie najniższych postaci wyboczenia konstrukcji oraz odpowiadających im 
wartości obciążenia krytycznego. Otrzymane postacie utraty stateczności zostały 
zaimplementowane do nieliniowej analizy stateczności, prowadzonej z wykorzy-
staniem przyrostowo-iteracyjnej metody Newtona–Raphsona. Prowadzone obli-
czenia nieliniowe umożliwiły opis pracy konstrukcji w zakresie pokrytycznym, 
do momentu uszkodzenia pierwszej warstwy kompozytu, szacowanego na pod-
stawie kryterium zniszczenia Tsai–Wu. Wyznaczone w ten sposób obciążenie od-
powiadające obciążeniu inicjującemu zniszczenie kompozytu porównywano 
z wartością obciążenia, dla którego z wykorzystaniem metody emisji akustycznej 
rejestrowano pierwsze podwyższone sygnały amplitudy EA. 

Przeprowadzone w pracy badania wykazały bardzo wysoką jakościową 
oraz ilościową zgodność wyników obliczeń numerycznych z wynikami badań do-
świadczalnych. Dotyczyło to zarówno stanu krytycznego, jak i pracy konstrukcji 
w zakresie pokrytycznym, co potwierdziło adekwatność opracowanych modeli 
numerycznych. Na tej podstawie przyjęto, że otrzymane wyniki obliczeń nume-
rycznych, dotyczące opisu pracy ściskanych nieosiowo konstrukcji cienkościen-
nych można uznać za wiarygodne. Pozwala to na dokonanie szczegółowego opisu 
zachowania tych konstrukcji poddanych działaniu ściskania nieosiowego. 

Otrzymane wyniki wykazały istotny wpływ mimośrodu obciążenia ściskają-
cego na utratę stateczności konstrukcji kompozytowej. W szczególności zwięk-
szanie mimośrodu obciążenia w kierunku e1 (równoległym do środnika profilu) 
oraz e2(+) (prostopadłym do środnika, realizowanym od środka ciężkości w kie-
runku od środnika profilu) powoduje monotoniczne obniżanie się wartości obcią-
żenia krytycznego, co w konsekwencji może spowodować przedwczesne wpro-
wadzenie konstrukcji w stan powyboczeniowy, obniżając w sposób istotny jej pa-
rametry wytrzymałościowe i sztywnościowe. Zaobserwowane obniżenie wartości 
obciążenia krytycznego kształtowało się na poziomie: 17–28% – kierunek e1 i 53–58% 
– kierunek e2(+) w przypadku słupów o przekroju ceowym oraz 3–8% – kierunek e1)  
i 34–46% – kierunek e2 w przypadku słupów o przekroju zetowym. Dodatkowo 
wprowadzanie mimośrodu obciążenia powodowało w niektórych przypadkach 
(słupy ceowe C4 i C5 oraz zetowy Z2) zmianę postaci wyboczenia. Opisywane 
zjawisko jest szczególnie istotne, ponieważ przedwczesne wyboczenie konstruk-
cji może wystąpić w zakresie obciążeń eksploatacyjnie dopuszczalnych. 

Odmienną sytuację zaobserwowano w przypadku realizacji mimośrodu obcią-
żenia słupów o przekroju ceowym w kierunku oznaczonym jako e2(-), realizowa-
nym od środka ciężkości przekroju poprzecznego w kierunku środnika profilu. 
Zwiększanie mimośrodu obciążenia w kierunku środnika powodowało istotny 
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wzrost obciążenia krytycznego, spowodowany przejęciem znacznego obciążenia 
przez środnik profilu, usytułowany pomiędzy sztywnymi krawędziami słupa. 
W tym przypadku doszło jedynie do zmiany postaci wyboczenia słupa C2  
(z 2 półfal słupa na 3 półfale).  

We wszystkich badanych przypadkach utrata stateczności ściskanych słupów 
kompozytowych o przekroju ceowym i zetowym miała charakter stateczny.  
Zostało to potwierdzone możliwością dalszej pracy konstrukcji w zakresie pokry-
tycznym. Dalsze sukcesywne zwiększanie obciążenia ściskającego powodowało 
pogłębianie się form deformacji odpowiadających najniższym postaciom wybo-
czenia słupów, aż do momentu wystąpienia pierwszych oznak inicjacji uszkodze-
nia materiału kompozytowego. Zastosowana metodyka badań umożliwiła okre-
ślenie wpływu nieosiowości obciążenia ściskającego na wartość obciążenia ini-
cjującego zniszczenie struktury kompozytu. Otrzymane wyniki potwierdziły za-
chowanie się konstrukcji analogiczne do wyników otrzymanych w przypadku 
stanu krytycznego. Potwierdzono, że realizacja mimośrodu obciążenia w kierunku 
e1 (równoległym do środnika profilu) oraz e2(+) (prostopadłym do środnika, reali-
zowanym od środka ciężkości w kierunku od środnika profilu) powoduje mono-
toniczny spadek wartości obciążenia inicjującego zniszczenie kompozytu, 
co w istotny sposób prowadzi do obniżenia wytrzymałości ściskanej konstrukcji. 
Zaobserwowane obniżenie wartości obciążenia inicjującego zniszczenie kompo-
zytu kształtowało się na poziomie: 9–13% – kierunek e1 i 63–65% – kierunek e2(+) 
w przypadku słupów o przekroju ceowym oraz 47–60% – kierunek e1 i 75–85% 
– kierunek e2 w przypadku słupów o przekroju zetowym. Analogicznie w przy-
padku słupów o przekroju ceowym wprowadzanie mimośrodu obciążenia na kie-
runku e2(-), realizowanym od środka ciężkości przekroju poprzecznego w kierunku 
środnika profilu powodowało istotny wzrost obciążenia inicjującego zniszczenie 
kompozytu, kształtującego się na poziomie 1–30% w odniesieniu do ściskania 
osiowego. 

Wyznaczone w badaniach pokrytyczne ścieżki równowagi konstrukcji  
siła-ugięcie wykazały istotny spadek sztywności konstrukcji na skutek zwiększa-
nia wartości mimośrodu obciążenia w kierunkach e1 oraz e2(+) oraz zwiększenie 
sztywności słupów o przekroju ceowym na skutek wzrostu mimośrodu obciążenia 
na kierunku e2(-).  

Otrzymane wyniki, potwierdzające w większości badanych przypadków spa-
dek wartości obciążenia krytycznego i inicjującego zniszczenie kompozytu, jak 
również sztywności pokrytycznej konstrukcji na skutek nieosiowości obciążenia 
potwierdzają, że występowanie mimośrodu siły ściskającej prowadzi do zmiany 
charakteru obciążenia struktury, w stosunku do konstrukcji ściskanej osiowo.  
Pojawiający się w tym przypadku od początku procesu obciążania dodatkowy stan 
zgięciowy powoduje istotne dociążenie poszczególnych elementów struktury 
cienkościennej. Wyjątek stanowi przypadek realizacji mimośrodu obciążenia 
w kierunku środnika profilu ceowego, powodujący wzrost wartości obciążenia 
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krytycznego oraz sztywności konstrukcji w stanie pokrytycznym, który jest efek-
tem przejęcia obciążenia przez najbardziej w tym przypadku sztywny element 
profilu – środnik usytułowany pomiędzy dwoma sztywnymi krawędziami słupa. 

Przeprowadzone badania pozwoliły również na ilościową ocenę wpływu 
układu warstw kompozytu na sztywność konstrukcji poddanej ściskaniu nieosio-
wemu. Na podstawie przeanalizowanych słupów można stwierdzić, że największą 
podatnością charakteryzują się słupy o konfiguracjach C3 i Z3, natomiast najwyż-
szą sztywność zachowują konfiguracje oznaczone C2 i Z2. 

Zaprezentowane w pracy badania wpływu nieosiowości obciążenia ściskają-
cego na stateczność oraz pracę konstrukcji w zakresie pokrytycznym pozwalają 
stwierdzić, że zaproponowana metodyka badań umożliwia opis zagadnień o istot-
nym znaczeniu poznawczym i praktycznym, zwłaszcza w odniesieniu do projek-
towania cienkościennych struktur kompozytowych, narażonych na występowanie 
nieprzewidzianych niedokładności, mogących w istotny sposób wpływać na pracę 
tych konstrukcji. 

Otrzymane wyniki badań potwierdzają realizację podstawowych celów pracy 
oraz potwierdzają słuszność postawionej tezy. Na uwagę zasługuje osiągnięta wy-
soka zgodność wyników badań numerycznych z wynikami badań eksperymental-
nych, prowadzonych na rzeczywistych konstrukcjach. Pozwala to na stwierdze-
nie, że zastosowana metodyka badawcza jest prawidłowa, a opracowane modele 
dyskretne konstrukcji w ujęciu metody elementów skończonych dostarczają wia-
rygodnych wyników, umożliwiając prowadzenie szczegółowej analizy pracy kon-
strukcji, znajdującej się w stanie głęboko powyboczeniowym.  

Na podstawie przeprowadzonych badań można wskazać dalsze kierunki prac 
w tym zakresie, polegające na analizie pracy ściskanych nieosiowo konstrukcji 
kompozytowych w pełnym zakresie obciążenia – do całkowitej utraty nośności 
konstrukcji, wraz ze szczegółowym opisem procesu zniszczenia struktury mate-
riału kompozytowego. Wymaga to uwzględnienia w obliczeniach numerycznych 
bardziej złożonych modeli zniszczenia materiałów kompozytowych, uwzględnia-
jących nie tylko moment inicjacji uszkodzenia materiału, ale pozwalających rów-
nież na opis dalszej ewolucji uszkodzonego kompozytu, aż do całkowitej degra-
dacji sztywności materiału.  
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