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Przedmowa

Niniejsza publikacja jest drugg dotyczaca matematyki powstata w ramach ob-
chodéw dziesigciolecia powstania Wydziatu Podstaw Techniki. Jubileusz ten zbieg?
sie z dziesigta rocznicg utworzenia kierunku matematyka w Politechnice Lubel-
skiej, ktéry jest prowadzony w tym wilasnie Wydziale. Ksztalcenie na kierunku
matematyka na uczelni technicznej to szczegélne wyzwanie. Nie tylko trzeba za-
chowacd standardy tego kierunku, ale nalezy réwniez uwzgledni¢ bardzo wazng po-
zycje matematyki w nowoczesnym ksztafceniu inzyniera. Minione dziesi¢¢ lat to
okres wytezonej pracy nad przygotowaniem kierunku, ciagta modyfikacja progra-
méw w celu dostosowania ich do wymogéw formalnych, ale i wymogoéw stawia-
nych przez rozwijajacg sie wiedze i gospodarke.

Niniejsza monografia uzupetnia poprzednia o prezentacje osiggnie¢ kolejnych
pracownikéw Katedry Matematyki Stosowanej i os6b z nimi wsp6tpracujacych.
Jak wszyscy prowadzacy zajecia ze studentami kierunku matematyka, rozszerzaja
oni klasyczna wiedze przekazywang w ramach réznych przedmiotéw o najnowsze
wyniki nie tylko swoich badan.

Dwa pierwsze rozdziaty dotycza opisu badz zastosowania narzedzi wykorzysty-
wanych migdzy innymi w analizie ryzyka lub formutowaniu prognoz finansowych.

W pierwszym rozdziale zaprezentowano dyskretng procedure aproksymacji sto-
chastycznej w §rodowisku markowowskim. Podano warunki zbieznos$ci do punk-
tu réwnowagi dla uktadu usrednianego wzgledem rozktadu ergodycznego wbudo-
wanego taficucha Markowa. Zostata opracowana metoda badania zbieznoSci takiej
procedury, z wykorzystaniem wtasnoSci asymptotycznej operatora kompensujace-

go i rozwigzania problemu zaburzenia osobliwego dla tego operatora.
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Drugi rozdziat jest SciSle zwiazany z profilem kierunku matematyka. Dotyczy
on mianowicie analiz finansowych, a konkretnie prognozowania Kkursu
EURO/USD. Por6wnano w nim rézne modele pod katem ich uzytecznoSci w prze-
widywaniu kurséw wymienionych walut. Autorzy osiaggneli ciekawe rezultaty po-
kazujac, ze nie zawsze zlozone modele o skomplikowanej podbudowie teoretycznej
daja lepsze wyniki niz modele prostsze.

Dwa kolejne rozdziaty dotycza teorii graféw i hipergraféw, ktéra rozwingta si¢
z potrzeby modelowania réznych zagadnien praktycznych, w tym optymalizacyj-
nych.

Rozdziat trzeci jest syntetycznym ujeciem osiagnie¢ zwiazanych z klasyfika-
cja hipergraféw poprzez ich wielomian chromatyczny. Zawarto w nim wilasciwie
wszystkie znane do tej pory wyniki zwigzane z tym tematem, a tekst bogato zilu-
strowano przyktadami.

W czwartym rozdziale zawarto zestawienie wynikéw uzyskanych na przestrze-
ni ostatnich kilku dekad dotyczacych planarnej liczby Ramseya. Jest to jedna z wie-
lu modyfikacji doskonale znanej liczby Ramseya. Wigkszo$¢ wynikéw zestawiono
w formie tabelarycznej, co utatwia ich poréwnanie.

Na tym koficzymy ten krétki, z koniecznoSci ograniczony, cykl prezentacji osig-
gnie¢ naukowych os6b bezposrenio lub posrednio zwigzanych z kierunkiem mate-
matyka. Kolejne uzyskane wyniki przedstawimy na pewno, ale juz nie w ramach
obchodéw jubileuszu dziesigciolecia Wydziatu Podstaw Techniki.

Redaktor



Dyskretna procedura
aproksymacji stochastycznej

w Srodowisku markowowskim

Yaroslav Chabanyuk!
Uliana Khimka?®
Wojciech Rosa?

Streszczenie

Dla skokowej procedury aproksymacji stochastycznej w Srodowisku mar-
kowowskim otrzymano warunki zbieznosci do punktu réwnowagi dla ukta-
du usrednianego wzgledem rozktadu ergodycznego wbudowanego faricucha
Markowa. Ponadto zostaty zbadane procedury zaréwno dla schematu usred-
niania jak i dla schematu aproksymacji dyfuzyjnej. Zostata opracowana me-
toda badania zbieznosSci skokowej procedury aproksymacji stochastycznej
w Srodowisku semi-markowowskim, z wykorzystaniem wtasnosci asympto-
tycznej operatora kompensujagcego i rozwigzania problemu zaburzenia oso-
bliwego dla tego operatora.

'Katedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
e-mail: y.chabanyuk @pollub.pl

2Katedry Matematyki Obliczeniowej i Programowania Politechniki Lwowskiej, Ukraina
e-mail: ulyana.himka@gmail.com

3Katedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
e-mail: w.rosa@pollub.pl
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12 Dyskretna PAS w §rodowisku markowowskim

Abstract

For the discrete stochastic approximation procedure in the Markov envi-
ronment, sufficient conditions were obtained to converge to the equilibrium
point for the system averaged relative to the ergodic distribution of the Mar-
kov chain inserted. In addition, the procedures were examined in both the ave-
raging scheme and the diffusion approximation scheme. A method for testing
the convergence of the stepwise stochastic approximation procedure in the
smelting environment has been developed, using the asymptotic properties
of the compensation operator and solving the problem of a peculiar disorder
for this operator.

Stowa kluczowe: dyskretna procedura aproksymacji stochastycznej, Srodowisko

markowowskie i semi-markowowskie, zbieznos¢.

1 Wstep

Gléwnym problemem dotyczacym procedury aproksymacji stochastycznej (PAS)
jest zbiezno$¢ procedury przy wykorzystaniu najmniejszej ilosci informacji o funk-
cji regresji oraz charakterystyk tej funkcji w punkcie obserwacji.

W 1951 r. w pracy H. Robbinsa i S. Monro [35] zostata zaproponowana dyskret-
na (rekurencyjna) procedura aproksymacji stochastycznej wyznaczania pierwiast-
ka ug réwnania regresji

C(u)=0.

W pracy zbadano zbiezno$¢ Sredniokwadratowa.

Wynik ten zostal uogélniony w pracach J. Wolfowitza, J. Bluma, K. L. Chunga
iinnych. W szczegd6lnosci J. Blum po raz pierwszy dowidédt zbieznosci PAS z praw-
dopodobieristwem 1. Zbadal réwniez wielowymiarowa PAS dla u € R?, a takze
wykorzystal teori¢ nadmartyngaléw do badania zbieznosci dyskretnej PAS.

Uzywajac idei aproksymacji stochastycznej Robbinsa-Monro, Kiefer i Wolfo-

witz w swej pracy z 1952 r. rozwazyli problem wyznaczania maksimum nieznanej
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funkcji f(u),u € R, czyli rozwigzania réwnania f’(u) = 0 (przy zatozeniu, Ze f ma
jedno globalne maksimum i f(u) = 0 ma tylko jedno rozwigzanie). Jesli wartosci
funkcji f(u) sa dane bez btgdéw losowych, to mozna zastosowaé metode gradien-
towg w postaci u(t+1) —u(t) = aw, gdzie a jest statg dodatnig. Idea metody
Kiefera-Wolfowitza polega na tym, by pochodng przybliza¢ stosunkiem przyrostu
funkcji do przyrostu argumentu Au = 2¢(t) — 0,t — oo, a jednoczesnie ,,wstrzy-
mywaé” zmian¢ v do ug przez uzaleznienie parametru a od czasu. Zauwazmy, ze
jest to procedura dyskretna. E. Kiefer i J. Wolfowitz [15] zbadali zbiezno$¢ tej pro-

cedury w sensie Sredniokwadratowym.

W pracach J. Bluma, C. Dermana i D. L. Burkholdera (oraz innych) dowiedzio-

no zbieznoSci tej procedury z prawdopodobieristwem 1.

Ciagly analog procedury Robbinsa-Monro byl po raz pierwszy rozpatrzony
przez M. Drimla i J. Nedoma [12], ktérzy dowiedli jej zbieznosSci przy dos¢ ogdl-
nych warunkach natozonych na procesy losowe. Zbiezno$¢ cigglego analogu pro-

cedury Kiefera-Wolfowitza udowodnit D. T. Sakrison.

Ciagta PAS z addytywnym biatym szumem zostata wprowadzona przez R.Z. Ha-
sminskiego i byta badana w pracach M. B. Newelsona, R. G. Gjachkowa, L. G. Gla-
dyshewa, E. N. Pynskera, Kifera Yu, N. A. i innych autoréw. W szczegdlnosci,
w pracy L. Ljunga, G. Pfluga i H. Walka [32] zbadano modyfikacj¢ procedury
Robbinsa- Monro i wskazano na szereg zastosowan do znajdywania minimum glo-
balnego funkcji C(u),u € S,S € R?, gdzie S jest obszarem ograniczonym, oraz

minimum lokalnego dla u € SN U, gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu ug.

W pracy E. B. Newelsona i R. Z. Hasminskiego [34] dowiedziono zbieznoSci
procedur stochastycznych wykorzystujac wlasno$ci funkcji Lapunowa. Umozliwito

to uproszczenie badan i zastosowanie PAS.

Jedng z gtéwnych wiasnoSci dyskretnej PAS jest asymptotyczna normalnos¢é
tej procedury. Taka wtasnos$¢ fluktuacji PAS w otoczeniu punktu réwnowagi ug
zostala otrzymana przez J. Sacksiem i uogélniona w pracach E. B. Newelsona
i R. Z. Hasminskiego, Ibragimowa, V. Fabiana, D. Rupperta i innych. Przy tym, po-

dobnie jak w monografii Newelsona i Hasminskiego, w artykule L. Ljung, G. Pflug
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i H. Walk zastosowano normalizacje wzgledem czasu v/ z centrowaniem fluktuacji
wzgledem punktu réwnowagi ug, albo wzgledem procesu granicznego. Twierdze-
nia o normalno$ci asymptotycznej dla innych PAS zostaty dowiedzione w pracach
V. Fabiana, C. Dermana, D. L. Burkholdera, V. Dupacha i innych.

Z drugiej strony zauwazmy, ze PAS stanowi podstawe teoretyczng optymali-
zacji konstrukcji ciggu zbieznego do punktu réwnowagi w warunkach skompliko-
wanych wplywow Srodowiska zewnetrznego na funkcje regresji albo, co na jedno
wychodzi, wptywéw na ukiad stochastyczny.

Jednym z najwazniejszych zadafi ogélnej teorii uktadéw ewolucyjnych w §ro-
dowisku stochastycznym jest znalezienie warunkéw stabilnoSci takich uktadéw.
Po raz pierwszy stabilno$¢ uktadu dynamicznego, ktéry spetnia zasade uSrednia-
nia, zostala zbadana przez M. M. Bogolubowa [7] (zobacz tez U. O. Mytropol-
ski, A. M. Samojlenko [33]). Badanie stabilno$ci uktadéw dynamicznych w $ro-
dowisku stochastycznym rozpoczeli od rozwoju teorii ewolucji losowych R. Grie-
go i T. Hersh [14]. Stabilno$¢ uktadu dynamicznego z zaburzeniami markowow-
skimi z warunkiem stabilnosci uktadu usrednionego zostata zbadana w pracach
A. W. Skorochoda i E. F. Tsarkowa, a takze W. S. Korolyuka [18]. Problem stabilno-
$ci w warunkach aproksymacji dyfuzyjnej uktadu dynamicznego z markowowski-
mi zaburzeniami po raz pierwszy zostal rozwigzany w artykule G. L. Blankenshipa
i G. C. Papanicolaou [6] za pomocg martyngatowej charakteryzacji odpowiedniego

procesu Markowa.

Uogo6lnieniem oméwionych PAS jest sytuacja, w ktdrej funkcja regresji zalezy
bezposrednio od Srodowiska zewnetrznego, czyli ma posta¢ C(u, x), gdzie x jest ar-
gumentem, ktory opisuje to sSrodowisko. W badaniach takiej PAS uzywamy metod
teorii aproksymacji uktadéw stochastycznych w Srodowisku losowym, a w szcze-

gblnosci zasade usredniania i rozwigzanie zadania zaburzenia osobliwego.
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2 Srodowisko markowowskie

Zastosowanie algorytméw fazowego usrednienia procesow Markowa i semi-Mar-
kowa, a takze algorytméw dyfuzyjnego przybliZenia stochastycznych ewolucji jest
wykorzystywane przez metody martyngalowe wspoétczesnej teorii proceséw loso-
wych [21,23-25,28,29].

Dalej zaktadamy, ze wszystkie operatory sg zdefiniowane w przestrzeni Bana-

cha wszystkich funkcji rzeczywistych z norma supremum:
el := sup [¢(x)]-
zeX

Definicja 2.1. Liniowy i ograniczony operator Q) jest nazywany uogolnionym od-

wracalnym, jezZeli przestrzeni Banacha moze byc roztozona na sume podprzestrzeni
B=Ng®Rg @1

gdzie dim Ng > 1, oraz Ng := {¢ : Qp = 0} jest przestrzeniq zerowq operatora Q,
R :={Q : ¢ € B} przestrzeniq wartosci operatora @, zas dim Ng wymiarem
przestrzeni Ng.

Rozktad (2.1) generuje operator rzutujacy IT w podprzestrzeni N taki, ze:
Hp=p,p e Ngillp=0,0 € Rq.
W tym przypadku operator I —II jest takze rzutem na podprzestrzen R :

(II-DNe=p,peRg i (II-I)p=0, ¢ € Ng.
Tak wiec rownanie (2.1) w formie wektorowej ma postaé
p=Ip—(II-I)e.

Definicja 2.2 ([25]). Liniowy operator ograniczony (Q nazywany jest normalnie

rozwigzywalnym, jesli rownanie

Qe =1, € Rq

ma rozwigzanie dla dowolnego 1) € Rg.
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Zauwazmy, Ze skonstruowany odwracalny operator () jest normalnie rozwigzy-
walny. Wazna wlasnoscig zbudowanego operatora odwrotnego jest istnienie uogdl-

nionego operatora odwrotnego.

Lemat 2.1 ([25]). Dla normalnie rozwigzywalnego operatora () istnieje operator
odwrotny (Q +1I)~L.

Definicja 2.3 ([25]). Potencjalnym operatorem (lub tylko potencjatem) dla opera-
tora Q nazywamy operator Ry = IT1—[Q + 1] L.

Wiasnosci potencjatu Ry:
1. QRy=RpQ=11—-1,
2. RoIll=T1IRy =0,
3. QRY =RjQ =Ry,
4. || Ro lI=1 Qg |-

Rozwazmy proces Markowa x(t),t > 0, w przestrzeni standardowej (X,X)
z rozktadem stacjonarnym 7(B), B € X z operatorem generujagcym @, ktory jest

okreslony przez wzor

Qp(a) = [ Qady)lp(y) ~ o(w))
X

dla p(x) € Dq, gdzie D, jest dziedzing operatora (). W tym przypadku operator
generujacy () jest uogdlniony i odwrotny [25] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
potencjat Ry okreSlony [25] przez rdwnanie

RoQ=QRy=1I—1.

Rzut IT w przestrzeni Banacha B(X') ma nastepujaca definicje:

Mp(z) :=¢l(x),p:= /ﬂ(dx)@(:v), I(zx)=1, zeX.
b'e
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Dany jest rozklad stacjonarny 7(B), B € X przez réwnanie

#(B) = /w(dy)Q(y, B), BeX, n(X)=1.
X
Uwaga 2.1. Ograniczenia dotyczace klasy proceséw Markowa, ktére sg tu rozpa-
trywane, sg podstawa nowych metod badania PAS. Z drugiej strony, klasa proceséw

Markowa moze zostaé rozszerzona.

3 Dyskretna PAS w schemacie uSredniania

W tym rozdziale badamy skokowa procedure aproksymacji stochastycznej. W sche-
macie usredniania skokowg PAS okreslamy wzorem:
v(t/e)—1

ut(t) =u+e Z ai.C(ug,z3), u°(0)=u, (3.1)
k=0

gdzie v(t) jest procesem liczagcym wbudowanego faricucha Markowa. Z definicji
—1
kzoaiC(ui,a:i) = 0. WPAS (3.1) mamy u$, = u®(75), 25, = x(75), 75 = €Tp, 1 =

0._Funkcja regresji C(u,z) = (Cy(u,z),k =1,d),u € R, x € X, spetnia warunki

istnienia globalnego rozwigzania uktadéw towarzyszacych
du®(t)/dt = C(u”*(t),x),x € X.
Zauwazmy, ze w réwnaniu (3.1) zawarta jest dyskretna PAS:
Un1 = Uy + anCup, 7).

Srodowisko zewngtrzne jest opisane jednoznacznie ergodycznym procesem Marko-
wa z(t),t > 0, w standardowej przestrzeni fazowej (X, X) z generatorem @) i jego
potencjalem Ry.

W PAS (3.1) cigg normujacy a;,, n > 0, okre§lamy warto§ciami sterujgcej funk-
cjia(t), t 20, as = a(1s), 75 := &1y, n = 0, gdzie 7, n > 0, to momenty od-

nowy wbudowanego taricucha Markowa z,, := x(7,,), n > 0, z procesem liczagcym
v(t) :=max{n: 7, <t},t>0.
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Zbiezno$¢ PAS (3.1) badamy przy zatozeniu stabilno$ci wyktadniczej uktadu

usrednionego:

du(t)

= C(u(®).Cw) = q [ pld)C(u,), (32)
X

gdzie p(B), B € X, jest rozktadem ergodycznym wbudowanego faricucha Markowa

Ty, n = 0.

Twierdzenie 3.1. Niech funkcja Lapunowa V (u) € C3(R?), u € R, usrednionego
uktadu (3.2) bedzie taka, zZe
C1 : gwarantuje stabilnos¢ wyktadniczq usrednionego uktadu (3.2)

Cu)V'(u) < —coV (u), co>0;

C2:dla C(u) := max C(u,x) sq spetnione oszacowania
Te

C)V' ()| <er(1+V(w), >0,

[Cw)CwV (W)

<e(14V(w), >0,

Cw)C)[C@V' (W) <es(1+V(w), >0,

Funkcja normujgca a(t) : [0,00] — Ry jest malejgca i spetnia warunki:

C3: Cj>’ocz(15)cl1,L = 00, ?OaZ(t)dt < 0.
0 0

Wtedy dla kaidego dodatniego € < €, gdzie g jest wystarczajqco mate, PAS
(3.1) jest zbiezna z prawdopodobieristwem 1 do jedynego punktu rownowagi usred-

nionego ewolucyjnego uktadu (3.2):
P{lim u®(t) =0} =1.
t—o0
W dowodzie twierdzenia 3.1 rozwazymy dwuskladnikowy proces Markowa

us(t), xf:=uaz(t/e), t=0. (3.3)
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Lemat 3.1. Proces Markowa (3.3) jest zdefiniowany wzorem
Lio(u,7) =™ Qp(u,z) +e q(2)CF (2)p(u, 2), (3.4)

gdzie

Ci(@)plue) = [ Pladylp(utzat)Clua)y) —pluy)  (G5)
X

Dowod. Generator L; procesu Markowa (3.3) jest okreSlony przez relacje

Jim ATHE[p(u (t+ A), 25, 4)[u (1) = u,2] = 2] = p(u,2)} = Lip(u, z).
(3.6)
Warunkowa warto$¢ oczekiwana wynosi:

Elp(u(t+A), 2 A)|u*(t) = u, 2 = 2] =
= Bualp(u (t+A),25,4)] =
= Buglp(u (t+A), 25, A)[I(0: <e ' A)+ (0, > e 1A)] =
= Eyalp(u(t+A), 25, a) (0, <7 A)+
+ By [ (t+A), 25, )0, > 1A). 3.7

Poniewaz I (A, <e 'A)=1—¢¢ '1®A = c~1g(2) A+ 0(A), to dla pierw-
szego sktadnika w (3.7):

Eualp( (t+A), 25, ) 1(0, < 'A) =

= Eyale(ut Aus(t),25, 2)le q(z) A +o(A), (3.8)

gdzie przyrosty ewolucji Au®(t) = u®(t+ A) — u(t) sg okreslone przez procedure
(3.1) w wartosci oczekiwanej (3.7)

Auf(t) =ea(t)C(u,x).
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Poniewaz I (0, > *A)=e~= 9@A =1 _c~1¢(z)A+0(A), to dla drugie-
go sktadnika z (3.7) mamy

Eyzlp(u(t+A), 25, A) (0 > e7IA) =

= Bualp(ut+ Au(t), 25, 2)][1 — ™ q(z) A+ o(A)].

Poniewaz A — 0, to Au(t) — 0ixj 5 — =, astad

Eyglo(u(t+A), x5, )]0, > e 1A) =

= p(u,)[1 —e tq(x) Al +o(A). (3.9)

Zatem, biorgc pod uwage (3.8), (3.9), i podstawiajac z7, =y € X otrzymu-
jemy
Euolp(u(t+A),2,.4)] =

= p(u,z) — e q(x)p(u, 2) A+

+etq(z) Eypp(u+ea(t)Clu,x),y) A +o(A). (3.10)
Stosujac (3.10) w (3.6) otrzymujemy postac generatora L;:

Lip(u.2) = Jim A~ p(u2) = g(a)p(u.x) A+

—i—aflq(x)Eu’mga(u—i—aa(t)C(u,x),y)A —(u,x)+o(A) =

=8_1(1(95)/P(%dy)[sﬂ(Uer(t)C(U@)vy)—SO(U,JU)] =
X

= e"q(@) [ Pla.dy)lp(u,y) = plu.a) +
X

+e7 (@) [ P(a.dy)lplu+ealt)Clua).y) — olup).
X

W ten sposéb otrzymujemy (3.4), co koriczy dowdd. O
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Wnhiosek 3.1. Dla funkcji testowych ¢(u,-) € C%(R%), generator L ma reprezen-
tacje asymptotyczng

Lio(u,x) =" Qp(u, ) +a(t)Q1(z)p(u,x)+ (3.11)

+ea® ()05 ()¢ (u,x),

gdzie
Q1(2)p(u,x) = C(u,z)Qol, (u, @), 3.12)

1
05 (x)p(u,z) = iCQ(u,:ﬂ)Q(ypZ(Gu,m), dla pewnego 6 € [0,1] (3.13)

oraz

Qoyp(x) = q(z)Pp(),

/P:L‘dy

Dowdd. Korzystajac z regularnosci funkcji ¢ (u,x) oraz z réwnosci (3.5) wyzna-

czamy postaé operatora L; (x):

Lip(u,x) = /P(fﬂ’ dy)[p(u+ea(t)C(u,x),y) — p(u,y)] =

= [ Pl dy)lea(t)Cu,)5, (0,0) + 203053 w26l 0u,0),
dla pewnego 6 € [0,1].
Stad mamy postac¢ (3.11). O
Uwaga 3.1. W (3.11) pozostaly sktadnik resztowy 605 (x)y(u,x) spetnia warunek
107 (x)(u,x)|| < C, dlapewnego C > 0,

to znaczy
a2(t)||9{f(x)<p(u,x)|| —0, £—0. (3.14)

Dowdd. (3.14) wynika z (3.13) i regularnosci funkcji ¢(u, x). O
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Rozwigzemy teraz problem zaburzenia dla operatora L; na zaburzonej funkcji
Lapunowa
VE(u,z) =V (u)+ea(t)Vi(u,x), (3.15)

gdzie V (u) jest funkcja Lapunowa dla usrednionego uktadu (3.2).

Lemat 3.2. Generator L} na zaburzonej funkcji Lapunowa V¢ (u,x) takiej, ze
V(u) € C3(RY), ma reprezentacje asymptotyczng

LEVE (u,x) = a(t)C(u) V' (u) +ea®(1)05 (2)V (u), (3.16)

gdzie
07 (x)V (u) = 05(x)V (u) + 05 (x)V (u), (3.17)
05(x)V (u) = C(u,z)[[g(z) Ro — IC}, (u, )V’ (u)+

+IIC!, (u, ) V' (u)+

+[q(x)Ro — I1C (u, 2) V" (u)]! (Ou,y)], dla pewnego 6 € [0,1], (3.18)

05(x)V (u) = %CQ(u,m)q(m)V”(Gu), dla pewnego 0 € [0,1]. (3.19)

Dowod. Najpierw rozwigzujemy problem zaburzenia dla operatora L; oraz dla

operatora
L, ='Q+a(t)Qi ().

Operator Lj na funkcjach V*(u, ) zostanie przedstawiony w formie
L; Ve (u,z) = [e7'Q+ea(t)Qu(@)][V (v) + a(t)Vi(u,z)] =

= 1QV (u) +a()[QVi(u,z) + Q1(x)V (u)] +ea®(t) Q1 () Vi (u, ).

Rozwigzanie zagadnienia zaburzenia osobliwego jest mozliwe, gdy spetniony jest

warunek
QVi(u,z)+Qu(2)V (u) = Q1 V (w), (3.20)
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gdzie
Q111 = T1Q (x)I1. (3.21)

Przedstawimy teraz prawag cze$¢ (3.21). Korzystajac z wzoréw (3.12) oraz (3.2)
otrzymujemy
Q1 (z)V (u) = IIC (u, 2)QoUV' (u) =

=TIC (u,x)q(z)PIIV' (u) =

Z warunku (3.20) otrzymujemy
QVi(u,z) = (Q1 = Q1(2))V (w).
Biorac pod uwage wlasnos¢ potencjatu Ry [36] otrzymujemy rozwigzanie
Vi(u,x) = RoQu(2)V (u), (3.22)

gdzie
Q1(z) = Q1(z) — Q1. (3.23)
Rozwazmy prawg czeS¢ (3.23). Uwzgledniajac (3.12) i (3.21), otrzymujemy
(Q1(x) = 1]V (w) = [Cu,2)Q0 — C(u)]V'(u) =
= [C(u,2)q(z)P - C(w)]V' () = [C(u,z)q(x) — C(W)]V'(w).

Tak wiec, dla zaburzenia V1 (u, ) funkcji Lapunowa V' (u) z (3.22), dostajemy
réwnos¢
Vi(u,z) = RoC(z)V (u), (3.24)



24 Dyskretna PAS w §rodowisku markowowskim

gdzie
C(x)V(u) = Clu,z)V'(u),

Clu,x) = C(u,z)q(z) — C(u).

Stosujemy wzor (3.24) do wyznaczania reszty

05(2)V (u) := Q1(x)Vi(u,x).
Mamy:
05()V (u) = C(u,2)Qo[RoC(x)V (u)] =
= C(u,z)q(x)PRo[C(u,2)V'(u)] =

= C(u,2)q(z)PRo[C!, (u, ) V' (u) + C(u,z)V" (u)]. (3.25)

Nastepnie, biorgc pod uwagg relacje ¢(x)PRy = q(x)Ro + II — I, otrzymuje-

my:

05(x)V (u) = C(u, 2)[q(x) Ro+T1 = IN[C}, (u, 2)V' () + C (u,2) V" (u)] =

= C(u,2)[q(x)RoC", (u,z) V' (u) + q(z) RoC(u, ) V" (u)] +

+C (u, 2)[IIC! (u, ) V' (u) +TIC (u, 2) V" ()] —

—C(u,2)[Cy (u,2)V" (u) + C (u, ) V" (u)] =

= C(u,2)lq(2)Ro — I1C;,(w,x) V' (w) +11C} (w,) V' (w) +

+lg(x)Ro — IIC (u, ) V" (w).

Mamy wiec
L5 Ve (u, ) = a(t)C(u)V' (u) +ea?(t)05(x)V (u), (3.26)

gdzie 05(z)V (u) jest dana wzorem (3.18).
Zauwazamy, ze z regularnosci funkcji C'(u,x), V(u) i ograniczenia operatora
Ry z (3.18) wynika istnienie takiej stalej C' > 0, ze:

165(z)V(uv)|| <C, ze€X. (3.27)
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Wracajac do pelnej postaci generatora L7, bedziemy go przedstawiaé¢ w formie
L = L, +ca®(t)05 ().
Mamy wigc postac (3.15)
L;Ve(u,x) = L[V (u) +ea(t) Vi (u,x)] +
+ea® ()05 () [V (u) +ea(t) Vi (u,z)], (3.28)

gdzie Vi (u,x) wyznaczamy za pomocg wzoru (3.24).

Biorgc pod uwage (3.26) oraz (3.28), otrzymujemy
LiVE (u,x) = a(t)C(u) V' (u) 4+ ea®()05(x)V (u) +
+ea ()05 () V (u) + 2a®(1)605 (2) RoC (u, z) V' (). (3.29)

Wyznaczamy dwa ostatnie skiadniki w (3.29):

0 (2)V (u) = %CQ(u,x)q(x)V”(@u), 0<O<1.

05 () RoC (u,z)V' (u) = %Cz(u,x)QgRo[é(u,:J:)V'(u)muzgu.

Z regularnosci funkcji C'(u,x), V(u), a takze z ograniczenia operatoréw R
i Qo wynika, ze

165 (2) RoC (u, 2)V'(u)|| < M, dla pewnego M > 0 i dla kazdego = € X.

Ta ostatnia nieréwno§¢ pozwala pomina¢ odpowiednie skfadniki we wzorze
(3.29).
W rezultacie, z (3.29) wynika (3.16). ]

Dowdd twierdzenia (3.1) zostanie przeprowadzony w kilku etapach. Pierw-

szym etapem jest wykazanie kluczowej nieréwnosci.

Lemat 3.3. Generator L; na zaburzonej funkcji Lapunowa (3.15) jest ograniczo-
ny, bo istnieje taka stata 0 > 0, Ze:

LiVe(u,z) < =da(t)V (u). (3.30)
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Dowdd. Uzywajac oszacowan C2 dla reszty 05 (x)V (u), warunku C1 wykladni-
czej stabilnosci systemu (3.2), a takze monotonicznosci i ograniczenia funkcji a(t),

otrzymujemy
LiVe(u,z) = a(t)C(u) V' (u) +6a2(t)0f:(x)V(u) <

< —a(t) (0" —ec)V(u) < —a(t)oV (u), dla pewnego § > 0. (3.31)

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego € < ¢¢ , gdzie 9 < §*/c.
O

Po drugie, ze wzgledu na warunek (3.23), zaburzona funkcja V¢ (u, x) jest ogra-

niczona:
0< (I—ea(t)e)V(u) <VE(u,z) < (14ea(t)c)V (u).
Po trzecie, definiujemy proces

Ve =Ve(u,,x5), n=0, (3.32)

n n»n
bedacy catkowym supermartyngatem. Zauwazmy, ze proces Markowa (3.6) gene-

ruje na funkcjach testowych ¢(u, ), u € R%, 2 € X, martyngal

n
1 = (Up 11, Ty 41) — (U0, T0) — € Z 9k+1Li,§SO(Ui7CCi)a (3.33)
k=0

na filtracji o-algebry F'5, = o{uj, x5, 7,0 < k <n},n > 0.Rzeczywiscie, przyj-

mujac ¢, := p(u,z5,) otrzymamy

Elpiny1 — pin |[Fy ] = Erg (041 — 0n] — Erpg [e0n1L7: 7). (3.34)
Biorac pod uwage definicje operatora (3.7) wyznaczamy drugi sktadnik w (3.34):
B [e0n+1 Lo 07 = eg(a7, )L 97, = eg(a7)e ™ q(a7) Brg 5,11 — 03] =

= Erpe [y 11— ¢5]-
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Wiasciwos¢ martyngatowa (3.33) jest wyrazona rOwnaniem:
Elpnt1—pn |F]=0,n>0. (3.35)

Wzoru (3.35), uzyjemy w dowodzie nastgpnego lematu.
W (3.33) rozwazmy zamiast funkcji testowej ¢ (u,x), u € R%, 2 € X, zaburzo-

ng funkcje Lapunowa Ve (u,x).
Lemat 3.4. Proces (3.32) jest nieujemnym supermartyngatem.

Dowod. Korzystajac z wzoru (3.32) otrzymujemy:

BV |FR] = V5 +eB[Y O L Vil + - (3.36)
k=0

Z (3.35) wynika réwnos$¢ E[u5, | | | F);] = pf,. Dodatkowo we wzorze (3.36) wsta-

wiamy w miejsce pZ, jego warto§¢ z réwnania (3.33) i otrzymujemy:

n—1
BV |Fy] = Vo +eg(ap)Lic Vi +el ) O L Vil +
k=0
n—1
+VE-VE - e[kz Op1 L5 V).
=0

Stad dostajemy E[V,7 | Fy] =V +eg(a7,)L5-V;; i wraz z kluczowa nierdw-
noscia (3.30) otrzymujemy nieréwnos¢ E[V,s, | |F;] > V,7,n > 0, co dowodzi le-

matu. O]

Korzystajac z oszacowan (3.30) i (3.31), a takze (3.32) i twierdzeniu Koroliuka
[25], otrzymujemy dow6d Twierdzenia 3.1.

4 Dyfuzyjna PAS w schemacie aproksymacji dyfuzyjnej

Rozwazamy skokowa PAS w schemacie aproksymacji dyfuzyjnej, okres§long wzo-

rem:
v(t/e?)—1
w(t)=ute Y aC%(up,ap),u(0) = u, (4.1)

n=1
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-1
gdzie z definicji kzo a;,C®(ug, z%) := 0. Dyskretna PAS badamy w przestrzeni eu-

klidesowej R w postaci :
uh = u;, +ea;,C%(uy,zh), n=0, (4.2)

gdzie funkcja a(t) generuje ciag a,, = a(7,),n > 11 cigg punktéw us, = u®(1,) €
R4 taki, ze lim ug, = ug prawie wszedzie dla wystarczajaco matych ¢ > 0.
n—oo

Funkcja regresji
C¢(u,z) = Co(u,x) +e 1C(u,x) (4.3)

jest zalezna od stanéw Srodowiska zewnetrznego x € X, ktérego zmiany opisane
sg ergodycznym taficuchem Markowa z,,, n = 0.
Dalej badamy zbiezno$¢ PAS (4.1) z zaburzong funkcja regresji (4.3), ktorej

zaburzajaca funkcja spetnia warunek bilansu:
/p(dl‘)Co(u,SC) =0. (4.4)
X

USredniona PAS w warunkach bilansu (4.4) okreSlona jest stochastycznym row-

naniem rézniczkowym
du(t) = a(t)C(u(t))dt + a®(t)d((t),
gdzie
d¢(t) = blu(t))dt + o ((u(t))dwy

jest procesem dyfuzyjnym z przenoszeniem b(u) i macierzg kowariacyjng B(u) =
o(u)o™ (u), gdzie wy jest procesem Wienera, za$ usredniana funkcja regresji C'(u)
jest okreslona wzorem C'(u) = q [ p(dz)C(u,x).

X

USredniony uktad dynamiczny spetnia rwnanie:

du(t) /dt = C(u(t)). 4.5)
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Wsp6tczynniki zaburzenia dyfuzyjnego ((t),t > 0, i b(u) macierz kowariancji

B(u), sa zdefiniowane przez réwnania:

bu) = q [ plde)b(u.a), @6
b'e
B(u) = q/p(dw)B(u,:c), 4.7)
X
gdzie
b(u,z) := Co(u, ) Roq(z)Cy(u, x); (4.8)
B(u,z) := 2Cy(u,x)Roq(z)Co(u,z) — C3 (u,z). 4.9)

Dla otrzymania rezultatu gléwnego rozpatrzmy funkcje majoryzujace:

funkcja majoryzujaca regresji C'(u,x) i zaburzenia C(u, )
C(u) :=max (|C(u, )| +|Co(u,x)|) (4.10)
rzeX
oraz funkcje pomocnicze:
wi(u) == Cluywh_y(u), k=1,2,3,4,5, @.11)

wo(u) := C(u)V'(u), (4.12)

gdzie V (u) jest funkcja Lapunowa dla uktadu usrednionego dynamicznego (4.3).
Zbieznos¢ PAS (4.1) otrzymano przy zalozeniu stabilnoSci wyktadniczej roz-
wigzania u(t) ukltadu (4.5), to znaczy istnieje jeden punkt réwnowagi ug taki, ze

C'(ug) = 0, dla ktérego mamy zbieznos¢ uktadu trajektorii (4.5).

Twierdzenie 4.1. Niech funkcja Lapunowa V (u) dla usrednionego dynamiczne-
go uktadu (4.5), ma ograniczone pochodne (do pigtego rzedu wigcznie) i spetnia
warunki:

Cl: C(u)V'(u) < —cV(u) dla pewnego ¢ >0

C2: wi(u) <c(1+V(u), k=1,2,3,4,5 dlapewnych c; > 0.
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Dodatkowo, niech funkcja regresji C(u,x) i Co(u,x) PAS (4.1) bedzie czterokrot-
nie rézniczkowalna wzgledem u, ograniczona i ciggtana x € X , a funkcja Co(u,x)
niech spetnia warunek bilansu (4.5).

Funkcja sterowania a(t) > 0 speinia nastepujqgce warunki:

o0 o0

/a(t)dt = 00, /aQ(t)dt < 0.

0 0

Wtedy skokowa PAS (4.1), (takie zawarta w niej procedura dyskretna (4.2)) ,
Jjest zbiezna do punktu rownowagi uktadu dynamicznego (4.5) z prawdopodobien-
stwem 1.

5 PAS dla procesu dyfuzyjnego w przestrzeni

semi-markowowskiej

Szerokie zastosowanie proces6w stochastycznych powoduje zainteresowanie wa-
runkami stabilnosci i sterowaniem takich uktadéw. W pracy [6] rozwazane sa wa-
runki stabilno$ci uktadéw stochastycznych wyznaczone przez wiasnosci funkcji
Lapunowa oraz oszacowanie duzych odchyleni liniowych uktadéw dyfuzyjnych.
Problem optymalnej kontroli procesu dyfuzyjnego opisanego przez stochastycz-
ne réwnanie rézniczkowe z akceptowalnym poziomem sterowania jest rozwazany
w [31]. Generator zastosowany w tej pracy jest zastosowany na procesie dyfuzyj-
nym do wlasnoSci Markowa oraz do charakteryzacji martyngatowej procesu do te-
stowej funkcji typu Lapunowa. Z drugiej strony wazne jest asymptotyczne zacho-
wanie procesu dyfuzyjnego rozwazanego w [37] oraz [38]. Autorzy prac [17,19,25]
uzywaja metody matego parametru i rozwigzania problemu pojedynczej pertur-
bacji do konstrukcji generatora ograniczajacego proces. Ta metoda jest uzywana
w schemacie usrednienia dyfuzyjnego przyblizenia i asymptotycznie malej dyfu-
zji. W szczego6lnosci w pracy [25] przetestowano losowe ewolucje z przetaczeniami

Markowa i semi-Markowa.
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Konstrukcja procesu semi-Markowa oraz badanie asymptotycznych wlasnosci
proceséw losowych z przelaczeniami semi-Markowa sg rozwazane w [1-4].

Warto zaznaczy¢, ze w pracy [30], w ktérej analizowano asymptotyczne wila-
sno$ci procesu semi-Markowa z liniowo zaburzonym operatorem, zastosowano wila-
snoSci polgrupy z procesem Markowa. Ostatnie rezultaty sa opisane w [21]. Klasy-
fikacja problemu rozwigzywania pojedynczej perturbacji procesu losowego z prze-
Taczeniami semi-Markowa jest opisana w [25] oraz [22], wraz z uzyciem operatora
kompensujacego [39]. Wraz z operatorem kompensujacym [8] mozemy otrzymac
warunki do zbieznoSci losowej ewolucji z przetaczeniem semi-Markowa do pro-
cesu dyfuzyjnego w schemacie usrednienia [20]. Wyniki tych badain zostaly uzyte
w réznych pracach [9, 10,26,27].

W tej czesci pracy rozpatrujemy dynamiczny uktad z przetaczeniami semi-
Markowa i stosujemy metode matego parametru. Niech z(t), ¢ > 0 oznacza proces
semi-Markowa w standardowej przestrzeni stanéw (X, ). Proces odnowy Marko-

wa Ty, Tn, 1 2 0 jest definiowany nastgpujaco:
Q(t,z,B) = P(z,B)G(t),
gdzie jadro stochastyczne
P(z,B) := P{xy1 € Blz, =z}, Bef&

definiuje wbudowany faricuch Markowa x,, = x(7,,) w momentach odnowy:
n
Tnzzekan>oa 7-0:07
k=1

z przedzialami 0y = 7541 — 7, pomiedzy momentami odnowy. 0,, sa zdefiniowa-

ne przez funkcje dystrybuanty
G(t) = P{On+1 < t|lx, =z} =: P{0, < t}.
Proces semi-Markowa jest zdefiniowany wzorem:

z(t) =z,4), t=0,
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gdzie proces liczenia v(t) jest dany wzorem:
v(t) :=max{n:1, <t}, t=>0.

Rozwazamy proces semi-Markowa x(t), t > 0, ktdry jest regularny i jednostajnie

ergodyczny z rozktadem stacjonarnym 7(B), B € &:
m(dx) = p(dz)m(x)/m.

Tutaj p(B), B € &, jest rozkladem stacjonarnym wbudowanego faricucha Mar-
kowa.
Proces dyfuzji u®(t) € R w schemacie usrednienia z matym parametrem & > 0

jest zdefiniowany przez stochastyczne rdwnanie rézniczkowe:

dus (t) = a(t) [C (UE(t);x (i)) dt—l—a(ue(t);:c(g))dw(t) RS
gdzie:
uf(t), t > 0, jest losowg ewolucjg z procesem dyfuzyjnym (5.1) [2,22,25,39];
x(t), t > 0, jest procesem semi-Markowa [1,21,25,30];
w(t) jest procesem Wienera [17,37,38];
a(t) jest funkcjg sterujaca i spetnia warunki: [°°a(t)dt = oo, [;° a?(t)dt < occ.
Potgrupa Ci, ,(z),t >0, s >0, x € X stowarzyszonych uktadéw

dug(t) = a(t) [C(uy(t);x)dt + o (uy(t);x)dw(t)], uy(0) =u, (5.2)
jest zdefiniowana przez relacje

Ciys(2)p(u) = P(uz(t+5)),  ua(t) =u, (5.3)
gdzie
Uy (t+ s,u) = ug(s,uz(t,u)) (5.4)
przy czym (5.4) jest wlasnoScia potgrupy.
Operator generujacy C;(x) pétgrupg C, (z) jest zdefiniowany przez réwnanie

Ci(z)p(u) = a(t)C(u,x)d' (u) + a(t)%a2 (u)¢" (u), (5.5)

gdzie ¢(u) € C2(R?).
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Twierdzenie 5.1. JezZeli funkcja Lapunowa V (u) danego uktadu ‘é—? = C(u) spet-
nia warunki:

Cl: C(u)V'(u) < —coV (u), dla pewnego ¢ > 0,

C2: |RyC(u,z)V'(u)| < 1 (14 V(u)) dla pewnego ¢1 > 0,

C3: [C(u,z)Ro[C(u,x)V'(u)]] < c2(1 4V (u)) dla pewnego ca > 0,

C4: ]C(u 2)[C(u,z)[C(u,x)V'(u)]']| < es(1+V(u)) dla pewnego cs > 0,

C5: supfehtG (t)dt < H < o0, dla pewnego h > 0,
zeX 0

C6: [a(t)dt =00, [a®(t)dt< oo,
0 0

to rozwiqzanie u®(t), t > 0 rownania (5.1) jest zbiezne do punktu u*:

P ( lim u®(t) = u*) =1,

t—o0

gdzie u* € R.

Ze wzgledu na pogladowy charakter pracy, to twierdzenie pozostawiamy bez
dowodu.

6 Whnioski

Uzyskano warunki wystarczajace dla zbieznoSci procesu dyskretnej PAS do punktu
réwnowagi w przestrzeni Markowa i zbieznosci procesu dyfuzyjnego w przestrze-
ni semi-Markowa do procesu dyfuzyjnego. Dla procesu dyfuzyjnego rozpatrzono
dwa przypadki: wariancja jest niezalezna od przetaczen semi-Markowa i wariancja
zalezy od przelaczen. Proces graniczny jest asymptotyczng aproksymacija procesu
poczatkowego w sensie probabilistycznym. Otrzymany rezultat moze by¢ zasto-
sowany w schemacie aproksymacji Poissona [26,27,36] dla procesu dyfuzyjnego

z przelaczeniami semi-Markowa.



34

LITERATURA

Literatura

[1]

(2]

(3]

[4]

V. V. Anisimov, Limit Theorems for Switching Processes and their Applica-
tions. Cybernetics, 14(6), 1978, 917-929.

V. V. Anisimov, Limit Theorems for Switching Processes, Theory Probab.
and Math. Statist., 37, 1988, 1-5.

V. V. Anisimov, Switching Processes: Averaging Principle, Diffusion
Approxima- tion and Applications, Acta Applicandae Mathematicae, 40,
1995, 95-141.

V. V. Anisimov, Averaging Methods for Transient Regimes in Overloading
Retrial Queuing Systems. Mathematical and Computing Modelling, 30(3/4),
1999, 65-78.

V. V. Anisimov, Switching Processes in Queueing Models, Wiley, Sons, ISTE,
London, 2008.

G. L. Blankenship, G. C. Papanicolaou, Stability and Control of stochastic
systems with wide band noise disturbances, SIAM. Appl. Math., 34, 1978,
437-476.

M. M. Bogolubow, O pewnych metodach statystycznych fizyki matematycz-
nej, Wyd. AN USSR. Lwow., 1945. (w jezyku rosyjskim)

Y. M. Chabanyuk, Stability of a dynamical system with semi-Markov swit-
chings under conditions of diffusion approximation, Ukrainian Mathematical
Journal, 59, 2007, 1441-1452.

Y. M. Chabanyuk, Continuous stochastic approximation with semi-Markov
switchings in the diffusion approximation scheme, Cybernetics and Systems
Analysis, 43, 2007, 605-612.



LITERATURA 35

[10] Y. M. Chabanyuk, Convergence of a jump procedure in a semi-Markov envi-
ronment in diffusion-approximation scheme, Cybernetics and Systems Ana-
Lysis, 43, 2007, 866—875.

[11] Y. M. Chabanyuk, U. T. Khimka, A difference stochastic optimization pro-
cedure with impulse perturbation. Cybernetics and Systems Analysis, 49(5),
2013, 768-773.

[12] M. Driml, J. Nedoma, Stochastic approximations for continuous random pro-

cesses, Trans. of the second Prague conference on Information theory, 1960,
145-158.

[13] P.P. Gorun, Y. M. Chabanyuk, Asymptotic Behavior of a Modified Stochastic
Optimization Procedure in an Averaging Scheme. Cybernetics and Systems
Analysis, 51(6), 2015, 956-964.

[14] R. Griego, R. Hersh, Random evolutions, Markov chains, and Systems of par-
tial differential equations, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 62, 1969, 305-308.

[15] E. Kiefer, J. Wolfowitz, Stochastic estimation of the maximum of a regression
function Ann. Math. Statist., 23(3), 1952, 462-466.

[16] A. Kinash, Y. M. Chabanyuk, U. T. Khimka. Asymptotic dissipativity of the
diffusion process in the asymptotic small diffusion scheme. Journal of Applied
Mathematics and Computational Mechanics, 14(4), 2015, 93-103.

[17] V.S. Korolyuk, Stability of stochastic systems in the diffusion-approximation
scheme, Ukrainian Mathematical Journal, 50, 1998, 40-54.

[18] V. S. Korolyuk, Stabilnos$¢ systeméw stochastycznych w schemacie aproksy-

macji dyfuzyjnej, Ukr. mat. zurn, 50(1), 1998, 36—47. (w jezyku ukraifiskim)

[19] V. S. Korolyuk, Problem of large deviations for Markov random evolutions
with independent increments in the scheme of asymptotically small. Ukra-
inian Mathematical Journal, 62, 2010, 739-747.



36

LITERATURA

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

V. S. Korolyuk, Y. M. Chabanyuk, Stability of a Dynamical System with
Semi-Markov Switchings under Conditions of Stability of the Averaged Sys-
tem. Ukrainian Mathematical Journal, 54, 2002, 239-252.

V. S. Korolyuk, V. V. Korolyuk, Stochastic Models of Systems Kluwer, Do-
rdrecht, 1999.

V. S. Korolyuk, V. V. Korolyuk, N. Limnios, Queueing Systems with Semi-
Markov Flow in Average and Diffusion Approximation Schemes. Methodol.
Comput. Appl. Probab., 11, 2009, 201-209.

V. S. Korolyuk, N. Limnios, Evolutionary systems in an asymptotic split sta-
te space, Recent Advances in Reliability Theory: Methodology, Practice and
Inference, N. Limnios M. Nikulin (Eds), Birkhauser, Boston, 2000, 145-161.

V. S. Korolyuk, N. Limnios, Average and diffusion approximation of stocha-
stic evolutionary systems in an asymptotic split phase space, Annals of Ap-
plied Probability, 14(1), 2004,. 489-516.

V. S. Korolyuk, N. Limnios, Stochastic Systems in Merging Phase Space,
World Scientific Publishing, Singapore, 2005.

V. S. Korolyuk, N. Limnios, I.V. Samoilenko, Poisson Aproximation of Re-
curent Process with Locally Independent Increments and Semi-Markov Swit-
ching — Toward Application in Reliability. Advances in Degradation Mode-
ling, 2010, 105-116.

V. S. Korolyuk, N. Limnios, I.V. Samoilenko, Poisson Aproximation of Re-
curent Process with Semi-Markov Switching. Stochastic Analisys and Appli-
cations, 29, 2011, 769-778.

V. S. Korolyuk, N. Portenko, H. Syta (Eds.), Skorokhod’s Ideas in Probability
Theory, Institute of Mathematics, Kiev, 2000.



LITERATURA 37

[29] V. S. Korolyuk, A. Swishchuk, Evolution of System in Random Media, CRC
Press, 1995.

[30] V. S. Korolyuk, A. V. Swishchuk, Random Evolutions., Kluwer Acad. Publ.,
Dordrecht, 1994.

[31] H.J. Kushner, Optimality conditions for the average cost per unit time pro-
blem with a diffusion model. Siam J. Control and Optimization., 16(2), 1978,
330-346.

[32] L. Ljung, G. Pflug, H. Walk, Stochastic Approximation and Optimization of
Random Systems, Birkhauser Verlag Basel., 1992.

[33] U. O. Mytropolski, A. M. Samojlenko, Problemy matematyczne mechaniki
nieliniowej. Nauk. dumka. , 1987. (w jezyku rosyjskim)

[34] E. B. Nevelson, R. Hasminski, Stochastic Approximation and Recursive Es-

timation, American Mathematical Society, 1972.

[35] H. Robbins, S. Monro, A stochastic approximation method, Ann. Math. Sta-
tist., 22, 1951, 400-407.

[36] I. V. Samoilenko, Y. M. Chabanyuk, A. V. Nikitin, U. T. Himka, Differen-
tial Equations with Small Stochastic Additions Under Poisson Approximation
Conditions. Cybernetics and Systems Analysis., 53(3), 2017, 410-416.

[37] A. V. Skorokhod, Asymptotic Methods in the Theory of Stochastic Differen-
tial Equations, AMS, 78, Providence, 1989.

[38] D. W. Stroock, S.R.S. Varadhan, Multidimensional Diffusion Processes,
Springer-Verlag, Berlin, 1979.

[39] M. N. Sviridenko, Martingale approach to limit theorems for semi-Markov
processes, Theor. Probab. Appl., 1986, 540-545.






Prognozowanie kursu
EURO/USD
w oparciu nie tylko o szare
modele

Witold Rzymowski'!

Agnieszka Surowiec?

Tomasz Warowny>

Streszczenie
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Abstract

Being able to forecast time series accurately has been quite a popular
subject for researchers. In this article various forecasting models such as gray
models GM(1,1), autoregressive models, linear models, polynomial models
and power models for highly noisy data on the euro to the United States dollar
parity are tested to compare the performances of those different models. A
relative percentage error is used to examine the accuracy of the models. The

simulation results show that the very simple autoregressive model is the best.

Stowa kluczowe: kurs Euro/USD, szare modele, estymacja parametréw, blad

wzgledny, predykcja

1 Wstep

Dzienne kursy walut w danym okresie czasu sg przyktadem finansowego szere-
gu czasowego. Mozna je zapisac jako skorficzony ciag par {¢,z,}, gdzie ¢ przybiera
wartosci ze zbioru liczb catkowitych (¢ € Z) i kazdemu ¢ przyporzadkowana jest
liczba x; ze zbioru liczb rzeczywistych (x; € R). Analizujgc dany szereg czaso-
wy mozna wykry¢ nature zjawiska reprezentowanego przez sekwencje obserwacii,
ponadto mozna prognozowaé przyszle wartoSci szeregu czasowego, co jest nader
wazne w wielu procesach decyzyjnych. Raz ustalony wzorzec na podstawie da-
nych finansowych méglby zosta¢ zastosowany do innych danych. Niezaleznie od
trafnodci teoretycznego uzasadnienia postaci modelu, zawsze mozna przewidywac
przyszte wartos$ci szeregu czasowego na drodze ekstrapolacji, co w niniejszej pracy
czynimy.

Przewidywanie przysztych wartosci finansowych szeregéw czasowych, w tym
dziennych kurséw walut, wigze si¢ z bledem. Poniewaz szeregi dziennych kurséw
walut sg losowe, niestacjonarne i wysoce nieliniowe badacze uciekaja si¢ do te-
stowania r6znych technik i metod [16], nie zawsze majacych dobre uzasadnienie

teoretyczne.
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Obecnie dobrze znanymi narzedziami analizy szeregdw czasowych sa meto-
dy statystyczne oraz metody sztucznej inteligencji. Statystyczne metody obejmuja
analiz¢ modeli autoregresyjnych (AR), modeli Sredniej ruchomej (MA), autore-
gresyjnych modeli §redniej ruchomej (ARMA), autoregresyjnych zintegrowanych
modeli Sredniej ruchomej (ARIMA) i ich dalsze modyfikacje [3, 11]. Wykorzysta-
nie metod sztucznej inteligencji w modelowaniu finansowych szeregéw czasowych
jest stosowane przez wielu badaczy [4, 17]. Niektérzy z nich stosujag modele hy-
brydowe: potaczenie sztucznej inteligencji z algorytmami genetycznymi [2, 14].
Wspomniane metody analizy szeregéw czasowych wymagaja olbrzymich zbioréw
danych uczacych. Z uwagi na niewielka ilo$¢ informacji potrzebng do zbudowa-
nia modelu, ostatnio duzym zainteresowaniem ciesza si¢ metody oparte na teorii
szarych systeméw wprowadzonej przez Deng Julonga [6-9]. Ostatnio, wielu ba-
daczy analizujac nie tylko finansowe szeregi czasowe stosuje teori¢ szarych syste-
moéw [1,10,12,13,15,18].

W teorii szarych systeméw zaktada sie¢, ze juz na podstawie czterech realizacji
szeregu czasowego [5], mozna zbudowa¢ model dobrze przewidujacy zachowanie

si¢ analizowanego zjawiska.

Kolor w teorii szarych systeméw reprezentuje ilo§¢ dostepnej informacji. Sys-
tem jest zwany ,,czarng skrzynkg” jesli jego wewnetrzene charakterystyki lub ma-
tematyczne réwnania, ktére opisujg dynamike systemu sa calkowicie nieznane.
Z drugiej strony, jesli opis systemu jest pelny, to taki system nazywamy biatym.
Szarym systemem nazywamy system z cze¢Sciowo znang informacja. Kursy walut
moga by¢ rozpatrywane jako szare systemy. Trudno jest dokfadnie przewidywaé
przyszte ich wartosci, poniewaz rézne czynniki o charakterze losowym zaréwno
spoteczne jak i ekonomiczne wptywaja na nie. Mozna powiedziec, ze kursy walut
charakteryzujq si¢ niepewna informacja. Waznym jest tez to, ze wartoSci tego finan-
sowego szeregu czasowego spelniajg wymagania metody: prognozowana zmienna

musi przyjmowac jedynie wartosci dodatnie [9].

W niniejszej pracy analizujemy kurs EURO/USD. Zmienna do analizy oraz

okres analizy zostaly wybrane na podstawie artykutu Kayacana, Ulutasa oraz Kay-
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naka [10], ktérzy badali kurs EURO/USD w okresie 1 12005 do 31 XII 2007 wy-
korzystujac teorie szarych systeméw. Celem artykutu jest poréwnanie wybranych
modeli: prostego modelu autoregresyjnego rzedu I, modelu liniowego, modeli wie-
lomianowych stopnia 2 oraz 3 oraz modelu potggowego z szarym modelem. W ana-
logii do teorii szarych modeli, inne testowane w pracy modele sa budowane na
podstawie wektoréw danych poczatkowych o niewielkich dtugosciach. Pomijamy
w ten spos6b problem zwigzany z nieliniowoScig i niestacjomnarnoscia szeregu.
Badajac, ktéry z przedstawionych modeli moze by¢ stosowany z wigkszym powo-
dzeniem w prognozowaniu kursu Euro/USD, jako miar¢ wykorzystujemy Srednie
btedy prognoz wygastych o réznych zasiegach uzyskiwanych na podstawie réznych
dtugosci wektoréw danych poczatkowych.

Dla wszystkich analizowanych w pracy modeli wprowadzamy naste¢pujace ozna-
czenia. Niech (:pt)i\i 1, gdzie N > 4 bedzie ciagiem liczb dodatnich - tutaj wartosci
kursu EUR/ USD. Symbolem

:cth’pJ, gdzie pn e N, b <p+n<t< N,

oznaczamy prognoze wartoSci z; uzyskang na podstawie danych wybranych ze
zbioru

{xt—p—n-i-l y Lt—p—n+42s--+s xt—p} )

gdzie n, n > 4 [9] jest szerokoScig okna, za$ p zasiggiem prognozy. W niniejszej
pracy 4 <n < 15,za§ p=1,2,3,4,5. Liczbe

@
5" =100
nazywamy procentowym biedem wzglednym prognozy, za$

5[”71)} — 1

N
srd —m Z 5t[n,p] (11)

t=n+p

nazywamy Srednim btedem prognoz wygastych w catym analizowanym okresie.
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2 Prognoza z uzyciem teorii szarych modeli GM(1,1)

W niniejszej pracy rozpatrywane bedg jedynie szare modele typu GM (1,1) —
modele opisywane za pomocg réwnania rézniczkowego rzedu pierwszego z jedng

zmienng zalezng od czasu o parametrach a,b

C;—f+a:1::b 2.1)

Przyszte wartoSci szeregéw czasowych sa wyznaczane z wykorzystaniem niewiel-
kiego zbioru danych zwanym oknem. Liczbe elementéw tego zbioru oznaczamy
W pracy przez n, n 2> 4 i nazywamy szerokoscia okna.

Niech X () oznacza ciagg pierwotnych danych przyjmujacych jedynie wartosci

dodatnie:

gdzie
x(o)(l) = Tt—p—n+1, 51:(0) (2) = Tt—p—n+2, - x(O) (n) = Lt—p-

Zastosowanie operatora AGO (Accumulating Generator Operator [9]) powodu-

je wygtadzenie danych i prowadzi do uzyskania ciggu rosnacego o warto$ciach:
X0 = @M(1),20(2),V(n)),  n>4

gdzie

k
eW(k)=>"20%), k=12..n.
=1

Nastepnie tworzymy ciag Z(!) na podstawie ciagu X (1):
ZW = (z1(2),203),...,28 (), n>4,

gdzie
2Ok = 0,52 (k) 40,52V (k—1),  k=2,3,..,n.
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Réwnanie rézniczkowe (2.1) w tych oznaczeniach ma postaé [9]:

dx®

(1) —
7t +ax b

gdzie parametry a,b wyznaczamy metoda najmniejszych kwadratéw z réwnania
2O (k) +azM (k) =b, k=23,...,n.

Uzycie operatora IAGO - (Inverse Accumulating Generator Operator [9]) pozwala

. ‘s [n,p] _ .
otrzymac¢ warto$ci prognozowane danego szeregu czasowego z; ~ dlat =n+p:

é}efa(nerfl)(l o ea)

2 =2 Ontp) = 201 - -

3 Inne wybrane typy modeli

Model liniowy
Dla n € {4,5,...,15}, p € {1,2,...,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...N
szacujemy (MNK) parametry c,a € R modelu

Tt—p-nts=Ctras+es, s=1,2,...,n
i wyznaczamy prognozy
xthPJ =c+a(n+p) dla p=1,2,3,4,5.

Model wielomianowy stopnia 2
Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...,.N
szacujemy (MNK) parametry c,b,a € R modelu

2
Tp—p-nts =C+bs+as”+e5, s=1,2,...,n
i wyznaczamy prognozy

2P = c+b(n+p)+aln+p)? dla p=1,2,3,4,5.
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Model wielomianowy stopnia 3

Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...,.N
szacujemy (MNK) parametry d, c,b,a € R modelu

Tt—p-nts = d+ecs+bs®+asd+e,, s=1,2,...n
i wyznaczamy prognozy
zln’pJ =d+c(n+p) +bn+p)’+a(n+p)® dla p=1,2,3,4,5.

Modele potegowe

Model potegowy I

Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...,.N
wyznaczamy

a = 1nmt—p _lnxt—p—n-l-l c— Tt—p Tt—p—n+1
In(t—p)—In(t—p—n+1)’ (t=p)r(t—p—n+1)*
a nastepnie
:Ul[tn’p] = ct
Model potegowy II
Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,..,N

wyznaczamy

Inz;_p —Inzi_p_rni1
In(n—1)

a =

y €= niaxt—p7
a nastepnie
Lnﬂpj — a
x; = c(n+p)*.
Pochodzenie: Dla kazdego ciagu

£ = cs% gdzie s€EN, ¢c>0#a
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mamy

In§s—Iné; Inc+alns—Inc
Ins B Ins

=a oraz s %;=c.

Model potegowy III (jednoparametrowy)

Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...,.N
wyznaczamy
- Inmpp—Inzppopa
a = )
Inn
a nastepnie
" = a a(n4p)”
Pochodzenie: Dla kazdego ciggu
& = cs?, gdzie seN, ¢c>0#a
mamy
_ a __ 58 _ a _ a
& = cl®=c, ?_S , s =&18" dla s €N,
1
In&s —1
o= ETINE g s
Ins
Modele autoregresyjne
Model autoregresyjny I
Dlan € {4,5,...,15}, p € {1,2,3,4,5} i kazdego t =n+p,n+p+1,...N
wyznaczamy
P = g dy 1<t—p<
t = Typ, gdy 1<t—p<N,
xt\?,pJ = TtptTtp—Ttp-1= 23715717 —Tt—p-1, gdy 2<t—-p<N,
Ly — Ty 3Tp_p—Tp_p
xtL&pJ _ xtip_{_xt P 2xt P 2: LTt—p 21'15 P 2’ gdy 3<t—p<N,
a:thpJ _ It_p-i- Tt—p — Tt—p—n+1 _ ’I’Lilitfp—l‘tfp*nJrl’ gdy n< t—p < N.

n—1 n—1
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Model autoregresyjny II (bez parametréw)

Dlap € {1,2,3,4,5} i kazdego t =4+ p,4+p+1,..., N wyznaczamy
I‘l[fp] = Tt—p-

4 Ocena jakoSci wybranych modeli

Oceny jako$ci wybranych modeli dokonujemy na podstawie Sredniego procen-
towego btedu wzglednego danego wzorem (1.1). Ponadto wyznaczamy procentowy

udziat btedéw o warto$ciach mniejszych niz m% dlam =1,2,...,5:

g[mnvp}
N-n—p+1’
gdzie
flnp) — #{t e{ntp+Llntp+2,.. Ny:6" < m}
S Wyniki

W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione wybrane wyniki dla analizowa-
nych w pracy modeli opisujacych kurs EUR/USD na podstawie danych z okresu
112005 - 30 XII 2007. Wyznaczono Srednie procentowe bledy wzgledne prognoz
w zakresie od £+ 1 do t + 5 dla réznych szerokos$ci okien od n =4 do n = 15. Po
pierwsze, wybrane modele zostaly przebadane pod wzgledem wyznaczenia opty-
malnych wartosci n, p, czyli takich, dla ktérych uzyskuje si¢ najmniejsza mozliwa
warto$¢ Sredniego procentowego bledu wzglednego. Wartosci te wraz z odpowia-
dajacymi im wartoSciami §redniego procentowego btedu wzglednego prognoz ze-
brano w tabeli 1.

Na podstawie zebranych wynikdw mozna stwierdzi¢, Ze najmniejsze procen-
towe Srednie bledy wzgledne prognoz odpowiadajg prognozom jednodniowym dla
wszystkich analizowanych w pracy modeli. Dla p = 1 w przypadku szarych mo-

deli oraz modeli liniowych wystarczy niewielka liczba obserwacji do budowy tych
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Tabela 1: Wartosci parametréw n, p odpowiadajace najmniejszym warto§ciom Jgff] dla

wybranych modeli

’ Nazwa modelu ‘ n P 53;’5]
GM(1,1) 5 1 0,46
liniowy 4 1 0,46
wielomianowy st 2 8 1 0,55
wielomianowy st 3 15 1 0,64
potegowy I 15 1 0,38
potegowy II 15 1 0,37
potegowy III 15 1 0,37
autoregresyjny I 15 1 0,38
autoregresyjny 11 - 1 0,37

modeli. Do budowy modeli potegowych i autoregresyjnych potrzeba wiekszej licz-
by obserwacji. Najmniejsze wartoSci bledéw osiaga si¢ dla modeli potegowych
i autoregresyjnych.

W przypadku prognoz diugoterminowych potrzeba wickszej liczby obserwacji
w przypadku wszystkich analizowanych w pracy modeli. Stosowne wyniki zebrano
w tabeli 2. Réwniez i w tym przypadku modele potegowe i autoregresyjne okazaty

sie lepsze niz szare modele.

Tabela 2: Najmniejsze warto$ci parametru n odpowiadajgce p = 5 oraz najmniejszej war-

tosci 5?;;1
Nazwa modelu Nonin 63;’;]
GM(1,1) 15 1,10
liniowy 15 1,09
wielomianowy st 2 15 1,80
wielomianowy st 3 15 3,47
potegowy I 15 0,95
potegowy II 15 0,85
potegowy III 13 0,85
autoregresyjny I 14 0,84
autoregresyjny 11 - 0,84
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5,0
p=1
4,5
4,0
En=4 En=5 n=8 Mn=15
3,5
3,0
2,5
2,0
1,5

1,0
0
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w

©

wn

parametrowi

Rysunek 1: Srednie btedy prognoz dla p = 1 (na gérze) i dla p = 5 (na dole)
przy réznych n

Na rysunku 1 przedstawiono wptyw szerokos$ci okna na wartosci Srednich bie-
déw wzglednych prognoz wygastych dla analizowanych w pracy modeli dla p =1
(na gorze) oraz dla p = 5 (na dole). Na podstawie rysunku mozna stwierdzié, ze
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w przypadku prognoz jednodniowych wptyw szerokosci okna jest nieznaczny dla
niemalze wszystkich analizowanych w pracy modeli. W przypadku za$ prognozy
pieciodniowej jedynie dla modeli pot¢gowych, za wyjatkiem potegowego 1, i au-
toregresyjnych nie obserwuje si¢ wptywu szerokoSci okna na warto$¢ Srednich
btedéw prognoz. Modele wielomianowe nie powinny by¢ stosowane do wyzna-
czenia prognozy, zwlaszcza prognozy dtugoterminowej. Wartosci §redniego btedu
wzglednego dla modelu wielomianowego stopnia 3 znaczaco przekraczajg 5% dla
malej szeroSci okien, w przypadku modelu wielomianowego stopnia 2 granica 5%

zostata przekroczona dla n = 4.

—e—GM(1,1) Liniowy autoregresyjny Il ——GM(1,1) Liniowy autoregresyjny Il

100 100

%0 = S
X 85 e X - L o -

80

70 o
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Rysunek 2: Udziat jednoprocentowych btedéw wzglednych prognoz p = 1 (po lewej) i dla
p =5 (po prawej) w zaleznosci od n

Na rysunku 2 przedstawiono wptyw szerokoSci okna na udziat jednoprocento-
wych btedéw wzglednych prognoz dla p = 1 (po lewej) i p = 5 (po prawej) dla wy-
branych modeli dajacych zblizone wartosci §redniego procentowego bledu wzgled-
nego. Na podstawie rysunku mozna stwierdzié, ze wyniki dla modelu GM (1,1)
oraz modelu liniowego sg podobne: w przypadku prognozy jednodniowej wraz ze
wzrostem szerokoSci okna procentowy udziat bledéw jednoprocentowych maleje,
w przypadku prognozy pigciodniowej na odwrét. W przypadku modelu potggowe-
go procentowy udzial jednoprocentowych bledéw wzglednych prognoz niemalze

nie zalezy od szerokoS$ci okna n.
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GM(1,1); n=4 GM(1,1); n=15

90 90
70 70
50 50
40 40
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Rysunek 3: Rozklady btedéw wzglednych prognoz dla n = 4 (po lewej) i dla n = 15 (po
prawej) dla p = 1 oraz p = 5 dla modeli GM (1,1)

liniowy; n=4 liniowy; n=15

90 90
70 70
50 50
40 40
30 30
20 20
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1 2 1 2 3

3 4 5 >5

4 5 >5
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Rysunek 4: Rozklady btedéw wzglednych prognoz dla n = 4 (po lewej) i dla n = 15 (po
prawej) dla p = 1 oraz p = 5 dla modelu liniowego

Na rysunkach 3, 4, 5, 6 przedstawiono poréwnanie rozkladéw procentowych
btedéw wzglednych dla prognozy jednodniowej oraz dla prognozy pigciodniowej
dlamodeli GM (1,1) (rys. 3), liniowego (rys. 4), potegowego III (rys. 5) oraz auto-
regresyjnego II (rys. 6). Na podstawie rysunku mozna stwierdzié, ze dla prognozy
jednodniowej wiekszy udziat jednoprocentowych btedéw wzglednych prognoz dla

modeli GM (1,1) oraz modelu liniowego obserwuje si¢ dla szerokosci okna n = 4
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potegowy lll; n=4 potegowy lll; n=15
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Rysunek 5: Rozklady btedéw wzglednych prognoz dla n = 4 (po lewej) i dla n = 15 (po
prawej) dla p = 1 oraz p = 5 dla modelu potggowego III

autoregresyjny Il

20
10
0 - |

1 2 3 3 5 >5

mp=1 mp=5

Rysunek 6: Rozktady btedéw wzglednych prognoz dla p = 1 oraz p = 5 dla modelu auto-
regresyjnego

niz dla n = 15. Im wigksza liczba obserwacji, na podstawie ktérej budowany jest
model szarego szeregu, tym udzial btedéw wzglednych prognoz jednodniowych
mniejszych niz 1% jest mniejszy. W przypadku przedstawionych na rysunku mo-
deli nie obserwuje si¢ bledéw prognoz jednodniowych réwnych lub wigkszych niz
5%. Bardzo podobne wyniki jak w przypadku modelu GM (1,1) otrzymuje si¢ dla
modelu liniowego.
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Wyniki dla modelu potegowego nie zaleza od szerokosci okna i sg podobne
jak w przypadku modelu autoregresyjnego. W przypadku tych modeli dla prognoz
jednodniowych nie obserwuje si¢ bledéw wiekszych niz 2%, w przypadku prognoz
pieciodniowych niz 3%. Najwickszy udzial jednoprocentowych btedéw wzgled-

nych prognoz obserwuje si¢ dla modelu autoregresyjnego bez parametrow.

6 Wnioski
Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

e Stosowanie szarych modeli do prognozowania kursu EUR/USD jest uzasad-
nione. Mozna zauwazy¢, zZe prognozy sa najtrafniejsze dla modeli z oknami
o matej szerokos$ci, czyli wystarczy niewielka liczba obserwacji do dokona-

nia predykcji.
e GM(1,1)imodel liniowy dajg poréwnywalne wyniki.

e Dla modelu GM (1,1) optymalne wartosci parametréw sa réwne n = 5,
p = 1. Dla n =5 oraz p = 1 rozwazane modele potegowe oraz autoregre-
syjne sa obarczone mniejszym btedem.

e Bledy prognoz zaleza od szerokosSci okna. Im mniejsze okno tym mniejsze
btedy prognozy jednodniowej dla modeli GM (1,1) oraz modelu liniowe-
go, dla pozostatych modeli na odwr6t. Z kolei im wigksze okno tym mniej-
sze bledy prognozy pi¢ciociodniowej dla wszystkich analizowanych w pracy

modeli.

e Modele wielomianowe zaréwno stopnia 2 jak i 3 nie powinny by¢ stosowane

w prognozowaniu kurséw EUR/ USD.

e Najlepszym modelem sposréd wszystkich analizowanych w pracy modeli jest

model autoregresyjny bez parametréw.
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Inspiracja do powstania tej pracy byl przede wszystkim artykut [10]. Autorzy

wspomnianej pracy postugujac si¢ szarymi modelami z réznymi poprawkami wy-

znaczali Srednie btedy prognoz dla kursu EUR/USD. W niniejszej pracy pokazu-

jemy, ze mozna zastosowa¢ duzo prostsze modele uzyskujac lepsze wyniki.

Literatura

[1]

[7]

[8]

S. Barczak, Zastosowania modeli szarych klasy GM(1, 1) w analizie finanso-
wych szeregéw czasowych. Badania symulacyjne, Zeszyty Naukowe Uniwer-
sytetu Szczeciniskiego nr 862, Finanse, Rynki Finansowe, Ubezpieczenia, 75,
2015, 31-39.

R. Bauer, Genetic Algorithms and Investment Strategies, John Wiley & Sons,
Inc, New York 1994.

G. E. P. Box, G. M. Jenkins, Time series analysis: Forecasting and control,
CA: Holden Day, San Francisco, 1976.

Gately E., Sieci neuronowe. Prognozowanie finansowe i projektowanie syste-

mow transakcyjnych, WIG-Press, Warszawa 1999.

Che-Chiang Hsu, Chia-Yon Chen (2003), Applications of improved grey pre-
diction model for power demand forecasting, Energy Conversion and Mana-
gement, 44, 2003, 2241-2249.

J. L. Deng, Control Problems of Grey System, Systems and Controls Letters,
1, 1982, 288-294.

J. L. Deng, Grey System Fundamental Metod, Journal of Huazhong Univer-
sity of Science and Technology, Wuhan, China, 1982.

J. L. Deng, Grey Systems Control, Journal of Huazhong Uni-versity of Scien-
ce and Technology China, 1982.



LITERATURA 55

[9] J. L. Deng, Introduction to Grey System Theory, The Journal of Grey System,
(1), 1989, 1-24.

[10] E. Kayacan, B. Ulutas, O. Kaynak, Grey system theory-based models in time
series prediction, Expert Systems with Applications, 37, 2010, 1784—1789.

[11] E. Koztowski, Analiza i identyfikacja szeregow czasowych, Politechnika Lu-
belska, Lublin, 2015.

[12] Liu S., Lin Y., Grey Systems. Theory and Aplications, Springer, Berlin-
Heidelberg, 2010.

[13] M. Nowak, Zastosowanie szarego modelu GM(1,1) w predykcji krétkich sze-
regéw finansowych na przyktadzie przedsigbiorstw sektora produkcji mate-
riatéw budowlanych, Zeszyty Naukowe Politechniki Poznanskiej, 70, 2016,
155-163.

[14] D. Rutkowska, M. Pilifiski, L. Rutkowski, Sieci neuronowe, algorytmy gene-
tyczne i systemy rozmyte, PWN, Warszawa 1997.

[15] G. Sun, Prediction of Vegetable Yields by Grey Model GM(1,1), The Journal
of Grey System, 2, 1991.

[16] R. Tsay, Analysis of Financial Time Series, Wiley&Sons, Chicago, 2002.

[17] D. Witkowska, Sztuczne sieci neuronowe i metody statystyczne. Wybrane za-
gadnienia finansowe, Wydawnictwo C.H.Beck, Warszawa 2002.

[18] CL. Yue, L. Wang, Grey-Markov Forecast of the Stock Price, Syst Eng, 16,
2000, 54-59.






Wielomian chromatyczny jako
narzedzie klasyfikacji
hipergrafow

Ewa Lazuka!

Streszczenie

W rozdziale tym przeanalizowano problem klasyfikacji hipergraféw po-
przez ich wielomiany chromatyczne. Przedstawiono wigkszo$¢ znanych wy-
nikéw z zakresu chromatycznoS$ci hipergraféw. Zaprezentowano interpreta-
cje wspolczynnikéw wielomianéw chromatycznych oraz postacie tych wielo-
mianéw w przypadku konkretnych rodzajéw hipergraféw. Opisano réwniez
klasy hipergraféw chromatycznie jednoznacznych i h-chromatycznie jedno-
znacznych.

Abstract

The chapter deals with the problem of hypergraphs classification by their
chromatic polynomials. Most of the known results dealing with the chroma-
ticity of hypergraphs are presented. The interpretation of chromatic coeffi-
cients and the chromatic polynomials of different types of hypergraphs are
described. Classes of chromatic unique and h-chromatic unique hypergraphs
are also discussed.

Stowa kluczowe: chromatyczno$¢ hipergraféw, hipergrafy chromatycznie jedno-
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1 Wstep

Jednym z dzialéw matematyki, ktéry znalazt bardzo szerokie zastosowania
w innych dziedzinach nauk jest niewatpliwie teoria graféw. Wobec coraz to nowych
sposobow wykorzystywania teorii zwigzanej z grafami, w ostatnich stuleciach zain-
teresowanie naukowcow tymi obiektami rosto w bardzo szybkim tempie. Do chwi-
li obecnej wiele probleméw, ktére mozna byto przenie$¢ na grunt teorii graféw,
zostalo rozwigzanych. Réwnoczesnie sformutowano liczne problemy otwarte, kto-
rych nie mozna opisaé i rozwigza¢ przy pomocy graféw, gdyz sg one trudniejsze od
dotychczasowych i wymagaja bardziej skomplikowanych modeli matematycznych.
Dlatego naukowcy coraz cze¢sciej jako temat swoich badan wybieraja hipergrafy.

Literatura naukowa z ostatnich dwudziestu lat jest dowodem na to, ze hipergrafy
znajduja szerokie zastosowania w praktyce. Gléwna sila napedowa badan dotycza-
cych hipergraféw byla przez dlugie lata chemia molekularna i fizyka kwantowa.
Okazalo si¢ bowiem, ze grafy nie s3 w stanie w adekwatny sposéb opisac zwigz-
kéw chemicznych o nieklasycznej strukturze, np. molekul z wigzaniami policen-
trycznymi, w tym réwniez zwiazkéw organiczno-metalicznych. Problemy z opisem
takich struktur przestaja istnie¢, jezeli do ich opisu uzyjemy hipergraféw. Rézne
sposoby reprezentacji hipergrafowej struktur molekularnych byly rozwazane m.in.
w [12, 14-17]. Dostarczaja one dodatkowych argumentéw, oprécz naturalnej cie-
kawoS$ci poznawczej matematyka, aby prowadzi¢ badania nad teorig hipergraféw.

Wiemy takze, ze hipergrafy okazaly si¢ pomocne w rozwigzywaniu proble-
méw w informatyce czy tez budowie maszyn. Do najciekawszych zastosowan hi-
pergraféw w technice nalezg miedzy innymi: redukcja liczby zmiennych w bazach
danych, redukcja pojemnoS$ci pamieci w sterownikach mikroprogramowych, sze-
regowanie zadafi wieloprocesowych czy tez ustalanie kolejnoSci montazu czeSci
maszyn [9, 18]. Ciagle odkrywane sg nowe pola do wykorzystania teorii hipergra-
fow, dlatego badanie ich wtasnoSci staje si¢ zaréwno ciekawym, jak i uzytecznym
zadaniem.

Jedng z metod analizy hipergraféw jest ich kolorowanie oraz zwigzany z tym

zagadnieniem wielomian chromatyczny. Okresla on liczbg wszystkich mozliwych
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A-kolorowan konkretnego hipergrafu. Jednak, jak si¢ okazuje, moze by¢ on réwniez

wykorzystany w celu klasyfikacji hipergrafow.

Pojecie wielomianu chromatycznego grafu pojawito si¢ w matematyce stosun-
kowo niedawno. Wylonito si¢ przy okazji pr6b udowodnienia hipotezy czterech ko-
loréw. W swojej pracy z 1912 roku zatytutowanej ,, A determinant formula for the
number of ways of colouring a map” Birkhoff zdefiniowat funkcje f (M, \), ktora
wszystkim catkowitym dodatnim liczbom A przyporzadkowuje liczbe A-kolorowari
mapy M. Przy pomocy funkcji f (M, \) prébowano udowodnié, iz dla kazdej mapy
M zachodzi f (M,4) > 0, co dawaloby potwierdzenie hipotezy czterech koloréw.

Okazalo sig, iz funkcja f (M, \) jest w istocie wielomianem.

W roku 1932 Whitney podat wiele ciekawych rezultatéw dotyczacych wielo-
mianéw chromatycznych graféw [28,29]. W latach szesédziesigtych Read prébo-
wal odpowiedzie¢ na pytanie, jakie warunki musi spetnia¢ wielomian, aby byt wie-
lomianem chromatycznym pewnego grafu [19]. Zastanawial si¢ on réwniez, czy
posta¢ wielomianu chromatycznego zalezy w jaki$§ sposéb od liczby jego wierz-
chotkéw i krawedzi oraz czy wspdlczynniki tego wielomianu muszg by¢ liczbami
catkowitymi. W péZniejszych latach tematyka z zakresu chromatycznosci graféw

rozwinela sie w szybkim tempie i obecnie jest bardzo rozlegta.

Zainteresowanie matematykow przyciggneta rowniez tematyka hipergrafow,
ktéra rozwinela sie w latach sze§édziesigtych XX wieku. Wiele znanych zagadnieri
dotyczacych graféw przeniesiono na hipergrafy, jednak niektérych probleméw nie

dalo si¢ fatwo uogdlnié.

Pojecie A-kolorowania hipergrafu pojawito si¢ w publikacji Tomescu z 1968 ro-
ku ,,Sur le probléme du coloriage des graphes généralisés”. Natomiast Jones w [13]
jako pierwszy poruszyt tematyke wielomianéw chromatycznych hipergraféw. W ar-
tykule tym rozwigzat on kilka probleméw dotyczacych hipergraféw za pomocg ich
redukcji do graféw. Pierwsze wlasnoSci wielomianéw chromatycznych hipergraféw
zostaly podane przez Dohmena [10,11] w latach 1993-1995. Tomescu [20] wyzna-
czyt kilka klas liniowych hipergraféw chromatycznie jednoznacznych. Natomiast

pierwsze nieliniowe hipergrafy chromatycznie jednoznaczne wskazali Borowiecki
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i Lazuka w publikacji [7]. Hipergrafy te nazwane zostaly stonecznikami. W péz-
niejszych latach Tomescu [22] uogdlnit pojecie stonecznikéw oraz udowodnit kilka
twierdzen dotyczacych chromatycznej jednoznacznosci tych hipergraféw. Znanych
jest kilka klas hipergraféw chromatycznie jednoznacznych, ale, jak stwierdzit To-
mescu [21], nietrywialne klasy hipergraféw chromatycznie jednoznacznych sg bar-
dzo rzadkie. Obecnie tematyka z zakresu chromatycznosci hipergraféw ciagle si¢

rozwija.

Wielomian chromatyczny i sposoby klasyfikacji hipergraféw poprzez ten wie-
lomian sg gtéwnym przedmiotem rozwazan niniejszego rozdziatu, ktéry sktada sie

z czterech zasadniczych czesci.

W czesci pierwszej zaprezentowane zostaly podstawowe definicje wykorzysty-
wane w dalszej czesci pracy oraz twierdzenia pozwalajace wyznaczy¢ wielomiany
chromatyczne graféw i hipergraféw. Podany zostat réwniez przyktad praktycznego

wyznaczania wielomianu chromatycznego hipergrafu.

Cze$¢ druga dotyczy wspotczynnikow wielomianéw chromatycznych hipergra-
fow. Na wstepie podane zostaly w nim wtasnoSci hipergraféw wynikajace z postaci
ich wielomianéw chromatycznych. Nastepnie zaprezentowano warunki, ktére de-
terminuja wartoSci pewnych wspéiczynnikéw. Dodatkowo przedstawiono zagad-
nienia dotyczace wspdtczynnikéw wielomiandw chromatycznych liniowych hiper-

graféw jednorodnych.

W czesci trzeciej przedstawione zostaly postaci wielomianéw chromatycznych
konkretnych klas hipergraféw, jak réwniez klasy hipergraféw chromatycznie cha-

rakteryzowalnych oraz chromatycznie zamknigtych.

Czgs¢ czwarta prezentuje kluczowe zagadnienia dotyczace klasyfikacji hiper-
graféw z wykorzystaniem wielomianu chromatycznego. Przedstawione zostaty
w nim znane klasy hipergraféw chromatycznie jednoznacznych oraz rodzaje hi-

pergraféw, ktére nie sg chromatycznie jednoznaczne.

W prezentowanym rozdziale uwzgledniono wszystkie najwazniejsze artykuly

naukowe dotyczace wielomianéw chromatycznych hipergrafow.
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2 Wprowadzenie do teorii graféw i hipergrafow

W podrozdziale tym podamy wstepne definicje i twierdzenia dotyczace gra-
féw i hipergraféw oraz ich wielomianéw chromatycznych. Zagadnienia dotyczace
graféw podane zostang wybidrczo, gdyz temat niniejszej pracy skupia si¢ wokot
hipergraféw. Zaprezentowane zostang zatem tylko te definicje i twierdzenia, ktdre

sa niezbedne w dalszych rozwazaniach.

2.1 Grafy

Grafem prostym G nazywamy pare (V, E), gdzie V' jest dowolnym, niepustym
i skoficzonym zbiorem obiektéw, za§ F zbiorem dwuelementowych, parami réz-
nych podzbioréw zbioru {{u,v} : u,v € V, u # v}. Najczesciej zamiast V' i E be-
dziemy pisa¢ V (G) oraz E (G), aby wskaza¢ konkretny graf, do ktérego odnoszg
si¢ owe zbiory. Elementy zbioru V' (G) nazywamy wierzchotkami grafu G, nato-
miast elementy zbioru E (G) nazywamy krawgdziami tego grafu. KrawedzZ e ozna-
czaé bedziemy jako zbior {u,v} lub jako pare uv. W dalszej czgsci pracy przez

graf rozumie¢ bedziemy graf prosty.

Jezeli istnieje krawedz uv € E (G), to méwimy, ze wierzcholki u i v sg sgsied-
nie. Méwimy réwniez, ze krawedZ uv taczy wierzchotki u i v oraz ze wierzchotki te
sa incydentne z krawedzia uv. Stopniem wierzchotka v nazywamy liczbe krawedzi
z nim incydentnych. Wierzchotek stopnia zero nazywamy wierzchotkiem izolowa-

nym.

Jezeli E(G) =0, to graf G nazywamy grafem bezkrawedziowym. Graf bezkra-

wedziowy zawierajgcy n wierzcholkéw oznaczamy przez O,,.

Grafem petnym nazywamy graf, w ktérym kazde dwa rézne wierzcholki sg sa-

siednie. Graf pelny o n wierzchotkach oznaczamy symbolem K.

Wszystkie wymienione definicje zostaly zaczerpnigte z [30].
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2.2 Hipergrafy

Hipergrafem H nazywamy par¢ H = (V, E), gdzie V jest dowolnym niepustym
i skoficzonym zbiorem, za$§ E rodzing dowolnych niepustych podzbioréw zbioru V.
Hipergrafy stanowig wigc naturalne rozszerzenie pojgcia grafow. Analogicznie jak

w przypadku graféw stosujemy oznaczenia:
o V (H) — zbior wierzchotkow hipergrafu H;
e FE(H) - zbidr krawedzi hipergrafu H.

Elementy zbioru E (H) niekiedy nazywane sg réwniez hiperkrawedziami. Przez
H — e rozumie¢ bedziemy hipergraf powstaly z H poprzez usuni¢cie ze zbioru
E (H) krawedzi e.

Jezeli liczba wierzchotkéw nalezacych do krawedzi e jest réwna r, tzn. |e| =7,
to krawedZ e nazywamy r-krawedzig. 1-krawedz nazywamy petla. Przez E, (H)
oznaczac bedziemy zbior wszystkich r-krawedzi hipergrafu H. ROwnos¢ e; = e;
dla ¢ # j oznacza, Ze krawedzie e; oraz e; sa krawedziami wielokrotnymi.

Hipergraf nazywamy prostym, jesli nie ma on petli ani krawedzi wielokrotnych.

Hipergraf H nazywamy r-jednorodnym lub r-hipergrafem, jezeli kazda jego
krawedZ e € E'(H) jest r-krawedzig. Taki hipergraf oznaczaé bedziemy symbo-
lem H".

Jezeli w hipergrafie kazde dwie krawedzie nie przecinajg si¢ w wiecej niz jed-
nym wierzchotku, to hipergraf ten nazywamy liniowym.

Stopniem wierzchotka v € V (H ) nazywamy liczbg krawedzi zawierajacych ten
wierzcholek i oznaczamy symbolem d (u). Wierzchotek o stopniu jeden nazywa-
my wiszgcym.

Rzedem hipergrafu H nazywamy liczbe n(H) = |V (H)| jego wierzchotkéw,
natomiast jego rozmiarem liczbe m (H) = |E (H)| jego krawedzi. Jezeli z kontek-
stu wynika jednoznacznie, o jakim grafie jest mowa, to piszemy krétko n oraz m.

Sumgq hipergrafow H1 1 Hy nazywamy hipergraf H3 = H; U H» o tej wlasnosci,
ze V(H3) =V (Hy)UV (Hy) oraz E(H3) = E(H1)UE (H3). lloczyn H; N Ho

hipergraféw definiujemy analogicznie.
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JesliV (Hq) CV (H;)oraz E (Hy) C E(Hy), to hipergraf Hy nazywamy pod-
hipergrafem hipergrafu H;. W takiej sytuacji piszemy Ho C H;. Jezeli w szcze-
g6Inosci zachodzi réwnosé V (Hy) =V (Hy ), to podhipergraf Hy nazywamy pod-
hipergrafem rozpinajgcym hipergrafu H;.

Jezeli zbior E (Hs) zawiera pewne krawedzie nalezace do E ( H) takie, ze do
zbioru V' (H3) naleza wszystkie wierzcholki zawarte w tych krawedziach oraz nie
nalezg do niego zadne inne wierzcholki, to Hy nazywamy podhipergrafem induko-
wanym krawedziowo hipergrafu Hy. Hiepergraf indukowany wierzchotkowo defi-
niujemy analogicznie. Przez symbol H [W] rozumiemy podhipergraf hipergrafu H
indukowany przez zbiér W (W moze by¢ podzbiorem zbioru wierzchotkéw badz
zbioru krawedzi hipergrafu H).

Moéwimy, ze dwa hipergrafy [ oraz Ho sa izomorficzne, jesli istnieje taka
bijekcja ¢: V (Hy) — V (Ha), ze dla dowolnej krawedzi e € E (H;) prawdziwa
jest rownowaznos¢ e € E (Hy) < 1) (e) € E (Ha), gdzie ¢ (e) = Uy ¥ (w).

Cyklem dlugosci p w hipergrafie H nazywamy podhipergraf tego hipergrafu,
skladajacy si¢ p roznych krawedzi eg, e, ... e, € E(H) oraz wszystkich wierz-
chotkéw w nich zawartych, przy czym istnieje p réznych wierzchotkéw vy, va, ..., v,
nalezacych do zbioru V (H) takich, ze v;, v, 41 € e; dlakazdegoi € {1,2,...,p—1}
oraz vy, vp € ep. Cykl C jest elementarny, jezeli dc (v;) = 2 dla wszystkich i €
{1,2,...,p} oraz d¢(u) = 1 dla kazdego innego wierzchotka u € Ule e;. Cykl
dtugosci p oznaczac bedziemy symbolem C,.

Jezeli hipergraf H nie zawiera cykli, to nazywamy go acyklicznym. W prze-
ciwnym razie jest on cykliczny.

Niech H bedzie h-hipergrafem, ktéry zawiera cykl. Obwodem g = g (H ) hiper-
grafu H nazywamy dtugos$¢ najkrétszego cyklu, ktéry jest w nim zawarty. Symbol
cq (H') oznaczac bedzie liczbe cykli dtugosci g zawartych w H.

Sciezkq dtugosci p w hipergrafie H nazywamy jego podhipergraf, sktadajacy
si¢ z p réznych krawedzi eq, ez, . . . , e, nalezacych do zbioru E (H ) oraz wszystkich
wierzchotkéw w nich zawartych, przy czym istnieje p + 1 réznych wierzchotkéw

u =g, T1,%2,...,Lp =v € V (H) takich, ze z;_1,z; € e; dla wszystkich i, gdzie
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1 <7 < p. Méwimy, ze Sciezka tqczy wierzchotki w i v oraz ze wierzchoiki te s kori-
cami $ciezki. Sciezke nazywamy elementarng, gdy spetnia warunki analogiczne jak
w przypadku cyklu elementarnego. Sciezke dtugosci p oznaczamy symbolem P,.

Hipergraf H nazywamy spojnym, jezeli kazde jego dwa wierzchotki mozna
polaczy¢ Sciezka. Maksymalnie spdjne (w sensie zawierania si¢ zbioréw) podhi-
pergrafy hipergrafu H nazywamy jego skfadowymi spéjnosci lub po prostu skfa-
dowymi. Liczbe sktadowych sp6jnosci hipergrafu H oznaczamy przez ¢ (H).

Hiperdrzewem nazywamy spdjny hipergraf liniowy, ktéry nie zawiera cykli.
Hiperdrzewo 2-jednorodne nazywamy drzewem. Hiperlasem nazywamy hipergraf,
ktérego kazda skfadowa spdjnosci jest hiperdrzewem.

Hipergrafem jednocyklicznym nazywamy spdjny hipergraf zawierajacy doktad-
nie jeden cykl.

Podane w tej czesci pracy definicje pozyskane zostaly z [3, 8, 10,20].

2.3 Wybrane wlasno$ci wielomianéw chromatycznych grafow

Zdefiniujemy teraz pojecie A-kolorowania grafu oraz jego wielomianu chroma-
tycznego. Podamy takze wybrane twierdzenia dotyczace tego wielomianu, ktdre
uzyte zostang w pdZniejszych rozwazaniach dotyczacych hipergrafow.

Niech G bedzie grafem oraz niech A € N. Odwzorowanie f: V (G) — {1,..., A}
nazywamy A-kolorowaniem (wtasciwym) grafu G, jezeli dla jego dowolnych sgsied-
nich wierzcholkéw w i v zachodzi f(u) # f(v) [4]. Elementy zbioru {1,...,A}
nazywamy kolorami lub barwami.

Wielomian zmiennej A okreslajacy liczbe A-kolorowan grafu G nazywamy wie-
lomianem chromatycznym tego grafu [4]. Wielomian ten oznaczamy przez f (G, \).

Pierwsze z zaprezentowanych twierdzen pokazuje, jak w ogélnym przypadku,
poprzez zsumowanie wielomianéw chromatycznych odpowiednich graféw bezkra-
wedziowych lub graféw petnych, mozna wyznaczy¢ wielomian chromatyczny do-

wolnego grafu.



2 Wprowadzenie do teorii graféw i hipergraféw 65

Twierdzenie 2.1 ([19]). Dla dowolnego grafu G prawdziwy jest zwigzek
(G N =F(G N+ f(G"N), 2.1)

gdzie G' oznacza graf powstaty z G przez dodanie krawedzi tgczqcej dowolne dwa
niesqsiednie wierzchotki u i v, zas G" to graf otrzymany z G poprzez utozsamie-
nie tych wierzchotkéw (powstate krawedzie wielokrotne traktujemy jako jedng kra-

wed?).

Dowdd. Niech dany bedzie graf G oraz jego dwa niesgsiednie wierzchotki v i v.
Liczba wszystkich A-kolorowan grafu G jest sumg A-kolorowan takich, ze wierz-
chotki u i v maja rézne kolory oraz takich, ze rozwazane wierzchotki maja takie

same kolory.

i) Jezeli wierzchotki u i v maja rézne kolory, to dodanie do zbioru krawedzi
grafu G krawedzi uv nie zmieni liczby wszystkich mozliwych A-kolorowan
tego grafu. Zatem w takim przypadku liczba A-kolorowar graféw G i G jest

identyczna.

ii) Jesli wierzchotki u i v majg takie same barwy, to wybor koloru dla jednego
z tych wierzchotkéw pociaga za soba wybér koloru dla drugiego wierzchofka.
Wierzchotki © i v mozemy zatem w takim przypadku traktowaé jako jeden

wierzchotek. Grafy G i G” maja wtedy identyczna liczbe A-kolorowari.
Ostatecznie wiec f (G, \) = f (G/,)\) +f (G”,)\). O

Wielomiany chromatyczne graféw pelnych i bezkrawedziowych mozemy wy-

znaczy¢ stosujac dwa kolejne twierdzenia.
Twierdzenie 2.2 ([19]). Dla grafu petnego K, mamy
FE,A)=2A=1)(A=2)-...-(A=n+1). (2.2)

Dowod. Wierzchotki grafu numerujemy dowolnie liczbami naturalnymi od 1 do n.
Pierwszy wierzchotek mozemy pokolorowac¢ na A sposobéw, drugi na A — 1 sposo-

béw, gdyz jest on sasiedni z pierwszym. Trzeci wierzchotek mozemy pokolorowac
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na A — 2 sposob6w, poniewaz jest on sgsiedni z dwoma poprzednimi wierzchotka-
mi. Kontynuujemy to rozumowanie do chwili, az dojdziemy do n-tego wierzchotka,

dla ktérego mamy A\ — (n — 1) mozliwosci pokolorowania go. Ostatecznie zatem
FEAN)=2AA=1)(A=2)-...-(A=n+1).
O]

Twierdzenie 2.3 ([4]). Wielomian chromatyczny grafu bezkrawedziowego O, jest
postaci
F(Op,N) = A" 2.3)

Dowdd. Tezatwierdzenia jest konsekwencijg tego, iz graf bezkrawedziowy O,, skia-
da si¢ z n izolowanych wierzchotkéw, z ktérych kazdy mozemy pokolorowacé na A

Sposobow. O

2.4 WiasnoSci wielomianéw chromatycznych hipergrafow

W paragrafie tym podamy definicj¢ A-kolorowania oraz wielomianu chroma-
tycznego hipergrafu. Podane zostang takze twierdzenia pozwalajace wyznaczy¢ ten
wielomian w przypadku ogélnym.

Niech dany bedzie hipergraf prosty H. Dla dowolnej liczby A € N przez A-
-kolorowanie (wlasciwe) hipergrafu H rozumiemy dowolng funkcje f: V (H) —
{1,...,\} taka, ze dla dowolnej krawedzi e € E (H) istniejg wierzcholki u,v € e,
dla ktérych spetniony jest warunek f (u) # f(v) [20]. Jezeli dodatkowo funkcja
f jest réznowartosciowa na kazdej krawedzi hipergrafu H, to takie A-kolorowa-
nie nazywamy silnym. Elementy zbioru {1,...,\} nazywamy kolorami lub barwa-
mi. Liczbe wszystkich A-kolorowari hipergrafu H oznaczamy symbolem f (H,\).
W dalszych rozwazaniach przez stowo kolorowanie (w odréznieniu od A-koloro-
wania) rozumieé bedziemy funkcje f, ktéra niekoniecznie spetnia warunek f (u) #
f (v) dla pewnych wierzchotkéw u,v € e.

Jezeli w hipergrafie Zadna krawedzZ nie jest podzbiorem innej krawedzi, to hi-

pergraf ten nazywamy hipergrafem Spernera. Pierwsze z prezentowanych twier-
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dzen pokazuje, ze mozemy ograniczy¢ si¢ wytacznie do takich hipergraféw, dlatego

w dalszych rozwazaniach bedziemy mowi¢ wylacznie o hipergrafach Spernera.

Twierdzenie 2.4 ([13]). Niech dany be¢dzie hipergraf H, dla ktorego é,é € E (H)
oraz € C é. Istnieje jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy A-kolorowaniem hiper-

grafu H oraz A-kolorowaniem hipergrafu H — é.

Dowdd. Niech ¢ i € bedg dwoma krawedziami hipergrafu H takimi, ze ¢ C é. Roz-
wazmy dowolne A-kolorowanie f hipergrafu H. Poniewaz krawedz é jest podzbio-
rem krawedzi é, to z faktu, ze warunek f (u) # f (v) spelniony jest na krawedzi é
wynika, ze jest on spetniony réwniez na krawedzi €. Dlatego rozwazane A-koloro-
wanie f hipergrafu H odpowiada jednoznacznie \-kolorowaniu hipergrafu H —é€,
w ktérym jego wierzchotki pokolorowane sg identycznie jak w przypadku A-kolo-
rowania f hipergrafu H. O

Niech e bedzie dowolng krawedzig hipergrafu H taka, ze |e| > 2 oraz u, v € e.
Przez H' rozumie¢ bedziemy hipergraf powstaty z hipergrafu H przez zastapienie
krawedzi e 2-krawedzig {u,v}. Natomiast H” oznaczaé bedzie hipergraf otrzyma-
ny z H przez utozsamienie wierzchotkéw u i v w nowy wierzchotek w.

Na podstawie ponizszego twierdzenia Jones [13] pokazal, iz f (H,\) jest wie-
lomianem, gdyz daje si¢ zapisa¢ w postaci skoficzonej sumy wielomianéw chro-
matycznych odpowiednich graféw. Twierdzenie 2.5 jest czesto bardzo wygodne
w praktyce, gdyz obecnie wiemy znacznie wigcej o wielomianach chromatycznych

graféw niz o wielomianach chromatycznych hipergraféw.

Twierdzenie 2.5 ([13]). Dla wielomianu chromatycznego hipergrafu H prawdziwy
Jest zwigzek
FHN) = f(H N+ f(H" ). 2.4

Dowod. Niech H bedzie hipergrafem oraz niech e bedzie jego dowolng krawedzia
taka, ze |e| > 2. Wybierzmy dwa dowolne wierzchotki u,v € e. Liczba wszystkich
A-kolorowan hipergrafu H jest sumg takich A\-kolorowan, w ktérych wierzchotki w

i v maja takie same barwy oraz takich, w ktérych maja one rézne barwy.
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i) Jesli v i v majag rézne barwy, to pozostate wierzchotki nalezace do krawedzi e
mozemy pokolorowa¢ dowolnie. Wynika z tego, ze liczba A-kolorowar takich,
ze wierzchotki v i v majg rézne barwy, wynosi tyle ile liczba A-kolorowan
hipergrafu powstatego z H poprzez zastgpienie krawedzi e 2-krawedzig {u,v}.
Takich A-kolorowan jest wiec f (H',\).

ii) Jezeli v i v maja jednakowe barwy, to wybor koloru dla jednego z tych wierz-
chotkéw pocigga za sobg wybor koloru dla drugiego wierzchotka. Zatem licz-
ba A-kolorowari takich, ze wierzcholki u i v majg jednakowe barwy, wynosi
tyle ile liczba A-kolorowarn hipergrafu powstatego z H poprzez utozsamie-
nie wierzchotkéw v i v w jeden wierzchotek. Takich A-kolorowar jest wiec
FH" N .

Ostatecznie zatem f (H,\) = f (H',\)+ f (H",\). O

Kolejne dwa twierdzenia pokazuja, jak w ogélnosci wyznaczy¢ wielomian chro-
matyczny dowolnego hipergrafu.
Twierdzenie 2.6 ([10]). Dla dowolnego hipergrafu H zachodzi réwnos¢
F(H,\) = Z (_1>m(H[S}) \P(H)—n(H[S])+c(H[S]) (2.5)
SCE(H)
Dowdéd. Niech S C E(H). Przez ¢ (H) oznaczymy zbiér wszystkich kolorowari
(niekoniecznie wlasciwych) hipergrafu H, przy uzyciu co najwyzej A koloréw. Dla
kazdej funkcji f € € (H) i wszystkich e € E (H) definiujemy f (e) := 0, jezeli
funkcja f jest stala na zbiorze e oraz f (e) := 1 w przypadku przeciwnym. Za-

uwazmy, ze H f (e) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest A-kolorowaniem wta-
e€E(H)
Sciwym. Mamy zatem

ra=> II feo=Y II ((fo-1)+1)

fEC(H)ecE(H) fEC(H)ecE(H)
= > > (e~
fEC(H)SCE(H)eeS

= > xS ST (fe)-1).

SCE(H) fe€(H[S]) e€S
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Jezeli odwzorowanie f jest funkcja statg na kazdej sktadowej spéjnosci hiper-

grafu H [S], to H ( fle)— 1) = (—1)m(H 1D w przeciwnym przypadku zacho-
ecS

dzi warunek H ( f (e) — 1) = 0. Poniewaz istnieje \“(/ [5)) kolorowari hipergrafu
ecS
H [S] spelniajacych warunek H (f (e) — 1) = (—1)m(H[SD, to mamy
ecS
f(H N = Z N\ (H)=n(H[S]) \c(H[S]) (_1)M(H[SD
SCE(H)
— Z (71)m(H[S]) N\ (H)—n(H[S])+c(H[S])
SCE(H)
O

Twierdzenie 2.7 ([20]). Niech H bedzie hipergrafem zawierajgcym n wierzchot-
kow. Wtedy f(H,\) = X"+ a1 \" L+ +a, 1)\ gdzie

an-i=» (-1 N(i,j) dla 1<i<n-—1, (2.6)
j=1
przy czym symbol N (i, j) oznacza liczbe podhipergrafow rozpinajgcych G hiper-
grafu H takich, ze m (G) = j oraz c¢(G) = 1.

Dowdod. Niech H bedzie hipergrafem o rzedzie n. Kolorowanie hipergrafu H o tej
wlasnosci, ze wierzcholki zawarte w kazdej sktadowej spdjnosci hipergratu H po-
kolorowane sg jednakowym kolorem, nazywaé bedziemy kolorowaniem wysoce
niewtasciwym. Zauwazmy, ze dla hipergrafu sktadajacego si¢ z 7 sktadowych sp6j-
nosci istnieje A kolorowan wysoce niewtasciwych, ktére sg kolorowaniami co naj-
wyzej A kolorami. Dodatkowo fatwo zauwazyé, ze kazde kolorowanie hipergrafu
H jest kolorowaniem wysoce niewtasciwym dla co najmniej jednego z jego podhi-
pergraféw rozpinajacych. W przypadku A-kolorowania jest to podhipergraf bezkra-
wedziowy. W przypadku kolorowania niewtasciwego jest to pewien podhipergraf
zawierajacy tylko jedng krawedz.

Zatem, aby wyznaczy¢ wszystkie A-kolorowania hipergrafu H, od wszystkich

A" kolorowan odejmiemy te kolorowania, ktére sg wysoce niewlasciwe na jego
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pewnym podhipergrafie rozpinajagcym, zawierajacym jedna krawedz. Jednak jesli
odejmiemy wszystkie Z?:_ll N (i,1) \? takie kolorowania, to pewne kolorowania
odejmiemy wigcej niz jeden raz.

Aby zauwazy¢, o ktérych kolorowaniach mowa, rozwazmy dwie krawedzie e;
i ex nalezace do zbioru krawedzi hipergrafu H . Kolorowanie wysoce niewtasciwe
na podhipergrafie zawierajacym tylko krawedz e;, w ktérym wierzchotki zawarte
w krawedzi eo maja identyczne kolory jest tym samym kolorowaniem, ktdre jest
wysoce niewtaSciwe na podhipergrafie zawierajacym tylko krawedz es, w ktérym
wierzchotki zawarte w krawedzi e; majg identyczne kolory. Kolorowanie to odjeli-
$my jednak dwa razy. Dodatkowo zauwazmy, Ze jest to réwniez to samo kolorowa-
nie, ktére jest wysoce niewtasciwe na podhipergrafie zawierajgcym tylko krawedzie
e] oraz es.

Musimy zatem teraz doda¢ kolorowania, ktére odjeliSmy dwukrotnie. W tym
celu dodamy skladnik 7'~ N (i,2) \'. Jednak, jak fatwo zauwazy¢, dodalismy
niepotrzebnie pewne kolorowania. Prowadzac analogiczne rozwazania jak poprzed-
nio, zauwazamy, ze musimy teraz odja¢ sktadnik >"7~' N (i,3) \’. Kontynuujac

takie rozumowanie stwierdzamy, iz liczba wszystkich A-kolorowan (wlasciwych)

hipergrafu H wynosi

n—1 ) n—1 ) n—1 )
AP=STONGDN+ Y N(@2)AN =) N (4,3) N +

i=1 i=1 i=1

Stad

f(H )\"—l—zz 1) N (i,5) A )\"—i—z Z 1)7 N (i,7) | AU
7=214i=1 =1 [j>1
Zatem

an-i= (1) N(i,j) dla 1<i<n-—1.
j=1

O]

Warto zauwazy¢, iz wzory na wspélczynniki wielomianu chromatycznego, po-

dawane w literaturze w postaci an—; = 3~ (=1 N (i,5)dlal <i<n—1, moi-
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na ograniczy¢ do przypadku wskaznika j > 1. Jest to mozliwe, gdyz dla hipergrafu

o rzgdzie n, wielko$¢ N (i,0) moze by¢ niezerowa tylko w przypadku ¢ = n. Zatem

nie jest ona skfadnikiem zadnego wspétczynnika a,,—; dla1l <i < n—1.
Wielomian chromatyczny hipergrafu, ktéry ma kilka sktadowych spdjnosci,

moze zosta¢ wyznaczony na podstawie ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.8. Niech H bedzie hipergrafem sktadajqcym sie z k > 2 sktadowych
spojnosci C1,Cs,...,Cy. Wtedy

k
FAHN) =TT f(CrN).
i=1
Dowdd. Oczywiste jest, ze dla dowolnych 7,5 € {1,2,...,k}, i # j, zachodzg na-
stepujace rownosci: V (C;) NV (C;) = 0 oraz E (C;) N E (C;) = (). Sposéb kolo-
rowania dowolnej skfadowej spdjnosci hipergrafu H nie wplywa wigc na sposéb
kolorowania innej sktadowej. Dlatego liczba A-kolorowan hipergrafu H moze by¢
przedstawiona jako iloczyn liczby A-kolorowan wszystkich jego sktadowych spéj-

nosci. O

Ostatnie z prezentowanych w tym podrozdziale twierdzeri pokazuje, w jaki
spos6b mozna wyznaczy¢ wielomian chromatyczny w przypadku, kiedy hipergraf
H jest szczeg6lng suma pewnych hipergraféw H;. Czesto w istotny sposéb przy-
spiesza ono wyznaczanie wielomianu chromatycznego, zwlaszcza gdy korzystamy

z twierdzenia 2.5 w przypadku hipergrafu o duzej liczbie wierzchotkéw i krawedzi.

k
Twierdzenie 2.9 ([7]). Niech H bedzie hipergrafem takim, ze H = U H;dlak > 2.
i=1
k 1
Zatoimy, ze H;NH; = K, dla i # j oraz ﬂ H; = K,,. Wtedy
i=1

k
FOHN) = [FE O] (H ).

=1
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k
Dowdd. Liczba A-kolorowari grafu pelnego K, wynosi f (K, \). Skoro ﬂ H;, =

=1
K,, to jezeli ustalimy kolory p wierzchotkéw grafu K, pozostate wierzchotki hi-

pergrafu H; bedziemy mogli pokolorowaé na f(H;, \)/f (Kp,\) sposobéw dla
kazdegoi=1,2,...,k. Zatem
f(HLA) [ (Hy,A) f(Hg,A)

JHN) = f(Kp,A)- f(Km)\)'f(Kp,)\) f(Kp,A)

k
= [f(Kp. "] £ (Hi N

=1

2.5 Praktyczne sposoby wyznaczania wielomianéw chromatycznych
hipergrafow

Przedstawimy teraz przyktad praktycznego wyznaczania wielomianu chroma-
tycznego konkretnego hipergrafu. Przeanalizujemy hipergraf nieliniowy zawiera-

jacy szes¢ wierzchotk6éw oraz trzy hiperkrawedzie.

Przyklad 2.1. Wyznaczy¢ wielomian chromatyczny hipergrafu widocznego nary-

sunku 1.

Rozwigzanie. Odczytujemy z rysunku, ze V (Hy) = {v1,v2,v3,v4, 05,06 } Oraz

7

Rysunek 1: Hipergraf H;

b
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E(Hy) = {{v1,v2,u3},{v2,v3,v4,05},{v1,v5,06 } }. Rozwigzanie przeprowadzi-
my trzema sposobami, opierajac si¢ na trzech réznych twierdzeniach.

1. Najpierw skorzystamy z twierdzenia 2.6. Rozwazmy wszystkie mozliwe pod-
zbiory zbioru E (Hy). Sgto: By =0, B = {{v1,v2,v3}},
E3 = {{v2,v3,v4,v5} }, B4 = {{v1,v5,06}},
Es = {{v1,v2,v3},{v2,v3,v4,05} },
E¢ = {{v1,v2,v3},{v1,v5,06}},
E; = {{va,v3,v4,v5},{v1,05,06}}, Es = E(Hy).
Na rysunku 2 zaprezentowane zostaly podhipergrafy hipergrafu H; induko-
wane przez zbiory Es, E3, ..., Eg.

Z rysunku tego odczytujemy wielkosci, o ktérych mowa w twierdzeniu:

[} n(H1 [EQ]):S, m(H1 [EQ]):17 C(H1 [Ez])zl
° n(H1 [E3]):4, m(H1 [Eg]):L C(H1 [Eg]):1;
[ ] ’I”L(Hl [E4]):3, m(H1 [E4]):1, C(H1 [E4])=1

j%

Hl[EQ Hl[ Hl[E4

> >

'Q’A‘
D

H,[Eq]

Rysunek 2: Podhipergrafy hipergrafu H; indukowane przez podzbiory zbioru F (H1)
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o n(Hy[E5]) =5, m(Hy[E5]) =2, c(H[B5])=1;
e n(Hy[Es]) =5, m(H[Eg)) =2, c¢(Hi[Eg)) =1,
e n(H[E7]) =6, m(H[E7])=2, c(Hi[Er]) =1,
o n(H[Eg]) =6, m(Hi[Es])=3, c(Hi[Es])=1.

Dodatkowo, poniewaz zbiér E; jest zbiorem pustym, dla hipergrafu H; [F/]
przyjmujemy, ze: n (Hy [E1]) =0, m(Hy [E1]) =0, ¢(Hy [E1]) = 0.

Wzér (2.5) pozwala nam zapisaé, ze

FHLN = 3 (—1)mnish gl —n(n(S)+e(n(s)
SCE(Hy)
8
=N (< 1y ED yn(h)-n(Hy (B +e(H (B
=1
_ (_1)0 \6—0+0 + (_1)1 \6—3+1 + (_1)1 \6—4+1 + (_1)1 \6-3+1
+ (_1)2 )\6—54-1 + (_1)2 )\6—5-&-1 + (_1)2 )\6—64—1 + (_1)3 )\6—6+1

A —oat A3 122

. Rozwazymy teraz twierdzenie 2.7. Musimy przeanalizowa¢ wszystkie pod-

hipergrafy rozpinajace hipergrafu H;. Zaprezentowane zostaly one na rysun-
ku 3.
Odczytujemy teraz liczbe sktadowych spdjnosci i liczbe krawedzi kazdego

podhipergrafu rozpinajacego:

e ¢(Hy,) =6, m(Hy,) =0;
o c(Hyp) =4, m(Hyp) =1
e ¢(Hic)=3, m(Hi)=1;
e c(Hig) =4, m(Hy)=1;
e ¢c(Hie)=2, m(Hi)=2;
o c(Hip) =2, m(Hyp)=2;
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e e T

Hyg Hy,

Rysunek 3: Podhipergrafy rozpinajace hipergrafu H,

o C(ng) = 1, m(ng) =2;

[ C(th) = 1, m(th) =3.

Zatem N (1,2) =1, N(1,3)=1,N(2,2) =2, N(3,1) =1, N(4,1) =2
oraz N (6,0) = 1. Na podstawie formuty (2.6) mozemy zapisad, iz:
as =Y (—1Y N(1,j)=1-1=0;
i>1 A
ag=Y (1)) N(2,5) =2
=1 A
a3=) (1)’ N(3,5) =1
j>1 A
az=7) (~1)' N(4,j) = -2
j>1

ar=Y (-1)/ N(5,5) =0.

i1
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Ostatecznie wiec wielomian chromatyczny hipergrafu I jest postaci

F(HLA) = A0 —2X% — X3 1252,

. Nazakoniczenie wykorzystamy twierdzenie 2.5. Postuzymy si¢ rowniez twier-

dzeniem 2.1 (dla graféw). W przypadku hipergraféw majacych wigcej niz
jedng sktadowa spéjnosci, skorzystamy réwniez z twierdzenia 2.8. Na ry-
sunkach 4 i 5 przedstawione zostaly wszystkie potrzebne zwigzki miedzy
wielomianami chromatycznymi odpowiednich graféw i hipergraféw. Row-
nosci hipergraféw i graféw na rysunkach oznaczaja réwnosci ich wielomia-

néw chromatycznych.

Na mocy rozwazanych twierdzefi mozemy zapisad, ze:

F(Gs ) = £ (G N) + £ (G50
=AXA-1)A=2)+XA-1) =2\ -1)%

F(G3,A) = £ (GaA) + £ (G, A) = F(Ga ) + (G5, \)
=AA=DA=22 4 AA =12 =2 -1) (A =3A+3);
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s
&

‘\

Vs
I

@
M
>+

D -
H, = Gy

M

H, =G

H’i H;:

H; Hg Hg
G Gy =Gy e

Rysunek 4: Zwiazki miedzy wielomianami chromatycznymi graféw i hipergrafow
z przyktadu 2.1, cze$¢ 1

f (Hz, ) = f (Hy\) + f (Hs A

f(Go N+ f (HyA) = f(Gi) + f (H )
AA=1) (A2 =22+1)+ XA -1)(A—2)
X

A=1) (M =a-1);
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[T - e
Gs "

Gy =Gy G
Gy G, G,
s Gy Gy

Rysunek 5: Zwiazki migdzy wielomianami chromatycznymi graféw i hipergraféw
z przyktadu 2.1, cze$¢ 2

J(HuX) = (HpA) + 1 (Hi M) = AA=1Df (Gs,0) + f(G1,2)
= AA=DAA-12+A(A=1) (A2 =22 +1)
=AA=1)P2(A+1);

f(Hs ) = f (Hy N) + £ (Hy ) = f (Ho )+ f (Hs, )
=AA=1 A+ 1) +AA-1) (A =2-1)
=AA=1) (N =20) = X2 (A - 1)(\* - 2);
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f(HLA) = £ (HyA) + f (HYA) = f (o) + f (Hs, M)
=AA—=1)Af (He,\) + f (H3, )
=XA=-DAA=DA+D)+ XA -1)(\?-2)
=02\t A3 4202

Zatem wielomian chromatyczny hipergrafu H; jest postaci
F(HLN) =20 — 20— X3 12)2,

co potwierdza poprawnos$¢ wynikéw otrzymanych wezesniej dwiema innymi

metodami.

3 Wspoélczynniki wielomianéw chromatycznych

hipergrafow

W tym podrozdziale zebrane zostang wiadomosci na temat wspétczynnikow
wielomianéw chromatycznych hipergraféw. Analiza wspéiczynnikéw zajmowat si¢
juz Dohmen [10]. Wykazat on, ze na podstawie liczby wierzchotkéw zawartych
w krawedziach hipergrafu mozna wskazaé, ile wynosza pewne wspdétczynniki je-
go wielomianu chromatycznego. Tomescu w pracy [20] podat pewne wlasnosci
wspolczynnikéw w przypadku hipergraféw h-jednorodnych. Natomiast Tomescu
i Bokhary [25] rozszerzyli mysl na temat wspélczynnikéw wielomianéw chro-
matycznych hipergraféw h-jednorodnych zawarta w [20] i wskazali, ile wynosi
warto$¢ wspotczynnika agp g1 1. Ciekawe informacje na temat wspétczynnikow
wielomianéw chromatycznych hipergraféw liniowych mozna znalez¢ w publikacji
Borowieckiego i Lazuki [8]. Okazuje si¢, zZe przy pewnych warunkach, z posta-
ci wspétczynnika mozna wywnioskowac¢ niektére wlasno$ci krawedzi hipergrafu.
Réwniez wiadomoSci dotyczace cykli zawartych w hipergrafie moga by¢ uzyskane
bezposrednio z wielomianu chromatycznego.

Analizowane w poprzednim podrozdziale twierdzenia podaja ogdlna postac

wielomianu chromatycznego. OczywiScie w przypadku wielomianu chromatycz-
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nego dowolnego hipergrafu wspétczynnik przy najwyzszej potedze i wyraz wolny
wynoszg odpowiednio 1 oraz 0. W dalszej czesci pracy bedziemy zatem rozwazac
wielomian chromatyczny hipergrafu H, ktdry jest postaci

FHN) ="+ a N 4 a, (3.1)

3.1 Wiasnosci hipergraféw wynikajace z postaci wielomianu
chromatycznego

Jak juz weze$niej wspomnieliSmy, niektére wlasnosci hipergrafu moga by¢ od-
czytane bezposrednio z jego wielomianu chromatycznego. Przedstawimy dwa twier-
dzenia, ktére pokazuja, w jaki sposéb mozemy te wlasnosci uzyskaé. Twierdzenia
te prezentujg pierwszy sposob klasyfikacji hipergraféw poprzez wielomian chro-
matyczny. Beda one réwniez niezwykle przydatne w dalszej czesci rozdziatu.

Pierwsze z przywotywanych w tym podrozdziale twierdzen jest do$¢ oczywiste.

Pozwala ono w pewnych przypadkach na tatwe stwierdzenie, czy dany hipergraf jest

spojny.

Twierdzenie 3.1 ([8]). Niech H bedzie hipergrafem o rzedzie n > 1 oraz wielo-
mianie chromatycznym danym zaleznosciq (3.1). Jezeli w wielomianie tym wspot-

czynnik an_1 # 0, to H jest hipergrafem spojnym.

Dowéd. Z twierdzenia 2.7 wynika, 7e a,,_1 = (—1)’ N (1, ). Zatem na podstawie
zalozenia a,,—1 # 0 mozna stwierdzié, iz musi istnie¢ co najmniej jeden podhi-
pergraf rozpinajacy hipergrafu H, ktdry jest sp6jny. Fakt ten oznacza, ze H jest
hipergrafem spéjnym. 0

Przytoczone twierdzenie 3.1 jest mato ogélne, gdyz pozwala na okreslenie sp6j-
nos$ci hipergrafu tylko w niektérych przypadkach. Na przyktad, gdyby dla pewnego
hipergrafu spetniony byt warunek a,,—1 = 0, to nie mozemy twierdzi¢, iz hipergraf
ten nie jest spéjny. Nalezy dodac, ze obecnie nie s3 znane twierdzenia, ktére w ogdl-
no$ci pozwalalyby odczyta¢ z wielomianu chromatycznego, czy dany hipergraf jest

spdjny czy tez nie.
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Przy odpowiednich warunkach z postaci wielomianu chromatycznego hiper-
grafu mozemy odczyta¢ informacje na temat liczby jego pewnych h-krawedzi. Po-

nizsze twierdzenie pokazuje, w jaki sposéb mozemy to uczynic.

Twierdzenie 3.2 ([8]). Niech H bedzie hipergrafem o rzedzie n > 3 oraz wielo-
mianie chromatycznym danym zaleinoscig (3.1). JeZeli dla pewnego h > 3 oraz

pewnego p > 0 prawdziwe sq rownosci:
ar,=0 dla k=1,2,....h—2 oraz ap_1=—p,

to H nie zawiera j-krawedzi dla wszystkich j € {2,3,...,h— 1} oraz zawiera do-
ktadnie p h-krawedzi.

Dowod. Najpierw pokazemy indukcyjnie, ze hipergraf H nie zawiera j-krawedzi
dla2<j<h-1

1. Z twierdzenia 2.7 wynika, ze a; = Y4, (—1)*N (n—1,k), gdzie symbol
N (n—1,k) oznacza liczbe takich podhipergraféw rozpinajacych hipergra-
fu H, ktére maja k krawedzi oraz n — 1 sktfadowych sp6jnosci. Podhipergraf
o tej wlasnoSci musi sktadac si¢ z jednej 2-krawedzi oraz n — 2 izolowanych
wierzchotkéw. Ze wzgledu na warunek a; = 0 stwierdzamy, ze [ nie zawie-

ra 2-krawedzi.

2. Wiadomo, ze ag = a3 = ... = ap—o. Zalézmy, ze H nie zawiera j-krawe-
dzi dla 2 < j < t, gdzie t < h — 2. Na podstawie twierdzenia 2.7 wniosku-
jemy, ze a; = Zk>1(—1)kN (n—t,k). Z zalozenia indukcyjnego wynika,
ze H nie zawiera j-krawedzi dla 2 < j < ¢ < h — 1 zatem musi by¢, ze
a; = (—1)'N (n—t,1). Symbol N (n—t,1) oznacza liczbe podhipergra-
féw rozpinajacych hipergrafu H zawierajacych jedng (¢ + 1)-krawedZ oraz
n — (t+1) izolowanych wierzchotkéw. Poniewaz z zalozenia twierdzenia

a; = 0, wiec H nie zawiera (¢ 4 1)-krawedzi.

Udowodnili§my, ze H nie zawiera j-krawedzi dla wszystkich j € {2,3,...,h—1}.
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Z twierdzenia 2.7 wynika, ze aj,_1 = Y1 (=1)* N (n — (h — 1), k). Poniewaz
wspotczynnik a1 = —p oraz H nie zawiera j-krawedzidla2 < j < h—1, to musi

zachodzi¢ warunek
an1= (~1)'N(n—(h—1),1) = —N(n—(h—1),1) = —p.

N (n— (h —1)) zlicza podhipergrafy hipergrafu H, ktére maja tylko jedng krawedz
oraz n — (h — 1) sktadowych spéjnosci. Podhipergrafy o tej wlasnosci skladajg sie
z jednej h-krawedzi oraz n — h wierzchotkéw izolowanych. Zatem liczba h-krawe-
dzi hipergrafu H wynosi p. O

Kolejne twierdzenie jest w pewnym sensie rozszerzeniem poprzedniego. Stoso-
wane moze by¢ ono tylko dla hipergraféw liniowych. Wymaga réwniez specyficz-
nej postaci odpowiednich wspdtczynnikéw w wielomianie chromatycznym. Jednak
przy spetnieniu odpowiednich warunkéw pozwala na uzyskanie pewnych informa-

cji odnosnie krawedzi oraz cykli zawartych w hipergrafie.

Twierdzenie 3.3 ([8]). Niech H bedzie hipergrafem liniowym o rzedzie n > 3 oraz
wielomianie chromatycznym danym zaleinoscig (3.1). JeZeli dla pewnego | > 1,

pewnego 2 < z <l oraz pewnego h > 3 zachodzi

l
ak(hl):(—l)k<k> dla ]{?6{0,1,...72’},

gdzie k(h —1) < n, a dodatkowo a; = 0 dla kazdego
ie{ieN:i<z(h—1)ANi#k(h—1) dla ke{0,1,...,2—1}},

to H nie ma j-krawedzidla j € {2,3,...,2(h— 1)+ 1} \ {h}, zawiera doktadnie |

h-krawedzi oraz nie zawiera j-jednorodnych cykli o dtugosci nieprzekraczajgcej z.

3.2 Wspolczynniki zdeterminowane strukturg hipergrafu

Wiemy juz, ze na podstawie postaci pewnych wspéiczynnikéw mozna okre-

§li¢ niektore wlasnoSci hipergraféw. W tej czesci rozdzialu pokazemy, iz mozliwa
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jest rowniez sytuacja odwrotna. Twierdzenie 3.4 prezentuje rozumowanie zupet-
nie przeciwne niz twierdzenie 3.2. Zostato one udowodnione przez Dohmena [10]
i mowi, ile wynosza niektére wspdtczynniki wielomianu chromatycznego hiper-

grafu o zadanych wlasnoSciach.

Twierdzenie 3.4 ([10]). Niech H bedzie hipergrafem o n wierzchotkach. Jezeli h €
{2,3,...,n} jest takq liczbq, Ze kazda krawed? hipergrafu H zawiera co najmniej

h wierzchotkow, to:

ar=0 dla k=1,2,....,h—2 oraz ap_1=—p,
gdzie p jest liczbg h-krawedzi hipergrafu H.
Dowad. Z twierdzenia 2.6 wynika, ze

a = 3 (—1)™HED) gl k=0,1,...,n. (3.2)
SCE(H)
n(H[S))~c(H[S))=k

Niech k € {1,2,...,h—2}. Wtedy n (H [0]) — ¢(H [0]) < k oraz dla wszystkich
S CE(H), S # 0 zachodzi n (H [S]) — c(H [S]) = h—1 > k. Nie istnieje zatem
taka liczba k, ze zachodzitoby n (H [S]) — c(H [S]) = k. Suma w zaleznosci (3.2)
nie zawiera wigc zadnego sktadnika. Stad ar, =0dla k =1,2,...,h — 2. Ponadto,
rowno$¢ n (H [S]) — c(H [S]) = h— 1 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy S = e dla
pewnej krawedzi e € E (H) takiej, ze |e| = h. Poniewaz istnieje p takich krawedzi,
to ze wzoru (3.2) dostajemy
o= Y (—)mES) iy =y,

SCE(H)
n(H|[S))—c(H[S])=h—1

3.3 Wspélczynniki wielomianéw dla liniowych hipergraféw
h-jednorodnych

Wyznaczanie wspéiczynnikéw wielomianéw chromatycznych liniowych hiper-

graféw h-jednorodnych jest znacznie tatwiejsze niz w przypadku innych hipergra-
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féw. Juz Tomescu [20] zauwazyl, Ze wzory na pewne wspotczynniki wielomianéw
chromatycznych takich hipergraféw moga zosta¢ podane w sposéb jawny. Podat on
liste 13 hipergraféw, dzigki ktérym wyprowadzit wspomniane zaleznosci. Bokhary
wspdlnie z Tomescu w [25] przedstawili kontynuacje mysli zawartej w [20]. W pu-
blikacji tej znajdziemy kilka kolejnych wtasno$ci wspétczynnikéw odnoszacych sie
do wielomian6w rozwazanych hipergrafow.

Na wstepie przedstawimy twierdzenie udowodnione przez Tomescu [20], ktdre
wskazuje, jaka jest posta¢ wielomianu chromatycznego h-jednorodnych hipergra-

féw liniowych. Dzieki temu twierdzeniu mozna wyznaczy¢ wszystkie wspotczyn-

Hi3

Rysunek 6: 13 hipergraféw liniowych z twierdzenia 3.5
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niki wielomianu chromatycznego przy potegach A wyzszych niz n —gh+g— 1.
Na rysunku 6 przedstawionych zostato 13 hipergraféw liniowych: Hy,..., Hi3.
Hipergrafy Hs i Hig sa 4-jednorodne, pozostate sg 3-jednorodne. Hipergraf H; ma
obwdd réwny 3, jezeli ¢ = 1,2,3,5,6,7, 8,10,11,12 lub 13 oraz obwdd réwny 4,
jesli ¢ = 4 lub 9. Dodajmy, ze jezeli wierzcholki leza na linii prostej lub tuku, to
naleza do jednej hiperkrawedzi odpowiedniego hipergrafu. Dla hipergraféw tych
a(H,H;) (1 <i<13) wynosi tyle, ile liczba podhipergraféw hipergrafu H izo-
morficznych do H;, jezeli H i H; maja taki sam obwdd oraz 0, w przeciwnym

wypadku. Zauwazmy, ze « (H, H;) = 0, jezeli dla hipergrafu H zachodzi:
i) g=3 oraz h=3 wprzypadku ¢=1,2,3,6,7,8,11,121ub 13;
ii) g=4 oraz h=3 wprzypadku ¢:=41ub9;

iii) g=3 oraz h=4 wprzypadku ¢=>51lub 10.

Twierdzenie 3.5 ([20]). Niech H bedzie h-hipergrafem liniowym o rzedzie n, roz-

miarze m oraz obwodzie g. JeZeli h > 3, to

f (H, )\) — )\n _ <m> An*h+1 + <m> )\n72h+2 -

1 2
+(-1)! (gm1> An—(g=D(h=1)
4 (=1)9 [y (H) — oo (H, Hy)] A9 D+
+(=1)? l(?) — ¢y (H)—g;a(H,Hi)—kga(H’Hi) \n—gh+g
+Q ),

3.3)
gdzie Q) () jest wielomianem stopnia co najwyzej n— gh+ g — 1.

Bokhary i Tomescu [25] zauwazyli, ze warto$ci pewnych wspétczynnikéw wie-

lomianu chromatycznego h-hipergrafu liniowego, takich jak na przyktad ay,—4—1
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A AN\
NDAZID
EXB <S>

KN

W

AN

Rysunek 7: 13 hipergraféw liniowych z twierdzenia 3.6

oraz agp—g, zalezg od struktury cykli zawartych w tym hipergrafie. W tej samej
publikacji pokazali, jak mozna wyznaczy¢ wspétczynnik agp,—g+1, 0 ile (g,h) #
(3,3). W tym celu lista hipergraféw widocznych na rysunku 6 zostata rozszerzona
0 13 kolejnych. Zostaly one przedstawione na rysunku 7. Hipergraf Hg jest 5-jed-
norodny, hipergrafy Hi¢, H17, H1s, Ho1, Ho4, Hos i Hog s3 4-jednorodne, pozosta-
fe sa 3-jednorodne. Hipergraf H; ma obwdd réwny 3, jezelit = 16,17,19,21,24,25
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lub 26, obwdd réwny 4, jesli ¢ = 18,22 lub 23 oraz obwdd g > 4, jezeli i = 14,15
lub 20.

Przez o (H, 03+1) oraz o(H, H;) dlai = 14,15,...,26, rozumie¢ bedziemy
wielkos$ci analogiczne jak w twierdzeniu 3.5. Réwniez podobnie jak poprzednio,
jezeli wierzchotki pewnego hipergrafu z rysunku 7 lezg na linii prostej lub tuku, to
naleza do jednej hiperkrawedzi. Liczba wierzchotkéw i krawedzi w hipergrafach
Hy4(g), Hi5(g) oraz Hag (g) zalezna jest od warto$ci obwodu g w przypadku kon-
kretnego hipergrafu H. Liczby te wynosza tyle, aby wymienione hipergrafy miaty
obwdd o dlugosci réwnej g. Ponizsze twierdzenie podaje jawny wzor na wspot-

czynnik agp—g41.

Twierdzenie 3.6 ([25]). Niech H bedzie liniowym h-hipergrafem o rzedzie n i ob-
wodzie g. Jezeli h >3 i (g,h) # (3,3), to

21 26
Agh—g+1 = (_1)9"!‘1 |f)é (H7 CSJrI) + Z OZ(H, HZ) - Z Ot(H7 HZ) :
=14 =22

Zauwazmy, ze jezeli w twierdzeniu 3.6 przyjmiemy pewne wartosci h i g, to
uzyskamy wzory na konkretne wspdtczynniki, ktére sg niekiedy bardzo proste. Dla
przyktadu, dla h = 4 oraz g = 4 otrzymujemy a13 = —« (H, Hig). Innym przykia-
dem moze by¢ h =5 oraz g = 3, co daje a13 = o (H, Hyg).

4 Chromatyczno$¢ pewnych klas hipergraféow

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ zagadnieniami dotyczacymi wielomianéw
chromatycznych konkretnych klas hipergraféw. Pokazemy réwniez, ze h-jednorod-
ne drzewa oraz h-jednorodne hipergrafy jednocykliczne s chromatycznie charak-
teryzowalne w klasie hipergraféw liniowych. Zagadnienia przedstawione w tym
podrozdziale prezentuja kolejne sposoby tytulowej klasyfikacji hipergraféw po-
przez wielomian chromatyczny. Ponizej zaprezentowane zostaly definicje chroma-
tycznej réwnowaznosci oraz chromatycznej charakteryzacji hipergraféw. Sa one
zaczerpniete z [8,20,27].
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Moéwimy, ze dwa hipergrafy H i H / sg chromatycznie rownowazne albo -
-réwnowazne, jezeli f (H,\) = f (H /,)\). Piszemy wtedy H ~ H'. Klasa réwno-
waznosci, ktéra zawiera wszystkie hipergrafy chromatycznie r6wnowazne z H, jest
oznaczana przez (H).

Klasa ‘H hipergraféw nazywana jest chromatycznie charakteryzowalng, jezeli
dla kazdego hipergrafu H € H zachodzi réwno$¢ (H) = H. Dodatkowo klasa H
jest chromatycznie zamknieta, jesli dla kazdego hipergrafu H € 'H prawdziwy jest
zwigzek (H) C'H.

Niech ‘H i K beda dwoma klasami hipergrafow. Klasa H jest chromatycznie
charakteryzowalna w klasie K, jezeli dla kazdego hipergrafu H € HN I prawdziwa
jest réwnos¢ (H)NK =HNK.

Na wstepie przedstawimy twierdzenie, ktére w dalszej czesci pracy umozliwi
wyciagniecie wnioskow odno$nie chromatycznej charakteryzacji hiperdrzew oraz

hipergraféw jednocyklicznych.

Twierdzenie 4.1 ([20]). Jezeli dwa h-hipergrafy H i H / sq chromatycznie rowno-

wazne oraz H jest liniowy, to H " réwniez Jjest liniowy.

Dowéd. Skoro Hi H' sa chromatycznie réwnowazne, to majg ten sam rzad. Niech
bedzie to n. Przypusémy, ze H " nie jest liniowy. Niech r bedzie najwicksza licz-
ba wierzchotkéw, w ktdérych przecinaja si¢ krawedzie hipergrafu H ", Oczywiscie
zachodzi 2 < r < h — 1. Zauwazmy, ze jezeli ey Nea| =7, to |e; Uea| = 2h — .
Niech & bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw S zbioru V (H /) , ktére moga by¢
przedstawione jako suma krawedzi hipergrafu H " takich, ze |S| = 2h — r. Niech
m (S) > 2 bedzie liczba krawedzi hipergrafu H " zawartych w S. Zatem kazde dwie
krawedzie hipergrafu H' zawarte w zbiorze S musza mie¢ sume S. Dlatego dla hi-
pergrafu H' otrzymujemy N (n—2h+7+1,5) = Yges (mgs)) jezeli j > 2 oraz
0 jesli j < 1. Zatem z twierdzenia 2.7 wynika, ze wspStczynnik przy A7~ 2h+7+1

w wielomianie chromatycznym hipergrafu H ' WYynosi

~ $ oy (M)
Z(—1)JN(n—2h+r+1,j):ZZ(-l)ﬂ( , )zZ(m(S)—1)>O.

j>1 SeS j=2 J Ses
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Ale na podstawie twierdzenia 3.5 wspétczynnik ten w wielomianie chromatycznym
hipergrafu H wynosi zero. Hipergrafy H i H " nie sa wiec chromatycznie réwno-
wazne. Otrzymali$my sprzeczno$¢ z zatozeniem twierdzenia, dlatego H' musi byé

hipergrafem liniowym. O

4.1 Hiperdrzewa

W analizie chromatycznosci réznych klas hipergraféw jedna z podstawowych
rél petnig wielomiany chromatyczne hiperdrzew. Na ich podstawie mozemy anali-
zowad hipergrafy o bardziej ztozonych strukturach. W paragrafie tym przedstawi-
my informacje na temat wielomianéw chromatycznych hiperdrzew jednorodnych
oraz hiperdrzew o dowolnych krawedziach. Podamy réwniez twierdzenia dotycza-
ce chromatycznej charakteryzacji tych hipergrafow.

W pierwszej kolejnosci przedstawimy jednak twierdzenie, ktére prezentuje za-
lezno$¢ miedzy rzedem, rozmiarem i liczbg sktadowych spéjnosci acyklicznych

hipergraféw h-jednorodnych. Bedzie ono przydatne w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 4.2 ([20]). Niech H bedzie liniowym h-hipergrafem bez cykli. JeZeli

H ma rzqd n, rozmiar m oraz c sktadowych spéjnosci, ton =c+m(h—1).

Dowdéd. Skoro hipergraf H nie zawiera cykli oraz ma ¢ sktadowych spéjnosci, to
moze by¢ przedstawiony jako suma c roztacznych h-hiperdrzew H; o rzedzie n;
oraz rozmiarze m; takich, ze n = >_5_; n; oraz m = >_;_; m;. Oczywiste jest, ze
dla h-hiperdrzewa o n; wierzcholkach i m; krawedziach zachodzi warunek
n; =1+m;(h—1). Zatem

Cc

n:ini:Z[l—Fmi(h—l)] :c+(h—1)zc:m¢:c+m(h—1).
i=1

i=1 i=1

4.1.1 Hiperdrzewa h-jednorodne

Hiperdrzewa jednorodne sg jedng z najbardziej przydatnych klas hipergrafow.

Stanowig one podstawe¢ w analizach chromatycznosci wielu innych hipergraféw.
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Posta¢ ich wielomianu chromatycznego podat juz Dohmen na poczatku lat dzie-

wiecdziesigtych ubieglego wieku. Ponizsze twierdzenie przedstawia te postac.

Twierdzenie 4.3 ([11]). Niech Tf}l bedzie h-jednorodnym hiperdrzewem o rozmia-
rze m. Jezeli h > 2 orazm > 0, to

f(Tf;L,)\) - A()\h‘l — 1)m. (4.1)

Dowéd. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem liczby krawedzi hiperdrze-

wa TP,

1. Jezeli m = 0, to hiperdrzewo musi zawiera¢ tylko jeden wierzchotek, kto-
ry mozemy pokolorowaé na A sposobow. Zatem wzor (4.1) jest oczywiscie

prawdziwy.

2. Zatézmy, ze wzor (4.1) jest prawdziwy dla h-hiperdrzewa T o m > 1 kra-
wedziach, h > 2. Do hiperdrzewa T dotaczamy jedng h-krawedz, tak aby
miala z nim jeden wspélny wierzcholek. OtrzymaliSmy w ten sposéb h-hiper-
drzewo o m + 1 krawedziach. Dotaczong h-krawedZ mozemy pokolorowar

na A (/\h*1 — 1) sposob6w. Zatem na mocy twierdzenia 2.9

F(rhn) - At 1) )\.)\<)\h_1—1) (¢

)m+1

O]

Whiosek 4.1. Wielomian chromatyczny h-jednorodnego hiperlasu H jest postaci
H
f(H,)\) — AC(H) ()\h—l . 1)m( )

Dowod. Whniosek jest konsekwencja twierdzen 2.8 oraz 4.3. O

Whiosek 4.2. Wielomian chromatyczny h-jednorodnej Sciezki elementarnej o dtu-
gosci p jest postaci
F(BEA) =2 (3 =1)" 4.2)
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Dowdéd. Powyzszy wniosek wynika z faktu, iz §ciezka elementarna Pg jest szcze-

g6lnym przypadkiem h-jednorodnego drzewa o rozmiarze p. O

Kolejne twierdzenie prezentuje rozumowanie odwrotne niz w twierdzeniu 4.3.
Z postaci wielomianu chromatycznego pewnego hipergrafu liniowego mozemy wy-

wnioskowad, ze jest on hiperdrzewem.

Twierdzenie 4.4 ([8]). Jezeli H jest hipergrafem liniowym oraz
h—1 m . .
f(H,A):/\()\ —1) . gdzie h=3im>1, (4.3)
to H jest h-jednorodnym hiperdrzewem o rozmiarze m.

Dowdd. Niech h > 31im > 1. Przypusémy, ze hipergraf liniowy H ma wielomian

chromatyczny dany zaleznoScia (4.3). Wzor ten mozemy przeksztatci¢ do postaci

fH N =(-1)° <7g> Am=D+1 4 (1)1 <T> Am=D (=141 |

+ (_1)k <7Z> Am=R)(h=1)+1 (—1)™ (m) A\

m

Na podstawie twierdzenia 4.2 zachodzi réwno$¢ n = 1+ m(h —1). Wspétczyn-
niki wielomianu chromatycznego danego wzorem (4.3) sa niezerowe tylko przy
potegach A\("=R)(=D+1 qla k € {0,1,...,m}. Z réwnosci (m — k) (h—1) +1 =
n—k(h—1) wynika, ze

apgn_1) = (—1)" (C’;) dla ke{0,1,...,m}.

Analizujac wspétczynniki wielomianu f (H, \) otrzymujemy nastepujace wnioski:
1. ag = (—1)° (o) = 1, dlatego rzad hipergrafu H wynosi n = 1+4m (h—1);

2. an-1= pp—1) = (=1)" (1) # 0, stad na mocy twierdzenia 3.1 hipergraf
H jest sp6jny.
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Jak widaé, dla h > 3 i m > 1 prawdziwa jest nieréwnos¢ 1 +m(h—1) > 3. Na
mocy twierdzenia 3.3, dlan =1+ m(h—1), l = m oraz z = m stwierdzamy, ze
hipergraf H nie zawiera j-krawedzidlaj € {2,3,...,1+m (h—1)}\ {h}, zawiera
m h-krawegdzi oraz nie zawiera h-jednorodnych cykli o dtugosci nieprzekraczajacej

m. Oznacza to, ze H jest h-jednorodnym hiperdrzewem. O

Zatem h-jednorodne drzewa sg chromatycznie charakteryzowalne w klasie hi-
pergraféw liniowych. Dodatkowo na podstawie twierdzenia 4.1 wnioskujemy, ze
zaden inny h-hipergraf nie moze by¢ chromatycznie réwnowazny z h-jednorodny-
mi hiperdrzewami. Jednak nie istnieje twierdzenie, ktére méwiloby, ze h-jednorod-

ne drzewa sg chromatycznie charakteryzowalne w przypadku ogélnym.

4.1.2 Hiperdrzewa o dowolnych krawedziach

Pokazali$my juz, jaka jest posta¢ wielomianu chromatycznego hiperdrzewa h-
-jednorodnego. Teraz zajmiemy si¢ hiperdrzewami, ktére moga mie¢ krawedzie za-

wierajagce dowolng liczbe wierzchotkow.

Twierdzenie 4.5 ([7]). Jezeli T 1‘%2“@ m,, Jest hiperdrzewem o m is-krawgdziach

dla1 < s<k, gdzieis > 2 dla kaidego s orazmi+mao—+...+myg =0, to

F (T, ) = A (X =)™ (Nt — 1) ™ (N )™
(4.4)

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy w oparciu o zasade indukcji matematycznej wzgle-

dem liczby krawedzi hiperdrzewa.

1. W pierwszym kroku indukcyjnym zaktadamy, ze hiperdrzewo nie zawiera
zadnej krawedzi. Ze wzoru (4.4) mamy f (7, \) = A, co jest prawdg na mocy

twierdzenia 4.3 dla m = 0.

2. Zalézmy teraz, ze dla pewnej, wickszej badZ réwnej 1, liczby krawedzi, hi-
perdrzewo T}12"2:-'  ma wielomian chromatyczny dany zaleznoscig (4.4).

Do hiperdrzewa tego dotaczamy jedna krawedZ, tak aby miata ona z nim
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doktadnie jeden wspdlny wierzchotek. Bez utraty ogdélnosci przyjmijmy, iz
dotaczamy %1 -krawedZ. W kazdym innym przypadku rozumowanie jest ana-

logiczne. Na mocy twierdzenia 2.9 mamy

(T )
AT =)™ (Nemt )™ (AT N (AT )
A
= A (A1 1)"“+1 (xet )™ ()™,

co konczy dowdd.

O

Walter [27], badajac wtasnosci hipergraféw niejednorodnych, udowodnit nizej
przedstawione twierdzenie. Charakteryzuje ono klas¢ hiperdrzew (niekoniecznie

jednorodnych) jako klas¢ chromatycznie zamknieta.

Twierdzenie 4.6 ([27]). Klasa T hiperdrzew o rozmiarze m, w ktérych mg kra-
wedzi zawiera s wierzchotkow, s > 2, jest chromatycznie zamknigta wtedy i tylko
<

wtedy, gdy zachodzq warunki: m < 4 oraz mo > m — 1.

Whiosek 4.3 ([27]). Klasa hiperdrzew o rzedzie n jest chromatycznie zamknieta
wtedy i tylko wtedy, gdy n < 5.

Dowod. Whniosek jest konsekwencja twierdzen 4.2 i 4.6. O

4.2 Hipergrafy wielomostowe

Tematyke hipergraféw wielomostowych poruszyli Bokhary, Tomescu i Bhatti
w pracy [6]. Jej kontynuacj¢ i rozwini¢cie mozemy znalezé w [24].

Hipergrafem k-mostowym [6] nazywamy hipergraf skladajacy si¢ z k h-jed-
norodnych $ciezek elementarnych o dtugos$ciach odpowiednio ay,as,...,ag, ktére
maja wspolne konce. Zaktadamy, ze h > 2 oraz aj,as,...,a; € N. Hipergraf taki
nazywamy réwniez wielomostowym i oznaczamy symbolem 6 (h;a1,as,...,ay).

Na rysunku 8 mozemy zobaczy¢ przyktadowy hipergraf wielomostowy.
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Rysunek 8: 6 (4;2,3,5)

4.2.1 )-kolorowania Sciezki

Hipergrafy wielomostowe sktadajg si¢ z pewnej ilosci Sciezek, dlatego oczywi-
stym jest, iz liczba A-kolorowan, a wigc i wielomian chromatyczny, tych hipergra-
fow jest w bardzo duzym stopniu uzalezniona od liczby A-kolorowari poszczegol-
nych Sciezek. Podamy wiec najpierw kilka wtasnoSci A-kolorowar Sciezek, ktdre

wykorzystamy w dalszej czeSci pracy.

Twierdzenie 4.7 ([6]). Niech PI? bedzie h-jednorodng Sciezkq elementarng o diu-
gosci p = 1, ktora tqczy wierzchotki x i y. Niech E (P;) = {e1,e2,...,€ep} oraz
T € ey, Yy € ep. Wredy:

Cr(np,h) = (A= 1)+ (-1)P (A= 1)

oraz
p

Coy(\,p,h)=(A—1) K)\hfl B 1) T (_1)p+1} ,

gdzie Cy (\,p,h) i Cy(A\,p,h) sq liczbami wszystkich mozliwych A\-kolorowan f
Sciezki P} takich, ze f (x) = f (y) oraz f (x) # f (y) odpowiednio.
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Dowod. Latwo zauwazyé, ze liczba wszystkich A-kolorowar Sciezki elementarnej
PZ? jestsumg C (A, p, h) oraz Co (A, p, h). Na podstawie wzoru (4.2) liczba wszyst-
kich A-kolorowan takiej §ciezki wynosi

A (Ahil - ]-)p = Cl (Aapa h) +02 (Aapvh) .

Niech {z} = e,_1 Ne, oraz niech L; bedzie podhipergrafem indukowanym przez
zbiér krawedzi {eq, ez, ...,e,_1 }. Liczba wszystkich A-kolorowari f hipergrafu L,
takich, ze f (z) = f (2) wzglednie f (z) # f (#) wynosi odpowiednio C; (A,p—1,h)
oraz Cy (\,p—1,h). Mamy zatem

Cy (\,p,h) =C1 (A, p—1,h) ()\h‘Q - 1) + Oy (A p—1,h) A2
= (Ap—1,h) (N 2=1) + [A (W1 -1)" e - 1) | A
= AP (W 1)p_1 —Ci(M\p—1,h).
Powtarzajac powyzsze rozumowanie p — 2 razy otrzymujemy
C1 (A, p,h) = A1 (Ah—l - 1)1’_1 —Cy(\p—1,h)=...
= XAt 1)”71 L O 1)”72 o (1P (M LLR).
Oczywiscie C1 (A, 1,h) = f (T}, 0) = X (M2 = 1) = M= -\, wige
Ci1(A,p,h) =
=AML (W 1)p_1 e PO P (e (X1
— A1 [(Ah‘l = 1)’7_1 — (Wt 1)’?_2 o (-1P 2 (A1)
+(=0P ]+ (Pa= (V1) (1P (A=),
Zatem
Co (M p,h) = A (Ah‘l - 1)” —Cy (A p,h)
=A( 1) = () - (c1r (A1)
= (=D (A=) (e O
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Twierdzenie 4.7 podaje liczbe A-kolorowan $ciezki elementarnej w przypad-
kach gdy wierzchoiki, ktére Sciezka ta laczy maja takie same lub rézne kolory. In-
formacja ta bedzie dla nas przydatna w dalszej czgsci pracy, kiedy bada¢ bedziemy
wilasnos$ci cykli. Kolejne z prezentowanych twierdzeri przedstawia kilka dodatko-

wych wlasnosci A\-kolorowan $ciezek.

Twierdzenie 4.8 ([6]). Niech ai 3 bedg dwoma ustalonymi kolorami takimi, Ze o #
Boraza,B € {1,2,...,\}. Liczba wszystkich A-kolorowari f Sciezki elementarnej
PI? takich, ze:

1) f(x) = f (y) = awynosi 3C1 (A, p,h);

2) f(x)=aif(y)#awynosi $Co (\,p, h);

3) f(x)=aif(y)=Bwynosi x5g;Ca(\,p,h);

4) f(z) # o fy) # aoraz f (x) # f (y) wynosi 252Cs (A, p, ).

Dowdd. Kolor o mozemy wybrac na A\ sposobow, dlatego dwa pierwsze przypadki
wynikaja wprost z okreslenia symboli C; (A, p,h) i Ca (A, p, h).

Pare (v, 3) (kolejnosé koloréw nie ma znaczenia) mozemy wybraé na A (A — 1)
sposobow. Przypadek trzeci jest wigc réwniez oczywisty.

Rozwazmy przypadek czwarty. Niech I oznacza liczbe A-kolorowan spelniajg-

cych zalozenia punktu czwartego. Liczba A-kolorowan f hipergrafu PI? takich, ze

f(z)#aoraz f(x) # f(y) réwna sie

1 A—1
02 (A>pah)_X02 (A>pah) = A

Zauwazmy, ze powyzsza wielko$¢ jest suma wielkoSci I oraz liczby wszystkich

02 ()‘7P7 h) .

A-kolorowan §ciezki P;,L takich, ze f (x) # « oraz f (y) = a, ktéra wynosi (przy-
padek drugi) %Cg (A, p, h). Zatem wnioskujemy, iz

A A—2

I:

—1 1
02 (A7p7 h‘) - XCQ (Aapv h‘) =

\ 02 (Aapah)'
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Niech H* bedzie hipergrafem skladajacym si¢ z dwoch hipergrafow H i Hy
takich, ze V (H;) NV (Hz) = {z,y}. Dlai = 1,2 przez symbole C; (H;, \, h) oraz
Cy (H;, A\, h) rozumieé bedziemy liczbe wszystkich A-kolorowari f hipergrafu H;
takich, ze zachodzi f (x) = f (y) oraz f (z) # f (y) odpowiednio.

Twierdzenie 4.9 ([6]). Wielomian chromatyczny hipergrafu H* jest postaci

1

WCQ (Hla)\uh’) 02 (H27)\7h)~

1
f(H*7)\) = Xcl (H17>‘7h) Cl (H27)‘7h)+
Dowdd. Jezeli o € {1,2,...,A} jest ustalonym kolorem, to liczba A-kolorowari f
hipergrafu H; takich, ze f(xz) = f(y) = a wynosi %Cl (H;,\,h). Zatem liczba
A-kolorowari f hipergrafu H* spetniajacych warunek f(z) = f(y) = a wynosi
%C’l (Hi,\,h)Ci (H2, A, h). Oznacza to, ze przy warunku f (z) = f(y) liczba

A-kolorowan f hipergrafu H* réwna si¢

A5z (HLA B G (Hp A ) = 5 Ca (Hi A ) (o, A ).

Prowadzac analogiczne rozumowanie dowodzimy, ze liczba A-kolorowari f hiper-
grafu H* takich, ze f (x) # f (y) wynosi

1

WCZ (Hl,)\,h) CQ (HQ,)\,h) .

Zatem

1

F(H*\X) = +C1 (Hi, A h) Cr (Ho, A )+ AA-1)

2 CZ(Hla)‘ah)C2(H27)‘,h)‘

O]

4.2.2 Ogélna posta¢ wielomianu chromatycznego hipergrafow
wielomostowych

Znamy juz potrzebne wiasnosci A-kolorowania §$ciezek. Wiedza ta pozwala
w prosty sposéb wyznaczy¢ wielomian chromatyczny hipergraféw wielomosto-

wych w przypadku ogdlnym.
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Twierdzenie 4.10 ([6]). Jezeli h > 2 oraz k,a1,as,...,a =1, to

aj

k
£ O(har,az,...,ax),\) = % [T[( ' =1)"+ (=)™ (A -1)
=1

A—1 k h—1 aq a;+1
+ 5 11 (=)™ (-]
i=1
Dowdéd. Poniewaz hipergraf 6 (h;ay,aq,...,ay) sktada si¢ z k $ciezek, to na pod-

stawie twierdzenia 4.9 tatwo zauwazy¢, ze

1 k
f(e(h;a17a27”'7ak)7)\) = WHCl (Aaa’hh)
i=1

1 k
T ——— X))
Al~c—1(A—1)’“*12.:1_[1 2(hai k)

Wstawiajgc wielkosci C1 (A, a;,h) i Co (A, a;,h) z twierdzenia 4.7, otrzymujemy
teze. U

43 Cykle

Podobnie jak hiperdrzewa, wazng klase hipergraféw stanowig cykle. Sa one
rOéwniez bardzo przydatne w badaniu chromatycznosci bardziej ztozonych hiper-
graféw. W paragrafie tym zajmiemy si¢ wielomianami chromatycznymi cykli jed-

norodnych oraz ich uogélnieniem.

4.3.1 Postaé¢ wielomianu chromatycznego jednorodnego cyklu

Wyznaczenie wielomianu chromatycznego h-jednorodnego cyklu elementar-
nego nie jest trudnym zadaniem. Postaé takiego wielomianu prezentuje ponizsze

twierdzenie.

Twierdzenie 4.11 ([11]). Niech p > 2 oraz h > 2. Wowczas wielomian chroma-

tyczny h-jednorodnego cyklu elementarnego o dtugosci p ma postaé

F(epa) = (" —1)p+(—1)P(A—1). (4.5)
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Powyzsze twierdzenie udowodnimy w inny sposéb niz ten, ktéry znaleZz¢ mo-

zemy w literaturze.

Dowdd. Rozwazmy h-jednorodng Sciezke elementarng o dtugosci p > 2, ktéra 13-
czy wierzchotki x i y, h > 2. Oczywiscie wielomian chromatyczny tej $ciezki jest
sumg wszystkich takich A-kolorowan, ze wierzcholki z i y maja identyczne barwy
oraz takich, ze maja one rézne barwy. Jezeli wierzchotki te musza mie¢ identyczne
barwy, to utozsamiajac je i zastepujac jednym wierzchotkiem nie zmienimy licz-
by wszystkich mozliwych A-kolorowan tej $ciezki. Dodatkowo zauwazmy, ze po
utozsamieniu wierzchotkéw x i y $ciezka ta staje si¢ h-jednorodnym cyklem ele-
mentarnym o dtugos$ci p. Zatem wielomian chromatyczny cyklu elementarnego C’I’}
jest liczba wszystkich A-kolorowan §ciezki P;L takich, ze wierzchotki x i y maja

identyczne barwy. Mamy wiec
F(ChA) = Cr(np,h).
Dodatkowo, na podstawie twierdzenia 4.7
Ci(Aph) = (A1 =1)"+ (=17 (A1),

Zatem
F(eiA) = (A1 -1) (=P (a-1).

4.3.2 Uogoélnienie wielomianu chromatycznego cyklu

Wiemy juz, jak wyglada wielomian chromatyczny h-jednorodnego cyklu ele-
mentarnego. W literaturze dodatkowo mozemy znaleZ¢ informacje na temat posta-
ci tego wielomianu w przypadku hipergrafu, ktéry jest rozszerzeniem pojecia cy-
klu. Allagan [1] zauwazyl, ze w prosty sposéb mozemy uzyskac posta¢ wielomia-
nu chromatycznego hipergrafu, ktdry powstat przez dodanie do pewnej krawedzi

2-jednorodnego cyklu okreslonej liczby wierzchotkéw.
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Niech C' = (V, E) bedzie 2-jednorodnym cyklem, zawierajacym n > 3 wierz-
chotkéw oraz niech V = {z1,x9,...,z,}. Rozwazmy krawedz e = {x1,x2} na-
lezaca do zbioru krawedzi tego cyklu. Do krawedzi e dodajemy k& wierzchotkéw
w taki sposob, aby byly one wiszace (mialy stopien jeden). Tak powstalg krawedz
oznaczymy przez ¢’ . Niech S}, oznacza zbi6r wierzchotkéw, ktére dodaliSmy do
krawedzi e. Niech bedzie to S = {y1,92,...,yx}. Dodatkowo niech E' oznacza
zbidr powstaly z E poprzez zastapienie krawedzi e krawedzig e. Rozwazmy hi-
pergraf Hy = (V U Sk, E/). Ponizsze twierdzenie, udowodnione przez Allagana,

pozwala wyznaczy¢ wielomian chromatyczny hipergrafu Hy.

Twierdzenie 4.12 ([1]). Wielomian chromatyczny hipergrafu Hy, jest postaci

k
f(HpA) =(A=1)"-3 N+ (=1)" (A=1). (4.6)
i=0
Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy w oparciu o zasade indukcji wzgledem liczby

dodanych wierzchotkéw. Zauwazmy, ze
F(Ho N = (A= 1" X4 (1) (A= 1) = (A= 1"+ (~1)" A= 1) = £ (C2.A)..

Ostatnia réwnos¢ zachodzi na mocy réwnania (4.5) dla h = 2 i p = n. Zatem wzor
(4.6) jest prawdziwy dla hipergrafu Hy.

Przyjmijmy, Ze twierdzenie jest prawdziwe dla hipergrafu Hy. Rozwazmy hi-
pergraf Hy 1. Powstat on z cyklu C' = (V, E') poprzez zastapienie pewnej krawedzi
e = {x1,10} € F krawedzig ¢ = e U Sy 1, gdzie Sp11 = {y1,42,...,Yrs1}. Dla
hipergrafu Hy zastosujemy twierdzenie 2.5, przyjmujac za u jeden z wierzchot-
koéw nalezacych do krawedzi e, natomiast za v jeden z wierzchotkéw nalezacych
do zbioru Sy 1. Latwo zauwazy¢, ze jesli zastagpimy hiperkrawedz e 2-krawedzig
{u,v}, to otrzymamy hipergraf, ktéry sktada si¢ z drzewa T o n + 1 wierzchot-
kach oraz k wierzcholkéw izolowanych. Jezeli za$ utozsamimy wierzchotki u i v,
to otrzymamy hipergraf Hj. Na podstawie twierdzenia 2.8 i wzoru (2.4) mozemy
zapisac, ze

f(Hii1,A) = (T )N + f (H, 2.
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Posta¢ wielomianu chromatycznego drzewa o n wierzchotkach mozemy wyzna-

czy¢ na podstawie twierdzenia 4.3, przyjmujac h = 2 oraz m = n — 1. Stad
F(TN)=x(A-1".

Wielomian chromatyczny hipergrafu Hj znamy z zalozenia indukcyjnego, zatem

ostatecznie
k
FHp, ) =AA=1)" N+ A=1)"- Y N+ (=1)" (A1)
=0
=(A=1)" [)\k“ +2ij¢ +(=D)"(A=1)
1=0

k+1

=A=1" > N+ (-1)"(A-1).
1=0

Warto doda¢, ze wzor (4.6) moze by¢ zapisany w postaci

F(Hi2) = (A=1)"" (W 1) 4 (=1)" (A= 1),

4.4 Hipergrafy jednocykliczne

Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniem chromatycznosci h-hipergraféw jednocyk-
licznych. Metode wyznaczania wielomianu chromatycznego takich hipergraféw
znalez¢ mozemy w Kilku réznych pracach. Jednak w pozycji [8] odnajdziemy znacz-
nie wiecej interesujacych nas informacji na temat tej klasy hipergraféw.

Przypomnijmy, Zze hipergrafem jednocyklicznym nazywamy spdjny hipergraf
zawierajacy dokfadnie jeden cykl. Podamy teraz dwa twierdzenia, z ktdrych pierw-
sze wskazuje na posta¢ wielomianu chromatycznego h-jednorodnego hipergrafu
jednocyklicznego, natomiast drugie podaje chromatyczng charakteryzacje h-hiper-

graféw jednocyklicznych w klasie hipergraféw liniowych.
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Twierdzenie 4.13 ([5]). Wielomian chromatyczny liniowego, h-jednorodnego hi-
pergrafu jednocyklicznego H zawierajgcego cykl elementarny C’;} oraz m krawedzi

Jjest postaci

m—p

FEN) = =1) + (P e-n] (=)™,

przyczymp =2, m > 2 oraz h > 2.

Dowdd. Zalézmy, ze p > 2, m > 2 oraz h > 2. Niech H bedzie liniowym, h-jedno-
rodym hipergrafem jednocyklicznym. Przypusémy, ze H zawiera cykl elementarny
CI’} oraz k réznych h-hiperdrzew o rozmiarach mj,ma, ..., my, ktére maja doktad-
nie jeden wspdlny wierzchotek z cyklem C;}. Uzyjemy indukcji wzgledem k, czyli

liczby hiperdrzew.
1. Jezelik =0,to H = C’g, zatem na podstawie twierdzenia 4.11
FEHN) =f(ChA) = (W 1)+ ()P (A -1),
wiec wzor jest prawdziwy, gdyz m = p dla cyklu C]’;.

2. Niech k > 1. Przypu$émy, ze teza twierdzenia jest prawdziwa dla hipergrafu
zawierajacego k — 1 hiperdrzew. Niech H bedzie liniowym, h-jednorodym
hipergrafem jednocyklicznym o rozmiarze m, zdefiniowanym za pomocg cy-
klu elementarnego CI’} oraz k hiperdrzew T,},EL1 , 1 7}1112 T .- Jezeliprzez H '
oznaczymy hipergraf powstaly z H przez usunigcie krawedzi nalezacych do
hiperdrzewa T . oraz wierzchotk6w, ktére nalezg do tego hiperdrzewa, ale
nie nalezg do cyklu, to zawiera on k — 1 hiperdrzew. Poniewaz H " oraz T,?lk

maja jeden wspdlny wierzchotek, wiec na podstawie twierdzenia 2.9

F(H ) S (T )

f(Hv)‘): \
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Stosujac zalozenie indukcyjne oraz twierdzenie 4.3 stwierdzamy, iz

f(H,)\) =
(=1 =1)"+ (P =] (A=) A ()™
- )
=[(" =)+ cr -] (=)
O

Warto dodaé, ze Allagan [2] doszed! niezaleznie do rezultatéw zaprezentowa-
nych w twierdzeniu 4.13. Zastosowatl on jednak inny sposéb dowodu. W tej samej
pracy podat on réwniez alternatywne sposoby wyznaczenia wielomianu chroma-
tycznego h-jednorodnego hiperdrzewa oraz h-jednorodnego cyklu.

Twierdzenie 4.14 jest rozszerzeniem informacji o hipergrafach jednocyklicz-
nych.

Twierdzenie 4.14 ([8]). Hipergrafliniowy H jest h-jednorodnym hipergrafem jed-
nocyklicznym zawierajgcym cykl elementarny C’;} oraz m krawedzi wtedy i tylko
wtedy, gdy

FEN) = =1) + (P a-n] (=),

gdzie h >3, m > 3 orazp = 3.

Hipergrafy jednocykliczne sa wiec charakteryzowalne w obrebie klasy hiper-
graféw liniowych, ale nie sg chromatycznie charakteryzowalne w przypadku ogdl-
nym. Podobnie jak w przypadku hiperdrzew, na mocy twierdzenia 4.1 nie mogg
istnie¢ h-hipergrafy chromatycznie réwnowazne z hipergrafami jednocykliczny-
mi. Mogga istnie¢ jednak hipergrafy niejednorodne, ktére sg z nimi chromatycznie

réwnowazne.

4.5 Hipergrafy quasi-liniowe

W tej czesci pracy przedstawimy zagadnienia dotyczace wielomianéw chroma-

tycznych hipergraféw quasi-liniowych. Zagadnienie quasi-liniowoS$ci hipergraféw
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pojawito si¢ w literaturze niedawno. Jest ono rozszerzeniem pojecia liniowoSci hi-
pergraféw. Zagadnienia dotyczace hipergraféw quasi-liniowych studiowali wspol-
nie Tomescu i Javed w [26]. Jednym z rezultatéw, jaki otrzymali, byl wniosek, iz
jezeli dwa h-hipergrafy sg chromatycznie rownowazne i jeden z nich jest r-quasi-
-liniowy, to kazde dwie krawedzie drugiego hipergrafu przecinaja si¢ w 0,1 lub r
wierzchotkach. Wniosek ten jest uogélnieniem na hipergrafy quasi-liniowe twier-
dzenia 4.1. Ponizej przedstawimy dwa twierdzenia dotyczace wielomianéw chro-
matycznych hipergraféw quasi-liniowych. Jednak najpierw zdefiniujemy pojecie
quasi-liniowosci.

Niech r > 1 oraz h > 2r + 1. Hipergraf H nazywamy r-quasi-liniowym [26],
jezeli kazde dwie jego krawedzie przecinaja si¢ w 0 lub r wierzchotkach. Jezeli
z kontekstu znane jest r, to o hipergrafie H méwimy krétko quasi-liniowy. Z defi-
nicji wynika, ze hipergrafy 1-quasi-liniowe to hipergrafy liniowe.

4.5.1 Ogélna postaé¢ wielomianu chromatycznego hipergrafu quasi-liniowego

Podamy teraz twierdzenie, ktére wskazuje na og6lng posta¢ wielomianu chro-
matycznego w przypadku hipergraféw quasi-liniowych. Na jego podstawie mo-
zemy wywnioskowac, jakie wspotczynniki wielomianu chromatycznego zanikaja

w przypadku konkretnego hipergrafu.

Twierdzenie 4.15 ([26]). Niech H bedzie r-quasi-liniowym h-hipergrafem o rze-

dzie n. Dla h > 3r — 1 jego wielomian chromatyczny ma postac
f (H, )\) —\" +ah_1An7h+1 _’_a2h_r_1)\n72h+r+1 +a2h_2)\n72h+2 4.

Dowad. Skorzystamy z twierdzenia 2.7. Rozwazymy wszystkie podhipergrafy roz-

pinajace h-jednorodnego, r-quasi-liniowego hipergrafu H o j > 0 krawedziach.

1. Dla j = 0 istnieje tylko jeden podhipergraf rozpinajgcy, ktéry ma n sktado-

wych spdjnosci, co pozostaje w zgodzie ze wspéiczynnikiem przy \”.
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2. Dla j = 1 istnieja podhipergrafy rozpinajace, ktore sktadaja si¢ z jednej kra-

wedzi oraz n — h wierzchotkéw izolowanych. Zatem

ap—1=Y (-1 N(n—h+1,j)=-N(n—h+1,1)=—|E(H)|.

j=z1

3. Niech teraz j = 2. Kazde dwie krawedzie hipergrafu H przecinajg si¢ w 0
Iub r wierzchotkach, wigc liczba sktadowych spéjnosci wynosi n — 2h + 2,
gdy krawedzie sg roztgczne oraz n — 2h +r + 1, gdy krawedzie przecinajg
si¢ w r wierzcholkach. Zatem w wielomianie chromatycznym hipergrafu H

moga wystgpi¢ niezerowe wspotczynniki asp—r—1 Oraz asp_o.

4. Przeanalizujmy teraz przypadek j = 3. Rozwazmy trzy krawedzie ey, e, €3 €
E (H) oraz podhipergraf indukowany przez te krawedzie. Jezeli sg one pa-
rami rozlaczne, to liczba skfadowych spdjnosci podhipergrafu jest réwna
n — 3h+ 3. Jesli zas bedzie, ze |e; Nea| =7ie1Nes = ez Nes =0, to pod-
hipergraf begdzie miat n — 3h 4 r + 2 sktadowych spdjnosci. W przypadku,
gdy |e1 Nea| = |eaNes| = r oraz e; Neg = (), rozwazany podhipergraf ma
n — 3h+ 2r + 1 sktadowych. Ostatni przypadek to sytuacja, gdy |e; Neg| =
le1Nes| = |eaNes| = r. Mamy wtedy |e; UeaUes| > |e1| + |ea| + |es] —
ler Nes| —|e1 Nes| — |eaNes| = 3h — 3r. Maksymalna liczba sktadowych
spojnosci wyniesie wigc n — 3h + 3r + 1. Zatem w przypadku gdy podhi-
pergraf rozpinajacy ma 3 krawedzie, to jego liczba skladowych spdjnosci

maksymalnie moze wynosi¢ n —3h+ 3r+ 1.

5. Liczba sktadowych sp6jnosci w przypadku podhipergrafu indukowanego przez
4 krawedzie bedzie nie wigksza niz n — 3h + 3r + 1, gdyz zwiekszajac liczbe

krawedzi zmniejszamy liczbe sktadowych.

Zatem ostatecznie wielomian chromatyczny hipergrafu H zawiera jednomiany \",
)\n—h-i—l’ )\n—2h+r+1’ )\n—2h+2, )\n—3h+3r+1’ )\n—3h+2r+1’ )\n—3h+r+2’ )\n—3h+3

oraz mniejsze potegi zmiennej A. Oczywiscie w pewnych przypadkach wspoétczyn-

niki przy tych potegach moga si¢ zerowac. O
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4.5.2 Scieika quasi-liniowa

Jednym z najprostszych w analizie chromatycznosci przyktadéw hipergraféw
quasi-liniowych jest Sciezka. Podamy teraz jej definicje oraz twierdzenie, ktdre po-
zwala w sposéb rekurencyjny wyznaczy¢ wielomian chromatyczny Sciezki quasi-
-liniowej o dowolnej liczbie krawedzi.

Sciezkq r-quasi-liniowg [26] nazywamy h-jednorodny hipergraf Plf“’" o rozmia-
rze p, ktorego zbiér krawedzi {eq,ea,...,e,} spetnia warunki: [e;| = |ea| = ... =

lep| = h oraz

r dla {k,l} ={i,i+1} oraz wszystkich 1 <i<p—1,;
\ek N 6[’ =
0 w przeciwnym przypadku.

Rysunek 9: Sciezka 3-quasi-liniowa

Rysunek 9 prezentuje Sciezke 3-quasi-liniowa. Oznaczenia A, B, ej, oraz rysunek 9

wykorzystane zostang w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 4.16 ([26]). Wielomian chromatyczny hipergrafu Pg””' Jest postaci

(BT A) = fr () +95 V),

gdzie
fp (A) — ()\h727‘+1 o 1) fp—l (A) + >\h727'+19p_1 ()\) 7

gp ()\) ey ()\h—r _ )\h—27”+1) (fpfl ()\) +gp71 ()\))’
przy czym fi (A) = AT X oraz gy (A) = Ab — ML
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Dowdd. Rozwazmy rysunek 9. Niech |A| = |B| = r. Niech f,,(\) i g, () beda
odpowiednio liczbg A-kolorowan hipergrafu PI?”" w przypadku, gdy zbiér A jest
monochromatyczny, to znaczy kiedy wszystkie wierzchotki ze zbioru A majg jed-
nakowe kolory, oraz gdy nie jest on monochromatyczny. Liczba wszystkich A-kolo-
rowan wynosi wigc f, (A) +gp (A). Jezeli p = 1, to wystapi¢ moga dwa przypadki

opisane ponizej.

i) Zbidr A jest monochromatyczny. Wierzchotki zbioru A mozemy wiec pokolo-
rowaé na A sposobdw, a pozostate wierzchotki hipergrafu (hiperdrzewo Tlh_r
lub zbiér monochromatyczny o kolorze innym niz kolor wierzchotkéw ze zbio-
ru A) na \*=" — 1 sposob6éw. Zatem f (\) = A ()\h_r - 1) =\l

ii) Zbiér A nie jest monochromatyczny. Wierzchotki tego zbioru (hiperdrzewo
T7) mozemy wiec pokolorowac na A" — A sposobdw, a pozostale wierzchotki
hipergrafu na \*~" sposob6w. Zatem g1 (A) = (A" — \) A7 = \b — \omr L

Liczba A-kolorowan hipergrafu P;“" — e, wynosi f,—1 (), jezeli zbiér B jest mo-
nochromatyczny oraz g,—1 (\), w przeciwnym razie. Przeanalizujemy teraz kilka

przypadkéw A-kolorowan hipergrafu P]?"".

1. Zbiory A i B sa monochromatyczne oraz wierzchotki w nich zawarte pokolo-

rowane s3 tym samym kolorem. Liczba takich A-kolorowar wynosi

L= (N2 1) fa (V).

2. Zbiory A i B sa monochromatyczne, ale wierzcholki w nich zawarte pokolo-
rowane s3 roéznymi kolorami. Liczba takich A-kolorowad wynosi
L= (A= D)N2f, ().

3. Zbiér A jest monochromatyczny, B nie jest monochromatyczny. Liczba ta-
kich A-kolorowari wynosi I3 = \"=2r+1g,_ ()).

4. Zbiér A nie jest monochromatyczny, natomiast B jest. Liczba takich A-ko-
lorowan wynosi
I4 — fp—l ()\) A ()\r—l o 1) )\h—2r — (Ah—r o )\h—27"+1) fp—l (A)
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5. Zbiory A i B nie s3 monochromatyczne. Liczba A-kolorowar spetniajacych
ten warunek wynosi
15 =gp1 ()\) A ()\rfl _ 1) )\h72r — ()\hfr _ )\h72r+1) Ip-1 ()\)

Ostatecznie wigc:

fr(N) =L+ L+1s
= (N2 1) £ )+ A= DA, () + X2 g, ()
_ ()\h72r+1 _ 1) fout (V) +)\h72r+1gp_1 (\)
oraz

Gp(N) =14+ 15
= (N ) (N g, ()
_ (}\h—r _ )\h—2r+1> (foo1 N +gp-1(N).

5 Chromatyczna jednoznaczno$¢ hipergrafow

Klasyfikacja hipergraféw poprzez wielomian chromatyczny w gtéwnym stop-
niu oznacza ich chromatyczng jednoznaczno$¢. Hipergrafy, ktére sg chromatycznie
jednoznaczne w przypadku ogélnym, wystepuja jednak niezwykle rzadko. Oczywi-
Scie odnosimy si¢ tylko do hipergraféw, ktére nie sa grafami. Aby wprowadzié szer-
sze pole badan chromatycznej jednoznacznos$ci hipergraféw, zdefiniowano réwniez
pojecie h-chromatycznej jednoznacznosci, ktdre jest w pewnym sensie ostabionym
warunkiem pelnej jednoznaczno$ci chromatycznej. W wigkszosci przypadkéw je-
steSmy w stanie podac klasy hipergraféw, ktére sa jedynie h-chromatycznie jedno-
znaczne. W odréznieniu od graféw, znamy tylko kilka rodzajow hipergraféw chro-
matycznie badZ h-chromatycznie jednoznacznych. Fakt ten moze wynika¢ jednak
z tego, iz zainteresowanie naukowcdéw tematyka chromatycznosci hipergraféw po-

jawito si¢ stosunkowo niedawno. Wyznaczaniem klas hipergraféw chromatycznie
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jednoznacznych zajmowali si¢: Bhatti w [5], Bokhary, Tomescu i Bhatti w [6], Bo-
rowiecki i Lazuka w [7], Tomescu w [20,22,23] oraz Tomescu i Bokhary w [24].
Do tej pory udato si¢ wyznaczy¢ niewiele klas hipergraféw chromatycznie jedno-
znacznych, jednak ciagle prowadzone sg badania w tym zakresie.

W tym podrozdziale podamy definicjg chromatycznej i h-chromatycznej jed-
noznaczno$ci hipergraféw. Przedstawimy znane klasy hipergraféw chromatycznie
i h-chromatycznie jednoznacznych. Udowodnimy réwniez, Ze pewne hipergrafy nie
sg chromatycznie jednoznaczne.

Hipergraf H jest chromatycznie jednoznaczny [20], jezeli H jest izomorficz-
ny z kazdym innym hipergrafem H' takim, ze H ~ H. Oznacza to, ze struktura
hipergrafu H jest jednoznacznie wyjasniona przez jego wielomian chromatyczny
z doktadnoS$cig do izomorfizmu.

Dodatkowo méwimy, ze h-hipergraf H jest h-chromatycznie jednoznaczny [5],

jezeli H jest izomorficzny z kazdym innym h-hipergrafem H " takim, ze H' ~ H.

51 Cykle

Najprostszym rodzajem hipergraféw h-chromatycznie jednoznacznych sg cy-
kle elementarne. W poprzednim podrozdziale pokazali$my, jaka jest posta¢ wielo-
mianu chromatycznego h-jednorodnego cyklu elementarnego o dtugosci p. W tej
czesci pracy udowodnimy, ze cykl taki jest h-chromatycznie jednoznaczny. Udo-
wodnimy réwniez, ze w ogélnosci nie ma on wlasno$ci chromatycznej jednoznacz-
noSci. Podane zostang takze informacje odnoszace si¢ do cykli quasi-liniowych.

Tomescu [20] pokazal, Zze przy zalozeniu p,h > 3 cykl elementarny C;} jest
h-chromatycznie jednoznaczny. Rezultat ten byl prostym wnioskiem z kilku in-
nych rozwiazanych w tej pracy probleméw. Ponizej przedstawione zostato jedno
z kluczowych w dowodzie wspomnianego faktu twierdzen. Natomiast twierdzenie

5.2 gwarantuje h-chromatyczng jednoznacznos$¢ cykli.

Twierdzenie 5.1 ([20]). Niech H bedzie h-hipergrafem liniowym o rzedzie n, roz-

miarze m oraz obwodzie g. Jezeli h-hipergraf H / Jjest chromatycznie réownowazny
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z hipergrafem H oraz (g,h) # (3,3), to H' ma ten sam rzqd, rozmiar i obwéd co
H oraz zachodzi rownosc cg (H /) =cq(H).

Dowéd. Skoro hipergraf H jest liniowy, to z twierdzenia 4.1 wynika, ze H réw-
niez jest liniowy. Z zatozenia (g,h) # (3,3), wiec we wzorze (3.3) dla hipergrafu
H mamy o (H,H;)=0. Poniewaz f (H,\) = f (Hl,)\), wigc stosujac wzor (3.3)
dla hipergrafow H i H , whnioskujemy, ze majg one ten sam rzad, rozmiar i obwod
oraz cg (Hl) =cq(H). O

Twierdzenie 5.2 ([20]). Cykl elementarny C;L Jjest h-chromatycznie jednoznaczny
dla wszystkich p,h > 3.

Dowdd. Niech H bedzie h-hipergrafem chromatycznie réwnowaznym z cyklem
elementarnym Cg. Z twierdzenia 4.1 wynika, ze musi by¢ on liniowy. Zauwaz-
my, ze g (Cg) = p. Zatem w przypadku (p,h) # (3,3) cykl elementarny CIZ’ jest
h-chromatycznie jednoznaczny na mocy twierdzenia 5.1. Natomiast ~A-chromatycz-

na jednoznacznos¢ cyklu elementarnego C3 wynika wprost z twierdzenia 4.1.  [J

Rysunek 10: Hipergraf chromatycznie réwnowazny z C’g
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Wiemy juz, ze h-jednorodny cykl elementarny jest h-chromatycznie jedno-
znaczny. Znajac ten rezultat, nasuwa si¢ pytanie, czy cykl ten jest chromatycznie
jednoznaczny. Bhatti [5] pokazal, ze cykl elementarny C]}} nie jest chromatycznie
jednoznaczny dla p = 3 oraz h > 3. Wskazat on hipergraf widoczny na rysunku 10,
ktéry nie cyklem, ale jest chromatycznie rownowazny z hipergrafem liniowym Czﬂ}.
W tejze pracy sformulowal on réwniez otwarty problem, ktéry dotyczyt zagadnie-
nia chromatycznej jednoznaczno$ci cyklu elementarnego w przypadku p > 4 oraz
h > 3. Po kilku latach problem ten wspélnie z nim rozwigzali Bokhary i Tomescu

w [6]. Ich wynik prezentuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.3 ([6]). Cykl elementarny CI’} nie jest chromatycznie jednoznaczny
dla wszystkich p,h > 3.

€p-3 €p—2

-
Ea-ov»

/
_‘

\ €1 €2

Rysunek 11: Hipergraf X

Dowdéd. Rozwazmy hipergraf X widoczny na rysunku 11. Zawiera on Sciezke ele-
mentarng Plﬁl_l okrawedziach ey, e, ..., e,_1 takich, ze x € e1, {y} = ep—3Nep_2,
{#} =ep—2Ne,_1orazt € e,_1. Dodatkowo e, _o = BU{y,z}ie,_1 =CU{z,t}.
Pozostate dwie krawedzie hipergrafu X, ktdre nie naleza do Sciezki, sa postaci:
ep =AUCU{z,t}, epr1 = AU{y,z}. Zbiory A, B i C spelniaja réwnosci:
Al=1B| = |c] =
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Pokazemy, ze X ~ C’;}. Z twierdzenia 4.11 wiemy, ze wielomian chromatyczny

h-jednorodnego cyklu elementarnego o dtugosci p jest postaci
F(ein) = (M =1) "+ (=P (- 1),

Oznaczmy przez fi (X, )i f2 (X, \) liczbe wszystkich A-kolorowari f hipergrafu
X takich, ze zbiér A jest monochromatyczny i nie jest monochromatyczny, odpo-
wiednio. Oczywiscie f (X,\) = f1 (X, A) + f2 (X, ). Rozwazmy dowolne A-ko-
lorowanie hipergrafu X. Jezeli zbior A nie jest monochromatyczny, to wierzchotki
nalezace do krawedzi e, i ep,1, ale nienalezace do zbioru A, beda mogty mie¢ do-
wolne kolory. Zatem, aby wyznaczyé fo (X, ), wystarczy pomnozy¢ wielomian
chromatyczny $ciezki P;Ll, ktéry znamy na podstawie wniosku 4.2, oraz liczbe

A-kolorowari wlasciwych zbioru A, ktéra wynosi A\*~2 — X\. Mamy wiec
-1
fa (X, ) ZA(Ah‘l—l)p (Ah‘2—>\). (5.1)

Wyznaczymy teraz wielkos¢ fi (X, \). Niech a € {1,2,..., A} bedzie ustalonym
kolorem. Rozwazymy kilka przypadkéw A-kolorowan f hipergrafu X takich, ze
zbiér A jest monochromatyczny i wierzchotki w nim zawarte majg kolor ov. Sg

nimi:
1. Coly: f(z) =
2. Coly: f () # o
3. Coly: f(x) # a oraz f (y) # o
4. Coly: f(x) #a. [ (y) = avoraz f (=) # o
5. Cols: f(2) # . [ (y) # cvoraz f () = f (y):
6. Colg: f(2) # . [ (y) # cvoraz f () # f (y):
7. Coly: f(z) = oraz f (y) # a;

8. Colg: f(x)=qa, f(y) =aoraz f(z) # a;
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9. Coly: f(z)=a, f(y) #aoraz f(z) = o
10. Colyg: f(z) =a, f(y) #aoraz f(2) # a;
1. Colyy: f(z)=a, f(y) #a, f(2) #aoraz f(y) = f(2);
12. Colyy: f(x) =, f(y) £ F(2) # aoraz f (3) £ £ (2).
Oczywiste jest, ze:
1. f1(X,\) =AColi + AColy;
2. Coly = Col7+ Colg;
3. Coly = Cols+ Coly;
4. Colz = Cols+ Colg;
5. Col7 = Colg+ Colyp;
6. Coligp = Coly1 + Colys.
Zatem
f1(X,A) =X (Coly+ Cols + Colg + Colg + Colg + Coly1 + Coly2) . (5.2)

Wyznaczymy teraz wielko$¢ C'oly. Zauwazmy, Ze na podstawie twierdzenia 4.8

Sciezka elementarna sktadajaca si¢ z krawedzi e, ea, .. ., e,,—3 moze by¢ pokolo-

rowana na %Cg (A, p—3,h) sposob6éw. Wierzchotek z moze byé pokolorowany na

A\ — 1 sposob6w, wierzchotki ze zbioru B na \*~2 sposobéw, a wierzcholki ze zbio-

ru C na A"~ — 1 sposobéw. Mamy wiec

Coly = %02 (A,p—3,R)AN"2(A=1) (/\h_l -~ 1) .

Podobnie

2
e Coly = 210y (A, p—3,h) ()\h—l—l) :
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Cols = 2320 (A, p—3.h) (M1 1)

Cols = Oy (A,p—3,h) (A= D) X+=2 (N1 = 2);

Coly = L0y (A,p—3,h) \¥=2 ()\h—l - 1);

Coliy = +Co (A, p—3,h) (A2 —1) (A1 —2);

o Coliy=4C2(\,p—3,R) (A=) N2 (X1 —2).

Z réwnosci (5.2) dostajemy

fl(X,)\):
:)\{C’l()\,p—S,h) PA (Ah L ) X(A 1) A= 2<Ah 1_ )]
+C2(/\,p—3,h)[i>\h_2()\ ) (A1 - ) ()\h - )24—%)\"_2

(o) () (W 2) + S 0N R (vt 2) .

Po zastosowaniu twierdzenia 4.7 i wykonaniu obliczefi stwierdzamy, ze
-1
AN =(R=1) (N =1)" (=P 1), (5.3)

Dodajac réwnosci (5.1) i (5.3) otrzymujemy

FEON) =AW 1) (A2 (A1) (A1)
PO = (1) e - ().
Zatem cykl elementarny C’I’} nie jest chromatycznie jednoznaczny dlap,h > 3. [

Tomescu [21] dodatkowo pokazal, ze cykl quasi-liniowy Ch " nie jest chroma-
tycznie jednoznaczny dla r > 2. Majac na uwadze ten fakt oraz powyzej udowod-
nione twierdzenie 5.3, mozemy podejrzewac, iz cykl quasi-liniowy Cy” I w ogélno-
$ci nie jest chromatycznie jednoznaczny dla wszystkich p, h > 3 oraz r > 1. Hipo-
teza ta do tej pory nie zostala jeszcze udowodniona. Stanowi ona jednak ciekawy,
lecz ztozony problem, ktdry jest godny zainteresowania w dalszych badaniach nad

chromatyczng jednoznacznoS$cia hipergraféw.
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5.2 Bicykle

W literaturze znaleZz¢ mozemy informacje o ciekawej klasie hipergraféw, ktdre
sg pewnego rodzaju polgczeniem h-jednorodnych cykli i Sciezek. Hipergrafy takie
zostaly nazwane bicyklami. Tomescu [20] zauwazyt, ze szczegblnego rodzaju bi-
cykle mogg by¢ h-chromatycznie jednoznaczne. Dowdd tego faktu pozostawil on
jednak jako problem otwarty. Problem ten rozwigzat Bhatti w [5]. Dodatkowo udo-
wodnit on, Ze pewnego rodzaju bicykle nie s3 chromatycznie réwnowazne. Ponizej

przedstawiona zostata definicja bicykli.

Rysunek 12: Bicykle By i By

Rozwazmy elementarny, h-jednorodny cykl CZ’} (p = 4,h > 3) zdefiniowany
poprzez krawedzie e1, ea, .. . , €, oraz elementarng, h-jednorodng Sciezke P;]}—r’ przy
czymr > 2, ktéra faczy wierzchotki w i v. Zatézmy, ze V (C{}) nv (PI?_T) =(.Bi-
cyklem Bj;7, nazywamy hipergraf powstaly przez utozsamienie wierzchotkow w i v
z dwoma réznymi wierzchotkami cyklu C’I}} o stopniach ¢ oraz j, gdzie 1 < 4,5 < 2,
ktére naleza do krawedzi e; oraz e, odpowiednio [5]. Bicykle widoczne sa na
rysunkach 12 i 13. Twierdzenie 5.4 odnosi si¢ do chromatycznej réwnowaznos$ci
konkretnych bicykli.
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Rysunek 13: Bicykl B;Q,,’Z

Twierdzenie 5.4 ([5]). Bicykle B;:; oraz B;:z nie sq chromatycznie rownowazne
dla wszystkichr > 2ih > 3.

Dowod. Wprost z definicji bicykli wnioskujemy natychmiast, ze ich rzad wynosi
n=(2p—r)(h—1)—1, rozmiar m = 2p — r oraz obw6d g = p. Liczba sktado-
wych spéjnosci ich podhipergraféw rozpinajacych H, zawierajacych j krawedzi
wynosi c(H) =n—j(h—1), gdzie 0 < j < p—1.Jezeli natomiastp < j <m—1,
toc(H)=n—j(h—1)lubc(H)=n—j(h—1)+ 1. Korzystajac z twierdzenia
2.7 zauwazmy, ze jezeli r > 2i h > 3, to wspétczynnik przy \*~2 w wielomianie
chromatycznym bicyklu B2 wynosi (—1)" ", za§ w przypadku B}l wspélczyn-
nik ten réwna si¢ 2 (—1)7"_1. Wynika to z faktu, ze wybierajac podhipergraf roz-
pinajacy zawierajacy h — 2 sktadowych spdjnosci oraz 2p — r — 1 krawedzi, mamy
jedng takg mozliwo$¢ wyboru w przypadku bicyklu B):2 oraz dwie mozliwosci dla
B;;;. Dlatego bicykle te nie mogg by¢ chromatycznie réwnowazne. O

Jak juz wspominaliSmy, pewnego rodzaju bicykle sg h-chromatycznie jedno-
znaczne. Hipergrafy te sa po cyklach elementarnych druga klasa hipergraféw, ktdre
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maja wymieniong wlasno$¢. Jednak, podobnie jak cykle elementarne, bicykle nie

sg w pelni chromatycznie jednoznaczne.

Twierdzenie 5.5 ([5]). Bicykl B3 jest h-chromatycznie jednoznaczny dla wszyst-
kichr>2,p>4ih>3.

Dowdd. Wprost z definicji wynika, ze Bf)f) marzadn= (2p—r)(h—1)—1,roz-
miar m = 2p —r oraz obwdd g = p > 4. Niech H bedzie h-jednorodnym hiper-
grafem, ktéry jest chromatycznie réwnowazny z bicyklem B2, Z twierdzenia 4.1
wynika, ze jest on liniowy. Poniewaz (p,h) # (3,3), to na podstawie twierdze-
nia 5.1 mozemy stwierdzi¢, ze hipergraf  ma ten sam rzad, rozmiar i obwdd co
Bg;g oraz ¢, (H) = 2. Zatem H jest izomorficzny z bicyklem B;;;, B},f) lub Bg:g.
W dowodzie twierdzenia 5.4 pokazaliSmy, ze w wielomianie chromatycznym bicy-
klu B2 wspélczynnik przy A"~2 wynosi (—1)" ", natomiast w przypadku B!
wielko$¢ ta rowna si¢ 2 (—1)“1. Prowadzac analogiczne rozumowanie dla bicy-
klu Bz:f, stwierdzamy, ze wspolczynnik w jego wielomianie chromatycznym przy

\'=2 wynosi zero. Ten sam wspétczynnik w przypadku hipergrafu H wynosi réw-

niez zero. Dlatego hipergrafy H i B2 s izomorficzne. Wniosek ten oznacza, ze
bicykl Bf,;f, jest h-chromatycznie jednoznaczny. 0

5.3 Sloneczniki

Zajmiemy si¢ teraz zagadnieniami zwigzanymi z chromatyczng jednoznaczno-
Scig hipergraféw, ktoére Tomescu w [23] nazwat stonecznikami. Ponizej przedsta-
wiona zostata definicja rozwazanych hipergraféw.

Stonecznikiem [22] SH (n,p, h) nazywamy h-hipergraf H (h > 3) zdefiniowa-
ny w nastepujacy sposob:

- [V(H)=n=h+(k-1)p (A<p<h-1);
- |E(H)| = k;

— istnieje taki zbior X C V (H), ze | X|=h—p;
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- V(H)\X =Y1UYaU...Yy, gdzie |Y1| = |Ya| =... = |Yi| = p;
- E(H)=(XUYi)cicp-

Krawedzie stonecznika nazywamy pfatkami, natomiast wierzchotki zawarte w zbio-
rze X ziarnem. Dla uproszczenia zapisu hipergraf SH (n, 1, h) oznaczaé bedziemy

przez SH (n,h). Struktura stonecznika zaprezentowana zostata na rysunku 14.

P wierzchotkdw P wierzchotkéw

h — p wierzchotkow

P wierzcholkow

Rysunek 14: Hipergraf SH(n,p,h)

Stoneczniki SH (n,p, h) sg przy pewnych warunkach h-chromatycznie jedno-
znaczne. Natomiast hipergrafy SH (n,h) sg jedyng znang do tej pory klasg hiper-

graféw w pelni chromatycznie jednoznacznych.

5.3.1 Chromatyczna jednoznaczno$¢ hipergrafu SH(n,h)

W tej czesci pracy udowodnimy, ze stonecznik SH (n,h) jest chromatycznie
jednoznaczny. Klasa stonecznikéw S H (n, h) zostata scharakteryzowana przez Bo-
rowieckiego i Lazuke w artykule [7]. Dowdd chromatycznej jednoznacznosci tej

klasy hipergraféw zostat uzupetniony przez Tomescu w [23].
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Twierdzenie 5.6 ([7]).
— 1 — 1
F(SH (n,h),\) = A" — (” hr )A”—h+1+ <” ht )A"‘h
1 2 (5.4)
+ (_1)n7h+1 .

Dowdd. Kazdy podhipergraf rozpinajacy hipergrafu SH (n,h), ktéry ma ¢ skia-
dowych spéjnosci (i < n—h+ 1), musi zawieraé¢ doktadnie 7 — 1 wierzchotkéw
izolowanych oraz j = n — h —i + 2 krawedzi. Jest n — h + 1 wszystkich krawe-
dzi, dlatego N (i,j) = (n’jfjb) dlai < n— h+1. Poniewaz wszystkie krawedzie
rozwazanego hipergrafu przecinajg si¢ w h — 1 wierzcholkach, to fatwo zauwazy¢,
Ze nie istnieje taki podhipergraf rozpinajacy, ktéry ma ¢ sktadowych spdjnosci dla
n—h+2<i<n—1.Ztego powodu stwierdzamy, iz N (i,5) =0dlan—h+2 <
1 < n — 1. Zatem na mocy twierdzenia 2.7 prawdziwy jest wzoér (5.4). O

Twierdzenie 5.7 ([23]). Hipergraf SH (n,h) jest chromatycznie jednoznaczny.

Dowod. Niech H bedzie hipergrafem o rzedzie n, dla ktérego

n—h+1
—h+1
f(H,A):)\n—i- 2 : (_1)7" (Tl + ))\n—h—r+2.
r=1

r

Skoro a1 = ag = --- = ap_o oraz a1 = —(n—h+1), to na podstawie twier-
dzenia 3.2 H nie zawiera j-krawedzi dla 2 < j < h — 1 oraz zawiera dokladnie
n —h+ 1 h-krawedzi.

Zachodzi réwnos$é

n—h+1
( 9 )—a —|Ep1 (H)| + > (=1 N (n—h,j). (5.5)
7=>2
N (n—h,j) jest liczbg podhipergraféw hipergrafu H sktadajacych sie¢ z pewne-
go podzbioru Y oraz n — h — 1 wierzcholkéw izolowanych, gdzie Y C V (H),
|Y| = h+1 oraz Y zawiera doktadnie j h-krawedzi. Zatem zachodzi warunek
2<j< (h+1) = h+1, poniewaz Fy(H) = E3(H) =--- = Ep_1 (H) = 0. Je-
zeli zbiér Y C V (H) zawiera j h-krawedzi, to jego wkiad w sumie (5.5) wynosi
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doktadnie $7_, (—1)" (i ) = j — 1, gdyz dla kazdego r > 2 suma dowolnych r
h-krawedzi zawartych w Y wynosi Y. Jezeli przez r (Y) oznaczymy liczbg h-kra-

wedzi zawartych w Y, to

~[Bra(H)|+ Y (r(¥)-1)= ("";“). 56)

|Y|=h+1
r(Y)>2

Ale j —1 < (J) implikuje, ze 7 (Y') —1 < p(Y'), gdzie p(Y") oznacza liczbe nie-

uporzadkowanych par h-krawedzi zawartych w Y. Zatem

—h+1
>, (M) -n< Y p(Y)<<” - ) (57
Y |=h+1 Y |=h+1
r(Y)>2

gdyz kazda para h-krawedzi by, by dla ktérej |by Uba| = h+ 1 jest liczona tylko raz
dla zbioru Y = by Uby. Zatem z (5.6) i (5.7) wnosimy, ze: Ep, 1 (H)=0,7(Y) =2
dlakazdego Y CV (H),|Y|=h+1,r(Y) > 2. Dodatkowo wnioskujemy, ze dla
kazdych dwéch krawedzi e, e € Ep, (H) mamy |e; Ueg| = h+ 1.

Udowodnimy, ze zbiér h-krawedzi hipergratu H indukuje hipergraf izomor-
ficzny z hipergrafem SH (n,h). W tym celu rozwazmy dwie h-krawedzie e; i es.
Zachodzi oczywiscie |e1 U ea| = h+ 1. Zatem istnieje zbiér Z C V (H),|Z|=h—1
oraz x,y ¢ Z, v # y tak, ze e; = Z U {x} oraz eo = Z U {y}. Zachodzi réw-

niez r (Z U{z,y}) =2, stad ZU{z,y} zawiera tylko krawedzie e; oraz ey. Niech
es bedzie inng h-krawedzig hipergrafu H. Poniewaz |e; Ues| = h+ 1, to istnieja
t ¢ ZU{x,y} oraz w € Z takie, ze mogg wystapié trzy przypadki:

1. €3=ZU{t};
2. e3 = (Z\{w})U{z,t};
3. 63:(Z\{’LU})U{$,Z/}-

W przypadku drugim zachodzi |ea U es| = h+2, co zaprzecza warunkowi, ze kazde

dwie krawedzie zawierajg razem h + 1 wierzcholkéw. W przypadku trzecim zbior
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ZU{z,y} zawiera krawedzie e, eg, eg, wigc r (Z U{x,y}) = 3, co jest sprzeczne
z warunkiem 7 (Z U {x,y}) = 2. Prawdziwy jest zatem warunek pierwszy.

W taki sam spos6b mozemy wywnioskowadé, ze jezeli £}, (H) zawiera wylacz-
nie krawedzie (Z U {CL‘Z'})1<Z»<S, gdzie Z C V (H) oraz |Z| = h — 1, wierzchotki
x; ¢ Z sarézne dlal < i < s, to warunek s < n— h+ 1 implikuje, ze kazda inna
krawedz e, r6zna od krawe;dm ze zbioru Z U {z;}, ma posta¢ Z U{xs41}, gdzie
wierzchotek xs41 jest rézny od wierzcholkéw x1,z9,...,xs. Ostatecznie zatem
otrzymujemy wniosek, ze zbiér h-krawedzi hipergrafu H indukuje podhipergraf
izomorficzny z SH (n,h) oraz Ep 1 (H) = 0.

Mozemy wigc zapisac, ze

ant1=—|Epso (H)|[+> (=1) N(n—h—1,j)

7j=2
n—h+1
Bz ()| = N (n—h—1,8) = | By (H) - ( ! )
Poniewaz a1 = —("" h“) to Ep, 1o (H) = (). Zatem korzystajac z zasady induk-

cji matematycznej tatwo dowies¢, ze Ex (H) =0 dlah+1 <k < n.
Na mocy wszystkich otrzymanych wnioskéw hipergrafy H i SH (n,h) sg izo-

morficzne, co koriczy dowdd. O

Warto dodad, ze stoneczniki SH (n,3) sa jedynym rodzajem hipergrafow wie-
lomostowych, ktdre sg chromatycznie jednoznaczne. Fakt ten udowodnili Tomescu
i Bokhary w [24].

5.3.2 h-chromatyczna jednoznacznos$¢ hipergrafu SH (n,p,h)

W tej czesci pracy pokazemy, ze hipergraf SH (n,p,h) jest h-chromatycznie
jednoznaczny dla odpowiednich warto$ci parametréw n, p i h. Dowdd tego faktu
w 2007 roku przedstawit Tomescu w [22]. W pracy tej udowodnit on réwniez, ze
dla p,k > 2 rozwazany hipergraf nie jest chromatycznie jednoznaczny, gdyz ist-
nieje pewien hipergraf, ktéry nie jest h-jednorodny, ale jest z nim chromatycznie

réwnowazny.
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Pierwsze z prezentowanych twierdzer wskazuje, jaka jest posta¢ wielomianu
chromatycznego hipergrafu S H (n,p, h). Natomiast drugie obrazuje, kiedy rozwa-

zane hipergrafy sa, a kiedy nie sg h-chromatycznie jednoznaczne.

Twierdzenie 5.8 ([22]). Dla hipergrafu SH (n,p,h),
F(SH (n,p,h), ) = AW = D)F 4 AR (X7 — 1), (5.8)

Dowdd. 7 twierdzenia 2.7 wynika, Ze

k

) da 1<r<k,
.

Ahg(r—1yp—1 = (—1)" (

a pozostate wspoiczynniki sa rowne zero. Zatem

k
! (SH (napa h) 7)‘) ="+ Z (_1)T <k> )\n_h_(T_l)ZH_l
r=1

r
h : k
= AT NP RN ()7 < )A‘T””.
Korzystajac ze wzoru na n-ta potege réznicy dwoch liczb mozemy zapisaé, ze
ST A=Y (=0T T = (1=ATP) = 1
r=1 r r=1 r
A skoro n = h+ (k — 1) p, to ostatecznie

k
f(SH (n,p,h),\) = X" 4 AP el §™ ()7 (’“) AP

r=1 r

= AN (oAt o)
— \htpk—p | Pkt ((1 _ )\,p>k B 1)
— )\thpkfp _ /\pk+1 +A (/\p . 1)k

= W (WX A F - 1)
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Twierdzenie 5.9 ([22]). Niech n = h+ (k—1)p, gdzie h > 3, k > 1 oraz 1 <
p < h— 1. Wtedy hipergraf SH (n,p,h) jest h-chromatycznie jednoznaczny dla
kazdego 1 <p < h—2. JeZelip=h—1, to jest on h-chromatycznie ]ednoznaczny
dla k =1 lub k = 2, ale nie jest h-chromatycznie jednoznaczny dla k >

Dowdd. Niech H bedzie h-hipergrafem takim, ze

u k
_\n n—h+p+1 1\ —pr
F(HN) = A"+ Anhtp ;:1:( 1) <T>>\ P,

OczywiScie hipergraf H jest rzedu n. Kazdy podhipergraf rozpinajacy hipergrafu
H, ktéry zawiera n — h+ 1 sktadowych sp6jnosci ma jedynie jedng krawedz. Na
podstawie twierdzenia 2.7 ap,—1 = —N (n —h+1,1) = — |E (H)|, wigc H ma do-
ktadnie k krawedzi. Przypadek p = 1 zostat rozpatrzony w twierdzeniu 5.7. Niech
p bedzie takg liczbg, ze 2 < p < h — 2. Kazdy podhipergraf rozpinajagcy hipergra-
fu H ma dwa rodzaje sktadowych spdjnosci: wierzchotki izolowane oraz sktfadowe
zawierajgce co najmniej h wierzchotkéw. Sktadowe spdjnosci zawierajace co naj-
mniej h wierzchotkéw nazywaé bedziemy sktadowymi gtéwnymi. Jezeli hipergraf
ma przynajmniej 2 skladowe gléwne, to zawiera co najwyzej n — 2h + 2 sktadowych
spojnosci, przy czym gorna granica jest osiagana dla hipergrafu, ktérego sktado-
wymi spéjnosci sg dwie rozlaczne krawedzie oraz n — 2h izolowane wierzchotki.
Stad, jeslip < h—2,tomamy n—h—p+1 >n—2h+2, co oznacza, ze wszystkie
wspofczynniki ay,_1,ap,...,ap4p—1 MoZna wyznaczy¢ przy pomocy twierdzenia
2.7, gdzie wszystkie podhipergrafy rozpinajace hipergrafu H maja tylko jedna skta-
dowa gléwna. Jest to rowniez prawda dla p = h — 1, ale tylko w przypadku wspot-
czynnikOw aj,_1,ap, ..., ap+p—2. Tauwaga bedzie uzyteczna w pézniejszym etapie
dowodu.

Symbol N (n— h,j) oznacza liczb¢ podhipergraféw rozpinajacych, sktadaja-
cych si¢ z pewnego podzbioru Y zbioru wierzchotkéw (sktadowa giéwna) oraz
n— h— 1 wierzchotkéw izolowanych, gdzie Y C V (H), |Y| = h+ 1. Przypusémy,
ze Y zawiera doktadnie j krawedzi (5 > 2). W tym przypadku jego wkiad w sumie
definiujacej wspélczynnik a;, wynosi doktadnie 37 _, (—1)" (r) =j—1, gdyz dla
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kazdego r > 2 suma dowolnych r krawedzi zawartych w Y wynosi Y. Jesli przez

r (YY) oznaczymy liczbe krawedzi zawartych w Y, to mozemy zapisac, ze

Y (r(Y)=1)=ap=0. (5.9
|Y|=h+1
r(Y)>2

Oznacza to, ze nie moze istnie¢ taki zbiér Y, albo réwnowaznie, dla kazdych dwéch
réznych krawedzi d; i dy mamy |d; Uds| > h + 2. Rozwazmy teraz zbiér Y C
V(H), |Y|=h+2.Jezeli di,ds € E(H), di # dg oraz dj,dy C Y, to mamy
d1Udy =Y, gdyz |dy Uds| > h+ 2. Poniewaz aj, 11 = 0, to mozemy w analogiczny
spos6b wywnioskowad, ze |dy U da| > h+ 3. Przez indukcje otrzymujemy wniosek,
iz dla kazdych dwéch réznych krawedzi dy, ds € E (H) zachodzi |d; Uds| > h+p.

Niech teraz Y bedzie takim zbiorem, ze: Y C V (H), |Y| = h+poraz Y zawie-
ra dokfadnie j > 2 krawedzi. Poniewaz dowolne dwie rézne krawedzie dy,ds CY

spelniajg warunek d; Uds =Y, to mozemy zapisac, ze

> 0)-1= (S) 5.10)

[Y|=h+p
r(Y)>2

Mamy j —1 < (;) dla kazdego j > 2, przy czym réwnosé zachodzi tylko dla
j=2.Dlategor (Y)—1<p(Y), gdzie p(Y') oznacza liczbe nieuporzagdkowanych

par krawedzi zawartych w Y. Zatem

Yo rM-1< > p(Y)<<’2“), (5.11)

|Y|=h+p Y |=h+p
r(Y)>2

gdyz kazda para krawedzi by, by o tej whasnosci, ze by Uby =Y jest liczona tylko
raz dla zbioru Y = by U bs. Z zaleznodci (5.10) i (5.11) mozemy wywnioskowac,
ze réwnosé r (Y') = 2 zachodzi dla kazdego zbioru Y C V (H), |Y| = h+ p, kt6-
ry spetnia warunek 7 (Y) > 2. Dodatkowo dla kazdych dwéch réznych krawedzi
e1,e2 € E(H) mamy |e; Ues| = h+ p. Oznacza to, ze kazdy hipergraf rozpinaja-
cy hipergrafu H ma tylko jedna gléwna sktadowa.
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Zauwazmy, ze apyp = 0. Rozwazmy zbiér Y C V (H) spetniajacy warunek
|Y|=h+p+1.Symbol N (h+p+1,j) oznacza liczb¢ podhipergraféw hipergra-
fu H sktadajacych si¢ z podzbioru Y jego zbioru wierzchotkéw (giéwna sktadowa)
oraz n — h — p— 1 wierzchotkéw izolowanych, gdzie |Y|=h+p+11iY zawiera
doktadnie j krawedzi. Mamy zatem r (Y') = j > 3, poniewaz dla kazdych dwéch
réznych krawedzi e;, es zachodzi |e; Uea| = h+ p. Ponadto, dla kazdych trzech
réznych krawedzi e, e2, e3 C' Y mamy e; Uea Ues =Y, gdyz w przeciwnym
przypadku |e; Uea Ues| = h+ p i oznaczajac Z = e; U e U e wnioskujemy, ze

r(Z) = 3, co jest sprzecznoscig. Jak wyzej, wkiad zbioru Y do wspdtczynnika

£ oo

dla kazdego j > 3. Zatem

Ghap= D (r(Y)—l_ (T(QY)» _

|V |=h+p+1
r(Y)=3

(pp WYNOSI

Stad dla kazdego podzbioru zbioru Y zachodzi r (Y') = 0, poniewaz w przeciwnym
razie mielibySmy a4, < 0. Zatem kazde trzy r6zne krawedzie e1, e3, e3 hipergrafu
H maja te wlasnosé, ze

letUeaUes| > h+p+1. (5.12)

Indukcyjnie, z réwnosci apyp = apipr1 = -+ = apy2p—2 = 0 wnosimy, ze dla

kazdych trzech réznych krawedzi eq, es, e € E (H) spelniona jest nieréwnosé

letUeaUes| > h+2p—1. (5.13)

Jezeli p = 2, to warunki (5.12) i (5.13) sa identyczne. Niech p > 3 i przypusémy,
ze dla wszystkich s takich, ze p < s < 2p — 3 i kazdych trzech r6znych krawedzi

e1, e, e hipergrafu H spetniony jest warunek

legtUeaUes| > h+s+1. (5.14)
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Rozwazmy podhipergraf rozpinajacy hipergrafu H zawierajacy n —h — s — 1 skla-
dowych spéjnosci: jedng sktadowg gtéwna Y, Y| =h+s+2, r(Y) > 0 oraz
n —h — s —2 izolowanych wierzchotkéw. Jezeli Y zawiera doktadnie j krawedzi,
to wnioskujemy, ze j > 3, poniewaz dla kazdych dwdch réznych krawedzi ey, e
€ E(H) mamy |e; Ues| = h+p < h+ s+ 2. Réwniez dla kazdych trzech ré6znych
krawedzi e1, €2, e3 C Y mamy e; UeaUeg =Y, gdyz |eg UeaUeg| > h+ s+ 1.

Ahisir= ) <7“(Y)—1— (r(2Y)>> =0,

|V |=hts+2
r(Y)=3

Zatem

co oznacza, ze r(Y) = 0. Zatem dla kazdych trzech r6znych krawedzi eq, eo, €3
€ E(H)mamy |e; UeaUeg| > h+s+2.Dlas = 2p—3 otrzymujemy wzor (5.13).

Udowodnimy teraz, ze zbiér krawedzi hipergrafu H indukuje hipergraf izo-
morficzny z SH (n,p,h). W tym celu rozwazmy dwie krawedzie tego hipergra-
fu: e; oraz ea. Mamy zatem |e; Uea| = h + p, istnieja wige zbiory Z C V (H),
|Z| = h—p, X1 C ey oraz Xy C eg takie, ze X1 N Xy =0, | X1| = [ Xo| = p,
e1 = ZU X oraz e = Z U Xo. Niech e3 € F(H), e3 # e oraz e3 # es. Ma-
my |e; Nes| = |eaNes| = h—p. WprowadZmy oznaczenia: ¢ = |Z Nes| oraz k =
les\ (e1Uez)|. Wtedy |e3sN X1| = |e3sN X2| = h — p — q. Poniewaz |e3| = h, to
mozliwe sg dwa przypadki: ¢+ 2(h—p—q) +k = h lub k = 2p+ g — h. Ponie-

waz h —2p < g < h—p, to otrzymujemy, ze 0 < k < p. Niech £ < p— 1. W takim
przypadku dostajemy réwnos¢ |e; UeaUes| = h+p+k < h+2p—1, co zaprze-
cza réwnosci (5.13). Implikuje to, ze k = p oraz ¢ = h—p, astad e3 = Z U X3,
gdzie | X3| = p oraz X3N (e3 Ueg) = . W taki sam sposéb dowodzi sig, ze jezeli
E(H) zawiera krawedzie (ZU X;), ., gdzie Z C V (H), |Z| = h—p, | X1| =
| X2| =...=|Xs| =poraz Z, X1, Xs,..., X, sa roztaczne, to warunek s < k im-
plikuje wniosek, ze kazda inna krawedz, rézna od wszystkich krawedzi ze zbioru
Z U X jest postaci Z U X1, gdzie | Xs41| = p oraz zbiér Xy jest roztgczny ze
wszystkimi zbiorami Z, X1, X, ..., X,. Ostatecznie, zbior krawedzi hipergrafu H
indukuje hipergraf izomorficzny z hipergrafem SH (n,p,h).

Niech teraz p = h — 1. Jezeli k = 1, to n = h, gdyz hipergraf H ma tylko jed-
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ng krawedZ zawierajaca wszystkie wierzchotki. Hipergraf taki jest izomorficzny
z hipergrafem SH (h,h —1,h). Rozwazmy teraz przypadek k = 2. Jak pokazali-
Smy, wszystkie wspotczynniki ap_1 = ap = -+ = ap4p—2 moga by¢ wyznaczone
za pomocg twierdzenia 2.7 oraz podhipergrafy wchodzace w sktad odpowiedniej
sumy majg tylko jedna gtéwna sktadowa. Wynika z tego, ze dla dowolnych dwéch
réznych krawedzi e1, eo € E'(H) mamy |e; Ueg| > 2h — 1. Ale warunek k = 2
implikuje, Ze n = 2h — 1, stad e; Ueg = V (H). Zatem hipergraf H jest izomor-
ficzny z SH (2h— 1,h—1,h). Zatem dla p = h — 1 oraz k = 1 lub k = 2 hipergraf
SH (n,p,h) jest h-chromatycznie jednoznaczny.

Niech teraz k > 3. Dla k = 3 istnieje jedno, a dla k£ > 4 co najmniej trzy nie-
izomorficzne h-jednorodne hiperdrzewa, zawierajace k krawedzi, ktére nie sa izo-
morficzne z hipergrafem SH (n,h—1,h). Jednak na podstawie twierdzenia 4.3
wszystkie majg taki sam wielomian chromatyczny. Dlatego dla k > 3 hipergraf
SH (n,h—1,h) nie jest h-chromatycznie jednoznaczny, co koriczy dowdd.

O

5.4 Hipergrafy zawierajace wiszace Sciezki

ZaprezentowaliSmy juz znane do tej pory klasy hipergraféw chromatycznie jed-
noznacznych. Na zakoniczenie podamy dodatkowo informacje o tak zwanych hiper-
grafach z wiszacymi $ciezkami.

Rozwazmy hipergraf Y widoczny na rysunku 15. Y7 jest podhipergrafem hi-
pergrafu Y, natomiast eg, eg, . . . e, sa krawedziami hipergrafu Y. Spelnione sg przy
tym nastepujagce warunki: e; NV (Y7) # 0 oraz e; Ne;j41 # (0 dla wszystkich
ie€{1,2,...,k—1}, a ponadto e; NV (Y1) = () dla wszystkich j € {2,3,...,k}.
Sciezka sktadajaca sie z krawedzi ey, ea, . . . e, nazywana jest wiszgcq Sciezkq o dtu-
gosci k, natomiast o hipergrafie Y méwi sie, ze jest hipergrafem z wiszqcq Sciezkq
lub ze zawiera wiszaca Sciezke [21].

Tomescu [21] pokazal, ze hipergrafy zawierajace wiszacg Sciezke o dlugosci
co najmniej 2 nie sg chromatycznie jednoznaczne. W tym celu zdefiniowat on hi-

pergraf chromatycznie réwnowazny z hipergrafem zawierajacym wiszaca Sciezke
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~ Phe ek’

Rysunek 15: Hipergraf Y

o dlugosci 2, ktéry nie jest z nim izomorficzny. Oczywiscie, jezeli pewien hipergraf
zawiera wiszacg Sciezke o dlugosci k > 2, to zawiera on réwniez wiszacg Sciezke
o dtugosci réwnej doktadnie 2.

Z faktu, iz hipergrafy zawierajace wiszaca Sciezke o dlugosci co najmniej 2 nie
sg chromatycznie jednoznaczne, w prosty sposéb wynika wniosek o braku chro-
matycznej jednoznacznosci $ciezek quasi-liniowych PI?”” dlap>3,r>1oraz
h = 2r + 1. Oczywiscie w przypadku p = 2 Sciezka quasi-liniowa P2h " jest sto-
necznikiem S H (2h —r,h —r, h), zatem jest h-chromatycznie jednoznaczna.

Praca [21] zawiera jeszcze jedna ciekawa hipoteze. Tomescu przypuszcza, ze
Sciezki quasi-liniowe PI?’T i cykle quasi-liniowe C;“" moga by¢ h-chromatycznie
jednoznaczne dla wszystkich m > 3 oraz r > 2. Przypuszczenie to stanowi kolejny
ciekawy problem otwarty i wymaga glebszych analiz w najblizszej przysztosci.
Jezeli okazatoby si¢ ono prawdziwe, to Sciezki i cykle takie statyby si¢ kolejnymi

znanymi klasami hipergraféw h-chromatycznie jednoznacznych.

6 Podsumowanie i wnioski

Rozwazana w niniejszym rozdziale klasyfikacja hipergraféw poprzez wielo-

miany chromatyczne ukazana zostata na kilka r6znych sposobdw.
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Jako pierwszy sposob klasyfikacji przedstawione zostaly twierdzenia, ktére po-
zwalaja na odczytanie pewnych wlasnosci hipergraféw wprost z postaci ich wielo-
mianéw chromatycznych. Sa nimi twierdzenia 3.1, 3.2 oraz 3.3.

Drugim sposobem klasyfikacji byta chromatyczna charakteryzowalno$¢ oraz
chromatyczna zamknietoS$¢ pewnych klas hipergraféw. Przedstawione zostaty twier-
dzenia, ktére gwarantuja, iz klasy hiperdrzew jednorodnych oraz hipergraféw jed-
nocyklicznych zawierajacych cykl elementarny sa chromatycznie charakteryzowal-
ne w obrebie hipergraféw liniowych. Dodatkowo klasa hiperdrzew o rozmiarze
m, ktére zawieraja mg s-krawedzi jest chromatycznie zamknieta, jesli m < 4 oraz
mo =>m— 1.

Ostatnim, ale zarazem najwazniejszym sposobem klasyfikacji hipergraféw po-
przez ich wielomian chromatyczny bylo wykorzystanie pojecia chromatycznej jed-
noznacznoSci. Okazalo si¢, ze do tej pory znane sg tylko trzy klasy hipergraféw

h-chromatycznie jednoznacznych. Sg nimi:
e cykle elementarne CZ’} dlap,h > 3;
e bicykle By2 dlar>2,p>4ih>3;

e stoneczniki SH (n,p,h)dlak>1,h>3o0razl1 <p<h—2lubdlap=h—1
oraz k € {1,2}.

Z literatury wynika, ze stoneczniki SH (n,p) sg jedyna znang klasa hipergra-
fow w pelni chromatycznie jednoznacznych. Dodatkowo znane sg pewne klasy hi-
pergraféw, ktére nie sg chromatycznie jednoznaczne.

W ramach podsumowania niniejszego rozdzialu mozna przedstawi¢ réwniez
kilka probleméw otwartych z omawianego zakresu.

Po pierwsze, nadal nie istnieja twierdzenia, ktére potwierdzatyby hipoteze o pet-
nej chromatycznej charakteryzacji jednorodnych hiperdrzew i hipergraféw jedno-
cyklicznych. Nie znamy réwniez przyktadow, ktére by jej zaprzeczaty. Nalezalo-
by wiec przedstawi¢ dowdd potwierdzajacy te hipoteze badZ podaé przykltady hi-
pergraféw, ktére nie sg liniowe i h-jednorodne, ale sg chromatycznie rownowazne

z jednorodnymi hiperdrzewami lub hipergrafami jednocyklicznymi.
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Po drugie, istniejg podstawy do tego, aby twierdzic, iz cykle quasi-liniowe C’;,“"
nie sa chromatycznie jednoznaczne dla wszystkich p, h > 3 oraz r > 1. Nalezaloby
jednak podaé formalny dowdd tej hipotezy, jezeli jest ona prawdziwa.

Po trzecie, istnieje hipoteza méwigca o tym, ze $ciezki quasi-liniowe Pzi” oraz
cykle quasi-liniowe CI’}’T sg h-chromatycznie jednoznaczne dla wszystkich m > 3
oraz r > 2. Takze i ta hipoteza wymaga dowodu, ktéry by ja potwierdzal badz
odrzucat.

Dodatkowo, poniewaz znanych jest niewiele hipergraféw chromatycznie jed-
noznacznych, to dalsze szukanie takich hipergraféw lub klas hipergraféw stanowi
szerokie pole do przysztych badan naukowych. Hipergrafy, a zwlaszcza problem
ich chromatycznosci, ze wzgledu na rozlegte, czasami by¢ moze jeszcze nieznane
zastosowania, sg interesujagcym, cho¢ trudnym kierunkiem badan. Inspiracji szu-
ka¢ nalezy we wspominanych juz pracach dotyczacych zastosowan hipergraféw,
jak réwniez w najnowszych artykutach, np. w [31], w ktérych analizowane sa ko-

lejne wiasnosci wielomianéw chromatycznych hipergraféw.
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Planarna liczba Ramseya

Izolda Gorgol!

Streszczenie

Twierdzenie Ramseya jest jednym z dobrze znanych twierdzen podziato-
wych. Zastosowane w ujeciu kolorowania krawedziowego graféw prowadzi
do pojecia liczby Ramseya, ktérej wyznaczenie dla réznych par graféw stano-
wi nie lada wyzwanie. Latwiejsza, cho¢ nietrywialng odmiang tej liczby jest
planarna liczba Ramseya, pojecie stosunkowo nowe, lecz cieszace si¢ spo-
rym zainteresowaniem. Przedstawimy tutaj definicje oraz przeglad wynikéw
dotyczacych planarnej liczby Ramseya.

Abstract

Ramsey’s theorem is one of well known partition theorems. When appli-
cated to edge-colorings of graphs it leads to a notion of the Ramsey num-
ber. Detemining Ramsey numbers is a very difficult task. The planar Ramsey
number is easier, but nontrivial version of the classical one. It is now widely
studied. We present here a definition and a survey of results on planar Ramsey
numbers.

Stowa kluczowe: planarna liczba Ramseya, liczba Ramseya, graf planarny
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1 Wstep

Na wstepie naSwietlimy pokrétce zagadnienie klasycznej liczby Ramseya, jako
tlo dla dalszych rozwazai. Swoje Zrédio ma ona w szeroko znanym twierdzeniu
Ramseya?, ktére przytoczymy tutaj w wersji dwukolorowe;.

Twierdzenie 1.1 ([19](Twierdzenie Ramseya)). Dla dowolnych liczb naturalnych
p,q = 1 istnieje liczba naturalna n taka, Ze kazde kolorowanie krawedzi grafu pet-
nego K, przy uzyciu dwoch barw cy i ca musi zawierac podgraf K,, z wszystkimi
krawedziami pokolorowanymi na cy lub podgraf K, z wszystkimi krawedziami po-

kolorowanymi na cs.

W literaturze przyjeto si¢, ze kolory c; i ca to czerwony i niebieski, a wyznacze-
nie najmniejszego n spetniajacego warunki z twierdzenia Ramseya leglo u podstaw

zdefiniowania klasycznej liczby Ramseya.

Definicja 1.1. Klasyczng liczbg Ramseya R(p,q) nazywamy najmniejszq liczbe
n wierzchotkow grafu petnego K, takiego, Ze w dowolnym kolorowaniu dwoma
kolorami (powiedzmy: czerwonym i niebieskim) jego krawedzi jest zawarty podgraf
K, o wszystkich krawedziach w kolorze czerwonym lub podgraf K, o wszystkich

krawedziach w kolorze niebieskim.

Pojecie to zostato szybko uogélnione poprzez zastgpienie poszukiwanych jed-
nokolorowych graféw pelnych dowolnymi ustalonymi z géry podgrafami. Niech G,

H beda grafami o co najmniej dwdch wierzchotkach.

Definicja 1.2. Liczbg Ramseya R(G, H) nazywamy najmniejszq liczbg n wierz-
chotkow grafu petnego K, takiego, Ze w dowolnym kolorowaniu dwoma kolorami
(czerwonym i niebieskim) jego krawedzi jest zawarta kopia grafu G w kolorze czer-

wonym lub kopia grafu H w kolorze niebieskim.

Zauwazmy tutaj, ze definicja 1.2 jest poprawna, gdyz kazdy graf jest podgrafem
pewnego grafu petnego. Stwierdzamy zatem, ze R(G,H) < R(|V(G)|,|V (H)]).

2Frank Plumpton Ramsey (ur. 22 lutego 1903 w Cambridge, zm. 19 stycznia 1930 w Londynie)
— brytyjski filozof, ekonomista i matematyk.



1 Wstep 137

W dalszej czesci tekstu liczbe Ramseya z definicji 1.2 nazywac bedziemy czasem
zwykta liczbg Ramseya.

Wyznaczenie dokfadnej wartosci klasycznej liczby Ramseya jest niezwykle
trudne. Wystarczy przytoczy¢ tutaj opini¢ znakomitego matematyka wegierskiego
Paula Erdésa®. Jak podaje Joel Spencer [37], stwierdzil on mianowicie, ze gdy-
by kosmici chcieli zniszczy¢ Ziemie, a jedynym warunkiem odstgpienia od ataku
bytoby podanie doktadnej wartosci R(5,5), to ludzkosé powinna rzucic¢ wszystkie
sity i Srodki, aby te warto$¢ wyznaczyé. Gdyby natomiast warunkiem byto podanie
doktadnej wartosci R(6,6), to ludzko$¢ powinna rzucié wszystkie sity i Srodki, aby
zniszczy¢ kosmitow.

Najnowszy wynik w tym kierunku pochodzi od Angeltveitai McKaya [1], a do-
tyczy zmniejszenia ograniczenia gérnego R(5,5) z 49 na 48. Wyznaczenie doktad-
nych warto$ci liczby Ramseya dla pary graféw, z ktérych co najmniej jeden nie jest
grafem pelnym, jest niekiedy zagadnieniem o wiele tatwiejszym. Istnieje wiele prac
dotyczacych tego problemu, a prezentacja wynikéw znacznie przekracza ramy ni-
niejszego opracowania. Doskonata skarbnicg wiedzy na ten temat jest opracowany
w 1994 roku przez S. Radziszowskiego i co kilka lat przez niego aktualizowany
artykut przegladowy [35]. Za tym artykulem podajemy tabele 1, w ktérej zebrano
cze$¢ wynikéw dotyczacych klasycznej liczby Ramseya.

W ciagu lat badan nad liczbg Ramseya powstato wiele jej modyfikacji. Oméwi-
my tutaj planarng wersje tej liczby. Jest to zagadnienie stosunkowo nowe. Co praw-
da samo pojecie liczby planarnej Ramseya pojawilo si¢ po raz pierwszy w pracy
K. Walkera [42] juz w 1969 roku, czyli prawie pét wieku temu, ale wzrost zain-
teresowania tym zagadnieniem nastapit znacznie pdZniej, bo po roku 1993, kiedy
to niezaleznie od K. Walkera planarng liczbe Ramseya zdefiniowali R. Steinberg
i C. A. Tovey [38]. Zapewne wigze si¢ to z tym, ze w roku 1969 Twierdzenie
o Czterech Kolorach byto jeszcze Hipoteza o Czterech Kolorach. Twierdzenie to

3Paul Erdés, (ur. 26 marca 1913 w Budapeszcie, zm. 20 wrze$nia 1996 w Warszawie w czasie
konferencji matematycznej w Centrum Banacha) — wegierski matematyk. Byl jednym z najwybitniej-
szych matematykéw XX w., autorem ponad 1500 artykuléw, gtéwnie z teorii liczb, kombinatoryki

i teorii graféw, twdrcg metody probabilistyczne;j.
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pozwolito catkowicie rozwigza¢ zagadnienie klasycznej liczby Ramseya w wersji
planarnej. Nalezy zauwazy¢, ze juz Walker, zwrdcil uwage na to, ze prawdziwos¢
Hipotezy o Czterech Kolorach pozwolitaby na pelne rozwigzanie zagadnienia.

Prawdopodobng motywacjq zdefiniowania i rozwazania takiej modyfikacji licz-
by Ramseya jest fakt, ze wiele zagadnien w teorii graféw znacznie si¢ upraszcza,
gdy ograniczymy si¢ do rozwazania graféw planarnych.

Duza czes¢ wynikéw zawartych w tym rozdziale zostala zebrana przez Pana
Andrzeja Januszkiewicza w ramach jego pracy magisterskiej napisanej pod kie-
runkiem autorki i obronionej w Wydziale Podstaw Techniki Politechniki Lubel-
skiej [28].

2 Podstawy teoretyczne

Uzywamy tu klasycznej terminologii stosowanej w teorii graféw (zob. np. [9,
16,33]). Grafem G (grafem prostym) nazywamy uporzadkowang par¢ G = (V, E),
gdzie V oznacza skoficzony, niepusty zbidr obiektéw, zwanych wierzchotkami gra-
fu, a E rodzing dwuelementowych podzbioréw zbioru V', zwanych krawedziami.
Liczbe wierzchotkéw nazywamy rzgdem grafu (5, zas$ liczbe krawedzi jego rozmia-
rem. Dwa wierzchotki nalezace do tej samej krawedzi nazywamy sasiednimi lub
sgsiadami. Méwi si¢ réwniez, ze sg to wierzcholki koricowe danej krawedzi. Licz-
be sgsiadéw danego wierzchotka nazywamy jego stopniem. Maksymalny stopiefi
wierzcholka w grafie G oznaczamy przez A(G) lub po prostu A. Graf o rzedzie
n, w ktérym wystepuja wszystkie mozliwe krawedzie nazywamy grafem pelnym
i oznaczamy symbolem K. Jesli e jest krawedzig grafu G, to przez G — e rozu-
miemy graf otrzymany z grafu G poprzez usuni¢cie krawedzi e. Graf K, — e nazy-
wamy grafem prawie pelnym. Symbolami P, i C;, bedziemy tradycyjnie oznaczaé
odpowiednio Sciezke i cykl o n wierzchotkach, za$ K, ;,, to pelny graf dwudzielny.
Gwiazda nazywamy graf K7 ;. Kolo W, jest to graf otrzymany z cyklu C),_1 po-
przez dodanie jednego wierzchotka i pofaczenie go ze wszystkimi wierzchotkami
cyklu. Roztgczng sume¢ dwoch grafow G i H oznaczamy przez G U H, za$ graf
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zlozony z k rozigcznych kopii grafu G przez kG. Dopelnieniem grafu G = (V, E)
nazywamy graf G = (V, E), gdzie uv € E wtedy i tylko wtedy, gdy uv ¢ E. Fakt,
ze graf H jest podgrafem grafu G oznaczamy symbolem H C G. Graf jest spdj-
ny, jesli kazdg pare wierzchotkéw taczy Sciezka. Podzbiér zbioru wierzchotkéw
nazywamy zbiorem niezaleznym, jeSli pomiedzy wierzchotkami z tego zbioru nie

wystepuje zadna krawedz.

Jedna z metod reprezentacji grafu, prawdopodobnie najczesciej spotykana, jest
graficzna reprezentacja grafu, w szczegdlnoSci reprezentacja grafu na plaszczyz-
nie. Wierzchotkom grafu odpowiadaja punkty na ptaszczyznie, a krawedziom od-
cinki (prostych lub krzywych). Oczywiscie, gdy umieszczamy graf na ptaszczyZnie
chcemy, aby jego prezentacja byta mozliwie jak najbardziej czytelna. Najbardziej
oczywista metoda na to, aby usuna¢ zbedny nieporzadek w reprezentacji grafu jest
unikanie przecinania si¢ krawedzi. Naturalnie rodzi si¢ wigc pytanie, czy mozna
tak narysowac graf, by jego krawedzie nie przecinaly si¢ za wyjatkiem wierzchot-
kéw, z ktérymi sg incydentne, a jesli tak, to jakie warunki musi spetniaé taki graf.
Graf narysowany w ten spos6b nazywa si¢ grafem ptaskim, a abstrakcyjny graf

przedstawiony w ten spos6b nazywa si¢ grafem planarnym.

Jednym z bardziej znanych twierdzei w teorii graféw jest twierdzenie Kura-
towskiego* bedace warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla planarnosci gra-
fu. Zanim podamy to zadziwiajaco proste w swojej wymowie, a niezwykle glebokie
w treSci twierdzenie, musimy przypomnie¢ jeszcze pojgcie homeomorfizmu gra-
féw. Mianowicie, méwiac nieformalnie, dwa grafy sa homeomorficzne (lub iden-
tyczne z doktadnosciag do wierzchotkéw stopnia drugiego), jezeli moga by¢ otrzy-
mane z tego samego grafu poprzez umieszczenie nowych wierzchotkéw stopnia

drugiego na jego krawedziach (lub usuwanie) [43].

4Kazimierz Kuratowski (ur. 2 lutego 1896 w Warszawie, zm. 18 czerwca 1980 roku w Warszawie)
— polski matematyk. Byt jednym z twércow Polskiej Szkoty Matematycznej, diugoletnim profeso-
rem Uniwersytetu Warszawskiego, po wojnie organizatorem i dyrektorem Instytutu Matematycznego
Polskiej Akademii Nauk.
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Twierdzenie 2.1 ([6,31] Twierdzenie Kuratowskiego). Graf F jest grafem planar-
nym wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podgrafu homeomorficznego z Ks ani
z K33.

Druga, réwnowazng, charakteryzacje graféw planarnych podal Wagner. Do jej
sformutowania potrzebne jest pojecie minora. Méwimy, Ze SciagneliSmy krawedZ
{z,y} w grafie G, jezeli utozsamiliSmy jej wierzchotki koficowe, tzn. zastapili-
Smy je wierzchotkiem w w taki sposéb, ze jest on sgsiedni do wszystkich sgsiadow
wierzchotka x i wszystkich sgsiadéw wierzchotka y. Graf X jest minorem grafu
Y, jezeli powstat on z Y przez kolejne Scigganie krawedzi oraz usuwanie krawedzi

i wierzchokow.

Twierdzenie 2.2 ([9,41] Twierdzenie Wagnera). Graf G jest planarny wtedy i tylko
wtedy, gdy ani K5 ani K3 3 nie sq minorami grafu G.

Te dwa twierdzenia wskazuja, ze w istocie istniejg dwa grafy, ktére stoja na
przeszkodzie planarnosci grafu. Trudno$¢ polega na tym, ze nie szukamy tych gra-
fow jako podgraféw danego grafu, ale jako minoréw lub podgraféw do nich home-
omorficznych. Nie jest to zadanie fatwe, szczegdlnie, gdy rozpatrywane grafy maja
duzy rzad. Pomimo to, cho¢ istnieje wiele innych warunkéw pozwalajacych stwier-
dzi¢ nieplanarnos$¢ grafu (np. zbyt duzy minimalny stopiefl lub zbyt duza liczba
krawedzi), te dwa warunki konieczne i wystarczajgce sg bardzo czesto stosowane
w twierdzeniach dotyczacych planarnej liczby Ramseya, jako najlepiej odzwiercie-

dlajace strukture grafu planarnego.

3 Planarna liczba Ramseya

Podobnie jak byto to w przypadku liczby Ramseya najpierw zdefiniowana zo-
stata planarna liczba Ramseya dla pary graféw pelnych, péZniej rozszerzona zostata
dla pary dowolnych graféw. Podamy tutaj ogélniejsza definicje.

Dwukolorowanie (na czerwono i niebiesko) krawedzi grafu nazwiemy dwuko-
lorowaniem planarnym, jesli graf indukowany przez krawedzie koloru czerwonego

jest planarny.
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Definicja 3.1 ([S]). Planarng liczbg Ramseya PR(G, H) nazywamy najmniejszq
liczbe naturalng n takq, Ze w dowolnym planarnym dwukolorowaniu krawedzi gra-

fu petnego K, jest zawarta czerwona kopia grafu G lub niebieska kopia grafu H.

Zauwazmy, ze definicja ta w istocie moze by¢ wyrazona w terminach grafu

planarnego i jego dopetnienia.

Definicja 3.2 ([5]). Planarnq liczbq Ramseya PR(G, H) dla pary grafow (G, H)
nazywamy najmniejszq liczbe naturalng n takq, ze dowolny graf planarny F' o n

wierzchotkach zawiera kopie grafu G lub jego dopetnienie zawiera kopie grafu H.

Dodatkowo, jesli graf H jest grafem pelnym, to w istocie badamy strukturg gra-
fow planarnych szukajac w nich zadanego podgrafu G, badZ oceniajac moc zbioru
niezaleznego.

Bedziemy postugiwaé si¢ definicja 3.2, jako wygodniejsza w zastosowaniu.
Zwroémy uwage na fakt, ze znalezienie gérnego oszacowania dla planarnej licz-
by Ramseya sprowadza si¢ w rzeczywisto$ci do wykazania, ze istnieje taka liczba
naturalna ¢, dla ktérej kazdy graf planarny F' o t wierzchotkach zawiera albo graf
izomorficzny z grafem G albo jego dopelienie F' zawiera graf izomorficzny z gra-
fem H.Natomiast znalezienie oszacowania dolnego polega na skonstruowaniu gra-
fu planarnego o s < t — 1 wierzchotkach, ktéry nie zawiera grafu izomorficznego
z grafem G oraz ktérego dopelnienie nie zawiera grafu izomorficznego z H.

OczywiScie, poniewaz liczba kolorowan jest ograniczona w stosunku do tej

z definicji zwyklej liczby Ramseya, mamy natychmiastowa nieréwnos¢
PR(G,H) < R(G, H), 3.1

a zatem planarna liczba Ramseya jest dobrze okreS§lona. Warto jednak podkreslié,
ze planarna liczba Ramseya, w przeciwieristwie do zwyklej liczby Ramseya, nie
jest funkcja symetryczna, tzn. nie zawsze PR(G, H) = PR(H,G). Przyklady par

graféw, dla ktérych ta réwnos$¢ nie zachodzi wskazemy w dalszej czeSci rozdziatu.
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4 Planarna liczba Ramseya dla pary grafow pelnych

Jak wspomnieliSmy we wstepie, wyznaczenie klasycznej liczby Ramseya jest
niezwykle trudne nawet w przypadku dwéch konkretnych graféw peinych. Jesli
chodzi o zaleznosci ogélne, to istnieje oszacowanie gérne R(p,q) < (¥ 2312), kto-
rego tatwo dowie$¢ stosujac metode indukcji. Stosujac wzor Stirlinga otrzymujemy
stad, ze R(r,r) < [1+ 0(1)]47"*1(\/5)_%. Znane jest rtéwniez ogéle oszacowanie
dolne R(r,7) > [1+0(1)]r2% /(ev/2) otrzymane przez Erd6sa jako jedno z pierw-
szych zastosowan wprowadzonej przez niego metody probabilistycznej. W tabeli
1 przytaczamy wykaz znanych wynikéw lub ich oszacowai dla klasycznej liczby
Ramseya R(m,n),2 < m,n < 10. Zaréwno w tej tabeli, jak i we wszystkich nastep-
nych przyjmujemy nastepujaca konwencje. WartoSci doktadne zostaly zaznaczone
kolorem czarnym. Natomiast w przypadkach, gdy znane sg tylko gérne lub dolne

oszacowania, zostaty one oznaczone odpowiednio kolorem czerwonym i zielonym.

Tabela 1: Wykaz znanych wynikéw dla dla R(K,,, Kp,), 3 < m,n < 10

m
3 4 5 6 7 8 9 10
n
10
3 6 9 14 18 23 28 36 o
36 19 )9 73 92
4 9 18 25 _
41 61 84 115 149
13 58 80 101 126 144
5 14 25 . ,
48 87 143 216 316 442
36 58 102 115 134 183 204
6 18 . - , _ _
41 87 165 298 495 780 1171
19 80 115 205 217 241 289
7 23 : , _ _ o
61 143 298 540 1031 1713 2826
58 101 134 217 282 329 343
8 28 ) _ ~ .
84 216 495 1031 1870 3583 6090
73 126 183 241 329 565 581
9 36 . i ~ o -
115 | 316 780 1713 | 3583 6588 12677
10 10 92 144 204 289 343 581 798
42 149 | 442 1171 2826 | 6090 12677 | 23556

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie [35]
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Na tym tle wyniki otrzymane przez Walkera [42] oraz Steinberga i Toveya [38]
dotyczace (klasycznej) planarnej liczby Ramseya wydaja si¢ niewspdtmiernie ta-
twe. Okazuje si¢, ze (klasyczna) planarna liczba Ramseya jest funkcja liniowa swo-
ich argumentéw, a dowdd tego faktu zajmuje nie wigcej niz strone. Nalezy jednak
zwréci¢ uwage na fakt, ze narzedzia uzyte do wykazania oszacowania gérnego
sg wyjatkowo silne, a dotyczg liczby koloréw, na ktére mozna pokolorowaé graf
planarny we wlasciwy spos6b. Wtasciwy, czyli taki, w ktérym sasiednie wierz-
chofki nie otrzymuja tego samego koloru. W przypadku, gdy graf planarny nie
zawiera trojkatow jest to twierdzenie Grotzscha i jego uogdlnienie — twierdzenie
Griinbauma, za$ dla dowolnego grafu planarnego jest to Twierdzene o Czterech
Kolorach.

Twierdzenie 4.1 ([24,25]). Kazidy graf planarny niezawierajqcy tréjkqtow jest 3-
kolorowalny. Ponadto ma on 3-kolorowanie, w ktorym nie wszystkie klasy kolorow

sq tej samej mocy.

Twierdzenie 4.2 ([2,3,36] Twierdzenie o Czterech Kolorach). Kazdy graf planarny

Jest 4-kolorowalny.

Wyposazeni w takie narzedzia mozemy przesledzi¢ dowdd twierdzenia doty-

czacego klasycznej planarnej liczby Ramseya.

Twierdzenie 4.3 ([38](Steinberg, Tovey), [42](Walker)). Planarne liczby Ramseya
PR(K,, K,) wynoszq odpowiednio:

(1) PR(K2,Kp)=m dlam > 2,
(1) PR(Kp,K2)=n dlan <4,
(tit) PR(K3,K,,)=3m—3 dlam >2,
(iv) PR(K,,Kp)=4m—3 dlan>4i(n,m)# (4,2).

Dowdd. (i) i (7i) Wynika bezposrednio z definicji planarnej liczby Ramseya.

(731) Niech G bedzie grafem planarnym o 3m — 3 wierzchotkach niezawierajg-
cym tréjkatéw. Wowcezas, zgodnie z twierdzeniem 4.1, graf G zawiera zbior

niezalezny mocy | (3m —3)/3] +1=m, co jest rtéwnowazne temu, ze K, C
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Rysunek 1: Konstrukcja Jones dla graféw planarnych G, o 3m — 4 wierzchol-
kach nieposiadajacych tréjkatéw oraz nieposiadajacych niezaleznego zbioru mocy
mm=3,4,5,...)

G. Stad PR(3,m) < 3m — 3. Pokazemy teraz, ze PR(3,m) > 3m — 4. Nie-
réwno$¢ ta jest prawdziwa dla m = 2, poniewaz z punktu (ii) twierdzenia
4.3 wiemy, ze PR(3,2) = 3 > 3-2 — 4. Pozostale przypadki otrzymuje si¢
bezposrednio z konstrukcji Jones [29] dla graféw planarnych G,,, o0 3m —4
wierzchotkach niezawierajacych tréjkatéw ani zbioru niezaleznego mocy m
dlam = 3, 4, .... Poczatkowe grafy G'3, G4, G5 tej konstrukcji zostaly po-
kazane na rysunku 1. Grafy dla wiekszych m konstruuje si¢ analogicznie.

Zauwazmy, ze w kazdym kroku rzad konstruowanego grafu wzrasta o 3, na-
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tomiast moc zbioru niezaleznego o 1, tym samym otrzymujemy:

V(Go)| = |V(Gr_1)] +3=3(m—1)—4+3 = 3m —4.

Niech G bedzie grafem planarnym o 4m — 3 wierzchotkach. Wéwczas ko-
rzystajgc z Twierdzenia o Czterech Kolorach otrzymujemy, ze dopelnienie
grafu G zawiera graf izomorficzny do K,,, poniewaz [(4m — 3)/4] = m.
Stad PR(n,m) < 4m — 3. Ponadto graf zaprezentowany na rysunku 2(a)
ma 8 wierzcholkéw, nie zawiera Ky, a jego dopelnienie nie zawiera Kj.
Stad PR(4,3) > 8. Podobnie wnioskujemy , ze PR(4,4) > 12 na podstawie

grafu z rysunku 2(b). Jezeli m jest liczba nieparzysta i m > 5, to bierzemy

(@ e

(b)

Rysunek 2: Grafy rzedu 8 i 12 z dowodu twierdzenia 4.3 (iv)
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(m —1)/2 kopii grafu z rysunku 2(a) i otrzymujemy graf rzgdu 251 .8 =
4m — 4. Natomiast jezeli m jest liczbg parzystg i m > 6 to bierzemy m /2 — 2
kopii grafu z rysunku 2(a) oraz jedng kopie grafu z rysunku 2(b). Wéwczas
otrzymujemy graf rzedu (% —2) -8+ 12 = 4m — 4. Zatem w obu przypad-

kach otrzymujemy graf planarny o 4m — 4 wierzchotkach niezawierajacy K.

Co wiecej, dopetnienie rozwazanego grafu nie zawiera grafu izomorficzne-
go do K,,. Stad PR(4,m) > 4m — 3 dla m > 3. Z faktu tego wynika, Ze
PR(n,m) > 4m—3dlam > 3in > 5. Tym samym pozostato do pokazania,
ze PR(5,2) > 5. Oczywiscie, aby dopetnienie grafu planarnego zawierato
graf izomorficzny do Ko, graf ten musi mie¢ przynajmniej 5 wierzchotkéw,
gdyz K jest planarny, a jego dopetnienie nie zawiera K». To koriczy dowdd.

O

Widzimy zatem, ze twierdzenia o kolorowaniu graféw planarnych odgrywaja
kluczowa role w wykazaniu oszacowan gérnych, za§ odpowiednie konstrukcje po-
zwalaja ustali¢ oszacowanie dolne. W przypadku pary graféw petnych gérne i dolne
oszacowanie daja w efekcie warto$¢ doktadna. Zwré¢my uwage jeszcze, ze wyzna-
czanie PR(K,,, K,,) dlan > 5 jest w istocie pytaniem o maksymalng mozliwa moc
zbioru niezaleznego w grafie planarnym. Nie mozemy bowiem oczekiwac pojawie-

nia si¢ K, n > b, jako podgrafu w grafie planarnym.

5 Planarna liczba Ramseya dla grafu spéjnego
i grafu pelnego

Z twierdzenia 4.3 mozemy tatwo wysnué nastepujacy wniosek.
Whiosek 5.1. [[21]] Jezeli G jest grafem spdjnym i |V (G)| = 5, to
PR(G,K,,) =4m—3.

Dowdd. Ograniczenie gérne wynika z twierdzenia 5.1(iv), zas ograniczenie dolne

daje graf planarny (n — 1) Kjy. O
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Zwré¢my uwage, ze wniosek 5.1 wskazuje, ze zostato niewiele przypadkéw do
rozwazenia, jezeli pierwszy graf w parze jest spdjny, za$ drugim grafem jest graf
petny. Interesujace sa bowiem te pary graféw, w ktérym pierwszy ma nie wigcej
niz cztery wierzchoiki i, oczywiscie, nie jest petny. Przeglad wynikéw dotyczacych

takich par zawiera ten podrozdziat.

5.1 Latwe przypadki

Latwe przypadki to przede wszystkim mate drzewa. Mianowicie PR(Ps, K,,) =
2m — 1, PR(Py, K,,) = 3m — 2 oraz PR(K 3,K,,) = 3m — 2. Ograniczenie
gbrne dla tych liczb wynika z twierdzenia Chvétala o zwyklej liczbie Ramseya
dla tych par [13] oraz nieréwnosci (3.1). Ograniczenie dolne natomiast z tego,
ze planarny graf (m — 1)K, nie zawiera ani drzewa o ¢ wierzcholkach, ani n-
wierzchotkowego zbioru niezaleznego. W rozwazanym przypadku z tej obserwacji
nalezy skorzysta¢ dla t = 3,4.

Nieco wiecej uwagi wymaga dowdd rownosci PR(K 3+ e, Ky,) = 3m —2,
gdzie symbol K 3 + e oznacza graf powstaly z gwiazdy K 3 poprzez dodanie
jednej krawedzi pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami stopnia 1. Wystarczy

sie powola¢ na prosty argument indukcyjny, a zostato to zrobione w [20].

5.2 Graf Cy

Okazuje si¢, ze doktadna warto$¢ PR(Cy, K,;,) jest znana dla kilku pierw-
szych m. Mianowicie PR(Cy, K3) =7, PR(Cy, K4) = 10 i sg to warto$ci réwne
zwyktym liczbom Ramseya dla tych par graféw. Pierwsza para, dla ktérej zwy-
kfa i planarna liczba Ramseya sg rézne, jest (Cy, K5). Zwykla liczba Ramseya
R(Cy, K5) = 14 [15], zas$ jej planarna wersja PR(Cy, K5) = 13, co udowodnity
Bielak i Gorgol w [5]. Nastepnie Bielak kontynuowata badania i w [4] udowodnita,

ze PR(Cy4, Kg) = 17. Ponadto wskazata réwniez ograniczenie dolne

PR(C4,Ky;,) 23m+[(m—2)/5|—2 dlam >6. (5.1)
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W kolejnych latach temat podjeli Sun Yongqi i in. [39], dowodzac, ze PR(Cy, K7) =
20 oraz stawiajac hipoteze, ze ograniczenie (5.1) podane przez Bielak jest w isto-
cie warto$cig doktadng PR(Cy, K,,,). Hipoteze te dla m = 8 potwierdzili Y. Chen
i in. [10], wykazujac prawdziwosé réwnosci PR(Cy, Kg) = 23. Dotychczas nie
jest znana doktadna warto$¢ PR(Cy, K,,) dla poostatych m.

Tabela 2 podsumowuje wszystkie opisane dotad wyniki dla par (cykl, graf pet-
ny). Pierwszy wiersz tabeli to twierdzenie 4.3, za§ trzeci i nastepne wynikaja z wnio-
sku 5.1. Ograniczenie gérne na PR(Cy, K,,,) pochodzi z pracy Dudka i Rucinskie-
go [17]. Do tej ostatniej pracy jeszcze wielokrotnie wrocimy.

Tabela 2: Wykaz znanych wynikéw dla PR(C,,, K,)

m
3 4 5 6 7 8 9
n
3 3m—3
4 7 10 13 17 20 23 ) _ :
min{29+5(m—9),4m — 3}

5
6 4m -3

Nalezy tu zwréci¢ uwage, ze wszystkie dowody wartoSci doktadnych
PR(Cy,K,,), m = 5,6,7,8 polegaja na drobiazgowej analizie struktury graféw
planarnych niezawierajacych cyklu Cy. Przypomnijmy, Ze interesuje nas moc zbio-
ru niezaleznego w takich grafach, a wiec, posrednio, wystgpowanie, badZ nie pew-
nych krawedzi w rozwazanym grafie. I tu bardzo czesto przywotywane sg twierdze-
nia Kuratowskiego lub Wagnera wykluczajace istnienie pewnych krawedzi w ba-
danej strukturze. Czesto ta jedna krawedZ decyduje o mocy maksymalnego zbioru

niezaleznego. Na obecnym etapie badafi trudno wyobrazi¢ sobie jaka$ inng metode
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podejscia do tematu. Z drugiej strony nie wydaje si¢, aby opisywana metoda mogta

doprowadzi¢ do calkowitego rozwigzania zagadnienia.

53 Graf K, —e

Ostatnim nietrywialnym przypadkiem grafu spdjnego rozwazanego w parze
z grafem petnym jest graf prawie petny K4 — e. Sytuacja przedstawia si¢ podob-
nie, jak w przypadku cyklu Cy. Nie wszystkie warto$ci doktadne planarnych liczb
Ramseya sg znane. O ile wykazanie, ze PR(Ky —e,K3) = 7 jest sprawg pro-
sta, gdyz korzystamy tu znéw ze zwyklej liczby Ramseya, o tyle wykazanie, Ze
PR(Ky—e, K4) = 10 wymaga nieco wigcej wysitku [20] i w tym przypadku pla-
narna liczba Ramseya jest o 1 mniejsza od zwyktej liczby Ramseya dla tej pary. Na-
tomiast dowiedzenie rownosci PR(K 4 —e, K5) = 14 wymaga znacznie wigkszego
naktadu pracy. Dowdéd ten przeprowadzili S. Yongqi i in. w [40], dzielagc rozumowa-
nie na wiele przypadkéw. Tabela 3 podsumowuje wszystkie opisane dotad wyniki
dla par (graf prawie pelny, graf pelny). Ograniczenie dolne na PR(K4 — e, Kg)
pochodzi z pracy Dudka i Ruciniskiego [17].

Tabela 3: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,, —e, K,)

m
3 4 5 6 7 8 9
n
3 2m—1
4 7 10 14
5
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6 Wyniki otrzymane przy wykorzystaniu analizy

komputerowej

W poprzednich paragrafach wspomnieli$my, ze dowody niektérych twierdzer
wymagaly szczegétowej analizy przypadkéw. W dzisiejszych czasach do takiej
analizy mozna w pewnych sytuacjach zaprzac komputery. Zwréémy jednak uwa-
ge, ze liczba przypadkéw do rozwazenia rosnie bardzo szybko wraz ze wzrostem
rzgdu grafu. Powoduje to, ze w przypadku wigkszej liczby wierzchotkéw metody
te stajg sie nieefektywne, a wrecz niemozliwe do zastosowania. W obecnej chwili
metody komputerowe pozwalaja wspomdc wyliczenie planarnych liczb Ramseya

jedynie w przypadku matych graféw.

W niniejszym podrozdziale prezentujemy wyniki dla planarnej liczby Ramseya
otrzymane przez A. Dudka i A. Rucinskiego przy wykorzystaniu analizy kompu-
terowej i zestawione w pracy ,,Planar Ramsey Numbers for Small Graphs” [17].
Ich metoda wyznaczania planarnych liczb Ramseya bazowata na programie plan-
tri [32], napisanego przez G. Brinkmanna i B. McKaya, ktéry generuje okreSlony
typ graféw planarnych. Napisany przez Dudka i Ruciriskiego autorski program dla
zadanej pary graféw 2-spéjnych G i H sprawdza, czy graf planarny wygenero-
wany przez program plantri zawiera kopi¢ grafu GG lub jego dopelnienie zawiera
kopi¢ grafu H. Wykaz wynikéw otrzymanych przy wykorzystaniu poszukiwania
komputerowego znajduje si¢ w tabeli 4. W drugiej kolumnie zapisana jest liczba
wierzchotkéw przegladanych graféw, w trzeciej ich struktura, w czwartej graf po-
szukiwany w dopetnieniu, a w ostatniej wniosek plynacy z przeszukiwania. W przy-
padkach badania triangulacji (czyli graféw maksymalnie planarnych) mozna byto
sformufowac bardziej ogélne wnioski. Te ograniczenia gérne wykorzystane zostaty
przez autoréw do ustalenia wartosci doktadnych dla niektérych par graféw. Wyniki

te zostaly zawarte w kolejnych podrozdziatach i paragrafach.
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Tabela 4: Wykaz oszacowan dla planarnej liczby Ramseya otrzymanych przy wykorzysta-

niu analizy komputerowej

Lp. Rzgd G Struktura G Podgraf G Whniosek

1 7 K3 ¢Z G Kyi—e PR(K3,Ky—e) <7

2 7 Ki—eZ G C3,C4,C5 PR(Ky—e,Cp) <7dlan=3,4,5
3 7 CiZ G Ki—e PR(Cy, Ky—e) <7

4 8 triangulacja Cy PR(G,Cy) <8

5 8 Ky ZG Cs PR(K4,C5) <8

6 8 Kij—eg @ Cs PR(K4—¢,C5) <8

7 9 triangulacja C3,C5,Cq,Cr PR(G,C,)<9dlan=3,5,6,7
8 9 K32 G Ks—e PR(K3,K5—¢) <9

9 9 Ki—eZ @G Ky—e PR(Ky—e,Ky—e) <9
10 9 Cs 2 G Ky—e PR(C5,K4—€) <9

11 10 triangulacja Cs PR(G,Cs) <10

12 10 Ki—eZG K, PR(Ky—e,K4) <10
13 11 triangulacja Cy PR(G,Cy) <11

14 11 Ci1ZG Ks—e PR(C4,K5—¢) <11

15 12 triangulacja Cio PR(G,Chp) <12

16 12 K32 G K¢ —e¢ PR(K3,Kg—e) < 12
17 13 triangulacja Ci1 PR(G,C11) <13

18 13 Ki—eZG Ks—e PR(K,—e, K5 —¢) <13
19 13 Cs 2 G Ks—e PR(C5,K5—e€) <13

20 14 Ki—eZG K PR(K;—e,K5) < 14

21 14 oAe] Kg—e PR(Cy, Kg—e) < 14

22 15 KsZ G Kr—e PR(K3,K7—e) <15

23 17 Cs 2 G Kg—e PR(C5,Kg—e) < 17

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie [17]

7 Planarna liczba Ramseya dla grafu pelnego

i grafu spdjnego

WspomnieliSmy na poczatku, Ze planarna liczba Ramseya nie jest funkcja sy-

metryczng. Dlatego tez, nawet jesli planarna liczba Ramseya PR(G1,G2) jest zna-

na, warto rozwazaé réwniez PR(G2,G1). W tym podrozdziale zebrane zostaty
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wyniki dla par (K,,G). Dodajmy, ze w przypadku tych par nie jest znane bar-
dzo ogdlne twierdzenie podobne do wniosku 5.1. Badania ograniczajg si¢ wiec do
przypadkow, gdy graf G pochodzi z jednej z najczesciej rozwazanych klas, tj. gdy
G jest cyklem, grafem prawie pelnym, kotem lub drzewem. Poniewaz wiadomo,
ze graf K3 nie jest planarny, to badanie PR(K,,G) dla n > 5 sprowadza si¢ do
poszukiwania grafu G w dopelnieniach graféw planarnych.

7.1 Planarna liczba Ramseya dla grafu pelnego i cyklu

Pare (graf pelny, cykl) rozwazali Dudek i Ruciniski w swojej pracy [17] i wy-
znaczyli wszystkie wartosci planarnej liczby Ramseya dla takich par. Zostaly one
zebrane w tabeli 5. Poréwnujac tabele 5 z tabelg 2 pamigtajmy, Ze parametr m
oznacza liczbg wierzchotkéw drugiego grafu w parze, a zatem wystepujacych tam
warto$ci nie mozemy poréwnac bezposrednio, jesli zastanawiamy si¢ nad symetrig
planarnej liczby Ramseya dla tej pary. Zwrécmy na przyktad uwage na fakt, ze pla-
narna liczba Ramseya dla pary (K5, Cy) jest znana we wszystkich przypadkach, za$

dla pary (Cy, K) tylko w szesciu, a dla pozostatych znane sg jedynie oszacowania.

Tabela 5: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,,,Cy,)

m
3 4 5 5 7 8
n
3 6 7
4
5
6 9 8 9 m+2
7
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7.2 Planarna liczba Ramseya dla grafu pelnego i grafu prawie pelnego

Réwniez t¢ parg rozwazali wspominani juz Dudek i Ruciniski w [17]. Okaza-
fo si¢, ze dla tej pary najtrudniejszy jest przypadek najmniejszego nietrywialnego
grafu pelnego, czyli K5. Ograniczenie dolne, widoczne w tabeli 6, wynika z mo-
notoniczno$ci planarnej liczby Ramseya i twierdzenia 4.3; PR(K3, K, —e) >
PR(K3,K,;,—1) = 3m — 6. Ograniczenia gorne, dajace w konsekwencji warto-
Sci doktadne, pochodza z poszukiwari komputerowych, ktérych wyniki zawarte sa
w odpowiednich wierszach tabeli 4. W pozostatych przypadkach udalo si¢ uzasad-
ni¢ ograniczenie gérne korzystajac z twierdzenia o maksymalnej liczbie krawedzi
w grafie planarnym, za$ dla ograniczenia dolnego autorzy skonstruowali odpowied-
nie przyktady graféw planarnych o 4m — 6 wierzchotkach niezawierajacych kK,

n 2 4, ani K,,, — e w dopetnieniu.

Tabela 6: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,,, K,, —e)

m
3 4 5 6 7 8 9
n
3 5 7 9 12 15
4
5 Im—>5
6

7.3 Planarna liczba Ramseya dla grafu pelnego i kota

Planarng liczbe Ramseya dla par (K3, Wp,) wyznaczyli G. Zhou, Y. Chen,
Z. Miao, S. Pirzada w [44]. Stanowig one pierwszy wiersz w tabeli 7. Pozostale
przedstawione w tabeli 7 wyniki sg efektem pracy Y. Zhang, G. Zhoui Y. Chen [45].
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Widzimy, ze w przypadku tych par udato si¢ kompletnie rozwiazac zagadnienie pla-
narnej liczby Ramseya. W dowodach wykorzystywano twierdzenie Kuratowskiego

oraz warunki dostateczne na hamiltonowskos¢ i pancyklicznos$¢ graféw.

Tabela 7: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,, Wy,)

m
4 5 6 7 8 9 10

n

3 9 m-+4 m+3

4

5

13 14 m-+5
6

7.4 Planarna liczba Ramseya dla grafu pelnego i drzewa

Wspominali$my juz twierdzenie Chvétala o zwyklej liczbie Ramseya dla pary
(drzewo, graf petny). StwierdziliSmy w paragrafie 5.1, Ze jest ona réwna planar-
nej liczbie Ramseya, gdy drzewo ma nie wigcej niz cztery wierzchotki, za$ dla
wigkszych drzew planarna liczba Ramseya jest rowna wartosci z twierdzenia 5.1.
Okazuje sig, ze jesli zamienimy kolejno$¢ graféw w parze, sytuacja staje si¢ bar-
dziej skomplikowana. Co prawda warto$¢ planarnej liczby Ramseya przewyzsza
liczbe wierzchotkéw drzewa tylko o stala, ale warto$¢ tej statej nie zalezy tylko
od liczby wierzchotkéw drzewa, ale rowniez od jego maksymalnego stopnia. Seria
ponizszych twierdzeri obejmuje wszystkie przypadki, a zostata udowodniona przez
X.HuiY. Chen w [26].

Twierdzenie 7.1. PR(K3, K1 ;1) = m+ p, gdzie jp = 2, jesli m € {3,4,5,7},
zas = 3 w przeciwnym przypadku.
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Twierdzenie 7.2. Niech T), bedzie drzewem o m > 3 wierzchotkach innym niz
gwiazda. Wtedy PR(K3,T,,) = m—+2.

Twierdzenie 7.3. Niechn > 4, aT,, bedzie drzewem o m > 3 wierzchotkach takim,
ze A(Ty,) =m—k >=m—3. Wowczas PR(K,,, T,,) = m—k+p, gdzie =5, jesli
me{k+2,k+3,k+4,k+5,k+6,k+8} oraz u = 6 w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 7.4. Niechn > 4, a'T;, bedzie drzewem o m > 3 wierzchotkach takim,
ze A(Ty,) < m—4. Wowezas PR(K,,, T),) = m+ 2.

8 Planarna liczba Ramseya dla innych par graféow

W tym podrozdziale zebrano wyniki dotyczace planarnej liczby Ramseya dla
par graféw, w ktérych zaden nie jest grafem petnym. W dotychczasowych bada-
niach rozwazane byly giéwnie cykle, grafy prawie pelne oraz kota.

8.1 Planarna liczba Ramseya dla pary cykli

Jedng z pierwszych rozwazanych par graféw, w ktérych nie wystepuje graf pet-
ny byla para cykli [20,22]. Jest to jedna z klas graféw, ktéra jest badana w odnie-
sieniu do réznych zagadniefi w teorii graféw. Czesto cykle niosa w sobie tadunek
jakosciowy odrézniajacy je od innych klas graféw, czesto tez wyniki zaleza od pa-
rzystej badZ nieparzystej dtugosci cyklu. Dodatkowo w rozwazanym zagadnieniu
znana jest doktadna warto$¢ zwyktej liczby Ramseya dla pary cykli (por. tab. 8), co
pozwolito na poréwnanie z jej planarng wersja. Wyniki zawarte zostaly w rozprawie
doktorskiej autorki [20], za§ dowdd ulegl znacznemu uproszczeniu dzigki wspot-
pracy z A. Ruciriskim, efektem ktdrej jest praca [22]. Wszystkie wartosci planar-
nej liczby Ramseya zostaty zebrane w tabeli 9. Dowody poszczegdlnych wartosci,
oprocz wlasnoSci graféw planarnych, odwotuja si¢ do warunkéw dostatecznych na
hamiltonowskos¢ i pancykliczno$¢ graféw, a takze do pojecia liczby Turdna. Klu-
czowym okazal sie lemat, ktéry méwi, ze dopelnienie kazdego grafu planarnego

o rzedzie t > 9 zawiera cykl Cy_s.
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Lemat 8.1 ([22]). Niech G bedzie grafem planarnym takim, ze t = |V (G)| = 9.
Wowcezas Ci_o C G.

Tabela 8: Wykaz znanych wynikéw dla liczby Ramseya R(Cy,, Cyy,)

Rozwazany przypadek Wynik Zrédto
R(C3,Cs) 6 [23]
R(C4,Cy) 6 [14]
R(Cy,Crp) dlam > 6 m+1 8]
R(Cs,Cs) 8 [8]
R(Cp,Cp)dla3 <n<m,

: , om—1 [18,30,34]
n-nieparzystego i (n,m) # (3,3)
R(Cy,Cpy) dlad <n<m,
m—1+5% [18,30,34]

m,n-parzystego i (n,m) # (4,4)
R(C,,Cp) dlad <n<m,

) ) max{m—1+%,2n—1} [18,30,34]
n-parzystego i m-nieparzystego

Poréwnujac tabele 8 i 9 fatwo zauwazy¢, ze zwykta i planarna liczba Ramseya
pokrywaja sie dla krétkich cykli, natomiast dla dtuzszych cykli widoczna jest istot-
na réznica. Ma to zwigzek z faktem, Ze liczba krawedzi w dopetnienu grafu planar-
nego ro$nie wraz z kwadratem liczby wierzchotkéw, a zatem dopetnienia graféw

planarnych sg stosunkowo geste, a to wymusza istnienie cykli.

8.1.1 Planarna liczba Ramseya dla pary Sciezek

Sciezki sa podgrafami cykli, zatem ograniczenie gérne na planarng liczbe Ram-
seya jest oczywiste. Wystarczylo zatem skonstruowacé odpowiednie grafy [20], by
otrzymac, ze PR(P,, Py,) =m+ 5] —1dlam <5in <moraz PR(Py, P,,) =
m-+2dlam >5in<m[20].
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Tabela 9: Wykaz znanych wynikéw dla dla PR(C,,,C,y,)

m
3 4 5 6 7 8 9
n
3 6 7 m+2
4 7 6 7 m+1
5
7 8
6
7 9 9 m+2
8 8 9
9

8.2 Planarna liczba Ramseya dla pary grafé6w prawie pelnych

Podobnie jak w przypadku graféw peinych zwykta liczba Ramseya dla pary
graféw prawie pelnych jest znana tylko w nielicznych przypadkach. Okazuje sie,
ze Dudek i Rucinski [17] wyznaczyli planarng liczbe Ramseya dla prawie wszyst-
kich takich par. Potaczyli oni poszukiwania komputerowe ze znanymi teoretyczny-
mi rezultatami, a wyniki ich badan sg zaprezentowane w tabeli 10. Nalezy zauwa-
zy¢, ze ponownie problematyczny okazat si¢ graf czterowierzchotkowy (K4 —e)
jako pierwszy element w parze. Dla takich par udato si¢ okresli¢ doktadne warto-
Sci planarnej liczby Ramseya tylko dla kilku poczatkowych wartosci m. Ciekawe
jestréwniez poréwnanie PR(K,, —e, K,, —e) z PR(K,, — e, K,,). Dla wszystkich
nietrywialnych n # 4 pierwsza warto$¢ jest o 2 mniejsza od drugiej, natomiast dla

n = 4 i znanych przypadkéw dla m > 4 r6znica wynosi 1.
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Tabela 10: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,, —e, K, —e)

m
3 4 5 6 7 8 9
n
3 2m—3
4 5 9 13
5
6 4m—5

8.3 Planarna liczba Ramseya dla grafu prawie pelnego i cyklu
Ze wzgledu na brak symetrii planarnej liczby Ramseya nalezy rozwazy¢ dwa
przypadki, uwzgledniajace kolejnos¢ graféw w parze.
8.3.1 Graf prawie pelny i cykl
Dzieki wlasno$ci monotonicznos$ci
PR(K,-1,Cp) < PR(K,—e¢,Cy) < PR(K,,Cy)

oraz warto$ciom zebranym w tabeli 5 Dudek i Rucinski [17] ustalili warto$¢ planar-
nej liczby Ramseyadlan =4im > 7 orazn > 5im > 6. Pozostate mate przypadki
zebrane w tabeli 11 rozwazyli oddzielnie. Widzimy, ze w tym przypadku znane sg

wszystkie wartosci planarnych liczb Ramseya.

8.3.2 Cykli graf prawie pelny

Jeslibedziemy rozwazac te grafy w tej kolejnosci, to w przeciwienstwie do pary

(graf prawie petny, cykl), nie znamy wartoSci planarnej liczby Ramseya we wszyst-
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Tabela 11: Wykaz znanych wynikéw dla PR(K,, —e,Cly,)

m 3 5 6 7 8 9
n
3 5 m
4
5
6
7 9 m+2
8
Tabela 12: Wykaz znanych wynikéw dla PR(C,,, K, —¢)
m 3 5 6 7 8 9
n
3 5 9 12 15
4 4 11 14
5 5 13 17
6 6
7
8 7

kich przypadkach. W tabeli 12 zebrano informacje znane do tej pory. Zawdzigcza-

my je ponownie Dudkowi i Ruciisciemu [17].
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8.4 Planarna liczba Ramseya dla cyklu i kota

Para (cykl, koto) nie zostata jeszcze szeroko zbadana. Rozwazana byta do tej
pory tylko dla cyklu Cy przez Y.J. Chen, Z.K. Miao i G.F. Zhou w [12]. Wyniki
réwniez prezentujemy w formie tabelarycznej (zob. tabela 13), gdyz charaktery-

zuja si¢ one ciekawa nieregularnoscia dla znacznej liczby poczatkowych przypad-

kéw, po czym planarna liczba Ramseya jest opisana ta samg funkcja poczawszy

od m = 41. W dowodzie autorzy najpierw okreslili minimalne stopnie w grafach

planarnych o okreslonym rzedzie niezawierajacych cyklu Cjy i na ich podstawie wy-

znaczyli wszystkie liczby z tabeli 13). Dodatkowo dla matych wartosci m wspierali

sie rowniez programem plantri [32].

Tabela 13: Wykaz znanych wynikéw dla PR(Cy, Wy,)
Rozwazany przypadek Wynik
PR(Cy,Wy) 8
PR(C4,W5) 9
PR(Cy,Ws) 10
PR(C4,W7) 9
PR(Cy,W,,) dla8 <m <26 m+3
PR(C4,Wa7) 31
PR(C4,Wp,) dla28 <m < 32 m+3
PR(Cy,Ws33) 37
PR(C4,W3y) 37
PR(C4,W3s5) 38
PR(Cy,Wsg) 40
PR(C4,W37) 40
PR(C4,W3g) 41
PR(C4,W3g) 43
PR(Cy,Wyo) 43
PR(C4,Wp,) dlam > 41 m+4
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Zauwazmy jeszcze na koniec, ze w parze (tréjkat, koto) tréjkat moze by¢ trakto-
wany zaréwno jako graf petny, jak i cykl. A zatem wartosci PR(C3, W,,,) zawarte
w pierwszym wierszu tabeli 7 moga by¢ rowniez traktowane jako wartosci dla pary
(cykl, koto). Przypomnimy tylko, ze autorami zawartych tam wynikéw sa G. Zhou,
Y. Chen, Z. Miao, S. Pirzada [44].

8.5 Planarna liczba Ramseya dla cyklu i drzewa

Stosujac podobna technike do opisanej w poprzednim podrozdziale, tzn. po-
stugujac si¢ minimalnymi stopniami wierzchotkéw w grafach planarnych nieza-
wierajacych cyklu Cy, X.L. Hu, Y.Q. Zhang, Y.B. Zhang w [27] okreslili wszystkie

planarne liczby Ramseya dla pary (C4, drzewo), dowodzac ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 8.1. Niech T, bedzie drzewem o m > 3 wierzchotkach i maksymal-
nym stopniu k. Wowczas PR(Cy,T,,) = max{n+1,PR(Cy, K1 1)}.

Widzimy zatem, ze w przypadku drzewa ma znaczenie nie tylko liczba jego
wierzchotkéw, ale réwniez maksymalny stopien w drzewie, podobnie jak byto to
w przypadku pary (graf pelny, drzewo) w podrozdziale 7.4. Planarng liczbe Ram-
seya dla cyklu Cy i gwiazdy K j, autorzy wyznaczyli w sposéb dokfadny. Wyraza

si¢ ona zaleznoScia

4 dlak =2,
k+3 dla3<k<6,

<k<
PR(Cy, Ky 1) =
k+4 dla7<k<39, k¢ {26,32,35,38},

k+5 w pozostatych przypadkach.

Twierdzenie 8.1 jest podobne w wypowiedzi do analogicznego twierdzenia do-
tyczacego zwyktych liczb Ramseya dla tej pary. Przy takich samych zatoZeniach
Burr i in. dowiedli mianowicie w [7], ze R(Cy,T),) = max{4,n+1,R(Cy, K1 1)}.
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8.6 Planarna liczba Ramseya dla skojarzenia i grafu pelnego

Na koniec przytoczymy jeszcze wynik dotyczacy jedynej pary, w ktérym je-
den z graféw jest niespdjny. Mianowicie planarna liczba Ramseya dla skojarzenia
i grafu pelnego wynosi PR(tKo, K,;,) =m+2t—2dlat > 1in > 2[20].

9 Podsumowanie

W rozdziale przedstawiono jedng z modyfikacji liczby Ramseya, mianowicie
planarng liczbe Ramseya. Zebrano wszystkie znane obecnie wyniki dotyczace tej
liczby. Mamy nadzieje, ze tabelaryczna forma prezentacji rezultatéw utatwi porow-
nania miedzy warto$ciami planarnej liczby Ramseya dla par graféw niewiele r6z-
nigcych si¢ od siebie, jak rowniez pomiedzy warto$ciami planarnej i zwyktej liczby
Ramseya dla takich samych par. Dzi¢ki takiej formie fatwo réwniez odszukac te pa-
ry rozwazanych klas graféw, dla ktérych wartoSci planarnych liczb Ramseya nie sa

jeszcze znane.
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