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Wstep

Teoria sterowania jest to nauka o zasadach i metodach sterowania sys-
temami (obiektami, urzadzeniami, procesami). Zadania z teorii sterowania
polegaja na analizie i modelowaniu matematycznym pewnych systeméw oraz
konstrukeji algorytmu (regulatora) dla realizacji okreslonego celu. Do mo-
delowania systemu wykorzystujemy wiedze z réznych dziedzin nauki: fizyki,
techniki, chemii, medycyny, socjologii itp., natomiast do konstrukcji opty-
malnych sterowan wykorzystywane sa narzedzia z matematyki, statystyki,
rachunku prawdopodobieristwa.

Dos¢ czesto na zachowanie systeméw wplywaja zaburzenia zewnetrzne,
ktore powoduja, ze nie mozemy doktadnie przewidzie¢ reakeji systemu na
sterowanie. Ponadto nieznajomos¢ parametréow systemu takze uniemozli-
wia okredlenie doktadnych sterowan. Zaréwno nieznajomo$é parametrow
oraz wystepowanie zaburzen zewnetrznych wplywaja na wielkosé sterowan
oraz wielko§¢ wskaznika jakosci. W wielu przypadkach identyfikacja para-
metréw jest dokonywana poprzez sterowanie systemem podczas realizacji
celu. W szczegblnodci stosuje sie koncepcje adaptacji, ktéra bazuje na do-
strajaniu regulatora w petli oraz idei dzialania w celu samouczenia. Wy-
znaczenie sterowan polega na optymalizacji wskaznika jakodci, ktory okredla
cel sterowania. Wskaznik jakodci zalezy zaréwno od standéw systemu, jak
i od sterowan. W przypadku nieznajomosci parametréow systemu optymalne
sterowanie musi mie¢ dualna nature: z jednej strony powinno odpowiednio
szybko umozliwia¢ gromadzenie wiedzy o parametrach, z drugiej zas reali-
zowad cel. Realizacja tych dwoch odrebnych, a jednocze$nie wspotzaleznych

zadan stanowi istote problemu adaptacyjnego sterowania. Umiejetne mo-
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delowanie systeméw technicznych oraz odpowiednie sterowanie nimi zasad-
niczo jest duzym wyzwaniem dla naukowcédw, analitykdéw, inzynieréw. Ze
wzgledu na ogromne potencjalne znaczenie dla zastosowan problem stero-
wania adaptacyjnego przyciggal uwage badaczy od dawna. Pierwsze pu-
blikacje pojawity sie pét wieku temu i sa znaczone takimi nazwiskami, jak
Wiener N., Astrom K., Feldbaum A.A., Bellman R., Kulikowski R., Fle-
ming W.H., Rishel R., Bene§ V.E., Karatzas 1. Literatura przedmiotu jest
ogromna, aspekty praktyczne przedstawiane sa w setkach ksigzek i artyku-

low.

Okazuje sie, ze nieznajomo$é horyzontu sterowania réwniez wywiera
dos¢ duzy wplyw na warto§¢ wskaznika jakodci oraz wielkosci sterowan.
W niektérych zadaniach przyjecie ustalonego i niezaleznego horyzontu ste-
rowania nie prowadzi do adekwatnego modelu sytuacji. Na przyktad w za-
daniach typu selflearning, w problemach sztucznej inteligencji, zarzadzaniu
portfelem inwestycyjnym przyjmuje sie, ze horyzont dziatania zalezny jest od
otrzymanych wynikéw. Wskazane jest, aby zatrzymaé proces w pierwszym
momencie uzyskania satysfakcjonujacych efektow. Widzimy, ze w kazdym
momencie, oprécz wyznaczenia sterowari, dodatkowo nalezy podja¢ decyzje
odnognie kontynuacji badz zatrzymania sterowania systemem. W innych
przypadkach nie mamy w ogéle zadnego wplywu na horyzont sterowania.
Przyktadowo czas "zycia" produktu, czas bezawaryjnej pracy urzadzenia
technicznego czy tez liczba strat poniesionych w procesie produkcji nie jest
znana odgoérnie. Powstaje pytanie: jak sterowaé systemem, jezeli horyzont

nie jest sprecyzowany.

Monografia przedstawia matematyczne aspekty dotyczace wyznacze-
nia optymalnego sterowania systemami stochastycznymi z czasem dyskret-
nym. W rozdziale pierwszym przedstawiono podstawowe wiadomodci z teorii
miary, teorii rachunku prawdopodobienstwa, proceséw stochastycznych, teo-
rii filtracji oraz zasad optymalnego zatrzymania proceséw losowych.
W rozdziale drugim omoéwiono problematyke adaptacyjnego sterowania sys-
temami stochastycznymi, ktéra polega na gromadzeniu wiedzy o parame-

trach systemu i jednoczesnie realizacji celu. Pokazano réwniez réznice po-
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miedzy sterowaniami w warunkach pelnej i niepetlnej informacji o parame-
trach systemu. Dodatkowo zwrécono uwage na wpltyw horyzontu sterowa-
nia na wskaznik jakosci. W kolejnym rozdziale przedstawiono zagadnienie
optymalnego sterowania systemem dla przypadku, gdy horyzont sterowania
jest losowy i nie zalezy od stanéw systemu. W rozdziale czwartym zapre-
zentowano problem optymalnego zatrzymania dla systemdéw sterowanych.
Zostaly zaproponowane dwa sposoby rozwiazania tego problemu. Jeden
z nich polega na rozszerzeniu wektora sterowan o dodatkowa zmienng decy-
zyjna dotyczaca zatrzymania systemu (stopowanie przy pomocy sterowania).
Drugi ze sposob6éw bazuje na zastosowaniu optymalnych zasad zatrzymania
proceséw losowych. W ostatnim rozdziale niniejszego opracowania problem
wyznaczenia optymalnego sterowania zastapiono problemem réwnowaznym,
ktory polega na wyznaczeniu optymalnej trajektorii dla systemu sterowa-
nego. Pod pojeciem trajektorii rozumie sie uporzadkowany ciag stanéw sys-
temu. System, ktory porusza sie po optymalne] trajektorii, realizuje ten
sam cel jak dla problemu optymalnego sterowania. Wobec powyzszego dla
kazdego z momentéw znajac optymalne stany systemu mozemy okreglié¢ ste-
rowanie. Nadladujac bezposrednio te stany system realizuje cel sterowania.
W kazdym z omoédwionych wyzej zagadnien do wyznaczenia optymalnych
sterowani badz tez optymalnej trajektorii wykorzystano programowanie dy-
namiczne wstecz. Dodatkowo podano algorytmy wyznaczenia optymalnych
sterowail i optymalnej trajektorii.

Materiat zawarty w pracy moze by¢ pomocny studentom, pracowni-
kom naukowym oraz osobom, ktére sa zainteresowane teoria optymalnego
sterowania oraz metodami konstrukcji optymalnych regulatoréw dla syste-

mow stochastycznych z czasem dyskretnym.






Rozdzial 1

Podstawowe wiadomosci

Istnieje duzo znakomitych ksiazek, ktore szczegétowo omawiaja roz-
norodne zagadnienia z teorii miary, teorii rachunku prawdopodobienstwa,
proceséw stochastycznych (np.[26], [27], [29], [47], [50], [75], [79], [84], [88],
[90], [95], [96], [112], [113], [115]-[118], [120], [121], [123], [124]). Ponizej
krotko przedstawione zostana tylko niezbedne wiadomodci. W celu poglebie-
nia wiedzy i uzyskania wiecej informacji z analizy funkcjonalnej i rachunku
prawdopodobienstwa kieruje czytelnika do ksiazek. Ponizej przyjmujemy
N — zbior liczb naturalnych, Ny = NU{0}, R — zbior liczb rzeczywistych,
C — zbior liczb zespolonych, natomiast Ry = {x € R: z > 0}.

1.1 Miara. Podstawowe wlasno$ci miary

Definicja 1.1 Niech X bedzie pewng przestrzenig. Rodzine M nazywamy
algebrg (ciatem) jezeli:

1. 0,X e M;

2. jezeli A\ Be M, to AUBe M, ANB e M;

3. jezeli A€ M, to A= X\Ae€ M.

Definicja 1.2 Pewng rodzine F przestrzeni X nazywamy o— algebrg
(oc— ciatem) jezeli:

1. X e F;

2. jezeli Ac F, to Ac F;

13



14 1. Podstawowe wiadomosci

3. jezeli Ay, Aa,...€ F, to |J A; € F.
i=1

)

Ciato M jest klasa podzbioréw przestrzeni X zamknieta ze wzgledu na
operacje skoriczonego dodawania, mnozenia i odejmowania zbioréw. o—ciato
F jest pewna klasa podzbioréow przestrzeni X zamkniety ze wzgledu na
operacje przeliczalnego dodawania, mnozenia i odejmowania zbioréw.

Na tej samej przestrzeni X moga by¢ zadane rézne o— ciata. Naj-
mniejsze o— cialo Fy = {0, X} ztozone ze zbioru pustego i przestrzeni X
nazywa sie trywialnym, natomiast rodzina wszystkich mozliwych podzbio-

row przestrzeni X postaci F = {A: A C X} jest najwiekszym o— ciatem.

Uwaga 1.1 Niech D bedzie dowolng rodzing podzbioréw zbioru X . Istnieje
wowczas jednoznacznie okreslone o— cialo zawierajgce wszystkie mozliwe
podzbiory zbioru D. Najmniejsze o— ciato zawierajgce rodzing D (czyli,

generowane przez D) oznaczamy przez o (D).

Uwaga 1.2 Niech {F;} bedzie ciggiem o— cial okreslonych na przestrzeni

X, wtedy F = (| F; jest rowniez o— cialtem.
t

Definicja 1.3 Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng. o— ciato zawiera-
jace wszystkie zbiory otwarte w przestrzent X nazywamy o— cialem zbiordw

borelowskich w X i oznaczamy B (X).

Definicja 1.4 Funkcje pyz okreslong na klasie wszystkich podzbioréw zbioru
X o wartosciach Ry spelniajgcg warunki:

1. pz (0) = 0;

2. jezeli A C B, to puz (A) < uz (B);

3. dla dowolnego ciggu {A,}, o podzbiordw zbioru X

n=1

nazywamy miarg zewnetrzng.
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Definicja 1.5 KazZdg funkcje p okreslong na F o wartosciach w Ry spet-
niajgcg warunki:

1. dla kazdego A€ F  p(A)>0;

2. u(A) < oo przynajmniej dla jednego A € F;

3. jezeli Ay, Ag, ... € F oraz A;NAj =0 dla dowolnych i # j, to

K <U An) = ZM(An)
n=1 n=1
NazYwamy miarg.

Uwaga 1.3 Jezeli u(X) < oo, to miare nazywamy miarg skonczong.

Miara p okreslona na F ma nastepujace wlasnosci:
. 1 (0) = 0;
. jezeli A C B, to u(A) < u(B);
.jezeli A Be Foto p(AUB) =pu(A)+p(B)—pu(ANB)
. jezeli Ay C Ay C ... € F, to

=W NN =

5. jez'eli ..C Ay C A€ F, to

Z (ﬂ Ai) = g (An).
=1

Definicja 1.6 Pare (X,F) nazywamy przestrzeniq mierzalng, natomiast

trajke (X, F, 1) nazywamy przestrzeni¢ z miarg.

Definicja 1.7 (Warunek Caratheodory’ego) Niech pz bedzie miarg ze-
wnetrzng na X. Mdowimy, Ze zbior A spetnia warunek Caratheodory’ego,

wtedy 1 tylko wiedy gdy
47 (C) = 7 (C1A) + iz (C\A)

dla dowolnego C C X.
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Oczywiscie kazde o— cialo F mozna rozszerzyé¢ na zbiory typu

A = AU B, gdzie A € F, natomiast B C Ay € F oraz uz(Ag) = 0.

Rodzina F zawierajaca zbiory A jest o— ciatem.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Caratheodory’ego) Jezeli iy jest miarg
zewnetrzng w zbiorze X oraz F oznacza rodzine wszystkich podzbioréw zbioru
X spetniajgcych warunek Caratheodory’ego, to

1. F jest o— ciatem w X;

2. jezeli py (A) =0, to A € F;

3. miara zewnetrzna py zawezona do F jest miarg (zupeing).

Twierdzenie Caratheodory’ego utatwia konstrukcje réznych miar. Wi-
dzimy, ze wystarczy skonstruowa¢ miare zewnetrzna py (warunki w definicji
sa stabsze) na przestrzeni X, a nastepnie zawezi¢ dziedzine miary zewnetrz-
nej pz do zbiorow A, ktore spetniaja warunek Caratheodory’ego. Ponizej
przedstawione zostana klasyczne sposoby okreglania miar.

Dyskretna przestrzen mierzalna.

Niech zbior X = {z1,x2,...} bedzie co najwyzej zbiorem przeliczal-
nym, natomiast F o— cialem zbioru X. Dowolna miara u na (X, F) jest

zadana poprzez ciag {n},>; postaci u, = p({zn}) > 0. Ponadto dla

1(A) = Z M-

dowolnego A € F

;€A
Jezeli . . .
p(X) = p (U {mn}> = ZM({xn}) = Z,un < o0,
n=1 n=1 n=1

to miara p jest miarg skoniczona.

Przestrzen mierzalna (R, B(R)).

Niech R oznacza zbior liczb rzeczywistych (prosta), natomiast (a,b)
dowolny odcinek postaci (a,b), [a,b], (a,b], [a,b), gdzie —o00 < a < b < 0.

Niech A oznacza rodzine zbioréw postaci

A= (ai,bi), (1.1)

=1
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gdzie n < oo oraz (a;, b;) N (aj,b;) = 0 dla i # j. Tak zdefiniowana rodzina

A jest cialem (natomiast nie jest o— ciatem).

Definicja 1.8 o— ciato generowane poprzez rodzine zbioréw A nazywamy
o— ciatem zbioréw borelowskich oraz oznaczamy B (R). Elementy B(R)

nazywamy zbioramsi borelowskimi.

W sposob podobny definiujemy przestrzen mierzalng ([a, b], B ([a, b])) .
Niech o— ciato B ([a,b]) sktada sie ze zbioréow A C [a,b] oraz A € B(R).

Rodzine B ([a, b]) nazywamy o— cialem zbioréw borelowskich na [a, b].

Definicja 1.9 Dla dowolnego —oo < a < b < 0o miare

px ({a, b)) =b—a
nazywamy miarqg Lebesgue’a okreslong na (R, B (R)).

Oczywidcie miara Lebesgue’a okreslona na prostej R jest miara ze-
wnetrzng, natomiast z twierdzenia Caratheodory’ego wynika, ze jest ona
miarg zupelna. Poniewaz p)y (R) = oo, zatem miara Lebesgue’a na R nie

jest skoriczona .

Definicja 1.10 Funkcje F (x) = pu((—o0,z]),z € R spetniajgcqg warunki:
1. F (x) jest funkcjg niemalejqca;
2. F(—o0) = lim F(x)=0, F(oco)= lim F(x) < oo,
T—r—00 Tr—r00
3. F (x) prawostronnie ciggla (dla xo € R lim F (x) = F (x9)) oraz ma

27—)1‘0

lewostronne granice ( lim F (x) = F (xo —0))
=T
nazywamy dystrybuantq.

Miedzy dystrybuanta F' a miara p istnieje wzajemnie jednoznaczna
zaleznoéé¢, co oznacza, ze majac miare mozna okresli¢ dystrybuante i od-
wrotnie. 7 definicji powyzej wynika, ze dla kazdej miary skoriczonej
(miary przypisujacej skoriczona wartos¢ przestrzeni mierzalnej) okreslonej na
(R,B(R)) istnieje jednoznacznie okreslona dystrybuanta F oraz
F (o) = xli)ngoF (x) = p(R).
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Jezeli F jest dystrybuanta okreslona na R, to istnieje doktadnie jedna
miara u okreslona na (R, B (R)) taka, ze dla dowolnych a,b € R, a <b

u((a,b) = F (b) = F (a).

W sposob identyczny definiujemy u([a,b]) = F(b) — F(a—0),
w((a,0)=F(b—-0)—F(a),u(la,b))=F (b—0)— F(a—0). Jezeli zbior
A jest okreslony za pomoca (1.1), to

n n
f (U <ai,bi)> =Y (@i b)),
i=1 i=1
gdzie n < oo oraz (a;,b;) N (aj,b;) = 0 dla i # j. Zatem dla dowolnego
zbioru A € A (A jest zbiorem postaci (1.1)) mamy u(A) < oo.
Przestrzen mierzalna (R", 5 (R")).
Niech R™ oznacza zbior wektorow = = (x1,...,x,) € R™, elementami
ktorego sa liczby rzeczywiste. Na tej przestrzeni definiujemy rodzine A",

ktora sktada sie ze zbioréw postaci
n
A=Ay x .. x Ay =[] A,

gdzie Ar € A dla dowolnego 1 < k < n, natomiast A oznacza rodzine

zbiorow postaci (1.1). Tak zdefiniowana rodzina A" jest cialem.

Definicja 1.11 o— ciato generowane poprzez rodzine zbioréw A" nazywamy
o— ciatem zbiordw borelowskich oraz oznaczamy B (R™). Elementy B (R™)

nazywamy zbioramsi borelowskims.

Definicja 1.12 Miare

n n
NA(H auz) Hb_aza
=1 =1

gdzie —0o < a; < b; < oo dla kazdego 1 < i < n, nazywamy miarg Lebesgue’a
okreslong na (R™, B (R™)).
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Oczywidcie miara Lebesgue’a na R” jest miarg zewnetrzna, natomiast
z twierdzenia Caratheodory’ego wynika, ze jest ona miarg zupetng. Miara
Lebesgue’a na R™ nie jest skonczona, py (R™) = oco. Miare skoniczona na
o— ciele zbioréw borelowskich B (R™) okreslamy za pomoca dystrybuanty

n—wymiarowe;j.

Definicja 1.13 Funkcje F (x1, 2, ..., Ty) , 1, T2, ..., T, € R spetniajgcq na-
stepujgce warunki:
1. F(x1,22,...,2y) jest funkcjg niemalejacq wzgledem kazdej wspdtrzed-
nej, tzn.

AlﬂnF (l’l,xg, ,l’n) Z O,

gdzie /\; operator réznicowania wzgledem zmiennej x; jest dany wzorem

N F (.%'1,2?2, ,.I‘n) =F (.1‘1, ey Li—1, T + hi, Lit1, ,xn)

- F (ml, ooy Lj—15 L4y - Li41, ,{L‘n)

oraz h1 >0, ...,h, > 0;
2. jezeli istnieje co najmniey jedna zmienna x; — —o0, 1o

F(z1,...,Ti—1, =00, .Tit1, ..., Tp) = lm F (x1,22,...,2) =0,
Ti—>—00

jezeli natomiast r; — oo dla kazdego i = 1,2,...,n, to

F (c0,...,00) = lim F(21,...,xy) < 00;
T1—00,...,Tpn—>00
3. F (x1,x2, ..., ) jest prawostronnie ciggla oraz ma lewostronne granice
wzgledem kazdej wspotrzednej x;, 1 < i <n

nezywamy n—wymiarowq dystrybuantq.

Z twierdzenia Caratheodory’ego wynika, ze jezeli F' (z1,x2, ...,y ) jest
n—wymiarowg dystrybuanta, to istnieje doktadnie jedna miara na (R™, B (R™)),

taka ze

F (x1,29,....;xn) = p ( (—oo,xi]> . (1.2)
=1

7
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Odwrotnie, jezeli p jest miara skoriczona na (R™, B (R")), to funkcja F' (x1, z2, ..., Trn)
dana wzorem (1.2) jest n—wymiarowa dystrybuanta oraz u (R™) = F (o0, ..., 00).
Zatem majac miare skoniczong mozna okresli¢ n—wymiarowa dystrybuante
i odwrotnie.

Funkcje mierzalne.

Niech (X, A) bedzie przestrzenia mierzalna.

Definicja 1.14 Funkcje rzeczywistg f (z), x € X nazywamy A mierzalng,
jezeli dla dowolnego zbioru borelowskiego B € B (R)

FH(B) € A,

gdzie f~1(B) = {x € X : f (x) € B} oznacza przeciwobraz zbioru B.

Definicja funkcji mierzalnej oznacza, ze przeciwobraz dowolnego pod-
zbioru borelowskiego R jest zbiorem mierzalnym w X. Do weryfikacji mie-

rzalnosdci funkeji wykorzystujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 Funkcja f (x) okreslona na przestrzeni mierzalnej (X, A)

jest A mierzalna, jezeli dla dowolnego a € R zbidr
{reX: f(x)<a}

jest zbiorem mierzalnym.

Kazda funkcje g (y), y € R nazywamy funkcja borelowska, jezeli jest

ona B (R) mierzalna.

Twierdzenie 1.3 Niech (X, A) bedzie przestrzeniq mierzalng. Funkcja zto-
zona h(x) = g (f (z)), v € X jest A mierzalna, jezeli f (z), v € X jest A
mierzalna, natomiast g (y), y € R jest funkcjq borelowskq.

Twierdzenie 1.4 Niech (X, A) bedzie przestrzenig mierzalng oraz funkcje
fi, fa, ... okreslone na X sq A mierzalne. Funkcje f1 (x)+f2 (z), f1 (x) f2 (z),
Ty (vod warunkiem fi(z) # 0), |fi(2)], max{fi(x),f2(2)},

min { f1 (z), fa (x)}, sup fn (z), inf f,, (x) sq réwniez funkcjami mierzalnymi.
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Definicja 1.15 Funkcje mierzalng f (x) okreslong na (X, A) nazywamy funk-

cjqg prostg, jezeli przyjmuje skonczenie wiele wartosci.

Funkcje prosta f (z) mozemy przedstawi¢ w postaci
m
f@) =) als, (), z€X,
i=1

gdzie ap e R, Ay e Adlak=1,....m, m < oo oraz A;NA; =0 dlai#j.

Definicja 1.16 Niech f (z) bedzie funkcjq mierzalng okreslong na przestrzeni
mierzalnej (X, A). Rodzine

Al = {7 (B): BeB®)
nazywamy o—ciatem generowanym przez funkcje f ().

Latwo udowodnié¢, ze A/ jest o—ciatem, dodatkowo Af C A. Twier-
dzenie ponizej przedstawia sposéb wyznaczenia klasy wszystkich funkeji mie-

ralnych wzgledem o—ciata A/.

Twierdzenie 1.5 Funkcja h(z), © € X jest funkcjg mierzalng wzgledem
o—ciata AT, wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje funkcja borelowska g (y),
y € R, taka ze

h(x)=g(f(z)) dla dowolnego x € X.

1.2 Elementy rachunku prawdopodobienstwa

1.2.1 Przestrzen probabilistyczna.

Rachunek prawdopodobieristwa jest dziatem matematyki zajmujacym
sie badaniem i wykrywaniem praw w zakresie zjawisk losowych, np. losowy
charakter napiecia pradu, czas poprawnej pracy elementéw, stopy zwrotu
z inwestycji w poszczegdlne aktywa. W kazdej teorii istnieja pojecia pier-

wotne: w arytmetyce - liczba, w geometrii - punkt, prosta, pltaszczyzna.
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W rachunku prawdopodobienistwa pojeciem pierwotnym jest zdarzenie ele-
mentarne w. Przez przestrzen zdarzen elementarnych {2 rozumiemy zbidr
tych zdarzen, ktoére sa elementarnymi, niepodzielnymi wynikami doswiad-
czenia czy tez obserwacji. Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny pod-
zbiér przestrzeni zdarzen elementarnych. Oczywiscie zdarzeniem pewnym
jest podzbior zawierajacy wszystkie elementy tej przestrzeni (zdarzeniem
pewnym jest ). Zdarzeniem niemozliwym jest zbior pusty (.

Niech F oznacza o— ciato przestrzeni zdarzeri elementarnych €. Zgod-
nie z powyzszg definicja elementy o— ciata F sg zdarzeniami losowymi. Je-
zeli € jest zbiorem przeliczalnym lub skoriczonym, to kazde o— ciato F jest

zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru €.

Definicja 1.17 Kazdq funkcje P okreslong na F o wartosciach w [0, 1] spel-
niajgcg warunks:

1. P(Q)=1;

2. dla kazdego Ac F 0<P(A)<1;

3. jezeli A1, Ag, ... € F oraz A;NAj =0 dla dowolnych i # j, to

(04) - S ron

naezywamy miarg prawdopodobienstwa.

Trojke (2, F, P) (przestrzen € z miara P okreglong na F) nazywamy
przestrzenig probabilistyczna (zupelng przestrzenig probabilistyczna). Wiel-
kos¢ P (A) oznacza prawdopodobieristwo zdarzenia A. Jezeli (2, F, P) jest
przestrzenia probabilistyczna, to spelnione sa nastepujace wtasnodci:

1. P(0)=0;

2. dla dowolnego A € F P (A) =1- P (A);

3. jezeli A C B, to P(A) < P(B);

4. jezeli A,Be€ F,to P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AnNB);
5. jezeli Ay C Ay C ... € F, to

P (U Ai) = lim P (An);
=1
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6. jezeli ... C As C A1 € F, to

P (ﬂ A,-) = lim P (4n).
=1

Definicja 1.18 Zdarzenia A i B sq niezalezne (niezalezne wzgledem miary
P lub niezaleznie stochastycznie), jezeli P(AN B) = P (A) P (B).

Mowimy, ze zdarzenia losowe Aj, Ao, ..., Ay, 83 niezalezne, jezeli dla
dowolnych wskaznikow 1 < 11 < ig < ... < iy, < m, 2 < m < n spelniona

jest réwnosé
P (A“ N AQ n...N Azm) =P (A“) P (Azg) P (Aim) .

Definicja 1.19 Prawdopodobienistwem warunkowym zdarzenia A pod wa-

runkiem, ze zaszto zdarzenie B takie, ze P (B) > 0, nazywamy wielkosé

P (AB)
P(B)

P(A|B) =

Jezeli zdarzenia A i B sa niezalezne oraz P(A) > 01 P(B) > 0, to
P(A|B)=P(A)i P(B|A) =P (B).

Twierdzenie 1.6 Zaldzmy, ze zdarzenia Ay, As, ... € F spetniajo warunki:
1. P(A;))>0dlai>1;
2. P(AiNA;)=0dlai#j;
3. OLj A; = Q.
i=1

Dla d?);uolnego B € F zachodzi réwnosé
P(B) =) P(B|A4)P(4). (1.3)
i=1

Wzor (1.3) nazywamy wzorem na prawdopodobieristwo catkowite.
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1.2.2 Zmienne losowe. Wektory losowe

Definicja 1.20 Zmienng losowq okreslong na (2, F, P) nazywamy kazdg
funkcje & : 2 — R mierzalng wzgledem o— ciata F.

Zatem dla dowolnego zbioru borelowskiego B € B (R) przeciwobraz
¢ (B)={weQ:¢(w) € B}

jest zdarzeniem losowym. Bez zmiejszenia ogdlnosci ponizej przy okresleniu
zmiennej losowej € argument w bedziemy pomijaé. 7 twierdzenia 1.4 wynika
ze suma, roznica, iloczyn, iloraz (pod warunkiem, ze mianownik jest rozny
od zera) zmiennych losowych réwniez jest zmienng losowa. Z twierdzenia
1.5 wynika, ze jezeli £ jest zmienna losowa oraz g (x),x € R jest funkcja
borelowska, to n = ¢ (§) rowniez jest zmienna losowa, poniewaz funkcja

nw) =g (w)),we Q jest F mierzalna.

Definicja 1.21 Niech £ : Q0 — R bedzie zmienng losowq. o— ciato zawiera-
jace zdarzenia
£1(B)={weQ:¢(w) € B

dla dowolnego B € B (R) nazywamy o— ciatem generowanym przez zmienng

losowq € oraz oznaczamy F€ lub o (€).

7 definicji wynika, ze F¢ C F, tzn. o— cialo F¢ zawiera wszyst-
kie zdarzenia losowe A € F, zajscie (wystapienie) ktorych obserwujemy na

podstawie realizacji zmiennej losowej &.

Twierdzenie 1.7 Niech £ : Q — R bedzie zmienng losowg natomiast g (z),
r € R dowolng funkcjq borelowskq. Zmienna losowa n = g (€) jest F& mie-
rzalna. Odwrotnie, jezeli zmienna losowa 1 jest F& mierzalna, to istnieje

funkcja borelowska g (x) taka, ze n = g (&) .

7Z kazda zmienna losowa & jest powigzana miara P: okreslona na B (R),

ktora jest dana wzorem

P;(B)=P (¢ (B)) dla dowolnego B € B(R).
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Miar¢ P nazywamy rozkladem zmiennej losowej . Dla kazdej miary na

B (R) istnieje jednoznacznie okreslona dystrybuanta.

Definicja 1.22 Funkcje F¢ (v) = P:((—o0,z]) = Pwe:{(w) < x),

x € R nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej €.

Definicja 1.23 Zmienna losowa & jest zmienng losowq dyskretng (zmienng
losowaq o rozktadzie dyskretnym), jezeli przyjmuje ona wartosci z co najwyzej
przeliczalnego zbioru {ay, az, ...} z prawdopodobieristwami {p1,p2, ...}, gdzie

pn >0 oraz > p, = 1.
n

Zmienng losowa & mozemy przedstawié¢ w postaci
g (CL)) = Z anIAn (CL)) ?
n

gdzie A, € F,|JA, = Qoraz A;NA; =0dlai# j, p, = P (A,), natomiast

1, weA,
IA(W):{ 0. wéA

Funkcje T4 : Q — {0,1} nazywamy indykatorem zbioru A. Dystrybuanta

zmiennej losowej € o rozktadzie dyskretnym jest dana wzorem

Fe (z) = Z pn dla x € R.

n:anp<n

Punkty a1, a9, ... sa punktami niecigglosci pierwszego rodzaju dystrybuanty
zmiennej losowej £ o rozktadzie dyskretnym, F¢ (a,) — F¢ (an — 0) = py,. Dla
dowolnego B € B (R)

Pe(B)= > pn

n:an€B

Definicja 1.24 Zmienna losowa £ jest zmienng losowq cigglq (zmienng lo-

sowq o rozktadzie cigglym), jezeli istnieje nieujemna funkcja pe (x) > 0,
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x € R, ze dla kazdego zbioru borelowskiego B € B (R)

[e.9]

P, (B)—/p5 (s) ds oraz /p£ (s)ds = 1.

B —0o0
Funkcje pe (x) nazywamy funkcjy gestosci zmiennej losowej . Dystry-
buanta zmiennej losowej £ o rozktadzie ciagtym

T

Fe (z) = /pg(s)dsdlaxeR

—0o0

jest funkcja ciagta i rézniczkowalna na R oraz d%éx) = p¢ (). Wobec po-

wyzszego prawdopodobienstwo zdarzenia {§ € B}, B € B (R) wyznaczamy

za pomoca catki Lebesgue’a—Stieltjesa

Pe(B) = P({c€ BY) = [ dF:(a).

B

Zalozmy, ze zmienne losowe &1, ..., &, sa okreslone na (Q, F, P).

Definicja 1.25 Wektorem losowym & = (&1, ..., &) okreslonym na (Q, F, P)
nazywamy kazdg funkcje € : Q0 — R™ mierzalng wzgledem o— ciata F.

Definicja 1.26 o— ciato zawierajgce zdarzenia
¢ (B) = {weQ:¢(w) € B}

dla dowolnego B € B (R™) nazywamy o— ciatem generowanym przez wektor

losowy & : Q — R™ oraz oznaczamy F& lub o (£).
Definicja 1.27 Funkcje
Fg (.731, ,a:n) = Pg (fl <z, 7£n < Zvn) = P(w €N {(w) < JI),

x = (X1, ..., ) € R™ nazywamy dystrybuantq wektora losowego &.
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Dla dowolnego zbioru borelowskiego B € B (R") prawdopodobienstwo

zdarzenia {{ € B} wyznaczamy za pomoca calki Lebesgue’a—Stieltjesa
P: (B)=P({¢ € B}) = /dFE (T1yeeey Tp) -
B

Jezeli pe (21, ...,xp) jest funkcja gestosci wektora losowego &, to dla dowol-
nego B € B(R") oraz (x1,...,zn) € R

B

x1 Tn
Fg(ml,...,mn):/.../pg(sl,...,sn)dsl...dsn.

—00 —00

Definicja 1.28 Mdowimy, ze cigg {gn}lgign jest ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych, jezeli dla dowolnych zbioréw borelowskich By, ..., B, € B(R)
zdarzenia losowe {&1 € B1},...,{&n € Bn} sq niezalezne.

Twierdzenie 1.8 Zmienne losowe &y, ..., &, sq niezalezne wtedy 1 tylko wtedy,

gdy dla x1,...,x, € R
n
Fg (.Il, ...,.’En) = HF& (1’,) .
i=1

Niezalezno$é¢ zmiennych losowych jest powigzana z niezaleznodcig o —ciat
generowanych poprzez te zinienne losowe. Méwimy, ze o—ciata F,G sa nie-
zalezne, jezeli niezalezne sy dowolne zdarzenia losowe A € F, B € G, zatem
P(AnB)=P(A)P(B).

Zmienne losowe &1, ..., &, sa niezalezne, wtedy i tylko wtedy gdy nie-
zalezne s o—ciata F&1, ..., Fé generowane poprzez te zmienne losowe. Dla

dowolnych zbioréw borelowskich By, ..., B, € B (R) mamy

n
P (& € By, ooyén € Bn) = Py ¢, (By % ... x By) = [ [ Pe, (By).
=1
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Pojecia niezaleznosdci zmiennych losowych oraz odpowiadajacych im
o—cial beda wykorzystywane przy wyznaczeniu warunkowych wartosci ocze-
kiwanych. O ile nie bedzie konieczne ponizej wskazniki przy funkcjach roz-

ktadu i dystrybuantach zmiennej losowej beda pomijane.

1.2.3 Wartos$é oczekiwana. Warunkowa wartos$é oczekiwana

Definicja 1.29 Warto$cig oczekiwang zmiennej losowej & okreslonej na prze-

strzeni probabilistycznej (2, F, P) nazywamy wielkosé

Efzmgz/f(w)P(dw).
Q

Widzimy, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej & jest catka
Lebesgue’a funkcji £ (w) wzgledem miary P. Jezeli miara P i funkcja Fy sa

rozktadem i dystrybuanta zmiennej losowej £ na B (R), to

[e.9]

E{ =m¢ = /ng (ds) = / sdFy (s).

R —00
Wtasnosci wartodci oczekiwanej:

1. jezeli istnieja wartosci oczekiwane E€ 1 E |£] oraz E€ < 0o, E [€| < o0,
to
|E¢| < B¢

Ely= /IA(w)P(dw) =P(A),
Q
gdzie 14 jest indykatorem zbioru A;
3. jezeli E¢ istnieje, to dla dowolnych a,b € R

E(a+b) =aE+ b
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4. jezeli istnieja wartoéci oczekiwane FE 1 En oraz B < oo, En < oo, to
E(§+n)=E¢+ En ;

5. jezeli £ <n, to E¢ < B,
6. jezeli f: R — R jest dowolna funkcja borelowska, to

Bf(€) = / £ (s) dFe (s)

7. jezeli f: R — R jest funkcja wypukla oraz catkowalna, to spelniona
jest nieréwnosé
f(EE) < Ef(E)-.
Powyzsza nieréwnosé nazywamy nieré6wnoscia Jensena. W przypadku gdy

f R — R jest funkcja wklesta, to

Ef (&) < f(EE).

Dla dowolnego ustalonego a € R funkcja f(x) = min(z,a) jest funkcja
wklesta, zatem
E (min (§,a)) < min (F¢,a).

Definicja 1.30 Wariancjg zmiennej losowej & nazywamy wielkosé

o0

var{ = E (£ — m5)2 = / (s — mg)2 dFe (s).

—00

Wtasnosci wariancji:
1. varf = B —m} > 0;
2. dla dowolnych a,b € R

var (a& +b) = a®Varé ;
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3. jezeli {&} <<, jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych oraz

varé; < oo dla dowolnego 1 < i < n, to

var (i &) = i Varg; .
i=1 i=1

Definicja 1.31 Kowariancjg zmiennych losowych £, : Q — R nazywamy
wielko§é

cov (&,m) = E (£ —mg) (n—my).

Wtasnosci kowariancji:

1. jezeli B€% < oo oraz En? < oo, to

cov (€,1) < \/varéy/var

2. jezeli zmienne losowe £, 7 sa niezalezne, to cov (§,n) =0 ;

3. var§ = cov (§,€);
4. var (§ +n) = varé + varn + 2cov (€, 7).

Niech £ = (&1, ..., &) bedzie n—wymiarowym wektorem losowym. Ma-

cierz B¢ = {cov (&, §j)}<; j<n, € R™™ nazywamy macierza kowariancji oraz
25 = EffT - mgme.

Jezeli P({w: ¢ (w)=n(w)}) = 1, to méwimy ze zmienne losowe ¢
i 1 sa rowne prawie pewnie wzgledem miary P lub tez réwne z prawdopo-

dobieristwem 1 oraz oznaczamy £ = n (pp.).

Definicja 1.32 Warunkowg wartoscig oczekiwang zmiennej losowey & okre-
slonej na (2, F, P) wzgledem o—ciata G C F nazywamy zmienng losowq
E (£|G), ktora spetnia nastepujace warunksi:

1. E(£|G) jest G mierzalna;

2. dla dowolnego A € G spetniona jest nieréwnosé

/s<w>P<dw>=/E<s|g><w>P<dw>.
A A
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Ponizej zakladamy, ze wartosci oczekiwane zmiennych losowych

istnieja oraz sg skoriczone. Wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwane;j:

. jezeli £ = C = const (pp.), to E(£]G) = C (pp.);
- Jezeli P(§<n) =1, to E(§]G) < E(n]|9) (pp.);
. jezeli a,b € R oraz F €| < 0o, E |n| < 00, to

E(a€+bn|G) =aE(£|G) +bE(n]G) (pp.);

. jezeli E €| < oo oraz G ={0,Q}, to E(£]G) = E€ (pp.);

5. jezeli E[¢] < oo, to |[E(E]G)] < E(€]19) (pp.);

. jezeli GiC GoC F, to E(E (£]G2)]G1) = E(E(£|G1)1G2) = E (£61)

(pp-);

. jezeli zmienna losowa & jest G mierzalna, to E (£]G) = £ (pp.);

8. E(E(£|G)) = E¢ (pp.);

10.

. jezeli zmienna losowa & nie zalezy od G (tzn. o—ciala F¢ i G sg nieza-

lezne), to E(£]G) = E¢ (pp.);

jezeli E'|¢n| < oo oraz zmienna losowa 7 jest G mierzalna, to
E(&n|G) =nE(£]|G) (pp.)-

Zmienna losowa E (¢ |F"7) = E(£|n), gdzie F" = o {n}, nazywamy

warunkowa wartoscia oczekiwana zmiennej losowej £ wzgledem zmiennej lo-

sowej 7.

W pracy wykorzystywane beda wektory losowe o rozktadzie normal-

nym (rozkladzie Gaussa). Niech £ : Q@ — R™ bedzie wektorem losowym

o rozkladzie normalnym N (m, X)), gdzie m € R", ¥ € R"*" oraz

m=E¢{ L=E(-m)(¢-m)".

Zakladamy, ze macierz 3 jest macierza nieosobliwg (detX # 0), wiec takze

dodatnio okreslona. Funkcja gestosci rozkladu normalnego NN (m, ) jest

okreslona wzorem

—;ex —laz—mT taz—m
rm D) = o (< - S @ m)) (0
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natomiast dla dowolnego z € R" funkcja charakterystyczna wektora loso-

wego € jest dana wzorem

¢¢ (2) = Eexp (iz7¢) = exp (isz - ;zTZz) . (1.5)

Wtiasnoéci wektorow losowych o rozkladzie normalnym:

1. Jezeli wektor losowy £ : @ — R™ ma rozklad normalny N(m,X),
macierz A € R™ ™ jest macierzg deterministyczng, a € R™ — wektorem
deterministycznym, to wektor losowy p = A£+a ma rozklad normalny

N (Am + a, AZAT), gdzie wektor wartosci oczekiwanych wynosi
Eu=FE(A{+a) = Am + a,
natomiast macierz kowariancji

E(n—Ep) (n—Ep)"
E(Af+a—Am —a) (Af+a—Am —a)"
E(A(E-m)) (A€ —m))" = AzAT,

cov (1, j1) =

Funkcja charakterystyczna wektora losowego u jest roéwna
1
¢u (2) = Eexp (iz" p) = exp (izT (Am +a) — 2zTAZATz> . (1.6)

2. Niech wektor losowy ¢ : @ — R™ ma rozklad normalny N (0, 1),
gdzie 0 € R™ jest wektorem o wspolrzednych zerowych oraz macierz

I € R™™ jest macierza jednostkowa. Zatem Fe; = 0 dla dowolnego

. 1, dlai=j
e
o 0, dlai#j,

1< 7 <noraz

poniewaz skladowe wektora losowego € sa niezalezne. Jezeli wektor

losowy ¢ ma rozktad normalny N (m, X)), to z wlasnosci 1 wynika, ze
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wektor £ mozemy przedstawié w postaci
1
E=X2e4+m.

3. Niech 6 : Q — R¥i¢: Q — R” beda wektorami losowymi o rozktadach
normalnych N (mg, ¥g) i N (mg, X¢) odpowiednio. Jezeli wektory lo-
sowe 0 i £ sa niezalezne, to macierz kowariancji wektorow 0 i £ jest
macierza zerowa oraz dla dowolnych z € R¥, z € R™ funkcja charak-

terystyczna wektora (6,£) € R*™ jest dana wzorem

P (2, 2) = Eexp (i (70 4+ 27€)) = ¢ () @) (2)

1 1
= exp (imeg — 2xT29x> exp <isz§ - 2ZTZ§Z> .

1.3 Procesy stochastyczne

Zachowanie wiele zjawisk technicznych, fizycznych, ekonomicznych itp.
opisujemy za pomocs ciagu zmiennych losowych. W pracy do matematycz-
nego opisu tych zjawisk wykorzystane beda funkcje losowe zalezne od czasu,
ktore nazywamy procesami stochastycznymi. Niech (€2, F, P) bedzie prze-
strzenig probabilistyczna.

Definicja 1.33 Rodzine {{},cp zmiennych losowych § = § (w) : @ — R
zaleznych od parametru t € T = [0,00) nazywamy procesem stochastycznym
(losowym,) z czasem cigglym. Jezeli parametrt € T = Ny, to rodzing {&}er
nazywamy szeregiem czasowym lub procesem stochastycznym z czasem dys-

kretnym.

W zaleznosci od potrzeb bedziemy przyjmowa¢ T = [0,00) lub
T = Nyg. W przypadku, gdy & = & (w) : Q@ — R* dla t € T, to rodzine
{&t}er nazywamy n—wymiarowym procesem stochastycznym. Zatem pro-
ces stochastyczny {&;},.p jest funkcja, ktora odwzorowuje T'xQ w przestrzen
mierzalng R (lub R™ w przypadku procesu n—wymiarowego). Dla ustalo-
nego w € Q) funkcje & : T'— R (lub & : T — R™) nazywamy trajektorig lub

realizacja procesu stochastycznego.
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Niech B oznacza rodzine zbior6w borelowskich w R (lub R™ w przy-
padku n—wymiarowym). Z kazdym procesem stochastycznym {{:},. po-
wiazane sa o—ciata ]—"f =o0{w:&,s<t}. Przez Ff rozumiemy zdarzenia,
ktore zaszty do momentu ¢t. Dla kazdego t € T }'f oznacza o—cialo genero-
wane poprzez rodzine zbioréw {w : {s € B, s < t}, gdzie B € B, tzn. o—cialo

wzgledem ktoérego mierzalne sa zmienne losowe &g, 5 < t.

Definicja 1.34 Proces stochastyczny {&:},cp nazywamy procesem mierzal-

nym, jezelt dla dowolnego B € B
{(w,t) : {&s € By € F xB(T),
gdzie B (T') jest o—ciatem zbiorow borelowskich na T

Niech {F;},cp bedzie niemalejaca rodzing o—cial, tzn. Fy C Fy C F
dla s < t. Méwimy, Ze mierzalny proces stochastyczny {&;},cr jest zgodny z
rodzing o—cial {F;},cp, jezeli dla dowolnego ¢ € T' zmienne losowe & sa Fi
mierzalne. Oznacza to, ze dla t € T wielkosé &; jest catkowicie wyznaczona
poprzez Fy. Ogoblnie przyjmujemy F; = ]-"f.

Niektore procesy posiadaja pewna wlasnosé, ktora obrazowo mozna
scharakteryzowaé jako: przysztosé nie zalezy od przysztosci, gdy znana jest

terazniejszoé¢. Takie procesy stanowia klase proceséw Markowa.

Definicja 1.35 Proces stochastyczny {&t},cp nazywamy procesem Markowa,
jezeli dla dowolnego k € N oraz 0 < t] < tg < ... < t}, oraz dowolnego B € B

spetniona jest rownosé

P (ftk S B ‘gtp "'761‘,)@,1) =P (gtk S B }étk,1> . (17)

W lewej czesci rownania (1.7) prawdopodobienistwo warunkowe wyzna-
czamy wzgledem o—ciala generowanego poprzez ciag &, , ..., §t,_, , hatomiast
w prawe] czeséi tego rownania prawdopodobienistwo warunkowe wyznaczamy
wzgledem o—ciala generowanego poprzez &, ,. Widzimy, ze dla proceséow

Markowa warunkowy rozktad &, , gdy znane sa wartosci &, ..., &, ., zalezy
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tylko od &, . Z definicji wynika, ze jezeli proces stochastyczny {& },op jest
procesem Markowa, to dla dowolnych 0 < s <t oraz B € B

P(£t€B|fs):P(£t€B|£s)'

Twierdzenie 1.9 Proces stochastycany {& },cp jest procesem Markowa wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnej ograniczonej funkcji f () oraz dowolnych
0<ti <ta<... <1

B (f (&) |&ts s €tn ) = E(F (&) |€0n 1) -

Szczegélnym przypadkiem procesow Markowa sa procesy o przyro-
stach niezaleznych. Moéwimy, ze proces stochastyczny {{:},. jest procesem
o przyrostach niezaleznych, jezeli dla dowolnego k£ € N oraz

0 <t <ty <..<tgroznice &, — &ty -ors &ty — &ty , 53 Diezalezne.

Definicja 1.36 Proces stochastyczny {&;}cr wzgledem rodziny F = {Fi}cr
spetniajacy warunek E (|&|) < oo dla t € T nazywamy:

1. martyngatem, jezeli E (§ |Fs) = &s (pp.) dlat > s;

2. nadmartyngatem, jezeli E (§ | Fs) <& (pp.) dlat > s;

3. podmartyngatem, jezeli E (& |Fs) > &s (pp.) dlat > s.

Bardzo wazng klase proceséw stochastycznych stanowig procesy

gaussowskie.

Definicja 1.37 Proces stochastycany {&},cr nazywamy procesem Gaussa
(gaussowskim, normalnym) jezeli dla dowolnego k € N oraz t1,te, ...t € T

rozktad tgcany &, ..., &, jest rozktadem normalnym.

Proces Gaussa jest catkowicie okreslony poprzez wartos¢ sredniag
me (t) = E& oraz macierz kowariancji X¢ (t,s) = cov (&,&s) dla t,s € T.
Jezeli {&i},cp jest procesem Gaussa, to liniowe przeksztalcenie tego procesu

jest rOéwniez procesem Gaussa.
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1.4 Optymalne zatrzymanie proceséw losowych

Niech (Q,F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng, natomiast
{Fitier, T = [0, 00) oznacza niemalejaca rodzing o—ciat, tzn. Fy C Fy C F
dla s <t. W teorii optymalnego zatrzymania proceséw losowych decydujace

znaczenie maja momenty Markowa.

Zmienng losowa 7 : @ — T U {00} nazywamy momentem Markowa

wzgledem rodziny {F;},op, jezeli dla kazdego t € T'
{w:T(w) <t} eF.

Momenty Markowa sa to zmienne losowe, ktére nie zaleza od przysztosci.

Jezeli P (1 < o0) = 1, to moment Markowa 7 nazywamy momentem
zatrzymania. W definicji powyzej wyrazenie {w : 7 (w) <t} € F; oznacza,
ze odpowiedz na pytanie, czy moment zatrzymania 7 nie przekracza t, zalezy

od obserwacji zdarzeri do momentu ¢ (zalezy od F;).

Ponizej podane zostana podstawowe witasnosci momentéw Markowa,
ktore bezposrednio sa wykorzystywane podczas konstrukcji zasad zatrzyma-

nia proceséw stochastycznych.

1. Jezeli 7 jest momentem Markowa wzgledem rodziny {F:},.p, to
{w:T(w)<tle Froraz {w:7(w) =t} e FdlateT.

2. Jezeli 11 i 7o sa momentami Markowa, to min (71, 72), max (71, 72) oraz
71 + T2 sa momentami Markowa.

3. Niech 7y, 79,... bedzie ciagiem momentéw Markowa, wtedy moment
sup 7, rowniez jest momentem Markowa.

4. Moment Markowa 7 wzgledem rodziny {F;},co jest zmienna losows
Fr mierzalng.

5. Jezeli 7 1 ¢ sa momentami Markowa oraz 7 < ¢ (pp.), to Fr C Fe.

6. Niech {&;},op bedzie procesem stochastycznym wzgledem rodziny {Fi},cr

oraz T = 7 (w) bedzie momentem Markowa takim, ze P (7 < oo) = 1.
Funkcja & = () (w) jest Fr mierzalna.

7. Niech {&},op bedzie procesem stochastycznym wzgledem rodziny
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{Ft}4er, natomiast D — zbiorem domknigtym. Moment
T=inf{t >0:& € D}

jest momentem Markowa wzgledem rodziny {F3},cp.
Dowody tych wlasnosci mozna znalezé np. w [79], [122].

Ponizej przedstawione zostana optymalne zasady zatrzymania proce-
sow stochastycznych oraz sposéb wyznaczenia momentu zatrzymania. Niech
{&tocien + & = & (w) : @ — R" dla 0 <t < N bedzie procesem sto-
chastycznym z czasem dyskretnym wzgledem rodziny F = {]:t}OStS ~ spel-
nijacy wlasnos¢ E (|&]) < oo dla 0 < ¢t < N oraz g : R — R bedzie
funkcja mierzalng, taka ze Fg~ (&) < oo dla kazdego 0 < t < N, gdzie
g~ () = —min{g (z),0}. Wartos¢ funkcji g (z) nazywamy wygrana (zy-
skiem) dla realizacji x.

Niech 7 bedzie momentem Markowa 7 o realizacjach w zbiorze
{0,1,..., N}, gdzie horyzont N < oo. Dla dowolnego 0 < j < N klase mo-
mentéw Markowa o relizacjach w zbiorze {j,j + 1,..., N} oznaczamy przez
T (G, N) = {7:j <7 (w) <N} oraz przyjmujemy 7 = T (0, N). Wyzna-
czenie optymalnego momentu zatrzymania 7" dla procesu stochastycznego

{&t}o<i<n sprowadza si¢ do rozwiazaniu zadania

Vo' = sup Eg (&) .- (1.8)
TET

Wielkos¢ ViV = Eg (&,+) oznacza oczekiwana wygrang (oczekiwany zysk),

jezeli proces {&;}y<;< zostanie zatrzymany w momencie 7%,

Aby wyznaczyé optymalny moment zatrzymania skonstruujemy ciag

{Ugv}ogth postaci
Uiv = max {g(ft),E(Ut]il |-7:t)} (1.9)
z warunkiem poczatkowym v]]\\,[ = ¢y oraz definiujemy moment

70 =min{0<t<N:g(&) =v]}. (1.10)
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Ciag {UtN}ogth nazywamy koperta (otoczka) Snell’a. Twierdzenie ponizej
przedstawia podstawowsa zasade dotyczaca optymalnego zatrzymania proce-
sow losowych na przedziale czasowym 0 < ¢t < N. Wiecej na temat teorii
optymalnych zasad zatrzymania mozna znalezé np. w [33], [122].

Twierdzenie 1.10 Niech cigg {v]" spetnia réwnanie (1.9) oraz mo-

}0<t<N
ment Tév bedzie okreslony za pomocq (; ]0) Wowczas zachodzg nastepujgce
wtasnosci:

1. eT;

2. B (g (&) 1%0) = vf;

3. E(g(&)|Fo) < E (g (ér({V) ].7-'0) dla dowolnego 7 € T;

4. V&V = EulY.

Dowod powyzszego twierdzenia mozna znalezé np. w [122], [124].

Whniosek 1.1 Cigg {Uiv}0<t<N jest nagmniejszym nadmartyngatem domi-

nujgcym ciag {9 (&) Yo<i<n-

Whiosek 1.2 Moment 7" = Tév jest optymalnym momentem zatrzymania
w klasie momentow Markowa T dla procesu stochastycznego {g(&)}o<i<n

oraz najwieksza oczekiwana wygrana wynosi VbN = Fg ({Tév) .

7 momentami decyzyjnymi t = 0,1,..., N sa powiazane pewne pod-
zbiory w R™. Niech dla dowolnego 0 <t < N

Givz{xER”:g(x):Uiv}

oraz S = R™\GI. Ciagi zbioréw {Gév}0<t<N i {ng}0<t<N okreslaja od-
powiednio obszary zatrzymania i kontynuagji_ obserwacji grgcesu {&}o<i<n-
W zwigzku z powyzszym, zeby okreéli¢ optymalna decyzje w momencie ¢,
nalezy sprawdzi¢ do ktorego ze zbioréw nalezy &, tzn. jezeli & € GV, to
w tym momencie zatrzymujemy proces {gt}ogts N» W przeciwnym razie kon-

tynuujemy obserwacje tego procesu.
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Whniosek 1.3 Optymalny moment zatrzymania procesu {&}y<;<n WYynosi
' =min{0<t<N:§eGY}.

Uwaga 1.4 Ciggi zbioréw zatrzymania {G,{V}(KKN 1 konlynuacyi {StN}0<t<N
spetniajg wtasnosci
GYcalVc..cGy =R"

oraz
p=5N cSN ,c..cs.

Rozwiazanie zadania (1.8) dla przypadku gdy horyzont N = oo mozna
znalezé w [33], [122], [124].

1.5 Teoria filtracji

1.5.1 Wyznaczenie warunkowego rozktadu

Niech (92, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Ponizej rozwa-
zamy proces stochastyczny z czasem dyskretnym & = {&};cy,, elementy

ktorego sa okreslone za pomoca réwnania

£t+l = f (t,f,e) + o (t,g) Et+1, (111)

gdzie f : NxR"xRF — R, g : NxR® — R"™™ oraz f (t,£,0) = f (€0, ..., &, 0)
i o(t§ = o(,....&), natomiast {e;},.y jest ciggiem niezaleznych
m—wymiarowych wektoréw losowych o rozkladzie normalnym N (0,1),
0 € R™ jest wektorem o wspoélrzednych zerowych, I € R™*™ jest macie-
rz3 jednostkowsa. Zaktadamy, ze wektor losowy 6 : Q — R¥ ma rozktad p ()
oraz jest stochastycznie niezalezny od elementéw ciagu {e;},cy-

Zagadnienie filtracji polega na wyznaczeniu warunkowego rozktadu
wektora 6 na podstawie realizacji {€s}o<,<; (Patrz np. [19], , [21], [48], [79],
[86], [89], [98], [99], [101]). Niech F& = o {&o,&1,....&} 1 F¥ = FF v o {6},
t € N oznaczaja niemalejace rodziny o—cial na przestrzeni (2, F, P). Jezeli

&o jest wektorem deterministycznym, to wystarczy przyjac .7-"5 ={0,Q}.
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Twierdzenie 1.11 Niech dla dowolnego t € N funkcje f(t,£,0) € R™,
o(t,&) € R™™ sq mierzalne ze wzgledu na o—-ciato ff. Wowczas wa-

runkowy rozktad zmiennej losowej € ze wzgledu na o—ciato ff , t €N jest

rowny
p(0) T1 7 (&5, £ — 1,€,6),5G — 1,6))
P (d@ ‘}'f) - = o, (1.12)
fp(ﬁU) Hlf)/(gjvf(] - 17§7$)7Z(j - 175)) dx
i

gdzie (t,€) = o (t,€) o7 (t,€), natomiast v(x,m,X) jest funkcjq gestosci
rozktadu N (m, %) dang wzorem (1.4).

Dowéd. Niech p () ippg () — oznaczaja gestosé apioryczna wektora losowego
0 i wektora stanu &y odpowiednio. Z niezaleznosci 0 i £y wynika, ze rozktad
taczny jest réwny

10(0, &) = p(0)po(&o)-

Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ € N i dowolnej ograniczonej borelowskiej

funkcji h mamy
E (h (97507 "'a§t7€t+1)) =F (E (h (97507 "'7£t7£t+1) )‘thg)> .
Wobec powyzszego

Eh (97€07~--,§t+1) :/h(xaﬁoa---,§t+1)Mt+1($,§0,-'-,§t+1)d$d§0-~d§t+1'
(1.13)

7 drugiej strony

Eh (9,{0, '-'7’£t+1) = FEh (97507 ~'-7§ta f <t7§7 9) +o (tvg) 6t+1)

(1.14)

h (JT, 507 ceey gtu f (t7 55 ‘T) +o (tv 5) U)) ot (LU, 507 ceey gt) v (w7 67 Im) dmd&odgtdw

B, €0, ey &ty Eeat) it (2,80, 5 §0) 7 (Gea1, f (8,6, 2) , X (2, €))) dudEp...dEp 1,
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gdzie ~ (w,f),[m) jest funkcja gestosci rozktadu IN (G,Im) dang wzorem
(1.4), 0 € R™ jest wektorem zerowym, I,, € R™*™ — macierza jednost-

kowa. Poréwnujac (1.13) i (1.14) otrzymujemy

Mt+1(07§07 "-7§t+1) = [t (97507 "'7&) Y (€t+17 f (tvfa 0) ) % (tvf))) . (115)

Zatem dla systemu (1.11) rozklad taczny wektorow 6, o, ..., & jest rowny

t
1t(0, o, -, &) = p(B)po(yo H (& fU—1,60),%20—1¢))-

Dla dowolnego t € N warunkowy rozktad wektora losowego 8 ze wzgledu na

o—ciato ]-"f jest dany wzorem

/’Lt(ev 507 ) gt)
[ ez, &o, ... &)da

P (de ’]—'f) = (0|, ... & )dO = dh,

ktory sprowadzamy do postaci (1.12). m

1.5.2 Filtracja ciaggéw warunkowo normalnych

Niech (€2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng, natomiast ele-
menty procesu stochastycznego z czasem dyskretnym & = {&},cy, beda

okreslone za pomocg réwnania

§ev1 = fo (8,8 + f1(£,6) 0 + 0 (£,§) eppa, (1.16)

gdzie fo : NxR® — R”, f; : NxR* — R™* 5 : NxR® — R™ ™ oraz
fO (taf) = fO (607 "’aéi)? fl (tvé-) = fl (505 "'aét) 1o (taé) =0 (505 °")£t)7 na-
tomiast {e;},c jest ciagiem niezaleznych wektoréow losowych o rozktadzie
normalnym N (0, I), natomiast 0 € R™ jest wektorem o wspohrzednych zero-

wych, macierz I € R™*™

jest macierzg jednostkowa. Zakladamy, ze wektor
losowy 6 : Q — R¥ ma rozktad normalny IN (myg, vo) oraz jest stochastycznie
niezalezny od elementow szeregu {e;},.y. Niech .Ff = ]-"0g Vo{&,&, ..., &},

]:fe = ff V o {0}, t € N oznacza niemalejace rodziny o—cial na (Q, F, P).
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Jak zobaczymy ponizej warunkowy rozktad wektora 6 na podstawie re-
alizacji {&}o<s<; Jjest rozktadem normalnym, dodatkowo optymalny
estymator w sensie Sredniokwadratowym wektora nieznanych parametréow

0 ("filtr Kalmana - Bucy") pokrywa sie z warunkowa wartoscig oczekiwang
mi=E (0] 7).

natomiast blad estymacji (filtracji) jest rowny warunkowej macierzy kowa-
riancji

0= E ((9 — ) (0 —my)” )ff) .

Wielkosé btedu estymacji okreslamy jako slad z macierzy warunkowej kowa-
riancji. W rozwazanym przypadku wektor m; i macierz v, t € N zostana
wyprowadzone z twierdzenia o korelacji normalnej oraz zostana przedsta-
wione w postaci réwnan rekurencyjnych, co jest bardzo uzyteczne od strony
praktycznej. Wiecej na temat filtracji mozna znale¢ w [48], [79], [86], [98],
[99], [101]. Dowody twierdzen przedstawionych ponizej dla rozszerzonego

modelu obserwacyjnego znajduja sie w [79].

Twierdzenie 1.12 (Twierdzenie o korelacji normalnej) Niech
6:Q — R & Q — R” bedg wektorami o rozktadach normalnych
odpowiednio N (mg, Qg) 1 N (mg, Q¢), gdzie

mg € R¥ me € R", Qp € RMF Q € R™™.

Przyjmigmy Qpe = E (0 —my) (€ — mg)T. Wtedy Qpe € R¥*", a wektor
warunkowej wartosci oczekiwanej E (0€) oraz macierz warunkowej kowa-
r1ancyi

cov (0.016) = E (0~ E(016)) (0~ E(01¢))" [¢)

dane sq wzorams

E(016) = mg + QoeQ¢ ' (6 —me), (1.17)
cov (0,01€) = Qo — Qoc Qg Qfe- (1.18)
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Dowdd. Rozwazmy wektor losowy p dany wzorem

p=(0—mp) — QoeQg ' (€ —mg). (1.19)

Niech wektor 0 € R¥ bedzie wektorem o wspétrzednych zerowych (wektor
zerowy) oraz macierz (} € R**" bedzie macierza o elementach zerowych

(macierz zerowa). Wartos¢ oczekiwana wektora p jest rowna
Ep = E0 —mg — QoeQ¢ ' (BE —mg) =0,
natomiast macierz kowariancji wektorow p i (§ — mg) jest rowna

Ep(§—me)" = E(0—mp) (§ —me)" — QoeQ¢ "B (& — me) (€ —mg)”
= Qoe — QoeQ¢ ' Qe = 0. (1.20)

Ze wzoru (1.20) wynika, ze wektory p i £ sa niezalezne. Zatem
E(ul§) = Ep=0.

Wobec powyzszego z rownania (1.19), biorac obustronnie operator warun-

kowe]j wartosci oczekiwanej ze wzgledu na &, otrzymujemy
0=E(0¢) —mg— QoeQ¢ ' (€ —me).
Tym samym stwierdzamy prawdziwos¢ wzoru (1.17). Ze wzoru (1.17) wynika
0—E(01€) = 0 —my — QueQ7 (€ —me) = . (1.21)

Z rownania (1.21) oraz niezaleznosci p i € otrzymujemy

cov (0,0]€) = E ((9 —E@0€)0-E@©)&)" !é)

= E (up" ) = Epp”, (1.22)
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natomiast z réwnania (1.19) mamy

Epp" = Qo + QucQ; ' QeQ; ' Qi — 2Q0cQ; ' Qe
= Qo — QoeQ; ' Qfe- (1.23)

Podstawiajac (1.23) do (1.22) otrzymujemy wzoér (1.18). m

Whiosek 1.4 Jezeli 0 1 £ sq zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych
N (mg, 03) 1IN (mg, O'g) odpowiednio oraz kowariancja zmiennych losowych
6 i & wynosi cov (0,€) = rogog, gdzie r jest wspdtczynnikiem korelacji zmien-

nych 0 © & oraz ag > 0, to z twierdzenia o korelacyi normalney otrzymujemy

1) =mo+ PG (¢ ey = mg +r % (€ —me),
§
cov (0,01€) = O'g — 001}20(29,5) = 03 (1 —1“2).
13

Whniosek 1.5 Jezeli 0 i &, ..., & s¢ zmiennymi losowymsi o rozktadach nor-
malnych N (mg,ag) 1IN (m1,0%> s N (mk,az) odpowiednio oraz zmienne
losowe &1, ..., & sq niezalezne, to warunkowa warto$é oczekiwana zmiennej

losowe] 0 ze wzgledu na &1, ..., & wynosi

k
E(0&1, . &) =mo+ Y o

1=1 ?

0O (6 ma).

Ponizej zakladamy, ze funkcje fy (¢,€), f1(t,€), o(t,§) w réwnaniu
(1.16) spetniaja nastepujace zaltozenia:

1. dla dowolnego t € N wektor fy(¢,£) € R™ oraz macierze fi (t,€) €

R™F o (t,£) € R™™ sg mierzalne ze wzgledu na o—ciato ]-"f;

2. z prawdopodobieristwem jeden elementy wektora fo(¢,£) i macierzy

fi1(t, &), 0 (t,€) sa ograniczone, tzn. dla t € Ny

P(lfoi(t,§)] <c)
P(lois (t,€)] < ¢)

L, P(|f1 ij (t7§)| < C) =1,
1

IN
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dla1<i<n, 1<j<k, 1<s<m, c< oo oraz

E|fo (t,6)]* < 00, E|f1 (t,€)*> < 00, Elo (t,€)]* < oo;

3. warunkowy rozktad wektora losowego 6 : Q@ — R* ze wzgledu na ]-'g

jest rozktadem normalnym IN (myg, Qo).

Procesy stochastyczne z czasem dyskretnym okreslone za pomoca row-
nania (1.16) maja wlasno$¢ warunkowej normalnosci. Twierdzenie ponizej
podaje spos6b wyznaczenia warunkowego rozktadu wektora losowego 6 na
podstawie realizacji {§s}g< <, dla dowolnego ¢ € No. Wartosci estymatoréw
wektora losowego 6 wyznaczone zaostang za pomoca twierdzenia o korelacji

normalnej.

Twierdzenie 1.13 Jezeli spetnione sq zatozenia (1)-(3), to warunkowy roz-
ktad wektora losowego 0 ze wzgledu na o—ciato ]-'f jest rozktadem normal-
nym N (my, Q¢), gdzie wektor warunkowych wartosci oczekiwanych my oraz

macierz bledu estymacyi v okreslone sq za pomocqg réwnarn rekurencyjnych

mieps = me + 2 f T (4 (L (LT (6.6 + 0 (4, T (1)

X (€1 — Jo (,€) = f1 (£,€)my), (1.24)
Qi1 =7 — nfi (t,€)

x (f1 (6, ) wfT (4,6) + o (1,€) 0T (1€)AL (t.E) %  (1.25)

z warunkami poczgtkowymi mqg 1 Qo odpowiednio.

Dowdd. Prawdziwo$¢ twierdzenia udowodniona zostanie za pomoca in-
dukcji matematycznej. Zatézmy, ze dla dowolnego ¢ > 1 warunkowy rozktad
P (9 <z ‘]-'f) jest  rozkladem  normalnym N (my, Qy), gdzie
my = F <9 ‘]—'f) oraz Q¢ = cov (0,0 ‘]—"f) Z rownania (1.16) wynika, ze
warunkowa wartos¢ oczekiwana wektora &4 ze wzgledu na o—cialo ]-"f jest

roéwna



46 1. Podstawowe wiadomosci

B (&1 |7 ) = fo (1.8 + 1 (L) me (1.26)

natomiast macierz warunkowej kowariancji jest réwna

Q5 = cov <§t+17§t+1 ‘ff>
=F <<§t+1 - B <§t+1 ‘}—f» <§t+1 - B <§t+1 ‘]:E»T ‘ff)
= f1(t,€) Qufi (t.) + o (t,€) 0" (1.€). (1.27)

Macierz warunkowej kowariancji wektoréw 6 i £,41 jest dana wzorem

Qi% = cov (9,ft+1 ff)
= B (0~ m) (£ (1.6) (0~ mo) + 0 (1.8 ) | 7
_ QtA{ (t.€). (1.28)

Korzystajac z twierdzenia o korelacji normalnej, otrzymujerny
B 0}75) - 01) 0 () (i~ e 56). 0
Zdefiniujmy wektor losowy 1 postaci
utzﬁ—E(ﬁ‘ffﬂ) :0—E<0’ff)
(@) (o — B (an |7)). (1.30)

Ze wzoru (1.30) otrzymujemy
5 o —
E <Mt ‘ft ) - 07
-1 T
cov (Mtaﬂt ‘;,_—f) =Q - QF (Qf) ( fg) :
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Warunkowa macierz kowariancji wektorow py i &1 — (§t+1‘ > jest

rowna
B (1 (60— £ (6 [75)) |75 ) = - 0 (o) @ =0, (o)

gdzie wektor 0 € R” jest wektorem o wspotrzednych zerowych (wektor ze-
rowy) oraz macierz ) € R¥*" jest macierza o elementach zerowych (macierz
zerowa). Zatem g i {41 — E <§t+1 ‘]—“f) jak réwniez pp i €41 sa stocha-
stycznie niezalezne. Z rownania (1.30) wynika, ze funkcja charakterystyczna

wektora losowego 6 ze wzgledu na o—ciato .7-"5 "1 jest rowna

(exp( 219) ) t+1>

o i (50 @) e e )

x E (exp i2T s ‘fm) (1.32)
7 niezaleinosci g i €01 otrzymujermy
E (exp (i"p) | iy ) = B (exp (i27we) | 7F)
exp (—z <Q Q! (Qf)fl ( ff)T> z> . (1.33)

Podstawiajac (1.26)-(1.28) oraz (1.33) do wzoru (1.32 ) otrzymujemy

E (exp (izTﬁ) ‘ffH) = exp <iszt+1 — ;zTQtHz) ,
gdzie myy1 1 Q1 sa okreslone za pomoca wzorow (1.24 )-(1.25). Stad
warunkowy rozklad wektora losowego 6 ze wzgledu na o—cialo FEH jest
rozktadem normalnym N (myy1, Qiy1). ®
Twierdzenie ponizej przedstawia efektywne rozwigzania rownan reku-
rencyjnych (1.24)-(1.25), ktore reprezentuja wektor warunkowych wartosci

oczekiwanych m; oraz macierz btedu estymacji @y wektora losowego 6.
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Twierdzenie 1.14 Jezeli dla t € Ny macierze B (t,€) BT (t,€) sq nieoso-

bliwe, to rozwigzania réwnan (1.24 )-(1.25) dane sq wzorami
. -1
M1 = (I + QYA (0,6) (0 (1.€) 0T (1.€) " f1 G, 5))
i=0

X (mO + QO Z flT (iv é-) (U (iv 6) UT (ia 5))_1 (gi—i-l - fO (7:7 f))> ) (134)

=0

" -1
Qm—(u@tolT (i,é)(U(i,é)UT(i,ﬁ))_lfl(Lf)) Qo, (1.35)

i=0
gdzie I € RF** jest macierzq jednostkowg.

Dowod twierdzenia mozna znale¢ w [68], [79].



Rozdzial 2

Optymalne sterowanie
adaptacyjne dla horyzontu

deterministycznego

Problemy optymalnego sterowania systemami deterministycznymi
i stochastycznymi sa dobrze znane w literaturze przedmiotu zaréwno dla
czasu dyskretnego, jak i dla czasu ciagtego (patrz np. [1], [3], [4], [23], [36],
[38], [85], [91], [92], [97], [98], [108], [114]). Nie mniej jednak wplyw czyn-
nika losowego na system powoduje istotna roéznice w sterowaniu obiektem
stochastycznym, w odréznieniu od sterowania obiektem deterministycznym.
Czynnik losowy moze byé spowodowany zaréwno nieznajomoscig parame-
tréow systemu, jak i zaburzeniem zewnetrznym wystepujacym w modelu. Jak
zobaczymy ponizej, horyzont takze wplywa na realizacje celu sterowania.

Niech (Q, F, P) bedzie zupelng przestrzenia probabilistyczng, U C R!
(lub U c C!), I € N bedzie zbiorem dopuszczalnych sterowan, natomiast
Y CR" (lubY C C"), n € N —przestrzenia stanow (sygnatow wyjsciowych).

Definicja 2.1 Sterowany system stochastyczny jest to system, w ktorym sy-
gnatowi wejsSciowemu uw € U odpowiada wektor losowy y : Q x U — Y
o rozktadzie prawdopodobieristwa P, w przestrzeni mierzalnej sygnatow wyj-

Sciowych (Y, B).

49
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Ponizej pojecia system stochastyczny oraz sterowany system stocha-
styczny bedziemy uzywac¢ zamiennie. Funkcja P, jest miarg okreslong na o—
ciele B podzbioréw zbioru ) oraz dla kazdego S € B jest funkcjg zmienniej
u, tzn. Py (S|u). Niech T' C Ry bedzie zbiorem momentéw decyzyjnych,
w ktorym sterujemy systemem. Zachowanie systemu stochastycznego w do-

wolnym momencie ¢t € T modelujemy za pomoca funkcji f: T'xU xQ — ).

Definicja 2.2 Dyskretnym sterowanym systemem stochastycznym nazywamy
. d,

proces stochastyczny {ys },cp # czasem dyskrelnym, gdzie y; < It ui—s,w)

dla kazdego momentu decyzyjnego t € T, natomiast s € Ry oznacza czas

odpowiedzi systemu na sygnat wejsciowy us—s.

Zatem dla ustalonego momentu ¢ € T, czasu odpowiedzi s > 0
i sterowania uy_s € U sygnal wyjsciowy v (w) = f (¢, us—s,w) jest wektorem

losowym (zmienng losowa w przypadku jednowymiarowym)
yr 2 — Y.

Ciag sterowant {u;},., nazywamy regulatorem. Przy ustalonym w € § oraz
ustalonym regulatorze {us},.p ciag {y:},cr jest ciagiem wektoréw o war-
tosciach w przestrzeni stanow, ktory nazywamy realizacja (trajektoria) sys-
temu stochastycznego {ys},cp-

Definicja systemu stochastycznego opiera sie na pojeciu wektora loso-
wego y; (w przypadku jednowymiarowym - zmiennej losowej), ktory zalezy
od parametru ¢ (czasu) i sterowania u;_s. Wobec powyzszego mamy do czy-
nienia ze sparametryzowang rodzing wektoréw (lub zmiennych) losowych.
Rozktady tych zmiennych losowych, a w szczegblnodci ich pierwsze i drugie
momenty rowniez moga zalezeé¢ od czasu t i sterowania u;_s. Zazwyczaj za-
ktada sie, ze odstepy pomiedzy momentami, w ktérych obserwujemy stany
systemu, sa jednakowe t;11 —t; = s > 0 dla i € Ny (stany systemu sa ob-
serwowane w momentach 0, s,2s, 3s, ...). Dla uproszczenia przyjmujemy, ze
czas odpowiedzi systemu na sygnal jest rowny jeden (s = 1). W zaleznosci
od potrzeb jako zbiér momentéow decyzyjnych bedziemy przyjmowacé T = Ny
lub T ={0,1,...,N} C Np.
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Gléwnym celem teorii sterowania jest wyznaczenie regulatora {u;},cp,
ktory spetnia okreslone wlasnosci. W zaleznoéci od typu wtasnosci rozwia-
zywane sa roznorodne zagadnienia szczegbtowe, np. zagadnienia dotyczace
sterowalnosci, stabilnosci, optymalnosci (patrz np. [30], [49], [55], [109]).
W teorii optymalnego sterowania zadanie polega na wyznaczeniu ciggu ste-
rowan {uj },.p, dla ktérego wskanik jakosci osigga warto$¢ najmniejszg (lub
najwiekszg). Wskaznik jakosci w wielu przypadkach zalezy od stanéw sys-
temu i sterowan oraz definiujemy J ({yt}eq » {tbier)-

Zasadniczo zachowanie kazdego systemu, ktérym sterujemy, zalezy od
parametrow. Sterujac systemem stochastycznym, nie zawsze posiadamy in-
formacje o wartosciach tych parametréow. W przypadku gdy parametry sys-
temu sa znane sterujacemu, mamy do czynienia z kompletng informacja
o systemie. Jezeli parametry systemu nie sg znane, to w trakcie realizacji
gltéwnego celu sterowania dodatkowo musimy wzbogaci¢ nasza wiedze o nich.
Przyjmujemy, ze dzialanie sterujace podejmowane w chwili i— tej moze ba-
zowaé tylko na obserwacjach poprzednich stanéw systemu, tj. o, y1, .-, s
oraz na znajomosci rozkltadéw a priori parametréow systemu. Jednoczesnie
sterujac systemem i obserwujac jego stany, wzbogacamy nasza wiedze odno-
$nie funkcjonowania systemu, co powoduje, ze mozemy doktadniej nim ste-
rowaé. Zatem rozktad a posteriori w chwili ¢—tej charakteryzuje stan wiedzy
o parametrach systemu zawartej w obserwacji y1, ..., ¥i, tym samym zalezy
od dzialan sterujacych podjetych w chwilach poprzedzajacych, ktore bezpo-
$rednio wplywaja na obserwowane stany. Stad widzimy, ze optymalne ste-
rownie systemem stochastycznym z nieznanymi parametrami ma podwojne
zadanie: z jednej strony dziatanie systemu polega na gromadzeniu wiedzy

o parametrach, z drugiej za$ na optymalnej realizacji celu.

Definicja 2.3 Sterowanie adaptacyjne jest to metoda sterowania systemams
z nieznanymi parametrams lub parametrami zmientajgcyms sie w czasie, gdzie
te parametry sq identyfikowane (dopasowywane, dostrajane) poprzez regula-

tor.

Wobec powyzszego metode sterowania, w ktérej wystepuja dziatania

sterowania i uczenia sie jednoczeénie, nazywamy sterowaniem adaptacyjnym
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(patrz np. [4], [6]-8], [10]-[12], [16]-[18], [34], [35], [38], [57], [72], [78], [85],
[87], [91], [92], [97], [98], [103], [108], [110], [118]). Jak zobaczymy ponizej,
koszty sterowania systemami z pelng i niepelng informacja sg rézne. Roznice
tych kosztow nazywamy kosztem uczenia sie.

W dalszej kolejnosci oméwiony zostanie problem wyboru optymalnego
horyzontu. Mianowicie realizujac to samo zadnie dla réznych horyzontow
czasowych uzyskamy rézne efekty: rézne prawa sterowania oraz rézne wiel-

kosci kosztow.

2.1 Optymalne sterowanie systemami

stochastycznymi z czasem dyskretnym

2.1.1 Postawienie zadania

Na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) definiujemy ciag {w;}, ;<
niezaleznych wektoréw losowych w; : @ — R™ o rozkladzie normalnym
N(0,1,,), gdzie 0 € R™ jest wektorem zerowym, natomiast I,,, € R™*™—
macierza jednostkowa. Niech & : Q@ — R bedzie wektorem losowym
o rozktadzie a priori P (d), natomiast yo : Q@ — R™ — stanem poczatkowym o
rozktadzie P (dyp). Jezeli stan poczatkowy yo dla sterowanego systemu sto-
chastycznego jest znany, to jako rozktad stanu poczatkowego przyjmujemy

delta-miare Diraca zcentrowana w punkcie yg, tzn.

P(y) =

{ 0, gdy v +# vo,
1, gdy y=uwo.

Zaktadamy stochastyczna niezaleznos¢ wszystkich wymienionych obiektow.

Definiujemy niemalejace rodziny o—ciat {F;} ;< Oraz {]:5}0<'<N , gdzie
<i< <i<

Fi = o{yo} Vo{ws:s=1,2,..,1}, ]-'f = F; V o {{} oraz przyjmujemy

F = .7-"15\,. Ponizej rozwazamy system stochastyczny o réwnaniu stanu

Yir1 = f(& Yi, ui) + 0(&, yi)wiya, (2.1)
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gdzie i = 0,.,N — 1, y; € R*, f : RfFx R* x Rl — R” oraz
o : REx R™ — M (n,m), gdzie M (n,m) jest zbiorem macierzy o n— wier-
szach i k— kolumnach. O funkcjach f, o zakladamy, ze sa ciagle wzgledem
wszystkich argumentow. Sterujac systemem stochastycznym (2.1) z cza-
sem dyskretnym podejmujemy dziatania sterujace w chwilach 0,1,..., N —1.
Wielkosé N oznacza horyzont sterowania. Dla dowolnego 0 < ¢ < N — 1
wektor u; € R! mierzalny ze wzgledu na o-ciato F; nazywamy dzialaniem
sterujacym.

Dla ustalonego horyzontu czasowego N sterujac systemem (2.1) w mo-
mentach ¢ = 0,1,..,N — 1 podejmujemy ciag dziataii {u;}oc;cn_i-
Wobec powyzszego sterowanie u = (ug, uj,...,un—1) Dazywamy sterowa-
niem dopuszczalnym. Na ciag dziataii sterujacych {u;}o<;<n_; nie nakla-
damy dodatkowych ograniczen. Klase sterowan dopuszczalnych oznaczamy
przez U.

Aby sformutowaé¢ cel sterowania wprowadzimy funkcje strat
g : R" x Rl — R oraz funkcje dziedziczenia h : R — R. Zakladamy,
ze g (y,u) oraz h(y) sa ciagle i ograniczone. Wskaznik jakosci definiujemy
jako sume strat w chwilach 5 = 0,1,..., N — 1 oraz dziedziczenia na koncu
horyzontu czasowego N. Funkcja celu reprezentuje strate catkowita oraz jest

okreslona wzorem

N-1
IV (u) = E (Z 9(yi, wi) + h(yN)) : (2:2)
i=0
Problem sterowania adaptacyjnego systemem stochastycznym (2.1) polega
na minimalizacji strat calkowitych. Aby wyznaczy¢ optymalne sterowanie
systemem (2.1) nalezy rozwiaza¢ zadanie
inf JV (u), 2.3
g (23)

tzn. nalezy wyznaczy¢ takie sterowanie dopuszczalne u* = (US, ...,u*N_l)

dla ktérego infimum jest osiggniete.
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Dynamika systemu (2.1) zalezy od parametrow £. Jezeli doktadna war-
tos¢ tych parametréw nie jest znana sterujacemu, to realizujac gtéwny cel
sterowania, ktory polega na minimalizacji wskaznika jakosci (2.2), dodat-
kowo obserwujemy trajektorie systemu oraz analizujemy jego zachowanie,
tym samym wzbogacamy nasza wiedze o dziataniu tego systemu, doktadniej
o parametrach £. Sterowanie adaptacyjne polega na odpowiednio szybkim
gromadzeniu wiedzy o systemie (2.1) oraz optymalizacji wskaznika jakosci
(2.2).

Do rozwiazania zadania (2.3) zostanie wykorzystane podejscie R.Rishela
(patrz np. [91]-[94]). Dla systemow z niepelng informacja o parametrach
systemu (2.1) dodatkowo wykorzystamy zaganienie filtracji, ktore polega na

oszacowaniu warunkowego rozktadu nieznanych parametréow €.

Twierdzenie 2.1 Jezeli funkcje g : R* xRl — R i h : R™ — R sq ciggle,
wypukte i ograniczone, funkcje f : RFx R® x Rl — R,
g :R" x RE — R™ sq funkcjami klasy C ze wzgledu na zmienng sterujgcqg
u € R oraz det(Z(&,y) # 0 dla (&,y) € RF x R", gdze
Y(&,y) = a(&y)al (€,y), to spetnienie réwnania

N—-1
VugWiw5) + E [ | Y0 gy w)) +h(yn) | (yje1 — Fl&yyu)’
i=j+1
xS NE i) Vu f(& yj,u5) [F;) =0 (2.4)

dla wszystkich j € (0,1,,..., N — 1) jest warunkiem koniecznym optymalnego

sterowanta u* = (uf;,u’{, ...,u"j\,fl), gdzie 0 = col (0, ...,0) € R..

Dowdd. W rownaniu stanu (2.1) wektor losowy w41 : @ — R™ ma rozktad
normalny N (0, ;). Zatem dla dowolnego 0 < j < N —1 warunkowy rozktad

stanu systemu jest dany wzorem

P (dyj+1 ‘FJ6> = /Y(y]-‘rlvf(gvyﬁuj)v2(€7yj))dy]+17

gdzie funkcja gestosci () jest okreslona za pomoca (1.4).
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W przypadku gdy parametry & sg znane, to dla dowolnego ¥ C R"
wielkos¢ P (yjH eY] .7-'15) = fY P (ds ’.7:]5) oznacza prawdopodobienstwo,
ze w chwili j + 1 realizacja systemu (2.1) bedzie nalezala do zbioru Y, jezeli
do momentu j ten system pokonal trajektorie {y; : 0 < i < j}. Z niezalezno-
§ci zaburzen zewnetrznych wy, ..., wy wynika, ze taczny rozktad zmiennych

(& y0,u1,---,y5), dla 1 < j < N jest dany wzorem

P (d¢,dyo, ..., dy;) = P (d) P (dyo) P (dyx, . .., dy;) (2.5)

orazdlal1<:i<j<N

J
P (dyi,...,dy;) = [ [ P (dyx| Fe-1)- (2.6)
k=i
Zatem dla dowolnego 0 < j < N — 1 wskaznik jakosci (2.2) mozemy przed-

stawi¢ w postaci

J N-1
TN =E > gsw)+E | Y giw) +hyn)|Fs
i=0 i=j+1
lub
J
JN(u) = / (Zg(yz,uz)> P(d{,dyg,dyl...dyj) —+
i=1
N-1
/ / > gyiswi) + hyn) | P(dyji1s - dyn) | P(d€, dyo, dyr...dy;) .
i=j+1
(2.7)
Ustalmy liczbe j € {0,...,N—1}. Niech v = u* + evj, gdze
uw* = (ug,u’{,...,u*Nfl) € RN oznacza sterowanie optymalne systemem

(2.1), e— skalar, natomiast v; : R0+ 5 RN jest dane wzorem
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vj = (cg,c{, ...,07]‘\]71), gdzie

J— col (K1,...,x1), dla i=j,
! col (0,...,0), dla i#j

oraz Ks (Yo, ..., Yj) : R™UH) — R dla1l < s < [ jest dowolna funkcja

borelowska.

*

j
J zdefiniowanego wzorem (2.2) wariacja powinna by¢ roéwna zero, innymi

W momencie j dla sterowania v} realizujacego infimum funkcjonatu
stowy, jezeli sterowanie uj jest optymalne, to znika wariacja funkcjonatu J
(patrz np. [40], [111], [119]). Zatem warunek konieczny istnienia optymal-

nego sterowania w momencie j mozemy przedstawi¢ za pomocg réwnania

0 "
&]N (u* + ev;) L 0. (2.8)
Korzystajac z rozwiniecia (2.7) otrzymujemy
P N-1
I e = [ < Vaglus s+ )+ [ |3 olwnud + o) + o)
i=j+1
X Vu P (dyjs1, e dyn)) €] ) P (A€, dyo, dys ..dy;). (2.9)

Ze wzorow (2.5)-(2.6) mamy

* T —~—
VPN (dyjets o dyn) = (v — F(& y, 05 + ev))” B71E ;)

Podstawiajac (2.10) do (2.9) oraz korzystajac z warunku (2.8) otrzymujemy

réwnanie
N-1 -
/ < Vagtwi )+ [ | X awsud) +how) | (v~ F€oveu)
i=j+1

X N7HE yy) Vu F(E w5, uh) P (dyjia, .., dyn) 7C}> P (d€, dyo, dyi...dy;) = 0.
(2.11)
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Poniewaz warunek (2.11) musi by¢ spetiony dla dowolngo c; = col (K1, ..., K1),
gdzie ks, 1 < s < [ s3 funkcjami borelowskimi mierzalnymi wzgledem

o— ciata Fj, zatem otrzymujemy tez¢. m

Uwaga 2.1 Jezeli we wzorze (2.2) funkcjonal strat g () dodatkowo zalezy od
parametrow systemu & (tzn. g(&, y;,u;j)) lwb dodatkowo od przysztych standw
(np. 9(&§, v, yj+1,45) b g(y;,yj+1,u5)), to warunek konieczny optymalnego
sterowania (2.4) jest podobny, z tym ze w wyzej wymienionych przypadkach
gradient funkcjonatu strat <7,9(-) w réwnaniu (2.4) wchodzi pod znak opera-
tora warunkowej wartosci oczekiwanej. Dowody przebiegajq w sposdb iden-

tyczny oraz mozna je znaleZé np. w pracach [6], [11], [16], [15].

2.1.2 Wyznaczenie optymalnego sterowania

Rozwiazanie zadania (2.3) polega na wyznaczeniu ciggu optymalnych
sterowani {u] },.,«n_; Systemem (2.1). Do wyznaczenia optymalnych ste-
rowan zostanie 7w;7korzystane programowanie dynamiczne. Dla dowolnego
0 < j < N definiujemy funkcje Bellmana (patrz [23]) w spos6b nastepujacy

N-1
VNEyo ) =E | D gyiul) +h(yn)| F | (2.12)

1=j

natomiast dla momentu N przyjmujemy

VA (€90, - uN) = h(yn). (2.13)

Funkcja Bellmana VjN (&,v0, ..., yj) reprezentuje oczekiwane koszty sterowa-
nia i dziedziczenia od momentu j do korica horyzontu N dla przypadku
gdy znane sy parametry & € RF systemu (2.1). Korzystajac z wlasnosci

warunkowej wartosci oczekiwanej otrzymujemy

VN (& o, yy) = igjf (9(%’7“3’) + B (Vj]il(é,yo, SUST/ESY) ‘7}5))

= 9ys )+ B (Vi wo oy |F) . (214)
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gdzie uj oznacza sterowanie optymalne w chwili j. Widzimy, ze funkcje
Bellmana maja ksztatt teleskopowy.

Ze wzoru (2.14) wynika, ze trajektorii yo, y1, ..., y; oraz parametrom &
odpowiada sterowanie uj dla 0 < j < N — 1. Oczywiscie pokonujac trajek-
torie yo,y1, ..., y; na system (2.1) oddziatywal ciag sterowan ug, u1, ..., uj_1.
Dla uproszczenia przyjmujemy VjN(g, Y0, - Yj) = VjN(ﬁ, Y0y ooy Yjs U0, vy Uj—1 ).

Jezeli parametry & € R¥ sg nieznane, to wielkosé

VjN(y(% 7y]) =F (V}N(é.vy()a "'7yj+1) |‘7:j)
= inf (9 (s uj) + E (VL& yo, - yj41) | F5))  (2:15)
J

reprezentuje oczekiwane koszty sterowania i dziedziczenia od momentu j do

konica horyzontu N.

Uwaga 2.2 Funkcja Bellmana okreslona wzorami (2.18)-(2.14) ma naste-
pujgce wtasnosci:

1. dla ustalonego parametru & € R proces stochastycany {yt}lgth dany

wzorem (2.1) ma wtasnosé Markowa oraz wartosé funkcji Bellmana

w momencie j zalezy od stanu systemu w tym momencie, tzn.

dla 0 < j < N, natomiast na potrzeby konstrukcyi algorytmu wy-
znaczenia optymalnych sterowan oraz oszacowania kosziéw sterowarn
w warunkach niepetnej informacji o systemie w dalszej czesci pracy
wykorzystujemy oznaczenia VjN(f,yg, i), 0< < N;

2. zgodnie ze wzorem (2.16) dla dowolnego € € R* iy € R™ mamy

VNEy) =V (6 y),

zatem warto$é  funkcji  Bellmana VjN(f,yo,...,yj) w momencie
j € {0,1,...., N} zalezy od parametru &, stanu systemu y i dlugosci

horyzontu N — j (doktadniej od pozostatego czasu sterowania).
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Podobnie jak w pracach [7]-[16], [38], [44], [91], [92] przedstawiona

zostanie procedura wyznaczenia optymalnego ciagu sterowan {u*

3}0§j§N71
dla systemu (2.1). Ze wzorow (2.12) oraz (2.14) otrzymujemy

N-1

Vug(yj, u;) + E > gyiul) + hlyw)
i=j+1

x (i1 = S ) " ST E ) Vu F(Ewio )| F)
=Vu g(ij ’U,;k) +E (‘/]{Vkl (Ev Yo, -+ Y f(fv y],Uj) + U(ia y])w]+1)
X (0 (&g wsn) TS HE By) T SE wi )| F )

Uwaga 2.3 Dla dowolnego 0 < j < N —1 warunek konieczny (2.4) istnienia

optymalnego sterowania u; mozemy przedstawié za pomocg réownania

Tug () + / VN (€t o FE yns?) + o€ ) 2)2 0T (6, ;)

Xz_l(fayj) Vu f(gviju;)'y (xa(]a[m)P(df |f])d.’L’ =0,

gdzie P (d§|Fj) oznacza warunkowy rozktad zmiennej losowej & wzgledem

o—ciata Fj.

Dla dowolnych systeméw wyznaczenie warunkowego rozktadu P (d¢ | F; ),
1 <5 < N—1 zostato oméwione w poprzednim rozdziale. W przypadku gdy
rozktad a priori wektora nieznanych parametréw & jest rozktadem normal-
nym oraz funkcja f () w rownaniu (2.1) jest funkcja liniowa ze wzgledu na &,
to warunkowy rozklad P (d¢|F;), 1 < j < N —1 jest rozktadem normalnym
o statystykach generowanych przez filtr Kalmana — Bucy, wartosci ktoérych
wyznaczamy korzystajac z twierdzen 1.13 - 1.14. Wiecej na temat filtracji

ciagow warunkowo normalnych mozna znalezé np. w [79], [99], [101].

Uwaga 2.4 Sterujgc systemem stochastycznym w warunkach petnej infor-
macyi (parametry systemu & sq znane sterujgecemu) od momentu j do mo-
mentu N ponosimy koszty sterowania wielkosSci VjN(ﬁ,yo, . yj) dla
0 <j <N —1. W warunkach niepetnej informacji o systemie (parame-

try systemu sg modelowane za pomocg wektora losowego & : 0 — R¥ oraz nie
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sq znane sterujgcemu) oczekiwany koszt realizacji celu \_/]-N(yo7 .y yj) (koszty
sterowania i uczenia sie jednoczesnie) od momentu j do momentu N jest
dany wzorem (2.15) oraz zalezy bezposrednio od rozktadu a priori wektora
losowego &, trajektorii yo,...,y; oraz sterowar ug,...,u;—1 (posrednio), na-
tomiast w przypadku petnej informacyi (patrz wzor (2.16)) zalezy od para-
metréw § 1 potozenia yj. Pordwnujqgc koszty sterowania systemami z petng
i niepetng informacjo wynika, ze dla 0 < j < N—1 dodatkowy koszt zwigzany

z nieznajomosciq parametrow & wynosi

C] = V}N(yg, ,y]) - ‘/jN<£7y07 7y])

Koszt Cy oznacza oczekiwany catkowity koszt uczenia sie podczas realizacyi

celu sterowania.

Uwaga 2.5 Do wyznaczenia optymalnego sterowania w warunkach petnej
i niepetnej informacji o systemie korzystamy z réwnania (2.4). W warunkach
petnej informacji sterowanie u;, 0 < j < N — 1 wyznaczamy na podstawie

trajektorii (yo, ..., y;) @ wektora &, zatem przyjmujemy

def

W przypadku niepetnej informacyi sterowanie adaptacyjne uj, 0 < j < N —1
wyznaczamy na podstawie trajektorii (yo,...,y;) i warunkowego rozktadu
P (d€ | Fj), wobec powyzszego przyjmujemy

_ def _

uj = uj (Yo, - Y5) - (2.18)
Uwaga 2.6 W przypadku niepetnej informacji o systemie w zastosowaniach
mzynierskich wykorzystuje sie sterowanie "dostrojone”, ktdre polega na wy-
korzystaniu sterowar jok w przypadku petnej informacyi o systemie, z tym

zZe nieznany paramelr zostaje zastgpiony estymatorem. Ogdlnie, sterowanie

adaptacyjne rézni sie od sterowania "dostrojonego”, tzn. dla 0 < j < N —1

Ui (Yo, -5 y5) 7 uj (B (E|F5) 90, Y5) -
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Ponizej przedstawiony zostanie algorytm wyznaczenia ciaggu optymal-

nych sterowan {u*

J }Ogjngl
jak w pracach |7]-[16], |57]-|66] przedstawiony ponizej algorytm wykorzy-

w warunkach niepetnej informacji. Podobnie
stuje metode programowania dynamicznego wstecz (patrz np. [23], [38], [44],

[92], [109]), gdzie za pomoca techniki teleskopowej konstruowane sa funkcje
Bellmana (2.14).

Algorytm wyznaczania optymalnego sterowania.

1. Definiujemy

V]{/V(f,yo, ayN) = h(yN) oraz k}adziemy ] = N.

2. Kladziemy
j=j—1

3. Definiujemy

‘7j]—Vi-1(£v Yo, -5 Y5, uj7wj+1) = ‘/j]—\if-l(g?y()v ~s Yjs f(g?yja Uj)—i-O'(f, yj)wj—i-l)'

4. Wyznaczamy

Z‘]Jv(y()uay]vu]) =
E (Wil(&yoa Y gy wir w0 (&) ST HE Y) f(&yj,uj)’ ]:j)

= /‘7]]4\{1(57 Yo, .-, Yj, Uj, I)xTUT(£7 yj)zil(fv y])

X Vu f (& yjs ug)y (2, L) dz P (A€ Fy ) -

5. Szukamy optymalnego sterowania u; speiniajacego warunek
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6. Wyznaczamy wartosci funkcji Bellmana dla momentu j

/Vyj-\{l—l(ga Yo, -5 Y5, f(ga Yj,s u;) + U(£7yj)$)’7 (l’, Im) dx.

7. Jezeli j = 0 to zatrzymujemy, w przeciwnym razie wracamy do

punktu 2.

Uwaga 2.7 W przypadku petnej informacji o systemie algorytm wyznacze-
nia optymalnego sterowania jest podobny. W tym celu wystarczy warunkowy

rozktad P (d§ |F;) zastgpi¢ rozktadem punktowym.

2.2 Optymalne sterowanie liniowo-kwadratowe

Problem sterowania liniowo-kwadratowego (Linear Quadratic Control
Problem) jest dobrze znany w literaturze przedmiotu (patrz np. [13], [36],
[38], [44], [57], [71], [92], [104], [108]). Zachowanie obiektu (systemu) jest
okredlone za pomoca réwnania liniowego ze wzgledu na sterowanie, nato-
miast wskaznik jakodci jest forma kwadratowa. W tej czedci rozdziatu przed-
stawiony zostanie problem sterowania liniowym systemem stochastycznym
z losowym przesunieciem. Ten problem pojawia sie, gdy sterujemy obiektem
(badz identycznymi obiektami) w réznych warunkach, natomiast dokladne;j
informacji o otoczeniu nie posiadamy (np. na dynamike statku morskiego
wplywaja prady wodne oraz warunki atmosferyczne zmieniajace sie w cza-
sie, na dynamike statku powietrznego wplywaja warunki atmosferyczne).
Zatem oprocz sterowania obiektem nalezy dodatkowo wzbogacaé wiedze
o funkcjonowaniu systemu (np. wplywu otoczenia na system).

Dla liniowego systemu stochastycznego wyznaczone zostana prawa ste-
rowania. Podane zostang réwniez prawa sterowania systemem liniowym
dla przypadkéw pelnej i niepetnej informacji o systemie. Dodatkowo po-
kazana zostanie réznica wartosci funkcjonatéow jakosci dla wyzej wymienio-
nych przypadkéw. Jezeli parametry systemu nie sg znane, to sterujacy po-

nosi dodatkowe koszty, ktére okreslamy jako koszty uczenia sie. Na koniec
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rozdzialu poréwnane zostana sterowania liniowo-kwadratowe dla systemow
stochastycznego i deterministycznego (parametry systemu s znane oraz nie
wystepuja zaburzenia zewnetrzne w systemie). Jak zobaczymy ponizej nie
mniej istotnym czynnikiem wplywajacym na wskaznik jakosci jest horyzont
sterowania, a mianowicie pokazany zostanie wptyw horyzontu na koszty ste-

rowania liniowymi systemami stochastycznymi i deterministycznymi.

2.2.1 Problem sterowania liniowym obiektem z losowym

przesunieciem

Niech (9, F, P) bedzie zupelng przestrzenia probabilistyczna, na kto-
rej definiujemy ciag {w;}, ;< niezaleznych wymiarowych wektorow loso-
wych w; : Q — R™ o rozkladzie normalnym N (0, I,,), 0 € R™ jest wek-
torem zerowym, natomiast [, € R™*™ — macierza jednostkowa. Niech
¢ : Q — R* bedzie wektorem losowym o rozkladzie normalnym N (mg,T),
gdzie mg € R*, Ty € R¥*k_ Ponizej rozwazamy problem sterowania stocha-

stycznym systemem liniowym o réwnaniu stanu
Yir1 = Ay; + BE — Cu; + ow;gq, (2.19)

gdzie i = 0,..,.N —1, 55 € R", A € R, B € Rk C e R,

o € R™™ Zaktadamy, ze spelnione sa nastepujace nieréwnosci ||A|| < oo,

|B]| < oo, [|C] < oo, ||lo|| < oo, gdzie ||-|| oznacza norme macierzy jako
|A] = Hm”ax ||Az|. Macierz A nazywana jest macierza transformacji sta-
z||<1

néw, natomiast k— wymiarowy wektor £ reprezentuje parametry systemu
(np. wplyw otoczenia w ktorym dziala system). Skladnik B¢ reprezentuje
dodatkowe przesuniecie (wywolane np. losowymi czynnikami zewnetrznymi
) systemu (2.19) wystepujace w przedziale czasowym (4,4 + 1]. Przyjmujemy,
ze w przypadku pelnej informacii o systemie (2.19) wektor £ € R* jest deter-
ministyczny (np. wplyw otoczenia jest znany sterujgcemu), zatem przesunie-
cie B¢ jest state. W przypadku niepelnej informacji o systemie € : Q — RF

jest wektorem losowym o rozkladzie normalnym, wtedy przesuniecie BE
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réwniez jest wektorem losowym o rozktadzie N (Bmg, B['oBT). Zaktadamy,
ze stan poczatkowy yo systemu (2.19) ma rozktad P (dyg). Jezeli stan po-
czatkowy jest znany (yo jest wektorem deterministycznym) to wystarczy
przyjac¢, ze yo ma rozktad punktowy. Zaktadamy stochastyczna niezaleznosé
w1, ..., WN, &, yo oraz definiujemy o— ciata F, = o {yo}Vo {w; : i = 1,2, ..., k}
oraz Fo = Fi, Vo {€}, gdzie F = F5. Dla j = 0,1,..., N — 1 wektor u; € R!
mierzalny wzgledem o— ciata F; nazywamy dziataniem sterujacym w chwili
J, natomiast ciag {ui}o<;<y_; sterowaniem dopuszczalnym. Klase wszyst-

kich sterowari dopuszczalnych oznaczamy przez U.

Rozwazmy zadanie sterowania stochastycznym systemem liniowym(2.19),
gdzie w kolejnych N krokach nalezy przeprowadzi¢ ten system ze stanu
poczatkowego yo do stanu (celu) a € R™. Dodatkowo koszty zwiazane
ze sterowaniem (naktady energetyczne) oraz straty spowodowane nietrafie-
niem do celu byly jak najmniejsze. Przyjmujemy, ze macierze R; € RI*!

dlai=0,...,N —1 oraz Qn € R™™"™ sg dodatnio okreglone.

Dla momentow ¢ = 0,1, ..., N — 1 naktady energetyczne (koszty zwia-
zane ze sterowaniem systemu (2.19)) sa réwne ul Rju;, natomiast straty
zwigzane z nietrafieniem do celu (stanu a) wynosza (yy —a)” Qn (yn — a).
Widzimy, ze zar6wno funkcjonalty kosztéw, jak i funkcjonal dziedziczenia
sa okreslone za pomoca form kwadratowych. Wskaznik jakodci reprezentuje
koszt catkowity, ktory jest suma kosztéw sterowania i strat koricowych, oraz

jest dany wzorem

N—-1
JN(u)=E (Z ul Riu; + (yn — a)” Qn (yn — a)) : (2.20)
=0

Cel sterowania polega na wyznaczeniu takiego prawa sterowania
u* = (ug, e u}*\,_l), dla ktorego laczne koszty (naklady energetyczne wraz
z koricowymi stratami) sa najmniejsze. Rozwigzujac zadanie (2.3) wyzna-

czymy optymalne sterowanie systemem (2.19).

Uwaga 2.8 Dla zadania (2.3) ze wskaznikiem jakosci (2.20) system liniowy

jest przeprowadzany ze stanu poczgtkowego yo do celu a, natomiast dokonu-
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jac przesuniecia uktadu wspdtrzednych o wektor a, przeprowadzamy system

w nowym vkladzie ze stanu yo — a do poczgtku uktadu wspdtrzednych.

2.2.2 Sterowanie systemem liniowym z pelng informacja

Najpierw wyznaczymy optymalne sterowanie dla liniowego systemu
stochastycznego (2.19) z pelng informacja. W tym przypadku przyjmujemy,
ze wartosci parametréow systemu & sg znane sterujacemu. Wyznaczajac opty-
malne sterowanie w momentach j = 0,1,..., N — 1 wykorzystujemy znajo-
mos¢ zaré6wno biezgcego, jak i poprzednich stanéw systemu yp,...,y; oraz
wiedze o parametrach systemu &, tzn.

def
uj = u; (§,Y0, -, Yj) -
Aby rozwiazaé zadanie (2.3) najpierw konstruujemy funkcje Bellmana (funk-
cje ze struktura teleskopowa). Zgodnie z uwaga 2.2 dla dowolnego momentu

j €40,..., N — 1} funkcje Bellmana definiujemy wzorem
VN (€)= 0B (uf Ry + VY (Ewp) |75 (220)
z warunkiem poczatkowym

VA (&,90, - yn) = (ynv — a)" Qn (yn — a) . (2.22)

Stosownie do powyzszych oznaczeri najmniejsza warto$é¢ wskaznika jakosci

jest rowna wartosci funkcji Bellmana dla momentu j = 0, tzn.

inf JV (u,&) = V¥ (& wo) - (2.23)
ueU

Spos6b wyznaczenia ciagu optymalnych sterowari {u*

J }ogjgN—1
moéw (2.19) ze znanymi parametrami £ € R* podaje twierdzenie ponizej.

dla syste-

Twierdzenie 2.2 Niech macierze R, € R>! dla 0 < i < N — 1 oraz

Qé\[ € R™ " 0 < j < N sq dodatnio okreslone oraz cigg macierzy {Qév}ogjngl
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spetnia réwnanie

T i
QY = QN — (Q},) Ao

_ . _ . -1 .
X (Rj + (ANo)” jSlANfﬂflc) (ANT1eY QN (2.24)
gdzie

R; = % (B +Rj), Q5 = % (va + (Qﬁy)T> (2.25)

2z warunkiem poczgthowym Q% = Qn. Optymalnym rozwigzaniem zadania
(2.23) dla systemu liniowego (2.19) w warunkach petnej informacji jest:
1. optymalne sterowanie u}" systemem (2.19) w momentach 0 < j < N—1

jest rowne

x (ANTIO) T QN (AN Ty + v (§) — a) ; (2.26)
2. warto$é funkcyi Bellmana dla momentu j =0,..., N — 1 jest réwna

VN (€510, o) = (AN TTys + v (€) —a)" QY
x (AN Ty +pn_; (€) —a) + o), (2.27)

gdzie funkcje goév, ;i (+) sq dane wzorami

goé-v = ng-YH +tr ((Aijfla)T QﬁlANﬂ;lo) (2.28)
z warunkiem poczgtkowym @% =0 oraz

Wi (€) = AjBE, Aj=T+ A+ .. 4 AnxOi=1), (2.29)

natomiast I € R™"*™ jest macierzq jednostkowq.
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Dowdd. Teza udowodniona zostanie za pomoca indukcji matematycznej.
Najpierw wyznaczymy wartos¢ funkcji Bellmana dla momentu N — 1. Dla

systemu (2.19) ze wzorow (2.21)-(2.22) otrzymujemy

V]<7V—1 (§7y07 ERE) yN—l) = uljilflE (u%_lRN_lu]T\,_l

+ (Ayy_1 + BE — Cuy_1 + owy — a) QN
x (Ayn_1 + BE — Cun_1 + owy — a) ‘]-'fv_l) .

7 wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej mamy
T T £ _ TAN \ _ N
E (wNa QNnowy ’]:N,l) =tr (U QNU) = YN-1>
zatem

VA1 (€90, - yn—1) = ullilfl (u%_l (Rn—1+ CTQ%C) UN_1

— 2uy 1 CT QN (Ayn—1 + BE —a) + oN_y
+ (Ayy 1 + BE— )T QN (Ayn 1 + BE — a)).
(2.30)

Optymalne sterowanie dla momentu N — 1 jest réwne
“ - ~ -1
up_1 = (Rn-1+CTQNC)  CTQN (Ayn—1 + 11 (§) —a).  (231)

Podstawiajac optymalne sterowanie (2.31) do wzoru (2.30) otrzymujemy, ze

warto$é funkcji Bellmana w chwili N — 1 wynosi

V1<fv—1 (&, 905 yn—1) = (Ayn—1 + Y1 (§) — @)T Q%—l
X (Ayn—1+ 1 (§) — a) + oN_1, (2.32)

: T /5 - -
gdzie QN_, = QN — (QX)" € (Ry—1 + CTQNC) ' CTQX.
Zaktadamy, ze wzory (2.26)—(2.27) sa prawdziwe dla dowolnego momentu

j=1,2,...., N — 1 oraz sprawdzamy je dla momentu j — 1. Ze wzoru (2.21)
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warto$é funkeji Bellmana w chwili 7 — 1 jest réwna

‘/}]XI (fvy[)a ey yj—l) = JﬁflE (uijle—luj—l + SO_A;V

+ (AN Ty 4y (€) —a) QY (AN yj+ 4N (&) —a) ) fﬁl) '
Z rownania (2.19) otrzymujemy

‘/J']X1 (57 Yoy - yj—l) = JﬁflE {u?fle_luj_l + SO'A;V
+ (AN (Ay;y + BE = Cujy + owy) + Uy (§) —a)' QY
x (AN (Ayj—1 + BE = Cujoy + owj) + Y- (€) — a)| F. 5*1)
. _inT —j —ig)\T =
= int (oL (B + (4Y90) QYY) w11 (47 0) QY A0
o) = 2]y (AVTO) QY (AN Ty + Yy 1 (§) — a)

(AN a1 () —a) QY (AN Ty v (€) - a)> '

(2.33)
Optymalne sterowanie dla momentu j — 1 jest réwne
X _ . T - s —1
_inT s
x (ANHIC) QY (AN y, i +n_j1 () —a) . (2.34)

Podstawiajac optymalne sterowanie (2.34) do (2.33) otrzymujemy

i T
Vi1 (§&90, -, yj-1) = (AN Iy 1+ UN_j (€) — a) é‘v—l
x (AN Yy N1 (€) —a) + 9N, (2.35)

gdzie Q;V_I i 4,0;»\7_1 sa zdefiniowane za pomoca wzoréw (2.24) i (2.28). m

Uwaga 2.9 7 powyzszego twierdzenia wynika, ze dla sterowania liniowo—
kwadratowego zaréwno optymalne sterowanie w chwili 0 < j < N — 1, jak
i funkcja Bellmana (2.21) zalezq od wartosci parametrow & i stanu y; (nie za-

lezq od standw poprzednich yo, ..., yj—1), tzn. V}N (&0, - Yj) = VjN (&, y5).
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Uwaga 2.10 Jezeli Ry = R dla 0 <1 < N —1, to ze wzoréw (2.24) i (2.28)
wynikajg nastepujgce réownosci

Q) = QY o o = il
dla 0 < j <N, j,s,N € N. Zgodnie z uwagq powyzej oraz korzystajgc ze

wzoru (2.27) otrzymugjemy
VN &y =Ve 7 (&)

dla dowolnego € € RF iy € R" oraz 0 < j < N, j,N € N. Zatem wartosé
funkcji Bellmana VjN (&,y) (suma oczekiwanych kosztéw sterowania syste-
mem (2.19) i dziedziczenia) zalezy od czasu pozostatego do kotica horyzontu

sterowania N — j.

2.2.3 Sterowanie systemem liniowym z niepelng informacjag

W przypadku niepehlnej informacji o parametrach systemu stochastycz-
nego zaktadamy, ze sterujacy zna dynamike zachowania liniowego systemu
(2.19) (znane jest réwnanie stanu) oraz nie zna dokladnych wartosci para-
metréow &, natomiast posiada wiedze odnosnie rozktadu a priori wektora lo-
sowego £. W zwiazku z powyzszym sterujacy posiada tylko czesciows wiedze
o dzialaniu (funkcjonowaniu, zachowaniu) systemu stochastycznego (2.19).
Ponizej zaktadamy, ze wektor losowy & : Q@ — R* ma rozktad normalny
N (mg,Tp). Podejmujac sterowanie w chwili 0 < j < N — 1 wykorzystu-
jemy znajomos¢ (zaobserwowane wartosci) biezacego i poprzednich stanow

systemu yo, ..., y; oraz sterowan uo, ..., u;j_1, zatem przyjmujemy

_ def _
Uj = Uj (yg,...,yj,UO,...,Uj_l).

Do rozwiazania zadania (2.3) w warunkach niepelnej informacji o sys-
temie (2.19) wykorzystane zostang funkcje Bellmanna VjN (&, 905 -, Yj)s
0 < j < N dane wzrorami (2.21)-(2.22). Dla dowolnego j € {0,..., N — 1}
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definiujemy
VN (o, ) = inf B (al Ryiy + VY, (€9500) 175) (230)
J

oraz

> T

VR (o, - yn) = (uv —a)' Qn (yn — a). (2.37)
Dla momentu j € {0,1,...,N — 1} wielkos¢ VjN (Yo, --, yj) reprezentuje naj-
mniejszy oczekiwany koszt sterowania systemem (2.19) w warunkach nie-
petnej informacji od momentu j do korica horyzontu czasowego N. Zatem
najmniejsza warto$¢ wskaznika jakosci (2.20) jest rowna

inf JY (a) =V} (yo).
%QUJ () = V3" (yo)

Spos6b wyznaczenia ciagu optymalnych sterowan {ﬂ*

J }og j<N-1
kach niepetnej informacji o liniowym systemie stochastycznym (2.19) przed-

W warun-

stawiony zostanie w twierdzeniu. Do dowodu twierdzenia wykorzystane zo-

stang lematy przedstawione ponizej.

Lemat 2.1 Niech & : Q — RF bedzie wektorem losowym, ¥ € RF*% bedzie
macierzg deterministyczng, {]:j}j>0 okresla niemalejgcq rodzine o—-ciat na
zupetnej przestrzeni probabilistycznej (Q, F, P) oraz T'j oznacza drugi mo-

ment centralny wektora losowego £ warunkowany na o—ciele F;
L =B |- E(EF) - BRI F]-
Dla dowolnego 0 < i < j mamy

E¢TVE (¢ F)| 7] = E[E(EF) VB F)|F] = @39)

= E(&|F)TVE (€| F) 4 tr [U (T; — T;)]

oraz

E[£7Ve| F] = E(&|F)" VE (€| F) + tr (V1) . (2.39)
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Dowdd. Dla dowolnego 0 < i < j korzystajac z wtasnosci warunkowej

wartosci oczekiwanej otrzymujemy

E[TVE (¢ Fy)| Fi] = E[E [¢TVE (¢| Fy)| F]| F]
=B [B (& F) VB (¢ F)| 7] =t (B[E (€| F) B (e F)"| 7))
= tr{UB[E(&¢"| F5) = T5| ]} = tr {WE (66| 7o) } =t {UT5}
—tr (W |E(¢|F) B (¢ F)T+T0]) - tr {91}
= E (& F)" WE (¢ F) +tr [¥ (T = T;)] .

Ponadto mamy

B[R] =tr {VE (¢&7| 7))}
= tr (9 [E(¢1F) B (& F)" +T3]) = B(&1F)T WE (¢ Fi) + tr (T).

]

Dla systemu liniowego (2.19) w dowolnym momencie j € {0,1,...,N — 1}
wyznaczamy warunkowy rozktad P (d§|F;) na podstawie informacji doty-
czgcej standw yo, ..., y; 1 sterowan wuo,...,u;—1. Wyznaczenie optymalnego
estymatora (filtra Kalmana-Bucy) wektora losowego £ polega na oszaco-
waniu wektora warunkowych wartosci oczekiwanych m; = E (£ |F;) oraz
wyznaczeniu macierzy warunkowej kowariancji (macierzy bledu estymacji)
ry=F ((§ —my) (€ — mj)T ]]—"j) Zagadnienie filtracji ciagéw warunkowo
normalnych przedstawione zostato w poprzednim rozdziale. Wiecej na temat
estymacji parametrycznej dla systeméw liniowych mozna znale¢ w pracach
[24], [79], [98], [99], [101]. Przyktady konstrukeji optymalnych filtrow dla sys-
temoéw liniowych z nieznanymi parametrami zostaly oméwione w [17], [18],
[20]. Lemat ponizej przedstawia wlasnosci warunkowego rozktadu wektora

nieznanych parametréow ¢ dla systemu liniowego (2.19).

Lemat 2.2 Zaktadamy, zZe lintowy system stochastyczny jest okreslony za
pomocq rownania (2.19), rozktad a priori (ze wzgledu na o—-ciato Fy) wektora

losowego & jest rozktadem normalnym N (mg,Ty), z prawdopodobieristwem
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jeden elementy wektora Ay; — Cuj, j € Ny @ elementy macierzy B, o sq

ograniczone, tan.

P (|(Ay; — Cuj);| <) =1, P(|Bu| <¢) =1,
P(Jois| <¢)=1

dla1<i<n, 1<I<k, 1<s<m, c< oo oraz
2 2 2
E|Ay; — Cuj|” < oo, |B|” < o0, |o|” < o0.

Dla dowolnego j € Ny warunkowy rozktad wektora losowego & wzgledem
o-ciata F; jest rozktadem normalnym N (m;,T';), gdzie warunkowa war-
tosé oczekiwana wektora losowego m; oraz macierz warunkowej kowariancyi

I'; sq dane wzorami
_ -1
m; = (I+jToB" (00™) " B)

j—1
X (m + Ty Z BT (O'UT)_l [yi-l—l — Ayz + C’U,Z]> (240)
=0

oraz

_ -1
rj = (1+i06B (06") ' B) To. (2.41)
Teza lematu wynika bezposrednio z twierdzenia 1.14.

Twierdzenie 2.3 Niech liniowy system stochastyczny bedzie okreslony réw-
naniem (2.19), wektor losowy & : Q@ — R¥ ma rozktad normalny N (mg, o)
wzgledem o—ciata Fo, cigg macierzy {Q;V}(K%N spetnia réwnanie (2.24)
oraz macierze R; € R, 0 < i < N —1 oraz Qé»v e R 0<j <N
sq dodatnio okreslone. Rozwigzaniem zadania (2.3) w przypadku niepetnej
mformacyi o systemie jest:

1. dla momentow 0 < j < N — 1 optymalne sterowanie systemem linio-

wym (2.19) jest réwne
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@ = (R + (47 10)T QY a¥iic)

x (AN QN (AN Iy; 4wy (B (E|F))) —a), (242)

gdzie funkcjonat 1; () jest dany wzorem (2.29), estymator wektora lo-
sowego & wzorem (2.40), natomiast macierze Rj 1 Qév sq okreslone za
pomocg (2.25);

2. oczekiwany koszt sterowan od momentu j = 0,...,N — 1 do korica ho-

ryzontu N wynosi

TN (g0 ) = (AN Iy + by (B (E|F)) — ) QY
X (AN_jyj +¢n_j (E(£]F;)) —a) _,_(pé\’_i_\pé\f’
(2.43)

gdzie

natomiast dla 0 < 7 < N — 1 wartosé goév jest dana wzorem (2.28),
macierz I jest macierzq jednostkowg, Aj =1+ A+ ...+ Amax(0,5-1)

oraz macierze warunkowej kowariancyi I'; dane sq wzorami (2.41).

Dowéd. Dla dowolnego momentu j € {0,1,2,..., N — 1} korzystajac ze
wzoru (2.36) oraz funkcji Bellmana VjN (¢,v0, ..., y;) okreslonej za pomoca

rownan (2.21)-(2.22) szukamy optymalnego sterowania u;. W warunkach

*
i
niepelnej informacji o systemie wartos¢ funkcji Bellmana jest réwna

. _ _ i T
VjN (o, -~-73/j> = I%fE (U;FRjuj + (AN J 1yj+1 +YPN_j1 (€) - @) ;'\;1

< (AN Ty oo (€) — a) + 9| ) -
7 wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej otrzymujemy

_ . i T i
VN (yo, o y5) = I%fujT (Rj + (ANe) QY AN 10) U
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+E <(szijj + ANTTIBE + v 1 () —a) QY

x (ANTIy; + ANTTTIBE 4 i1 (€) —a) — 2u] (AN_j_lC)T
xQﬁl (AN_jyj—]_ + ANTITIBE 4 pn_j1 (€) — a) | Fj)

+tr ((AN*J'*IU)T QﬁlAN’j’la) + oM. (2.45)

Ze wzoru (2.29) mamy

Un—j (§) = AN TTTIBE+ N1 (€).

Zatem optymalne sterowanie w chwili j jest réwne

s = (Rj 4 (AN’j’lC)TQﬁlAN*j*10>_1 (AN—j71C)T

J
x QY1 (AN Ty + N (E(E]F;)) —a). (2.46)
Z lematu 2.1 wynika, ze

E ((AN*jyj—l +¥n—; (§) — a>T Qi1 (AN yja+vv—; (6) —a) |]:j)
= (A Ty v (EE1F) —a) QN

« (AN, 4y (B (1)) - a)

+tr ((AN_jB)T ﬁlAN—jBTj) : (247)

Ostatecznie, podstawiajac (2.46) i (2.47) do (2.45) otrzymujemy

I_/jN (Y0, - Yj) = (ANijyj +Un—; (B (E|F5)) — a)T Qév
x (AN 4y (B (E]F)) — a) + o +0F,

gdzie Q;V, \Ifj-v, goév spelnia réwnania (2.24), (2.44), (2.28) odpowiednio. m

Uwaga 2.11 Jezeli R = R dla 0 < i < N — 1, to ze wzoréow (2.24) oraz
(2.28) wynika, ze



2.2. Optymalne sterowanie lintiowo-kwadratowe 75

natomiast ze wzordw (2.41) i (2.44)

N N+
Uy # Ui
dla 0 < j < N, j,8,N € N. Przyjmijmy VjN (yj) = VjN (vo, .-, y;) dla
0 <35 < N. Wobec powyzszego dla dowolnego y € R™

VN () # VI ()

oraz
VN () £V (y)

dla 0 < 7 < N, j,s,N € N. Zatem, sterujgc systemem (2.19) z nie-
petng informacjq, funkcja VjN (Yo, ..., yj) reprezentujgca oczekiwane koszty
sterowania i dziedziczenia jest dana wzorem (2.48) oraz zalezy od momentu,

w ktorym znajduje sie system (porownaj z uwagg 2.10).

2.2.4 Wplyw informacji o systemie liniowym na koszty

sterowania

W tej czesci rozdziatu przedstawione zostana réznice i podobieristwa
sterowan stochastycznym systemem liniowym (2.19) w warunkach pelnej
i niepetnej informacji. Roéwniez oszacowane zostang koszty, ktére nalezy
ponie$¢ dodatkowo w przypadku nieznajomosci parametréw systemu. Ze
wzoréw (2.26) i (2.42) wynika, ze dla dowolnego j € {0,1,..., N — 1} w wa-
runkach pelnej informacji optymalne sterowanie systemem (2.19) jest rowne

wi = Hj (AN y; + A;BE — a) (2.48)

natomiast w warunkach niepetnej informacji

w; = H; (AN "Jy; + AjBm; —a) (2.49)
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gdzie

) ' B ‘ —1 ,
Hj = <Rj + (AN*J“C)TQ?{HANﬂHC) (aN-atie)” et

Aj=T+A+..+A1

oraz m; = E (£ |F;) jest najlepszym estymatorem w sensie srednio-kwadra-
towym wektora losowego &, ktory wyznaczamy za pomoca (2.40), natomiast

clag {Q;\[}OSJ‘SN spelnia rownanie (2.24).

Uwaga 2.12 Do wyznaczenia optymalnego sterowania liniowo—kwadratowego
w chwili j € {0,1,..., N — 1} w przypadku petnej informacji o systemie wyko-
rzystujemy znajomosé biezgcego stanu y; 1 wartosci parametréw &, natomiast
w przypadku niepetnej informacyi wartosci yo, ..., y;. Ze wzorow (2.48) oraz

(2.49) (zgodnie z oznaczeniami (2.17)-(2.18)) wynika

zatem dla systemu (2.19) ze wskaznikiem jakosci (2.20) konstrukcja opty-
malnych sterowar w warunkach petnej i niepetnej informacyi jest podobna.
W przypadku niepetnej informacji wystarczy w miejsce nieznanego parametru

podstawié jego estymator.

Porownujac koszty sterowania VjN (Yo, - Yj) 1 VjN (&, v0, ..., yj) zdefi-
niowane wzorami (2.27) i (2.43) widzimy, ze nieznajomos$¢ parametrow &
systemu (2.19) (parametréow odpowiadajacych za przesuniecie) generuje do-
datkowe koszty. Dla dowolnego 5 = 0,1,....,N — 1 oraz y € R" réznica
oczekiwanych kosztow sterowania od momentu j do korica horyzontu IV jest

roéwna

VN (40, 53) = VIV (B (§1F;) 0, - 95) = 97,

gdzie \Ifjv jest dane wzorem (2.44). Wielkos¢ \Ifjv oznacza warto$¢ informacji
o parametrach £. Jezeli w chwili j = 0 przyjmiemy, ze £ = mg oraz system
znajduje sie w punkcie yg, to wartosé¢ informacji o nieznanych parametrach

¢ przy przeprowadzeniu systemu (2.19) w N krokach ze stanu yo do punktu
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a jest rowna
v =tr (BT (T+A+ ..+ AV N QN (T+ A+ ..+ AV BFO) :

Wielkogé \I/év oznacza dodatkowy oczekiwany koszt, ktory zostanie ponie-
siony przez sterujacego podczas realizacji celu w N krokach.
Zarowno dla przypadkow pelnej i niepelnej informacji o parametrach

systemu wielkosé

N
goé-v = Z tr ((AN_iU)TQZJ-VAN_iJ>

i=j+1

oznacza dodatkowy oczekiwany koszt spowodowany zaburzeniami zewnetrz-
nymi od momentu j do konica horyzontu N. Wielkoé¢ cpév reprezentuje
oczekiwany koszt spowodowany ciagiem zaburzen zewnetrznych {w;} ;< y

podczas sterowania systemem (2.19).

Uwaga 2.13 Dla liniowego systemu stochastycznego (2.19) zardwno \Ilév
(wartosé informacji o parametrze &), jak i gpé-v, 0<j<N-—1 (koszt spowo-

dowany zaburzeniami zewnetrznymi) zalezq od horyzontu czasowego N.
Dla dowolnego j € {0,1,..., N — 1} definiujemy
VN (yo, . y5) = infE (a] Ryt + VY (o, - yj41) |F5) (2.50)
J

(porownaj z (2.36)). Z wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej mamy

. —j— T —J—
7 (4or o) :lgjfu]T (Rj+(AN IT10) T QN AN 10) u;

B (AN gy 1+ AN T BE iy (B (€1 Fpi) —a)”

B o T
X Q;‘\{H (AN Jy; + ANTIIBE 4 by i1 (B (€] Fj1)) — a) — QU]T (AN J IC)
XQyy (AN Ty + ANTTIBE 4y o1 (B (€] Fj41)) — a) | F)

i T i
+tr ((AN J 10) Q%_IAN J 10) + goﬁl + \Ifﬁ_l.
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Zatem optymalne sterowanie w chwili j jest dane wzorem (2.42), natomiast

z lematu 1 otrzymujemy
VN (o, 05) = VN (B (E|F5) y5) + O + X7,
gdzie

i T
T;V =tr (BT (QAN j—1 + AN—j—l) QﬁlAN—j—lB (P] — Fj+1))

+tr ((AN71B) " QY AN By,
natomiast ‘llév jest dane wzorem (2.44). Wielkos¢
N N N N N
Vit (Yo, - y5) = Vi (Yo, - yi) = 15 + 955 — ¥
oznacza koszt uczenia sie na przedziale czasowym (7,7 + 1].

Przyktad 2.1 Rozwazamy problem sterowania liniowym systemem stocha-

stycznym o réwnaniu stanu (2.19), gdzie

[ 0.8 0.1 1.2 05

0 1 0.05 0.8
[ 15 —0.1 0.35 0.03
C g g = .
[ 0.04 1.1 ] ! —0.02 0.4 ]

Zadanie polega na przeprowadzeniu systemu przy najmmniejszych kosztach

(suma naktadow energetycznych wraz ze stratami koncowymi muszg byé naj-

0 60
mniejsze) ze stanu yy = [ 0 ] do stanu a = [ . ] np. w 15 krokach

(N = 15). Macierze odpowiadajgce za koszty sterowania i dziedziczenia dla

wskaznika jakosci (2.20) sq réwne

[0.64 0.05
j pu—

_ 1.25 0
, dlaj=0,1,...,14, Qn =
0.01 0.95

0 0.75

odpowiednio. Zaktadamy, Ze w warunkach niepetnej informacji wektor para-
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metréw £ odpowiadajgcych za przesuniecie jest wektorem losowym o rozkta-

dzie normalnym N (mg,Tg), gdzie

1 0.4 —0.02
mo = s FO = )
0.5 —0.02 0.1

natomiast w warunkach petnej informacyi przyjmujemy & = my.

. SN N
a Sx;ﬂulacje " iiw petnej i ni . " 0 b. Wartosci funkcji V' (6,Yg,-.y)) oraz V] (yg,...y;)

30 E

200

25

150
20

100

Rysunek 2.1: Symulacje trajektorii systemu (2.19) oraz wartosci funkcji Bellmana.

Wartosci optymalnych sterowan w warunkach petnej © niepetnej infor-
macyi o systemie (2.19) wyznaczamy ze wzoréw (2.48) i (2.49) odpowied-
nio, natomiast w warunkach niepetnej informacjt dla wektora losowego &
wartosci parametrow rozktadu a posteriori N (m;,I';), j=1,..,N — 1 wy-
znaczamy ze wzorow (2.40) i (2.41). Rysunek 2.1a prezentuje przyktadowe
symulacje zachowania systemu (2.19). Krzywa granatowa przedstawia przy-
ktadowq trajektorie dla przypadku petnej informacji o systemie, natomiast
krzywa czerwona — dla przypadku niepetnej informacji. Zachowanie funkcyi
Bellmana VjN (& 90,5 Y5) ‘_/jN (Y0, .-, yj) dla j = 0,...,N sq pokazane na
rysunku 2.1b.

Tabela 2.1 zawiera symulacje systemu (2.19) {yi}ogigNz ktore sq ozna-

2 9

czone na rysunku (2.1a) znacznikiem ” x 7, wielkosci optymalnych stero-

wan {u:}OSiSN—l w warunkach petnej informacyi, wartoscs funkcji Bellmana
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Tabela 2.1: Symulacja systemu (2.19) w warunkach pelnej informacji, sterowania

optymalne, wartosci funkcji Bellmana, koszt zaburzen zewnetrznych.

{ Yi uj: ‘/’LN (£7y07~~-7yi) (Pév

0 (0,0) (—0.389, —2.246) 217.263 0.612
1| (1.757,3.046) | (—0.494, —2.206) 209.981 0.603
2 | (3.504,5.984) | (—0.624,—2.164) 203.203 0.593
3 (5.539, 8.985) (—0.987, —2.094) 195.999 0.583
4| (7.479,11.185) | (—0.987,-2.094) 192.433 0.571
5 (10.353,14.359) | (—1.229,—1.987) 183.675 0.559
6 (12.824,16.814) | (—1.536,—1.922) 178.183 0.545
7 | (15.246,19.672) | (—1.913, ~1.792) 170.830 0.53
8 (18.009,21.931) | (—2.391,—1.694) 165.293 0.513
9 | (21.716,25.196) | (—2.952, —1.428) 153.708 0.493
10 (26.25,27.292) (—3.657,—1.253) 143.542 0.47
11 | (30.588,28.934) | (—4.567, —1.103) 133.345 0.442
12 | (35.174,30.850) | (—5.731,—0.832) 119.262 0.405
13 | (41.209,32.725) | (—7.142, —0.411) 96.235 0.355
14 | (48.268,34.204) | (—8.961,0.25) 63.258 0.275
15 | (56.454,34.156) 16.251 0

{VjN (&, 90, -ns yj)}ogjgN oraz {(pév}ogjgN oczekiwane koszty spowodowane

zaburzeniami zewnetrznymi.
Tabela 2.2 natomiast przedstawia stany systemu (2.19) {yito<i<n

”

ktore sq oznaczone na rysunku (2.1a) znacznikiem ” %7, wielkosci optymal-
nych sterowan {U;},.,cn_, W warunkach niepetnej informacji o systemie,
wartosci estymatoréw {m;},<; <y wektora nieznanych parametrow &, warto-

§ci funkcji Bellmana {VJN (Y0 ey yj)} . Dodatkowo w tabeli 2.2 podane

0<5<

sq wielkosci kosztow { WY spowodowanych nieznajomosciq parame-
J Jo<j<nN

trow systemu, ktore sg ponoszone przez sterujgcego od momentu j do kotica

horyzontu sterowania N. Widzimy, ze zaréwno ciqgi kosztow {cpév}
i{oy}
7 Jo<j<n

2.2.5

0<j<N
$G ciggami nieroSngcymsi.

Wplyw horyzontu na koszty sterowania

W wielu zadaniach sterowania obiektami stochastycznymi badz deter-
ministycznymi horyzont (czas sterowania obiektem) jest ustalany odgornie.

Wobec powyzszego jezeli znany jest przedzial czasowy w jakim sterujemy
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Tabela 2.2: Symulacja systemu (2.19) w warunkach niepelnej informacji, warto-
$ci optymalnych sterowan, wartosci estymatoréw nieznanych parametréow, wartosci
funkcji Bellmana, wartosci kosztoéw nieznajomosci parametrow systemu.

T Yi 17,: mi ‘/jN (y07 ooy yj) \I}f\]

0 ,0) (—0.389, —2.246) 1,0.5) 219.167 1.904
1 (1.663,2.735) (—0.459,—2.185) | (0.951,0.538) 212.295 0.626
2 (3.164,5.377) (—0.630,—2.147) | (0.898,0.542) 209.2 0.409
3 | (5.076,8.245) | (—0.789,-2.068) | (0.906,0.568) 200.920 | 0.207
4 (7.004, 10.826) (—1.001,—2.144) | (0.919,0.444) 198.995 0.225
5 | (9.513,14.104) | (—1.228,-1.978) | (0.995,0.514) 185.305 | 0.174
6 (12.397,16.501) | (—1.536,—1.935) | (1.011,0.478) 180.505 0.136
7 | (14.896,18.720) | (—1.919,—1.787) | (0.967,0.512) 176.329 0.105
8 | (17.403,20.951) | (—2.407,—1.711) | (0.953,0.483) 172.779 0.081
9 (20.654,23.615) | (—2.957,—1.382) | (0.942,0.578) 161.941 0.061
10 | (24.475,25.855) | (—3.643, —1.212) | (1.001,0.566) 151.748 0.043
11 | (29.014,27.597) | (—4.552,—1.084) | (1.017,0.529) 141.921 0.029
12 | (34.508,29.668) | (—5.729, —0.814) | (0.986,0.535) 125.342 0.016
13 | (40.910,31.191) | (—7.139,—0.385) | (0.979,0.555) 101.49 0.006
14 | (48.023,33.141) (—8.962,0.285) (0.965,0.575) 66.585 0.005
15 | (56.282,33.771) 16.252 0

obiektem, to stosujac twierdzenia 2.2 i 2.3 dla systeméw z czasem dyskret-
nym w warunkach pelnej i niepetlnej informacji wyznaczamy prawa stero-
wania. Niestety koszt sterowania zalezy liczby sterowari, doktadniej od dtu-
gosdci przedziatlu czasowego w jakim sterujemy obiektem. Aby wyznaczyé
optymalny horyzont nalezy rozwiazaé¢ zadanie czasooptymalne

inf inf JV (u).

2.51
NeNuelU ( )

Zadania czasooptymalne sa omawiane w literaturze przedmiotu, patrz np.
[11], [105], [109]. Ponizej zobaczymy, ze horyzont ma dos¢ duzy wplyw na

warto$é¢ wskaznika jakosci.

Przyktad 2.2 Zatszmy, ze zachowanie systemu liniowego jest okreslone za
pPOMOCy TOWNANLG

Yi+1 = Ay; — Cu; + OWi41 (2.52)
dlai € {0,1,....N — 1}, gdzie {w;}, ;< jest ciagiem niezaleznych dwuwy-
miarowych wektoréw losowych o rozktadzie normalnym N (0,1), 0 = (0, O)T,
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I — macierzg jednostkowq. Macierze odpowiadajgce za koszty sterowania

1 dziedziczenia sg rowne

0.64 0.05 22 0
R; = , QN =
0.01 0.95 0 1.5

dlai=0,1,..., N — 1, natomiast macierze transformacji stanéw i sterowari

09 02| _| 15 -01
06 1 |’ 004 1.1 |

Dla systemu stochastycznego przyjmujemy

2.8 0.7
o= ,
0.2 14

natomiast dla systemu deterministycznego macierz o jest macierzg zerowg.

A=

Zadanie polega na przeprowadzeniu systemow deterministycznego i stocha-
0 60 .
stycznego (2.52) ze stanu yo = 0 do stanu a = . prE2Y najmnie)-

szych kosztach, z tym Ze horyzont nie moze przekroczyé np. maksymalnego
czasu sterowania réwnego 20 (N < 20).

Korzystajge ze wzordw (2.28) i (2.27) dla ustalonego horyzontu N oczeki-
wany catkowity koszt sterowania jest réwny

Inf TN (w) = V5" (o) = X3 (%0) + @0

gdzie Xév (yo) = [ANyQ — a]T Qév [ANyo — a] . W przypadku systemu stocha-
stycznego dla kazdego momentu j € {0,1,...., N — 1} koszt eliminacji przy-
sztych zaburzen zewnetrznych {wit;1<icn wynosi
goé-v = <,0§V+1 + tr {(AN_j_la)TQjHAN_j_la} z warunkiem poczgtkowym
go% = 0. Dla systemu deterministycznego cpév = @{V =..= go% = 0. Roz-
wigzujge osobno dla systemdw deterministycznego i stochastycznego zadanie

inf inf JY (u)= inf VIV
0§1]{71§2011161U <u) OSIZ{IISZO 0 (yO)
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wyznaczymy optymalne horyzonty sterowari dla tych systemdw.
Rysunek 2.2a przedstawia koszty sterowania systemem deterministycz-
nym (o jest macierzq zerowg) X\ (yo) dla N = 0,1,2,...,20. Z rysunku

widad, zZe ciqg kosztow sterowar {Xév (Yo jest ciggiem nierosngcym

)}1§N§20
(wraz ze wzrostem horyzontu N koszty realizacji celu sterowania nie rosng).
Na rysunku 2.2b przedstawione sq koszty zwigzane z wptywem zaburzen ze-
wnetrznych gpév podczas sterowania systemem (2.52). 7 rysunku widaé, ze

cigg kosztow sterowan {goév jest ciggiem niemalejgcym. Zatem wy-

}1§N§20
dtuzajgc horyzont sterowania N dla systemu stochastycznego ponosimy coraz

wieksze koszty spowodowane wplywem zaburzen zewnetrznych.

a. Koszt sterowania systemem deterministycznym b. Koszt zaburzen zewnetrznych

6000 60

»
5000 50
4000 40
3000 30
2000 20
1000 10
0 0

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

N N

Rysunek 2.2: Koszty sterowania systemem deterministycznym oraz koszty elimi-
nacji zaburzen zewnetrznych dla systemu (2.52).

Rysunek  2.83a¢  przedstawia  oczekiwane  koszty  sterowania
ViV (yo) = x& (yo) + @b systemem stochastycznym (2.52) dla horyzontu
N = 0,1,2,...,20, natomiast rysunek 2.3b pokazuje wartosci VON (yo) dla
N € [4,11]. Widzimy, ze dla N = T oczekiwane koszty sterowania syste-
mem stochastycznym (2.52) sq najmniejsze. Zatem, sterujgc systemem de-
terministycznym (o jest macierzq zerowq) nalezy ustalié horyzont N = 20,

natomiast sterujgc systemem stochastycznym nalezy przyjac N = 7.
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a. Koszt sterowania systemem stochastycznym  b. Koszt sterowania systemem stochastycznym
6000 380
370
5000
360
4000
350
3000 340
330
2000
320
1000
310
0 300
0 5 10 15 20 4 6 8 10 12
N N

Rysunek 2.3: Koszty sterowania systemem stochastycznym (2.52).

Dla systemu deterministycznego wydtuzajac horyzont sterowania N
ponosimy mniejsze koszty, poniewaz istnieje mozliwosé roztozenia naktadow
energetycznych w czasie. W przypadku sterowania systememn stochastycz-
nym dodatkowo nalezy uwzglednié¢ koszty 4,06\[ zwigzane z wplywem zabu-
rzent zewnetrznych. Nadmierne wydtuzanie horyzontu sterowania N moze
nie by¢ optacalne () jest funkcja niemalejaca ze wzgledu na N). Tak jak
ilustruje przyktad powyzej, poniewaz horyzonty sterowania dla systemow
stochastyczeego i deterministycznego sg rézne, to optymalne sterowania dla

tych systemoéw réwniez sa rozne.

Whiosek 2.1 Prawa sterowania posrednio zalezqg od dtugosci przedziatu cza-
sowego, w ktorym sterujemy obiektem. Prosty przyktad pokazugje, ze horyzont

sterowania ma wptyw na koszty realizacji celu JV (u) (wielkosé wskaznika ja-

kosci (2.2), (2.20)).

Whniosek 2.2 Jezeli horyzont sterowania N jest ustalony, to prawa stero-
wania systemami (2.1), (2.19) wyznaczamy korzystajgc z twierdzer 2.1-3.
Jezeli horyzont sterowania nie jest okreslony, to najpierw nalezy rozwigzaé
zadanie (2.51) okreslajgc przedziat czasowy (doktadniej horyzont N ), w kto-

rym bedzie realizowany cel sterowania (2.3).



Rozdzial 3

Optymalne sterowanie
adaptacyjne dla horyzontu
losowego niezaleznego

od stanéw systemu

Wiekszos¢ zadari z teorii sterowania jest zdefiniowana dla ustalonego
horyzontu (patrz np. [2], [6], [7], [10], [13], [15], [16], [38], [44], [71], [91],
[92], [98], [108]). Przedzial, w ktorym sterujemy systemem, jest ustalany
odgornie lub poprzez rozwigzanie zadania czasooptymalnego. W poprzed-
nim rozdziale pokazano, ze optymalne sterowanie zalezy nie tylko od stanu
systemu i momentu w ktérym sterujemy, ale réwniez od horyzontu. Dodat-
kowy problem sterowania obiektem powstaje, gdy horyzont nie jest znany
(nie jest ustalony odgornie). Jak w takim przypadku skonstruowac¢ prawa

sterowania?

Zadania z losowym horyzontem sg mniej widoczne w literaturze przed-
miotu i mozna je podzieli¢ na dwa typy. Pierwszy typ zadan optymalnego
sterowamnia z nieznanym horyzontem polega na uwzglednieniu mozliwosci
zatrzymania systemu (dotyczy optymalnego zatrzymania procesu sterowa-
nia obiektem, zobacz np. [8], [11], [15], [25], [28], [51], [52], [61], [63]).

85
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Optymalny moment zatrzymania sterowania systemem zalezy od stanu tego
systemu. Zadania tego typu zostang oméwione w kolejnym rozdziale.
Drugi typ zadan optymalnego sterowania dotyczy przypadku, gdy ho-
ryzont sterowania nie zalezy od zachowania systemu (stan systemu nie ma
wplywu na czas dziatania, sterowania systemem), patrz np. [57], [58], [59],
[60]. Z taka sytuacja mamy do czynienia na przykiad w procesie produk-
cyjnym, gdy nie mamy gwarancji, ze w okre§lonym przedziale czasowym
maszyny produkcyjne beda dziata¢ bezawaryjnie, beda wykonywaé zapro-
gramowane czynnosci prawidtowo (czas bezawaryjnej pracy urzadzen nie jest
znany, np. [41]). Horyzont sterowania opisujacy np. liczbe mozliwych strat,
liczbe elementéw wymienianych podczas procesu decyzyjnego, czas prawi-
dlowej pracy maszyny, czas "zycia" produktu itp. modelujemy za pomoca
zmiennej losowej niezaleznej od stanéw systemu. Zadania tego typu zostana
omowione w biezacym rozdziale. Rozwigzanie polega na konstrukeji zadania

zastepczego, doktadniej na modyfikacji wskaznika jakosci.

3.1 Postawienie zadania

Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Na tej prze-
strzeni definiujemy ciag niezaleznych wektoréw losowych {w;},~; o rozkla-
dzie normalnym N(0,1,,), gdzie w; : Q@ — R™ dlai > 1, 0 € R™ jest

wektorem zerowym, natomiast I, € R™*™

— macierza jednostkowsa. Niech
¢ : Q — R* bedzie wektorem losowym o rozktadzie a priori P (d€), ktory
reprezentuje nieznane parametry systemu. Wektor yg oznacza stan poczat-
kowy systemu. Ogoélnie zaktadamy, ze wektor yg : € — R™ ma rozktad
P (dyo). W przypadku, gdy yo jest wektorem deterministycznym, to wystar-
czy przyjaé, ze yo ma rozklad punktowy. Zaktadamy, ze wszystkie wymie-
nione obiekty sa stochastycznie niezalezne. Na przestrzeni probabilistycznej
(Q2,F, P) definiujemy niemalejace rodziny o—cial {F;};5, oraz {f-g}po,

gdzie]:iza(yo)\/o{ws:s=1,2,...,i},ﬁ§:}}VU{£}.
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Ponizej rozwazamy problem sterowania systemem stochastycznym

o réwnaniu stanu

Yir1 = [(& virui) + (& yi)witt, (3.1)

gdzie i € Ny, y; € R?, f : RFx R® x R — R” oraz o : RFx R* — R"¥™.
Zaktadamy, ze funkcje f,o sa ciagte wzgledem wszystkich argumentow.
Wektor u; € R! mierzalny ze wzgledu na o-ciato Fj nazywamy dziata-
niem sterujacym w chwili j € Ny, natomiast v = (ug, u1, ...) — sterowaniem

dopuszczalnym. Klase wszystkich sterowari oznaczamy przez U.

Niech 7 : @ — Np bedzie zmienng losows o rozktadzie dyskretnym,
oo
tzn. P(t=k) = pr, 0 < pp < 1 dla k € Ny oraz > p; = 1. Zmienna

=0
losowa 7 oznacza horyzont sterowania systemem (3.1). Zaktadamy, ze hory-
zont sterowania 7 nie zalezy od standéw systemu. Przyjmujemy nastepujace
oznaczenia: F7 = o {7}, }-ng = ff Vo{r>j}oraz F] = F; Vo{r > j}.
W przypadku gdy 7 : Q — {0,1,2,..., N} przyjmujemy F = ]:fVT, natomiast
dla przypadku gdy 7 : Q — Ng, to przyjmujemy F = tlim ffT.

— 00

Niech funkcja g : R™ x R — R oznacza warto$é strat, natomiast
funkcja h : R — R wielko$¢ dziedziczenia na koricu horyzontu sterowania
7. Zaktadamy, ze funkcje g i h sa ciagle wzgledem swoich argumentéw oraz
ograniczone. Dla kazdego momentu j < 7 dokonujemy sterowania u; oraz
ponosimy koszty w wysokosci g(y;, u;). W chwili 7 nie dokonujemy sterowa-
nia systemem (3.1), natomiast ponosimy koszty dziedziczenia h(y;) (koszty
zwiazanie ze stanem systemu y; ). Jezeli zmienna losowa 7 przyjmie wartosé
0, to w takim przypadku system nie bedzie sterowany, zatem nie ponosimy
zadnych kosztéw sterowania, natomiast ponosimy tylko koszt dziedziczenia
wielkosdci h (yo). Wskaznik jakosci definiujemy jako sume strat (kosztow,
nakladow energetycznych) dla momentow 0,1,...,7 — 1 oraz dziedziczenia
dla horyzontu sterowania 7. Catkowity koszt sterownia J7 (u) definiujemy

WZOorem
7—1

J(u)=FE ( > gyiwi) + h(yr)

i=—1

F) : (3.2)
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gdzie g(y—_1,u—1) = 0. We wzorze (3.2) bierzemy operator wartosci oczeki-
wanej wzgledem o—ciala generowanego przez zmienng losowa 7. Wskaznik
jakosci J7 (u) zalezy od T, a zatem jest zmienng losowa.

Glownym celem sterowania adaptacyjnego jest minimalizacja catkowi-
tych kosztow sterowania (3.2). Zatem, sterujac systemem (3.1) z losowym

horyzontem niezaleznym od stanéw, nalezy rozwiazaé zadanie

inf BJ7 (u) (3.3)
uelU

oraz wyznaczy¢ sterowanie u* dla ktorego infimum jest osiagniete. Tak skon-
struowane zadanie (3.3) jest zadaniem typu planistycznego. Operator E jest

operatorem wartosci oczekiwanej po zmiennej losowej 7.

Uwaga 3.1 Jezeli horyzont sterowania zostanie zastgpiony wartoscig deter-
ministyczng [ET] (w przypadku sterowania systemem (3.1) z losowym hory-
zontem T niezaleznym od standw systemu), gdzie || oznacza czesé catkowitq
z liczby rzeczywistej (lub np. zaokrgglenie do liczby naturalnej), to do roz-
wigzaniae zadanio

g JIET]
inf J5T (u), (3.4)

stosujemy bezposrednio twierdzenie 2.1. Warunki konieczne optymalnosci

sterowan dla zadan (3.3) i (3.4) sq rézne.

Zbior realizacji zmiennej losowej 7 reprezentujacej horyzont sterowa-
nia moze by¢ skoniczony badz przeliczalny. Ponizej zostana przedstawione
rozwiazania zadania (3.3) dla dwoch przypadkow. W rozdziale 3.2 bedzie
przedstawiony problem optymalnego sterowania z losowym horyzontem 7
o skoriczonej liczbie realizacji. Zadanie (3.3) zostanie przeksztalcone do za-
dania optymalnego sterowania z ustalonym horyzontem. W rozdziale 3.3
bedzie rozwazany problem optymalnego sterowania z losowym horyzontem
T, gdzie zbiér realizacji jest zbiorem przeliczalnym. W tym przypadku
zadanie (3.3) zostanie zmodyfikowane do zadania optymalnego sterowania

z nieskoriczonym horyzontem.
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3.2 Sterowanie dla horyzontu losowego

o skonczonej liczbie realizacji

3.2.1 Optymalne sterowanie dla zadania planistycznego

Niech system stochastyczny bedzie okre§lony za pomoca réwnania
stanu (3.1). Zakladamy réwniez, ze horyzont sterowania we wskazniku jako-
§ci (3.2) jest losowy i nie zalezy od stanow systemu (3.1). Przyjmujemy, ze lo-
sowy horyzont 7 ma skoriczona liczbe realizacji, tzn. 7: Q — {0,1,2,..., N},
o rozktadzie

P(r=Fk)=ps
N
dla k£ € {0,1,2,...,N}, gdzie pp > 0 oraz Y, pp = 1. Wielkos¢ py,
0 < k < N oznacza prawdopodobienistwo zatrzyrrllc;r?ia systemu w momencie

k. Rozwiazujac zadanie (3.3) wyznaczymy optymalne sterowanie.

Ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite funkcjonal (3.2) mozemy

przedstawi¢ w postaci

N
EJ" (u)=) E(J (w)|r=j)P(r=3j)=P(r=0)E(h(y)|r=0)
i=0
N -1
+ZP(T:j)E<Zg(yi’ui)+h(yj)‘7—:j>'
=1 i=0

Stad otrzymujemy

EJ" (u) = P (1 =0)h(y0)

N-1 N N
+E( Y glu) Y Pr=i+) hy)P(r=))
j=0 i=j+1 j=1

Zatem wartos¢ oczekiwana wskaznika jakosci (3.2) jest réwna

N
IN(w)=EJ (u)=E > ¢;(yj,u5) | . (3.5)
§=0
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gdzie dla dowolnego 0 < 7 < N

N
& (yju) = g (yj,u5) D pi+h(y) s
i=j+1
=9 (Yj>u;) sj + h (y;) P (3.6)
N
natomiast s; = P (7 > j) = > p; oznacza prawdopodobienstwo przezycia
i=j+1

systemu momentu 7, tzn. prawdopodobienstwo, ze horyzont jest wiekszy od

j. Poniewaz sy = P (7 > N) =0, zatem

én (yn,un) = h (yn) pN- (3.7)

Dla momentu N (patrz wzér (3.7)) koszt sterowania jest rowny iloczy-
nowi kosztu dziedziczenia h (yn) i prawdopodobieristwa zatrzymania sys-
temu. W chwili N nie podejmujemy Zadnego sterowania oraz przyjmujemy
uy = col (0,0, ...,0) € RY

Ze wrzoru (3.6) wynika, ze w chwili j = 0,1, ..., N — 1 oczekiwany koszt
sterowania ¢; (y;,u;) systemem stochastycznym (3.1) jest réwny sumie ilo-
czynu naktadow energetycznych g (y;,u;) i prawdopodobienstwa przezycia
momentu j (prawdopodobieristwa, ze system zostanie zatrzymany w mo-
mencie pézniejszym niz j) oraz iloczynu kosztu dziedziczenia h (y;) i praw-
dopodobienistwa, 7ze horyzont wynosi j.

Wobec powyzszego zadanie optymalnego sterowania (3.3) z losowym
horyzontem 7 o skoriczonej liczbie realizacji zastepujemy zadaniem optymal-
nego sterowania ze skoriczonym horyzontem N. Aby wyznaczyé optymalne

prawa sterowania systemem (3.1) nalezy rozwiazaé zadanie

inf JV :
inf J7 (u), (3.8)

gdzie wskaznik jakosci JV (u) jest dany wzorem (3.5).
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Uwaga 3.2 Wartosé oczekiwang wskaznika jakosci (3.2) réwniez mozemy

przedstawic w postact

N

—1
INW)=E [ > (9(su) Irsj + b (y;) Irey) + h(yn) L=y |, (3.9)
=0

1, x€A,

gdzie Ir>j = Iigir(w)>i) Lr=j = lwir(w)=j1 oraz Iy =
>J {w:ir(w)>5} J {wir(w)=4} 0, «¢A.

Definicja 3.1 Sterowanie (ug,u*{,...,ui_l) C (u{k),uf,...,u}"v_l) nazywamy
optymalnym  sterowaniem dla systemu (3.1) z losowym horyzontem
7:Q—{0,1,2,..., N} o skoniczonej liczbie realizacyi, gdzie (uz‘), ui, ..., u}‘v_l)

jest rozwigzaniem zadania (5.8).

Twierdzenie ponizej przedstawia warunki konieczne wyznaczenia opty-

malnego sterowania dla zadania (3.8).

Twierdzenie 3.1 Zaldimy, ze funkcje g : R* xR — R i h: R* — R
sq ciggle, wypukte i ograniczone, funkcje f : RFx R™ x RE — R”
i g:R" xR — R sq funkcjami klasy C' ze wzgledu na zmienng sterujgcq
u € R oraz det(Z(&y) # 0 dla (&,y) € RF x R", gdze
Y(&y) = o€ y)al (€,y). Jezeli u* jest optymalnym sterowaniem dla za-
dania (3.8), to dla dowolnego j € {0,1,2,..., N — 1} spelniona jest réwnosé

N

i=j+1

+P (1> j) Vg (y,u}) =0, (3.10)

gdzie ¢i(-), 0 < j < N sq dane wzorami (8.6)-(3.7), natomiast
0 = col (0, ...,0) € R".

Dowdd. Stosujac bezposrednio twierdzenie 2.1 otrzymujemy teze. m

Uwaga 3.3 Za pomocq twierdzenia powyzej wyznaczamy sterowanie opty-

malne u* = (ué,u’{,...,u*Nfl) dla systemu (3.1), natomiast sterujgc tym
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systemem z losowym horyzontem 1 : Q — {0,1,..., N} (czas sterowania jest

losowy) nalezy zastosowaé sterowanie (ug,u’{, ...,uj_l) C u*.

Przyktad ponizej pokazuje réznice w sterowaniach bardzo prostego

systemu liniowego dla przypadkéw z ustalonym i losowym horyzontem.

Przyktad 3.1 Niech liniowy system stochastyczny bedzie okreslony za po-

mocqg rownania

Yj+1 = §Uj + Wity (3.11)

dla j € No. Przyjmujemy, zZe parametr £ € R jest znany oraz {w;},~, jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym N(_O, a?).
System przeprowadzamy z punktu yo € R do punktu a € R. Jako funkcjonat
kosztow przyjmujemy g (y,u) = u?, natomiast jako funkcjonat dziedziczenia
h(y) = (y —a)®. Nalezy zauwazyé, ze na stan biezqcy systemu (3.11) nie
wplywa wartosé poprzednich standw (system jest sterowany w petli otwartej).
Horyzont sterowania T nie jest znany i nie zalezy od standw systemu oraz
przyjmujemy, ze jest zmienng losowq o skoriczonej liczbie realizacyi. Prawdo-
podobieristwo, Ze system zostanie zatrzymany w momencie k € {0,1,2,..., N}
jest rowne
P(r =k)=pg,

N .

gdzie pr, > 0 oraz > px = 1. Zadnych ograniczer na wielko$é sterowania
k=0

nie noktadamy.

Aby wyznaczyé optymalne sterowanie nalezy rozwigzaé zadanie

inf JV (u), (3.12)
u
gdzie wskainik jokoscy
N
JN () =E Z sju? +pj (y; — a)? (3.13)
§=0
zalezy od sterowania u = (ug,uq, ..., un—1), natomiast prawdopodobieristwo

przezycia s; = P (1> j). System maksymalnie moze by¢ sterowany do
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momentu N — 1, natomiast w chwili N ponosimy tylko koszt dziedziczenia
N (yn — a)2 oraz sy = 0.

Do wyznaczenia optymalnych sterowarn definiujemy funkcje Bellmana
Vi (y;) = inf B (5502 + pj (35— ) + Vi1 (g41) 155 ) (3.14)
J
dla 0 < j < N — 1. Dla momentu N wartos¢ funkcji Bellmana jest réwna

Vi (yn) = pnv (yn — a)”.

Dla dowolnego j =0,1,..., N — 1 optymalne sterowanie jest réwne

« apj+1§
wh = —2PIs (3.15)
T s+ pj1€?

natomiast wartosé funkcji Bellmana dla momentow 0 < 7 < N wynosi

Vi (yj) = pj (y; — a)2 + 55 (02 + a2) — ¢5, (3.16)
gdzie
¢j =it + a2£27p?“ (3.17)
! ! 5; + pj1&?

z warunkiem poczgthowym pn = 0.

Wzér (3.16) udowodnimy za pomocqg indukcji matematycznej. Zakla-
damy, ze jest on prawdziwy dla dowolnego j + 1 oraz sprawdzamy dla mo-
mentu j. Ze wzoru (8.14) wartosé funkcji Bellmana dla systemu (3.11)

w chwili § jest rowna

Vilyj) =it E (Sj“JQ’ +pj (y; — a)* + 8541 (0" + d?)
J

+ pi1 (Cuj + witn —a)? — i |fj) -
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Z wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej
. 2
Vi (yj) = inf (s + pj1€?)” uf — 2a8p;s1u;
J
(g 2 ) . 2 2 )
+ Dj (yj - a) + (31+1 "‘py—i-l) (U +a ) — Pj+1- (3.18)

Zatem optymalne sterowanie w momencie j jest dane wzorem (3.15). Pod-

stawiajgce (3.15) do (3.18) mamy

2
2 Pin

Vi (y;) = pj (yj — a)® + (8541 + pj1) (02 +a?) — pj11 — a?>—L
]( j) ]( J ) ( J+ Jj+ )( ) Jt+ 8j+pj+1€2

Poniewaz s; = sjy1 + pj+1 oraz korzystajgc ze wzoru (3.17) otrzymujemy

(8.16). Oczekiwany koszt sterowania systemem (3.11) wynosi

N-—1 2
e T D1
meNu:Vo 0) = Do 0—a2+30 o + a?) — a%&? _
nf J (u) = Vo (y0) = po (vo — a) ( ) —a*¢ ,;:0 .

Uwaga 3.4 Otrzymane wyniki (optymalne sterowanie (3.15) oraz wyzna-
czenie wartodci funkcji Bellmana (3.14)) mozna wykorzystaé réwniez dla
sterowania systemem dla przypadku z ustalonym horyzontem N. W tym
celu wystarczy przyjeé¢ P(1=N) = py = 1 oraz P(t1 =j) = p; = 0 dla

j=0,1,...., N — 1. Optymalne sterowanie jest dane wzorem

0, j=01,.,N—1,
U;:{ . e (3.19)

a
e =N

natomiast warto$é funkcji Bellmana

2 a? .

o i=0,1,..,N—1,

Vi) =9 e (3.20)
(yN - (I) ) ] = N.

Uwaga 3.5 Optymalne sterowania systemem stochastycznym (8.11) (sys-
tem bez pamieci poprzednich standw) dla przypadkow z horyzontem determi-
nistycznym i z horyzontem losowym sq catkowicie rézne. Jezeli horyzont jest

ustalony, to system pozostaje w bezczynnosci w momentach 7 = 0,1, ..., N—2,
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natomiast dziatanie sterujgce podejmujemy tylko w momencie j = N — 1.
Jezeli horyzont sterowania jest losowy (nie wiemy ile razy bedziemy sterowaé
systemem), to zgodnie ze wzorem (3.15) dziatania sterujgce nalezy podejmo-

waé w kazdej chwili, ktéra nie jest momentem koricowym.

Uwaga 3.6 Jezeli zadanie (3.12) zastepujemy zadaniem (3.4), to, zgodnie
z uwagq powyzej, dziatania sterujgce dla systemu (3.11) powinny byé podej-

mowane tylko w momencie j = [ET] — 1.

Uwaga 3.7 Dla systemu (3.11) (systemu sterowanego w petli otwartej) wi-
dzimy, zZe w przypadku ustalonego horyzontu oczekiwany koszt sterowania
Vo (yo) mie zalezy od stanu poczgtkowego yo, natomiast w przypadku losowego
horyzontu oczekiwany koszt sterowania Vo (yo) zalezy od stanu poczatkowego
Yo (wystarczy pordwnac (3.20) i (3.16)).

Mapa wielkoscl sterowarn

sterowanie
2.5

2.5

1.5

0.5

Rysunek 3.1: Wartosci optymalnych sterowan dla systemu stochastycznego (3.11)
z losowym horyzontem 7 o rozkladzie dwumianowym.
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Przyktad 3.2 Niech liniowy system stochastyczny bedzie okreslony za po-
mocg réwnania (3.11), natomiast wskaznik jakosci za pomocg (3.13). Ponizej

zaktadamy, ze horyzont sterowania T ma rozktad dwumianowy

. N . .
pir=i)= () a-n*.
gdzie 0 < p < 1 oraz 0 < j < N. Dodatkowo przyjmujemy, ze N = 10,
a = b, & = 2. Rysunek 3.1 przedstowia mape wielkosci sterowan dla
0 <p <1 W przypadku gdy p = 1, to optymalne sterowanie jest dane
wzorem (8.19). W przypadku gdy p — 0, to lin%P(T =0) = 1, natomiast
p—
limP(r=j)=0dlal <j<N. Zatem lims; =0 dla 0 < j <N —1.
p—0 p—0
Ze wzoru (3.15) otrzymujemy

. a
lim u;‘ = —
p—0 {

dla dowolnego momentu j =0,1,..., N — 1.

3.2.2 Optymalne sterowanie dla zadania operacyjnego

Twierdzenie 3.1 podaje warunki konieczne optymalnego sterowania
dla zadania planistycznego (zadania w ktérym wykorzystujemy tylko in-
formacje a priori dotyczaca horyzontu losowego 7). Sterujac obiektem (3.1)
w kazdym momencie mozemy réwniez wykorzystaé¢ informacje a posteriori
dotyczaca horyzontu 7. Jezeli system znajduje sie w momencie j oraz ten
moment nie jest horyzontem (tzn. system powinien by¢ sterowany w tym
momencie), oznacza to, ze system byl sterowany w chwilach 0,1,...,5 — 1
oraz moze by¢ zatrzymany w chwilach j + 1,..., N. Ponizej odpowiemy na
pytanie w jaki spos6b dodatkowa informacja o horyzoncie 7 (doktadniej in-
formacja o warunkowym rozkladzie zmiennej 7) w momencie j < 7 wplywa

na sterowanie obiektem.
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Wskaznik jakosci JVV (u) okreglony wzorem (3.5) mozemy przedstawic

réwniez za pomocy rozwiniecia

IV (@) = B (h(y0) P (r = 0) + P (7 > 0) (g (0. uo)
1
+P(T>0)

+P(7_1>1)(h(y2)P(T:2)++P(T>N—1)

X (g (yn—1,un—1) + h (yn) Jm> >>>>> .

Poniewaz zmienna losowa 7 : Q@ — {0,1,2,...,N}, zatem P(r=N) =

(hw) P(r=1)+P(r>1) (9 (wm)

P(r > N —1). Korzystajac ze wzoru na prawdopodobieristwo warunkowe
mamy
TN (u) :E(h(yg)P(T:O)+P(T>O) <g(y0,u0)+h(y1)P(T:1\T>0)
+P(r>1]r>0) (g(y,wm) +h () P(r=2]r > 1)+ ..
+ P(T >N—-1|tr>N-2) (g (yn—1,un—1) + h(yN))>>) .

(3.21)

Dla dowolnego 0 < j < N — 1 wskaznik jakosci (3.21) mozemy rowniez

przedstawi¢ w postaci

j—1
JN(“):E(Z(g(ykv“k)P(T>’f)+h(yk)P(T:k))+h(yj)P(T:j)
k=0
N-—1
+P(r> ) 9w+ Y (g(ys,us)P(T>s|T>j)
s=j+1

FR() P(r=slr>j)) +hun) P(r=Nlr>))).  (322)
Warunki konieczne optymalnego sterowania dla zadania operacyjnego po-
daje twierdzenie ponizej.

Twierdzenie 3.2 Zaldimy, ze funkcje g : R* xR — R i h: R* — R
sq ciggle, wypukle i ograniczone, funkcje f : RFx R™ x RE — R”
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i g :R?" xRl — R™ sq funkcjami klasy C ze wzgledu na zmienng sterujgcq
u € R oraz det(X(&,y) # 0 dla (&,y) € RF x R" gdze
Y(€,y) = o€, y)oT (&, y). Jezeli moment j € {0,1,2,..., N — 1} nie jest ho-
ryzontem sterowania (w momencie j system (8.1) nie zostanie zatrzymany),

to optymalne sterowanie u; dla zadania (8.8) spetnia réwnanie

N
* «\\ 1 v— *
E Z ¢z\](ylauz) (yj+1 - f(g?yjauj)) by 1(§7yi)vuf(£aijuj) ]:;r
i=j+1
+Vu, 9 (yj,u;) =0, (3.23)
gdzie 0 = col (0, ...,0) € R}, G4 (-) dla 0 < j <i < N —1 jest dane wzorem

Gilj (Yir wi) = g (i, wi) P (T >i|r > )+ h(y) P(r=ilr>j), (3.24)

natomiast
énp; (Yiswi) = h(y)) P(r=N|r>j). (3.25)

Dowd6d. Z rownania (3.1) wynika, ze dla dowolnego 1 < i < N warunkowy

rozktad wektora y; jest dany wzorem

P (dyi

ff_l> = (Y, [(&, Yim1,ui—1), 2(&, yi—1))dy;,

gdzie () jest funkcja gestosci rozktadu normalnego okreslona wzorem (1.4).
Poniewaz zaburzenia zewnetrzne wy, ..., wy oraz wektor losowy & sa wzajem-
nie niezalezne, to rozktady taczne P (d€,dyo, ..., dy;) oraz P (dyj,...,dy;)
dladla 1l <j <i < N sa okreslone za pomoca wzoréow (2.5) i (2.6) odpo-
wiednio.

Korzystajac z wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej dla dowol-
nego j € {0,1,..., N — 1} funkcjonatl (3.5) mozemy przedstawié¢ w postaci

J N
TNw) = E (> iy wi) + Lsi B | > iy wi)| FiT

i=0 i=j+1
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j—1
:/(Z‘M’“i)*”@j)P(T:JHP(T>j><g<yj,uj>
=0
i:j+1P(T>j) 5+1,N (QYj+1,5- .-, QYN , AYo, - -5 dYj) - .

Dla dowolnych 0 < 57 < ¢ < N korzystajac ze wzoru na prawdopodobieiistwo

warunkowe oraz wzoru (3.6) otrzymujemy

b3 (i, ui) = M =g (yi,u;) P (1 >i|T > j)
+h(y)P(r>ilT>j). (3.27)

Niech u* oznacza optymalne sterowanie oraz przyjmujemy u = u* +¢ev, gdzie
e € R Ustalamy liczbe j € {0,...,N —1} oraz definiujemy
v @ RXUHD oy RIXN = (0,...,0,9;,0,...,0), 0 = col (0,...,0) € R},
gdzie o; : R™>UHD 5 R 55 = col (v1,...,v;) oraz vs = s (Yo, - ¥j)
R™*G+H) 5 REdla 1 < s <1 jest dowolna funkcja borelowska.

Jezeli j € {0,...,N — 1} nie jest momentem zatrzymania systemu

(3.1), to z rownania (3.26) otrzymujemy
0 TN (. * .
5] (Wte)= [ [ P(r>]) <Vuj9j(yj’uj) +

N
// Z ®ilj (Yi,ui) | Vu; Pir1n (dyj+1,-'-7dyN)75j>

i=j+1
X P(dg,dyo,...,dyj). (328)

Ze wzorow (2.6) oraz (1.4) mamy

YV, Pisin (dyjat, -, dyn) = (yje1 — F(E i 1)) S7HE ;)
Xvu]‘f(g) Yi, uj)‘Pj+1,N (dyj+17 ey d?/N) . (329>
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Warunek konieczny optymalnego sterowania w momencie j € {0,..., N — 1}

mozemy przedstawi¢ za pomocg réwnania

ng(u* + ev)

o =0. (3.30)

e=0

Podstawiajac (3.29) do (3.28) oraz z warunku (3.30) otrzymujemy

/--~/P(T>j) <vu]-gj(yjyu;)+/"'/ i b3l (Yi, uy)

i=j+1
X (yj-‘r-l - f(f’yja U;)) E_l(é,y])vujf(f,y],u;)
% P (dy;s1...dyx) ,@j> P (d€, dy, ..., dy;) = 0. (3.31)

Poniewaz warunek (3.31) powinien by¢ spelniony dla dowolnego
0 = col (v1, ..., v;), gdzie vs = vs (Yo, ..., Yj) ° R*UH) s REdlal1<s<]
sg funkcjami borelowskimi mierzalnymi wzgledem o—ciata F;, zatem otrzy-

mujemy teze. m

Uwaga 3.8 Mnozqc obustronnie réwnanie (3.23) poprzez P (T > j) oraz ko-
rzystajge ze wzoru (8.27) otrzymujemy (3.10). Warunek konieczny optymal-

nego sterowania mozemy rowniez przedstawié za pomocq réwnania

N

i=j+1

+Vujg (yja uj) =0, (332)
gdzie ¢;(), 0 < i < N sq okreslone za pomocqg (3.6)—(3.7).

Whniosek 3.1 Optymalne sterowanie systemem (3.1) z losowym horyzontem
niezaleznym od standw systemu (zardwno dla regulatora planistycznego, jak
i operacyjnego) wyznaczamy ze wzoru (8.10) lub ze wzoru (3.23). Do kon-
strukcgi algorytmu wyznaczenia optymalnego sterowania wykorzystany zosta-

nie warunek (3.10).
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Whniosek 3.2 Warunki konieczne (3.10) i (3.23) optymalnego sterowania
systemem (3.1) (przedstawione w twierdzeniach 3.1 i 3.2) réwniez mozemy
wykorzystaé do zadania (2.3) z ustalonym horyzontem N. W tym celu wy-
starczy przyjel, ze rozktad zmiennej losowej T jest rozktadem punktowym

P(r=N)=1oraz P(tr=14)=0dlai=0,1,2,.... N — 1.

3.2.3 Wyznaczenie optymalnego sterowania

Rozwiazanie zadania optymalnego sterowania systemem (3.1) z loso-
wym horyzontem 7 :  — {0,1,..., N} polega na wyznaczeniu ciagu stero-
*

wan {uj}
0<j<N-1

, hatomiast bezposrednio sterujac tym systemem stosu-
jemy sterowanie {u*} C {u*} . Ponizej przedstawiony zo-
1o 7 Jo<j<r—1 ?Jo<jsN—1 P Y

stanie algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania systemem (3.1). Do
konstrukeji ciagu optymalnych sterowan (regulatora) wykorzystane zostanie
programowanie dynamiczne wstecz. Dla dowolnego 0 < j < N — 1 definiu-

jemy funkcje Bellmana (patrz np. [23], [38], [44])

N
%N(é,yo,-.-,yj):i%f Gi(yju) +E | > iy u))| F
i=j+1

= ¢y, uj) + B (‘GZL(&, Yo, - Yj+1) ‘Fﬂ (3.33)

z warunkiem poczatkowym

V(& Y0, - yn) = h(yn) P (T = N),

gdzie ¢;(y,u) sa dane wzorem (3.6). Jezeli moment j € {0,1,..., N — 1} nie
jest horyzontem sterowania (system nie zostal zatrzymany w chwili j), to

zgodnie z rozwinieciem (3.21) wielkosé

1

mE (VY1 (&m0, s i) 1F5)

E (‘/j]il(éaym ”'7yj+1) “F;) =

reprezentuje oczekiwane koszty sterowania i dziedziczenia od momentu j+ 1

do horyzontu losowego 7.
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Ze wzoru (3.33) warunek konieczny optymalnosci sterowania (3.10)

mozemy przedstawi¢ za pomocg réwnania

Vg (o) P(r > 4) + / / Vi1 (6. 40r o f (€0 5) + o€, 5)2)

xxTGT(£>yj)2_1(§>yj)vu]'f(£7yja U;)’Y (LL‘, (_)7 Im) dzP (d£| ‘7:j) = 07

gdzie P (d€| F;) oznacza rozklad wektora nieznanych parametrow & wzgle-
dem o— ciata F; .

Algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania.

1. Definiujemy Vn (&, v0,...,yn) = h(yn) P (7 = N) oraz przyjmujemy
j=N.

2. Kladziemy j =7 — 1.

3. Definiujemy
‘;}+1(£7y07 cey Yj, Ugy :E) = ij]—\iil(é'v Yo, -5 Y5, f(ga y_]vu]) + J(gvy])x)

4. Wyznaczamy

Zj(y07 7yj7u]) =P (7— > .7) Vu7g (yjauj) + // ‘7]‘4—1(57%7 7%7%7%)

_1
5. Wyznaczamy optymalne sterowanie u; spetniajace warunek
Zj(y07 e Yjs U;) =0.

6. Wyznaczamy wartosci funkcji Bellmana dla momentu j

Vi(€,90, - y5) = h(y;) P (T =5) + g (y5,u5) P (1 > j)

+/V3+1 (57907 '--7yj7f(§7yj7u;) + O—(é.vyj)x) Y (.I',Im) dr.
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7. Jezeli j = 0 to zatrzymujemy, w przeciwnym razie wracamy do

punktu 2.

Uwaga 3.9 Algorytm powyzej podaje sposdb wyznaczenia optymalnego ste-
rowania {ug, uj, ..., “7\!4} tak jak dla przypadku gdy 7 (w) = N. Oczywiscie
sterujqgc systemem (8.1) nie znamy wartosci horyzontu (zmiennej losowej
7). Bezposrednio sterujgc systemem (8.1) z losowym horyzontem T stosu-

N N * * * * * *
jemy sterowanie {U07U17 ...,qul} C {uo,ul,...,uN_l}.

3.3 Sterowanie dla horyzontu losowego

o przeliczalnej liczbie realizacji

3.3.1 Postawienie zadania

W poprzedniej czedci rozdziatu przedstawione zostalo rozwiazanie za-
dania (3.3) dotyczacego sterowania systemem (3.1) z losowym horyzontem
7:Q—{0,1,2,..., N} niezaleznym od stanow systemu, gdzie zbior realizacji
zmiennej losowej opisujacej horyzont sterowania jest zbiorem skoniczonym.
W tym przypadku zadanie optymalnego sterowania z losowym horyzontem
zostato zastapione zadaniem optymalnego sterowania z ustalonym horyzon-
tem. Algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania wykorzystuje zasade
programowania dynamicznego wstecz (tzn. polega na zastosowaniu techniki
teleskopowej podczas kontrukeji funkcji Bellmana). Funkcje Bellmana za-
czynamy konstruowaé¢ od momentu N, gdzie warto$é tej funkcji jest réwna
iloczynowi prawdopodobiefistwa, ze system zostanie zatrzymany w momen-
cie N oraz wartosci funkcji dziedziczenia. Natomiast powstaje pytanie jak
wyznaczy¢ optymalne sterowania, jezeli zbiér realizacji zmiennej losowej opi-
sujacej horyzont sterowania jest zbiorem przeliczalnym (patrz np. [32], [54]).

Ponizej rozwazamy problem sterowania systemem stochastycznym (3.1)
z losowym horyzontem 7 :  — Ny niezaleznym od stanéw systemu. Zbiér

realizacji zmiennej losowej 7 jest zbiorem przeliczalnym.
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Wartos¢ oczekiwana funkcjonatu jakosci (3.2) jest rowna

T—1

EJ" (u)=E (P (1=0)h(y)+P(r>0)FE (Zg(yi,ui) + h(y-)
=0

)

:E(P(Tzo)h(yo)+P(T>0)E<9(yo,uo)+P(T:1’T>0)h(3/1)

T—1
+P(r=1l7r>0)F <Zg(yz,uz) + h(yr) .7-'{) | ]-'g)) =.. (3.34)
i=1
Przyjmujemy
T—1
7 ()= E | D glyi,ui) + hyr)| F | (3.35)
i=j

zatem otrzymujemy

JI(u) = g(yj ug) + E(P(1=j+17>35)h(yj+1)
+P (7> 417> 35) Jip1 (u) |[F]). (3.36)

Wielkos¢ JT (u), j € No oznacza oczekiwane koszty sterowania i dziedzicze-
nia od momentu j do momentu losowego 7. Zgodnie z powyzszym wartosé

wskaznika jakosci (3.34) jest réwna
EJ" (u)=E(P(r=0)h(yo) +P (1 >0)J] (u)). (3.37)

7 drugiej strony, korzystajac z definicji prawdopodobienstwa warunkowego,

)
)

wzor (3.34) mozemy przedstawié w postaci

7—1

EJ" (u) = E <P (1=0)h(y) +P(r>0)E (Zg(yi,ui) + h(yr)
=0

=E(P(r=0)h(yo) + P (7 >0)g(yo, uo)
71

+E (p(T: Dh(p)+P(r>1)E (ZQ(Qi;ui)+h(yT)

=1
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Oczekiwany koszt sterowania EJ7 (u) jest rowny

J¥ (u) = BJ™ (u) = B> ¢; (yj,u;), (3.38)
=0
gdzie
¢j(y,u) =g (y,u) P (T >j)+h(y) P(r=j). (3.39)

Zadanie optymalnego sterowania (3.3) z losowym horyzontem 7 o nieskon-
czonej liczbie realizacji zastepujemy zadaniem optymalnego sterowania z nie-
skonczonym horyzontem. Aby wyznaczy¢ optymalne sterowanie systemem

(3.1) nalezy rozwiazaé¢ zadanie

inf J> (u) . 3.40

inf J* (u) (3.40)
Definicja 3.2 Sterowanie (ua,u’{,...,ui_l) C u* = (ug,uj,...) nazywamy
optymalnym  sterowaniem dla systemu (8.1) z losowym horyzontem
7 : Q — Ng o przeliczalnej liczbie realizacji, gdzie (u,ui,...) jest rozwig-

zaniem zadania (3.40).

W przypadku gdy sterujemy systemem deterministycznym badz sto-
chastycznym z nieskoiiczonym horyzontem czasowym nalezy dodatkowo
uwzgledni¢ problem dotyczacy zbieznosci wskaznika jakodci. Lemat poni-
zej podaje ograniczenie gorne dotyczace wskaznika jakosci (3.38), natomiast

ograniczenie dolne szacowane jest w sposéb podobny.

Lemat 3.1 Niech fukcjonaty g : R® x Rl — R, h : R® — R bedg ogra-
niczone oraz spetnione sq nieréwnosci g(-) < U, < 00 i h(-) < Up < o0.
Jezeli T ma rozktad dyskretny p; = P (Tt =1) dla i € Ny oraz 0 < p; < 1,
o0

p; =1, to
=0

T®(u) =EY " ¢ (yj,u;) < UET + Uy,
j=0

gdzie ¢ (y,u) jest dane wzorem (3.39).
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Dowdd. Jezeli zmienna losowa 7 : 2 — Ng ma rozktad dyskretny o prze-
liczalnej liczbie realizacji, gdzie p; = P(r=1),i € Ny oraz 0 < p; < 1,
o0

>~ pi = 1, to zachodzi nastepujaca rownosé
i=0

(o.9] o o0 oo o
P> =>> p=Y pi+) pi+
j=0 i=1 i=2

j—O i—j+1
Z Z ip; = ET. (3.41)
i=1 =0

Wzor (3.41) jest rowniez prawdziwy, w przypadku gdy zmienna losowa 7
ma rozktad dyskretny o skoniczonej liczbie realizacji. Korzystajac ze wzoru
(3.41) otrzymujemy

[e.e]

Z¢] y])“j Z(g(y],u]')P(T>j)—|—h(yj)P(7':j))

J=0

7=0
o0 [ee]
<UD P(r>j)+Un Y P(r=j)=UET+Up,.
§=0 §=0
]
Twierdzenie pozniej podaje warunki konieczne istnienia optymalnego

sterowania systemem (3.1) dla zadania (3.40).

Twierdzenie 3.3 Zaldimy, ze funkcje g : R* xR — R i h: R* — R
sq ciggle, wypukte i ograniczone, funkcje f : RFx R™ x Rl — R
ig: R* xR — R sq funkcjami klasy C' ze wzgledu na zmienng
sterujgcg u € RY oraz det (X (€,y)) # 0 dla (£,y) € RF x R", gdzie
S(&y) = (& y)ol (& y). Jeieli vt = (uf,ul,...) jest optymalnym stero-

waniem dla zadania (3.40), to dla dowolnego j € Ny spetniona jest réwnosé

i=j+1

+Vu,9 (5, u7) P (T > j) =0, (3.42)

gdzie ¢;(-) jest dane wzorem (8.39) oraz 0 = col (0, ...,0) € R,
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Dowdd. Korzystajac z wlasnodci warunkowej wartosdci oczekiwanej dla do-
wolnego j € Ny funkcjonal (3.38) mozemy przedstawi¢ w postaci
J

J®(u)=F Z¢i(yiaui)+E Z (i, ui) | Fy

i=0 i=j+1

-1
:/<Z¢i(yiaui)+h(y]’)P(7—:j)+P(T>j)9(yj?uj)
i=0

/ Z sz ywuz j+1oo(dy]+1adyj+2a"') P(d&,dyo,...,dyj), (3'43)
i=j+1

gdzie rozktady taczne P (d€,dyo, . .., dy;) i Pj1,00 (dYj+1,dyj42, .. .) sa dane
wzorami (2.5)—(2.6).

Niech u* oznacza optymalne sterowanie oraz przyjmujemy u = u* 4+ ev,
gdzie € — skalar. Ustalmy j € Ny oraz definiujemy v : R®*U+D 5 RIXN
v = (0,...,0,9;,0,..), 0 = col(0,...,0) € R gdzie 9, : R™*U+T) — RL
v; = col (v1,...,v;) oraz vs = Vs (Yo, ..., y;) : R™>¥UFD) 5 Rl dla 1 <5 <1
jest dowolna funkcja borelowska. Jezeli j € Ny nie jest momentem zatrzy-

mania systemu (3.1), to z rownania (3.43) otrzymujemy

9 oo
aj u* + €ev) / /< (t>7) ujgj yjauj / / Z ®i (yi, wi)

i=j+1

X Vau,; Pi1,00 (dYj41, dyji2, - - ) ,17j> P (d¢, dyo, . .., dy;) - (3.44)

Ze wzorow (2.6) oraz (1.4) mamy

Vi, Pisin (dyjat, - dyn) = (yjs1 — F(Eyi0u5)) SHE ;)
Xvuj' f(§7 yj7 uj)Pj"rl,oo (dyj+17 dyj+27 .. ) . (345)

Warunek konieczny istnienia optymalnego sterowania w momencie j € Ny

mozemy przedstawi¢ za pomoca réwnania

0 - B
aJ (u* + ev) e 0. (3.46)
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Podstawiajac (3.45) do (3.44) oraz korzystajac z warunku (3.46) otrzymu-

jemy

/ /<PT>‘7 Vu; 95 (Ui 15) / / Zcbzyz,

i=j+1
X (yj+1 - f(§>yja U;)) 2_1(57 y])vujf(gaypu;k)
X PjJrLoo (dyj+1, dyj+2, .. ) ,f}j> P (dg, dyo, ceey dyj) = 0. (347)

Poniewaz warunek (3.47) powinien by¢ spelniony dla dowolnego
v; = col (v1,...,v1) , gdzie vs = vs (Yo, ..., y;) : RP*UTD s REdla1 < s <1
sy funkcjami borelowskimi mierzalnymi wzgledem o-ciala F;, zatem otrzy-
mujemy teze. ®

Twierdzenie powyzej podaje warunki konieczne istnienia sterowania
optymalnego u* = (uf, u}, ...), natomiast sterujac systemem (3.1) z losowym

horyzontem 7 : Q — Ny nalezy zastosowaé sterowanie (ug, uj,...,uk) C u*.

Uwaga 3.10 Wyznaczenie optymalnego sterowania u™ polega na zastosowa-
niu idet programowania dynamicznego wstecz. Od strony praktycznej kon-
strukcja funkcji Bellmana z warunkiem poczatkowym dla horyzontu oo nie
jest mozliwa. Dlatego ponizej podana zostanie konstrukcja sterowania dla
zadania z horyzontem skoviczonym, gdzie rdéznica wartosci wskaznikéw jako-
sci dla zadan ze skoriczonym i nieskoriczonym horyzontem sterowania nie

przekracza € > 0.

Niech u|p = (uo,u1,...,ux-1,0,0,...,), gdzie u; € Ridla0<j<k-—1
oraz 0 = col (0, ...,0) € R'. Bezposrednio rozwiazanie zadania (3.40) z hory-
zontem nieskoriczonym polegajace na wyznaczeniu optymalnego sterowania

*

u* = (ug, uj,...) jest nierealistyczne. Zadanie (3.40) zastepujemy zadaniem

z horyzontem skoiiczonym

n‘lf TN (uly), (3.48)
u|N
gdzie
N-1
N(ulw) =" ¢ (yj,u;) + P(r=N)h(yn), (3.49)

j=0
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z tym ze dla ustalonego € > 0 moment IV, do ktérego podejmujemy dziatania

sterujace, wyznaczamy w sposéb nastepujacy

N>N.=mindkeNo: > P(r>4)lgypu)l+Y Pr=35hy)l<e
j=k =k
(3.50)

Rozwiazujac zadanie (3.48) wyznaczymy ciag optymalnych sterowan
{4} }y<i<ny_1- Dodatkowo przyjmujemy, ze od momentu N system (3.1) za-
chowu_je_ sie w spos6b bierny (nie sterujemy tym systemem), tzn.
uj = col (0, ...,0) € Rt dla j > N.

Zatem dla momentu N zdefiniowanego za pomoca wzoru (3.50) spet-
niona jest nieré6wnosé

P(r=N)|h(yn)| <e.

Definicja 3.3 Sterowanie (u[";,u’{, ...,uj_l) Cuf|y = (u&u“{, o UN_1, 0, )
nazywamy —optymalnym sterowaniem dla systemu (3.1) z losowym hory-

zontem 7 : 0 — Ny o przeliczalnej liczbie realizacyi.

3.3.2 'Wyznaczenie ce—optymalnego sterowania

Rozwiazanie zadania optymalnego sterowania systemem stochastycz-
nym (3.1) z losowym horyzontem 7 :  — Ny polega na wyznaczeniu ciagu

sterowan {u*} , natomiast sterujac tym systemem stosujemy sterowanie
J€Ng

{u*} C u*} . Do konstrukeji algorytmu wyznaczenia opty-
7 Jo<j<r—1 ) jeng

malnego sterowania systemem (3.1) wykorzystana zostanie zasada progra-
mowania dynamicznego wstecz. Dla dowolnego j € Ny definiujemy funkcje

Bellmana (patrz np. [23], [38])

Vi (€90, ) = inf &5y ) + B | Y ilyud)| Ff | =
’ i=j+1

= ¢j(yj,u;) + E (Vj+1(§,yo,.--,yj+1) ‘Ff) (3.51)
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Wielkosé Vj (€, yo, ..., y;) reprezentuje oczekiwane przyszte koszty sterowania
systemem (3.1) pod warunkiem, ze znane sa parametry systemu £. Warunek

konieczny optymalnego sterowania (3.42) mozemy przedstawi¢ w postaci

vu(bj(yja u;) + // V']+1(€’ Yo, -5 Y5, f(€7 Yj, u;) + 0(57 yj>x)
xa o (& y) S (& y) Vaul (€ yj, i)y (2, In) de P (dE| Fj) = 0, (3.52)
gdzie P (d¢| Fj) oznacza rozklad wektora nieznanych parametréow £ warun-

kowany na o— ciele Fj.

Ze wzoru (3.51) mamy

i

J

Il
=)

Dla ustalonego £ > 0 konstruujac optymalne sterowanie dla zadania za-
stepczego (3.40) z nieskoniczonym horyzontem najpierw, zgodnie z uwaga

3.10, nalezy wyznaczy¢ najmniejszy horyzont IV, dla ktérego spetniona jest

nieré6wnosé
o0

Vv (€50, - un)| < > P (> 5) g (g5, uy) |+ZP (r=4)|h(y;) <e.
J=N J=N

(3.54)
Powyzsza niero6wnos¢ oznacza, ze sterujac systemem (3.1) od momentu
N € Ny oczekiwany przyszly koszt sterowania nie przekracza € > 0. Zgod-
nie z powyzszym jezeli od momentu N nie podejmujemy dziatan sterujacych
(tzn. u; = 0 = col(0,...,0) € R dla j > N), to réwniez suma przysztych
oczekiwanych kosztéow nie przekroczy € > 0. Zatem w chwili N przewidy-
wany koszt dziedziczenia P (7 = N)h (yn) rowniez nie przekroczy e.
Pojawia si¢ problem wyznaczenia momentu N € Ny. Lematy podane
ponizej sa pomocne podczas oszacowania horyzontu N, dla ktérego spel-

niona jest nieréownosé (3.54).
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Lemat 3.2 Niech zmienna losowa T ma rozktad dyskretny
P (7’ = Z) = Pi,

o0
gdzie 0 < p; <1 dlai € Ny oraz Y p; = 1. Dla dowolnego s > 0 zachodzi

i=0
rownosé '
00 e’} s—1 J
N> pi=Er—s+>.Y m (3.55)
j=si=j+1 j=0i=0

Dowaod. 7 definicji rozktadu dyskretnego mamy

00 s—1
> > pmi= ZPT>J=ZPT>J =2 P(r>J)
j=si=j+1 7=0 7=0
Ze wzoru (3.48) otrzymujemy
o) s—1 s—1
Y P(r>j)=Er-Y M1-P(r<j)=Er—s+Y P(r<j).
j=s §=0 §=0

Lemat 3.3 Zafoz'my, ze zmienna losowa T ma rozktad dyskretny 0 < p; <1
dla 1> 0 oraz Epz = 1. Jezeli funkcje |g (-)] < Ue. < oo i |h ()| < Up < o0,
=0
to dla dowolnego s € Ny spetniona jest nierownosé
s—1

Vs(&5 90, - ys)| < U ET—3+ZP(T§j) +UpP (1> 5).
7=0

Dowdd. Bezposrednio korzystajac ze wzorow (3.39) i (3.53) otrzymujemy
o0 oo
H/s(‘gay()? 7.@8)‘ < UCZP(T > Z) + UhZP(T - 7’) :
i=s =5
Korzystajac z lematu 3.2 otrzymujemy
s—1

Val& o, ys)| SUe [ Br—s+ > P(r<j) | +Un Y _P(r=
=0 -
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co dowodzi tezy.[4] m

Od strony praktycznej ograniczenia gérne U, < oo i U, < oo dla

funkcjonaléw kosztéw i dziedziczenia obieramy w sposéb nastepujacy:

— maksymalnie mozliwy koszt dziedziczenia jest rowny h (yg) oraz otrzy-
mujemy w przypadku, gdy horyzont sterowania 7 (w) = 0, zatem przyj-
mujemy h (yo) < Up < 00;

— zgodnie z wnioskiem 2.1 najwiekszy koszt sterowania poniesiemy

w przypadku gdy 7 (w) = 1, zatem przyjmujemy g (yo, uy) < U, < 00,

gdzie u( jest rozwigzaniem zadania

inf £ (g (yo, uo) + 2 (y1)).
Algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania.

1. Ustalamy ¢ > 0 (dopuszczalny btad dla wskaznika jakosci (3.38)).

2. Wyznaczamy horyzont sterowania N spelniajacy warunek (3.50) jako

s—1
N =min{¢seNy: U, ET—S—FZP(TSj) +UpP(r>s)<e
=0

3. Definiujemy Vn (&, v0,...,yn) = P (7= N)h(yn) oraz przyjmujemy
j=N.

4. Ktadziemy j =7 — 1.
5. Definiujemy

‘7}"!‘1(573/07 7y]7u]7x> = ‘/j+1(£7y07 "'7yj7 f(é.?yj/u’j) + U(g,:lh)[ﬂ)
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6. Wyznaczamy

Zj<y077yj7u]) = V?t¢]<yj7u]) +// V7+1(§7y077y]7uj7x)

xzT 271, Vi) Vuf (& yj,ui)y (x, In,) deP (dE| Fj) .
7. Szukamy optymalnego sterowania u; speiniajacego warunek
Zj(yo, vaey yj, u;‘) =0.

8. Wyznaczamy

+ / Vier (6.90s oo yis £(6vyis ) + 0(60y5)2) (2, 1)

9. Jezeli 7 = 0, to zatrzymujemy, w przeciwnym razie wracamy do

punktu 4.

Uwaga 3.11 Poréwnujgc prawa sterowan dla systemow z losowym hory-
zontem o skoriczonej i przeliczalney liczbie realizacji widzimy, Ze sq one kon-
struowane w sposéb podobny (wystarczy pordwnaé warunki konieczne (3.23)
i (3.42)). W przypadku, gdy horyzont jest zmienng losowq o przeliczalnej
liczbie realizacyi, to zadanie optymalnego sterowania z nieskoriczonym ho-
ryzontem (3.40) zastepujemy zadaniem ze skoriczonym horyzontem (3.48),

gdzie dla ustalonego € > 0 dodatkowo spelniony jest warunek (8.50).

3.4 Optymalne sterowanie liniowo-kwadratowe
z losowym horyzontem
W rozdziale 2.2 przedstawiony zostal problem sterowania liniowo-

kwadratowego w warunkach pelnej i niepelnej informacji o systemie dla usta-

lonego horyzontu. Dodatkowo pokazano, ze horyzont ma doéé¢ duzy wpltyw
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na wartod¢ wskaznika jakosci. W tej czedci rozdziatu réowniez przedstawiona
zostanie problematyka sterowania liniowo-kwadratowego, z tym ze glowny
akcent zostanie skierowany na wyznaczenie praw sterowania stochastycznym
systemem liniowym z kwadaratowym wskaznikiem jakosci. Ponizej przyjmu-
jemy, ze horyzont jest losowy oraz nie zalezy od stanéw systemu. Dodat-
kowo podane zostana réznice w sterowaniu dla przypadkéw, gdy horyzont

jest znany i losowy (nieznany).

Niech stochastyczny system liniowy bedzie okreslony za pomoca réw-
nania

Yyj+1 = Ay; — Cuj +d + owjp (3.56)

dla j € Ny, gdzie y;,d € R*, A € R™" C € R™, 5 € R™™ oraz
{w;},~, oznacza ciag niezaleznych wektoréw losowych o rozktadzie normal-
nym ;V((_),Im), 0 € R™ jest wektorem zerowym, I, € R™*™ — macierza
jednostkowa. Na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) definiujemy ro-
dzine o-cial F; = o{y; : i =0,1,...,5}. Ponizej zakladamy, ze ||A| < oo,

|IC|| < oo, ||o|| < oo, gdzie ||-|| oznacza norme macierzy ||A| = ‘gllfmgcl | Az||,

oraz (d,d) < cc.

Klasyczne zadanie sterowania liniowo—kwadratowego polega na prze-
prowadzeniu w N krokach systemu (3.56) z punktu yg do celu a € R™. Dla
zadania sterowania liniowo-kwadratowego z losowym horyzontem przyjmu-
jemy, ze horyzont sterowania jest zmienng losowa 7 : 2 — Ny niezalezna od
stanéw systemu oraz F7 = o {7}. Dla momentéw i = 0,1,...,7 — 1 koszty
sterowania systemem (3.56) sa réwne u! Ru;, natomiast wartogé¢ funkcjonatu
dziedziczenia w chwili 7 jest rowna (y, — a)” Q (y, — a). Ponizej zaktadamy,
ze macierze R i @) sa dodatnio okreslone. Wskaznik jakosci jest zdefiniowany
jako taczne koszty sterowania i koszty strat w momencie zatrzymania oraz

jest dany wzorem

F) : (3.57)

i=—1

T—1
J"(u)=F ( Z uZTRuZ- + (yr — a)TQ(yT —a)

gdzie R € RX! Q € R™™ oraz u_1 = col (0,0, ...,0). Jezeli system (3.56)
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zostanie zatrzymany w momencie zero (tzn. 7 (w) = 0), to koszt ste-
rowania wynosi u’,Ru_; = 0, natomiast koszt dziedziczenia jest réwny
(yo — a)T Q (yo — a). Cel sterowania polega na wyznaczeniu prawa sterowa-
nia u* = (uS, - uj_l), dla ktorego taczne koszty sterowania (naktady ener-
getyczne) wraz z koricowymi stratami (straty zwiazane z nietrafieniem do
celu) bylyby jak najmniejsze. Rozwiaza¢ zadanie (3.3) wyznaczymy prawa

sterowania u* = (u, ..., uk_;).

3.4.1 Optymalne sterowanie dla losowego horyzontu

o skonczonej liczbie realizacji

Niech horyzont sterowania systemem (3.56) bedzie okreslony za po-
moca zmiennej losowej T o skonczonej liczbie realizacji, tzn.
7:Q—{0,1,2,..,N}oraz P(t=k) =pi, 0 < pp, <1dla0 <k <N,
‘JZV;) p; = 1. Najpierw oszacujemy wartos¢ oczekiwang wskaznika jakosci
i=

(3.57) oraz definiujemy JV (u) = EJ7 (u). Ze wzoréw (3.5)—(3.7) mamy

N-1
T (W) =E (Z (uf Rowi + (i = )" Qi (i = @) ) + (o = )" Qv (= a>> ,

=0
(3.58)
gdzie
N
Ri=RP(r>i) =R > pi, (3.59)
i=j+1
Qi=P(r=1)Q=pQ (3.60)

dla 0 < i < N. 7Z (3.58) wynika, ze przewidywany koszt sterowania
w chwili 0 < j < N — 1 jest rowny sumie kosztow P (1 > j) ujTRuj (iloczyn
kosztu sterowania ujTRuj i prawdopodobieristwa P (7 > j), ze system w mo-
mencie j bedzie sterowany, tzn. system zostanie zatrzymany w momerncie
pozniejszym) oraz P (1 = j) (y; — o) (yj — a) (iloczyn kosztu dziedzicze-
nia (y; — )’ Q (y; — a) i prawdopodobienstwa P (7 = j), ze system zostanie

zatrzymany w momencie j).
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W celu wyznaczenia optymalnych praw sterowania systemem (3.56)
nalezy rozwiaza¢ zadanie zastepcze (3.8), gdzie wskaznik jakosci JVV (u) jest

dany wzorem (3.58).

Uwaga 3.12 W przypadku gdy horyzont sterowania jest ustalony oraz przyj-
mujemy T = N, to Q; =0, R = Rdla0 < i < N-=1oraz Qn = Q.

Rozwigzanie zadania z ustalonym horyzontem przedstawia twierdzenie 2.2.

Dla dowolnego momentu j = 0, ..., N —1 definiujemy funkcje Bellmana
VN (y;) = igjf%TRjuj +(yj—a)" Q;(y; —a) + E (VY (yj1) |F5) (3.61)
z warunkiem poczatkowym
VA (yn) = (yv — )" Qn (yv — a). (3.62)
Z rownania (3.58) wynika, ze

inf JY (w) = V5" (%) - (3.63)

Sterujac systemem (3.56) z losowym horyzontem 7 nalezy zastosowaé ste-

rowanie (uf,...,us_;) C u* = (uf, ..., ul_;), gdzie JV (u*) = in(fj IN ().
ue

Spos6b wyznaczenia optymalnego sterowania u* przedstawia twierdzenie po-

nizej.

Twierdzenie 3.4 Zaldzmy, ze macierze R € R™*! i Q € R™™ sq dodatnio
okreslone, macierze R;, 0 < j < N —14Q;, 0 < i < N sq dane wzorams
(8.59)-(5.60) odpowiednio, natomiast dla 0 <i < N —1

K= Qi+ A" (Ki+1 — KL,C (R + CTE,0) ! CTKHI) A, (3.64)
Li = AT (Liy1 + 2K;11d — 2Q;a
_ — -1

~K%,C (R + CT K1 C) ' CT (2K ,41d + Lm)) , (3.65)
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M; = aTQia + dTKi_Hd +tr (Ki_,_lo'O'T) + dTLi_H + M1

1

1 4 - 1
- <Ki+1d+ 2Li+1> C(R;+CTK; ) O7 <Ki+1d+ 2Li+1> ;

(3.66)

gdzie Ky = Qn, Ly = —2Qna, My = a’Qna oraz R; = %(Ri+R;‘F),
Kiy1 =5 (Kip1 + K ). Jezelidet (R; + CTKiy1C) #0dla 0 <i < N—1

to optymalne sterowanie jest réwne
uf = (Ri+ CTK;1,C) ' C7 <Ki+1 (Ay; +d) + ;LM) . (3.67)
Wartosé funkcji Bellmana (5.61) jest dana wzorem
VN (yi) = vl Kyyi + 9 Li + M; (3.68)
dla 0 < i < N oraz najmniejszy oczekiwany koszt sterowania wynosi

inf JV (u) = VN )
;gUJ (u) = Vg (y0)

Dowé6d. Dla momentu N wartosé funkcji Bellmana wyznaczamy ze wzoru

(3.62), zatem otrzymujemy
VR (un) = yn Knyn + yn Ly + M.

Nastepnie dowiedziemy prawdziwosci wzoru (3.68) dla dowolnego momentu
i€{0,1,...., N — 1}. Zaktadamy, ze wzor (3.68) jest prawdziwy dla momentu
i+ 1. Ze wzoru (3.61) oraz wlasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej dla

momentu ¢ otrzymujemy, ze warto$é¢ funkcji Bellmana jest réwna
‘/iN (yz) = 1Bf {uzT (Rz + CTKH.lC) u; + (Ayz + d)T Liy1+ My

1
—2ul 7 <Ki+1 (Ay; +d) + 2Li+1> +(yi —a)" Qi (yi —a)

+(Ay; + )T K (Ay; + d) + tr (KMUUT)} . (3.69)
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Zatem, optymalne sterowanie w chwili ¢ jest rowne
* D P4 -1 1
uj = (R + CTK;1C) O <Ki+1 (Ay; +d) + 2Li+1> : (3.70)
Podstawiajac (3.70) do (3.69) otrzymujemy

VN (i) = a" Qia + d" Kip1d + d" Lizq + Misq + tr (Kipq007)

1

1 ro _ - 1
- (Ki-I—ld + 2Li+1> C(Ri+CT"KipC) O (Ki—i-ld + 2Li+1>

4yl (Qi + ATK; 1 A— ATKT O (R + CTKiinC) ! CTKMA) -
+y! (AT (2K;11d + Li1) — 2Qia
—ATKgi_lC (Rz + CTK1'+1C)71 c’ (2K¢+1d + Li+1)>

=yl Kyyi +yi Li + M,

gdzie K;, L;, M; sa dane wzorami (3.64)—(3.66). m

Uwaga 3.13 Twierdzenie 3.4 podaje sposdb konstrukcji optymalnego stero-
wania dla systemu liniowego (3.56) z losowym horyzontem niezaleznym od
standw systemu. Przedstawione rozwigzanie mozna wykorzystaé dla zada-
nia z horyzontem ustalonym. Zarcéwno dla horyzontu deterministycznego N,
jak i dla horyzontu losowego 7 : Q@ — {0,1,2,..., N} optymalne sterowanie
uf, 0 < i < N — 1 systemem (3.56) jest dane wzorem (3.67), oczekiwany
koszt sterowania wynosi VON (yo) = ngoyo + ygLo + My. Do wyznaczenia
ciagow {Kitocicn > {Litocicn » {Mito<icn (patrz wzory (3.64)-(3.66)) dla
zadania z losowym horyzontem przyjmujemy

Qi=P(r=i9)Q dla0<i<N,
Ri=P(tr>i)Rdla0<i<N-—1.

Dla zadania z horyzontem ustalonym N przyjmujemy P (1 = N) =1, zatem
QN = Q, natomiast dla 0 <17 < N — 1 macierz Q; jest macierzg zerowg
oraz R; = R.
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Przyktad 3.3 Niech liniowy system stochastyczny bedzie okreslony za po-
mocg rownania

Yir1 = Yi — Cu; + owiy1, (3.71)

gdzie y;,u; € R? dlai € Ny oraz {wi}i21 bedzie ciggiem niezaleznych wekto-
réw losowych w; :  — R? o rozktadzie normalnym N(0, 1), gdzie
0 = col (0,0) € R? wektorem zerowym, Iy € R**? — macierzq jednostkowg.
Zadanie polega na przeprowadzeniu systemu (3.71) ze stanu yo do celu a
w czasie losowym 7 : Q — {0,1,..., N}. Ponizej zaktadamy, zZe horyzont
sterowania T jest zmienng losowg o rozktadzie dwumianowym z prawdopodo-
bienstwem sukcesu 0 < s < 1 oraz N = 10. Rozwigzujgc zadanie (3.3) dla
wskaznika jakosci (3.58) reprezentujgcego catkowity koszt sterowania wyzna-
czymy optymalne sterowanie systemem (3.71).

7 tuierdzenia 8.4 wynika, ze jezeli det (Ri+C’TI_Q+1C) % 0 dla
1 =0,1,...., N — 1, to optymalne sterowanie dla momeniow 0 <7 < N —1

jest dane wzorem
* D T 1 —1 T
ui = (Ri+ C" Ki11C)  C" Kiy1 (yi —a), (3.72)
gdzie
Ki = Qi+ Kit1 — K, C (Ri + CTKiJrlC)_l CT K1 (3.73)

oraz Ky = Qn, natomiast macierze R; i Q; sa dane wzorami (3.59)—(3.60),
Ro=} (Rt B, Ko = § (Kin + K)o

pi = (]ZV)S (1—s)N 0.

Zaréwno macierze Ry = R; (s), Q; = Qi (s), K; = K; (s), jak i optymalne
sterowanie u; = u; (s) zalezq od prawdopodobieristwa sukcesu 0 < s < 1.

Wartosci funkcji Bellmana sq réwne

VN (yis) = (yi — a)T Ki(yi —a)+ Z tr (KjUUT) (3.74)
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dla 0 <i< N —1 oraz
Vi (yn.s) = (yn —a)" Kn (yn — a).

Najmniejszy oczekiwany koszt sterowania wynosi

N
inf 7Y (u) = V¥ (0. 5) = (o — a)" Ko (yo —a) + Y _tr (Kjo0"). (3.75)
j=1

N
Wielkosé Y tr (KjaaT) reprezentuje dodatkowy koszt zwigzany z wystepo-
j=1

waniem zaburzen zewnetrznych w systemie (3.71). Ponizej przyjmujemy ma-

-0.03 0.9

, 0.7 0.02 0.9 0.03 1.3 0.7
cierze R = , = , C = )
0.02 0.5 0.03 14 0.2 2
0.5 0.02
o = ], stan poczgtkowy oraz stan docelowy sq réwne

0 120
Yo = [ 0 ] , a4 = [ . ] odpowiednio. Rysunek 3.2 przedstawia symulacje

tragektorii systemu (3.71) przy zastosowaniu sterowania (3.72) dla prawdo-
podobienstw sukcesu s = 0.1,0.2,...;1. Dla s = 1 mamy klasyczne zadanie
z ustalonym horyzontem N. Z rysunku 3.2 widzimy, Ze system réwnomier-
nie pokonuje Sciezke z punktu yo do punktu a (realizacje ciagu {yi}o<i<n
sq réwnomiernie roztozone na drodze od yo do celu a). Jezeli 0 < s < 1,
to system (3.71) wigksze odlegtosci pokonuge na poczatku, a nastepnie jest
dosterowywany do celu a. Im mniejsze prawdopodobienstwo sukcesu s, tym
wieksze sq¢ naktady energetyczne zwigzane ze sterowantem w momentach po-
czgtkowych. Dla ustalonego yg oraz celu a wartosci oczekiwanych kosztéw
sterowania V3" (yo,s) (najmniejsze wartosci dla wskaznika jakosci (3.75))

dla roznych wielko$ci prawdopodobienistwa sukcesu s przedstawia rysunek 5.5.

Uwaga 3.14 Analizujgc zachowanie prostego systemu liniowego mozemy

stwierdzic:

— nie mozna bezposrednio wykorzystaé wartosci sterowar wyznaczonych

dla zadan z horyzontem deterministycznym do zadari z losowym hory-
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zontem (z uwagi 3.12 wynika, zZe prawa sterowania sq konstruowane

w sposéb podobny, natomiast wartosci sterowar sq rézne!);

— wartosci sterowan (podczas transformacji systemu ze stanu y; do yi+1,
0 < i < N) dla systeméw z horyzontem losowym sq zdecydowanie
wieksze w poczgtkowych momentach sterowan niz na koricu horyzontu,
natomiast dla systemdow z horyzontem deterministycznym wartosci ste-

rowart sq rownomiernie roztozone w czasie na catej trajektorii;

— dla systemow z losowym horyzontem wartosci sterowan sqg wieksze do
momentu [ET] (|| oznacza czesé catkowitq z liczby) oraz do tego mo-
mentu system w znacznym stopniu realizuje cel sterowania (prawie tra-
fia do punktu a), natomiast po momencie |[ET| wartodci sterowari sq
mniejsze oraz koszty sq ponoszone gtownie z powodu zaburzen wystepu-
jacych w systemie (po przekroczeniu momentu [ET| system praktycznie

oscyluje dookota punktu docelowego a).

100 100
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0 50 100 0 50 100
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100 100
P et B e
50 L 50 BPE L
0%=" 0%="
0 50 100 0 50 100
Prawdopodobienstwo sukcesu s=0.3 Prawdopodobienstwo sukcesu s=0.4
100 o 100 ® = -2
- W= K0 - %=
50 U Rl 50 .
- - "=
- -
0 0
0 50 100 0 50 100
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- e
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100 . o 100 "
50 e wm 50 o e X
0 - PR L ®-
0 50 100 0 50 100
Prawdopodobienstwo sukcesu s=0.9 Prawdopodobienstwo sukcesu s=1

Rysunek 3.2: Symulacje zachowan systemu liniowego z losowym horyzontem
o rozktadzie dwumianowym.
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Rysunek 3.3: Zalezno$¢ kosztu sterowania z losowym horyzontem o rozkladzie
dwumianowym od prawdopodobieristwa sukcesu s.

3.4.2 Optymalne sterowanie dla losowego horyzontu

o przeliczalnej liczbie realizacji

Zalozmy, ze horyzont sterowania systemem (3.56) jest okreslony za
pomocy zmiennej losowej 7 o przeliczalnej liczbie realizacji tzn. 7: Q — Ny
oraz P(t1=k) =pp, 0 <pp <1dla0 <k <N, sz = 1. Na poczatek
oszacujemy wartos¢ oczekiwang wskaznika jakosci (3 57) oraz definiujemy
J*® (u) = EJ7 (u). Ze wzoréw (3.38)-(3.39) mamy

(e}

J*(w) = B (Z (uf R + (5 — @) Qi (s a>)> , (3.76)

=0

gdzie R;, Q; dla 0 < ¢ < N sa dane wzorami (3.59)-(3.60). Ze wzoru (3.76)
wynika, ze oczekiwany koszt sterowania w chwili 0 < j < oo jest réowny

sumie kosztow P (1 > j) U?Ru]' oraz P (1 =) (y; — a)" Q (y; — a).

Rozwiazujac zadanie (3.40) dla wskaznika jakosci, ktory jest okre-

slony wzorem (3.76), wyznaczamy prawa optymalnego sterowania systemem



3.4. Optymalne sterowanie lintowo-kwadratowe z losowym horyzontem 123

(3.56). Dla dowolnego momentu j € Ny definiujemy funkcje Bellmana

Vi (y;) = ilILljfE (UijUj +(y— )" Q; (g — a) + Vi (yj1) Ifj) -
(3.77)
Zgodnie z powyzszym otrzymujemy
inf J> (u) = V5 (yo) -
Inf T (u) = V5 (o)
Sterujac systemem (3.56) z losowym horyzontem 7 : 0 — Ny nalezy zasto-

sowaé sterowanie (uf,uf...,ui_) C u* = (uf,uf,...), gdzie u* jest rozwia-

zaniem zadania (3.40), zatem J> (u*) = in(fj I (u).
ue

Bezposrednio rozwiazanie zadania (3.40) z horyzontem nieskonczo-
nym jest nierealistyczne. Zadanie(3.40) zastepujemy zadaniem z horyzontem
skonczonym (3.48), rozwiazujac ktore wyznaczymy e-optymalne sterowania.

Wskaznik jakosci definiujemy w sposéb nastepujacy

N-1
T ) =8 <Z (“?Rz‘ui + (i —a)" Qi (yi — a))
=0
+ (yv —a)" Qn (yn — a)) : (3.78)

Aby rozwigzaé¢ zadanie (3.48) dla wskaznika jakosci (3.78) najpierw
nalezy ustali¢ odpowiedni horyzont N, po osiagnieciu ktoérego system biernie
ewaluuje (nie sterujemy dalej obiektem) oraz od momentu N oczekiwany
koszt sterowania V§° (yn) nie przekroczy ustalonego € > 0. Powstaje zatem
problem doboru odpowiedniego horyzontu dla zadania (3.48). Ze wzoru

(3.77) otrzymujemy, ze dla dowolnego u € U spelniona jest nieréwnoscé

(yv —a)" Qn (yn — a) < VEF (yn)

<E (i (UZTRM + (i —a)" Qi(yi — a)) |fN> :

=N
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Dla dowolnego € > 0 wyznaczamy horyzont sterowania N, dla kérego

spelniona jest nieréwnosgé

E (Z (U?Rlul +(yi —a)" Qi (yi — a)) |,7-"N) <e.

=N

Nier6wnos¢ powyzej spelniona jest rowniez i dla optymalnego sterowania u*.

Uwaga 3.15 Najwickszy koszt sterowania systemem (8.56) ponosimy dla
zadania z horyzontem N =1,

inf 7 (uTRu t i —a)T Q- a)) , (3.79)

ue

natomiast najwiekszy koszt dziedziczenia ponosimy dla zadania z horyzontem
N = 0. Dla zadania (3.79) optymalne sterowanie systemem (3.56) jest

rowne

i=(R+CTQC) ™ CTQ (Ayo+d —a).

Niech dla zadania (3.40) ze wskaznikiem jakosci (3.76) wielkosci U,
i Uj, oznaczaja gorne ograniczenia funkcjonatow kosztow sterowania ul Ru;
i dziedziczenia (y; — a)T Qi (y; — a), i € Ny odpowiednio . Zgodnie z uwaga

powyzej wartoséci U, i Uy, spetniaja nieré6wnodci

W' Ri < U, < oo, (3.80)
(vo—a)" Q(yo— a) < Uy < o0. (3.81)

Korzystajac z lematu 3.3 dla dowolnego € > 0 ustalamy horyzont sterowania
N > Ng, gdzie

s—1
N, =min<{ s € Ny : U, ET—S+ZP(TSj) +UpP(r>s)<e
j=0
(3.82)
Zatem dla dowolnego N > N, i optymalnego sterowania u* zachodzi
nieréwnosé
T (u*) = TV (W y-1) S VR (yn) < e
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Dla ustalonego N rozwiazujac zadanie zastepcze (3.48), gdzie wskaznik

jakosci jest dany wzorem (3.78), otrzymujemy ciag sterowari {u*

J }O<j<N71.
Sposéb wyznaczenia ciggu sterowan optymalnych podaje twierdzenie 3.4,
natomiast jako e— optymalne sterowanie dla zadania (3.40) przyjmujemy

ul = (ug,u’{, . UN_1,0,0, ), gdzie 0 = col (0, ...,0) € R,

Uwaga 3.16 Dla horyzontu N spetniajgcego warunek (3.82) zachodzi nie-
réwnosé V©(yo) — V¥ (yo) < e, gdzie V°(yo) jest dane wzorem (3.76),
natomiast Vi (yo) spetnia (3.61).

Uwaga 3.17 Dla systemu liniowego (3.56) z losowym horyzontem o przeli-
czalnej liczbie realizacji e— optymalne sterowania dla momentéw0,1,..., N—1
wyznaczamy jak dla zadania z losowym horyzontem 7 : Q@ — {0,1,...,N}

o skoriczonej liczbie realizacyi, gdzie dla horyzontu N spetniony jest warunek

(3.82).

Przyktad 3.4 Rozwazamy problem sterowania liniowym systemem stocha-
stycznym, ktory jest okreslony za pomocg réwnania (3.71). Zadanie polega
na przeprowadzeniu systemu (3.71) ze stanu yo do celu a w czasie losowym
T : Q — Ny, gdzie horyzont sterowania T jest zmienng losowq o rozkta-
dzie Poissone’a z intensywnoscig A = 10. Przyymujemy, Ze macierze R,
Q,C, o, stan poczgthkowy yo oraz cel a sq identyczne jak dla przyktadu 3.3.
Stosownie do postawionego problemu wyznaczymy —optymalne sterowanie
systemem (3.71) z losowym horyzontem o rozktadzie Poissone’a. W tym celu
rozwigzujemy zadanie (3.48) oraz zaktadamy, ze réznica pomiedzy wskazni-
kami jakosci (3.76) i (3.78) nie przekracza € > 0.

Korzystajge ze wzoréw (3.80)—(3.81) szacujemy ograniczenia dla funk-
cjonatu kosztu sterowania oraz funkcjonatu dziedziczenia, ktére ustalamy na
poziomie U. = 2407.2 1+ U, = 21375 odpowiednio. Nastepnie okreslamy
horyzont N > N, moment do ktdrego co najwyzej podejmujemy dziatania
sterujgce, natomiast od momentu N system zachowuje sie w sposdb bierny
(uj = col(0,0) dla j > N). Wielkos¢ N, szacujemy korzystajgc ze wzoru
(8.82). Tabela 3.1 podaje wartosci N. w zaleznosci od e (maksymalna dopusz-

czalna réznica pomiedzy wskaznikami jokosci dla horyzontu nieskoriczonego
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i skoriczonego (8.76) i (3.78) odpowiednio). Twierdzenie 3.4 podaje sposdb
wyznaczenia ciggu optymalnych sterowari {uj},., - y_, dla ustalonego hory-

zontu N.

Tabela 3.1: Wartosci horyzontu N dla e-optymalnych sterowari.

e l01]001]0001t]107%]105]106]107]10°8
N[ 27| 29 31 33 35 37 38 40

80 T T T

70 - . |

60 - . 4

50 x ]

40 - I3 7

30 - ’ 4

20 ‘ 1

10+ . il

! I
0 20 40 60 80 100 120 140

Rysunek 3.4: Symulacje zachowan systemu liniowego (3.71) z losowym horyzon-
tem o rozkladzie Poissone’a z intensywno$cig A = 10 oraz dokladnoscia wskaznika
jakosci e = 0.001.

Ponizej przyjmujemy € = 0.001 oraz rozwigzujemy zadanie (3.48) dla
N = 31 (patrz tabela 3.1). Korzystajac ze wzoréw (3.72)—(8.73) wyznaczamy
e— optymalne sterowanie u}f = (ug, uf, ...,u3,,0,0,...). Macierze R; i Q; dla

0 <j < N sq okreslone za pomocq (3.59)-(3.60) odpowiednio oraz

natomiast ciag macierzy {Ki}oc,< 1 spetnia réwnanie (3.73) z warunkiem
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poczgthkowym Ky = Qn. Rysunek 3.4 przedstawia symulacje trajektorii sys-
temu (3.71).

Identycznie jak dla problemu opisanego w przyktadzie 3.3 mozemy
stwierdzié, Ze sterowania systemem (3.71) nie sq réwnomiernie roztozone
w czasie. Dla systemdw z horyzontem losowym odlegtosci pomiedzy stanamsi
Yi © Yir1 Sq zdecydowanie wicksze w poczgtkowych momentach sterowar,
natomiast z uptywem czasu malejg. Dla systemow z losowym horyzontem
wartosci sterowan sq wieksze do momentu [ET| ([)] oznacza czes$é catkowitq
z liczby) oraz po momencie [ET| system praktycznie oscyluje dookota punktu

docelowego a.






Rozdzial 4

Optymalne zatrzymanie

systemow sterowanych

W zadaniach optymalnego sterowania przyjecie ustalonego horyzontu
N (horyzontu niezaleznego od wynikow sterowania) nie prowadzi do ade-
kwatnego modelowania sytuacji, czasami uniemozliwia osiagniecie lepszych
efektéow. Problem wyznaczenia optymalnego horyzontu dla systemu stero-
wanego w literaturze jest nazywany zadaniem optymalnoczasowym (patrz
np. [14], [105]). W rozdziale drugim niniejszej pracy (patrz rozdziat 2.2.5)
pokazany zostal wplyw horyzontu sterowania na warto$¢ wskaznika jako-
$ci. Horyzont sterownia zostal zdefiniowany jako zmienna deterministyczna.
Wartosc¢ tej zmiennej wyznaczamy (wybieramy ze zbioru mozliwych momen-
tow) przed rozpoczeciem sterowania obiektem. W tym przypadku horyzont
sterowania zalezy od stanu poczatkowego.

Wydaje sie, ze najbardziej racjonalnym podejsciem jest uzaleznienie
czasu sterowania systemem (obiektem) od biezacych stanéw systemu. Na
przyktad w pracach [76], [77] horyzont sterowania jest okreslony jako mo-
ment, dla ktérego stan systemu znajduje sie w sasiedztwie pewnego celu
(punktu, powierzchni), lub moment, dla ktorego stan systemu spetnia okre-
Slone warunki. Od strony praktycznej jest to rozsadne i uzasadnione.
W pracach typu self-learning, data mining, rozpoznawania obrazéw, treno-

wania sieci neuronowych czy tez w problemach sztucznej inteligencji przyj-

129
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muje sie, ze czas uczenia sie systemu zalezy od otrzymanych wynikéw. Ste-
rujac systemem ponosimy koszty, ale z drugiej strony obserwujac reakcje sys-
temu na impuls sterujacy poznajemy jego dziatanie. Oczywidcie im diuzej
sterujemy, tym dokltadniej mozemy poznaé zachowanie systemu, ale rowniez
ponosimy wieksze koszty. Powstaje zatem pytanie: jak dlugo powinnismy
sterowa¢ systemem? Wskazane jest aby zatrzymacé system w pierwszym mo-
mencie uzyskania satysfakcjonujacych rezultatow (patrz np. |[8], [9], [10],
[15]). Zatem zeby lepiej zrealizowa¢ cel w zadaniach optymalnego sterowa-
nia nalezy uwzgledni¢ mozliwoé¢ zatrzymania systemu (procesu sterowania
systemem). Wobec powyzszego w kazdym momencie oprocz wyznaczenia
optymalnego sterowania nalezy réwniez podjaé decyzje odnosnie kontynu-
owania badZ zatrzymania sterowania tym systemem. Zadania tego typu
nazywamy zadaniami optymalnego sterowania ze stopowaniem systemu sto-
chastycznego. Oprécz zadania optymalnego sterowania réwnolegle nalezy
rozwiazywaé zadanie optymalnego stopowania. Podobnie jak w rozdziale 3,
rowniez i w tym przypadku horyzont sterowania nie jest znany (losowy),
nie mniej jednak w rozwazanym przypadku horyzont sterowania zalezy od
standéw systemu.

Problem optymalnego zatrzymania proceséw losowych zaré6wno z cza-
sem ciaglym, jak i z czasem dyskretnym jest dobrze znany w probabilistyce,
finansach, teorii gier, teorii sterowania np. (22|, [31], [33], [45], [53], [56],
[70], [102], [122]. Problem optymalnego stopowania wystepuje rowniez w
zadaniach sterowania systemami stochastycznymi np. [39], [42], [43], [46].
Zadanie polega na wyznaczeniu momentu zatrzymania systemu, dla ktérego
wskaznik jakosci osiaga wartos¢ ekstremalna. Zatem w kazdym momencie
nalezy odpowiedzieé na pytanie: czy system powinien byé dalej sterowany?
W przypadku odpowiedzi twierdzacej nalezy dodatkowo podac¢ wielkosé ste-
rowania systemem. W tym rozdziale przedstawione zostana dwa podejscia
rozwiazania wyzej oméwionego problemu. Jedno z nich polega na mozliwo-
$ci stopowania (zatrzymania) procesu przy pomocy sterowania. To podejscie
zostalo zaproponowane w pracach 8], [9], [61]. Podejscie drugie oparte jest
na konstrukeji koperty Snell’a (patrz np. [51], [52], [64], [65], [122], [123]).
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4.1 Postawienie zadania

Niech (92, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Na przestrzeni
probabilistycznej definiujemy ciag niezaleznych wektoréw losowych {wi}i21
o rozktadzie normalnym N (0, I,,,), gdzie w; : @ — R™ dla ¢ > 1, 0 € R™

R™*™ — macierzg jednostkows.

jest wektorem zerowym, natomiast I, €
Niech ¢ : Q — R* oraz yg : © — R™ beda wektorami losowymi o rozktadach
P (d¢) i P(dyp) odpowiednio. Wektor £ oznacza nieznane parametry sys-
temu, natomiast yo oznacza stan poczatkowy systemu (jezeli yo jest wekto-
rem deterministycznym, to wystarczy przyjac¢, ze yo ma rozklad punktowy).
Zakladamy, ze wszystkie wymienione objekty sa stochastycznie niezalezne.

Rozwazamy problem sterowania systemem stochastycznym o réwnaniu

stanu

Yir1 = f(& v, ui) + 0 (& yi)witt, (4.1)

gdzie i = 0,..,N —1, y; € R?, f : RFx R* x Rl — R" oraz o : RFx
R® — R™™. Zakladamy, ze funkcje f,o sa ciagle wzgledem wszyst-
kich argumentéw. Wektor u; € R! mierzalny wzgledem o—ciata, Fj oznacza
dziatanie sterujace w chwili j € Ng, natomiast ciag u = {ut}tzo — stero-
wanie dopuszczalne. Klase sterowann dopuszczalnych oznaczamy przez U.
Na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) definiujemy niemalejace rodziny
o—cial {Fi}z’zo oraz {}-f}wo’ gdzie F; = o (yo) Vo{ws:s=1,2,...,i},
FE=Fvol(6).

Niech 7 : Q@ — {0,1,..., N} bedzie momentem Markowa wzgledem
rodziny o-cial F;, 0 < j < N oraz P(r < N) = 1. Zmienna losowa 7
oznacza moment zatrzymania systemu (4.1). Zatem horyzont sterowania
systemem jest losowy oraz nie przekracza czasu konicowego N. W dalszej
czesci monografii pojecie zatrzymanie systemu traktujemy jako zakoriczenie
procesu sterowania tym systemem. W rozwazanym przypadku zatrzymu-
jemy proces stochastyczny {y;}, << realizacje ktorego zaleza nie tylko od
parametréw &, ale i od sterowanl (tzn. yj+1 = yj+1 (§, vo, ..., u;) dla j # 0).
Dla dowolnego 0 < j < N klase momentow Markowa o realizacjach w zbio-

rze {j,j +1,..., N} oznaczamy przez T (j, N). Klase wszystkich momentow
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Markowa oznaczamy przez T = T (0, N).

Niech funkcje g : R*xR! — Rih : R® — R oznaczaja wartosci strat
(kosztow) i dziedziczenia odpowiednio. Zakladamy, ze sa one ciggle wzgle-
dem swoich argument6éw oraz ograniczone. Dla dowolnego horyzontu t € Ny
wskaznik jakosci definiujemy jako sume strat (lub kosztow) dla momentow
0 < j <t—1 (sterujac system (4.1) ponosimy straty (koszty) wielkosci
9(yj,u;) w chwilach 0 < j <t — 1) oraz dziedziczenia h(y;) dla momentu ¢.

Calkowity koszt sterownia J (u,t) systemem (4.1) jest rowny

t—1
J(ut)=FE (Z 9(yi,ui) + h(!/t)) : (4.2)

1=0

Glownym celem sterowania jest minimalizacja catkowitych kosztéw
sterowania (4.2). System (4.1) moze by¢ zatrzymany w dowolnym momencie
nie przekraczajacym czasu koricowego N. Aby optymalnie sterowa¢ tym

systemem nalezy rozwiazaé zadanie

(U,Tig(f}XTJ (u, 7). (4.3)
Rozwigzanie zadania (4.3) polega na wyznaczeniu optymalnego momentu
stopu 7 oraz sterowania u* = (uz‘), ...,uj_l), dla ktorego infimum jest osig-
gniete. Problem optymalnego sterowania ze stopowaniem systemu stocha-
stycznego jest ztozony, wymaga rozwiazywania dwoch zadan jednoczesnie:
zadania optymalnego sterowania i zadania optymalnego stopowania. Za-
tem w kazdym momencie decyzyjnym nalezy odpowiedzie¢ na pytania: czy

system powinien by¢ sterowany oraz jakie jest optymalne sterowanie.

Ponizej przedstawione zostang dwa sposoby rozwiazania zadania (4.3).
Jeden z nich polega na modyfikacji wskaznika jakosci poprzez zastapienie
zmiennej okredlajacej moment stopu zmienna sterujaca. Jest to podejscie
zaproponowane przez T. Banka i E. Koztowskiego (patrz [8], [9], [15]). Roz-
wigzanie tak zmodyfikowanego zadania nie wymaga wykorzystania narzedzi
dotyczacych optymalnego zatrzymania procesow losowych (klasyczna, czy-

sto probabilistyczna metoda nie jest rozwazana w tym przypadku).
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Inny sposéb rozwiazania zadania (4.3) polega na wykorzystaniu za-
gadnienia optymalnego stopowania proceséw stochastycznych. Jest to kla-
syczne podejécie proponowane w matematycznych monografiach. Podejécie
to wymaga konstrukeji koperty (otoczki) Snell’a jako najmniejszego nadmar-
tyngatu (najwiekszego podmartyngatu) dominujacego zatrzymywany pro-
ces. Dowodzi sie, ze optymalny moment stopu jest pierwszym momentem
zrownania sie proceséw — dominujacego (zdominowanego) i stopowanego.
W odroéznieniu od klasycznej teorii optymalnego stopowania procesu stocha-
stycznego w zadaniu optymalnego sterowania ze stopowaniem (4.3) nalezy
stopowacé nie jeden proces, lecz rodzine proceséw (indeksowanych sterowa-
niem). Oznacza to konstrukcje nie jednej koperty Snell’a, lecz catej ich
rodziny. Dopiero z tej rodziny nalezy wybraé¢ otoczke. Czas optymalnego
zatrzymania systemu (4.1) jest to moment przeciecia wskaznika jakosci (4.2)

z wybranga otoczks.

4.2 Optymalne zatrzymanie systemu przy pomocy

sterowania

4.2.1 Zamiana stopowania na sterowanie

Ponizej wprowadzamy idee zamiany stopowania na sterowanie oraz
sformutujemy problem réwnowazny dla zadania (4.3). Metoda stopowania
procesu przy pomocy sterowania polega na rozszerzeniu wektora sterowania
o zmienng binarng. Modyfikujemy pojecie sterowania jak nastepuje. J; mie-
rzalny proces u = (0, u) nazywamy rozszerzonym sterowaniem dopuszczal-
nym, gdzie 0 = (6p, 61, ...,0n_1),dla0 <i < N—1orazu = (ug, U1, ..., un—1) -
W kazdym momencie i decyzja 6; (yo,y1,..yi) : R™* 0D — {0,1} o zatrzy-
maniu systemu (4.1) zalezy od trajektorii yo,y1,.. y; tego systemu do mo-
mentu i. Wektor 6 : Q@ — {0, 1}N oznacza sterowanie decyzyjne dotyczace
zatrzymania systemu (4.1), natomiast u— sterowanie dopuszczalne. Jezeli
w momencie ¢ kontynuujemy sterowanie systemem (4.1), to przyjmujemy

0; = 1. Jezeli w momencie i zatrzymujemy system (4.1), to przyjmujemy
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0; =0oraz 0; = 0dlai < j < N —1. Klasg sterowari dopuszczalnych
(rozszerzonych) oznaczamy przez U.

Zmienng opisujaca moment stopu 7 w zadaniu (4.3) zastepujemy wek-
torem sterujacym 6 w sposob nastepujacy: jezeli 7 (w) = k to przyjmujemy
0 = (6o, 61,...,0nN_1), gdzie

9. — 1, dla0<i<k-1

"o, i> k.
Niech '

4 I16s, dlai>j,

% A .

=j
1, dlai < j

dla0 <7< 5 < N.
Uwaga 4.1 Jezeli system (4.1) jest sterowany do momentu 0 < j < N — 1

oraz zatrzymany w momencie j + 1, to

1, dla0<i<j,

0; =Yg (0) =
v (0) {o, dla j <i < N.

Koszt sterowania w momencie 7 € {0,1,..., N — 1} jest réwny

®i (0i,yi, ui) = 0;9(yi, wi) + (1 —6;) h (ys) - (4.5)

Oznacza to, ze jezeli w momencie 0 < ¢ < N zmienna 6; = 1, to ponosimy
koszt sterowania wielkosdci ¢g(y;, u;), w przeciwnym razie ( §; = 1 ) ponosimy
tylko koszt dziedziczenia h (y;). Analizujac koszt sterowania systemem (4.1)
definiujemy wskaznik jakosci dla catego horyzontu N. Wobec powyzszego

oczekiwany catkowity koszt sterowania jest réwny
N-1 '
J(u)=FE <Z i (05, yi, ua) 5 (0) + h(yn) ) " (9)> , (4.6)
i=0

gdzie z (4.4) mamy v, 1(#) = 1. W rozwazanym przypadku horyzont losowy
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7 w zadaniu (4.3) zostaje zastapiony poprzez wektor sterowan decyzyjnych
0 = (6p,01,....,0N—1). Zmianie ulega réwniez i wskaznik jakosci (4.2). Mo-
dyfikacja polega na wymnozeniu w kazdym momencie 0 < ¢ < N kosztu
sterowania ¢; () (zaleznego od zmiennej decyzyjnej 6;) danego wzorem (4.5)
przez ' (0) oraz funkeji dziedziczenia h poprzez wév_l (0). Po dokonanej
modyfikacji wskaznika (4.6) rozwazamy klasyczne zadanie z ustalonym hory-
zontem N. Aby wyznaczy$¢ optymalne prawa sterowania dla systemu (4.1),
gdzie w kazdym momencie 0 < ¢ < N dodatkowo podejmujemy decyzje
odnognie kontynuacji badz zaprzestania sterowania tym systemem, nalezy
rozwiazac zadanie

]}IG%J (u). (4.7)
4.2.2 'Wyznaczenie optymalnego sterowania i momentu

zatrzymania

Zadanie (4.7) jest to zadanie sterowania adaptacyjnego, ktore jest po-
taczone z problemem stopowania w momencie losowym nie wiekszym niz
N. Jezeli system zostanie zatrzymany w momencie N, wtedy wektor ste-
rowania decyzyjnego jest rowny 6 = (1,1,...,1) (tzn. 6; = 1 dla kazdego
i € {0,1,.., N —1} oraz min{i:0; =0,0<i< N —1} = (). Zgodnie
z konstrukcja wskaznika jakosci (4.6) moment zatrzymania systemu (4.1)
jest rowny 7 = min (min{i: 6, =0,0<i < N —1},N). Dla zadania (4.7)
podane zostana warunki konieczne optymalnodci oraz algorytm prowadzacy

do wyznaczenia optymalnego sterowania i momentu stopu.

Uwaga 4.2 Zastepujgc problem (4.3) zadaniem (4.7) dokonujemy zamiany
problemu sterowania adaptacyjnego z losowym horyzontem na réwnowazny
problem sterowania adaptacyjnego z ustalonym horyzontem (ale dla zmodyfi-
kowanego wskaznika jakosci), z tym zZe sterowanie dopuszczalne rozszerzamy

o zmienng decyzyjng dotyczgeq zatrzymania systemu.

Twierdzenie 4.1 Niech funkcje g : R* xRl — R i h : R® — R sq ciggle,
wypukte i ograniczone, funkcje f : RFx R® x Rl — R

i g:R" x RE — R sq funkcjami klasy C' ze wzgledu na zmienng sterujgcg



136 4. Optymalne zatrzymanie systemdw sterowanych

u € R oraz det(Z(&y) # 0 dla (&,y) € RF x R" gdze
Y(&y) = o€ y)ol(€,y). Jeieli u* = (0%,u*) jest rozszerzonym opty-
malnym sterowaniem systemem (4.1) dla zadania (4.7), to dla dowolnego

j€(0,1,..,N—1):

1. warunekiem koniecznym optymalnego sterowania w momencie j jest

spetnie réwnania
N-1 ‘
Vu,;9i(yj, uj) + E > i (07, yiuf) Wi (07) + b (yn) Ny (67)
i=j+1
* —1 * _

gdzie 0 = col (0,...,0) € R! oraz w; (0) dla 0 < i < j < N jest dane
wzorem (4.4);

2. warto$¢ zmiennej decyzyjnej 07 jest rowna

(4.9)

,f_{ L dla Z (yo, - y5) + 95(yj ) < h(yy),
J

0, W Prreciwnym razie,

gdzie

N-1

ZY o ty) = E | D ¢ (07, yi,uf) w1 (07) + h(yw) iy (07)| F;
=1

(4.10)

Dowdd. Korzystajac z wlasnosci warunkowej wartodci oczekiwanej dla do-

wolnego j € {0,1,..., N — 1} funkcjonal (4.6) mozemy przedstawi¢ w postaci

J
J(u)=FE (Z i (03, yi, i) Yy (0) + 3 (0)

xE | i (O, yiswi) 5 (0) + h(yn) ) L (O)| Fy | |- (411)
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Zatem

/(Z@ Oi, i, wi H&l) (d€, dyo, -, dy;)
J

+/ HHZ/ Z i (05, yi, ui) H 01+ h(yn) H91
1=0

i=j+1 l=j+1

XP(dyj_H,..,dyN))P(df,dyo,..,dyj), (412)

gdzie rozkltady taczne P (d€,dyo, ..., dy;) i Pjyi,n (dyjt1, ..., dyn) sa dane
wzorami (2.5)—(2.6).

Niech u* = (0*,u*) oznacza sterowanie optymalne, gdzie u* — bez-
posrednie sterowanie systemem, 60*— optymalne sterowanie decyzyjne doty-
czace zatrzymania systemu (4.1). Ustalamy liczbe 0 < j < N — 1 reprezen-
tujaca moment w ktorym podejmujemy decyzje. Przyjmujemy u = u* + ev,
gdzie ¢ > 0, natomiast v : R0+ — RXN o = (0,...,0,7;,0,...,0),
0 = col (0,...,0) € Rl, gdzie #; : R™U+Y) — Rl §; = col (vy,...,v;) oraz
Vg = Vs (yo, ...,yj) : R UHD) 5 REdla 1 < s < [ s3 dowolna funkcja bo-
relowska. Warunek konieczny istnienia optymalnego sterowania systemem

(4.1) dla momentu j € {0,1,,..., N — 1} jest dany wzorem

%J(G*,u* + ev) i =0. (4.13)
Korzystajac z rozwiniecia (4.12) otrzymujemy
8 j_]- N-1
EJ(Q*’U* +ev) = /H o) <0;-‘Vujgj(yj,u;7) + 9;/ Z & (67, yi,ul)
1=0 i=j+1
i—1 N-1
I=j+1 I=j+1

(4.14)
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Ze wzorow (2.5)-(2.6) mamy

VP (dyjs1, - dyn) = (yir1 — f(& s u))) 571 )

Podstawiajac (4.15) do (4.14) oraz korzystajac z warunku (4.13) otrzymu-

jemy

N-1
/ <Vuj'gj(yja u;) +/ > i (07, i, uf) Wi (0%) + hav (yn) gt (67)
i=j+1
X (yj+1 - f(§7 Yjs U;k)) 271(67 y])vuf(€7 Yj, 'LL;)
<O (dyy 1, dy) 55 0 (6°) P (dE, dyo, . dy) = 0. (1.16)

Warunek (4.16) powinien by¢ spetniony dla dowolnego ©; = col (v1, ..., ;) ,
gdzie vs = vs (Yo, ..., Yj) : R™U+H) 5 R dla1 < s < oraz 07 sa funkcjami
borelowskimi mierzalnymi wzgledem o-ciata F;. Wobec powyzszego, jezeli
w momencie j € {0,1,..., N — 1} kontynuujemy sterowanie systemem (4.1)
oraz 07 = 1, to optymalne sterowanie uj, 0 < j < N — 1 speinia warunek

(4.8). Jezeli dla momentu j € {0,1,..., N — 1} spelniony jest warunek

J((1, 0 1,105y, 08 ) u*) > T ((1,.0,1,0,05, 4, ..., 08 1) ,u¥)
(4.17)
to zatrzymujemy system (4.1) oraz przyjmujemy 9; = 0, poniewaz w przy-
padku kontynuacji sterowania zostana poniesione wieksze koszty niz w przy-
padku zatrzymania systemu. Nier6wnosé (4.17) oznacza, ze w momencie j
nie ma szans na poprawe wskaznika jakosci w przysztosci. Jezeli nieréw-
no$¢ (4.17) nie jest spelniona, to przyjmujemy 0; = 1 oraz kontynuujemy

sterowanie systemem (4.1). Warunek (4.9) bezposrednio wynika z (4.17). m

Uwaga 4.3 Od strony praoktycznej dla kazdego momentu 0 < j < N wyzna-
czamy najpierw sterowanie uj, ktdre spetnia warunek (4.8), a nastepnie ze

wzoru (4.9) wyznaczamy 0%. Jezeli w momencie j okazuje si¢ ze 07 =1, to

*

stosujemy sterowanie uj,

w przeciwnym razie nie sterujemy obiektem.
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4.2.3 Algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania

i momentu zatrzymania

Rozwigzanie zadania (4.7) optymalnego sterowania z zatrzymaniem
systemu (4.1) polega na wyznaczeniu ciagu rozszerzonych sterowan
{007, u7) }o<ie N> gdzie optymalne sterowanie u; spetnia rownanie (4.8), na-
tomiast wa;toéé zmiennej decyzyjnej ¢ odnosnie kontynuacji sterowania jest
dana wzorem (4.9). Ponizej przedstawiony zostanie algorytm wyznaczenia
optymalnych sterowan systemem (4.1) oraz decyzji dotyczacych zatrzymania
tego systemu. Do wyznaczenia sterowan i momentu zatrzymania wykorzy-
stana zostanie zasada programowania dynamicznego wstecz. Dla dowolnego

j €40,..., N — 1} funkcjonal (4.6) mozemy przedstawi¢ w postaci
J—1 '
J(0,u)=FE <E &1 (61, i, ui) 5 (0) + ) (6) (h (y5) (L= 0;) +0;
=0

N-1
< gpu) +E| D 6 i u) w37 (0) + h(yn) vl (0)| F
i=j+1

37
jest optymalne, jezeli dla dowolnego 0 < j < N —1 sterowanie uj i decyzja

Zgodnie z twierdzeniem 4.1 rozszerzone sterowanie u* = { (0* u*) }
0<j<N-1

07 spelniaja warunki (4.8)-(4.9). Dla dowolnego 0 < j < N — 1 definiujemy

funkcje Bellmana

N-1
=

(4.18)
ktora reprezentuje oczekiwane koszty sterowania systemem (4.1) od mo-
mentu j, w przypadku jezeli znane sg parametry systemu. Korzystajac

z wlasnosci warunkowej wartodci oczekiwanej dla 0 < j < N — 1 mamy

WJN(g,y(), ,y]) = 17£l7f (Z)j (Hj,y],uj) + HJE <Wjﬁ1(gay07 "'7yj+1) ’ff) )
0;€{0,1}
(4.19)
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gdzie
WR (&0, - yn) = h (yn) - (4.20)

Uwaga 4.4 Niech {VF(€yo.-))}
J

dla zadania (2.3) z ustalonym horyzontem k, ktore sq zdefiniowane za po-

i bedzie ciggiem funkcji Bellmana

mocq réwnan (2.14)-(2.18). Wielkosé ij(g,yo,...,yj) zalezy od momentu
7 do korica horyzontu sterowan k oraz dla 0 < j < N — 1 przyjmujemy
ij(ﬁ,ym .»Yj) = h(y;). Dla dowolnego momentu j € {0,1,..., N} wartosé
funkcji Bellmana WJN(é, Y0, ---,Yj) jest réwna

WjN(Ea Yo, ’yj) = min (‘/]J(g’yoa ay])a ey V;'N(gvym 7yN)) . (421)

Uwaga 4.5 Wielkosé

V_V]N(y()v cey y]) =F (WJN(§7 Yo, 7yj>} ’F])

dla 0 < j < N reprezentuje najmniejsze oczekiwane koszty sterowania od mo-

mentu j do zatrzymania systemu (4.1). Ciag {V_V]N(yg, cey yj)}0< N okresla
J

(wyznacza) pewnq otoczke najmniejszych kosztéw. Zgodnie z twierdzeniem

4.1 moment zatrzymania systemu (4.1) jest réuny
7 = min {0 <j<N: WJN(yO, RES h(yj)} .

Algorytm wyznaczenia sterowania i momentu zatrzymania

1. Definiujemy
W]]\Y(Ea Yo, 7yN) =h (yN> :

oraz przyjmujemy j = .

2. Ktadziemy
j=j—-1

3. Definiujemy

W]']Yi-l (gayov 7yjaujax) = Wj+1 (gay()? < Yy, f(‘gaiju]) + U(fvy])x) .
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4. Wyznaczamy

ZN (Yo, - Y5, uj) :/Wj]il(&ym'--7yjyuja$)xTUT(§ayj)

gdzie 05, € R¥ jest wektorem zerowym, natomiast I, € R¥** macierza

jednostkows,.

5. Szukamy optymalne sterowanie uj, dla ktérego spetniony jest warunek

Vu]g(ij u]) + Z]N(y(b e Yjs u]) = 07

gdzie 0 = col (0, ...,0) € R.

6. Obliczamy

N Yo, >yj) =K (Wj]y&—l(§7y07 "'7yj>u;f7wj+1> |’FJ>

Z;(
:/szyi-l (§>y077y]7u;k>wj+1)7(x7()k7jk‘)dxp(d§‘f]>

7. Jezeli
9y ) + ZY (Yo, i) < h(y;),

to zmienna decyzyjna 67 =1, w przeciwnym razie 7 = 0 oraz zatrzy-

mujemy proces sterowania systemem.

8. Wyznaczamy wartos¢ funkcji Bellmana

N (& o, y) = 65 (65, y5,u)

+ 6*/ j+1 57?/07 . 7y]7f(€7yj7u;k) +O’(£,y])$) "}/(.T,[_)k,_[k) dz.

9. Jezeli j = 0 to zatrzymujemy, w przeciwnym razie wracamy do

punktu 2.
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4.3 Optymalne zatrzymanie sterowanych systemow

stochastycznych

Rozwigzanie zadania (4.3) polega na wyznaczeniu optymalnego mo-
mentu zatrzymania 7 : Q@ — {0,1,..., N} dla systemu (4.1) oraz optymal-
nego sterowania ul = (ug, uj, ..., ur) jednoczesnie. Aby rozwiaza¢ zadanie
(4.3) nalezy zastosowa¢ zasade optymalnego zatrzymania proceséw stocha-
stycznych z czasem dyskretnym (patrz np. [33], [86], [122], [124]). Zgodnie
z klasyczna zasada zatrzymania proceséw losowych wyznaczenie optymal-
nego momentu stopu dla zadania (4.3) polega na konstrukeji koperty Snell’a,
ktora jest okreslona jako najwiekszy podmartyngatl dominujacy zatrzymy-
wany proces. Pierwszy moment, dla ktérego wartosé procesu stochastycz-

nego i otoczki Snell’a sa réwne, jest momentem zatrzymania tego procesu.

Ztozonos¢ zatrzymania systemu (4.1) dla zadania (4.3) polega na tym,
ze zamiast jednego procesu stochastycznego nalezy rozwazaé rodzine proce-
sow indeksowanych sterowaniem. W tym celu nalezy skonstruowaé otoczke
dla catej rodziny kopert Snell’a. Jak zobaczymy ponizej moment zatrzyma-
nia systemu (4.1) spelniajacego cel sterowania (4.3) jest to moment zrow-
nania si¢ kosztu dziedziczenia (jako procesu stochastycznego {h (y;)}o<;<n)

i otoczki dla rodziny kopert Snell’a.

Do wyznaczenia otoczki Snell’a wykorzystamy technike programowa-
nia dynamicznego wstecz. Dla dowolnego j € {0,1,..., N — 1} konstruujemy

funkcje Bellmana

S 60, ty) = 106 (B (1) (05 07) + B (i1 (6,10, 700) [75) }
(4.22)

z warunkiem poczatkowym
SN (€ Yo, o yn) = h (yn).- (4.23)

Otoczke Snell’a {S; (yo, .., y; dla systemu sterowanego (4.1) definiu-

>}0§1§N
jemy w sposob nastepujacy. Dla dowolnego momentu j € {0,1,..., N — 1}
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przyjmujemy

SN (yo, ..., yj) = inf {h (). 95 ui) + E (SN (& o yis) 1 F5)
(4.24)

natomiast SY (yo, ..., yn) = h (yn).

Uwaga 4.6 Wartosé funkcji Bellmana SJN(f,yo, .., yj) okresla najmniejszy
mozliwy do osiggniccia cathowity koszt sterowania od momentu j dla przy-
padku, gdy znane sg parametry & € RF. Jezeli SJN(é’, Y0, -, Yj) jest wypukta
wzgledem &, to z nierdwnosci Jensena dla dowolnego 0 < j < N mamy

W zadaniu (4.3) moment zatrzymania 7 jest momentem Markowa

wzgledem rodziny o—cial F;, 0 < j < N oraz P (7 < N) = 1. Twierdzenie
ponizej podaje sposéb rozwiazania tego zadania, doktadniej sposéb wyzna-
czenia momentu zatrzymania systemu (4.1) oraz warunek konieczny istnienia
optymalnego sterowania.
Twierdzenie 4.2 Niech funkcje g : R* xRl — R i h : R — R sq ciggte,
wypukte i ograniczone, funkcje f : RF x R® x Rl — R
i g:R" x RE — R sq funkcjami klasy C' ze wzgledu na zmienng sterujgca
u € R oraz det(Z(&y) # 0 dla (¢,y) € RF x R" gdze
Y& y) =o(&y)ol (€,y). Rozwigzaniem zadania (4.3) jest:

1. optymalny moment zatrzymania systemu (4.1)
7 =min {0 < j SN:h(yj):S'JN (Yo, Y5) } » (4.25)

gdzie ng (Y0, .-, yj) dla 0 < j < N jest dane wzorem (4.24);
2. jezeli j € {0,1,...., N — 1} nie jest momentem zatrzymania, to opty-

malne sterowanie u; systemem (4.1) spetnia réwnanie

Vu g(iju;) +E (S_ﬁ»l(§7y07 -y Yjs f(§7yja U;) + U(€7yj)wj+l)

gdzie 0 = col (0, ...,0) € R,
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Dowdd. Rozwazmy najpierw zadanie optymalnego stopowania w klasie
T (N, N). Optymalny moment zatrzymania wynosi 70 = N oraz koszt dzie-

dziczenia w momencie N jest réwny

SN (Yos -, yn) = E (SN (&, 90, -, yn) | FN) = h (yn) -

W klasie T (N — 1, N) mozemy zatrzymaé system (4.1) w chwili N — 1 lub
sterowa¢ tym systemem do momentu N. Jezeli zatrzymamy system (4.1), to
ponosimy tylko koszt dziedziczenia h (yny—1). Jezeli sterujemy tym systemem
w momencie N — 1 oraz zatrzymujemy go w chwili IV, to ponosimy koszty
sterowania wielkosci g (yn—1,un—1) (podczas przeprowadzenia systemu ze

stanu yy_1 do stanu yy) 1 dziedziczenia h(yy).

Optymalny koszt dla klasy 7 (N — 1, N) jest rowny

SN_1 (Yo, yn—1) = ullgl_fl {h(yn-1),9(yn—1,un—1)

+ F (Sﬁ (&, 90, --»YN) |]:N—1)}

oraz optymalny moment zatrzymania wynosi

T =
0

1 N —1, jezeli S'JJ\\,[_I (Y0, -, Yn—1) = h (yn—1) ,
T, Jezeh S]]\\ff—l (y[)a -"anyl) <h (nyl) .

Jezeli moment N — 1 (tzn. 7! = 79) nie jest momentem zatrzymania, to
nalezy dalej sterowa¢ systemem (4.1). Zgodnie z twierdzeniem 2.1 warunek

konieczny optymalnego sterowania w momencie N — 1 jest dany wzorem

Vug(Yn-1,un_1) + E (h(yzv) (ynv — f(& yn—1, U’}‘v_l))T

Xzil(gvyN—l) Vu f(gayN—lvu}kal)‘ fN—l) =0.

W podobny sposéb wyznaczamy momenty zatrzymania w klasach
T(N—-2,N),...T(0,N)="T. Dlaklasy 7 (j,N), 0 < j < N — 1 mozemy
zatrzymadé system (4.1) w momencie j lub optymalnie sterowa¢ systemem

w chwili j do momentow j + 1,..., N. Jezeli system (4.1) zostanie zatrzy-
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many w momencie j, to ponosimy tylko koszt dziedziczenia wielkosci h (y;).
Jezeli w chwili j nadal sterujemy systemem (4.1), to ponosimy koszt sterowa-
nia wielkosci ¢ (yj,u;) (podczas transformacji systemu ze stanu y; do stanu
yj+1) oraz oczekiwane koszty sterowania w chwilach poézniejszych wielkosci
E (Sj]-\_ﬁ_l (&, 90, -y Yj+1) ]]—3) Wobec powyzszego optymalny koszt w klasie
T (4, N) jest rowny

gJN (Y0 -+ Yj) = llILljf {P(y;),9(yjuj) + E (S]]'YH (& Yo, - Y1) | Fi) } s
natomiast optymalny moment zatrzymania w klasie 7 (j, N) wynosi
7_]' _ { ja .]ezeh Sjv (yOa 7y]) = h(yj)a
7L jezeli SJN (Y0, - Yj) < h(y;).

Jezeli j nie jest momentem zatrzymania, to nadal sterujemy systemem (4.1).
Wyznaczenie optymalnego sterowania w momencie j polega na rozwiazaniu

zadania
J

Jezeli u} jest optymalnym sterowaniem w momencie j, to oczekiwany

najmniejszy koszt sterowania od momentu j wynosi

SN (o, ;) = g (yj, u5)
+ E (S]]\—[‘,-l (fayO) Y5, f(fayjuu;) + U(é)yj)wj-i-l) “F]) .

Warunek konieczny optymalnego sterowania zadania (4.27) jest dany

wzorem

vug<y]7u;) + E (Sjj\il (§7y07 "'7yj+1) (yj+1 - f(fvy])u;))T

Xz_l(gayj) Vu f(’gaiju;) ‘]:k) =0.
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Ponizej przedstawiony zostanie algorytm, ktory podaje sposéb wyzna-
czenia ciaggu optymalnych sterowan {u*}

agu opty y i focien

zatrzymania systemu (4.1). Algorytm ten wykorzystuje zasade programo-

oraz konstrukcje momentu

wania dynamicznego wstecz oraz wyniki zawarte w twierdzeniu 4.2.

Algorytm wyznaczenia optymalnego sterowania i momentu

zatrzymania
1. Definiujemy

S%(anOM'vyN) :h’(yN) oraz J:N

2. Kladziemy
j=7—1
3. Definiujemy
SN (& Y05 o ygs i w) = SNy (& Y0s - Y5 F (& 50 u) + 0 (€ y)w) -
4. Wyznaczamy
Z]N(y()vvyjau]) = /S’]]‘\—[&—l(§7y07"'ayjaujvx)'rTUT(gayj)

x SNE ) Vaf &y, u5)y (@, 0k, 1) daP (d€ | Fj)

gdzie 0, € R” jest wektorem zerowym, natomiast I, € RF**F macierza
jednostkowa.

5. Szukamy optymalne sterowanie uj;, dla ktorego spetniony jest warunek

6. Wyznaczamy

aN aN *
Sj+1(y07 ay]) =F (Sj—&—l(g’y()a X yjauj—f—la wj+1) |]:j>

:/gjj\—[&-l (£7y0>7y]7u;k+17wj+1)7($76k7[k’)dwp(d£ |‘7:j)
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7. Jezeli
9z u}) + SN (oo ys) = h(y;)

to zatrzymujemy proces sterowania systemem (4.1) oraz 7 = j,
w przeciwnym razie kontynuujemy sterowanie.

8. Wyznaczamy wartos¢ funkcji Bellmana

‘EyOa' 7yj g(yj’u;k)
/ (& 90, s Y F(E gy uf) + (& y5)x) v (2, 0k, i) da,

9. Jezeli j = 0, to zatrzymujemy proces sterowania oraz 7* = 0, w prze-

ciwnym razie wracamy do punktu 2.

4.4 Roznice i podobienstwa zadan optymalnego

zatrzymania

Poréwnujac przedstawione wyzej sposoby rozwigzania zadania (4.3)
i zadania (4.7), ktore wykorzystuja odpowiednio zasade optymalnego za-
trzymania proces6w losowych i zamiane stopowania na sterowanie, widzimy,
ze wystepuja zaréwno podobienistwa i réznice. Do wyznaczenia ciagbéw opty-
malnych sterowan zar6wno dla zadania (4.3), jak i dla zadania zastepczego
(4.7) wykorzystana zostata zasada programowania dynamicznego wstecz.
Wydawaé by sie moglo, ze wprowadzenie zmiennej sterujacej ¢; w rowna-
niu (4.19) powinno dawa¢ podobny efekt jak rownanie (4.22), poniewaz dla

dowolnych f1 i fo spetniona jest réwnosé

min (f1, f2) = eg{l(i)fll} 0fi +(1—10) fo

Nie mniej jednak konstrukcje ciggu funkeji Bellmana {W]N(g, Y0y - Yj) }0< .
<<
i ciggu funkcji Bellmana {S]N(f, Y0y +es yj)}0< o zdefiniowanych odpowied-
<<
nio wzorami (4.19)-(4.20) i (4.22)-(4.23) s zupetnie inne.
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Zgodnie z uwaga 4.4 dla zadania zastepczego (4.7) polegajacego na za-
mianie problemu stopowania na sterowanie, wartosé WJN(ﬁ,yg,...,yj),
0 < j < N mozemy oszacowaé¢ jako najmniejsza warto$¢ z funkcji Bel-
lmana ij (£,y0,...,yj),...,VjN (&, 90, .-, yn) dla zadania (2.3) z ustalonym
horyzontem N. Konstrukcja zmiennej sterujacej 6 = (6o, ...,0n_1) umoz-
liwia spelnienie réwnosci (4.21). Natomiast dla zadania (4.3) bezposred-
nie wyznaczenie funkcji Bellmana SjN(g,yO, .Yj), 0 < j < N za pomocy

ij (&, 90, -, Y5) ...,VjN (&, 90, ..., yn) nie jest mozliwe.

Whiosek 4.1 Dla dowolnych € € RF, y; € RF, 0 < i < j < N spetniona

jest nierownosé
S]N (gvyoa ay]) < WJN(gay(]v 7yj) < V;N (£,y07 -~-7yj)v

gdzie funkcje Bellmana VjN (&, yo, ...,yj),WJN (&, 90, -, Y5) ,SJN (&, 90, -, Y5)
sq dane wzorami (2.14), (4.19), (4.22) odpowiednio. Zatem oczekiwane
koszty sterowania od momentu j dla zadan (2.3), (4.7), (4.3) odpowiednio

spetniajg nierdwnosé

gj\f (y()?"'?yj) S WJN (y07 "'7yj) S ‘7;7N (y07 "'7yj) *

Dla momentu N natomiast zachodzi réwnosé

S% (gvyOa ayN) = WJ]\TV(an()? 7yN) = V]{[V (€7y07 >yN) = h(yN) .

Uwaga 4.7 W warunkach petnej informacji o systemie (4.1) (wektor
RF  jest losci  funkcji {WN Y }
£ € jest znany ) wartoci  funkcyi Yoy s Y5) .

1 {SJN (Y0, -+ y])} sq rowne wartosciom funkcyi Bellmana danymi wzo-
0<j<N

rami (4.19) i (4.22) odpowiedno

S’J]V (y07’y]) = S]]V (é-vy[)a ay]) = SJJV (S’yj))

WJN (yO) 7yj) = WJN (£7y07 7y]) = WJN (éuy]) .
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Whniosek 4.2 Optymalny moment zatrzymania systemu (4.1) dla zadania

(4.7) (zadania wykorzystujgcego zamiane stopowania na sterowanie) jest réwny
7 = min {0 <j<N: WJN(yO, ) = h(yj)}

oraz nie przekracza momentu zatrzymania dla zadania (4.3) (zadania wyko-

rzystujgeego zasade optymalnego zatrzymania)

T=min{0<j<N: SN(yo,.v5) = h(y)}

4.5 Zbiory optymalnego zatrzymania

Decyzja czy moment j € {0,1,..., N} jest momentem zatrzymania
systemu stochastycznego (4.1) zalezy gltéwnie od trajektorii {y;}o<;<; tego
systemu. Zatem z momentami decyzyjnymi sa powiazane pewne podzbiory
w R™. Te podzbiory nie sa stale, zalezg zaréwno od momentu decyzyjnego,
jak i od dostepnej informacji o parametrach systemu. Dla dowolnego mo-
mentu 0 < j < N przestrzen R™ mozemy podzielié¢ na dwa roztaczne zbiory:

zbibr zatrzymania i zbiér kontynuacji sterowania.

Definicja 4.1 Dila momentu 0 < j < N zbior

Giv (o, - yj-1) = {y €R": S¥ (yo, .. yj—1,9) = h ()} (4.28)
nazywamy zbiorem optymalnego zatrzymania dla zadania (4.3).

Definicja 4.2 Dia momentu 0 < 5 < N zbior

G;/‘]/V (y07 ERXX) yj—l) = {y eR": WJN(y07 s Yi—1, y) =h (y)} (429)
nazywamy zbiorem optymalnego zatrzymania dla zadania (4.7).

Uwaga 4.8 Zgodnie z uwagqg 4.7 zbiory optymalnego zatrzymania dla za-
dani z petng i niepetng informacjq sq rézne. W przypadku petnej informacyi

o systemie zbior zatrzymania zalezy od parametrow systemu & 1 momentu
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7, natomiast w warunkach niepetnej informacyi o systemie zbidr zatrzyma-
nia zalezy od rozktadu o priori wektora losowego &, trajektorii {yi}ogigj oraz

momentu decyzyjnego j.
Uwaga 4.9 Z wwagi 4.7 wynika, Ze w przypadku petnej informacyi o syste-

mie (4.1) dla momentu 0 < j < N zbiory optymalnych zatrzyman dla zadan
(4.3) i (4.7) zalezq od parametréw systemu

Giv () ={yeR": SN (&,y) =h(y)}, (4.30)
G (&) ={yerR™: W) (&,y) =h(y)}. (4.31)

Poniewaz optymalne stopowanie w klasie 7 (N, N) polega na zatrzy-

maniu systemu, zatem

G?VN (yo, ~--7yN71) = GJV\II/N (yo, ~-~7yN—1) = G]%N (5) = G%\/ (5) =R"

Dla zadan (4.3) i (4.7) w momencie 0 < j < N — 1 zbiory optymalnego
zatrzymania GfN (Yo, -y Yj—1) 1 G%, (Y0, ---»Yj—1) odpowiednio sg zbiorami
stanéw systemu, dla ktérych koszt dziedziczenia nie przekracza oczekiwa-
nych kosztow zwiazanych z kontynuacja sterowania (innymi stowy jest to
zbi6ér stanéw systemu dla ktérych nie mamy szans na osiagniecie lepszego
efektu, jezeli bedziemy dalej sterowa¢ systemem). Zatem dla dowolnego mo-
mentu 0 < j < N — 1 zbiory optymalnego zatrzymania dla zadan (4.3)

i (4.7) mozemy przedstawi¢ w postaci

Gy (Yo, - yj—1) = {y €R":h(y) <infg(y,u;)
J

+E (Sjj\il (57 Yo, "'7yj—17y7yj+1) |‘E)} (432)

Gl o y1) = {y € B2 10) < inf g ()
J

+E (W]!Yi-l (§7y07"'7yj—17y7yj+1) “FJ)} : (433)
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Ze wzorow (4.32) — (4.33) widzimy, ze dla dowolnego momentu
j€40,1,...,N — 1} zbior stanéw systemu, w ktorych system powinien by¢
zatrzymany, zalezy od kosztu sterowania g (yj,u;) 1 wartosci funkeji Bell-
mana Sﬁl (&, 90, - Yj41) 1 W]-]YH (&, 90, -, Yj+1). Zatem dla dowolnych mo-
mentéw decyzyjnych zbiory otymalnego zatrzymania sa rézne. Dla zada-
nia (4.3) ciag {GS (Y0, -+ yj_l)} definiuje niemalejaca rodzine zbio-

/ 0<j<N
row optymalnego zatrzymania, ktora odpowiada ciggowi funkcji Bellmana

{Sjv (&, yo, m’y‘j)}ogjgN' Dla zadania (4.7) ciag {GJWJ/V (yo, ...,yj_l)}OSjSN
definiuje niemalejaca rodzine zbioréw optymalnego zatrzymania, ktéra od-

powiada ciagowi funkcji Bellmana {WjN (& Y0, -y yj)}0< N
J<

Moment optymalnego zatrzymania 7 systemu (4.1) dla zadania (4.3)
jest to pierwszy moment, dla ktérego stan systemu nalezy do zbioru opty-

malnego zatrzymania
T=min{0<j<N:y; € G}-SN (Yo, - Yj—1) } -

Rowniez dla zadania (4.7) moment optymalnego zatrzymania 7 wyznaczamy
jako
T = min{O <j<N:y; € G]V-‘J/V (vo, ...,yj_l)} .

7 wniosku 4.1 wynika, ze dla dowolnego momentu j € {0,1,..., N — 1} mamy
GJSN (Yo, -, Yj—1) C G;‘/‘J/\[ (Y0, -» Yj—1), zatem 7 < T.

Dla zadania (4.3) optymalna decyzja dotyczaca zatrzymania systemu
(4.1) w momencie 0 < j < N jest nastepujaca: jezeli y; ¢ GJSN (Yo, -y Yj—1)
to w momencie j system powinien by¢ sterowany, w przeciwnym razie (tzn.
yj € GfN (Y0, ---,Yj—1)) W momencie j system powinien by¢ zatrzymany.
W podobny sposob okreslamy decyzje o zatrzymaniu systemu (4.1) w mo-
mencie 0 < j < N dla zadania (4.7): jezeli y; ¢ G}A]/V (Y0, -y Yj—1) to
w momencie j system powinien by¢ sterowany, w przeciwnym razie (tzn.

y; € G}/]VV (Yo, ---, ¥j—1)) W momencie j system powinien by¢ zatrzymany.
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Definicja 4.3 W momencie j € {0,1,..., N — 1} wartosé

LfN (Y0, -, yj—1) =max {h(y) 1y € G}-gN (Y0, - Yj—1) } (4.34)

oznacza najwiekszy akceptowalny koszt dziedziczenia dla zadania (4.3) zeby

zatrzymaé system.
Definicja 4.4 W momencie j € {0,1,..., N — 1} wartosé

L}/I]/V (Y0, -, yj—1) =max {h(y) 1y € G}/I]/V (Y0, - Yj—1) } (4.35)

oznacza najwiekszy akceptowalny koszt dziedziczenia dla zadania (4.7) zeby

zatrzymaé system.

Whniosek 4.3 Poniewaz GfN (Yo, .- yj—1) C G}/I]/V (Yo, -, yj—1) dla dowol-
nego j € {0,1,..., N — 1}, zatem LfN (Y0, -y Yj—1) < L}/I]/V (Y0, -y Yj—1)-

4.6 Optymalne sterowanie i zatrzymanie

dla zadania liniowo-kwadratowego

W rozdziale 2.2 przedstawiony zostal klasyczny problem sterowania
liniowo-kwadratowego z ustalonym horyzontem, w ktérym to dodatkowo
zwrécono uwage, ze horyzont ma dod¢ duzy wplyw na realizacje celu.
W tej czedci rozdzialu réwniez przedstawiona zostanie problematyka ste-
rowania liniowo-kwadratowego, z tym ze gléwny akcent zostanie skierowany
na wyznaczenie optymalnego momentu zatrzymania podczas sterowania sto-
chastycznym systemem liniowym z kwadaratowym wskaznikiem jakosci.

Niech system stochastyczny bedzie okre§lony za pomoca réwnania
stanu

Yir1 = Ay; — Cu; +d + ow;q1, (4.36)

gdzie i = 0,.,N —1, y; € R*, A € R"”", C ¢ R, g € R™™ d ¢ R"
oraz ||A|l < oo, |C]| < oo, |lof| < o0, (d,d) < oo, {w;};5; oznacza ciag

niezaleznych wektorow losowych o rozktadzie normalnym N (0, I,;,), 0 € R™



4.6. Optymalne sterowanie 1 zatrzymanie dla zadania ... 153

jest wektorem zerowym, I, € R™*™ —macierza jednostkowa. Na przestrzeni
probabilistycznej (2, F, P) definiujemy niemalejaca rodzing o—cial {F;},;-,
gdzie F; = o {ws: s =1,2,...,i}.

Klasyczne zadanie sterowania liniowo-kwadratowego polega na prze-
prowadzeniu w N krokach systemu (4.36) z punktu yo do celu a € R™.
W odréznieniu od klasycznego zadania rozwazamy dodatkowo mozliwosé
zatrzymania systemu jeszcze przed momentem N. W kazdym momencie
7 =0,1,..., N mozemy podja¢ decyzje odnosnie sterowania badz zatrzyma-
nia systemu. W momencie 0 < j < N ponosimy koszt sterowania wysokosci
u?Rjuj, jezeli system jest sterowany, lub koszt dziedziczenia
(y; — a)T Q (y; — a), jezeli system zostanie zatrzymany. Celem sterowania
jest minimalizacja catkowitych kosztéw zwiazanych ze sterowaniem i dzie-

dziczeniem.

Zamiana stopowania na sterowanie dla liniowego systemu
stochastycznego

Sterujac systemem (4.36) w kazdej chwili 0 < i < N podejmujemy
decyzje odnosnie sterowania i zatrzymania systemu. Niech u = (0, u) ozna-
cza rozszerzone sterowanie, gdzie decyzje dotyczace zatrzymania systemu sa
okreslone wektorem 6 = (6o, 61,...,0n-1), 6; € {0,1} dla 0 < i < N — 1,
natomiast u = (ug,u1,...,uny_1) oznacza sterowanie dopuszczalne. Jezeli
moment 0 < ¢ < N nie jest momentem zatrzymania, to 6; = 1 oraz koszt
sterowania jest rowny uZTRZul Natomiast jezeli moment 0 < ¢ < N jest
momentem zatrzymania, to ; = 0 oraz straty zwigzane z nietrafieniem do
celu a € R™ sa réwne (y; — a)’ Q (y; — a). Koszt sterowania w momencie i

jest dany wzorem
i (05, yi,ui) = 0w Rius + (1—0;) (i — a)” Q (yi — a). (4.37)

Calkowity koszt sterowania jest réwny

N-1
J(u)=FE (Z i (03, yi,wi) ¥y (0) + (yv —a) Q (yv —a) vy " (9)> :
= (4.38)
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gdzie ¥ (0), 0 <i < N jest dane wzorem (4.4).

Do rozwigzania zadania (4.7) konstruujemy cigg funkcji Bellmana. Dla

momentu N przyjmujemy

WR (yn) = (yv —a)" Q (yn — a) (4.39)

natomiast dla momentéw j =0,1,2,.... N — 1

W (y;) = min {GjugTRjuj +(1-0) (g, —a) Qy; — a)

UujsY;

+O,E (W) (yj41)| F) } - (4.40)

Dla dowolnego 0 < k < N zdefiniujemy ciag macierzy {Qf}0<'<k, ktory
<j<

spetnia réwnanie
k _ Nk . k TAk—j—IC
Qj = Q1 — (Qj
_ ‘ T _ . -1 , T
X <Rj + (A’“*J*10> Qg?HAkﬂlc) (A’H*lc) Qk,y  (441)

z warunkiem poczgtkowym Q’,j = Q, gdzie Rj, Qf sa dane wzorem (2.25).
Korzystajac z twierdzenia 2.2 oraz uwagi 4.4 funkcje Bellmana zdefiniowane

wzorami (4.39)—(4.40) mozemy przedstawi¢ w postaci
N . j i+1 N
W (y) = min {V} (1), V™ (). VY ()} (1.42)
gdziedla j <k < N

. T .
VE (y) = (A’Hy + Ay — a) Q" (A’Hy + Apjd — a) + ok, (4.43)

natomiast

. T ,
P = @y +tr <(Ak_j_10') Q?ﬂAk_J_lU) (4.44)
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z warunkiem poczatkowym gpﬁ = 0 oraz
Ag=T+A+ .. + AmaxOs=1) (4.45)

I € R™™ jest macierza jednostkows.
Rozwiazanie zadania (4.7) zamiany stopowania na sterowanie dla wskaz-

nika jakosci (4.38) przedstawia twierdzenie ponizej.

Twierdzenie 4.3 Niech macierze R; € R>! dla 0 < i < N — 1 oraz
Q € R™" sq dodatnio okreslone oraz dla dowolnego 0 < k < N cigg macie-
T2y {Q§}0<j<k spetnia réwnanie (4.41). Optymalnym rozwigzaniem zadania
(4.7) dla systemu liniowego (4.36) jest:

1. jezeli moment 0 < j < N nie jest momentem zalrzymania, to opty-

malne sterowanie systemem (4.36) w tym momencie jest rowne

ul = (Rj + (A’f*jflc)T Qg?HAkjlc) B
x (A’f—j—lc>T Qb (A’f—ﬂ'yj + Apjd — a> , (4.46)

gdzie przewidywany horyzont k spelnia réwnanie VVjN (y) = ij (y),
: N 1k ‘ :
J<k<N oraz W (y) i V[ (y) dane sq wzorami (4.42)-(4.45);

2. wartosé zmiennej decyzyjnej dotyczgcej zatrzymania systemu w mo-

mencie 0 < 7 < N — 1 wyznaczamy ze wzory

6, — { 0, gezeli W) (y;) = (y; —a)" Q(y; —a), (4.47)

1, jezeli WN (y;) < (35 — )" Q (y; —a) .

Dowod. Stosujac bezposrednio twierdzenie 4.1 oraz uwage 4.4 otrzymujemy
teze. m

Optymalne zatrzymanie liniowego systemu sterowanego

W przypadku gdy sterujemy systemem (4.36) do momentu ¢ < N, to

ponosimy catkowity koszt (suma kosztow sterowan i dziedziczenia) wielkosci

t—1
J(u,t)=F <Z ul Ru; + (y: — a)* Q (yi — a)) . (4.48)
i=0
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Glownym celem sterowania jest minimalizacja catkowitych kosztow (4.48).
Aby optymalnie sterowa¢ tym systemem nalezy rozwiaza¢ zadanie (4.3),
ktore polega na  wyznaczeniu zaréwno optymalnego momentu
7:Q — {0,1,..., N} zatrzymania systemu (4.36), jak rowniez optymalnego

*

*_1). Do rozwigzania zadania (4.3) konstruujemy

sterowania u* = (ug, vy U

ciag funkcji Bellmana. Dla momentu N przyjmujemy

SN (yn) = (yv — )" Q (yn — a), (4.49)

natomiast dla momentéow j =0,1,2,.... N —1

SY (y;) = H;ijn {(yj —a)" Q(y; — ) ,ul Rju; + E (SN, (y41)] fj)} :
(4.50)
Twierdzenie ponizej przedstawia warunki konieczne wyznaczenia optymal-
nego sterowania systemem (4.36) oraz sposob wyznaczenia optymalnego mo-

mentu zatrzymania.

Twierdzenie 4.4 Niech macierze R; € R dla 0 < i < N — 1 oraz
Q € R™™ sq dodatnio okreslone. Rozwigzaniem zadania (4.3) jest:

1. optymalny moment zatrzymania systemu liniowego (4.36)
P =min{0<j <N -a) Qy—a) = SN (y)}.  (@51)

gdzie SJN (yj) dla 0 < j < N jest dane wzorem (4.49)-(4.50);
2. jezeli moment j € {0,1,..., N — 1} nie jest momentem zatrzymania, to
optymalne sterowanie u}" systemem (4.36) jest réwne
u; = (R + Rf)_l E (Sﬁl(yj-i-l) (yj+1 — Ayj + Cuj — d)T (O’O’T)_l C \.7-“]-) .
(4.52)

Dowod. Stosujac bezpogrednio twierdzenie 4.2 otrzymujemy teze. m

Przyktad 4.1 Wyznaczymy zbiory optymalnego zatrzymania dla liniowego
systemu stochastycznego, ktory jest okreslony za pomocq réwnania (4.36).

o o ‘ 1.25 0.2 1.5 0.1
Ponizej przyjmujemy macierze R = ,Q = ,
0.2 1.8 0.1 3.2
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1.1 0 1.3 0.1 0.95 0.2
A = , C = , 0 = , stan poczqt-
0 0.9 0.5 2.5 0.1 1.2
0 0 , 40 :
kowy yo = oraz d = , cel sterowania a = , natomiast
0

horyzont sterowania N = 20.

a. Wartosci funkcji Bellmana. 65 b. Obszar zatrzymania.
8000 —
7000
60 |
6000 —
5000
o
5> 55|
4000 —|
3000
2000 50t
0
45 . . . ,
25 30 35 40 45

Y1

Rysunek 4.1: Wartosci funkcji Bellmana S30(y) oraz S3(y), obszar zatrzymania
dla momentu j = 19.

Bezposrednio ze wzordw (4.49)-(4.50) wyznaczamy wartosci funkcji
Bellmana w momentach 57 = 0,1,....,N. Na rysunku 4.1a powierzchnia za-
znaczona kolorem granatowym przedstawia wartosci funkcji Bellmana dla
momentu j = 20, natomiast powierzchnia zaznaczona kolorem czerwonym
przedstawia wartosci funkcji Bellmana dla momentu j = 19. Rowniez wi-
dzimy, ze w pewnym otoczeniu punktu a € R? spetniona jest nieréwnosé
S30(y) < S79(y)-

Rysunek 4.1b przedstawia Gigg,20 obszar zatrzymania systemu (4.36)
w momencie j = 19, ktdry wyznaczamy za pomocq wzoru (4.30). Rzut orto-

gonalny przeciecia powierzehni przedstawiajgcych wartosci funkcyi Bellmana



158 4. Optymalne zatrzymanie systemdw sterowanych
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Rysunek 4.2: Wartosci funkeji Bellmana S33(y), S29(y) oraz S%2(y).

S30(y) @ Sio(y) na przestrzen R? jest to zbior {y € R? : S30(y) = Sio(y) },
ktory jest zaznaczony na rysunku 4.1b krzywa koloru czarnego, natomiast
zbior punktow {y € R? : S33(y) < Sio(y)} jest zaznaczony jako obszar koloru
czerwonego. Dla momentow j = 0,1,2,...,19 zbiory optymalnego zatrzyma-
nia  systemu  (4.36) wygladaje w  sposéb  podobny, z tym Ze
G99 C Gigg C ... C Gig -

Zgodnie z definicig funkcji Bellmana (4.49)-(4.50) dla dowolnych
0 <i<j< N—1 spetniona jest nieréwnosé S°(y) < S]zo(y), y € R2.
Na rysunku 4.2 przedstawione sq wartosci funkcji Bellmana dla momentéw
Jj =20 (powierzchnia zaznaczona kolorem granatowym), j = 19 (powierzch-
nia zaznaczona kolorem czerwonym) oraz j = 15 (powierzchnia zaznaczona

kolorem zielonym,).

Rysunek 4.3 przedstawia wartosci najwickszych akceptowalnych kosz-
tow dziedziczenia L}q,20 dla momentow 0 < j < 19, ktore szacujemy korzy-
stajgc ze wzoru (4.34). Zgodnie z wnioskiem 4.3 wartosci akceptowalnych
kosztow dziedziczenia spetniajq nieréwnosé LOS720 < szo < .. < Lf9720,

Z rysunku widaé, Ze dla momentow j = 0,1, ..., 15 maksymalny akceptowalny
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koszt dziedziczenia oscyluje w okolicach wartosci 1.5, natomiast od momentu

7 = 16 zaczyna dynamicznie wzrastaé. Rowniez obszary zatrzymania GfQO

dla momentéow j = 0,1,...,15 sq¢ zdecydowanie mniejsze niz dla momentéw

Jj € {16,17,18,19}. Oznacza to, ze zblizajgc sie do horyzontu N = 20 wzra-

sta sktonnosé do zatrzymania systemu ponoszgc przy tym wieksze koszty.

= === = = == = = = = 8= = = ==

- =d

1 I 1
0 2 4 6

8 10 12 14
i

18

20

Rysunek 4.3: Najwiekszy akceptowalny koszt dziedziczenia LfN dla

j=0,1,..,N—1.






Rozdzial 5
Optymalna trajektoria

Wyznaczenie optymalnej (najkrotszej, najtaniszej, najszybszej) trasy
jest jednym z probleméw, rozwiazanie ktérego znajduje zastosowanie w wielu
gateziach ludzkiej aktywnogci. Wéréd wielu znanych przyktadéow mozemy
znalezé problem najkrotszej trasy (shortest path problem SSP), problem ko-
miwojazera (travelling salesman problem TSP), problem nawigacji (vehicle
routing problem VRP) oraz réznorodne modyfikacje i rozszerzenia tych za-
gadnien (patrz np. [5], [80], [82], [107]). Powyzsze zadania gltéwnie polegaja
na odwiedzeniu niektorych, badz wszystkich weztow (punktow). Wsrod
wielu mozliwych do przebycia tras nalezy wybra¢ taka, dla ktorej taczny
koszt (waga) potaczen (fukow miedzy weztami) jest najmniejszy. Wiekszosé
probleméw zaprezentowanych w literaturze przedmiotu dotyczy liniowych
systeméw deterministycznych, nie mniej jednak nawet przy tak restrykcyj-
nych zatozeniach moga by¢ trudne do rozwiazania.

W niektorych przypadkach dla sterowanych systeméw dynamicznych
lepiej okresli¢ optymalng droge zamiast bezposrednio wyznaczaé prawa opty-
malnego sterowania. W tym przypadku nalezy wyznaczyé¢ uporzadkowany
ciag stanéw systemu (zbior punktow) {y;}o<;<y, ktory odpowiada znale-
zieniu pewnej drogi (Sciezki jako sekwencji weztow, punktow), zwanej tra-
jektoria. Zadanie polega na okredleniu optymalnej trajektorii, poruszajac
sie po ktorej ponosimy najmniejsze koszty. Po wyznaczeniu weztow (punk-

tow) nalezy sterowaé systemem w taki sposéb, aby podazaé¢ (nasladowad)

161
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wyznaczong $ciezka (trasa, droga). Bezposrednio nasladujac okreslone stany
systemu realizujemy gtéwny cel sterowania w sposéb optymalny. Dla kaz-
dego momentu i znajac biezacy oraz przyszly stan systemu (system znajduje
sie w stanie y; oraz musi byé przeprowadzony do wyznaczonego wczesniej
stanu y;+1) mozemy okresli¢ sterowanie systemem u;.

Problematyka wyznaczenia optymalnej trajektorii dla liniowych syste-
moéw stochastycznych czesciowo zostalta przedstawiona np. w pracach [62],
[63], [66], |69]. W niniejszym rozdziale monografii przedstawione zostanie
zadanie oraz sposoéb wyznaczenia optymalnej trajektorii dla systemoéw sto-
chastycznych z czasem dyskretnym. Dodatkowo pokazany zostanie wplyw
horyzontu sterowania na optymalna trajektorie dla liniowych systeméw sto-

chastycznych z kwadratowym wskaznikiem jakodci.

5.1 Wyznaczenie trajektorii dla systemoéw

stochastycznych z czasem dyskretnym

5.1.1 Postawienie zadania

Niech (92, F, P) bedzie zupelna przestrzenia probabilistyczna Na tej
przestrzeni zdefiniujemy ciag {wi}lgig n hiezaleznych wektorow losowych
(w; + @ - R™ dla i = 1,2,...,N) o rozkladzie normalnym N (0, I,,),

R™X™ _ macie-

gdzie 0 € R™ jest wektorem zerowym, natomiast I,, €
rza jednostkowa. Wielkos¢ N oznacza horyzont sterowania. Niech £ bedzie
k— wymiarowym wektorem losowym o rozktadzie a priori P (d€), natomiast
Yo — stanem poczatkowym o rozktadzie P (dyy). Zaktadamy stochastyczna
niezaleznos$¢ wszystkich wymienionych obiektéw. Definiujemy ciag o—ciat
Fj=o0(o)Vol{w:i=1,2,...,5}, .7:5 =F;Vo() dla0<j <N oraz
przyjmujemy F = ff\,.

Niech system stochastyczny bedzie okreslony za pomoca réwnania

Yir1 = f(& v, ui) + 0 (& yi)witt, (5.1)

gdzie i = 0,..,N —1, y; € R* f : Rfx R* x Rl — R” oraz
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o : RFx R® — M(n,m), natomiast M (n,m) jest zbiorem macierzy
o n— wierszach i k— kolumnach. Zakladamy, ze funkcje f, o sa ciagte wzgle-
dem wszystkich argumentow oraz f(§,y, u) jest roznowartosciowa wzgledem
sterowania u. Sterujac systemem stochastycznym z czasem dyskretnym (5.1)
podejmujemy dziatania sterujace w chwilach 0,1,..., N — 1.

Jezeli jest okreslona trajektoria, po ktérej nalezy przeprowadzié system
(5.1), to mozemy wyznaczy¢ sterowanie. Przeprowadzajac system ze stanu

y; do stanu y;41 podejmujemy sterowanie wielkodci

wj =i (45,9501 wie1) = f (& Y5 y501 — 0 (& ) win) - (5.2)

W momencie i = 0 system znajduje sie w stanie yo. Ciag stanéw {y;},<,<n
nazywamy trajektoria dopuszczalng oraz oznaczamy y = (yl,yQ,...,_y;/).
Nie naktadamy dodatkowych ograniczeri na stany systemu (5.1). Klase do-
puszczalnych trajektorii oznaczamy przez Y. Zadanie polega na wyznaczeniu
optymalnej trajektorii, ktora powinna by¢ nasladowana przez system (5.1).

Aby sformutowa¢ problem wyznaczenia optymalnej trasy definiujemy

funkcje kosztow ¢ : RF x R? x R® x R™ — R jako

9(& i vir, wiv1) = 9 (Wi £ (& ysn v — 06, y5)wit)) (5.3)

oraz funkcje dziedziczenia h : R™ — R. Zakladamy, ze g oraz h sa ciaglte
i ograniczone. Dla momentow i € {0,1,...,N — 1} funkcjonal g reprezen-
tuje laczny koszt zwiazany z transformacja systemu (5.1) ze stanu y; do
stanu y;4.1 oraz skutkami spowodowanymi zaburzeniami zewnetrznymi w; 1.
Wskaznik jakosci definiujemy jako sume koszté6w poniesionych w momentach

i€ {0,1,..., N — 1} oraz dziedziczenia na koricu horyzontu czasowego N

N-1

JN(y)=E (Z 9(&, i, Yir1, wit1) + h(f‘!N)) : (5.4)
i=0

Dla tak skonstruowanego wskaznika jakodci klasyczny problem optymalnego

sterowania (2.3) systemem stochastycznym (5.1) zastepujemy zadaniem do-

tyczacym wyznaczenia optymalnej trajektorii, poruszajac sie po ktérej osia-
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gamy najmniejsze koszty catkowite. Aby wyznaczy¢ optymalng trajektorie
nalezy rozwiaza¢ zadanie

inf JN .
yuelyJ (v), (5.5)

tzn. wyznaczy¢ taka trajektorie y* = (yi,...,yy), dla ktorej infimum jest
osiagniete.

Trajektoria systemu (5.1) zalezy od parametrow £. Jezeli te parametry
nie s znane, to bezposrednio realizujac gltowny cel (5.5) oraz dodatkowo ob-
serwujac trajektorie analizujemy zachowanie systemu, tym samym wzboga-
camy nasza wiedze o parametrach €. Wyznaczajac ciag stanéw {y;f}lngN
definiujemy trajektorie, na ktorej odpowiednio szybko gromadzimy wiedze

o systemie (5.1) oraz realizujemy gltowny cel (5.5).

Twierdzenie 5.1 Jezeli funkcje g : REXR"xR"xR™ — R ih:R* — R
sq ciggte, wypukte i ograniczone oraz sq funkcjami klasy C' ze wzgledu na

mienng Yy, to spelniente rownosci
E <Vyj+1g(§v y;v y;+17 wj+1) + Vyj+1g(€7 y;f—i—la y;—&-Qa wj+2>

N-1
+ > gy Y, win) (YN Fi | =0 (5.6)
i=j+2

dla wszystkich j € (0,1,..., N — 2) oraz réwnosci
E (Vyn9(& yn_1, YN wit1) + Vyn h(yy)| Fj) = 0 (5.7)

jest warunkiem koniecznym wyznaczenia optymalnej trajektorii (yi,v5, ..., Yn ),
gdzie 0 = col (0, ...,0) € R™.

Dowd6d. Dla dowolnego momentu j = 1,2,..., N wskaznik jakosci (5.4)

mozemy przedstawi¢ w postaci

JT¥(w)=E <Zg (& Yis Vi1, Wit1)

=0
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N-1

+E [ g6 viyirn, winn) + h(yn)| F
i=j

lub

j—1
JN(U) :/ (Zg(§7yiayi+17wi+l)> P(d£7dy07dw17dw27 7dwj) +
i=1

N-1

/ / Z 9 (& Yis Yiv1, wig1) + h(yn) | P (dwjq1, ..., dwy)
i=j
X P(df,dyo,dwl,dwg,...,dwj), (58)

gdzie rozklady taczne d¢, dyo, dw, dws, ..., dw; oraz dwji1, ...,dwy dane sa

wzorami
P (d¢, dyo, dws, ..., dw;) = P (d§) P (dyo) P (dwy, . .., dw,)

orazdlal1<i<j <N

J
P (dw, ..., dw;) = [ ] (wk, 0, In) duy,
k=1

natomiast 7y (z,0, I,) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N (0, I,,)
dana wzorem (1.4).

Ustalmy liczbe j € {1,...,N}. Niech y = y* + ev, gdzie y* € RN

oznacza optymalna trajektorie dla systemu (5.1), e— skalar,
v o RwUTH _ RXN o, = (0,...,0,9;41,0,...,0), gdzie
0 = col(0,..,0) € R™ oraz 9 : R™0U*tD) — R™ natomiast

Oj41 = col(v1,...,vp), gdzie vy = vy (yo,...,y;) dla 1 < s < n jest do-
wolna funkcja borelowska. Warunek konieczny istnienia optymalnego stanu

w momencie j jest dany réwnaniem

QJN(y* +ev)| =0. (5.9)
e e=0
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Korzystajac z rozwiniecia (5.8) otrzymujemy

a N/ %
&J (y +€U)

= / <Vyj+1g(£7 y;a y;+17 wj-‘rl)
e=0

N-1
+ Vyj+1g(§7 y;Jrl? y;+27 wj+2) + Z 9(57 y:7 y;k+17 wi-‘rl) =+ h(yN)
i=j+2

x P (dij, cens dwN) ,’Uj+1> P (df, dyo, dwl, d’wg, ...,dwj) . (5.10)

Z warunku (5.9) otrzymujemy rownanie
/ <Vyj+1 (9(67 y_;k? y;Jrl? wj-i-l) + 9(57 y;'(Jrl? y;+27 wj+2))
N—-1
+ Z 9(&, Y7 Yigrs wit1) + h(yn) P(dwj+17--~7dwN)an+1>

i=j+2

x P (dﬁ,dyo,dwl,dU}Q, ...,dwj) =0. (511)

Poniewaz warunek (5.11) musi by¢ spelniony dla dowolnej funkeji borelow-
skiej vj11, gdzie vj;1 jest mierzalne wzgledem o— ciata Fj, zatem otrzymu-

jemy teze. m

Uwaga 5.1 Jezeli znana jest optymalna trajektoria (y7,vs,...,y5) dla sys-
temu (5.1), to ze wzoru (5.2) w kazdym momencie j € (0,1,..., N — 1) mo-

zemy wyznaczyé optymalne sterowanie jako

wi=E(f7 (&5, yf — o6 yp)wi) | Fy) - (5.12)

Uwaga 5.2 Stosujgc wzor (5.12) klasyczny problem optymalnego sterowania
(2.3) zastepujemy problemem Sledzenia trajektorii (tracking problem), ktéry

polega na poruszaniu sie systemu wzdtuz optymalnej trasy (Y7, v5, ..., yn)-

5.1.2 Wyznaczenie optymalnej trajektorii

Do wyznaczenia optymalnej trajektorii systemu (5.1) rowniez zostanie

wykorzystana technika programowania dynamicznego wstecz. Dla kazdego
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momentu 0 < j < N — 1 definiujemy funkcje Bellmana postaci
‘GN(ga Yo, -y yj) =F (g (57 Yj, y;'(Jrl? wj+1)

N-—1
+ 3 gy ytwin) FR )| Fr |, (513)
i=j+1

natomiast dla momentu N przyjmujemy

V' (€50, - yn) = h (yn) - (5.14)

Funkcja Bellmana V}N(f, Y0, ---»Yj) reprezentuje oczekiwane koszty porusza-
nia si¢ systemu (5.1) wzdluz trajektorii y7 i, ¥7,0,.-., Y}, jezeli znane sa

parametry £. Ze wzoru (5.13) otrzymujemy

VN yo, ) = inf B (g (&Y Y1 wi1) + VAL (E Yo, o 955 Y1) ‘ﬂg)
=F (g (gayj7y;+1a wj+1) + Vv]]—\{-l(‘fa Yo, -5 Y5, y;—‘,—l) ’Ff) 5

gdzie y7,, jest optymalnym stanem w chwili j+1, jezeli system (5.1) pokonal

trajektorie yo, ..., y;. Korzystajac ze wzoréow (5.6) oraz (5.13) dla dowolnego

momentu 0 < j < N —1 warunek konieczny wyznaczenia optymalnego stanu

y;?ﬂ (jezeli system pokonatl trase yo, ..., y;) mozemy przedstawi¢ w postaci

E (Vyj+1g (gvyjay;+lawj+l) + VijerYjJ-Y-l(gvyOa -~-ayjay;’<+1) |]:]) =0.
(5.15)

Zatem

E (Vyj.Hg (€7 ijyj-i-hwj-i-l) + Vy‘j+1‘/j]<vkl (§7 Yo, -5 Y5, yj-‘rl) ’]:])
= // (Vyj+1g (53 ijyj+1>$) + vyj+1‘/j]—vl-1(£a Yo, -5 Y5, yj+1))

gdzie v (z,0, I;,) jest funkcja gestosci rozktadu normalnego N (0, I,,,), nato-

miast P (d¢ |F;) oznacza warunkowy rozktad & wzgledem o—ciata F;.



168 5. Optymalna trajektoria

Ponizej, tak jak w poprzednich rozdziatach tej ksiazki oraz w pra-
cach np. [7]-[13], [38], [91], [92] przedstawiony zostanie algorytm wyzna-
czenia optymalnej trajektorii {y;}lngN dla systemu (5.1). Wykorzytuje
on metode programowania dynamicznego wstecz, gdzie za pomoca techniki
teleskopowej konstruowane sa funkcje Bellmana (5.13).

Algorytm wyznaczania optymalnego sterowania.

1. Definiujemy

V]év(gvy(h ayN) = h(yN) oraz k}adziemy ] = N.
2. Kladziemy
J=J—-L
3. Wyznaczamy

ij’v(yo,---,ijyjﬂ)2//(Vyj+19(§>yj,yj+17l')

+ Vyj+1 Vv]]—vi-l (§> Yo, -, Y55 yj—l-l)) Y (.1‘, 67 Im) P (df |'Fj ) dx.
4. Szukamy optymalnego stanu y;,, spelniajacego rownanie
ZY (Yo, - Y5 Yi11) = 0.

5. Nastepnie wyznaczamy wartosci funkcji Bellmana

VN o, y)) = /g(&yj,y};l,x)v(w,O,Im)dx

+ ‘/jj—\&f-l (573/07 "'>yj7y;'<+1) .

6. Jezeli 7 = 0, to zatrzymujemy, w przeciwnym razie wracamy do

punktu 2.

Dla przypadku pelnej informacji o systemie algorytm jest podobny, wystar-

czy tylko warunkowy rozktad P (d¢ |F;) zastapi¢ rozktadem punktowym.



5.1. Wyznaczenie trajektorii dla systemow stochastycznych ... 169

Uwaga 5.3 W momencie j = 0,1,....N — 1 system (5.1) znajduje si¢
w stanie y; oraz przebyl trajektorie yo, ...,y;. Korzystajoc z warunku (5.15)
dla momentu j + 1 wyznaczamy optymalny stan y;.,, na ktdry nastep-
nie system (5.1) jest naprowadzany poprzez zastosowanie sterowania (5.12).
W kolegnej chwili j+1 odczytujemy stan systemu y; 1 oraz wyznaczamy stan

optymalny y; o itd.

Do wyznaczenia optymalnej trajektorii w warunkach pelnej i niepelnej
informacji o systemie (5.1) korzystamy z rownan (5.6)-(5.7). W warunkach
pelnej informacji wystarczy przyjac, ze wektor £ ma rozktad punktowy. Dla
dowolnego momentu j = 0,1, .., N —1 optymalny stan y7,; w chwili przyszlej
wyznaczamy na podstawie przebytej trajektorii (yo, ..., y;) i wartosci wektora
& oraz przyjmujemy

Ui 2 65 (€, y0 e ys) - (5.16)
W przypadku niepelnej informacji o systemie (wektor parametrow
¢ : Q — R jest wektorem losowym oraz nie jest znany sterujacemu) opty-
malny stan y}kﬂ, 0 < j < N —1 wyznaczamy na postawie trajektorii

(yo, --.,yj) 1 warunkowego rozktadu P (d¢ |F;) jako

def

W momencie j = 0 korzystajac ze wzorow (5.16)—(5.17) mozemy wyznaczy¢

ciagi stanéow {y;f}1<j<N lub {37;}1<j<N, ktore powinien nasladowaé system

w warunkach petnej lub niepelnej informacji odpowiednio.
Definicja 5.1 Cigg standw {y;}, ., postaci

def
y;'il»l ; (bj (§7y07y1<7y;)

dla 0 < j < N — 1 nazywamy optymalng trajektorig systemu (5.1) w warun-

kach petnej informacji, natomiast cigg {y; },,~ 5 postaci

—% de * *
yj+1 :f E ((bj (§7y07y17 73/]) “FO)



170 5. Optymalna trajektoria

dla 0 < j < N — 1 nazywamy oczekiwang optymalng trajektorig systemu

(5.1) w warunkach niepetnej informacyi.

W warunkach niepetnej informacji trajektoria {g;},.,. 5 Wyznaczona
za pomocy wzoru (5.17) rézni si¢ od trajektorii {g;},.,.n, gdzie
o def . L . )
P = 6 (E(EIF) y0,y1, ) dla 0 < j < N — 1, poniewaz
<23j (y07-~-7yj) 7§ ¢j (E (g‘fj),yg,...,yj) dla 0 S ] S N — 1. Natomiast
jak zobaczymy ponizej, dla niektérych systeméw liniowych z kwadratowym

: sa identyczne.
] }1§j§N 3 y

wskaznikiem jakodci trajektorie {gj}‘}K . i { ;
<j<

Uwaga 5.4 W warunkach petnej informacyi oczekiwany koszt sterowania
systemem (5.1) wynosi V{¥ (€, y0). W warunkach niepetnej informacgi o sys-
temie oczekiwany koszt realizacyi celu (koszty sterowania i uczenia sie jedno-

czesnie) jest réuny
VN (o) = E (V3" (&,50)| Fo) -

W warunkach niepetnej informacji o systemie oczekiwany koszt uczenia na

Sciezce {gj}"} podczas realizacyi celu wynosi
1<j<N

Co = V5" (y0) — V5" (€. %0)-

5.2 Optymalna trajektoria dla zadania

liniowo-kwadratowego

5.2.1 Optymalna trajektoria dla zadania z ustalonym

horyzontem

Na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) definiujemy ciag niezalez-
nych wektorow losowych wy,..., wy o rozktadzie normalnym N(0, I,,,), gdzie

R™>™ macierza jednost-

0 € R™ jest wektorem zerowym, natomiast I, €
kowa. Rowniez definiujemy ciag o—cial F; = o (yo) Vo {w; 11 =1,2,...,j}

dla 0 < j < N oraz przyjmujemy F = Fn.
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Ponizej rozwazamy problem sterowania stochastycznym systemem

liniowym o réwnaniu stanu
Yir1 = Ay, — Cu; + d + owiqq, (5.18)

gdziei =0,...,N—1,y; e R", A ¢ R™*" C € R™! o € R™™, d € R" oraz
| A < oo, |C]| < 00, ||o|| < oo, natomiast wektor u; € R! oznacza dziatanie
sterujagce. Dodatkowo zaktadamy, ze det (CTC) #0.

Glownym celem jest przeprowadzenie systemu (5.18) ze stanu yo do
stanu a = col (0,0, ...,0) — poczatku uktadu wspotrzednych. Wyznaczenie
optymalnego sterowania dla zadania (2.3) ze wskaznikiem jakosci (2.20) zo-
stalo przedstawione w rozdziale drugim. Rozwiazujac zadanie (2.3) wyzna-
czamy prawa sterowania oraz realizujemy cel sterowania najtanszym

kosztem.

7 drugiej strony, zamiast wyznaczaé¢ prawa sterowania mozemy okre-
sli¢ trajektorie, poruszajac sie wzdluz ktorej zostanie zrealizowany cel (2.3).
Podobnie jak dla wskaznika jakosci (2.20), sterujac systemem (5.18) w ko-
lejnych N krokach przyjmujemy, ze dla momentéw ¢ = 0,1, ..., N — 1 koszty
sterowania wynosza u! R;u;, natomiast dla momentu N straty zwiazane
z nietrafieniem do poczatku ukltadu wspétrzednych wynosza y%QyN. Po-
nizej zaktadamy, ze macierze R;, i € {0,1,..., N — 1} oraz @ sa dodatnio

okreslone.

Jezeli przeprowadzamy system liniowy (5.18) ze stanu y; do stanu 41,

1=0,1,..., N — 1, to sterowanie jest réwne

u; = — (C’TC’)_l CT (yiy1 — Ay —d — owiy1) . (5.19)

Uwaga 5.5 Ze wzoru (5.19) wynika, Ze dla dowolnego momentu
1 =0,1,.... N — 1 oraz ustalonego przysztego stanu y;+1 sterowanie u; jest
wektorem losowym (zalezy od zaburzen zewnetrznych wit1). W celu prze-

prowadzenia systemu (5.18) ze stanu y; w okolice (do otoczenia) stanu y; i1
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nalezy zastosowaé sterowanie
_ —1
ui:E(ui |./."Z) :—(CTC) CT (yi+1—Ayi—d).

Niech y = (y1, y2, ..., yn) oznacza dopuszczalna trajektorie dla systemu
(5.18). Klase wszystkich dopuszczalnych trajektorii oznaczamy przez Y.
Korzystajac z (5.19) wskaznik jakosci (2.20) zastepujemy wskaznikiem

N—-1
IV (y)=E <Z (Yit1 — Ay —d — owiyr)"
=0
X K; (yiy1 — Ay; — d — owip1) + yNQun) (5.20)

gdzie dlat=0,1,...,. N — 1

ol (5.21)

K, =C(CTC) 'R, (CTC)”

Rozwiazujac zadanie (5.5) wyznaczamy trajektorie, po ktorej powi-
nien porusza¢ sie system (5.18). Wartos¢ wskaznika jakosci (5.20) przed-
stawia calkowity koszt, ktory sktada sie z kosztéw transformacji systemu
(5.18) wzdtuz trajektorii yo, y1, ..., yn 1 strat zwigzanych z nietrafieniem do
poczatku ukladu wspotrzednych (celu a = col (0,0, ...,0)). Problem stero-
wania liniowym systemem stochastycznym (5.18) zastepujemy problemem
wyznaczenia optymalnej trajektorii y* = (y7,...,y%y). Rozwiazaniem zada-
nia (5.5) jest optymalna trajektoria, na ktorej osiagamy najmniejsze koszty
catkowite. Zatem realizujac gtowny cel (przeprowadzenie ze stanu yg do
stanu a) system powinien porusza¢ sie wzdtuz trajekrorii (yj,...,y%).

Aby nie przystania¢ gtéwnej problematyki zwiazanej z wyznaczeniem
optymalnej trajektorii dla systemu (5.18) ponizej przyjeto, ze przesuniecie
d jest state. W pracy [62| przedstawione zostaly rozwiazania zadania, gdy
przesuniecie jest wektorem losowym, natomiast w pracy [66] przedstawiono
rozwiazania dla specjalnego przypadku, gdy cel sterowania jest wektorem

losowym.
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Do rozwiazania zadania (5.5) konstruujemy ciag funkeji Bellmana. Dla

dowolnego momentu ¢ = 0,1, ..., N — 1 definiujemy

VN (y;) = inf E ((yiJrl —yi— CE —owi)" K;

Yi+1

X (Yir1 — yi — C& — owi1) + Vi (vir1)| Fo) (5.22)

z warunkiem poczatkowym

VA (ynv) = ynQuyn- (5.23)

Calkowity oczekiwany koszt transformacji systemu (5.18) ze stanu yo do

poczatku uktadu wspétrzednych wynosi

£ N 7 .
;gy (v) =V (o)

Twierdzenie ponizej przedstawia sposéb wyznaczenia optymalnej trajektorii.

Twierdzenie 5.2 Niech ciggi  macierzy {HJN} ,{Lév} ,
0<j<N 0<j<N

N ; N ]
{Mj }OSjSN oraz ciqg {goj }OSjSN bedq dane wzorams

HY = AT (K; = KT (K; + HY) ' Kj) A, (5.24)

= AT (K, = K (K + 1) (K = L)) (5.25)
MY = MYy + K — (K — L))" (K + BN.) ™ (K - LY,),  (5.26)
cpj = cij +tr (Kjaa ), (5.27)

gdzie H]]\\; = @, natomiast L%, MN SQ MACIerzami Zerowymi, QDJNV = 0,
_ T

RK; = % (K;+KF), HY, = (H+1+(Hﬁ1) ) dla0<j<N-L
Jezeli det (f(j j+1) #£0dlaj=0,1,...N — 1, to optymalny stan sys-
temu (5.18) dla momentu j+1 (na podstawie przebytej trajektorii {ys}ogsgj)

wWYNost

i1 = (B + Hg]\jrl)_ (KjAy; + (K — L) d) - (5.28)
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Wartosci funkcji Bellmana dla momentéw 0 < j < N sq réwne

VN (yi) =y HYys + 2y LY d o+ d"MNd + o). (5.29)

Dowo6d. Najpierw wyznaczymy wartosé funkeji Bellmana dla momentu
N—1. Do momentu N—1 system (5.18) pokonal trajektorie (yo, y1, ..., yn—1)-

Ze wzoru (5.22) otrzymujemy

VA1 (yv—1) = inf (y& (Kn—1+ HY_1) yv — 298 Kn—1 (Ayn—1 + d))

+tr (Kn—100") + yh 1 AT Kn_1Ayn—1 + 2yn—1 AT Kn_1d + d" Ky_1d.
(5.30)

Optymalny stan dla momentu N jest réwny
* 7 7N -1
ynv = (Kn—1+Hy 1)  Kn_1(Ayn—1+4d). (5.31)
Podstawiajac (5.31) do (5.30) otrzymujemy

— _ -1
VAL (yv—1) =y AT (KN—l ~ KNy (Kno+ HY_y) KN—l) ATyn
— - -1
oyt AT (KN,l — Kq (K1 + HY_Y) KN,l) d
+ dT (KN—I — K]z\;_l (KN—l + H]J\\[T_l)il KN—I) d+tr (KO’O’T)
= yN HN yn—1 + 2yn o LN d+ d" MY d+ o
Zakladamy, ze wzor (5.29) jest prawdziwy dla dowolnego momentu j + 1,

gdzie 0 < j < N — 1. Korzystajac z wlasnosci warunkowej wartosci oczeki-

wanej oraz (5.22) wyznaczamy warto$¢ funkcji Bellmana dla momentu j

VN (yy) = in E ((yj+1 — Ay; —d — ow;1)" K (yj1 — Ay — d — owji)
+yj+1H +1y]+1 + 2yj+1Lj+1d + dTM +1d + @14_1‘ F )
= ylff (yj+1 (K5 + Hj+1) Yj+1 — 2y]T+1 (KjAy; + (K — Ljy1)d)) + Wﬁl
J
+d" (MY, + Kj)d+y] ATK;Ay; + 2y] ATK;d + tr (Kjoo™) . (5.32)
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Zatem optymalny stan systemu (5.18) dla momentu j + 1 spetnia rowna-
nie (5.28). Podstawiajac (5.28) do (5.32) otrzymujemy, ze wartosé¢ funkcji

Bellmana dla momentu j jest réwna

VY () = yf AT (K; — KT (Rj+Hﬁ1)‘1K») Ay; + oMy +tr (Koo™)
+2yJAT(K KT(K +Hj+1)_ (K — LJH))d
o (MY K = (K = L) (K + BN (K = L) ) d

=yl HYy; + 2yl LNd+d"MNd+ oY,

co dowodzi prawdziwoéci twierdzenia. =

Uwaga 5.6 7 twierdzenia 5.2 wynika, ze dla systemu liniowego (5.18) ze
wskaznikiem jakosci (5.20) zaréwno funkcja Bellmana (5.22), jak i opty-
malny stan systemu dla momentu kolejnego j + 1 zalezq od stanu y; (nie

zalezq od standw yo,y1,...,yj—1), j =0,1,., N — 1.

Uwaga 5.7 Zatdzmy ze ciggi macierzy {HJN}OSJ‘SN’{L?]}OQSN spetniajq
réwnania (5.24) i (5.25) odpowiednio. W momencie j =0 za pomocg wzoru
(5.28) mozemy okresli¢ optymalng trajektorie, ktéra powinna byé naslado-
tem (5.18). Jest to cigg standw {7 | taci
wana przez system (5.18). Jest to cigg standw | y; . postaci
* 7 rr N
v = (K + YN (KjAy; + (K — LY, d)

dla 0 < j < N — 1 z warunkiem poczgtkowym vyq.
Jezeli d = col (0,0,...,0) e R" oraz K; = K (R, =R),0<i< N —1,

to optymalna trajektoria {y;}lgjgN jest dana wzorem
/ = = -1
v =TT (K +mY) " K4) (5.33)
=0
dla1<j<N.

Uwaga 5.8 Jezeli K; = K (réwnowazne z warunkiem R; = R) dla
0<j<N-—1,toz(524) - (5.25) wynika, ze HY = Hy' 7, LY = L)

)
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MJN = Mévfj oraz (pév = (N —j)tr (KooT). Zatem ze wzoru (5.29) otrzy-
mujemy

VN @) =V " ()

dla y € R".

Przyktad 5.1 Zalozimy, ze liniowy system stochastyczny jest okreslony za

pomocg réwnania (5.18). Wyznaczymy optymalng trajektorie, po ktérej powi-

1.5 0.25
nien sie poruszac system. Ponizej przyjmujemy macierze R = 095 9 ] ,
2.5 0.2 1.05 0 1.2 0.1
Q = ) A = ) C = b
0.2 438 0 0.98 0.5 2
1.05 0 ; " 150 d 0
o= , stan poczgtkowy yo = oraz d =
0 1.2 50 0
Bezposrednio stosujge wzor (5.88) w momencie j = 0 wyznaczymy cigg

stanow {y;}K N ktory reprezentuje optymalng trajektorie. Rysunek 5.1
<j<
przedstawia optymalne trajektorie dla horyzontéw N = {5, 10,15, 20, 25, 30}.

80 80
60 60
-k
40 _® 40 “#
20 * " * 20 il -
T 4 Fet
of k-~ of¥-%

0 50 100 150 0 50 100 150
Optymalna trajektoria dla horyzontu N=5 Optymalna trajektoria dla horyzontu N=10
80 80
60 60
40 M—*‘** 40 ****

20 _***ale* 20 M
0 | 3 ok 0

0 50 100 150 0 50 100 150
Optymalna trajektoria dla horyzontu N=15 Optymalna trajektoria dla horyzontu N=20
80 80
60 60
20 #% 20 *

20 20
0 0
0 50 100 150 0 50 100 150

Optymalna trajektoria dla horyzontu N=25 Optymalna trajektoria dla horyzontu N=30

Rysunek 5.1: Optymalna trajektoria dla systemu liniowego.
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Rysunek 5.2a przedstawia warto$ci funkcji Bellmana VON (yo) dla ho-
ryzontu N = 1,2, ...,60, ktore reprezentujg oczekiwane koszty poruszania sie
systemu (5.18) wzdtuz optymalnej trajektorii. Z rysunku 5.2b widzimy, Ze

warto$§é najmniejszq tych kosztéw osiggamy dla horyzontu N = 46.

x10*

ZﬁﬂT*p

2586 *

2585

V()

2584

2583 A -

2582 N

'(...ﬁ
I*”

¥

k\

*\

2581 b
0 20 40 60 40 42 44 46 48 50
a. Horyzont N b. Horyzont N

Rysunek 5.2: Zaleznos¢ kosztu transformacji systemu wzdtuz optymalnej trajek-
torii od horyzontu N.

5.2.2 Optymalna trajektoria dla zadania z losowym

horyzontem niezaleznym od stanéw systemu

W rozdziale 3 omoéwiony zostal problem wyznaczenia optymalnego
sterowania systemem, dla przypadku gdy horyzont nie jest znany oraz nie
zalezy od stanéw systemeu. Ponizej przedstawiona zostanie problematyka
wyznaczenia optymalnej trajektorii dla zadania liniowo-kwadratowego, gdzie
horyzont sterowania réwniez nie jest znany sterujacemu oraz nie zalezy od
stanéw systemu. Przyjmujemy, ze horyzont sterowania jest zmiennga losowa

7:Q — {0,1,2,..., N} niezalezna od stanéw systemu (5.18) o rozkltadzie

N
P(r=k)=pr, 0<pp, <1dla0<Ek<N, > pi=1oraz F" =o{7}.
i=0
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Dla momentow i = 0,1, ..., 7 — 1 koszty sterowania systemem (5.18) sa
rowne ul Ru; oraz ze wzoréw (5.19) i (5.21) otrzymujemy, ze odpowiadajace

im koszty przeprowadzenia systemu ze stanu y; do stanu y;+1 wynosza

(Yir1 — Ayi — d — owip1)" K (yiy1 — Ay; — d — owir) ",

gdzie K = C (C'TC)_1 R (C’TC’)_1 C”T. Wartos¢ funkcjonatu dziedziczenia

w momencie 7 jest rowna (yr —a)? Q (yr — a).
Niech y = (y1,¥2, ..., yr) oznacza trajektorie, po ktorej bedzie poruszal
sie system (5.18). Laczny koszt przeprowadzenia systemu wzdtuz trajektorii

y oraz dziedziczenia w momencie 7 wynosi

T—1
JT(y)=FE <Z (i1 — Ayi —d — owigr)”
=0
XK (yiy1 — Ayi — d — owip1) + yL Qy-| F7) . (5.34)

Uwaga 5.9 Jezeli system (5.18) zostanie zatrzymany w momencie zero (tzn.

7 (w) = 0), to ponosimy tylko koszt dziedziczenia yg Qyo.

Wskaznik jakosci (5.34) jest zmienna losowa. Zadanie wyznaczenia
optymalnej trajektorii dla losowego horyzontu niezaleznego od stanu sys-
temu sprowadzamy do zadania z ustalonym horyzontem. W tym celu oszacu-
jemy wartos¢ oczekiwana wskaznika jakosci (5.34) oraz przyjmujemy

JN (y) = EJ7 (y). Ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite mamy

T—1
TV () =E (Z <(yz‘+1 — Ay —d — ow;1)"

=0
xK; (yir1 — Ayi — d — owit1) + yi Qivi) + yvQnyn),  (5.35)

gdzie

N
Ki=KP(r>i)=K Y _ p, (5.36)
i=j+1

Qi=P(T=1)Q =piQ- (5.37)
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Glownym celem jest wyznaczenie optymalnej trajektorii, poruszajac
sie wzdluz ktorej osiagamy najmniejsze koszty taczne. Zatem nalezy rozwia-
zaé zadanie

inf JN 5.38
Jnf (v), (5.38)

tzn. wyznaczy¢ taks trajektorie y* = (v, ...,yx), dla ktorej infimum jest
osiggniete.
Dla dowolnego momentu ¢ = 0,1,...,N — 1 definiujemy funkcje
Bellmana
VN (i) = ?}Iifl E ((yi+1 —yi — CE —owip1)" K;

X (Yiy1 — ¥i — CE — owi1) + i Qiyi + VAL (vir1)| Fi) - (5.39)

z warunkiem poczatkowym

VA (yn) = ynQnuN- (5.40)

Oczekiwany koszt transformacji systemu (5.18) w czasie losowym ze stanu
yo do poczatku uktadu wspotrzednych wynosi JV (y*) = V¥ (o) -

W przypadku jezeli horyzont 7 jest zmienng losowa o rozkltadzie dys-
kretnym, to system (5.18) powinien by¢ przeprowadzany wzdluz trajektorii
(Wi, -yr) Cy* = (Y5, ..., yy), gdzie y* jest rozwiazaniem zadania (5.38).

Spos6b wyznaczenia optymalnej trajektorii przedstawia twierdzenie ponizej.

Twierdzenie 5.3 Niech ciggi macierzy {H;V}0<‘<N7 {Lév}0<'<N’
<i< <<

{MJN}OSJSN bedg dane wzorami

. _ - -1
HJN:Q]—l—AT <KJ—K]T <K]+H]]YF1) K]) A, (5.41)
] _ . -1 .

LN = A" <Kj ~ KT (Kj + Hj—il) (Kj - L%)) : (5.42)

. . . T , _ - —1 .
MJN = Mﬁ_l + K — (Kj - Lé\{H) (Kj + H‘jj\—fl-l) (KJ' - Lé‘\jd) , (5.43)
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TN _ L s TN AN : : Co N
gdzie Hy = Q, natomiast Ly, My s¢ macierzami zerowymi, cigg {cpj }O<j<N

_ T
spetnia réwnanie (5.27) oraz Kj = 3 (Kj + K]T> Hﬁ_1 =5 (H Ayt <H]+1> )

dla0<j<N-1. Jezelzdet(K n ]H) £0dlaj=01,..,N—1, to
optymalny stan systemu (5.18) dla momentu j + 1 wynosi

y;f_H = <KJ + H]—i—l) (Kjij + (K L]-i-l) d) (544)
Wartosci funkcji Bellmana dla momentéw 0 < j < N sq rdwne
VN (i) =y H y; + 2y LY d + d"M)Yd + o} (5.45)

Dowdéd twierdzenia przebiega w podobny sposéb jak dowdd twierdze-
nia 5.2. Poréwnujac funkcje Bellmana VY (y) i V.V (y) zdefiniowane za po-

moca wzorow (5.22) i (5.39) otrzymujemy teze twierdzenia.

80 80
60 60
* #*
i4 ’
40 e 40 #,
#+ ¥
20 R 20 A
LK - #
e 0 | Her kA
0 50 100 150 0 50 100 150
Prawdopodobienistwo sukcesu s=0.3 Prawdopodobienstwo sukcesu s=0.5
80 80
60 60
* *
40 *'* 40 ***
*%* M
20 N ﬁ* 20 M**
0| Meppork 0
0 50 100 150 0 50 100 150
Prawdopodobieristwo sukcesu s=0.8 Prawdopodobienstwo sukcesu s=1

Rysunek 5.3: Optymalna trajektoria dla liniowego systemu stochastycznego
z losowym horyzontem.
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Przyktad 5.2 Rozwazamy problem sterowania liniowym systemem stocha-
stycznym, ktory jest okreslony za pomocg réwnania (8.71). Zadanie polega
na przeprowadzeniu systemu (5.18) ze stanu yo do poczgtku uktadu wspol-
rzednych w czasie losowym T : Q0 — Ny, gdzie horyzont sterowania T jest
zmienng losowg o rozktadzie dwumianowym z prawdopodobienistwem sukcesu
0 <s<1oraz N =20. Przyymujemy, ze macierze R, Q, A, C, o oraz stan
Yo sq identyczne jak dla przyktadu 5.1. Bezposrednio stosujgc wzor (5.44)
w momencie j = 0 wyznaczymy cigg stanow {y;}lgjgN’ ktory reprezentuje
optymalng trajektorie. Rysunek 5.3 przedstawia optymalne trajektorie dla
prawdopodobieristw sukcesu s = 0.3,0.5,0.8, 1.

Analizujgc zachowanie systemu (5.18) z losowym horyzontem o roz-
ktadzie dwumianowym mozemy stwierdzié, ze 1m mniejsze jest prawdopodo-
bienistwo sukcesu s tym odlegtosci pomiedzy stanami y; © yiy1 s¢ zdecydowa-
nie wicksze w poczgthkowych momentach oraz wraz z uptywem czasu malejq.
W przypadku gdy horyzont jest ustalony (prawdopodobieristwo s = 1), to

system rownomiernie pokonuje trajektorie ze stanu yg do poczgtku uktadu.

Uwaga 5.10 Jezeli T jest zmienng losowq o przeliczalnej liczbie realiza-
cj1, to dla ustalonego € > 0 wyznaczamy maksymalnie mozliwy horyzont N,
okreslony wzorem (3.82).  Optymalng trajektorie {y;} ;<. wyznaczamy
rozwigzujgc zadanie (5.38) z ustalonym horyzontem Ne.iJ:zko e-optymalng

trajektorie przyymujemy {yi‘, Yz s YN YN }
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