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Przedmowa

Niniejsza publikacja powstata w ramach obchod6éw dziesieciolecia powstania
Wydziatu Podstaw Techniki. Jubileusz ten zbiegt si¢ z dziesiata rocznica utworze-
nia kierunku matematyka w Politechnice Lubelskiej, ktéry jest prowadzony w tym
wlasnie Wydziale. Ksztalcenie na kierunku matematyka na uczelni technicznej to
szczegdlne wyzwanie. Nie tylko trzeba zachowac standardy tego kierunku, ale nale-
zy rowniez uwzgledni¢ bardzo wazng pozycje matematyki w nowoczesnym ksztal-
ceniu inzyniera. Minione dziesie¢ lat to okres wytezonej pracy nad przygotowa-
niem kierunku, ciagla modyfikacja programéw w celu dostosowania ich do wy-
mogdéw formalnych, ale i wymogéw stawianych przez rozwijajaca sie wiedze i go-
spodarke. To czas nawiazywania nowych kontaktéw naukowych, budowy nowych
profili zespotéw naukowych, uwzgledniajgcych potrzeby rozwoju dydaktycznego
kierunku. To réwniez okres wystarczajaco dtugi, by podjaé probe oceny tych do-
konan.

Niniejsza monografia jest czastkowa probg prezentacji zaréwno osiagnie¢ pra-
cownikéw Katedry Matematyki Stosowanej, jak i pokazania efektow prac innych
pracownikéw naukowych zwigzanych bezposrednio lub posrednio z kierunkiem
matematyka, tak z Politechniki Lubelskiej, jak i z innych o§rodkéw naukowych.

W pierwszym rozdziale dokonano przegladu znanych rezultatéw wynikajacych
z badania izooptyk, tzn. krzywych o tej wtasnosci, ze z kazdego ich punktu widaé
zadane krzywe pod tym samym katem.

Drugi rozdziat prezentuje zagadnienia dotyczace zbioréw Koebego, ktére sa
zwiazane ze zbiorami warto$ci przyjmowanych przez funkcje analityczne. Wyzna-
czono zbiory i funkcje ekstremalne, dzigki ktérym znaleziono zbiory Koebego dla

klas 2" oraz #* ztozonych z funkcji gwiaZzdzistych i wypuktych odpowiednio
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w kierunku osi rzeczywistej i w kierunku osi urojonej. Przedstawiono réwniez wy-
niki dla pewnych klas zwigzanych z rodzinami 2 i #*.

W rozdziale trzecim zawarto krétkie oméwienie teorii jader reprodukujacych,
przedstawiono pewne ich zastosowania oraz zaprezentowano przyktady przestrzeni
Hilberta z jadrem reprodukujacym.

W czwartym rozdziale podjeto temat rzetelno$ci w badaniach naukowych. Omoé-
wiono podstawowe bledy, ktére mozna napotka¢ w réznego rodzaju opracowaniach
wykorzystujacych narzedzia statystyki matematycznej. Opisano Zrédta tych bledéw
oraz wskazano sposoby ich unikania.

Rozdziat piaty traktuje o aktualnych tendencjach w obszarze badan nad prawa-
mi wielkich liczb z uwzglednieniem réznych struktur zaleznosci ciaggéw zmiennych
losowych. Rozwazania te wynikajg z zastosowan praw wielkich liczb w statystyce,
teorii niezawodnoSci czy analizie ryzyka.

To tylko niewielki wycinek zainteresowani naukowych os6b zwigzanych z kie-
runkiem matematyka prowadzonym w Politechnice Lubelskiej. Kolejne zostang
przedstawiaone w nastgpnej monografii.

Redaktor



I1zooptyKki

Waldemar Cieslak!
Witold Mozgawa?

Streszczenie

Pojecie izooptyki jest znane od ponad trzystu lat. Mimo to istnieje nie-
wiele prac napisanych na ten temat do lat dziewigcdziesigtych XX wieku.
W opracowaniu przedstawimy wyniki z teorii izooptyk otrzymane po roku
1990, ktérych inspiracja byly prace [2,4].

Abstract

The notion of an isoptic curve has been known for over three hundred
years. Nevertheless, there are not many papers written up to the nineties of the
twentieth century. We will present the results from theory of isoptics obtained
after 1990, which were inspired by the papers [2,4].

Stowa kluczowe: izooptyka, wzory catkowe, funkcja podparcia, owal, zamknig-
ta krzywa $ciSle wypukta, srodek Steinera, sekantooptyka, ewolutoida, jez,
hiperpowierzchnia izooptyczna

'Katedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
2Instytut Matematyki; Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej
e-mail: mozgawa@poczta.umcs.lublin.pl



10 Izooptyki

1 Wstep

Przypomnijmy, ze zamknigta, regularna, prosta, dodatnio zorientowang krzy-
wa ptaskg C klasy C? o dodatniej krzywiZnie nazywamy owalem. Czasem w tym
opracowaniu zamiast owalu bedziemy rozwaza¢ zamknieta krzywa Scisle wypukta,
ale wtedy ten fakt wyraZnie podkreslimy.

a-izooptykg owalu C' nazywamy miejsce geometryczne punktéw, z ktorych
owal C jest widziany pod ustalonym katem 7 — «.. Termin ,,izooptyka” pochodzi
od dwoch greckich stéw ,,isos”=,,réwny” i ,,optikos”’=,,wzrok”. Na ponizszym ry-
sunku z lewej strony przedstawiono a-izooptyke elipsy, za§ z prawej strony kilka
a-izooptyk elipsy dla réznych katéw o.

Rysunek 1: Po lewej stronie a-izooptyka elipsy; po prawej stronie kilka izooptyk elipsy,

linig przerywang zaznaczona jest izooptyka dla kata prostego

Izooptyki byly studiowane juz w 1704 r. przez P. de la Hire (cf. [23])i w 1877 1.
przez M. Chaslesa w [3]. W 1884 r. badat je Ch. Taylor w [59], za§ w 1919 r. H. Hil-
ton i R. Colomb w pracy [27]. W 1947 roku H. W. Richmond w [53] przedstawit

6wczesny stan wiedzy dotyczacej izooptyk.
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Wspotczesnie J. W. Green w [25], S. Matsuura w [33] oraz W. Wunderlich
w [60] oraz w [61] opisywali krzywe, dla ktérych izooptyka jest okrag lub elip-
sa. W. Wunderlich w pracy [62] podal zastosowania izooptyk w inzynierii, przy
badaniu mechanizméw krzywkowych.

Bardzo interesujaca jest hipoteza Klamkina podana w pracy [28] i jej rozwia-
zanie podane przez J. C. C. Nitschego w [49].

Praca [2] napisana przez K. Benko, W. CieSlaka, S. GéZdzia i W. Mozgawe
zapoczatkowata dluga seri¢ prac o izooptykach, ktérych tematyka jest daleka od
wyczerpania i ma kontynuatoréw, cf. [11-16,18-22,29,30,47,50,55-58]. Ponizej

oméwimy gtéwnie prace zwigzane z autorami tego opracowania.

2 Izooptyki i ich wlasnoSci

W pracy [2] rozwazono globalne wlasnosci izooptyk owali. Podano tam waru-
nek konieczny i dostateczny na wypukto$¢ izooptyk. Ponadto wprowadzono poje-
cie kata granicznego jako kresu gérnego zbioru (0, 3) takiego, ze dla kazdego kata
a < (B a-izooptyka jest wypukta. Wyznaczenie takiego kata w terminach geometrii
owalu jest nadal problemem otwartym i pewne informacje na ten temat sg zawar-
te wlasnie w [2] oraz w [35]. Jesli z(s), s € (0, L) jest naturalng parametryzacja
owalu C, T'(s) oznacza wektor styczny do C' w punkcie z(s), za$ k(s) krzywizng

krzywej w tym punkcie, to dla ustalonego a € (0, L) istnieje liczba v € (0,27) ta-

k
ko

poczatkowym ¢(0) = a. Wtedy dla kazdego s mamy 7 o (s) = '®T(s) i zbiér

ka, ze T'(a) = €"*T'(0). Rozwazono réwnanie rézniczkowe ¢’ = z warunkiem

punktéw przecigcia prostych stycznych do owalu w punktach z(s) oraz z(¢(s)) jest
a-izooptyka Cy, ktdrej parametryzacje opisano w pracy. Jesli ¢(s) = z(s) — z(¢(s)),

to wykazano, ze dla kazdego s zachodzi wzér

2a(s) = 2(s)| _ za(s)| _ [a(s)]

sinag(s)  sinag(s)  sina’

ktéry nazywamy twierdzeniem sinuséw i ktéry w dalszych pracach odgrywa role

jednego z narzedzi teorii izooptyk. Prace koricza proste, wykonane przy pomocy
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techniki izooptyk, dowody dwdch, znanych w literaturze, wzoréw catkowych typu

Croftona dla owali, mianowicie

// SN edy = 272, // " Ry + Ro)dady = 27 L,
t1to t1ty
ExtC ExtC

gdzie t1 i t2 sg dlugosciami odcinkéw prostych stycznych do C' od punktu na izoop-
tyce do ich punktéw stycznosci z C, w jest kgtem migdzy tymi odcinkami, L obwo-
dem owalu, Ext C' zewnetrzem obszaru ograniczonego przez C', a R promieniem
krzywizny w odpowiednim punkcie.

Metodg te zastosowano w kolejnych pracach do wyznaczenia nowych i nietry-
wialnych wzoréw catkowych typu Croftona.

W pracy [4] zauwazono, ze w badaniu izooptyk plaskiej, zamknictej krzywej
Scisle wypuktej C bardzo wygodna jest jej parametryzacja z(t) = p(t)e® +p' (t)ie®
za pomocg narzeédzia pochodzacego z analizy wypuklej, czyli funkcji podparcia
p(t), [54]. Funkcja podparcia jest odlegto$cig prostej podpierajacej do krzywej
od pewnego punktu wewnetrznego O tej krzywej, ktory przyjmujemy za pocza-
tek ukfadu wspéirzednych. Wtedy a-izooptyka C,, krzywej C' jest zbiér punktow
przeciecia dwéch prostych podpierajacych w punktach z(t) oraz z(t + ), ktére sie
przecinajg pod katem m — o. Wykorzystujgc parametryzacje krzywej C' i parame-
tryzacje izooptyki C,

. 1 ,
Za(t) = p(t)e + {—p(t) ctga+ —np(t+a) } ie", te|0,2n],
sina
dowiedziono wynikéw z pracy [2] przy ostabionych zatozeniach. Wykazano, ze

gl _ zalt) = 2(0)] _ |za(t) — 2(t+a)]
sin o sin oy sin oy

)

gdzie q(t) = z(t) — z(t+ &), zas a1 jest katem pomiedzy prostg podparcia krzywej
w punkcie z() a styczng do izooptyki z punkcie z, (1), za$ s jest katem pomie-
dzy prostg podparcia krzywej w punkcie z (¢ + «) a styczng do izooptyki z punkcie
2a/(t). Ten wzor jest wyzej wspomnianym twierdzeniem sinuséw, ktérego uogél-
nienia podano w wielu réznych pdéZniejszych pracach. Pokazano, ze kazda izoopty-

ka jest zbiorem gwiaZdzistym, za§ przy wykorzystaniu = wektora
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q(t) = 2(t) — z(t + ), ze a-izooptyka jest krzywa wypuklg wtedy i tylko wtedy,
gdy det(q,q") < 2|q|? dla kazdego parametru t. Za pomocg techniki izooptyk po-
dano warunki, przy ktérych dana z géry krzywa zamknieta jest izooptyka pewnego

owalu oraz wykazano dwa nowe wzory catkowe typu Croftona

//Sian:ﬂ—L, //sm
t

ExtC ExtC

gdzie t1 i 2 sa dtugoSciami odcinkéw prostych podparcia od punktu na izooptyce
az do punktéw podparcia krzywej $cisle wypuklej C, w jest katem miedzy tymi
odcinkami, L obwodem owalu, a Ext C' zewnetrzem krzywej C.

Warto podkreslié, ze w pracy magisterskiej [26] dla ptaskiej, zamknietej krzy-
wej $ci§le wypuklej C udowodniono nastepujace wzory catkowe E. Czubera ([17])
oraz M. W. Croftona ( [9, 10]), za pomoca metod z pracy [4], istotnie réznych od
metody Czubera:

smw ) smw 1 9
// t1t2 _2B7 // t1t2 2(7T B

sinw sinw 1 sinw 2

drxdy = drdy = = (w2 — 3 // dxdy = =

// tity Y // trty Y 2(7T ) trty Y o+ 2
Qg Qs Q4

Sens geometryczny oznaczefh w powyzszych wzorach wyjasnia rysunek 2.

Rysunek 2: Ilustracja oznaczen we wzorach Czubera
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Poniewaz zbiory (2 ..., (25 pokrywajg calg plaszczyzng, wigc dodajac je stro-
nami otrzymujemy natychmiast wzér Croftona (2.11) z monografii [54].

W pracy [5], ktdra jest dalszym ciagiem pracy [4], kontynuowano badania izo-
optyk. Zbadano w niej wlasnos$ci pierScieni utworzonych przez ptaska, zamknieta,
prostg i Scisle wypuklg krzywa C' o obwodzie L i jej izooptyke C,,. Dla tego pier-
Scienia C'C', wykazano wzor typu Croftona

// dxdy —Ltgg
t1(x,y) 2’

gdzie t1(x,y) oznacza odlegto$¢ pomiedzy punktem (x, y) pierScienia CC,, a punk-

tem podparcia krzywej C' wyznaczonym przez pierwsza, ze wzgledu na orienta-
cje krzywej C, prostg podparcia przechodzacg przez punkt (z,y). Dalej podano
twierdzenie opisujgce pochodng pola pierScienia jako funkcji kata o i twierdzenie
o stycznych do izooptyki, ktére méwi, ze jesli z.,(t) jest wektorem stycznym do
a-izooptyki w punkcie ¢, a ¢(t) = z(t) — z(t + «), to dla kazdego parametru ¢

L2, (t), 20 (t+ 7))+ L(q(t),q(t + 7)) =27,

gdzie 7 jest dowolng liczbg z przedziatu (0, 27). Jesli C jest SciSle wypukia krzywa
o stalej szerokoSci d, to w parametryzacji rozwazanej w pracy odlegto$¢ pomie-
dzy punktami izooptyki 2, (t) i 2o (t 4 ) jest stata i réwna d/ cos §. Twierdzenie
odwrotne jest prawdziwe, jeSli katy o i 7 sa liniowo niezalezne nad ciatem liczb
wymiernych. Prace koniczy prezentacja pewnych réwnar rézniczkowych dla obiek-
tow zwigzanych z izooptykami.

Izooptyki owali mozna traktowac jak pewna ewolucje krzywej, dlatego jest in-
teresujace zbadanie wlasnosci takiej ewolucji. Jednym z nierozstrzygnietych pytan
jest pytanie o wypukto$¢ izooptyk przy zmianie kata m — . W pracy [35] podano
nastepujgcy warunek dostateczny na to, by izooptyka owalu C' byta wypukia.

Twierdzenie 2.1 ( [35]). Jesli dla kazdego punktu p € C'i dla kaidej cigciwy m
wychodzqcej z punktu p dtugosc rzutu wektora krzywizny owalu C w punkcie p na
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Prace [39] i [24] poSwiecone sg teorii izooptyk rozet. W pracy [39] wprowadzo-
no pojecie zorientowanej funkcji podparcia, ktéra jest wiasciwym narzedziem do
badania geometrii rozet. Niech rozeta C': z = z(s) o indeksie j bedzie krzywa kla-
sy C2, sparametryzowang naturalnie. Ustalamy punkt z(sg) tak, by prosta styczna
w tym punkcie byta prostopadta do osi Oz. Dla dowolnego punktu z(s) okresla-
my wektor e’/ = cost +isint jako jednostkowy zewnetrzny wektor normalny do
krzywej C' w tym punkcie, gdzie ¢t € (0,277) jest zorientowanym katem pomiedzy
dodatnim kierunkiem osi O i wektorem e?’. Zorientowang odlegtos¢ p(t) poczatku
ukfadu wspétrzednych od prostej stycznej do krzywej C' w punkcie z(s) okresla-
my nastepujaco: jesli wektor e lezy w pélptaszczyznie, ktéra zawiera poczatek
uktadu, to przypisujemy odlegtosci pomiedzy poczatkiem uktadu wspétrzednych
a prostg styczng w punkcie z(s) znak minus, w przeciwnym przypadku p(t) jest
zwykla odlegtoscia pomiedzy poczatkiem uktadu wspéirzednych a prosta styczna
w punkcie. Niech z(t'), ' > ¢ bedzie najblizszym w sensie parametryzacji punktem
takim, ze proste styczne w punktach z(¢) i z(t) tworzg kat m — . Miejsce geome-
tryczne przeci¢¢ powyzej okreslonych stycznych nazywamy «a-izooptyka rozety C.
W pracy wykazano, ze izooptyka rozety ma taki sam indeks jak rozeta, i cho¢ liczby
samoprzeci¢¢ obu krzywych mogg sie réznic, to ich liczby Whitney’a sg identycz-
ne. Nastepnie wykazano twierdzenie o stycznych do izooptyki, ktére méwi, ze dla
kazdego ciagu liczb dodatnich 7, ..., 7, takich, ze 71 +--- + 7, < 27, jesli przyj-
miemy t; =t,to =t+71,...,tn4+1 =t+ 71+ + Th, to dla kazdego parametru ¢
mamy

n n

DAz (i), 2o (tign)) + D L(q(t =), q(tivr)) = 2(T1 4 ..+ 7).
i=1 i=1
W pracy [24] uogdlniono pojecie izooptyk dla rozet w nastepujacy sposob: je-
§li C jestrozetg o indeksie 7, to istnieje 25 wartosci parametru ¢ takich, ze 0 < g <
t1 <...<tgj—1 < 2mj i takich, ze proste styczne do rozety C' w punktach z(ty),
z(t1), ..., 2(t2j—1) sa rownolegte do kierunku k tworzacego dodatnio zorientowa-
ny kat « ze styczng w punkcie z(t). Zbiér punktéw przecigcia prostych stycznych
w punktach z(¢)iz(t;), k=1,...,25 — 1, nazywamy izooptyka typu (k, «) i ozna-
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czamy C}, . Z wczeSniejszych prac o izooptykach wiadomo, Ze przez kazdy punkt
zewnetrza owalu izooptyki przechodzi doktadnie jedna izooptyka, za$ w przypad-
ku izooptyk rozet sytuacja jest zupetnie inna. Izooptyki rozety, nawet tego samego
typu, moga si¢ wzajemnie przecinaé, a nawet pokrywac¢ na pewnych zbiorach. Jed-
nakze, jeSlin # kluba # fdlak,n € {1,...,2j — 1}, to C o # C,, 3. Nastepnie
wykazano, ze kazda izooptyka (Y, , ma taki sam indeks jak rozeta C' oraz rozwa-
zono §rodki Steinera obu krzywych i dowiedziono twierdzenia sinuséw dla rozet
i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia sinuséw dla rozet.

Praca [36] zawiera rozwazania o izooptykach ptaskich, otwartych krzywych
wypuklych bez asymptot klasy C2. W pracy opisano konstrukcje izooptyk dla takiej
krzywej C' i wykazano, migdzy innymi, ze przez dowolny punkt zewngtrza krzy-
wej przechodzi dokfadnie jedna a-izooptyka, jednakze jej parametryzacja przez
funkcje podparcia p(t) jest okreslona dla ¢ € (0,7 — «). Dla takich izooptyk do-
wiedziono odpowiedniej wersji twierdzenia sinuséw oraz wzoru catkowego typu

Croftona

gdzie ¢ i t9 sg dlugoSciami odcinkéw prostych stycznych do krzywej od punktu na
izooptyce az do punktéw stycznosci z krzywa C, w jest kgtem migdzy tymi odcin-
kami, a Ext C' zewng¢trzem obszaru ograniczonego przez C. Warto podkresli¢, ze
nietrywialne rozwinigcie tej tematyki oraz tematyki izooptyk rozet z poprzedniego
akapitu sg zawarte w pracach D. Szatkowskiego, [56-58], gdzie autor wprowadza
i bada pojecie izooptyki k-tego rzedu rozety otwartej oraz par rozet otwartych. No-
wym zjawiskiem jest fakt, ze izooptyki rozet otwartych oraz par rozet otwartych
moga mie¢ punkty osobliwe, ktérych geometryczne wtasnosci autor takze opisuje.

W pracy [37] wprowadzono i rozwazono pojecie izooptyki pierwszego i dru-
giego rodzaju dla zagniezdzonych par §ciSle wypuktych krzywych. Podano szereg
nietrywialnych, nowych wzoréw catkowych typu Cauchy’ego-Croftona. Niech C'
i Cy beda Scisle wypuktymi krzywymi, gdzie krzywa C lezy we wnetrzu krzywej
C1, za$ poczatek uktadu wspétrzednych O lezy wewnatrz Cy. Zatézmy, ze krzy-
we sg dane réwnaniami z;(t) = p;(t)e® + pj(t)ie®, dla i = 1,2, gdzie p1,p2 sa
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odpowiednimi funkcjami podparcia krzywych C; i C'y. Rozwazamy prostg podpar-
cia k1 do krzywej Cy w punkcie 21 (¢) i ,,dalszg” prosta podparcia k% krzywej Co
réwnolegly do k1. Obracamy prostg k5 w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek
zegara do takiego polozenia ko, Ze proste podparcia k; i ko tworzg kat o, a € (0, 7).
Krzywa z, () utworzona przez punkty przeciecia prostych tych podpierajacych jest
nazywana a-izooptykg pierwszego rodzaju i oznaczana przez Cl,. Jesli obrécimy
prostg k5 w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara o kat «, to w prze-
cieciu otrzymamy punkty krzywej Z, (), ktéra nazywamy «-izooptyka drugiego
rodzaju. Warto podkresli¢, ze przy tej definicji istnieja doktadnie dwie izooptyki
kazdego rodzaju przechodzace przez kazdy punkt zewnetrza krzywej C| i ze izo-
optyki sa krzywymi regularnymi. Dowiedziono odpowiednich wersji twierdzenia
sinuséw dla obu typ6éw izooptyk. Jesli ¢(t) = z1(t) — z2(t + «), to wykazano, ze
izooptyka pierwszego (drugiego) rodzaju jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy

% (%) ‘ < 2 dlakazdego t. Problem wypuktosci izooptyk jest rozwazony w na-
stepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.2 ([37]). Izooptyka C, jest krzywg wypukiq wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego t podwojona dlugos¢ wektora q(t) jest wigksza niz dtugoS¢ rzutu
na kierunek wektora q(t) wektora krzywizny krzywej C1 w punkcie t i algebraicznej

dtugosci rzutu wektora krzywizny krzywej Coy w punkcie t + o na kierunek wektora
q(t).

To twierdzenie pozwala sprawdzi¢ lokalng wypuklo$¢ izooptyki, jesli znamy
jedynie punkt, w ktérym badamy izooptyke i nie potrzebujemy nawet znac jej row-
nania. W przypadku krzywych zagniezdzonych rozwazanie wzoréw catkowych ty-
pu Croftona jest utrudnione, gdyz istnieja po dwie izooptyki kazdego rodzaju, ktére
sie przecinajg. Niech w(t) bedzie katem pomiedzy prosta podpierajaca krzywg Cy
w punkcie z1 (¢) i odcinkiem 21 (t)z2(t + o). Wtedy odwzorowanie F'(«,t) = z4(t)
jest dyfeomorfizmem zbioru {(«,?) € (0,7) x (0,27): w(t) < @ < 7} na zewne-
trze krzywej C1 minus pewien zbidr miary zero, co oznacza, ze izooptyki sparame-
tryzowane przez punkty tego zbioru sg roztaczne. Wykorzystujac ten dyfeomorfizm

wykazano prawdziwos¢ kilku wzoréw catkowych typu Croftona. W tym celu dla
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kazdego punktu (z,y) € ExtC}, gdzie Ext C jest zewnetrzem krzywej C roz-
wazono cztery proste podparcia do krzywych C i Cs, ktérych kolejne odcinki od
(x,y) do punktéw podparcia oznaczamy przez l1,m1,mo,l2, gdzie l1,l2 podpierajg
krzywg C1, a m1,mg krzywa Co. Wtedy otrzymujemy dwa wzory postaci

// <sm Iy, m2) 81n(12,m1)> dudy = 272,
lomeo lims

ExtCq

// (SIH (l1,m1) Sln(l27m1)> drdy = 27r2,
l1my lamy

ExtCq

ktdre sg bardziej ogélne niz wzor (2.10) z monografii [54], Jesli &y, 12:1, ko sg krzy-
wiznami krzywych C i Co w punktach stycznosci z1, 21, z2 z odcinkami l1, lo i mq,

akat « jest katem pomiedzy /1 a mq, a v katem pomiedzy m; aly oraz 5 =7 —7,

sin 1 sinae 1 1
// lama ( k2)+l1m2 k:1+k2>> wdy =m(ln+ L)

ExtCq

to

oraz

sina 1 1 sm'y 11
dxd —fL L
// l2m2 k?l kg l1m2 kl k2> Ty =2
ExtCq

gdzie L; i Ly sa obwodami rozwazanych krzywych. Powyzsze wzory redukuja si¢
do znanych wzoréw, gdy C7 = C5. Ponadto w pracy [37] dowiedziono twierdzenia
catkowego dla pierScienia. Poniewaz izooptyki rozwazane w tej pracy mogg si¢
przecinaé, to nalezy ograniczy¢ rozwazania do odpowiednich katéw. Niech wj; =
maxie<0,27>wW(t) i Wy = minge<p x> w(t). Wtedy dla 82 > 81 > wys (lub dla
wm > B2 > B1) izooptyki Cp, i Cp, nie przecinaja si¢. Dla ustalonych katéw ;
i 32, takich ze 32 > (31 > wys rozwazono pierScien Cg, Cp, i dowiedziono wzoru

// lllda:dy:L1(Ctgﬁl_ctgﬁ2)+L2( '1 B '1 )

sinfy  sinf

Cp, Cpy
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Podobnie wykazano, ze

// -dady = Ll(_l S )LQ(Ctgﬁgctgﬂl),

sinfy  sinf;
Cﬁl 052

Dodajgc oba wzory otrzymano

)= ra(wg g

Kilka kolejnych wzoréw typu Cauchy’ego-Croftona podano w pracy [43], w kt6-
rej wykorzystano pewng specjalng parametryzacje izooptyk owalu C'. Dowiedziono
nastepujacego wzoru typu Croftona

// sin’ <R1 R2> dedy = 272,
1 12

ExtC
gdzie t1 i t2 sa dlugo$ciami odcinkéw prostych stycznych do krzywej od punktu
(x,y) az do punktéw stycznosci z krzywg C', w jest katem miedzy tymi odcinkami,
Ry i1 R promieniami krzywizny w punktach styczno$ci odcinkéw ¢; i to z krzywa
C, h jest odlegtoscig tych punktéw stycznosci, a Ext C' zewnetrzem krzywej C.
Podano tez inng posta¢ tego wzoru, a nastepnie rozwazono pewng powierzchnie
C stowarzyszong z owalem C': z = z(t) sparametryzowanym za pomocg funkcji
podparcia. Jesli tak jak wczesniej q(t, ) = z(t) — z(t + «), to powierzchnia jest
dana przez jedng parametryzacje r(t, ) = (¢(t,),a), dlat € (0,27), a € (0, 7).
Przez A(é’ ) oznaczamy pole tej powierzchni, a objetoS¢ wyznaczong przez t¢ po-
wierzchnie i zawartg pomiedzy plaszczyznami z = 0i z = 7 przez V(C). Wtedy

przy powyzszych oznaczeniach

//sm <1 ff)da:dyzQV(é),

ExtC

oraz

// S:ntw \/R%R% sin®w -+ R + R3 — 2R Ry coswdady = A(C).
1t2
ExtC
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Praca [44] prezentuje kolejny wzér catkowy typu Cauchy’ego-Croftona. W tej
pracy rozwazono izooptyki wewngtrzne wprowadzone w pracy [41]. Zakladamy,
ze owal C' jest sparametryzowany za pomocg funkcji podparcia wzgledem punktu
Steinera O owalu oraz ze uktad wspétrzednych ma poczatek w O i jest tak utozo-
ny, ze prosta styczna w punkcie z(0) jest prostopadta do osi Ox. Wtedy P(t) =
—W jest odlegtoscia od punktu O do prostej d(t) przechodzacej przez
punkty 2(¢) i z(t + ), € (0,7).

Obwiedni¢ prostych d(t) nazywamy izooptyka wewnetrzng a jej parametryza-

«
180

cjaCly: z =22 (t) otrzymana przy pomocy funkcji P(t) i wyjSciowego parametru

t jest zbyt skomplikowana, by ja tu przytaczac. Kat
ap =sup{a: zy, jest wypuktai (0,«) jest odcinkiem},

jest nazywany katem granicznym dla izooptyki wewnetrznej. Dla tak okreslonego
kata rozwazono pierscien C'C,,,, ograniczony wyjSciowym owalem i ,,graniczng”
izooptyka wewnetrzng C,,. Dla punktu (z,y) lezacego wewnatrz tego pierscie-
nia istnieje wiec doktadnie jedna izooptyka wewnetrzna przechodzaca przez ten
punkt. Przyjmijmy, ze odcinek q lezacy wewnatrz owalu C styczny do izooptyki
wewnetrznej w tym punkcie jest podzielony punktem stycznos$ci na dwa odcinki
o dlugosciach ¢; i 9, Ze styczne do owalu C' w konicach tego odcinka tworzg z ¢
katy oy i ap oraz ze krzywizny w koricach tego odcinka sg réwne k1 i ko. Jesli
przez k3 oznaczymy krzywizng izooptyki wewnetrznej w punkcie (x,y), to mamy

nastepujacy wzor catkowy

k9K
// 4.ﬁ1 27. 3 (t1 +t2) - dxdy = 27 - .
sinag - sinay

@0
Praca [48] podaje jawne wzory na izooptyki tréjkata i prezentuje szereg ich wta-
snoSci. Praca ta ma Scisty zwiazek ze wspomnianymi wyzej pracami [16,29,30,50],
o izooptykach krzywych. Niech a € (0, 7) bedzie ustalonym katem i niech zx, k =
1,2,3, oznaczaja wierzcholki dodatnio zorientowanego tréjkata 7' na plaszczyz-

nie C. Dla k = 1,2, 3 wykorzystano nastepujace oznaczenia - jesli a, = zx1 12612
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jest zorientowanym bokiem tréjkata 7', to aj, oznacza jego dlugos$¢ a (B jest ka-
tem tréjkata T odpowiadajagcym 2y, i lezacym naprzeciwko boku ay. Zaktadamy, ze
81 2 (o = (B3 lub réwnowaznie a1 > ag > as. Z elementarnej geometrii wiadomo,
ze a-izooptyka tréjkata T' jest suma co najmniej 3 i co najwyzej 6 tukéw okregéw,
jeden tuk na kazdy bok tréjkata 7', a jesli o« > m — 3, to mamy dodatkowy tuk
nad wierzchotkiem zj. Pokazano, ze a-izooptyka tréjkata jest krzywa wypukla, je-
§li o < (m —max{ 1, [2,03})/2. Nastepnie rozwazono wlasnosci funkcji dtugosci
a-izooptyki jako funkcji kata o i dowiedziono twierdzenia, ze ta funkcja jest ciagla,
SciSle rosnaca, ale nie jest wypukta. Rozwazono wlasnosci funkcji pola powierzch-
ni a-izooptyki jako funkcji kata o i wykazano, zZe ta funkcja jest r6zniczkowalna,
SciSle rosnaca i wypukfa.

Warto podkreslié, ze takie twierdzenie nie jest prawdziwe dla dowolnej krzywej
Scisle wypuktej i w pracy [47] M. Michalska pokazata przyktady owali, dla ktérych
funkcja pola powierzchni izooptyki nie jest wypukta i sformutowata pewien dosta-
teczny warunek na to, by ta funkcja byta wypukta.

W ostatnim rozdziale pracy, dla dowolnego owalu C' sparametryzowanego za
pomoca funkcji podparcia, rozwazono dodatnio zorientowane tréjkaty 1" utworzo-
ne przez z(t), z(t+ «) i dowolny punkt £ z otwartego kata

L(za(t)z(t+ ), zq(t)2(1))

i fragment jego izooptyki C, ¢, gdzie ¢ € [0, 27], ktdry jest jednoczes$nie fragmen-
tem okrggu
(z(t+a)+2(t)) +ictga(z(t+a)—2(t)|  |z(t+a)—z(t)|

o 2 T 2sina

Wykazano, ze obwiednig rodziny
Fo={Cat,t€10,27]}

jest a-izooptyka owalu C'. Rozwazania w tej pracy majg zwigzek z pracg [32] o kla-

sycznej teorii §wiatta w R?, d > 2.
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Wsréd omawianych tutaj prac wyrdznia si¢ ogdlna i abstrakcyjna praca [6],
w ktorej podano daleko idace uogélnienie izooptyk i szereg ich wlasnosci rozwa-
zajac pewna rodzing regularnych, plaskich, scis§le wypuktych krzywych i rodzine
specjalnego typu réwnan rézniczkowych stowarzyszonych z ciggltymi, okresowymi
funkcjami o wartoS$ciach rzeczywistych.

W pracy rozwazono rodzing F ciaglych funkcji a: R — R o warto$ciach dodat-
nich i o okresie 27. Dla kazdej funkcji a € F okreslono funkcje rosnacg A: R — R

A(t) = /ta(s) ds.
0

Ustalono funkcje a € F i stowarzyszone réwnanie rézniczkowe

/ a

= g0y

z warunkiem poczatkowym ¢(0) = m, gdzie m > 0. Wtedy funkcja
p(t,m) = AH(A(t) + A(m))

jest rozwiazaniem tego réwnania rézniczkowego, ktére spetnia warunek poczatko-
wy

©(0,m) = m.

W dalszym ciggu pracy ograniczono rozwazania do rozwigzan ¢(-,m) dlam >0
takich, ze

t<p(t,m)<t+m.

Lewa strona nieréwnosci jest zawsze spelniona, a prawa strona jest spelniona wte-
dy i tylko wtedy, gdy m € (0, M), gdzie M = min, (g 2] ATV A(t+m) — A(t)).
Dlaregularnej, Scisle wypuklej, zamknigtej krzywej ptaskiej C' sparametryzowanej
przez funkcje podparcia p(t) i ustalonego rozwigzania (-, m) powyzszego réwna-
nia okreslono zamknietg krzywa C'(m) jako miejsce geometryczne przecigcia si¢

prostych stycznych do C' w punktach ¢ i ¢(t,m), ktérej rownanie parametryczne
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jest postaci

plp(t,m)) —p(t) cos(p(t,m) —t) . i
sin(p(t,m) —1t) '

Takg krzywg nazywano w pracy y-optyka. Przyjmujac Q(t) = z(t) — z(p(t)) zna-

w(t,m) = p(t)e’ +

leziono bardzo og6lny wzor caltkowy

2m
det(Q.Q") .. _

Dla «a(t) = () —t znaleziono nastgpujgce uogdlnienie wzoru Bianchiego-Auer-
bacha z pracy [1]

o'(t) [R(t) + (14 (£))R(t + a(t))] sin 41 B
? IQ(O)I+Of[R(s+a(s))(1+a’(s)>—R(s)]cos@

gdzie R(t) jest promieniem krzywizny krzywej C' w punkcie ¢. Nastepnie autorzy
rozwazyli krzywg C, ktérej promien krzywizny R = p+p” i jest dodatnig funkcjg

ciagla oraz odwzorowanie ¢: R — R takie, ze

(t)

€

R(s) ds = const,

e

gdzie stala jest mniejsza niz dtugosé o, najkrétszego tuku faczacego punkty z()
i z(t+ ) krzywej C. Wtedy mamy

, R
= Rop’

4

czyli  jest rozwigzaniem rozwazanego réwnania rézniczkowego, gdy a = R. W ten
spos6b otrzymano nietrywialng ilustracje powyzszej teorii i krzywe wyznaczajace
powyzsze  nazwano w pracy fukowo optycznymi krzywymi. Ta rodzina krzywych
jest blisko zwigzana z problemem Ulama dotyczacym réwnowagi ciata ptywajace-

go i opisuje generujace krzywe jednorodnego cylindra ptywajacego horyzontalnie
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w wodzie, tak by byl on w réwnowadze zgodnie z prawem Archimedesa. Dla tej
rodziny krzywych powyzszy wzoér Bianchiego-Auerbacha redukuje sie¢ do wzoru
% = WRsin 5 — 1, uzytego przez H. Auerbacha do przedstawienia rozwigza-
nia problemu Ulama w [1]. Jesli ' = |w — z|, A = |w — z 0 p|, za$ A(t) oznacza
pole fragmentu wnetrza krzywej C' zawarte pomigdzy cigciwa Iaczaca punkty z(t)
i z(p(t)) a zorientowanym tukiem krzywej od z(t) do z(¢(t)), to autorzy wykazuja
nastepujaca geometryczng charakteryzacje tej rodziny.

Twierdzenie 2.3 ([6]). W rodzinie krzywych tukowo optycznych nastepujqce wa-

runki sq rownowazne:

A = const,
|Q| = const,
I'=A.

Inng rodzina, ktéra okresla p-optyki sa zwykle izooptyki, o ktérych wyzej by-
ta wielokrotnie mowa i wtedy ¢(¢) =t + v, dla pewnego « € (0,7). W ramach
tej rodziny rozwazono takie krzywe, dla ktorych I' = A i z uogdlnionego réwna-
nia Bianchiego-Auerbacha otrzymano pewien uktad réwnan, ktéry ma rozwigza-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy tg§ — %tg% = 0. Pokazano, ze dla n > 3 istnie-
je co najmniej jedno rozwigzanie o € (0, 7). Dla krzywej, ktérej funkcja podpar-
cia jest postaci p(t) = % + c1cost + dysint + ci coskt + dysinkt, k > 4, gdzie
p(t) +p(t) > 0, za$ « jest niezerowym rozwigzaniem powyzszego réwnania dla
n = k, zachodzi rowno$¢é I' = A. Niestety autorom nie udafo si¢ udowodnié, ze
sg to jedyne krzywe o takiej wlasnoSci, ale mimo tego, jest to interesujacy wynik,
gdyz E. Raphaél, J.-M. di Meglio, M. Berger, E. Calabi w pracy [52] badali warun-
ki pozycji réwnowagi dtugich pryzmatycznych czasteczek, ktérych przekrojem jest
zbiér wypukly na granicy faz ciecz-ciecz, przy zatozeniu braku grawitacji, i wy-
kazali, ze warunek I" = A charakteryzuje takie potozenie. Wyznaczona w pracy
powyzsza rodzina krzywych wypuklych zawiera nieskoniczenie wiele zbioréw wy-
puktych, dla ktérych czasteczki typu rozwazanego przez powyzszych autorow sa

w réwnowadze w kazdym potozeniu na granicy faz ciecz-ciecz. Tak wigc, teoria
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p-optyk moze mie¢ znaczenie praktyczne lub by¢ wykorzystana w chemii teore-
tycznej. Na koniec pracy pokazano, ze w przypadku izooptyk krzywych C takich,
ze p+p” > 0 nastepujace warunki sg réwnowazne:

‘P = const,
Qllw,
r=A,

gdzie P(t) jest polem zawartym pomiedzy zorientowanym tukiem krzywej od z(t)
do z(p(t)) a stycznymi w punktach z(¢) i z(t + «).

3 Sekantooptyki

Naturalnym uogdlnieniem izooptyk sg sekantooptyki. Niech C' bgdzie owalem
sparametryzowanym przy uzyciu funkcji podparcia, za$ g € [0,7), v € [0,7 — ()
i€ (B+,m) ustalonymi katami. Przez [, (¢) oznaczamy prostg styczng do owa-
lu C' w punkcie z(t). Prosta [;(¢) obracamy dookofa punktu z(¢) o kat —/. Tak
otrzymana sieczng owalu C' oznaczamy przez si(t). Podobnie, niech la(t) =13 (t +
a — (3 —y) oznacza prostg styczng do owalu C' w punkcie z(t +a — 3 —y). Przez
s2(t) oznaczamy sieczng owalu C' otrzymang przez obrét prostej 2 (¢) wokét punk-
tu stycznosci o kat y. Wowczas zakladamy, ze s1(t) i so(t) przecinaja si¢ two-
rzac ustalony wczesniej kat . Zbiér punktow z, g (t) przecigcia sig siecznych
s1(t) 1 s2(t) owalu C dla t € [0, 27| tworzy krzywa, ktéra nazywamy sekantoopty-
ka C, g, owalu C.

Sekantooptyki w pewnym stopniu zachowuja wlasnoSci izooptyk owali, ale
okazuje si¢, ze takze maja silne zwiazki z ewolutoidami danej krzywej, z izooptyka-
mi dla par krzywych oraz z jezami zdefiniowanymi i badanymi przez R. Langevina,
G. Levitta i H. Rosenberga w pracy [31] i badanych ostatnio przez Y. Martineza-
Maure’a. Jezem nazywamy krzywa I', ktéra mozna sparametryzowaé za pomoca

réwnania

z(t) = 1/}(15)6“ + w'(t)ieit,
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gdzie ¥(t) = h(cost, sint) oraz h € C%(S!,R). Funkcja v (t) jest nazywana funk-
cja podparcia jeza I'.
W pracy [42] rozwazono pare¢ jezy

Ti: z1(t) = ¢ (e + 1) (t)ie”
oraz

Ta: 29(t) = o (t)e’ 4+ b (t)ie®
danych przez ich funkcje podparcia ¢ (t) = hy(cost, sint) i1a(t) = ha(cost, sint),
wzgledem dowolnie wybranego poczatku uktadu O. Warto podkreslié, ze nie zakla-
da sig tutaj, tak jak w pracy [37], ze jeze sg zagniezdzone. Niech [(t) bedzie prostg
styczng do I'; w punkcie z1 (¢), am(t) bedzie prostg styczng do I's w punkcie z2(t).

Wtedy dla danego kata o € (0, ), proste [(t) oraz m(t + «) tworza kat «. Miejsce

I'1 Iy
«a

geometryczne z,, " 2(t) przecigé prostych stycznych [(t) i m(t+ «) dla t € [0,27]
tworzy krzywa, ktéra nazywamy a- izooptyka C112 pary I'y i I's. Nastepnie przy-
pomniano klasyczna definicje ewolutoidy, ktéra méwi, ze ewolutoidg o kacie «
pewnej krzywej regularnej F': f = f(s) sparametryzowanej parametrem s nazy-
wamy obwiedni¢ prostych tworzacych ustalony kat § z prostg normalng w punkcie
f(s). Wykazano, ze kazda ewolutoida owalu jest jezem i ze kazda sekantooptyka
owalu jest izooptyka pary odpowiednio dobranych ewolutoid. Nastepnie wykorzy-
stujac wprowadzong teori¢ sekantooptyk i ich wtasnosci podano kilka uogdlnien
wzoréw calkowych wyprowadzonych wczesniej przy pomocy teorii izooptyk. Wy-

_sTy

bierajac odcinki ¢ i £2 jak przy konstrukcji sekantooptyki C£ otrzymano dla

owalu C wzory catkowe

//Snwdxdy=2vr2—2vr(ﬂ+v),
tita
ExtC

sinw .
// » dxdy = Lr_,(m—(8+7)) + L, sin(8+7),
ExtC

102
// SHtlz “dady = Ly, (7 — (8+7)) + Lr_, sin(3+7),
ExtC
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gdzie Lp_, i Ly, sg algebraicznymi dlugosciami jezy I'_s i I'y. Na koniec pracy
uogo6lniono do sekantooptyk wyzej oméwione twierdzenia o wypuklosci izooptyk.

Twierdzenie 3.1 ([42]). Sekantooptyka C,, s ~ jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy

suma rzutow wektoréw krzywizny ewolutoidy I' _g w punkcie 27 P(t— ) i ewolu-

toidy ', w punkcie 27 (t + . — 3) na kierunek wektora () jest mniejsza niz 2|Q(t)],
gdzie Q(t) = —M(t)iett* B — L(t)ie'*=P), dla pewnych okreslonych w pracy
funkeji L(t) i M(t).

Twierdzenie 3.2 ([42]). Jesli suma dtugosci rzutow wektorow krzywizny ewoluto-
idy T'_g w punkcie z~P(t) iewolutoidy T, w punkcie 27 (t + «) na kierunek wektora

2 () 27 (t+ )

jest mniejsza niz 2|2z7P ()27 (t + )| dla kazdego t € [0,27] i o € (B+7,7), to
sekantooptyki Cy, g, owalu C sq wypukte dla kazdego kqta o € (3 4+, ).

Kontynuujac badanie sekantooptyk M. Skrzypiec i W. Mozgawa podali w pra-
cy [45] pewne wiasnoSci sekantooptyk dla owali o stalej szerokoS$ci, twierdzenie
o stycznych do sekantooptyki i twierdzenie odwrotne do twierdzenia sinuséw dla
sekantooptyk. Wykazano, ze jesli C jest owalem o stalej szerokosci d, to w parame-
tryzacji rozwazanej w tej pracy odlegtos¢ pomiedzy punktami 2, g (%) 1 2a,8,-(t +

) sekantooptyki C, g, jest stata i réwna

- \/cos2ﬁ+ cos?y — 2cosacos 3 cosH.
sina

Pewna wersja twierdzenia odwrotnego jest prawdziwa, gdyz pokazano, ze jesli ka-
ty a — 23 i 7 sg liniowo niezalezne nad cialem liczb wymiernych oraz odleglosc¢
pomiedzy punktami z, g g(t) oraz z, g g(t+ m) na sekantooptyce C,, g 3 jest stata,
to C' jest owalem o statej szerokosci. Dalej dla ustalonego kata 7 € (0, 27) wprowa-
dzajac oznaczenie h” (t) na funkcje h(t 4 7) pokazano, ze dla sekantooptyki Cy, 3

owalu C' zachodzi nast¢pujgca relacja, zwana twierdzeniem o stycznych,

L(ZaprrZapy) +4(Q,QT) =2,
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gdzie wektor (), ktérego precyzyjna definicja jest trudna do przytoczenia, pelni ro-
le wektora g w teorii izooptyk. Twierdzenie sinuséw dla sekantooptyk udowodnita
M. Skrzypiec w pracy [55]. W pracy [45] autorzy dowiedli nastgpujgcego twier-

dzenia odwrotnego do twierdzenia sinusow.

Twierdzenie 3.3 ([45]). Niech C': z(t) = p(t)e' +p(t)ie' bedzie owalem, ktérego
funkcja podparcia p wzgledem poczqtku uktadu wspétrzednych jest klasy C* i niech
I" bedzie regularng krzywq Jordana. Zatoimy, Ze:

1. dana jest roiniczkowalna funkcja ¢ : R — R;

2. sieczng s1(t) otrzymujemy przez obrot prostej stycznej do owalu C' przecho-
dzqcej przez punkt z(t) dookota punktu stycznosci o kqt —f3, gdzie 3 € [0,);

3. sieczng so(t) otrzymujemy przez obrot prostej stycznej do owalu C' przecho-
dzqcej przez punkt z(p(t)) dookota punktu stycznosci o kqt v, gdzie v €
[0,7—f);

4. sieczne s1(t) i s2(t) przecinajq si¢ tworzqc kqt o(t) € (6+y, ) dla kazde-
go t € [0,27] w pewnym punkcie na krzywej T i ze dla kazdego t € [0,27]
zachodzi nastepujqca tozsamosé zwana wzorem sinusow

[2(t) — 20O + R(®)sin B _ |2(p(t)) — 20 ()] + Rlg(t)) siny _
sinay (t) sin ap(t)

(2() ~ R(®)sin 8 ie!?) — (2((8)) — R(p(t)) siny ie? D7)
sina(t)

Y

gdzie oy (t) i aa(t) sq kqtami, ktore tworzy prosta styczna do krzywej T', od-
powiednio, z siecznymi s1(t) i sa2(t), a R jest promieniem krzywizny owalu

K.
Wtedy T jest sekantooptykq Cy, g, owalu C.

Praca [46] prezentuje pewien wzor catkowy typu Cauchy’ego-Croftona dla pier-
Scienia C'Cy g ograniczonego owalem C'i jego sekantooptyka Cy 5 ~ oraz rozwa-

zania dotyczace wlasnoSci pola powierzchni tego piersScienia.
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Niech 3 € [0,7) iy € [0,7 — ) oraz a € (5 +~,m). Niech (z,y) € CCq 3,
i niech ¢1(z,y) oznacza odlegto$¢ pomiedzy punktem (x,y) a punktem (z1,y1) €
C' takim, ze prosta otrzymana przez obrot prostej podparcia krzywej C' w (z1,y1)
o kat —f3 przechodzi przez punkt (z,y). Wtedy

// dxdy — I (cos'y—fjosﬂcosa —sinﬁ) ’
t1 sina

CCa,p,y

gdzie L oznacza obwdd owalu C'.
Jesli Ag (o) oznacza pole powierzchni ograniczone przez sekantooptyke jako
funkcje zmiennej o, to w pracy [46] przedstawiono te funkcje jako pewng catke

z parametrem i wykazano, ze ta funkcja spetnia réwnanie rézniczkowe
A (a)sina+24g (o) cosa = G(a),

gdzie a € (5 +,m), za§ G(«) jest pewng funkcja wyznaczong w pracy. Ponadto
dla G # 0 lub ~ # 0 oszacowano:

0< Al TN Ry SinBsiny
54((B+7)7T) o s B G

Pozostaje problemem otwartym zbadanie wlasno$ci funkcji obwodu i pola powierzch-
ni ograniczonej sekantooptyka jako funkcji kata « tak, jak to zrobiono w pracy [48]
dla izooptyk tréjkatow.

4 Zastosowania izooptyk w pewnych problemach teorii
krzywych ptaskich

4.1 Zastosowanie izooptyk w teorii krzywych o stalej szerokosci

Przedwczesnie zmarly matematyk A. P. Mellish w pracy [34], ktéra miata duzy
wplyw na wiele prac z teorii krzywych ptaskich, podat szereg warunkéw réwno-
waznych temu, by krzywa byla o statej szerokosci. W pracy [40], korzystajac z teorii
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izooptyk budowanej w powyzej opisanych pracach, podano daleko idace uog6lnie-
nie tego twierdzenia, ktére ma zwiagzek z geometrig przestrzeni Minkowskiego,
geometrig rzutowg i wyzej wspomniang teorig jezy.

Tak jak wczesniej, niech C': z(t) = p(t)e® + p(t)ie® bedzie owalem spara-
metryzowanym za pomoca funkcji podparcia p(t). Jego a-izooptyka C, ma wtedy

parametryzacjg
2o (t) = p(t)e + (—p(t) ctga+ ip(t + a)) iett
“ sino ’
Jesli przyjmiemy, ze q(t, o) = 2(t) — 2(t + o), to jej krzywizna wyraza si¢ wzorem

kalt) = o (2alt.0) 2 a(t.0).4/(10)]).

~ alt, o)
gdzie [, | oznacza wyznacznik od swoich argumentéw. Z definicji izooptyka owa-
Iu C' jest miejscem geometrycznym punktéw, z ktdrych owal C' jest widziany pod
ustalonym katem 7 — «v. Z drugiej strony owal o stalej szerokosci a moze by¢ swo-
bodnie obracany w pasie o szerokosci a, co oznacza, ze rdwnolegle styczne do
tego owalu przecinajg si¢ ,,w nieskorficzonosci” dajac ,,m-izooptyke”. Niestety rzu-
towe pojecie prostej w nieskoficzonosci nie jest tu odpowiednim obiektem i dlatego
wprowadzono tu inny obiekt, ktéry jest zwigzany z owalem C' i jego a-izooptyka.
Sinus-krzywizng owalu C nazywano funkcije

2lq(t )2 — [a(t0).q (1))
Ralt) = a(t. )P

i w ten sposob owal, dla ktérego ., = const jest nazywany owalem o stalej a-
szeroko$ci. W ten spos6b mozna rozwazaé m-izooptyki i stalg m-szerokos¢, ktéra
nazywano stalg szeroko$cig w nieskoniczonosci i pokazano, ze owal C' jest krzywa
o statej szerokoSci w nieskonczonosci wtedy i tylko wtedy, gdy jest on owalem
o stalej szerokoSci (klasycznej). I jako wniosek otrzymano, ze dla 0 < o < 7 owal
jest o stalej a-szerokosci wtedy i tylko wtedy, gdy jego a-izooptyka jest okrggiem.

Jesli owal C jest sparametryzowany za pomocg funkcji podparcia, to jego Srodek
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Steinera wyznacza si¢ wzorem

S = % / 2(t)dt.

0
W pracy przyjeto, ze jest to poczatek uktadu wspotrzednych. Jest problemem otwar-
tym, czy Srodek Steinera izooptyki pokrywa si¢ ze Srodkiem Steinera wyjSciowego
owalu, ale w pracy [40] udowodniono, ze jesli dla owalu C' jego a-izooptyka dla
pewnego kata o € (0,7) jest okregiem, to jego Srodek jest Srodkiem Steinera owalu
C'. Z postaci wektora ¢(t, o) widad, ze nie moze on by¢ wykorzystany do uogdlnie-
nia pojecia szerokosci. W dalszej cze$ci pracy wprowadzono wigc funkcje d,, (t),
ktéra ma zwiazek z szerokoScia owalu, a ktéra nazwano «-rozprzestrzenieniem
owalu C' w punkcie ¢. W tym celu okreslono wektor Q(¢,a) pomiedzy rzutami
poczatku uktadu wspéirzednych na proste podparcia w punktach z(t) oraz z(t +
a) owalu C. Wtedy d,, (t) = |Q(t, )| = /p(t)2 + p2(t + @) — 2p(t)p(t + o) cos a,
gdzie p(t) jest funkcja podparcia owalu. Dla o« = m mamy, ze d(t) = p(t) +p(t +

) jest zwyklg szeroko$cig owalu w punkcie ¢. Z owalem C' stowarzyszono na-
turalnego jeza, czyli krzywa H,, okreSlong réwnaniem parametrycznym H,, (t) =

P(t)et + P'(t)ie™, ktérej funkcja podparcia P(t) jest dana wzorem P(t) = @(;7&)‘ :

Wtedy dowiedziono gtéwnego twierdzenia pracy.
Twierdzenie 4.1 ([40]). Dla ustalonego kqta o € (0,7) stwierdzenia:
(1) owal jest o statej a-szerokosci;
(ii) owal jest o statym c-rozprzestrzenieniu;
(iii) kazdy wektor q(t, ) jest rownolegly do wektora Q(t,a);

(iv) jesli o i g sq kqtami pomigdzy wektorem q(t, o) a prostymi podpierajgcymi

owal w punktach z(t) i z(t + «v), to wyrazenie

Iq(t,la)l2 (2|q<t’a)| - (kb(ltnf ;) t 8%1» @.1)

Jjest state, gdzie k oznacza krzywizne owalu;
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sq rownowazne.
Ponadto, dla wszystkich krzywych o tej samej statej a-szerokoSci b stowarzy-

szone jeze H, majq te samq dfugos¢ L dang wzorem
L =7b.

Dla o = 7 wszystkie stwierdzenia tego twierdzenia redukuja si¢ do odpowied-

nich stwierdzen pierwszego twierdzenia z pracy Mellisha [34].

4.2 Zastosowanie izooptyk w poryzmie Ponceleta

W tym rozdziale przedstawimy zastosowanie izooptyk do rozwigzania pew-
nego problemu zwigzanego z poryzmem Ponceleta. W tym celu krétko opiszemy
twierdzenie Ponceleta o zamkni¢ciu [51].

Niech E; i E9 beda dwiema takimi elipsami, Ze elipsa F; zawiera w swoim
wnetrzu elips¢ ' oraz niech P; bedzie punktem na E'j, za§ s; prostg styczng do
E5 wyprowadzong z punktu P;. Wychodzac z pary (Pj,s1) konstruujemy trans-
wersalng Ponceleta, to jest cigg (Py,s1, P2, 2, Ps,s3,...) taki, ze P; € E}, za$ s;
jest prostg styczng do elipsy s oraz Pji1 = s; N s;41. MOwimy, Ze transwersalna
Ponceleta zamyka si¢ po n krokach, jesli P11 = P;.

W latach 1813-1814 Jean Victor Poncelet dowiédl twierdzenia zwanego twier-
dzeniem o zamkni¢ciu, ktére zostato opublikowane po jego powrocie z niewoli
w Rosji.

Twierdzenie 4.2 ([S1]). Jesli Ey i Ey sq dwiema takimi elipsami, Ze elipsa E
zawiera w swoim wnetrzu elipse Fo oraz transwersalna Ponceleta wychodzgca
z punktu Py € Ey zamyka sie po n krokach, to transwersalna Ponceleta wycho-

dzqca z kazdego innego punktu elipsy Ey zamyka sie po n krokach.

Twierdzenie Ponceleta czgsto jest nazywane w literaturze poryzmem Ponceleta
Iub wlasnosciag poryzmu Ponceleta.

Tutaj bedziemy tak nazywac wlasno$¢, ktéra polega na tym, ze jesli pewien fakt
zachodzi w jednym punkcie, to réwniez zachodzi we wszystkich punktach rozwa-

zanego zbioru.
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W pracy [41] rozwazono poryzm Ponceleta dla pary takich dwéch zagniezdzo-
nych owali C'y, Cs, ze owal Cs lezy wewnatrz owalu C1, dla ktdérych, analogicznie
jak powyzej dla elips, rozwazono odpowiednig transwersalng Ponceleta. Otrzyma-
no w ten sposéb tak zwany bilard barowy, lub bilard z grzybkiem, z powodu po-
dobienstwa do pewnej formy bilardu, w ktéra grano kilkadziesiat lat temu. W tym
bilardzie gracze zdobywali punkty wbijajac kule do otworéw unikajac potracenia
,»grzybka” stojacego na Srodku stotu. Teraz role ,,grzybka” gra wewnetrzny owal,
ktéry w kazdym ruchu musi by¢ ,,potracony” przez kolejng styczna. Dla danego
owalu C' rozwazono pytanie, czy dla niego istniejg takie dwa owale, jeden owal
zawarty w nim Cj,, i drugi owal zawierajacy go Cyy, ze dla kazdej z par (C, Ciy,)
i (C,Cyut) zachodzi wlasnosé poryzmu Ponceleta. W tym celu rozwazono owal C'
w parametryzacji danej przez jego funkcj¢ podparcia wraz z jego izooptyka C,
i wykazano, ze jesli r(t) oznacza krzywizng owalu C a r(t) krzywizng izooptyki

Cy, to funkcja

o(t) = {Ra(t), O<a<m
k(t), a=0

jest prawostronnie ciggta wzgledem «. Dlatego istnieje takie € > 0, ze k(t) > 0,
gdy 0 < a < ¢it € R. Ponadto, jesli a = %’T jest takim katem, ze 0 < a < e dla
powyzszego ¢, to dla bilardu barowego, dla ktérego wyjsciowy owal C' jest owalem
Cs a jego a-izooptyka jest owalem (] transwersalna Ponceleta zamyka si¢ po n
odbiciach kazdego t i tworzy n-kat z przecigciami lub bez. Tak wigc, dla kazdego
owalu C istnieje taki zawierajacy go owal C,,; = C1, Ze odpowiadajacy tej parze
bilard barowy ma wtasno$¢ poryzmu Ponceleta.

W drugiej czesci pracy rozwazono problem istnienia owalu wewnatrz owalu C,
dla ktérego zachodzi wtasno$¢ poryzmu Ponceleta. W tym przypadku zatozono, ze
owal C jest sparametryzowany swoja funkcjg podparcia z(t) = p(t)e’ +p/(t)ie’,
a Srodek uktadu wspoétrzednych jest wybrany w Srodku Steinera owalu. Rozwazono
proste [(t) przechodzace przez punkty z(t) i z(t + «), dlakazdego ¢ € [0, 27] i wy-
prowadzono réwnanie obwiedni rodziny prostych {I(¢): ¢ € R} przy ustalonym c.

Dokonujac odpowiedniej zmiany parametru zapisano obwiedni¢ w terminach wyj-
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Sciowego parametru ¢t. Otrzymano w ten spos6b zamknicta krzywa z;s, (), ktéra
moze miec ostrza i samoprzeciecia i ktéra nazywano izooptyka wewnetrzng. Poka-

zano, ze

dla kazdego t oraz ze funkcja

120 t ) 0 < < )
Fino(t) = Kizo(t) a<m
K(t), a=0,

gdzie K, (t) oznacza krzywizne izooptyki wewnetrznej z;.,(t), jest ciggta z prawej
wzgledem a. Wtedy istnieje taki € > 0, Ze ki,o(t) >0, gdy 0 < a <eiteR.
Ponadto, jesli a = 2% jest takim katem, ze 0 < o < € dla powyzej wybranego ¢,
to dla bilardu barowego utworzonego przez wyjsciowy owal C'i jego wewngtrzng
izooptyke z;.o(t) dla kata « wzigta za owal C transwersalna Ponceleta zamyka
si¢ po n odbiciach dla kazdego ¢ i tworzy n-kat z samoprzeci¢ciami lub bez. Stad
dla kazdego owalu C' istnieje taki owal zawarty w C', Ze wyznaczony przez t¢ pare
bilard barowy ma wtasno$¢ poryzmu Ponceleta.

5 Pojecie izooptyki w innych przestrzeniach

Analogiczne problemy dotyczace izooptyk jak w pracy [4] byly badane przez
G. Csimg i J. Szirmaia na ptaszczyznach hiperbolicznej i eliptycznej w pracach
[12,14,15]. W artykule Isoptic surfaces of polyhedra [16] podano algorytm i odpo-
wiedni program komputerowy do wyznaczania izooptycznych powierzchni dla do-
wolnego wypuktego wielo$cianu w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Wy-
znaczono powierzchnie izooptyczne dla bryt platoriskich i pewnych péiforemnych

wieloScianéw Archimedesa oraz zilustrowane je graficznie dla pewnych katow.
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W pracy [13] podano naturalne przediuzenie pojecia izooptyki dla n-wymiaro-
wej przestrzeni euklidesowej, ktére nazwano izooptycznymi hiperpowierzchniami.
Podano tam algorytm do wyznaczania izooptycznych hiperpowierzchni, w szcze-
gblnosci wyznaczono réwnanie izooptycznej hiperpowierzchni dla prostokata. Po-
nadto podano zastosowania izooptycznych hiperpowierzchni, np. do projektowania
stadionéw, teatrow, kin, gdyz jest istotne by te miejsca byly tak zbudowane, ze-
by z kazdego punktu na widowni mozna bylo widzie¢ boisko, czy scen¢ pod tym
samym katem przestrzennym.

Th. Dana-Picard, G. Mann, N. Zehavi w pracach [18-20] przedstawili izoopty-
ki krzywych stozkowych jako przekroje pewnych toruséw z samoprzecigciami, co
otwiera nowe perspektywy w badaniu izooptyk stozkowych.
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Zbiory Koebego dla rodzin
funkcji z ustalonym Kierunkiem

wypuklosci

Pawet Zaprawa!

Streszczenie

W pracy zaprezentowane zostang problemy zwigzane z wyznaczaniem
zbioréw Koebego dla wybranych rodzin funkcji analitycznych zmiennej ze-
spolonej. GIéwnym narzedziem wykorzystywanym w tych badaniach jest za-
sada podporzadkowania. Wyznaczone zostang zbiory i funkcje ekstremalne,
dzigki ktérym znalezione zostang zbiory Koebego dla klas X'* oraz Y* zlo-
zonych z funkcji gwiazdzistych i wypuktych odpowiednio w kierunku osi
rzeczywistej i w kierunku osi urojonej. Przedstawione zostang takze wyniki
dla pewnych klas zwigzanych z rodzinami X'* i Y*.

Abstract

In this paper we discuss the problem of determination of the Koebe sets
for selected families of analytic functions of a complex variable. The main
tool used in this research is the Lindelof principle. We derive the extremal
sets and the extremal functions and, in a consequence, the Koebe sets for two
classes: X'* and V* consisting of functions that are starlike and convex in the
direction of the real axis and the imaginary axis, respectively. Moreover, the
results for some related classes are presented.

Stowa kluczowe: zbiory Koebego, funkcje gwiazdziste, funkcje wypukle w usta-

lonym kierunku
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1 Wstep

Zagadnienia zwigzane ze zbiorami warto$ci przyjmowanych przez funkcje ana-
lityczne sa gleboko zakorzenione w geometrycznej teorii funkcji analitycznych. Na-
leza, obok probleméw wspodtczynnikowych, do klasycznych probleméw pojawia-
jacych sie juz w poczatkowym okresie rozwoju tej teorii. Zrédtem tych zagadnier
sg prace powstate w pierwszych dwéch dekadach XX wieku.

W 1907 Koebe [13] sformutowat hipoteze dotyczaca nieprzyjmowanych war-
tosci przez funkcje analityczne i jednolistne, majgce w kole jednostkowym A =
{z € C: |z| < 1} rozwinigcie w szereg Taylora postaci

f(z):z+a222+a3z3+... , 2 €A, (1.1)

Klase takich funkcji oznaczamy przez S. Mianowicie, Koebe przewidywat, ze mo-
dut nieprzyjetej warto$ci musi by¢ niemniejszy niz 1/4. Dowdd tego faktu podat
w 1916 Bieberbach [1] w nastepujacym twierdzeniu, zwanym czesto twierdzeniem
Koebego-Bieberbacha.

Twierdzenie 1.1. Jesli f € S, 10 Ay 4 C f(A).

Symbol A, oznacza zbiér {z € C: |z] < r}.

Bieberbach w dowodzie wykorzystat operator f +— df(z)/(d — f(z)), ktéry
przy zatozeniach powyzszego twierdzenia zachowuje jednolistno$¢, oraz udowod-
niony wlasnie fakt, ze |ag| < 2

W tym samym czasie publikowane sg pierwsze twierdzenia dotyczace oszaco-
wania wyrazefi | f(2)| 1 |f'(2)],

wynikéw dla klasy S byl Koebe. Wykazal on nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 1.2. Jesli f € S, to dla |z| < 1,

ER 1 ]e)
STEE O arap OIS aoaE

I

Takze w dowodzie ww. faktéw (zwanych twierdzeniami Koebego o pokryciu

i znieksztatceniu) wykorzystuje si¢ oszacowanie |az| < 2 dla funkcji nalezacych
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do S. Jak wida¢, twierdzenie 1.2 daje réwniez informacje o warto$ciach przyjmo-
wanych, a takze nieprzyjmowanych, przez funkcje jednolistne. Biorac supremum
wyrazenia |z|/(1+ |z|)? po wszystkich z € A otrzymujemy statg 1/4 wystepujaca

w tezie twierdzenia 1.1.

2 Podstawowe definicje, fakty i oznaczenia

Oznaczmy symbolem A klas¢ wszystkich funkcji analitycznych w kole A po-
staci (1.1). Rozwiniecie (1.1) oznacza, ze dla f € A mamy

f(0)=0, f'(0)=1. 2.1)
Dla ustalonej klasy A C A przyjmujemy nastepujace okreSlenie.
Definicja 2.1. Zbior Ka=\yea f (A) nazywamy zbiorem Koebego klasy A.

Tak zdefiniowane pojecie zbioru Koebego pojawia si¢ po raz pierwszy w pracy
[14] Krzyza i Reade’a z 1967.

Twierdzenie 1.1 mozna zapisa¢ wykorzystujac definicje zbioru Koebego oraz
tzw. niezmienniczo$¢ klasy S wzgledem obrotu w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie 2.1. Ks= A 4.

Wtasno$¢ niezmienniczosci klasy A C A wzgledem obrotu oznacza, ze dla do-
wolnego ¢ € R mamy
feAs foe A, 2.2)

gdzie f,,(z) = e f(2¢'?). Latwo mozna uzasadnié, ze jesli klasa A posiada wia-

snos¢ (2.2), to zbiorem Koebego takiej klasy jest koto A,,, gdzie
m= lim min{|f(z)|: f € A,|z|=r}.
r—1-

Niezaleznie od tego, czy zbiér Koebego jest kolem czy tez nie, promieni naj-
wiekszego kola A, zawartego w K 4 nazywamy stalg Koebego dla klasy A. Jesli
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zatem wy jest nieprzyjmowang wartoscig przez funkcje klasy A, to modut liczby
wo musi by¢ niemniejszy od statej Koebego tej klasy.
Whprost z definicji zbioru Koebego wynika nast¢pujacy lemat.

Lemat 2.1. Jesli Al,Ag CAiAL CAs 0 KA2 C KA1'

Funkcjami ekstremalnymi w twierdzeniu 2.1 sg funkcje postaci f(z) = 0
ktére naleza réwniez do klasy S* funkcji gwiazdzistych wzgledem punktu O i unor-
mowanych warunkiem (2.1). Przypomnijmy, ze funkcja f jest gwiazdzista wzgle-
dem punktu wy, jesli zbior f(A) jest gwiazdzisty wzgledem tego punktu. Z kolei,
o zbiorze D méwimy, ze jest gwiazdzisty wzgledem punktu wy, jesli dla kazdego
punktu w nalezacego do wngtrza zbioru D, odcinek [wg,w] jest zawarty w tym
zbiorze.

Zatem z faktu, ze S* C §'i z lematu 2.1 wynika nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 2.2. Kgs- = A,

Problematyka wyznaczania zbioréw Koebego dla r6znych klas funkcji anali-
tycznych stala si¢ jednym z najwazniejszych zagadnien rozwazanych w II polo-
wie XX wieku przez matematykéw zajmujacych si¢ geometryczng teorig funkcji
analitycznych. Warto w tym miejscu wspomnie¢ o pracach McGregora (1964),
Merkesa i Scotta (1966), Brannana i Kirwana (1969), Goodmana (1977, 1979),
Goodmana i Saffa (1979), Bshouty’ego, Hengartnera i Schobera (1980), (patrz
m.in. [2-4, 18, 19]). Badania nad tymi problemami w zakresie funkcji harmonicz-
nych prowadzili Clunie i Sheil-Small (1984) oraz Mateljevi¢ (2007), a w zakresie
funkcji quasikonforemnych - Juve (1954) oraz Ikoma (1970).

Nalezy zauwazy¢ bardzo istotny wklad w badania nad zbiorami Koebego ma-
tematykow zwigzanych z lubelskim o§rodkiem naukowym. Niezwykle wazne sa
przede wszystkim wyniki Krzyza (wspdlne prace ze Ztotkiewiczem (1971, [15])
i Reade (1987, [14]), Ziotkiewicza (wraz z Reade (1971, [20])) oraz Lewandow-
skiego (we wspélpracy z Miazgg i Szynalem (1975, [16] oraz 1980, [17])). Warto
wspomnie¢ takze o pracach Goduli (1986), Koczana (1989), Sobczak-Kne¢ (2007),
a w ostatnich latach Koczana i Zaprawy (patrz m.in. [6-12,21-23]).

___r____
1—2z€i9)2
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Jeden ze wspomnianych powyzej rezultatéw bedzie wykorzystany w dalszej
czesci tej pracy. Wynik ten zostal uzyskany przez Reade’a i Ztotkiewicza.

Oznaczmy przez KC(1) zbior funkcji f € A, ktére sa jednolistne i wypukle
w kierunku osi rzeczywistej. O funkcji f méwimy, ze jest wypukia w kierunku
osi rzeczywistej, jesli przeciecie dowolnej prostej rownolegtej do osi rzeczywistej
i f(A) jest zbiorem spéjnym (zbiorem pustym, odcinkiem lub pétprostg zawartg
w tej prostej, cala prosta). Zastepujac of rzeczywista osig urojong otrzymamy klase
K (i) funkcji jednolistnych i wypuklych w kierunku osi urojonej. Dla K(1) mamy
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3 ([20]). Ky (1) = {w € C: 8w|(|w|+|Rew]) < 1}.

Zbiér Ky (1) jest symetryczny wzgledem obu osi ptaszczyzny zespolonej. R6w-
nanie biegunowe brzegu tego zbioru w prawej pélptaszczyznie jest postaci w =
o(@)e¥™/2, o € [—1,1], gdzie o(yp) = W. Mamy ponadto ponizszy wnio-
sek.

Whiosek 2.1. KIC(@) = iKIC(l)-

Wazna role przy wyznaczaniu zbioréw Koebego odgrywa jednolistno$¢ funkcji
danej klasy. Pozwala ona na wykorzystanie jako podstawowego narzedzia zasady
podporzadkowania.

Niech f i F' beda funkcjami analitycznymi w A. Méwimy, ze funkcja f jest
podporzadkowana funkcji F' (piszemy: f < F'), jesli istnieje funkcja analityczna w
taka, ze w(0) =0, |w(2)| < 11 f(2) = F(w(z)) dla z € A. Zasadg podporzadko-

wania, lub tez zasadg Lindeltfa, nazywamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.4. Jesli f < F, to
1. f(0)=F(0),

2. f(0)| < [F'(0)

>

3. f(Ay) C F(A,) dla kazdego r € (0,1].
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Jesli dodatkowo funkcja F' jest jednolistna, to podporzagdkowanie f < F' jest
réwnowazne temu, ze f(A) C F(A).

W dalszej czesci tej pracy przedstawiona zostanie metoda wyznaczania zbio-
réw Koebego przy wykorzystaniu podporzadkowania dla klasy ztozonej z funk-
cji, ktore sa jednoczeSnie gwiazdziste i wypukle w kierunku osi rzeczywistej. Aby
uprosci¢ notacje, zamiast symbolu (1) N S* do oznaczenia tej klasy bedziemy
uzywali symbolu X*. Zastepujac w powyzszym okresleniu wypukltosé w kierunku
osi rzeczywistej wypukto$cig w kierunku osi urojonej otrzymamy klase (1) N S*
oznaczang w skrocie V*. Oczywiscie funkcje nalezgce do X'* lub V* sg jednolistne.

Przydatne bedg nastepujgce oznaczenia: (D) ={z:2¢ D}, D={z:2 € D},
AD ={)\z:z¢€ D}.

3 Zbiory ekstremalne klasy X*

Udowodnimy najpierw, nastepujacy lemat.
Lemat 3.1. Jesli f € X*, to f(Z), —f(—z), —f(—Z) tez nalezq do X*.
Dowdéd. Oznaczmy przez D obraz kota A przez funkcje f € X'*. Wtedy, oznacza-

jac przez f1, fa, f3 funkcje z tezy lematu, mamy
fi(A)=D, fo(A)=-D, f3(A)=-D.

Poniewaz powyzZsze zbiory sa symetryczne do D wzgledem, odpowiednio, osi rze-
czywistej, punktu 0, osi urojonej, zatem sg one zaréwno gwiazdziste, jak i wypukte

w kierunku osi rzeczywiste;j. 0

Whioskujemy stad, ze zbiér Koebego klasy A'™* jest symetryczny wzgledem obu
osi ptaszczyzny zespolonej. Rzeczywiscie, jesli w jest punktem brzegowym zbioru
K y+, toistnieje funkcja f € X*, dlaktérej w € f(A). O takiej funkcji méwimy, ze
jest ekstremalna w problemie wyznaczania zbioré6w Koebego. Na mocy lematu 3.1,
punkty w, —w, —w takze nalezg do brzegu zbioru K y«, co daje nam wspomniang

wezeSniej symetri¢. Oznacza to, ze przy wyznaczaniu brzegu zbioru Koebego dla
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X* wystarczy ograniczy¢ si¢ do tej czgsci brzegu, ktdry lezy w pierwszej ¢wiartce
plaszczyzny zespolone;j.

Wyznaczymy teraz zbiory ekstremalne, tj. takie zbiory E, ktére sg obrazami
kota A przez funkcje klasy X'*, a cho¢by jeden punkt brzegu zbioru F jest zarazem
punktem brzegowym zbioru K y=.

Niech f € X*iwg ¢ f(A), przy czym wy = 0e'?™/2, 0> 0, p € [0,1]. Z gwiaz-
dzistosci funkcji f wynika, ze pétprosta {wot : t > 1} jest roztaczna z f(A). Z wy-
puktosci w kierunku osi rzeczywistej wynika, ze jedna z pétprostych poziomych
wychodzacych z wq tez jest roziaczna z f(A). Z powyzszego otrzymujemy, ze

zbiory ekstremalne sg dopetnieniami sektoréw postaci
Ey={weC : 0<arg(w—wp) <argwp}
lub
Ey={weC : argwy < arg(w —wp) < 7}.

W dalszej kolejnosci wyznaczymy funkcje klasy X'* odwzorowujgce A na
zbiory (E;)¢, j = 1,2, to jest dopetnienia sektoréw o miarach o7 /21 (1 —¢/2),

¢ € ]0,1]. Oba te zbiory mozna uzyskac z dopetnienia zbioru
{weC :arg(w—a)| <pr/4}, a=1/(4—9),

stosujac odpowiednio dobrane przesuniecie i obrét (w przypadku zbioru (E2)€ trze-
ba dodatkowo zastgpi¢ /2 przez 1 — ¢/2). Oznacza to, ze funkcje ekstremalne

mozna uzyskac skladajac funkcje

N 2-p/2
f(z):all—(i_i_i) ’ ],a:l 3.1)

z transformacja Mobiusa

! (F5e) — #(=i)
(1—2)f (=it

i obrotem o kat 8, z odpowiednio dobranymi parametrami ¢, 6.

fi(z) = ,te(—1,1) (3.2)
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Niech ¢ € [0,1] i niech f, f; beda dane wzorami (3.1) i (3.2). Mamy wigc

po 14at\1=¢/2 1
ren=(25) T e

_(1—2'75)2(1—#)1—%0/2{ (z—it) }
1) =3 \T5a Magi) —9 T
14¢2

1—¢2°

Poniewaz f(A) = C\{w e C :|arg(w—a)| < om/4}, zatem (f:(A))¢ jest
sektorem o kacie /2 i wierzchotku a; lezacym na dodatniej pétosi rzeczywistej.

skad

gdzie a; = a

Ramiona /; i [ tego sektora tworza z osig rzeczywista katy
) 1—it
O1m=—pr/4+2arg(l1—it)+(1—¢/2)arg i) = —pr/4—(4—p)arctgt
7
oraz
1—it
14t

Oom = om /4 +2arg(l —it)+ (1 —¢/2) arg < ) = r/4—(4—p)arctgt.

Nalezy teraz obrdcic ten sektor o kat /2, aby dopetnienie tego obréconego
zbioru bylo zbiorem gwiaZdzistym wzgledem punktu O i wypuklym w kierunku osi
rzeczywistej. Po takim obrocie otrzymamy sektor

{w eC:0< arg(w_WO)‘ < @7-‘-/2}’ wo = atei<p7r/2‘

Aby uzyskaé pozadany kierunek ramion sektora, musi zachodzi¢ warunek 62 = 0,
czyli
™ 9
t=t(p)=tg|—--—— . 33
(o) =tg ( Y w) (3.3)

Funkcja realizujaca opisany obroét jest
Fy(2) = €%™/2 fy (2 #7/2), z€ A (3.4)

Z nieréwnosci 0 < ¢ < 11 (3.3) wynika, ze t € [0,2 —/3].
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Z powyzszego rozumowania wnioskujemy, ze £, (A) = (E )¢, przy czym wg =

A(p)et™/2, gdzie A(p) = ay(,). Mamy zatem

1
(4—¢)cos (%)

Ap) = ;v e[0,1]. (3.5)

W szczegblnym przypadku, gdy ¢ = 0 (wéwcezas ¢t = 0), mamy f(z) = ﬁ
i w konsekwencji Fy(z) = ﬁ

W sposéb podobny do przedstawionego powyzej mozna wyznaczy¢ funkcje

jednolistng odwzorowujaca A na dopelnienie zbioru F». Funkcja ta jest postaci

Gy(z) = ei“"”ﬂgt(@) (ze_w”/Q), z €A, (3.6)
gdzie
g(F5L) —9(=it)
= 1,1 .
gt(Z) (1 —t2)gl(—it) RAS ( ) )7 (3.7)
1— 7\ He/2 1

Mamy zatem

Go(A)=C\{weC :pr/2 <arg(w—wop)| <7}, wo = B(p)e™/?,

gdzie
1
B(So) = o\’ p e (071]7 (3.9)
(2+¢)cos ((i ‘2‘2’ )
przy czym ¢ i ¢ zwiagzane sg zaleznoscia
T 2—

Ze wzgledu na to, ze 0 musi by¢ punktem wewnetrznym zbioru G, (A) przyjmu-
jemy, ze ¢ € (0,1]. Uwzgledniajac wzér (3.10), otrzymujemy, ze ¢t € (—1,v/3 — 2].
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4 Zbior Koebego dla klasy X*

Rozwazmy teraz funkcje A(p) i B(p) odpowiadajace krzywym zakreslonym
przez zmieniajace si¢ wierzchotki sektoréw opisanych w poprzednim rozdziale.
Zauwazmy, ze obie funkcje [0,1] 3 ¢ +— 4 —2¢p oraz [0,1] 5 ¢ +— cos (4 72r¢) sa

malejace. Zatem A(yp) jest w przedziale [0, 1] funkcja rosnaca oraz
max {A(¢) : p € [0,1]} = A(1) = 2v/3/9.
Z drugiej strony mamy B(p) = A(2— ), a zatem
min{B(p) : ¢ € (0,1]} = B(1) = A(1).
Oznacza to, ze
A(9) < B(¢) dlakazdego 6 € [0,1],4 € (0,1]. 4.1)

Mozna teraz zdefiniowaé dwa obszary H; i Hy lezace w pierwszej ¢wiartce
ptaszczyzny zespolonej. Obszar H; jest ograniczony krzywa A(go)ewﬂ/ 2 pel0,1]
oraz odcinkami [0, 1/4] i [0,21/3i/9], za$ obszar H jest zbiorem nieograniczonym,
ktérego brzeg stanowi dodatnia péto$ rzeczywista, odcinek [0,2+/3i/9] i krzywa
B(p)e?*™/2, o € (0,1]. W poprzednim rozdziale wykazlismy, ze

= () Fo(A)n{weC :Rew > 0,Imw > 0} 4.2)
pE(0,1]
oraz
= (] Ge(A)n{weC :Rew > 0,Imw > 0}. (4.3)
©€(0,1]

Co wigcej, z (4.1) wynika, ze
Hy C Hy. 4.4)

Twierdzenie 4.1. Zbior Koebego klasy X* jest obszarem ograniczonym i syme-
trycznym wzgledem obu osi ptaszczyzny zespolonej. Brzeg tego zbioru w pierw-
szej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej jest postaci w = A(p)e™¥™/?, o € [0,1), gdzie
A(p) jest dane wzorem (3.5).
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Dowdéd. Niech wg bedzie dowolnym punktem brzegowym zbioru Koebego klasy
X*, argwg = /2, ¢ € [0,1]. Oznacza to, ze istnieje funkcja f € X'™* taka, Ze
wp € Of(A). Gwiazdzistos¢ oraz wypuktos¢ w kierunku osi rzeczywistej funkcji
f powoduja, ze

f(A) CFy(A) Tub  f(A) CGy(A),

gdzie ¢ € [0,1] (w przypadku funkcji G, wykluczamy 0).
Z jednolistnosci funkcji F,, G, oraz z tego, ze f(0) = F,(0) = G,(0) =0
wynika, Ze
[<F, lub f=<G,.

Oznacza to, Ze mamy
1= () <FL0)=1 b 1=f(0)<G,(0)=1,
co w konsekwencji daje
f=F, lub f=GqG,.

Powyzsze rozumowanie prowadzi do stwierdzenia, Zze w celu wyznaczenia zbio-
ru Koebego wystarczy rozwazac jedynie funkcje Fi,, G, dane wzorami (3.4) i (3.6).
Stad i z (4.4) mamy

Ky«N{weC :Rew > 0,Imw > 0} = H;. 4.5)

Co wigcej, punkty wy = 1/4 oraz wg = 21/3i/9 nalezg do zbioru K y+. Mia-
nowicie, dla funkcji Fy(z) = ﬁ mamy Fy(A) =C\ [1/4,00), zas$ dla funkcji
Fijest Fi(A) =C\{w e C :Rew > 0,Imw > 2v/3/9}.

Z powyzszych faktéw i symetrii zbioru Koebego wzgledem obu osi ptaszczy-

zny zespolonej wynika teza. O
Whiosek 4.1. Jesli f € X%, to Ay /4 C f(A).

Inaczej méwigc, stalg Koebego klasy X'* jest 1/4.
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5 Zbiory Koebego dla klas zwigzanych z X'

Zauwazmy najpierw, ze zbiér Koebego dla klasy V* mozna w tatwy sposéb
otrzymac ze zbioru K y«. Rzeczywiscie, jesli funkcja f € A jest gwiazdzista i wy-
pukta w kierunku osi rzeczywistej, to funkcja i f(z/i) tez jest gwiazdzista, a po-
nadto wypukta w kierunku osi urojonej. W konsekwencji, jesli E jest zbiorem eks-

tremalnym dla klasy X'*, to zbiér ¢ F jest zbiorem ekstremalnym dla klasy )*. Stad

Twierdzenie 5.1.
Ky+ = 1K y+.
Na mocy definicji klas X* i Y* mamy A C §* oraz Y* C §*. Zatem, zgodnie
z lematem 2.1,
Ks« C Ky~ oraz Kg+ C Ky=.

Latwo sprawdzi¢, ze powyzsze zawierania majg miejsce gdyz, na mocy twierdzenia

2.2, K5~ jest kotem o promieniu 1/4, a z drugiej strony
1/4=A(0) =min{A(p) : p € [0,1]}.

Podobnie, z definicji klas X'* i }* wynika, Ze rodziny te s podzbiorami klas
K(1) i K(7), odpowiednio. Zatem, znéw na mocy lematu 2.1, mamy

KIC(l) C Ky+ oraz KIC(i) C Ky*.

Powyzsze relacje pomig¢dzy zbiorami Koebego dla klas X*, $* i K(1) pokazuja
Rysunki 11 2.

Rozwazmy teraz rodzing X' N Y* ztozong z funkcji gwiazdzistych, ktére sa jed-
noczescie wypukte w kierunku osi rzeczywistej i osi urojonej. Lemat 3.1 gwarantu-
je, ze zbiér Koebego tej klasy tez jest symetryczny wzgledem obu osi ptaszczyzny

zespolonej. Z kolei, z lematu 2.1 wiemy, ze
Ky« C Kx«ny~ oraz Ky C Ky«qy-=.

W celu wyznaczenia zbioru K y«ny= przeanalizujemy zbiory ekstremalne dla
klasy X* N Y*.



5 Zbiory Koebego dla klas zwigzanych z X'* 53

Rysunek 1: Zbiory Koebego: K s+ wewnatrz i K y+ na zewnatrz

Rysunek 2: Zbiory Koebego: Kc(1) wewnatrz i K x~ na zewnatrz
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Niech f € X*NY* i wy ¢ f(A), przy czym wg = 0e'™/2, 0> 0, ¢ € [0, 1].
Z gwiazdzistosci funkcji f wynika, ze pétprosta {wot : t > 1} jestrozigcznaz f(A).
Na podstawie wypuktosci w kierunku osi rzeczywistej wnioskujemy, Ze jedna z p6t-
prostych poziomych wychodzgacych z wy jest roztaczna z f(A). Wypuktosé w kie-
runku osi urojonej powoduje, ze z f(A) jest roziaczna jedna z pétprostych piono-
wych wychodzacych z wg. Laczac powyzsze spostrzezenia otrzymujemy, Ze zbiory
ekstremalne mogg by¢ dopetnieniami sektoréw postaci

Dy = {weC : 0<arg(w—wp) <7/2}

Dy = {weC : argwy < arg(w—wp) <7}

Ds = {weC: —7n/2<arg(w—wp) < argwp}

Dy = {weC: —w/2<arg(w—wp) <7}.

Niech wigc
1 1—2\3/2
hz)= = |1— 1
(2) 3{ (1+z> ] G-
oraz
h(EL ) — h(—it)
he(z) = (75ic) te(=1,1). (5.2)

(1—t2)h/(—it)

Zbior (hi(A)) jest sektorem, ktérego wierzchotek lezy na dodatniej p6tosi
rzeczywistej, a ramiona tworzg z tg pétosig katy o miarach —7/4 — 3arctgt oraz
7 /4 — 3arctgt. Jesli teraz obrécimy ten zbiér o kat /2 = w/4 + 3arctgt, to

otrzymamy zbiér postaci D;. Mamy zatem

t=1t(p) =tg (17; (20— 1)) . (5.3)
Zatem funkcja
Hy(z) = e 2hy(0)(ze7#T/2) | zeA, (5.4)

odwzorowuje kolo A na dopetnienie zbioru D;, przy czym wierzchotkiem tego
sektora jest wy = C(p)e™?™/2, gdzie
1
Cle)

- 3cos(pm/3 —1/6)

, pe[0,1]. (5.5)
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Wykazemy teraz, ze dla kazdej funkcji f; odwzorowujacej koto A na zbidr
(D)%, j =2,3,4 mamy wg = k- C(p)e™¥™/2, k> 1.

Przypusémy jednak, Ze istnieje f4 € X* N Y* taka, ze fy(A) = C\ Dy, gdzie
wy = k- C(p)e¥™/2, k € (0,1]. Z faktu, ze (D4)° C (D;)¢ wynika podporzadko-
wanie fy < f1. Ale wtedy, z zasady podporzadkowania, otrzymujemy 1 = f;(0) <
f1(0) = 1, czyli sprzecznosé.

Przypusémy teraz, ze istnieje fo € X* N Y* taka, ze fo(A) = C\ Do, przy
czym wierzchotkiem sektora Do jest punkt wg = k- C'(p)e?™/2, k € (0,1]. W tym
przypadku funkcja fg(z) = —m takze nalezy do X* N Y* i przeksztatca A na
zbiér (—D2)¢, ktdry jest zawarty w (D1)¢. Oznacza to, ze fa < f1, co prowadzi
do sprzeczno$ci podobnie jak w przypadku funkcji f4. Analogiczne rozumowanie
moze by¢ przeprowadzone rowniez dla funkcji fs.

Z powyzszego wynika, ze sposréd zbioréw (D;)¢, j = 1,2,3,4 najmniejsza co
do modulu nieprzyjmowang wartoscig na péiprostej o kierunku /2 jest C' (p)
postaci (5.5). Innymi stowy, zbiér Koebego klasy X'* N )* wyznaczajg zbiory (D)€,

a brzeg tego zbioru mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji C(¢). Mamy wiec

Twierdzenie 5.2. Zbior Koebego klasy X* N Y* jest obszarem ograniczonym i sy-
metrycznym wzgledem obu osi plaszczyzny zespolonej. Brzeg tego zbioru w pierw-
szej éwiartce plaszczyzny zespolonej jest postaci w = C()e™¥™/2, p € [0,1], gdzie
C(p) jest dane wzorem (5.5).

Analizujac monotoniczno$¢ funkeji C'(p), ¢ € [0, 1] otrzymujemy nastepujacy

whniosek.
Wnhiosek 5.1. Jesli f € X*NY*, to Ay 3 C f(A).

Na koniec warto poréwna¢ otrzymany zbiér K y«ny+ ze zbiorem Koebego dla
klasy KC(1) N (7). W klasie tej nie zadamy gwiazdzistosci funkcji, jak to si¢ dzieje
w przypadku funkcji klasy X* N Y*.

Klasa k(1) N K () jest szczegblnym przypadkiem rodziny funkcji analitycz-
nych, ktére sa wypukle w dwéch ustalonych kierunkach e™#/2 oraz '™7/2, gdzie
—1 < 8 <y < 1. Zbidr wszystkich takich funkcji oznaczany jest symbolem K3 .,.
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Klasa ta badana byla w pracy [7]. Zgodnie z powyzszym okreSleniem, /C(1) N
K(i) = Ko.

Niech f bedzie funkcja nalezacg do K (1) NKC(4) i niech wg ¢ f(A), przy czym
wy = 0e'™/%, o> 0, ¢ € [0,1]. Z wypuktosci tej funkcji w kierunku obu osi
ptaszczyzny zespolonej otrzymujemy, ze jedna z pétprostych {wg+t: ¢ > 0} lub
{wp—1t:t >0} jestrozigczna z f(A) oraz jedna z pétprostych {wg+ti: ¢t > 0} lub
{wo —ti:t >0} jest rozlaczna z f(A). Zatem zbidr f(A) zawarty jest w jednym
ze zbioréw postaci (C;)¢, j = 1,2, 3,4, gdzie

C; = {weC: 0<arg(w—wp) <7/2}
Cy = {weC: n/2<arg(w—wp) <7}
C; = {weC: —n/2<arg(w—wp) <0}
Cy = {weC: —7w/2<arg(w—wp) <7}.

Zauwazmy, ze C = Dy oraz Cy = Dy, gdzie D1 i D4 sg zbiorami ekstremalny-
mi dla klasy X* N Y*. W takim sam sposoéb jak dla klasy X'* N Y*, mozna pokazac,

ze
Kiynk@ NM{w € C :Rew > 0,Imw > 0} =

( () Hel )ﬂ{we(C Rew > 0,Imw > 0},

pE[0,1]

gdzie H, jest postaci (5.4). Okazuje si¢ wigc, ze pomimo iz
X Ny S K(1)NKG),
to prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.3.

Kk = Kx=ny+-

Zbiory Koebego dla klas X*, Y* i X* N Y* (a zatem takze dla klasy /(1) N

KC(i)) zaprezentowane zostaly na Rysunku 3.
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Rysunek 3: Zbiory Koebego: K x«, Ky~ wewnatrz i Ky (1)nic(;) ha zewngtrz

6 Uwagi dotyczace klas funkcji o wspotczynnikach

rzeczywistych

W badaniach zbioréw Koebego czesto pojawiaja si¢ klasy ztozone z funkcji,
ktérych wspétczynniki sg liczbami rzeczywistymi. Takie dodatkowe zatoZenie skut-
kuje symetrig zbioréow f(A) wzgledem osi rzeczywistej. Ten fakt nalezy uwzgled-
nia¢ przy poszukiwaniu zbioréw ekstremalnych danej klasy i powoduje zwykle du-
7o wigksze trudnosci w wyznaczaniu zbior6w Koebego.

Opisany problem zilustrowany zostanie na przyktadzie klasy Kr(1) N Kg(7)
zlozonej z funkcji f € (1) N/C(7) majacych wszystkie wspotczynniki rzeczywiste.
Wykorzystujac geometryczne wlasnosci klasy tatwo zauwazy¢, ze zbiorami ekstre-

malnymi mogg by¢ jedynie dopetnienia nastepujacych zbioréw:
By =C1UCq, By =CyUCy, By=CyUCy,

gdzie C;, j = 1,2, 3,4 zostaly opisane w podrozdziale 5 (przyjmujemy, ze wspdlne
wierzchotki wy tych sektoréw majg argument w zakresie [0,7)). Zauwazmy, ze
zbiér (C3UC3)¢ jest péiptaszczyzng {w € C: Rew < Rewy }. Jest on szczegélnym
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przypadkiem zbioru (C; UC')¢ przy zalozeniu, ze ¢ = 0. Z tego powodu nie musi
by¢ osobno uwzgledniany w rozwazaniach.

Funkcje jednolistne, ktére odwzorowujg kolo A na zbiory ekstremalne (Bj)°¢,
(B2)¢, (B4)¢ mozna wyznaczy¢ na podstawie wzoréw Schwarza-Christoffela, gdyz
zbiory te sa uogbélnionymi wielokatami. Ponadto, w przypadku dwéch pierwszych
zbioréw, ktére sg czworokgtami, katy wewnetrzne majg miary 0, 37/2, —7, 37/2,
za$ dla uogélnionego trojkata (By)¢ miary wewnetrzne sg réwne 7/2, 0, w/2.

Argumentujac w sposéb podobny jak w podrozdziale 5 mozna stwierdzic, ze
punkty brzegowe zbioru Koebego dla klasy Kr(1) N Kgr(i) lezace w pierwszej
¢wiartce ptaszczyzny zespolonej sg generowane jedynie przez zbiory postaci Bj.

Funkcja odwzorowujaca koto A na (Bj)¢ dana jest wzorem

z—/\/l Cem#) (1 —Cet®)

¢)(1+4¢)?

dg,

gdzie gataz pierwiastka zespolonego jest dobrana tak, by v/1 = 1. Zauwazmy, ze
1= oraz Jr(z) = log 2.
Wierzchotki sektoréw Bj lezg na krzywej D([0,7)), gdzie

w granicznych przypadkach otrzymujemy Jy(z) =

V(L= 1) (1~ te?iv)

(—tew) (1 +tew)2 ©D

. . 1
Dlg) = Jpfe'?) =

Analizujac ksztalt zbioréw (B )€ i wykorzystujac zasadg podporzgdkowania moz-
na réwniez stwierdzié, ze funkcja [0,7) — Re(D(yp)) jest malejgca. Poniewaz
D(0) = 1/2 i lim,—.rRe(D(p)) = —oo, wigc istnieje o € (0,7) takie, ze
Re(D(¢p)) = 0. Oznaczmy zatem przez Hs zbiér domkniety lezacy w pierwszej
éwiartce ptaszczyzny zespolonej ograniczony przez krzywe D([0, ¢g)] oraz odcin-
ki [0,1/2]1 [0, D(ipg)] oraz oznaczmy przez H wnetrze zbioru H3 U H3U (—H3)U
(—H3). Otrzymujemy zatem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.1.

Kz )iz () = H-
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Wynik réwnowazny powyzszemu, cho¢ zaprezentowany w innej postaci, uzy-
skany zostal réwniez w pracy [5].

Jak wida¢, wyznaczanie zbioréw Koebego dla klas funkcji o wspdétczynnikach
rzeczywistych wiaze si¢ nie tylko z poszukiwaniem odwzorowari kota na bardziej
skomplikowane zbiory ekstremalne. Réwniez opis krzywej brzegowej bardzo cze-
sto wyraza si¢ przy pomocy funkcji nieelementarnych. Z tego powodu, zbiory Ko-
ebego np. dla klas X czy Vy nie zostaly jak dotad wyznaczone.
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Przestrzenie Hilberta
z jadrem reprodukujacym

Renata Rososzczuk!

Streszczenie

Praca zawiera krétkie om6éwienie teorii jader reprodukujacych. Podajemy
przyktady przestrzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym. Réwniez przedsta-

wiamy pewne zastosowania jader reprodukujacych.
Abstract

The paper contains basis and general theory of reproducing kernels. Some
examples of reproducing kernel spaces are included. We also present some
applications of reproducing kernel.

Stowa kluczowe: jadra reprodukujace, przestrzenie Hardy’ego, wazone przestrze-

nie Bergmana, przestrzenie niezmiennicze, twierdzenie typu Beurlinga.

1 Wstep

Niech E bedzie dowolnym zbiorem oraz niech H bedzie przestrzenig Hilberta
ztozong z funkcji zespolonych okreslonych w zbiorze E. Méwimy, ze H posiada

wlasno$¢ reprodukowania, jezeli istnieje taka rodzina
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ze dla dowolnego z € E' i dla dowolnego f € H
f(z) = (f, K).
Funkcje K : E x E'— C dang przez
K(z,w) def (Kw,K;), zwekFE

nazywamy jadrem reprodukujgcym dla przestrzeni H, a pare (H,K) nazywamy
przestrzenia z jadrem reprodukujacym (na E) [24].
Jadro reprodukujace K istnieje dla przestrzeni Hilberta I wtedy i tylko wtedy,

gdy dla kazdego w € E, odwzorowanie

Guw:f— flw), feH

jest liniowym i ograniczonym funkcjonatem na H.
Jesli {e,, } jest dowolng bazg ortonormalng dla H, to dla wszystkich z i w za-

chodzi wzér

K(z,w)= Zen(z)en(w). (1.1)
n=0

Witasnos¢ reprodukowania oraz wzdr (1.1) na jadro reprodukujace w przypad-
ku gdy {e, } jest bazg ortonormalng zlozong z wektoréw wtasnych pojawily sie¢ po
raz pierwszy w pracy Stanistawa Zaremby, profesora Uniwersytetu Jagielloriskie-
go w 1907 roku [25,26]. Byly to niewatpliwie epokowe i niezwykle interesujace
odkrycia (chociaz poczatkowo nie przyktadano do nich zbyt duzej uwagi). Czy-
telnikowi zainteresowanemu historia jader reprodukujacych polecam zapoznanie
z pracami [21, rozdziat 1] oraz [25].

Obecnie mozna wymienié¢ wiele dziedzin, w ktérych wtasno$¢ reprodukowa-
nia znajduje zastosowania. ,,Sg to: analiza zespolona (w tym interpolacja a la Pick
Nevanlinna), (czastkowe) réwnania rézniczkowe, aproksymacja (w szczegdélnosci
funkcje giete), wielomiany ortogonalne, teoria operatoréw, teoria systemow, pro-
blemy odwrotne, sampling theory and time-frequency analysis, rachunek prawdo-

podobienistwa (w tym procesy stochastyczne) i statystyka, learning theory, stany
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kontrahentne (tu jesteSmy juz na poziomie optyki kwantowej), a takze nieco da-
lej od matematyki, tomografia (rezonans magnetyczny) czy tez system informacji
geograficznej (GIS)” [25].

Celem niniejszej pracy jest miedzy innymi zaprezentowanie pewnych zasto-
sowan jader reprodukujacych w analizie zespolonej oraz analizie funkcjonalne;.
Wybdér oméwionych zastosowan jader reprodukujacych odzwierciedla w znaczny

spos6b upodobania autorki.

Ponadto zamierzeniem autorki bylo zaprezentowanie w sposéb przystepny dla
0sOb majacych szerokg wiedze i umiejetnosci z informatyki, otwartego problemu
dotyczacego pewnych wlasnosci niezmienniczych podprzestrzeni wazonych prze-
strzeni Bergmana A2, a > —1, a dokladniej prawdziwosci twierdzenia typu Beur-
linga dla « € (1,4). Dla a bedacego liczba catkowita dodatnig wigksza lub réwna
od 4 problem ten mozna sprowadzi¢ do ustalenia liczby zer pewnego wielomianu
w kole jednostkowym. W tym celu pomocne okazuje si¢ zastosowanie programéw
takich jak Maxima, Mathematica czy Matlab (zob. np. [15]).

W podrozdziale drugim zaprezentowano podstawowe pojecia i fakty z anali-
zy funkcjonalnej, ktérych znajomos¢ jest niezbedna do zrozumienienia teorii prze-

strzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym oméwionej w kolejnych podrozdziatach.

W podrozdziale trzecim przedstawiamy podstawowe i najwazniejsze fakty do-
tyczace przestrzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym. Miedzy innymi wyjasniamy
kiedy istnieje jadro reprodukujace dla przestrzeni Hilberta, kiedy dana funkcja jest
jadrem reprodukujacym dla pewnej przestrzeni Hilberta oraz podajemy wzor na

jadro reprodukujace w terminach bazy ortonormalnej dla przestrzeni Hilberta.

W podrozdziale czwartym omawiamy pewne przestrzenie funkcji analitycz-
nych z jadrem reprodukujacym. Znajdujemy wzory na jadra reprodukujace dla

przestrzeni Hardy’ego H? oraz przestrzeni Bergmana A2 w kole jednostkowym.

W podrozdziale piatym podajemy przyktady zastosowania teorii jader reprodu-
kujacych do rozwigzywania probleméw ekstremalnych oraz wykorzystanie wlasno-
Sci jader reprodukujacych do wykazania, ze dla a > 4 twierdzenie typu Beurlinga

jest fatszywe dla wazonej przestrzeni Bergmana A2 .
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2 Podstawowe pojecia i fakty

Przypomnimy podstawowe pojecia i fakty (zob. np. [6,7,16,19]).

2.1 Osrodkowe przestrzenie Hilberta

Celem tego paragrafu jest m.in. podanie definicji oSrodkowej przestrzeni Hil-

berta.

Definicja 2.1. Przestrzenig unitarng (nad ciatem liczb zespolonych C) nazywa-
my pare (H,(-,-)), gdzie H jest przestrzeniq liniowgq, zas (-,-) : H x H — C jest
iloczynem skalarnym, tzn. funkcjq spetniajgcq dla dowolnych f,g,h € H oraz dla

dowolnego c € C nastepujgce warunki:

L A(f.f)=00raz {f,f) =0 f=0
2. {f.9)= (9. )

3. {ef,9) =c(f.9)

4. (f+g,h) = (f;h)+(g,h)

Z warunkow (2) i (3) wynika, ze

(ficg) ={cg, f) =g, f) =2¢(f.9).

Korzystajac z wlasnosci (2) i (4), otrzymujemy

(frg+h)=(g+h.f) = (g, f)+(h. [) = (f.9) + {f. h).

Lemat 2.1. Nieréwno$é¢ Schwarza. Niech (H,(-,-)) bedzie przestrzeniq unitarng.
Dla dowolnych f,g € H mamy

(9P < (F. 1) {g,9)
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W przestrzeni unitarnej (H, (-,-)) definiujemy funkcje

f=rfl feH

wzorem
1F1 = /A F)-

Z nieréwnosci Schwarza (zob. np. [7]) wynika, ze funkcja ta jest norma, tzn. spetnia
dla dowolnych f,g € H oraz dla dowolnego ¢ € C nastepujace warunki:

Lf] > 0.
2 Ifll=0& f=0
3. llef Il = lell£1

4+ ol < I+ Ngll-

Pare (H, || - ||) nazywamy przestrzenig unormowang. W kazdej przestrzeni unitarnej
mozna wiec okresli¢ norme. Jednak istnieja przestrzenie unormowane, w ktérych
nie mozna wprowadzi¢ iloczynu skalarnego.

Ciag elementow { f,} przestrzeni unormowanej (H, || - ||) jest zbiezny w tej
przestrzeni (zbiezny w normie) do elementu f € H,, jezeli lim,, . || f» — f|| = 0.
Piszemy wtedy: lim,, oo fr. = f-

Moéwimy, ze ciag { f,} elementéw przestrzeni (H, || - ||) spetnia warunek Cau-
chy’ego (jest ciagiem Cauchy’ego), jezeli

AN N lfo=ful <e

e>0ngeNn,Mm=2ng
W przestrzeni unitarnej definiujemy zbiezno$¢ ciagu oraz cigg Cauchy’ego w taki
sam sposob jak w przestrzeni unormowane;j.

Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego (ale nie koniecznie na odwrét).
Przestrzent H, w ktorej kazdy ciag elementéw spetniajacy warunek Cauchy’ego jest
w tej przestrzeni zbiezny do pewnego elementu fy € H, nazywamy przestrzeniq zu-
petng. Zupelna przestrzen unitarng nazywamy przetrzeniq Hilberta, natomiast zu-

pelng przestrzen unormowana nazywamy przestrzenia Banacha. Oczywiscie kazda
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przestrzen Hilberta jest przestrzenia Banacha, ale nie kazda przestrzeni Banacha jest

przestrzenig Hilberta.

Definicja 2.2. Kulg otwartq w przestrzeni unormowanej (H, || - ||) o Srodku w punk-

cie fo i promieniu r > 0 nazywamy zbior

B(fo,r) ={f € H:|f=fol <r}.

Kulg domknigtq w przestrzeni unormowanej (H, || - ||) o Srodku w punkcie fy i pro-

mieniu v > 0 nazywamy zbior

B(fo,r) ={f€H:|f=foll <r}.
Definicja 2.3. Zbior X C H, gdzie (H,|| - ||) jest przestrzeniq unormowang, na-
zywamy otwartym, gdy dla kazdego elementu fo € X istnieje kula B(fy,r) za-

warta w X. Dopetnienie X' zbioru otwartego X nazywamy zbiorem domknigtym
w (H, || )

Twierdzenie 2.1. Zbior X C H jest domknigty w (H, || - ||) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego ciggu elementow f, € X mamy

[fn=foll =2 0, foeH = foeX

Definicja 2.4. Domknigciem X zbioru X C H w przestrzeni unormowanej
(H,|| - ||) nazywamy iloczyn (Y wszystkich zbioréw domknigtych Y zawierajgcych
zbior X.

Domknigcie dowolnego zbioru jest zbiorem domknigtym. Latwo mozna spraw-

dzi¢, ze domknieta podprzestrzen przestrzeni Banacha jest przestrzenia zupeina.

Definicja 2.5. Zbior X C H w przestrzeni unormowanej (H, || - ||) nazywamy zwar-
tym, gdy kazdy cigg {fn} elementéw zbioru X zawiera podciqg { fy,} zbieiny
w (H,| - ||) do pewnego elementu fy € X.

Kazdy zbiér zwarty w (H, || -||) jest domknigty.
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Definicja 2.6. Niech (H,| - ||) bedzie przestrzeniq unormowang. Zbior X C H
nazywamy gestym w zbiorze Y C H, gdyY C X. Zbiér X C H nazywamy gestym
w przestrzeni (H, || - ||), albo krécej gestym, jesli X = H. Jezeli istnieje w H zbior
X przeliczalny (lub skoriczony) i gestyw (H, || -||), to zbior X nazywamy osrodkiem
w (H,||-||), a przestrzeri H nazywamy przestrzenig osrodkowq.

Ze wzgledu na twierdzenie Schmidta o ortoganalizacji (zob. np. [16, 8.10])

bedziemy rozwazaé wyltacznie uktady oraz bazy ortonormalne.

Definicja 2.7. Cigg elementow {e, }>> , przestrzeni Hilberta H nazywany bazq

ortonormalng dla H, jesli posiada nastepujgce wiasnosci:

1. wektory z {en}22 o sq wzajemnie ortogonalne, tzn. dla dowolnych nieujem-

nych liczb catkowitych n,m takich ze n # m mamy (en,en) = 0.
2. kazdy element e,, jest wektorem jednostkowym, czyli ||e, || =1,n=0,1,2,....
3. dla dowolnego f € H, szereg > v o(f,en)en jest zbiezny w normie do f.

Jezeli ciag {e,} spelnia (tylko) warunki (1) i (2), to nazywamy go uktadem

ortonormalnym.

Twierdzenie 2.2. (zob np. [7, 4.13], [6, rozdziat 10]) Niech {e,, } 52 bedzie ukta-
dem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H. Wtedy nastepujqce warunki sq row-

nowazne:
1. dla dowolnego f € H, szereg > oo o(f,en)en jest zbiezny w normie do f.

2. uktad {en}22 jest zupetny, tzn. warunek (f,e,) =0, dlan =0,1,2,... po-

cigga rownos¢ f = 0.

3. uktad {e, }°2  jest zamknigty, tzn. dla kazdego f € H istnieje taki cigg kom-
binacji liniowych f, =3 j_gagnex, ze || fn— fll — 0.

n—oo

4. dla kaidego f € H ma miejsce réwnosé Parsevala || f]|*> = 300 o [{f, en)|*
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Twierdzenie 2.3. [16, 12.2] Przestrzeri unormowana (H, || -||) z przeliczalng bazq
{en} jest osrodkowa, przy czym osrodkiemw (H, || -||) jest zbior wszystkich wymier-

nych skoriczonych kombinacji liniowych elementow ey, e, ....

Twierdzenia 2.3 nie mozna odwr6cié, bo nie kazda osrodkowa przestrzen Bana-
cha ma przeliczalng baze¢. Problem zostat postawiony przez Banacha i uzyskat ne-
gatywne rozwigzanie w 1972 roku (P. Enflo). Wazng wlasnoscia oSrodkowej prze-
strzeni Hilberta jest istnienie przeliczalnej (lub skoriczonej) bazy ortonormalnej
(zob. np. [16, 11 §8 oraz II §12], [28]).

Przyktad 2.1. Przykladem oSrodkowej przestrzeni Hilberta jest przestrzen

n-wymiarowych ciggéw liczb zepolonych a = (aq,...,a,) z iloczynem skalarnym

(a,b) = Zaka, gdzie a = (ay,...,ay) oraz b = (by,...,by,).

k=1
Bazg ortonormalng w tej przestrzeni jest uktad wektoréw {e1,ea, ..., e, }, gdzie
e1 =(1,0,...,0)
e2 =(0,1,...,0)
€n = (0707 71)

2.2 Ciagte operatory liniowe

Niech Hi, Hy bedg przestrzeniami unormowanymi, z normami odpowiednio

Il |22y, | - || £, - Odwzorowanie T': Hy — Hoy nazywamy operatorem liniowym, jesli
T(af +bg)=aTf+bTg

dla dowolnych f,g € Hy oraz a,b € C. Jezeli Hy = C, to operator liniowy
T : Hy — C nazywamy funkcjonatem liniowym.

Odwzorowanie T': H1 — H9 nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka licz-
ba M > 0, ze dla kazdego f € H; zachodzi nieréwnos¢
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Twierdzenie 2.4. [6, twierdzenie 12.1] Dla operatora liniowego T : Hy — Ho

nastepujqce warunki sq rownowazne:
1. T jest ciggty,
2. Tjestciggty w0,

3. T jest ograniczony.

3 Ogolna teoria przestrzeni Hilberta z jadrem

reprodukujacym

W catym tym podrozdziale E bgdzie zbiorem niepustym oraz (H,(-,-)) be-
dzie przestrzenig Hilberta zlozong z funkcji f : F — C. Funkcje K : Ex E — C

nazywamy jadrem.

Definicja 3.1. Funkcje K : E x E — C nazywamy jgdrem reprodukujgcym dla
przestrzeni H wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia nastepujgce dwa warunki:

1. dla dowolnego w € E, K,(z) = K (z,w) nalezy do H jako funkcja zmiennej

2

2. dla dowolnego w € E oraz dla dowolnego f € H
fw) = (f, Ku).

Z powyzszej definicji wynikaja natychmiast nastgpujace wlasnosci jadra repro-

dukujacego:
1. K(z,2z) >0, dlakazdego z € E,
2. K(z,w) = K(w,z), dla dowolnych z,w € E,

3. |K(z,w)|? < K(2,2)K(w,w), dla dowolnych z,w € E.
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Dowdéd (1): Dla kazdego z € FF mamy
K(z,2) = K.(2) = (K.,K.) = | K.|* > 0.

Dowdd (2): Korzystajac z wlasnosci jadra reprodukujacego K, otrzymujemy

K(w,z) = K,(w) = (K., Ky) = (Ky, K,)
=Ky(2) = K(z,w).

Dowéd (3): Poniewaz || K, ||> = K (2), to korzystajac z nieréwnosci Schwarza do-

stajemy
Ko (2)]? = [(Kuw, K2) | < | Kol PGP = K. (2) Ku(w) = K (2,2) K (w,w).
Podamy teraz prosty przyklad przestrzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym.

Przyklad 3.1. Rozpatrzmy dowolng skoniczenie wymiarowg przestrzeni Hilberta
(H,(-,-)) okreslong w E. (Moze by¢ to np. przestrzeii podana w przyktadzie 2.1.)
Niech {e1,ea...,e,} bedzie baza ortonormalng dla H. Zdefiniujmy funkcje

K wzorem

K(z,w) = Zei(z)m.
i=1

Wtedy dla dowolnego w € E, funkcja

n
Ku()=K(w) =) _ei(wei(-)
i=1
nalezy do przestrzeni H. Ponadto dla dowolnej funkcji

o) =D i)
=1
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nalezacej do H oraz dla dowolnego w € E2 mamy

(o, K(-,w <Z)\ ei(-
:ZZ)\ ej(w)(e;, ;)

i=1j5=1
= Z)\iei(w) = p(w).
i=1

Zatem kazda skoniczenie wymiarowa przestrzen Hilberta ma jadro reproduku-

II 3
\/

jace. Ponadto, co za chwile wykazemy, jest ono jedyne.

Twierdzenie 3.1. Jqdro reprodukujgce K jest jednoznacznie wyznaczone przez
przestrzen Hilberta (H,(-,-)).

Dowdd. Z whasnosci jader reprodukujacych K i K*, patrz punkt 2 definicji 3.1,
wynika, ze dla dowolnego w € F

15w — K3 |1? = (Ko — Koy, K — 1) = (K — Ky, o) — (Ko — K, K
= (K — K,,)(w) = (Ky — K, ) (w) = 0.

O]

Skoro juz wiemy, ze jesli istnieje jadro reprodukujace dla przestrzeni Hilberta

(H,(-,-)), tojest ono jedyne, to naturalnym nasuwajgcym si¢ od razu pytaniem jest:

Kiedy istnieje jadro reprodukujace dla przestrzeni
Hilberta (H, (-,-))?

Twierdzenie 3.2. Niech H oznacza przestrzen Hilberta skladajgcq sie z funkcji
f okreslonych w zbiorze E. Jgdro reprodukujgce K istnieje dla H wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego w € E, odwzorowanie

¢uw:f— f(w), feH

Jjest liniowym i ograniczonym funkcjonatem na H.
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Dowdéd. Zatézmy najpierw, ze istnieje jadro reprodukujace K dla przestrzeni H.

Korzystajac z wlasnosci jadra reprodukujacego, otrzymujemy

F@) = 1K) < WKl = 1A E s K) =/ Euw)] £

Zatem ¢, jest liniowym i ograniczonym funkcjonatem na H.

Z drugiej strony, jesli ¢,, jest liniowym i ograniczonym funkcjonatem linio-
wym, to z twierdzenia Riesza o reprezentacji funkcjonatu w przestrzeni Hilber-
ta [7, str. 13] wynika istnienie dokladnie jednej funkcji g,, nalezacej do H i takiej,
7e

f(w) = (£, 9w)-

Zatem funkcja K : E x E — C okreslona przez K (z,w) o guw(z) jest jadrem re-
produkujacym dla H. O

Z pierwszej czeSci dowodu twierdzenia 3.2 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 3.1. Zbieznos¢ ciggu funkcyjnego { f,,} w normie w przestrzeni Hilberta
z jadrem reprodukujacym implikuje jego punktowa zbieznos¢, czyli dla kazdego
punktu z € E¥ mamy

lim f,(2) = f(2).

n—oo
Ponadto, jesli A C E oraz sup,,c 4 || Kw|| < 00, to zbieznosé ciagu { f,,} jest jed-

nostajna na A.

Dowdd. Dla kazdego w € E i kazdegon € N

’fn(w)_f(w)‘ = ‘<fn_f7Kw>‘ < ||fn_fHHKw||

Stad

sup | fn(w) — f(w)| < sup || Ky ||[|fn = f]-
weA weA
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Ta mita wtasno$¢ pokazuje dlaczego przestrzenie Hilberta z jadrem reprodu-
kujacym sg uzywane w zastosowaniach matematyki.

Naszym nastgpnym celem bedzie udzielenie odpowiedzi na pytanie:

Kiedy funkcja K : Ex F — C jest
jadrem reprodukujacym?

Zanim wypowiemy stosowne twierdzenie wprowadzimy najpierw definicje do-

datnio okreSlonych jader.

Definicja 3.2. Jgdro K : EE x E — C jest nazywane dodatnio okreslonym, jesli
dla kaZdej dodatniej liczby catkowitej n oraz dla dowolnych skoriczonych ciggow

punktow zi,--+ ,zn € E oraz c1,- -+ ,cn € C spetniony jest warunek
n n
Z chﬁjK(zk,zj) > 0.
k=1j=1

Warto zauwazy¢, ze dodatnia okreslono$¢ jadra jest rownowazna z dodatnia
okreSlonoScia macierzy

K(z1,21) K(z1,22) -+ K(z1,2p)
(K (250 23) e — K(z2,21) K(z2,22) -+ K(z2,2p) 7
K(zn,z1) K(zn,2z2) -+ K(zn,2n)
dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n i dowolnych punktéw z1, - - - , z;, ze zbio-

ru £ [20].
Podamy teraz twierdzenie, ktére podaje charakteryzacje jader reprodukujacych

dla przestrzeni Hilberta H w terminach dodatnio okreSlonych macierzy [21].

Twierdzenie 3.3. Niech H oznacza przestrzeni Hilberta sktadajqcq sie z funkcji
f okreSlonych w zbiorze E. Funkcja K : E x E — C jest jgdrem reprodukujgcym
dla przestrzeni Hilberta H wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej dodatniej liczby
catkowitej n i dowolnych punktow z1,--- , zy, ze zbioru E macierz [K (21, 2j)]nxn

Jjest dodatnio okreslona.
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Dowdd. Zalézmy, ze K : B x EE— C jest jadrem reprodukujacym dla przestrzeni
Hilberta H. Niech n bedzie dowolng dodatnia liczbg calkowitg. Dla dowolnego

skoniczonego ciggu punktéw z1,---, 2, € Eoraz cy,--- , ¢, € C mamy

2

Zatem macierz [K (zy, 2j)|nxn jest dodatnio okreslona.
Dowdd warunku dostatecznego na to, aby funkcja K byta jadrem reproduku-
jacym dla przestrzeni Hilberta H mozna znaleZé w [4] lub [21]. L]

Przyktadem jadra dodatnio okreSlonego jest funkcja

K:ExE>(z,w)— f(z)f(w) € C,

gdzie f jest dowolng funkcja na E [24].
Ponizsze twierdzenie podaje prosty sposob znalezienia jawnego wzoru na jadro

reprodukujace w oSrodkowej przestrzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym.

Twierdzenie 3.4. Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta skiadajqcq sie
z funkcji o wartoSciach zespolonych okreslonych w zbiorze E z jgdrem reproduku-

Jjgcym K. Dla dowolnej bazy ortonormalnej { ey} dla przestrzeni H mamy

o0
N Eu()=E(w)=3eal-)en(w), 3.1)
wer n=0
gdzie powyzszy szereg jest zbiezny w H.

Odwrotnie, jesli warunek (3.1) jest spetniony dla zbioru ortonormalnego

{en}>2, to zbior ten jest zupetny oraz przestrzen Hilberta H jest osrodkowa. Po-
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nadto warunek (3.1) implikuje zbieznosc¢ bezwzglednq szeregu

w) = ien(z)en(w)
n=0
wExE.

Dowdd. Ustalmy w € E. Funkcja K, jako element przestrzeni H ma rozwinigcie

w szereg Fouriera

Z cnen(')v
n=0

gdzie

cn = (Ky,en) = (en, Ky) = en(w).
Odwrotnie, jesli warunek (3.1) jest spetniony dla uktadu ortonormalnego
{en}22,, to dla dowolnej funkcji ¢ € H oraz dla kazdego w € E mamy

o0

p(w) = (¢, Ku) = Z((p,en>en(w).

n=0

Stad wynika, ze uklad {e, }"2, jest zupetny oraz na mocy twierdzenia 2.3 prze-
strzefi H jest o§rodkowa.

Ustalmy z,w € E. Korzystajac z warunku (3.1), otrzymujemy
oo

K(z,w) = (K, K;) <Z en(-)en(w), Z em(-)em(z)> = ien(z)en(w)
m=0 n=0

Stad oraz z nieréwnos$ci Holdera dla sum (zob. np. [16]) otrzymujemy

3 Jen()enw)] < (f: ren<z>12>2 (i ren<w>|2) = K (2 2) K (w,w) < oo.

n=0 n=0 n=0

O
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4 Przestrzenie funkcji analitycznych z jadrem
reprodukujacym

Zanim podamy przyklady przestrzeni Hilberta z jadrem reprodukujacym, wpro-

wadzimy pojecie izometrycznego izomorfizmu przestrzeni unitarnych (Hy, (-, ) i, )
i (HQ’ <" >H2)

Definicja 4.1. Niech (H1,(-,-)m,) i (H2,(,")m,) bedq przestrzeniami unitarnymi.
Przestrzenie Hy i Ho nazywamy izometrycznie izomorficznymi, jesli istnieje liniowe

i roznowartoSciowe odworowanie L przestrzeni H1 na przestrzen Hs takie, ze

<Lf7 L9>H2 = <fag>H1a

dla kazdego f,g € Hi. Odwzorowanie L nazywamy izometryczym izomorfizmem
Hi na Ho.

Zauwazmy, ze izometryczny izomorfizm L pomigdzy dwoma przestrzeniami
unitarnymi H; i Hy przeksztalca ciagi Cauchy’ego {f,}°2, w H; na ciagi Cau-

chy’ego {L f,}°>, W Ha. Stad izometryczny izomorfizm zachowuje zupetnos¢.

4.1 Przestrzen Hardy’ego H? w kole jednostkowym

Niech D oznacza kolo jednostkowe na ptaszczyZnie zespolonej C, czyli
D= {z € C: |z| < 1}. Przestrzei Hardy’ego H?, definiujemy jako przestrzen funk-
cji f=> 1 pganz", z €D, takich, ze

o
1172 =D lan|* < o0 @.1)

n=0

z iloczynem skalarnym

<f7g>H2 = Za’na7 f - Zanzn7 g= anzn
n=0 n=0 n=0
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Zauwazmy, ze warunek (4.1) zapewnia zbieznos¢ szeregu potggowego » o an 2"

na ID. Istotnie, korzystajac z nieréwnosci Holdera dla sum, otrzymujemy

2| < S anlle"] < (zw) (z\z%)
n=0 n=0 n=0
1

W celu uzasadnienia, ze przestrzert Hardy’ego H? jest przestrzenia Hilberta,

rozpatrzmy liniowe odwzorowanie L : H? — [2(Z%) okreslone wzorem
L(f) = (ag,a1,...), gdzie I>(Z*), oznacza przestrzen sktadajacy sie z nieskoriczo-
nych ciggéw {a,, }5°, liczb rzeczywistych lub zespolonych, dla ktérych S°2°  |ay, |2

< 00, z iloczynem skalarnym

b) =Y anby, gdzie a = {an}py, b= {ba}nlo.
n=0

Poniewaz [?(Z1) jest przestrzenig Hilberta [16, 6.7], a L : H? — [?(Z*) jest izo-
metrycznym izomorfizmem, to przestrzefi Hardy’ego H? jest przestrzenig Hilberta.

Poniewaz .

IF < [ flle NViers

to z twierdzenia 3.2 wynika, ze H? jest przestrzenia Hilberta z jadrem reproduku-
jacym.
Z definicji iloczynu skalarnego w przestrzeni H? wynika, ze funkcje

2", n=20,1,2... stanowig uktad ortonormalny w tej przetrzeni. Poniewaz
[e.e]
2 2 2
||f||H2:Z|<f76n>| , JEHT,

to na mocy twierdzenia 2.2 {2"}°° , jest bazg ortonormalng dla H?. Stad oraz
z twierdzenia 2.3 wynika, ze przestrzen H? jest o$rodkowa. Zatem jadro reprodu-

kujace dla H? jest dane wzorem

= 1
:Zznﬁzi zeD.

1—z2w’
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4.2 Przestrzen Bergmana A’ w kole jednostkowym D

Oznaczmy przez L?(ID) przestrzefi wszystkich funkcji f okreslonych w kole
jednostkowym D o warto$ciach w C takich, ze

// f(z+iy)|*dedy < oo

{z-l—zye]]])}
z iloczynem skalarnym
o= [ fe+mgriady, fge2m)
{m+zy€ID>}

Przestrzen Bergmana A2 w kole jednostkowym ID definiujemy jako podprzestrzeri
przestrzeni L?(ID) sktadajaca si¢ z funkcji analitycznych w kole jednostkowym ID.
Dla f,g € A? przyjmujemy

(f,9) // f(x+iy)g(x+iy)drdy.

1
7'('
{a+iy €D}

Korzystajac ze wzoru na zamian¢ zmiennych w calce podwdjnej na wspétrzedne

biegunowe (zob. np. [13, str. 117-118]), otrzymujemy
1 1 r27 . _
= 7/ f(re®)g(rei®)rdodr.
m™Jo Jo
Twierdzenie 4.1. Dla kazdego z € D odwzorowanie

¢ [ f(2), [eA
jest liniowym i ograniczonym funkcjonatem w A?.

Dowdd. Niech z € D bedzie dowolnie ustalonym punktem oraz niech
d(z) = 1—|z|. Wtedy koto B(z,0(2)) ={£ € C: | —z| < d(z)} zawiera sig
w D. Zatem z twierdzenia o wartoSci §redniej [14, str. 106] zastosowanego do funk-
cji f? wynika, ze dla 0 < 7 < §(z) mamy

1 2T

f ()\2<§ |f(z+re)[2df.
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Stad
, ) 1 6(z) o oo
2|f(2)] / rdrg—/ / |f(z+re”)|*dbrdr
0 ™ Jo 0
1
—— [ 1eriyPdedy
{z+iye B(z,0(z))}
<|1£1%e
co daje

[fllaz 1

[F(2)] <

Z dowodu twierdzenia 4.1 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.1. Niech A C D bedzie zwarty. Istnieje wtedy taka stata C'(A), ze dla
feA?

sup|f(z)] < C(A)[ ]l a2
z€A

Dowdd. Niech A C D bedzie zwarty. Istnieje wtedy takie 0 < R < 1, ze

AC B(0,R) CD, gdzie B(0,R) ={z € C:|z| < R}. Poniewaz dla kazdego z € D

1
< =1L

to

1

suplf(2)| < swp_f(2) < swp g

z€A 2€B(0,R) 2€B(0,R)

1
I£la2 = = 7RHfHA2'

O

Twierdzenie 4.2. Przestrzeii Bergmana A? jest domknietq podprzestrzeniq prze-
strzeni L* (D).
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Dowdd. Niech { f,,} bedzie ciggiem elementéw przestrzeni A2 zbieznym w normie
do f € L?(D). W szczeg6lnosci { f,,} jest ciggiem Cauchy’ego w A2. Korzystajac

z wniosku 4.1 otrzymujemy

1
igE’fn(Z) — fm(2)| < ﬁ”fn — fmll a2,

gdzie A jest dowolnym zwartym podzbiorem kota jednostkowego D. Stad oraz
z kryterium Cauchy’ego (zob. np. [14, str.46]) wynika, ze {f,} jest jednostajnie
zbiezny na kazdym zwartym pozdbiorze A kota jednostkowego ID. Z twierdzenia
Weierstrassa (zob. np. [14, str.109]) otrzymujemy, ze f jest funkcjg analityczng
wD. Zatem f € A2, O

Poniewaz LQ(]D)) jest przestrzenig Hilberta (zob. np. [18, twierdzenie 3.11])
oraz A? jest domknietg podprzestrzenig przestrzeni L?(D), to przestrzen A2 jest
réwniez przestrzenia Hilberta.

Eatwo mozna sprawdzi¢, ze funkcje e, (2) = v/n+12",n=0,1,2,... stanowig

uklad ortonormalny w przestrzeni A2. Istotnie, jesli n = m, to

1 1 r2m .
(en,em) a2 =1/ (n+1)(m+ 1)—/ / prAmtLef(n=m) g9
mJo Jo

1
:2(n—|—1)/ P2t lge = 1.
0

Jezeli n # m, to oczywiscie (ey,en,) = 0. Ponadto fakt, ze stanowig one réwniez

baze w tej przestrzeni jest rOwnowazny tozsamo$ci Parsevala

122 =D [ fren))?  fe A%
n=0

Zalézmy, ze
o0
f(z)= Z anz" € A%
n=0
Wykazemy, ze

- |an|2

2 _
171 = 30
n=0
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Niech S,(2) = 37 arz*. Wtedy dla § < 1 mamy

1 6 r2m . 1 6 r2m n ) n i
- S, (re'? 2rdrd9:—/ / aprFe? arrtel® | rdrdf
= R AENGES! (S T

n 0
=2 Z ]aklz/ 2L
|252k+2

|a
Z P

Poniewaz S, (z) — f(z) jednostajnie w kole |z| < < 1, to

27r 2 52k+2
// (re’)*rdrdd = Z‘akl‘f—i—l .

‘ak|2§2k+2
k+1

wigzanie zadania 3.3.18 [12]), Przechodzac do granicy z 6 — 1~ dostajemy zadang

Patwo mozna wykazad, ze granica limgs_,1- > 7 istnieje (zob. np. roz-

o iz Lo _a . ”
nieréwnos¢. Poniewaz (f,e;,) 42 = 2, 10 tozsamos¢ Parsevala zostala wykaza-
na.

Na mocy twierdzenia 3.4 jadro reprodukujace w przestrzeni A? dane jest wzo-

rem

A2 _ - nomo__ 1
K (z,w)—ngo(n+1)z w —m

4.3 Wazona przestrzen Bergmana A2 o > —1

Dla —1 < a < oo wazona przestrzeii Bergmana A2 jest przestrzenig funkcji

f holomorficznych w kole jednostkowym ID takich, ze

1 1 r27 .
f/ / F ()2 (1 — 12)rdbdr < oo,
m™Jo JO

Przestrzeri A2 jest przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym

= 71r/01 /OQWf(rew)g(rew)(l —r3)%rddr.
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Ponadto, jesli

[e.e] o0
= Z anz" oraz g(z) = Z bn2",
n=0 n=0

to

Za — nll'(a+2)
"TT(n4a+2)’

gdzie I'oznacza funkcje gamma Eulera. W przypadku gdy o = 0, otrzymujemy
klasyczng przestrzen Bergmana (A2 = A2.)

W podobny sposéb, jak w przypadku klasycznej przestrzeni Bergmana mozna
wykazac, ze wazona przestrzefi Bergmana jest przestrzenig z jadrem reprodukujg-
cym [8]. Ponadto mamy

1

A2 _
K% (z,w) = Ao

S Zastosowania jader reprodukujacych do rozwigzywania
pewnych problemow ekstremalnych
5.1 Podprzestrzenie niezmiennicze oraz funkcje ekstremalne dla A2

Niech H oznacza przestrzeni Hilberta funkcji holomorficznych w kole jednost-
kowym D. Domknigta podprzestrzefi I przestrzeni /' nazywamy niezmiennicza,
jesli jest niezmiennicza ze wzgledu na operator mnozenia przez z, to znaczy praw-

dziwa jest implikacja
f(z)el = zf(z) el (5.1)
Przyjmujac oznaczenie zI = {zf : f € I} warunek (5.1) mozemy zapisaé
zI C 1.

Najmniejsza niezmiennicza podprzestrzen zawierajaca zbioér £ C H bedziemy ozna-

czaé symbolem [E] i nazywaé niezmienniczq podprzestrzeniq generowang przez E.
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Niezmienniczg podprzestrzen generowang przez funkcje f € H, bedziemy ozna-
czaé przez [f]. Jest to domkniecie przestrzeni linowej, ktérej elementami sg iloczy-
ny wielomianu przez funkcje f.

Dla domknietych podprzestrzeni M, N C H, takich ze M C N przyjmujemy
NoM=NnM*,

gdzie

M*={geH: N\ (f,9)=0}
feEM

W 1949 roku A. Beurling wykazal, ze kazda niezmiennicza podprzestrzei
I C H?,I# {0} jest postaci

I=pH?=y],

gdzie ¢ jest funkcja wewnetrzng dla H?, tzn. p € H* (¢ jest funkcja analityczng
w kole jednostkowym ID oraz sup,cp |¢(2)]) < 00) i jej warto$ci brzegowe spet-
niaja warunek |¢(e'?)| = 1 prawie wszedzie [5].

Poniewaz I & zI = Cyp, to twierdzenie Beurlinga oznacza, ze I = [I S z1].

Podprzestrzenie niezmiennicze wazonej przestrzeni Bergmana maja duzo bar-
dziej ztozong strukture niz w przypadku przestrzeni Hardy’ego. Dla przestrzeni
Bergmana mozna skonstruowa¢ podprzestrzenie niezmiennicze [ takie, ze wymiar
dim(I © zI) = n, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng lub dim (I & zI) = oo
([2,10] oraz [11, str. 176—-179]). Wymiar przestrzeni [ © zI nazywamy indeksem
1.

Przyktadem niezmienniczej podprzestrzeni I, gdzie C' = {c, } C D, jest prze-
strzefi wszystkich funkcji z A2 zerujacych sie na danym ciagu C. Indeks takiej
przestrzeni wynosi 1.

Bedziemy dodatkowo zaktadac, ze ¢, # 0. Wtedy istnieje doktadnie jedno roz-

wigzanie naste¢pujacego problemu ekstremalnego

sup{[f(0)]: f € Lo, || flla <1} (5.2)
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Rozwigzanie problemu ekstremalnego (5.2) nazywamy funkcjq ekstremalng oraz
bedziemy oznaczac je przez 7 . Funkcja ekstremalna G, jest okreslona wzorem
o K7, (2,0)

10(2) = —=—=—,
K7, (0,0)
gdzie K7, jest jadrem reprodukujacym dla przestrzeni Ic, tzn. K7, (€ I oraz dla
kazdego f € I¢
f(Z):<f,K?C(',Z)>a, ze€D.

Istotnie, poniewaz
K7.(0,0) = (K7, (-,0), K7, (-,0))a = || KZ. (- 0)I2,
to dla dowolnego f € I mamy

[FO) = [{f K7 (0D ol < I fllall K7 (5 0)la = 1 fllay/ K7, (0,0)

Latwo teraz sprawdzic, ze dla f = G7_ w powyzszej nieréwnosci zachodzi réw-
nos¢.

Niech C' = {c}, gdzie ¢ # 0 jest dowolnie ustalonym punktem D, i niech G
oznacza rozwigzanie powyzszego problemu ekstremalnego w przypadku gdy
C = {c}. H. Hedenmalm, K. Zhu w 1992 roku otrzymali nast¢pujacy wzér na funk-
cje ekstremalng G¢

1—|c|? at2
G = —— =)
ST VI[P

W roku 2017 wzér ten zostal uogdlniony dla podprzestrzeni niezmienniczych

Iy wazonej przestrzeni Bergmana majacych zero w punkcie z = ¢,c # 0 o wie-
lokrotno$ci co najmniej k [17].
5.2 Twierdzenie typu Beurlinga

Przypomnijmy, Ze twierdzenie Beurlinga dla H? oznacza w szczegdlnosci, ze
I=[Ioz]].
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Méwimy, ze twierdzenie typu Beurlinga jest spetnione dla przestrzeni Hil-
berta H, jesli
I=[Ie=I),

dla dowolnej niezmienniczej podprzestrzeni I C H.

W 1996 roku A. Aleman, S. Richter, C. Sundberg wykazali, ze twierdzenie
typu Beurlinga jest spetnione dla przestrzeni A2 = A2 [1].

Nastepnie w latach 2001-2003 ukazaly si¢ prace S. Shimorina, w ktérych autor
wykazat réwno$¢ I = [I © zI] dla dowolnej niezmienniczej podprzestrzeni I C A2
dla o € (—1,1] [22,23].

W 1992 roku H. Hedenmalm i K. Zhu wykazali, ze dla kazdego ¢ € D\{0}
funkcja ekstremalna G ma doktadnie jedno zero w D (z = ¢) wtedy i tylko wtedy,
gdy —1 < a < 4[9]. Poniewaz indeks I} wynosi 1, wigc gdyby twierdzenie typu

Beurlinga byto prawdziwe dla a > 4, to mielibySmy
Loy =1y © 2l = [Gel-

Jednak ostatnia rownosc¢ jest nieprawdziwa, gdyz Iy, zawiera rowniez funkcje,
ktére zeruja si¢ tylko w jednym punkcie (z = ¢), natomiast wszystkie funkcje z prze-
strzeni [G<] zeruja si¢ w co najmniej w dwdch punktach.

W pracy [17] zostata zbadana liczba zer funkcji ekstremalnej G7_ dla
o = 2,3,4. Funkcja ta nie ma dodatkowych zer w kole jednostkowym w przypadku
gdy a = 2 oraz gdy a = 3. Natomiast, jesli o = 4 oraz c jest wystarczajaco blisko
okrggu jednostkowego, to funkcja G, oprocz zera rzgdu k w punkcie ¢ ma dwa
dodatkowe zera w kole jednostkowym. Stad, stosujagc podobne rozumowanie jak

dla o > 4, otrzymujemy, Ze twierdzenie typu Beurlinga nie jest prawdziwe dla A3.

5.3 Problem otwarty

Do tej pory nie zostato rozstrzygnicte czy twierdzenie typu Beurlinga jest spet-
nione dla wazonej przestrzeni Bergmana A2 w przypadku gdy o € (1,4). Ze wzgle-
du na pewne wlasnosci wazonych przestrzeni Bergmana A2 dla o > 1 mozna spo-

dziewac si¢, ze twierdzenie to jest falszywe dla takich przestrzeni [23].
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Jak unikac bledow
w opracowaniach statystycznych?
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Streszczenie

Jedno z najpowszechniej stosowanych narzedzi w badaniach naukowych,
czyli statystyka jest rownoczes$nie czesto bardzo Zle wykorzystywane. Bledy
jakie mozna napotkaé w publikacjach naukowych, zwigzane z niewlasciwym
uzyciem statystyki, sg czesto zatrwazajace. Niniejsza praca przybliza podsta-

wowe btedy, opisuje ich Zrddta oraz wskazuje sposoby ich unikania.

Abstract

One of the most commonly used tools for deepening knowledge in various
fields, that is, the statistics is unfortunately very badly used. Errors that can
be encountered in scientific publications related to the misuse of statistics are
often alarming. This work introduces basic errors, describes their sources and
indicates how to avoid them.
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1 Wstep

Statystyka, a dokladniej wnioskowanie statystyczne, jest dzi§ powszechnie sto-
sowane w poszerzaniu i upowszechnianiu wiedzy z réznych dziedzin, poczawszy
od nauk Scistych, a skoficzywszy na naukach spotecznych. Badania naukowe pro-
wadzone na calym §wiecie, od wielu lat korzystajg z analizy ilosciowej, w celu
potwierdzenia lub odrzucenia pewnych hipotez, modelowania badanych zjawisk
czy odnalezienia struktury zalezno$ci pomi¢dzy zmiennymi. Wszystkie te dzia-
fania powinny si¢ odbywaé zgodnie z zasada ujeta w metodologii badar, Scisle
opisujgca przebieg przygotowania eksperymentu, jego wlasciwe przeprowadzenie
oraz sposéb analizowania otrzymanych wynikéw. W zalezno$ci od obszaru wie-
dzy, w ktérym stosowana jest analiza statystyczna, przygotowywane sg publikacje
szczeg6towo opisujace specyfike badan danej dziedziny, mozliwoSci i zakres wy-
korzystania w nich metod ilo§ciowych. Mozna powiedzie¢ o pewnego rodzaju ,ka-
nonach” przeprowadzania badari, formutowania hipotez, prezentacji wynikéw oraz
publikowania wnioskéw. Z owymi arkanami wiedzy na temat zasad obowigzuja-
cych w metodologii badafi, w tym réwniez metod statystycznych potrzebnych do
przeprowadzenia badan, badacz powinien zapozna¢ si¢ podczas studiow. Nieste-
ty poziom wiedzy akademickiej z zakresu wnioskowania statystycznego jest czg-
sto niewystarczajacy. Wynika to zaréwno z niedostosowania programu studiéw do
gwaltownego rozwoju technik statystycznych oraz metod ich implementacji, jak
i z braku praktycznych umiejetnosci ich stosowania. Na wielu, nawet szanowanych
uczelniach, brakuje zaje¢ laboratoryjnych ze statystyki, ktére moglyby poméc opa-
nowaé umiejetnosci praktycznego zastosowania, i tak waskiego zakresu, metod sta-
tystycznych.

Efektem tego stanu rzeczy jest to, ze naukowcy prowadzacy badania w swo-
ich obszarach, nie posiadaja wystarczajacej wiedzy do przeprowadzenia badan we
wlasciwy sposéb. Wowczas czesto zglaszaja si¢ z tym problemem do oséb mniej
lub bardziej kompetentnych w analizie danych. W ostatnich latach powstaje coraz
wiecej publikacji w szanowanych czasopismach, zaréwno popularno-naukowych,

jak i naukowych, na temat niewtasciwego wykorzystania wnioskowania statystycz-
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nego przejawiajacego si¢ w blednym doborze metody statystycznej, proby badanej
populacji, na ktéra beda uogdlniane wnioski ptynace z badan, czy w koricu nie-
wlasciwym prezentowaniu wynikow. Powstajg artykuly i ksigzki po§wigcone tylko
i wylacznie bfedom, jakie popelniamy korzystajac z metod statystycznych [10]. Za-
interesowanych czytelnikow odsytamy do publikacji umieszczonych w bibliografii
wskazujacych btedy metodologiczne [2-6, 8, 9]. Do najczesciej pojawiajacych sie
btedéw zwigzanych z wnioskowaniem statystycznym zaliczamy: brak przygotowa-
nia eksperymentu, brak reprezentatywnos$ci proby, niewtasciwy pomiar zmiennych,
uzycie niewlasciwych metod statystycznych, brak walidacji modeli, niewlasciwie
formutowane wnioski czy nieczytelne lub wrecz umysSlnie wprowadzajace w btad
wizualizacje wynikéw. Niestety tylko cze$¢ z tych btedow jest wynikiem braku
wiedzy, czy nieumiejetnoSci przeprowadzania badan zgodnie z powszechnie obo-
wigzujaca procedura. Istnieja udowodnione przypadki, w ktérych badania naukowe
byly celowo fatszowane, badZ podczas ich opracowania decydowano si¢ na pomi-
niecie waznych elementéw na etapie planowania i przeprowadzania eksperymentu,

jak réwniez wyciggania wnioskdw na podstawie otrzymanych wynikéw [11].

Kolejna, by¢ moze najpowazniejsza konsekwencja niewla$ciwego stosowania
statystyki jest poddawanie w watpliwo$¢ skutecznosci technik analizy danych w pro-
cesie badawczym. Od wielu lat upowszechnia si¢ poglad, czasami przyjmujacy na-
wet forme zartéw, ze statystyka to jedno wielkie oszustwo. Najbardziej znane, au-
torstwa Benjamina Disraeliego - dziewigtnastowiecznego Premiera Wielkiej Bry-
tanii, brzmi: ,,There are three kinds of lies: lies, damned lies, and statistics”, spo-
pularyzowane przez Marka Twaina w jego autobiografii. Sady te biorg si¢ gtéwnie
z niezrozumienia istoty losowosci préby, czy bledéw weryfikacyjnych w testowa-
niu hipotez, ale réwniez z niedostatecznej dbatosci o zachowanie wspomnianych

wczes$niej regul metodologii badafi.

Wskazane wyzej problemy w zastosowaniu statystyki, obiekcje co do jej uzy-
tecznoSci oraz osobiste doSwiadczenia autora zwigzane z pomoca W opracowaniu
statystycznym materialu w réznych dziedzinach nauki, byly przyczynkiem do po-

chylenia si¢ nad tym problemem. Oprécz wskazywania potencjalnych i realnych
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przyczyn popetniania bledéw we wnioskowaniu statystycznym, zostanie rowniez

podanych kilka wskazéwek mogacych poméc w unikaniu ,,putapek statystycznych”.

Typowe btedy wnioskowania statystycznego oraz sposoby ich unikania podzie-
lono na kilka czeSci. I tak, podrozdziat 2 odnosi si¢ do probleméw zwiazanych
ze zbieraniem danych, doborem proéby, jej reprezentatywnoscia. W podrozdziale
3 opisano typowe btedy w doborze metod badawczych, ze szczegélnym uwzgled-
nieniem testowania hipotez. Podrozdziat 4 catkowicie bedzie poSwigcony ukaza-
niu konieczno$ci walidacji otrzymanych modeli statystycznych. Cho¢ autor nie ma
watpliwosci, ze niniejsza publikacja nie bedzie remedium na wszelkie btedy po-
pelniane we wnioskowaniu statystycznym, to ma nadzieje, Ze przyblizy ona nieco
problem uczciwosci w badaniach naukowych i uzmystowi konsekwencje pewnych

Iuk w postepowaniu badacza.

2 Problem doboru wlasciwego materialu badan

W podrecznikach do metodologii nauk znajdziemy niejednokrotnie zalecenie,
aby bardzo wyraznie okre§lié, juz na etapie planowania badania, co chcemy odkryc¢,
jakie zmienne beda nam do tego potrzebne. Wigze si¢ to z postawieniem jasnych,
zrozumiatych i przede wszystkim weryfikowalnych hipotez. To wlasnie doktadne
okreslenie zmiennych uzytych w badaniu, sposobu ich mierzenia (z tym wiaze si¢
doktadno$¢ pomiaru), liczby pomiaréw oraz wyraznego podzialu na zmienne za-
lezne i niezalezne, leza u podstaw poprawnie przeprowadzonego badania. Nieste-
ty codzienna praktyka pokazuje, iz badacze pomijaja jeden lub kilka elementow
z tej wyliczanki, ktdra skutkuje mniejszymi lub wickszymi problemami na etapie
konstruowania modelu oraz pdzniejszego wnioskowania. Zdarza sie, nierzadko, ze
owe pomini¢cia waznych elementéw badania nie pozwalajg ostatecznie rozszerzy¢
wynikéw z poziomu préby na populacje. Samo badanie nie jest wowczas catkowi-
cie bezuzyteczne, bo jest swego rodzaju studium przypadku, ktére moze postuzyc
przysztym badaczom do oceny wielkoSci préby badanej, czy w ogéle do zmiany
kierunku badan, ale nie mozna z niego stworzy¢ pewnego prawa nauki. Od tej regu-

1y istnieje jedno odstepstwo, mianowicie w przypadku, gdy w obszarze badanych
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obiektow znajduja si¢ takie, ktdre przecza obecnemu stanowi wiedzy, to nalezy
zweryfikowaé sad dotyczacy tego prawa nauki. Rozwdj wiedzy ma charakter ku-
mulatywny, czyli odkrycia badaczy ,,sumujg” si¢ w pewien coraz bardziej spdjny
spos6b. Przyktadowo powszechnie znane prawo dotyczace grawitacji, sformutowa-
ne przez Newtona, bylo przyjmowane jako ogdlnie obowiazujace we wszech§wie-
cie, az do czaséw Einsteina, ktéry zauwazyt ,,niescistosci” w tej teorii. Uzupetnit

on nasze postrzeganie grawitacji o nowy relatywistyczny element.

Zalecenia dotyczace poprawnego przeprowadzania badan kaza przed ich podje-
ciem przeprowadzi¢ doglebng analize literatury tematu z obszaru planowanych ba-
dan. Moze si¢ bowiem okazaé, ze dokonane przez nas odkrycie jest juz powszech-
nie znang wiedza. Z punktu widzenia wnioskowania statystycznego, ma to jesz-
cze inng warto$¢, mianowicie, pozwala to na uwzglednienie w badaniu wszystkich
zmiennych zakt6cajacych warto§¢ zmiennej wyjsciowej (wynikowej), co w kon-
sekwencji pozwala na doktadniejsze oszacowanie efektu oddziatywania kluczowej
dla badania zmiennej niezaleznej. Jesli, przyktadowo, celem badacza jest ustale-
nie wielkosci wptywu interwencji w postaci szkoleri zawodowych, na aktywno$¢
zawodowg badanych, to konieczne jest wiaczenie do modelu statystycznego opisu-
jacego ta zalezno$¢ zmiennych takich jak fakt uczestniczenia w innych programach
aktywizujacych zawodowo, czy liczbe ofert pracy, ktdre przyjal badany od Urzedu
Pracy. Latwo mozna sobie wyobrazi¢, ze na rynku znajduja si¢ osoby z réznym
poziomem aktywno$ci w poszukiwaniu nowej pracy, co moze by¢ czynnikiem de-
cydujacym o ewentualnym zatrudnieniu. Wowczas efekt oddziatywania w postaci
np. wojewddzkiego programu rozwoju aktywnoSci zawodowej moze nie przynosic¢
pozadanych efektow, a szacowanie efektu netto tego programu moze by¢ obcigzo-
ne bledem, jesli nie uwzglednimy jakiej$ zmiennej towarzyszacej majacej wplyw
na aktywno$¢ w poszukiwaniu pracy. W kontekscie planowania do§wiadczet ma
to wielkie znaczenie, poniewaz na etapie zbierania danych wiemy, ze powinni$my
uwzgledni¢ pewne zmienne a innych nie. To znéw wplywa na konstrukcje narzeg-
dzia do zbierania danych, ustalenie odpowiedniego operatu losowania, czy zawg-

zenia lub rozszerzenia populacji generalnej, ktérej dotyczy¢ bedzie badanie. Dobor
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odpowiedniej proby i populacji jest krytycznym punktem, niemal wszystkich badar
opartych o analize statystyczng. Wybor sposobu pozyskania préby i jej wielkos¢,
s kluczowe dla zachowania reprezentatywnos$ci proby oraz do uzyskania trafnosci
wewnetrznej i zewnetrznej badania, czyli oceny, czy oszacowany efekt nie posiada
obcigzenia selekcyjnego oraz czy wyniki badai mozna uogélniac na szersza grupe
obiektéw. Okreslenie populacji generalnej, ktérej dotyczy¢ bedzie badanie ma na
celu udcilenie do jakiej zbiorowosci mozna bedzie uogdélnia¢ wyniki badan, chod

o tym mogg decydowaé réwniez same wyniki.

Zasady randomizacji méwigce, ze dobor obiektéw do préby oraz przyporzad-
kowanie ich do grup poréwnywanych ma by¢ losowy, powoduje, Ze wykonanie ba-
dan z zachowaniem tych regul jest kosztowne, logistycznie ucigzliwe oraz czasem
z powoddw etycznych wrecz niemozliwe do wykonania. WyobraZzmy sobie przy-
ktadowo, ze mamy dokona¢ oceny poziomu wydatkéw na zywno$¢ przez gospo-
darstwa domowe w Polsce. Jako operatu losowania mozemy uzy¢ adreséw zamiesz-
kania, ale w ten sposéb gospodarstwa domowe wylosowane do préby pochodzity-
by z calej Polski, a to generowatoby duze koszty takiego badania i powodowato
trudnosci logistyczne. Przyktady badan klinicznych pokazuja, ze wykonie badan
z zachowaniem obu zasad randomizacji jest czasami niemozliwe do wykonania
z powoddéw etycznych. Nie mozna bowiem zmuszaé kogo$ do przyjecia leku eks-
perymentalnego, lub narazania na szwank swojego zdrowia, ze wzgledu na dobro
badan.

Zwazywszy na powyzsze problemy w doborze préby, stosowane sa ré6zne me-
tody zbierania materialu badawczego. Dzielimy je na probabilistyczne i nieproba-
bilistyczne. Te pierwsze dobierane sa w oparciu o pewien schemat losowania. Nie
zawsze jest to losowanie proste, czyli z zachowaniem zasady, ze kazdy obiekt moze
by¢ wylosowany z tym samym prawdopodobieristwem. Do grupy tej naleza loso-
wanie warstwowe, grupowe, okresowe. Cechg charakterystyczng tych préb jest to,
iz mozna na podstawie praw rachunku prawdopodobieristwa oszacowa¢ doktad-
no$¢ wnioskowania na niej opartego. Préby nieprobabilistyczne (celowe) to préby

kwotowe, ochotnicze, eksperckie, charakteryzujace si¢ tym, ze nie zapewniaja re-
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prezentatywnosci proby i nie mozna na ich podstawie decydowaé o precyzji sza-
cunkéw. Dobdér do préb celowych i eksperckich odbywa si¢ w sposéb arbitralny co

czgsto jest ich najwicksza wada.

. . w e o see e s se . . .

T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Stratified random sample of 20 numbers from population of 100 numbers

r T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Cluster sample of 20 numbers from population of 100 numbers

0 20 40 60 80 100
Systematic sample of 20 numbers from population of 100 numbers

Rysunek 1: Przyktady préb 20 elementowych z liczb od 1 do 100 losowanych czterema roz-
nymi schematami: losowanie proste, warstwowe (gdzie warstwami byly kolejne dziesiatki
liczb a z kazdej warstwy losowano 2 liczby), grupowe (gdzie byto 20 grup sktadajacych si¢
z 5 kolejnych liczb i wylosowano 4 grupy) i systematyczne (startujace od 3 z krokiem 5)

Z powodu ograniczen budzetowych, czasowych i logistycznych grupa niepro-
balistycznych metod doboru préby dominuje, szczegdlnie w naukach spotecznych.
Konsekwencja tego sg wyniki badan, ktérych zasieg jest ograniczony. Najmniej
polecana sposrdd wszystkich metod pozyskiwania danych jest préba ochotnicza.
Istnieja prace, ktore wskazuja pewien profil psychologiczny os6b zgtaszajacych sie
do takich badar, a to moze mie¢ swoje konsekwencje w postaci obcigzenia wyni-
koéw [14,15]. Zdarzajg si¢ rowniez takie sytuacje, iz zachowaliSmy wszelkie stara-

nia dotyczace sposobu zbierania materialu badawczego, ale czgs$¢ oséb objetych na-
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szym badaniem umarlo, wycofato si¢ lub z jakiego$ innego powodu stali si¢ dla nas
niedostepni. Braki danych mogg by¢ takze powodowane innymi przyczynami, np.
respondenci nie chcieli wypelnia¢ rubryki dotyczacej poziomu zarobkéw. W przy-
padku niewielu brakéw, ktére dodatkowo maja charakter losowy, mozna uzy¢ tech-
nik statystycznych w celu ich uzupelnienia. Natomiast, jesli braki nie sa losowe
Iub jest ich znaczaca liczba, nalezy przemysle¢ ewentualne badanie uzupetniajace.
OczywiScie nie zawsze da si¢ takie uzupetnienie przeprowadzi¢ i to nie tylko ze
wzgledéw finansowych, czy logistycznych, ale np. dlatego, ze pomiedzy poprzed-
nim pomiarem (tym wlaSciwym) a uzupetniajacym wystgpit dodatkowy czynnik,
ktéry w istotny spos6b moze wplynaé na warto$ci w prébie uzupetniajace;.
Ostatni aspekt doboru préby, czyli jej liczebno$é, w sposéb istotny zalezy od za-
fozonej precyzji z jaka chcemy mierzy¢ zmienng zalezng (patrz nieréwnos¢ (2.1)),
ale czasami réwniez od innych czynnikéw takich jak moc testu statystycznego, czy
pewna minimalna liczebno$¢ w badanych grupach. Wsréd domorostych statysty-
kéw panuje przekonanie, ze zwickszenie liczebnosci proby spowoduje, iz ta stanie
si¢ bardziej reprezentatywna. Niestety jest to poglad btedny, poniewaz, jesli spo-
s6b jej doboru jest niewlasciwy, to jej wielkoS¢ nie zmniejszy obcigzenia wyniku
badan (obcigzenie to nazywamy selekcyjnym). Dobra praktyka w kontekscie odpo-
wiedniego przygotowania docelowego zbioru danych jest przeprowadzenie badania
pilotazowego na duzo mniejszej probie. Pozwala ona na uchwycenie gtéwnych pro-
bleméw pojawiajacych sie na etapie zbierania danych, pomaga okre§li¢ doktadnosci
szacunkéw poszczegdlnych zmiennych, ich rozktady, zaleznosci miedzy nimi oraz

na wyliczenie minimalnej liczebno$ci préby docelowe;j.

Lemat 2.1. Wz6r na minimalng liczebno$¢ proby, przy zadanej precyzji e przyj-

muje postac

2
no > (z“/zs) , @.1)

e
gdzie ng oznacza minimalng liczebnoS¢ proby potrzebng do osiggniecia oszacowa-
nia mierzonej wielkosci z doktadnosciq e, z, o jest kwantylem rozkladu normalne-

go standaryzowanego, a s odchyleniem standardowym mierzonej wielkosci.
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Bardzo czesto dobdr elementéw do préby odbywa si¢ przy uzyciu schematu lo-
sowania warstwowego, uwzgledniajacego dodatkowo koszt przeprowadzania badan
w poszczegdlnych grupach, ktéry nie musi by¢ identyczny dla wszystkich warstw.
Powodem koniecznoS$ci stosowania losowania warstwowego jest heterogeniczno$¢
populacji ze wzgledu na badang ceche. Préba prosta w tym przypadku mogtaby sie
okaza¢ nieefektywna w kontekscie zmiennoSci estymatoréw wyznaczonych na jej
podstawie. Odpowiednio dobrana préba warstwowa, moze znacznie obnizy¢ wa-

riancje¢ estymatora. Pokazuje to nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.1. Dane pochodzg ze spisu rolniczego przeprowadzanego regularnie
co 5 lat w Stanach Zjednoczonych [13]. Préba zawiera informacje na temat liczby
akréow zajetych przez farmy w poszczegdlnych latach objetych badaniem w po-
dziale na regiony. Na podstawie préby prostej 300 elementowej mozna policzy¢,
ze w roku 1992 liczba akréw zajetych przez farmy wynosita 916927110, przy bte-
dzie standardowym estymacji na poziomie 58169381. Poniewaz badana populacja
nie jest jednorodna ze wzgledu na badang ceche (regiony zachodnie charakteryzu-
ja si¢ wiekszymi farmami), to losowanie warstwowe z uwzglednieniem regionéw
moze poprawié precyzje oszacowania liczby akréw zajetych przez farmy. Istotnie
przy doborze warstwowym proporcjonalnym préby o liczebnosci 300 elementdw,
otrzymujemy oszacowanie szukanej wielkoSci na poziomie 909736035, przy ble-
dzie standardowym 50417248. Poprawa precyzji oszacowania wyrazona warian-
cja wynosi 504172482 /581693812 ~ 0.75. Oznacza to, ze w przypadku losowania
warstwowego potrzebujemy 225 = 300 - 0.75 elementéw w prébie aby otrzymac

precyzje zblizong do tej z losowania prostego.

W powyzszym przyktadzie mozna réwniez doda¢ jeszcze jeden aspekt towa-
rzyszacy pozyskiwaniu danych, a mianowicie koszt. Jesli naktady pieni¢zne na po-
zyskiwanie informacji o farmach w réznych regionach bylyby inne (np. z powodu
odlegtodci), to losowanie optymalne (uwzgledniajace koszty lub zmiennoS$ci w war-
stwach) wydawatoby si¢ bardziej racjonalne.

Z pewnoScig nalezy pamigtacd, iz jako$¢ zebranego materiatu przetozy sie w spo-

s6b znaczacy na jako$¢ otrzymanych wynikéw. Wybitny amerykanski statystyk



100 Jak unika¢ btedéw w opracowaniach statystycznych?

Raymond J. Carroll zwyk! na temat ztej jakoSci danych mawiac¢ ,,Garbage in, gar-
gabe out”. Dlatego na etapie planowania badan warto ,,zatrudnic¢” statystyka, ktory
moze wskazaé istotne elementy na tym etapie procesu badawczego. Pamigtajmy
bowiem, ze nawet najbardziej wyrafinowane techniki statystyczne nie sprawia, ze

ze ,,stabych” danych da si¢ uzyskacé wartoSciowe wyniki.

3 Dobor metod statystycznych

Niewlasciwy dobdr materiatu badawczego nie jest jedynym powodem btedow
we wnioskowaniu statystycznym. W réwnym stopniu decyzja o wyborze metod sta-
tystycznych uzytych w badaniu moze skutkowac fatszywymi wnioskami. W niniej-
szym opracowaniu beda wzigte pod uwage techniki z zakresu: estymacji punktowej
i przedziatlowej, weryfikacji hipotez, modelowania zaleznosci za pomocg regresji
liniowej i nieliniowe;j.

Na wstepie nalezy nadmienié, ze wszystkie metody statystyczne maja pewne
ograniczenia, zaréwno w obszarze ich stosowalno$ci, jak i potencjalnych wnio-
skéw, ktére mozna na ich podstawie wycigga¢ o populacji. Tylko dobre poznanie
i spelnienie wszelkich zatozen danej metody oraz Swiadomos¢ jej ograniczen daje
nam gwarancje, ze otrzymane wyniki beda poprawne. Przez wlasciwy dob6r me-
tody statystycznej rozumiemy, wlasnie poznanie warunkéw jej stosowalno$ci oraz
ich spelnienie.

Niestety szereg publikacji naukowych oraz wtasne do§wiadczenia autora na-
byte podczas konsultacji dotyczacych doboru metod statystycznych pokazuja, ze
czasami ograniczony zaséb technik analizy danych oraz przyzwyczajenia badaczy
do pewnych metod, a czasami takze brak wiedzy na temat mozliwosci ich zasto-
sowania w konkretnym problemie powoduja, zZe stosowane sg niewtasciwie. Sytu-
acje, w ktérych badacz wykorzystuje niewtasciwa technike statystyczng, sugeru-
jac sie sugestia promotora, autora podobnej pracy czy wlasnym btednym doswiad-
czeniem z poprzednich badafi, sg na porzadku dziennym. Nie jest to uwaga, kto-

ra dotyczy wylacznie niestatystykéw, poniewaz réwniez konsultanci statystyczni
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pracujacy w zespotach badawczych, a takze ci, ktérzy czuwajg nad poprawnoscia
metodologiczng publikacji nie zawsze dobrze wywiazuja si¢ ze swoich zadan, ule-
gajac czesto presji Srodowisk, w ktérych funkcjonuja. Panuje bowiem zwyczaj, ze
wybrana technika statystyczna, mimo ze nie jest adekwatna w danej sytuacji, zo-
staje zastosowana, poniewaz zaklada si¢, ze recenzenci nie sa gotowi na pewne
,-nowosci” i mogliby odrzuci¢ prace z powodu braku wiedzy na temat wtasciwych
metod. Inng wielka bolaczka dzisiejszych prac naukowych wykorzystujacych tech-
niki statystyczne jest to, ze nie sa w nich publikowane dane dotyczace weryfikacji
zatozen poszczegdlnych metod stosowanych w pracy, wielkoSci préb, informacje
o rozktadach poszczegdlnych zmiennych, czasie kiedy byly mierzone czy warun-
kach w jakich zostal przeprowadzony eksperyment. Wielu badaczy usprawiedli-
wia si¢ faktem, iz ograniczenia edytorskie dotyczace liczby stron, nie pozwalaja
na pelne zaprezentowanie wynikéw wraz z wszelkimi szczegétami zastosowanych
metod. Niestety taki stan rzeczy powoduje pewne komplikacje w sytuacji gdy in-
ni naukowcy chcieliby wykorzysta¢ otrzymane wyniki badan. Czasami zwykla re-
plikacja przeprowadzonych eksperymentéw nie jest mozliwa do wykonania w la-
boratorium w innej czesci Swiata, poniewaz pewne szczegoly pominigte w opu-
blikowanych pracach okazujg sie niezbedne. Z drugiej strony nalezy wyréznic te
prace naukowe, w ktoérych wszelkie informacje o przeprowadzonym badaniu, wy-
korzystanych technikach, spetnieniu zalozer oraz zestawienia tabelaryczne zostalty

dotaczone w postaci dodatkow.

3.1 Estymacja punktowa

Estymacja punktowa jest chyba najczesciej stosowanym narzedziem statystycz-
nym w ramach prac naukowych, raportéw, spiséw powszechnych czy badan opinii
publicznej. Polega ona na wyznaczeniu warto$ci estymatora na podstawie préby 0,
ktéry przybliza nieznang warto$¢ parametru rozkladu 6 badanej cechy. Podstawowy

kurs statystyki informuje nas, zZe dobry estymator, to taki, ktéry jest:

e nieobcigzony — czyli przecigtnie warto$¢ estymatora ,.trafia” w parametr es-
tymowany (E(0) = 6);
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e zgodny — czyli wraz ze wzrostem liczebnosci préby, rosnie prawdopodobien-
stwo, Ze oszacowanie bedzie przyjmowac wartosci coraz blizsze szacowane-

g0 parametru (Azsolim, oo P(|0 — 0] < &) = 1);

e najefektywniejszy — czyli taki, ktérego blad sredniokwadratowy? jest naj-
mniejszy; w klasie estymatoréw nieobcigzonych jest to estymator o najmniej-

szej wariancji.

Wspomniane charakterystyki estymatoréw wprowadza si¢ dlatego, iz nie ist-
niejg estymatory najlepsze, czyli takie, ktére w klasie wszystkich estymatoréw jed-
nostajnie minimalizujg btad Sredniokwadratowy. Przy okazji unika si¢ tak bezsen-
sownych estymatoréw jak np. stala. Niestety nie zawsze estymatory nieobcigzo-
ne istniejg, a estymatory nieobcigzone o minimalnej wariancji moga okazac si¢
gorsze od estymatoréw obcigzonych. Czasami statystycy dorzucajg kolejne wyma-
gania dotyczace estymatoréw, takie jak np. odporno$é®. Whasnos¢ ta oznacza, ze
odstepstwa od normalnosci rozktadu badanej cechy, w postaci braku symetrii, ciez-
koogonowosci* lub wystepowaniu wartosci ekstremalnych, nie wptywaja znaczaco
na warto$¢ estymatora. W badaniu tendencji centralnej zarobkéw Polakéw postu-
zymy si¢ raczej mediang, czyli statystykg bardziej odporng na prawostronng asy-
metri¢ badanego rozktadu oraz wystepowanie ewentualnych wartoSci odstajacych,
niz Srednia, ktéra jest mniej odporna.

W estymacji punktowej nalezy pamiegtal, ze w przypadku cech ciagtych praw-
dopodobienistwo, ze estymator przyjmuje warto§¢ réwng parametrowi estymowa-
nemu jest zerowe. Estymacja punktowa zawsze jest obarczona pewnym bledem, po-
niewaz wyznaczana jest na podstawie préby, czyli pewnej realizacji zmiennej loso-
wej. Kazda inna realizacja moze skutkowa¢ inng warto$cig estymatora. Dodatkowo
dla préb probabilistycznych mozemy szacowaé tg niepewnos¢. Brak zrozumienia
tego faktu skutkuje nieuzasadniona krytyka statystyki jako wiarygodnej metody na-

ukowej. Rachunek prawdopodobienistwa, ktory jest gldéwnym narzedziem do budo-

MSE(6) = E(0—0)*
3ang. robust
4ang. heavy-tailed
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wy modeli statystycznych oraz ich oceny (w szczegdlnoSci estymatoréw), okresla
z jaka niepewnoscig bedziemy mieli do czynienia stosujac to czy inne narzedzie
statystyczne. Mozna zatem powiedzieé, ze jedynie uwiarygadnia on wyniki, jesli
uzyjemy prawidfowego narzedzia do analizy danych.

Bardzo czgstym btedem w estymacji punktowej jest pomijanie kontekstu wiel-
koSci populacji, z ktérej zostala pobrana préba, przy szacowaniu doktadnosci esty-
matora. Statystycy bowiem zalecaja stosowanie tzw. poprawki dla skoficzonej po-
pulacji’, w przypadku populacji mato licznych. Przyktadowo jesli wielkos¢ popula-
cji to 150 obiektéw, a w prébie znajduje sie ich 30, to kazdy element jest reprezen-
tantem siebie i 4 innych obserwacji nie ujetych w prébie. Wéwczas szacowanie war-
toSci oczekiwanej na podstawie Sredniej z proby = odbywa si¢ z pewnym btedem
wyrazonym np. wariancja V ar(Z). Dla odmiany, gdy préba stanowi cata populacije,
zmienno$¢ zwigzana z szacowang wartos$cig jest rtéwna zero. Aby uwzglednié¢ pro-
porcje jaka préba stanowi w stosunku do populacji zastosowano wtasnie poprawke

dla skoriczonej populacji

Var(z) = (1 - ;‘7) i 3.1)

gdzie n i N oznaczaja odpowiednio wielko$¢ préby i populacji, a s? jest warian-
cja probkowa. Oznacza to, ze dla préby 30 elementowej z populacji 150 elemen-
towej, jesli wariancja Sredniej bez korekty wynosi np. 50, to z korekta wyniesie
40 = 0.8 - 50, co stanowi znaczng poprawe precyzji oszacowania. W przypadku
duzych populacji poprawka dla skoriczonej populacji nie ma takiego znaczenia.
Rozwazmy dwie populacje wielkosci 1000000 i 100000000 elementéw. Z obu po-
pulacji wylosujmy po 1000 elementéw. Wéwczas korekta wariancji w pierwszym
przypadku wynosi 0.999, a w drugim 0.99999.

Bfad Sredniokwadratowy, ktdry jest czesto uzywang miarg do oceny jakosci es-

6

tymacji, wyznacza swego rodzaju kompromis pomiedzy obcigzeniem® a wariancja

estymatora.

5ang. finite population correction

6dokladniej jego kwadratem
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Mozna to wyrazi¢ réwnaniem

MSE() = Var(d) + (b(6))?, (3.2)

gdzie b(0) = E(0) — 6 jest obcigzeniem estymatora. Najlepszy estymator charak-
teryzowalby si¢ oczywiScie minimalnym bfedem Sredniokwadratowym, ale nie da
si¢ jednocze$nie minimalizowa¢ obu jego sktadowych. Dlatego w kontekScie anali-
zowanego problemu mozemy minimalizowa¢ wariancje¢, godzac si¢ na pewne nie-
wielkie obcigzenie lub Zadaé nieobcigzonosci liczac si¢ z wigksza wariancjg esty-
matora. Nigdy jednak nie poszukujemy estymatoréw o skrajnych warto$ciach obu
sktadowych.

Ciekawym, niestety rzadko stosowanym w badaniach naukowych sposobem na
obnizenie wariancji estymatora jest uzycie estymacji ilorazowej7. Pierwszym udo-
kumentowanym przykiadem uzycia tej metody jest oszacowanie z duza doktadno-
$cig populacji Francuzéw przez Pierre Simon de Laplace’a w 1802 roku. Wéwczas
nikt nie mys§lat jeszcze o spisach powszechnych. Zastosowal on metodg estymacji
ilorazowej, polegajacej na wykorzystaniu ilorazu cechy badanej i silnie skorelowa-
nej z nig zmiennej towarzyszqcejg. Laplace wykorzystal jako zmienng towarzyszaca
liczbg zarejestrowanych narodzin w analizowanych gminach, ktéra jest silnie sko-

relowana z populacjg. Estymator ilorazowy przyjmuje postaé

B =

8

) (3.3)

ég>‘ld>

gdzie y to cecha interesujaca badacza, x to cecha pomocnicza, fy =y via te =
Yo x;. W estymacji sumy warto$ci badanej cechy nie mozemy wzigé po pro-
stu fy = N -y, poniewaz nie znamy wielkosci populacji /N. Wiemy natomiast jak
ja oszacowaé, bo N ~ t,/x, gdzie t, jest sumg wartosci zmiennej pomocniczej

w populacji. Wéwczas nieznana suma wartosci cechy y jest rOwna

2%
=z

tyr =17 (3.4)

7ang. ratio estimation

8tzw. cecha pomocnicza - ang. auxiliary variable
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Przyklad 3.1. [12] Zal6zmy, Ze celem naszego badania jest oszacowanie ile ryb
o dlugosci przekraczajacej 12 cm jest w wylowionej sieci. Na wstepie zwazymy
caly potéw, wiedzac, ze cecha pomocnicza z, czyli waga jest silnie skorelowana
z liczba ryb dtuzszych niz 12 cm, czyli y. Nastepnie losujemy prébe prosta ryb
z sieci i zliczamy, ile z nich spetnia warunki zadania. Odnoszac tg liczbe do liczeb-
nosci préby otrzymamy proporcje y. Woéwczas wszystkie parametry do wyliczenia
tAyT s juz znane. Jak wida¢ uzycie zmiennej, ktérej statystyki ¢, i £ mozna tatwo

obliczy¢, uproscito wyznaczenie statystyki zmiennej badanej.

Przyklad 3.2. Wracajgc do danych z przyktadu 2.1 mozemy jeszcze raz oszaco-
wacé liczbg akrow zajetych przez farmy, tylko tym razem metoda ilorazowa. Sza-
cunki na podstawie proby prostej przyniosty wariancje¢ estymatora na poziomie
581693812 = 3.383677¢e + 15, przy estymacie 916927110. Zatem wariancja na-
szego oszacowania jest duza. Wprowadzajac zmienng pomocniczg — liczbe akréw
zajetych przez farmy w 1987 roku — otrzymamy iloraz B = 0.9865652, poniewaz
zmienne s3 silnie ze soba skorelowane (patrz rysunek 2). Dodatkowo zostaly osza-
cowane: liczba akréw zajetych przez farmy w 1987 roku oraz wariancja tej wiel-
kosci. W przeciwienstwie do wariancji obu sktadowych, iloraz charakteryzuje si¢

bardzo niewielka zmiennoScia 3.306794e — 05. Ostatecznie mozemy wyliczy¢, ze

fyT =Bty ~ B-t, =0.9865652 - 929413560 = 916927110. (3.5)
Poniewaz uzylismy ¢, w miejsce t,, to liczba zajetych akrow przez farmy jest iden-
tyczna jak w przyktadzie 2.1. Korzy$¢ odnosimy w postaci zwigkszonej precy-
zji oszacowania. Wariancja estymatora wyznaczonego metoda ilorazowa wynosi

2.8564¢ + 13 i stanowi jedynie okoto 0.8% wariancji estymatora klasycznego®.

Jeszcze jednym bledem pojawiajacym si¢ niektérych publikacjach naukowych
jest uzycie niewtasciwego estymatora danej wielkosci w stosunku do sposobu po-
zyskiwania danych. Zdarza si¢ mianowicie, ze nieSwiadomie niektérzy badacze

uzywaja estymatoréw przeznaczonych dla losowania prostego, ktére sg najbardziej

92.8564¢ + 13/3.383677e+ 15 = 0.008441704
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Rysunek 2: Wykres zaleznoSci pomiedzy liczbg akréw zajetych przez farmy w 1987 1992
roku

popularne, do préb warstwowych, grupowych lub do losowan wielostopniowych.
Uwaga ta dotyczy szczegdlnie badari z wykorzystaniem ankiet.

Podsumowujac ten podrozdzial nalezy jeszcze raz wyraZnie podkresli¢, ze nie
ma estymatoréw najlepszych. Kazdej estymacji punktowej powinna towarzyszy¢
krétka refleksja nad tym, jaki parametr szacujemy, jaki estymator bedzie optymal-
ny z punktu widzenia btedu Sredniokwadratowego, precyzji szacunku oraz rodzaju

proby.

3.2 Estymacja przedzialowa

Rzadko estymacja punktowa jest jedynym i wystarczajagcym narzedziem ana-
lizy iloSciowej stosowanym w pracach naukowych. Oszacowania punktowe stoso-
wane w statystyce opisowej s3 czgsto uzupelniane przez estymacje przedziatowa,
polegajaca na znalezieniu takiego obszaru przestrzeni parametréw, aby z zadang

pewnoscia'? nieznany parametr lub parametry nalezaly do tego obszaru.

1Onazywana} poziomem ufnosci réwnym najczgsciej 1 — o = 0.95
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(1 — o) %-owg realizacjg przedzialu ufnosci dla nieznanego parametru 6 jest

przedziat (0,0) spetniajacy warunek
P(9<0<0)=1-a (3.6)

gdzie § nazywamy dolnym, a § gérnym koricem przedzialu ufnosci.

Niestety mimo, ze estymacja przedzialowa taczy w sobie zalety estymacji punk-
towej oraz precyzje oszacowania, to rzadko jest wykorzystywana w pracach nauko-
wych. Czesto estymacja punktowa jest potaczona z weryfikacja hipotez, ale rzadko
uzupetniona o przedziaty ufnosci.

Intuicja lezaca u podstaw konstrukcji przedziatow ufnosci jest taka, aby wyzna-
czy¢ w jakim przedziale leze¢ bedzie warto$¢ szacowanego parametru, ze z gory
zadana pewnoscia. Przyktadowo, jesli 95%-owa realizacja przedziatu ufnosci dla
nieznanej wartosci oczekiwanej wzrostu Polakéw jest przedzial (157.4, 184.7)!1,
to nieznany parametr p nalezy do tego przedzialu z prawdopodobieristwem 0.95.
Nie oznacza to jednak, ze na 100 wylosowanych préb z tego samego rozktadu, 95

bedzie miato przedzial ufnosci pokrywajacy nieznany parametr (patrz rysunek 3).

Rysunek 3: 95%-owe realizacje przedzialéw ufnosci dla trzech 100-elementowych préby

wylosowanych z rozkladu N(0,1)

Jak wida¢ na rysunku 3, dla kazdego losowania 100-elementowych préb re-
alizacja 95%-owego przedziatu ufnoSci zawiera inng liczbe przedzialéw pokry-

wajacych nieznany parametr. W pierwszym przypadku jest ich 99, w drugim 95,

" wartosci czysto hipotetyczne
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a w trzecim 93. Kazda kolejna realizacja moze nam da¢ inny wynik, poniewaz za-
leza one od prob, ktdre sa wyznaczane losowo. MozZna natomiast zauwazy¢ pewna
prawidtowos$é, ze liczba przedziatéw w kolejnych powtérzeniach tego do§wiadcze-
nia bedzie oscylowala wokét 95. Zwigkszajac liczbe préb losowanych z tego sa-
mego rozktadu, na podstawie ktérych wyznaczane sa konice przedzialéw, odsetek
tych, ktére pokrywaja nieznany parametr, bedzie si¢ zblizat do 0.95. Poniewaz kaz-
da 100-elementowa proba w naszym przyktadzie byla losowana niezaleznie z tego
samego rozkfadu, to mozemy je rownie dobrze potraktowaé jako 300 préb 100-
elementowych z tego rozktadu. W tym przypadku 287 przedzialéw pokrywa nie-
znany parametr i stanowi to 0.9567 wszystkich przedzialéw ufnosci. Zrozumienie
istoty pewnosci pokrycia nieznanego parametru przez przedziat ufnosci jest ko-
nieczne, tym bardziej, ze zazwyczaj wyznaczamy tylko jeden przedzial ufnosci i nie
mamy pewnoSci, ze zadany parametr lezy w tym przedziale.

O szerokosci przedziatu ufnosci decyduja przede wszystkim trzy czynniki:

e liczebnosc¢ préby na podstawie, ktérej szacujemy parametr —im jest ona wigk-

sza, tym przedzial wezszy;

e poziomu ufnosci z jakim chcemy szacowaé parametr — im wiekszy, tym szer-

szy przedzial;

e zmienno$¢ szacowanego parametru — im wieksza, tym szerszy jest przedziat

ufnosci.

Najczesciej stosowane przedziaty ufnosci dla nieznanej wartosci oczekiwanej,
zakladaja normalno$¢ rozkladu, z ktérego losowana byta préba lub zadajg aby wiel-
kos¢ tej proby byla stosunkowo duza. Oba te warunki nastreczaja w praktyce bada-
czy wielu probleméw, oczywiScie wéwczas, gdy ci maja tego Swiadomos¢. Zda-
rzaja si¢ bowiem przypadki, ze posta¢ rozktadu z ktérego losowano prébe nie jest
znana i, co gorsza, nie jest badana. Z drugiej strony ograniczenia finansowe, logi-
styczne i etyczne, o ktérych wspomniano w rozdziale 2 powoduja, ze préby sg cze-

sto malo liczne. Istotna odchytka od normalnoSci rozktadu badanej cechy, w postaci
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asymetrii rozktadu lub ci¢zkoogonowosci powoduje, ze zaktadana pewnosc¢ pokry-
cia nieznanego parametru przez przedzial ufnosci moze by¢ nieprawdziwa. Aby
zilustrowac¢ jaki wplyw na pokrycie przedzialem ufnoSci ma asymetria rozktadu
przytoczymy nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.3. Z rozktadu logN (0,1.5) wylosujemy 100 préb po 30 elementow.
Nastepnie wyznaczymy dla kazdej proby przedzial ufnosci dla wartoSci oczekiwa-
nej i sprawdzimy ile z tych przedzialéw zawieralo prawdziwg warto$¢. Rozktad
logarytmiczno-normalny charakteryzuje si¢ silng asymetrig prawostronng (patrz
rysunek 4), ktéra bedzie wptywaé znaczaco na pokrycie przez przedziaty ufnosci

warto$ci oczekiwanej, czyli exp(u + o2 /2) ~ 3.08.

10gN(0,1.5)

Rysunek 4: Funkcja gestosci rozktadu logN (0,1.5) z wyrazng prawostronng asymetrig
rozktadu.

Istotnie, wiele z przedzialéw (doktadnie 22) nie zawiera warto$ci oczekiwanej. Na

rysunku 5 zaznaczono je kolorem czerwonym.

Naruszenie zatozenia o normalnosci rozkladu, z ktérego pobrano prébe, mo-
ze mie¢ swoje konsekwencje w braku pokrycia nieznanego parametru przez prze-

dzial ufnosci. Sg jednak takie, ktére nie wymagaja normalnosci rozktadu. Centralne
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Rysunek 5: 95% realizacje przedziatéw ufnosci dla nieznanej S$redniej z rozkladu
logN(0,1.5)

twierdzenie graniczne méwi, ze gdy préba x1,...,x, jest dostatecznie duza i po-
brana niezaleznie z rozktadu o $redniej 4 i wariancji o2, to rozktad odpowiednio

standaryzowanej zmiennej losowej jest zblizony do normalnego, czyli

T— U D,
o/\/n

Dla danych z powyzszego przyktadu, jesli wyliczymy Srednie z poszczegdlnych

N(0,1). (3.7)

prob, to otrzymamy rozklad nastgpujacej postaci

Szybkos¢ zbieznosci do rozktadu normalnego zalezy jednak od asymetrii roz-
ktadu i dla rozktadéw skosSnych wymagana jest wicksza liczba elementéw w prébie,
aby osiggnaé zbiezno$¢. W roku 1977 Cochran [7] zaproponowal formule, ktéra
uwzglednia¢ bedzie asymetri¢ rozkltadu w szybkosci zbiezno$ci. Nastepnie Sug-
den [16] dopracowat regute Cochrana i dzi§ funkcjonuje ona w postaci

no (o 53\ 2
Momin = 28+ 25 (W) . (3.8)
ns
Wedlug tej reguty dla danych z poprzedniego przykiadu liczebnos¢ minimalna
powinna wynosi¢ 195. Istotnie przy tej liczebno$ci préb, znacznie poprawia si¢

pokrycie nieznanej wielkoSci przez przedzialy ufnosci (patrz rysunek 7).
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Wspolczynnik asymetrii rozkladu srednich = 0.82

mean.of.x

Rysunek 6: Rozktad gestosci jadrowej srednich ze 100 préb z logN (0,1.5)

estimate
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L
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Rysunek 7: 95% realizacje przedziatéw ufnosci dla préb o liczebnosci 195 pobranych
z rozktadu logN (0,1.5)

Jeszcze innym sposobem radzenia sobie z asymetrig rozkladu lub matg liczeb-
noscig proby sa metody bootstrapowe wyznaczania przedzialéw ufnosci. Polegaja
one na wielokrotnym losowaniu z powtérzeniami elementéw z préby, tak aby uzy-
ska¢ wiele préb (najczesciej 1000) tej samej liczebnoSci o zblizonym rozktadzie.
Na podstawie tych préb wyznacza si¢ estymate badanego parametru, ktéra charak-
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teryzuje sic pewng zmiennoScig zwiazana z réznicami w wylosowanych prébach. W
jednej z metod bootstrapowych wyznacza si¢ kwantyle rzedu 0.02510.975 z rozkta-
du estymat, ktére stanowia korice przedziatu ufnosci. Istniejg réwniez inne metody
bootstrapowe, zardwno nieparametryczne (nie zaktadajace postaci rozktadu, z kt6-
rego losowano proby), jak i parametryczne, w ktorych losuje si¢ proby z rozktadu
znanej postaci. Niestety w tym przypadku réwniez oszacowania na konice przedzia-
tu ufnosci sg obarczone pewnym obcigzeniem. Wynika ono z rozktadu populaciji,
z ktdrej losowano préby. Nie mniej jednak metody bootstrapowe mogg by¢ alter-
natywa dla klasycznych przedziatéw ufnoSci, w sytuacji nie spetnienia zatozes ich
dotyczacych, a szczeg6lnie stajg sie przydatne w sytuacji szacowania parametrow,
dla ktérych klasycznych przedzialéw ufnosci nie ma.

W niewielu publikacjach naukowych mozna spotka¢ prawidiowo przeprowa-
dzone wnioskowanie oparte o estymacje przedzialowa. Po pierwsze rzadko jest sto-
sowana, a jesli juz, to bez zadnej refleksji nad rozktadem populacji czy liczebnoScia

préby na podstawie, ktorej sa szacowane korice przedziatow.

3.3 Weryfikacja hipotez

Badania naukowe najcz¢sciej polegaja na stawianiu hipotez, a nast¢pnie na pod-
stawie dostgpnego materialu badawczego ich weryfikowaniu. Nie trzeba chyba ni-
kogo przekonywacd, jak uzytecznym w tym kontek$cie narzedziem sg testy staty-
styczne. Niemal kazda praca naukowa lub popularno-naukowa, korzystajaca z me-
tod iloSciowych, stosuje testy. Biorac pod uwage jak szerokie spektrum testow sta-
tystycznych jest dostepnych w niemal kazdym programie statystycznym, nie dziwi
fakt, iz tak czesto naukowcy po nie siegaja. Czy zawsze stusznie? A jesli tak, to czy
we wlaSciwy sposéb z nich korzystaja?

Dogtebna analiza wielu publikacji naukowych pod katem stosowania testow
oraz wieloletnie do§wiadczenia autora w opracowaniu statystycznym materiatow
w ramach zespoléw badawczych, pozwala stwierdzié, ze istnieje co$ takiego jak
,.kult” istotnosci statystycznej [17]. Przejawia si¢ on przede wszystkim w bezreflek-

syjnym stosowaniu testow na kazdym etapie badan i do kazdego zagadnienia. Po-
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nadto stosuje si¢ je w sposob niewlasciwy, uzywajac ich jak procedur decyzyjnych
a nie pomocy w ocenie wiarygodnos$ci hipotezy postawionej w badaniu. Czasami
mozna odnie$¢ wrazenie, ze nie wazna jest wielko$¢ efektu, a to czy jest on istotny
statystycznie. Nalezy tu przypomnie¢, ze testy statystyczne powstaly na uzytek na-
ukowcow po to, aby pomdéc im w ocenie wiarygodnoSci stawianych hipotez, ale nie
mialy ich zwolni¢ z myS$lenia, czy 6w wynik testu oprécz istotnosci statystycznej
ma istotne znaczenie dla rozwijanej dziedziny. Autor najpowszechniej stosowane-
go testu do poréwnywania Srednich dwéch grup niezaleznych, czyli William Sealy
Gosset (pseudonim Student)'?, cate zycie zajmowat si¢ produkcja piwa w browa-
rach Guinnessa w Dublinie. Tworzac podwaliny pod dzisiejsza teori¢ weryfikacji
hipotez, jako praktyk w ktérego zylach ptyneta krew raczej ekonomisty niz ma-
tematyka, poszukiwal metod sprawdzenia jakie konfiguracje skfadnikéw i metod
produkcji dadzg lepsze piwo. Zupetnie inne podej$cie do testowania hipotez miat
uczen Gosseta, czyli Ronald Aylmer Fisher. Réwnie genialny, zajmujacy si¢ gene-
tyka, rolnictwem i eugenika, sktaniat si¢ raczej ku temu, aby stworzy¢ pewien zbior
regut powalajacy przyja¢ lub odrzuci¢ poddang ocenie hipotezg. R6znica w podej-
$ciu do stosowania testow polegata na tym, ze Gosset oprécz wyniku testu w swoich
decyzjach brat pod uwagg réwniez czynnik ekonomiczny wigzacy sie z przeprowa-
dzenie eksperymentu i ewentualnymi jego konsekwencjami, a Fisher raczej podazat
w stron¢ matematycznej formuly, dobrze sformalizowanej, prowadzacej do podje-
cia decyzji.

Przegladajac wiele publikacji naukowych, mozna odnie$¢ wrazenie, ze podej-
Scie przySwiecajace Gossetowi nie znalazto wielu nasladowcéw, rowniez wsréd
statystykéw. Byta jednak grupa naukowcéw, ktéra podobnie jak Student widzia-
fa w stosowaniu testow statystycznych jako procedury decyzyjnej duze zagrozenie.
Byli wsréd nich: Edgeworth, Gosset, Egon Pearson, Jeffreys, Borel, Neyman, Wald,
Wolfowitz, Yule, Deming, Yates, L. J. Savage, de Finetti, Good, Lindley, Feynman,
Lehmann, DeGroot, Bernardo, Chernoff, Raiffa, Arrow, Blackwell, Friedman, Mo-
steller, Kruskal, Mandelbrot, Wallis, Roberts, Granger, Leamer, Press, Moore, Ber-

12stqd nazwa test t-Studenta
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ger, Gigerenzer, Freedman, Rothman, Zellner [17]. Nie oznacza to oczywiscie, ze
sformalizowany opis sposobéw weryfikacji hipotez nie ma sensu. To raczej bez-
refleksyjne stosowanie testow statystycznych, bez poznania istoty niepewnosci to-
warzyszacej kazdej procedurze testowej jest bolaczka dzisiejszych btednych jego
zastosowari.

Kazdy test statystyczny dopuszcza wystgpienie dwéch rodzajéw btedow wery-
fikacyjnych:

e btad I rodzaju — polega na odrzuceniu prawdziwej hipotezy;
e btad II rodzaju — polega na przyjeciu fatszywej hipotezy.

Nie jest mozliwe jednoczesne minimalizowanie obu btedéw, dlatego przyjeto kon-
trolowaé prawdopodobieristwo bledu I rodzaju na poziomie'® o = 0.05 i tak kon-
struowac testy, aby btad II rodzaju byt jak najmniejszy.

Prawidlowo przeprowadzona procedura testowa polega na tym, ze ustala si¢
hipoteze zerowa oraz hipoteze alternatywna. Ta druga jest na ewentualnos$¢ gdyby-
Smy byli ,,zmuszeni” do odrzucenia hipotezy zerowej. Nastepnie ustala si¢ poziom
istotnosci, czyli dopuszczalnego poziomu biedu I rodzaju dla naszego twierdzenia.
Kolejnym krokiem jest wybor testu statystycznego oraz sprawdzenie zatozer wy-
maganych do jego zastosowania. Jesli zatozenia sg spetnione, to mozemy wyzna-
czy¢ statystyke testowa i sprawdzi¢ czy nalezy ona do obszaru krytycznego danego
testu. W przypadku, gdy statystyka testowa nalezy do zbioru, zaleca si¢ odrzucenie
hipotezy zerowej na korzys¢ alternatywnej pami¢tajac, ze jest 5% szans, iz decyzja
ta jest btedna. Jesli natomiast statystyka testowa nie lezy w obszarze krytycznym,
to méwimy, Ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, co najczgsciej jest
btednie utozsamiane z potwierdzeniem hipotezy zerowej. Warto w tym momencie
wyznaczy¢ moc uzytego testu, aby si¢ zorientowac jakie jest prawdopodobiefistwo
popelnienia btedu II rodzaju. Na podstawie wielkosci badanego efektu, wyniku te-
stu oraz mocy testu mozemy podjaé decyzj¢ o przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy

zerowej. W przypadku niespelnienia zalozen testu, nie mozemy oprze¢ naszego

13Zwanym poziomem istotnosci
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wnioskowania na poziomie istotnoSci przyjetym w procedurze. Najczesciej zaleca
si¢ wowczas poszukac alternatywnego testu. OczywiScie wszystkie zalozenia do-
tyczace doboru proby oraz podziatu na grupy wymieniane w podrozdziale 2 musza
by¢ réwniez spetnione.

Odnoszac si¢ do przytoczonej powyzej procedury testowania hipotez, nalezy
wspomnie¢ o btedach, ktére sa najczeSciej popelniane. Bardzo czegstym btedem
w prowadzonych badaniach jest stawianie hipotez po przeprowadzeniu testow ja
weryfikujacych. Prowadzi to czasem do modyfikacji hipotez na potrzeby wyniku,
poniewaz od hipotezy alternatywnej zalezy obszar krytyczny testu. Ustalanie po-
ziomu istotnoSci przed rozpoczeciem testowania jest zasadne, poniewaz jesli wynik
testu ujawni, ze réwniez przy nizszym poziomie istotnoSci uda si¢ odrzuci¢ hipote-
z¢, to niewlasciwg praktyka jest zmniejszanie poziomu istotnos$ci przez niektérych
badaczy. Inna realizacja tej samej zmiennej losowej w postaci nowej proby, moze
doprowadzi¢ do zmiany decyzji przy zaostrzonym poziomie istotnosci.

Wybér testu w procedurze weryfikacyjnej jest czesto najtrudniejszym zada-
niem. Niewla$ciwy moze skutkowac wyciagnieciem zlych wnioskéw. Przy doborze

testu nalezy si¢ kierowac kilkoma kryteriami:

1. badanym zagadnieniem (np. czy jest to poréwnanie $rednich, czy badanie

niezaleznosci cech jakoSciowych);
2. skalg pomiarowg w ktérej mierzone sg interesujace nas wielkosci;

3. niezaleznoS$cia/zalezno$cig pomiaréw (nalezy ustali¢ czy pomiary odbywaly
sie na tych samych obiektach roziozone w czasie czy na niezaleznych pod-
miotach/przedmiotach);

4. rozktadem badanych cech;
5. liczebnoscig prob (cho¢ ten aspekt nie zawsze wystepuje);

6. moca testu.
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Swego rodzaju standardem testowania hipotez stato si¢ podawanie statystyki te-
stowej oraz krytycznego poziomu istotno$ci'* zamiast obszaru krytycznego. W za-
leznoSci od tego czy p < a czy p > a, test ,,kaze” odrzuci€ hipotezg H na korzysé
H, lub nie daje podstaw do odrzucenia hipotezy Hy. Jednak przed podjeciem de-
cyzji weryfikacyjnej warto sprawdzié¢ jak duza jest moc przeprowadzonego testu
oraz oszacowa¢é wielko$¢ badanego efektu.

Badajac wielkos$¢ efektu oddziatywania pewnej zmiennej niezaleznej, w trzech

sytuacjach test bedzie nas wprowadzat w btad:

1. Jesli nie ma zadnego faktycznego efektu, ale niedoskonalosci techniczne prze-
prowadzonej procedury weryfikacyjnej doprowadzg do wykazania istotnoSci

statystycznej.

2. Istnieje faktyczny efekt oddziatywania, ale ze wzgledu na duza zmienno$¢

badanej cechy nie osiagneliSmy poziomu istotnoSci statystyczne;j.

3. Nie istnieje Zaden znaczacy efekt oddziatywania, ale precyzja oszacowania

badanej wartosci jest tak duza, ze powoduje istotnoS¢ statystyczna efektu.

Wspominajac niedoskonatosci techniczne testéw, miano na mysli zaréwno te wyni-
kajace z niepewnoSci towarzyszacej testom statystycznym, jak i braku wiedzy bada-
cza, jaki test bedzie optymalny. O ile pierwszej z wymienionych przyczyn nie da si¢
wyeliminowac, to upowszechnianie wiedzy z zakresu weryfikacji hipotez oraz po-
szerzaniu umiejetnosci jej zastosowania w praktyce, moze znaczgco obnizy¢ praw-
dopodobienistwo wystgpienia pomytki wynikajacej z doboru testu. Sytuacja przed-
stawiona w drugim punkcie jest problemem, z ktérym si¢ spotyka wielu badaczy.
Dotyczy on zaréwno watpliwosci czy publikowaé wyniki, ktdre nie sg ,,istotne sta-
tystycznie” , jak i czy 6w brak istotnoSci jest wystarczajgcym powodem, aby prze-
sta¢ sie¢ zajmowac danym zagadnieniem. Istniejag udokumentowane przypadki gdy
brak istotnosci statystycznej efektu stanowit zagrozenie dla zycia ludzi. Firma far-

maceutyczna Merck chcgc wprowadzi¢ na rynek nowy lek (Vioxx) na u§mierzenie

14ang. p-value
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bolu, przeprowadzita testy kliniczne, pod katem wystepowania efektow niepoza-
danych po zazyciu tego leku. Por6wnywali oni swéj produkt z Naproxenem, czyli
powszechnie znanym i stosowanym lekiem przeciwbdlowym. Opublikowano wy-
niki testu i okazalo si¢, ze brak jest podstaw do orzeczenia, ze Vioxx powoduje
wiecej efektow niepozadanych niz Naproxen. W roku 2003 w Stanach Zjednoczo-
nych na atak serca po zazyciu Vioxxu zmarla kobieta. Po tym incydencie, specjalna
komisja oraz niezalezni naukowcy, wrécili do wynikéw badar klinicznych. Okaza-
fo sie, ze po pierwsze, faktycznie nie byto istotnoSci statystycznej réznic w frakcji
wystapienia efektow niepozadanych obu lekéw, ale wyniki jednostkowe pokaza-
1y, ze Naproxen wywotal 1 atak serca, a Vioxx az 5. Po drugie, dogiebna analiza
dokumentéw oraz rozmowy ze §wiadkami badan wykazaly, ze producent Vioxxu
zatait 3 przypadki Smiertelne po zazyciu tego medykamentu. W tym samym roku
lek zostal wycofany z rynku.

Przyktad ten pokazuje, ze ,kult” istotnosci statystycznej, narzucany w dobrej
wierze, rOwniez przez instytucje czuwajace na strazy naszego zdrowia, doprowa-
dzit do tragedii. Prawdopodobnie zbyt mata préba, byta powodem tego, ze réznica
w odsetkach efektéw niepozgdanych obu lekéw nie byla istotna.

Wspomniana wielko$¢ proby moze si¢ znaczaco przyczyni¢ do odrzucenia,
badzZ nieodrzucenia hipotezy zerowe;j. Istnieje bowiem bardzo silna zalezno$¢ mie-
dzy liczebnoscia proby a moca testu. Niektorzy statystycy mawiaja, ze nie powinni-
Smy pytac o istotnoS¢ statystyczng efektu, bo te sie zawsze da osiggnaé zwiekszajac
wielko$¢ proby. RzeczywiScie mamy czasem do czynienia z sytuacjami co najmniej

dziwnymi.

Przyklad 3.4. Losujac 5000-elementowa prébe z rozktadu N (0, 1) jestesmy prze-
konani, ze badana cecha ma rozktad normalny. Potwierdza to ksztatt histogramu
(patrz rysunek 8)

Natomiast testy statystyczne Shapiro-Wilka (p = 0.01) i Lillieforsa-Kotmogorowa
(p = 0.04) tego nie potwierdzaja. Oba kazg odrzuci¢ hipotezg, ze préba pochodzi
z rozkladu normalnego. Faktycznie test Shapiro-Wilka jest raczej skierowany do

préb o mniejszej liczebnoSci (choc ta z przyktadu nie jest niedopuszczalna), ale
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Rysunek 8: Histogram prdby z rozktadu N (0, 1) o liczebnosci 5000 wraz z funkcjg gestosci
tego rozktadu

test Lillieforsa powinien sobie poradzi¢ z tym problemem.

Podobnie zaskakujace wyniki mozemy uzyskaé przy weryfikacji hipotez para-

metrycznych.

Przyklad 3.5. Tym razem wylosujemy dwie préby, jedng z rozktadu N (0, 3), a dru-
ga z rozkladu N(2,3). Obie préby beda o liczebnosci 10. Weryfikujac hipotezg
Hy : p1 = po o tym, ze Srednie obu populacji sa réwne otrzymujemy brak istotno-
Sci statystycznej (p = 0.606) stosujac odpowiedni w takiej sytuacji test, czyli test
t-Studenta dla dwéch préb niezaleznych. Srednie obu préb wynosza odpowiednio
Z1 = 0.65 i Ty = 1.45, a odchylenia standardowe s; = 3.95 i so = 2.75. Stosun-
kowo duza zmienno$¢ obu préb oraz niewielka liczebno$¢ przektadaja si¢ na duza
zmienno$¢ réznicy Srednich i stad brak istotnoSci. Natomiast, jesli tylko zwigkszy-
my préby do liczebnosci np. 30, to otrzymamy istotnoS¢ statystyczna testu réznicy.
Woéwezas (p = 0.0008), a estymaty Sredniej i odchylenia standardowego z préb wy-
noszg odpowiednio z; = —0.89 1z = 1.83 oraz s; = 3.151 s9 = 2.85. Tym razem
odchylenie standardowe w pierwszej probie jest nieco mniejsze, ale to zwigkszona
liczebno$¢ préby oraz wicksza réznica miedzy Srednimi obu préb, powoduja istot-
nos$¢ statystyczng réznicy. Oczywiscie powigkszajac sukcesywnie probe spodzie-
wamy sie, ze réznica Srednich bedzie oscylowata wokoét 2, a jej odchylenie standar-

dowe bedzie malato z powodu powigkszania si¢ liczebnosci, a to bedzie skutkowato
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jeszcze wicksza mocg testu. W pierwszym poréwnaniu moc testu wyniosta 0.08,

a w drugim 0.93.

Powyzsze przyktady pokazuja jak bardzo liczebno$¢ préby moze wplyna¢ na
decyzje¢ weryfikacyjna. Dlatego warto przed wykonaniem testu okresli¢ wymagana
liczebno$¢ préby na podstawie mocy testu (minimum 0.8).

Ostatni rodzaj btedu popetnianego podczas testowania hipotez, ktéry zostanie
przytoczony w tym opracowaniu, to brak kontroli btedu I rodzaju. Polega on na
blednym przes§wiadczeniu, ze jesli si¢ wykona powiedzmy 5 testow réznic miedzy
Srednimi i kazdy z nich jest przeprowadzony na poziomie istotnosci 0.05, to btad
I rodzaju dla decyzji wynikajacej z wszystkich pigciu testow jest tez kontrolowany
na poziomie 0.05. Niestety, poniewaz testy te byly wykonywane niezaleznie, to nie
mozna powiedzieé¢, ze prawdopodobienstwo bledu I rodzaju bedzie nie wicksze
niz 0.05. W przypadku pieciu poréwnafi, kontrola odbywa si¢ na poziomie 0.23,
a np. przy dziesigciu poréwnaniach 0.4. Dlatego zaleca si¢ stosowanie poréwnan
zaplanowanych, czy zwyklej analizy wariancji zanim przystapi si¢ do poréwnywa-
nia grup miedzy sobg. Test ANOVA!® stuzy do poréwnania wielu $rednich, przy
jednoczesnej kontroli btedu I rodzaju na poziomie 0.05.

Podsumowujac rozwazania na temat zagrozen czyhajacych na ,,uzytkowniko-
wi testdw statystycznych, nalezy podkreslié, ze konieczna jest stosowna wiedza
na temat rodzajéw testéw i ich zatozen. Swiadomos$¢ niepewnosci towarzyszacej
kazdej procedurze weryfikacji hipotez, réwniez pomaga w wycigganiu wnioskow
z przeprowadzonych testéw. Na koniec jeszcze raz podkre§lamy, zZe testy statystycz-
ne s3 technika uwiarygadniania sadéw na temat badanych hipotez, nie moga jednak

za nas podejmowac decyzji.

3.4 Modelowanie zaleznoSci pomi¢dzy zmiennymi

Codziennie jesteSmy zasypywani danymi o zalezno$ci miedzy zmiennymi, czy

wplywie czasu na wzrost lub spadek pewnych indekséw. W wielu badaniach na-

15 ang. Analysis of Variance
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ukowych rozwaza si¢ wplyw zmiennych niezaleznych na zmienng wynikowa. Site
zwiazku oraz jego posta¢ wyraza si¢ przy pomocy analizy korelacji i regresji. Pa-
mietajmy jednak, ze faktycznym obiektem zainteresowan wielu naukowcéw jest
zwiazek przyczynowo-skutkowy migdzy zmiennymi, a to nie jest to samo co zalez-
no$¢ statystyczna. Istnieje wiele przyktadéw pozornych zwigzkéw, ktére pokazuja,
Ze wystgpienie istotnej korelacji miedzy zmiennymi jest jedynie warunkiem ko-
niecznym wystgpienia zwigzku przyczynowo-skutkowego, ale nie dostatecznym.
Przyktadowo poziom wydatkéw na nauke w Stanach Zjednoczonych w kolejnych
latach jest silnie skorelowany z liczba samobdjstw przez powieszenie (r = 0.997).
Roéwniez liczba ofiar uduszenia przez zaplatanie we wlasne przescieradto jest silnie
skorelowana z poziomem spozycia sera na przestrzeni lat (r = 0.94). Smialo moze-
my przypuszczad, ze te zwiazki statystyczne nie znajduja potwierdzenia w zalezno-
Sci przyczynowo-skutkowej. Dlatego z tym wicksza uwaga powinniSmy stosowad
narzgdzia statystyczne do modelowania zaleznoSci.

O ile wspétczynnik korelacji informuje nas o statystycznym zwigzku liniowym

pomiedzy cechami, to regresja liniowa pozwala go opisaé w postaci réwnania

y = Po+ix1+ Poxa+ ...+ Bpx, +¢, (3.9

gdzie x1,...,x, s3 zmiennymi niezaleznymi modelu, y jest cecha zalezna, 3y, ..., 3y
sg parametrami strukturalnymi modelu, a € jest niezaleznym btedem losowym o roz-
ktadzie N(0,0). Parametr 3; informuje nas o tym o ile wzrosnie warto$¢ y jesli
zmienna x; zmieni swojg warto$¢ o jeden, przy jednoczesnym zachowaniu pozo-
statych zmiennych na tym samym poziomie.

Najwieksze zagrozenia, ktore czyhaja na naukowcoéw stosujacych analize re-

gresji czy korelacje, to:
1. Ograniczony zakres w przestrzeni cech, na ktérym model jest prawdziwy.

2. Niewlasciwa specyfikacja modelu (np. gdy szacujemy model liniowy, pod-

czas gdy zalezno$¢ jest krzywoliniowa).
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3. Zmienne zakt6cajace (brak ich uwzglednienia w modelu moze pozorowac

wplyw pewniej cechy na zmienng wynikowa).
4. Brak spelnienia zalozen dotyczacych modelu.
5. Brak zdolnosci uogdlniania wynikéw z préby na szersza populacje.

Niebezpieczenistwo opisane w punkcie pierwszym jest zwigzane z faktem, ze
prawie kazde prawo nauki ma pewne ograniczone spektrum swojego dzialania.
O ile dla typowych warto$ci cech model dobrze opisuje zwigzek migdzy nimi, to
dla wartosci ekstremalnych nie zawsze. Nalezy wéwczas wyraZznie okresli¢ zakres
stosowalno$ci modelu, tak, aby nie dokonaé predykcji zmiennej wynikowej poza
zakresem, gdzie rzeczywista relacja zachodzi.

Niewlasciwa specyfikacja modelu oznacza, ze prawdziwy wplyw cech nieza-
leznych na warto$S¢ wynikowa jest niewlaSciwie opisany rownaniem regresji. Jesli
liczba cech umozliwia wykreslenie zaleznosci pomiedzy nimi w uktadzie wspot-
rzednych, to tatwo mozna dostrzec niedoskonato$§¢ wiasnego modelu, poniewaz
wowczas linia regresji jest niedostatecznie dopasowana do danych. Nieco trudniej
jest, gdy zbudowaliSmy model regresji wielorakiej, w ktérej rysunek nie jest juz po-
mocny. Wéwczas musimy sie postuzy¢ wykresem reszt do wykrycia ewentualnej
ztej specyfikacji modelu. Jesli zalezno§¢ jest dobrze opisana za pomocg réwnania,
to twierdzenie Gaussa-Markowa méwi, ze reszty z modelu maja by¢ nieskorelo-
wane, o Sredniej réwnej zero i stalej wariancji o2. Dodatkowo, aby mdc testowaé
istotnos¢ statystyczng poszczegdlnych parametréw, wymagana jest takze normal-
no$¢ rozktadu reszt. Jak widzimy, niepoprawna posta¢ zaleznoSci wyrazona réw-
naniem regresji jest ciSle zwigzana z zatozeniami, ktére musza by¢ spetnione, aby

estymatory parametréw modelu byty BLUE'®.

Przyklad 3.6. Dla danych sztucznie utworzonych na podstawie réwnania y = 4sin(x)

znieksztalconych niewielkim szumem o rozktadzie normalnym, zbudujemy kilka

16ang. Best Linear Unbiased Estimator
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modeli regresji i ocenimy ich dopasowanie. Poniewaz funkcja sinus da si¢ przybli-
zy¢ za pomocg wielomianu odpowiedniego stopnia, to wiasnie w tej rodzinie mode-
li bedziemy poszukiwaé rozwiazania. Jak widaé na rysunku 9 dopasowanie wielo-
mianéw stopni od 1 do 3 nie jest wystarczajaco dobrym opisem zaleznoSci. Dopiero
wielomiany stopni od 4 do 6 dobrze opisuja ukryty zwiazek. MoglibySmy zatem za-
da¢ pytanie: wielomian, ktérego stopnia bedzie najlepszy? Jest to poniekad pytanie
o wlasciwg specyfikacje modelu. Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, nalezy uwaznie
przejrze¢ wykresy reszt (patrz rysunek 10). Reszty modeli wielomianowych stopni
51 6 nie wykazuja autokorelacji reszt, heterogenicznos$ci wariancji, oscylujg wokot
0, czyli istotnie mogg spetnia¢ zatozenia twierdzenia Gaussa-Markowa. Rozktady
reszt przypominajg rozktad normalny juz od wielomianu 4 stopnia (patrzy rysunek
11). Ostatecznie uwzgledniajagc zasade, iz model o prostszej postaci jest lepszy,

wybralibySmy dopasowanie za pomoca wielomianu 5 stopnia.

Rysunek 9: Wykresy rozrzutu wraz z dopasowanymi liniami regresji bedacymi wielomia-

nami stopni od 1 do 6
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Rysunek 10: Wykresy reszt wszystkich szesciu modeli

Przy okazji tego przyktadu pojawito si¢ jeszcze jedno zjawisko, ktére w istotny

sposéb decyduje o mozliwosciach predykcyjnych modeli, a mianowicie przeucze-

nie!” lub niedouczenie'® modelu. Przeuczenie polega na dopasowaniu modelu zbyt

doktadnie do uczacego zbioru danych (czyli zbioru, na podstawie ktérego szacowa-

ne sa parametry). Wowczas model oprécz ukrytej zaleznoSci pomigdzy zmienny-

mi, opisuje roéwniez cze¢$¢ szumu towarzyszgcemu niepewnoSci pomiarowej i roz-

nicom osobniczym badanych obiektéw. Przeuczenie przejawia

sie rowniez w wia-

czeniu do modelu zbyt wielu zmiennych niezaleznych. Niedouczenie przejawia si¢

w niedostatecznym dopasowaniu modelu do danych zbioru uczacego, wynikajacym

z niewlasciwej postaci lub braku w modelu kluczowych dla zalezno$ci zmiennych.

W przykiadzie poprzednim wielomiany stopnia 1,2 i 3 wykazywaly niedouczenie.

Poszukujac optymalnego modelu jesteSmy zawsze zmuszeni do wyboru mig-

17ang. overfitting
18ang. underfitting
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Rysunek 11: Rozklady reszt wszystkich szesciu modeli

dzy mniejszym obcigzeniem poszczegdlnych parametréw modelu, a ich wariancja.
Stosunkowo niewielkie obcigzenie oznacza, ze funkcyjna postac zaleznoSci opisana
réwnaniem regresji jest zblizona do prawdziwej. Drugi z wymienionych czynnikéw
okresla z jakg niepewnoscia zostal wyznaczony model. Jesli wariancja modelu jest
niska, to oznacza to, ze kolejne replikacje cech ujetych w modelu nie beda zna-
czaco wplywaly na jego postaé. Przy duzej wariancji parametry modelu potrafia
si¢ diametralnie zmienia¢ od préby do préby. Nie ma sztywnych regut dotyczacych
wyboru pozioméw obcigzenia i wariancji. Decyzje o wielkoSci obu czynnikéw po-
dejmuje si¢ na podstawie celu badan. Jesli jest nim wskazanie zmiennych, ktére
majg istotny wptyw na zmienng wynikowa, to model z nizszg wariancjg bedzie od-
powiedni. Pozostawia si¢ wowczas w modelu jedynie istotne zmienne. Jesli celem
jest sterowanie pewnym procesem opisanym réwnaniem lub predykcja przysziych

wartosci, to czesto badacze decyduja si¢ na model z mniejszym obcigzeniem.
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Ostatnim problemem, ktdry zostanie podjety w tym podrozdziale sa zmienne
zakl6cajace'®. W sytuacjach wspomnianych przy okazji pozornych korelacji, ma-
my czgsto do czynienia ze zmiennymi zakldcajgcymi. Przyktadowo jesli badamy
korelacje pomiedzy liczbg oddziatéw strazy pozarnych, ktére przyjechaly do ga-
szenia pozaru, a wielkoScig strat z nim zwigzanych, to moze si¢ okazac, ze jest ona
dodatnia i bardzo wysoka. Wplyw liczby oddzialéw na straty jest zaniedbywalny,
jesli dodamy do modelu zmienng wyrazajacg wielkos$¢ pozaru (zmienna zakt6caja-
ca). Pomoca w odnalezieniu takich zmiennych moze by¢ doglebna analiza literatury
dotyczaca zwiazku analizowanych cech.

Podobny efekt ,,znikania” istotnos$ci pewnych czynnikéw uzyskamy, jesli wia-
czymy do modelu zmienne nadmiarowe (redundantne), czyli takie, ktére przekazu-
ja do modelu podobne informacje. Szczegdlnie czesto zdarza sie to w sytuacji, gdy
model zawiera wiele zmiennych. Trudno wéwczas unikng¢ nadmiarowosci, ponie-
waz przy duzej liczbie zmiennych, co najmniej kilka bedzie ze soba silnie skore-
lowanych, bedac atrybutami badanych obiektéw. Zjawisko redundancji jest o tyle
niebezpieczne, ze oszacowania wariancji parametréw stojacych przy zmiennych
nadmiarowych sa zazwyczaj duze, co nie pozwala na oceng¢ istotnoSci statystycz-
nej wplywu tych zmiennych. Z pomoca w takich sytuacjach przychodza techniki
redukcji wymiaréw, jak PCR??, czy PLSR?! oraz metody z grupy regresji regula-
ryzowanej, jak regresja grzbietowa??, LASSO?3, ElasticNet.

Podsumowujac, badajac zwigzki pomiedzy cechami nalezy si¢ wystrzegaé wy-
ciggania wnioskéw o zaleznosci przyczynowo-skutkowej wytacznie na podstawie
wysokiej korelacji. Nawet dobrze wygladajacy model regresji, ktéry wydaje sie
wlasciwe opisywac¢ wplyw zmiennych niezaleznych na zmienng wynikowa, moze
okazac si¢ bledny, poniewaz brak w nim zmiennej zakt6cajacej, ktéra jest prawdzi-

wa przyczyng ukrytej zaleznoSci. Konieczne jest réwniez sprawdzanie zatozen, na-

19ang. confounding variables
2

2
2

0arlg. Principal Component Regression
! ang. Partial Least Squares Regression
2ang. ridge regression

23ang. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
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wet, gdy w publikacji si¢ ich nie umieszcza, poniewaz informacja o tym, ze warun-
ki uzycia metody najmniejszych kwadratéw zostaly spelnione, moze przyspieszy¢
prace nad rozwojem danej teorii przez innych naukowcéw. Warto aby najczesciej
przytaczana statystyka w kontekscie modeli liniowych, czyli R? 24, byta uzupet-
niana przez takie parametry jak: statystyka F', btad standardowy estymacji oraz
przedzialy ufnosci dla parametrow ;. W kontekscie modeli wazna jest réwniez
ich walidacja, o ktérej bedzie traktowat kolejny podrozdziat.

4 Walidacja wynik6w badan

Celem stosowania wszelakich technik statystycznych jest osiagnigcie wiarygod-
nego opisu badanej rzeczywistoSci w oparciu o wyniki analiz. Dotyczy to estymacji
punktowej, przedzialowej, weryfikacji hipotez czy tez modeli regresyjnych i klasy-
fikacyjnych. We wszystkich wspomnianych obszarach konieczne jest weryfikowa-
nie wynikéw analiz pod katem ich wrazliwo$ci na zmieniajace si¢ dane. Wartos$¢
poznawcza plynaca z estymowanego modelu jest istotna, jeSli przy zastosowaniu
go na nowym zbiorze danych otrzymamy dopasowanie na poziomie zblizonym do
tego, ktére otrzymali§my w procesie budowania modelu.

Do oceny wrazliwosci otrzymanego wyniku lub modelu mozemy zastosowaé

wiele technik prébkowania®

oraz réwnie wiele miar dopasowania. W zaleznoS$ci
od zastosowanej techniki statystycznej do opisu rzeczywistosci czy weryfikacji hi-
potez, stosuje si¢ r6zne metody ich weryfikacji. Najczesciej stosowang jest podzial
proby na czes$¢ uczaca, na ktérej buduje si¢ modele statystyczne, oraz czes$¢ testowa
lub walidacyjna, na ktérej szacuje si¢ dopasowanie modeli.

Walidacje modeli statystycznych stosuje si¢ po to, aby sprawdzié czy otrzyma-
ne wyniki nie sg dzielem przypadku. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze istotnoSc¢ sta-
tystyczna réznic lub efektu oddzialywania pewnego czynnika wynika tylko i wy-

Tacznie ze zbiegu okoliczno$ci. Préba uczaca otrzymana w sposéb losowy moze

24wspélczynnik determinacji

% ang. resampling



4 Walidacja wynikéw badan 127

zawiera¢ dane sprzyjajace odrzuceniu lub potwierdzeniu hipotezy, mimo, ze trend
ten nie utrzymuje si¢ w catej populacji. Jeszcze innym powodem koniecznosci sto-
sowania walidacji modeli jest fakt, iz czg$¢ modeli ma tendencje do przeuczania.
Polega ono na tym, ze poziom dopasowania modelu na zbiorze danych uczacych
jest wysoki, natomiast dla nowego zestawu danych z tej samej populacji poziom
dopasowania spada drastycznie. Oznacza to, zZe stosowanie tego modelu jako opisu
zalezno$ci pomiedzy zmiennymi jest mocno watpliwe.

Niestety wiele badan naukowych przeprowadzanych jest w oparciu o metody
iloSciowe nie poparte zadng weryfikacja otrzymanych modeli. Nierzadko zdarza
si¢, ze ze wzgledu na koszty zwigzane z zebraniem odpowiednio obszernego mate-
riatu badawczego, pomija si¢ badanie wrazliwos$ci wynikéw na réznice osobnicze,
czy homogeniczno§¢ poszczegdlnych grup badawczych. Dobra praktyka w tej ma-
terii jest replikacja badan na zupelnie nowej prébie badawczej. Przyktadowo, jesli
oszacowany model wykazuje dobre dopasowanie na prébie 0s6b z jednego szpitala,
to warto przeprowadzi¢ jego weryfikacje na pacjentach innego szpitala.

Bardzo cze¢sto w procesie budowy i oceny dopasowania modelu stosuje si¢ me-
tody takie jak: k-krotny sprawdzian krzyzowy, wielokrotny podzial na prébe uczaca
i testowa”® oraz bootstrap. Na etapie budowy modelu metody te pozwalaja na ko-
rekte parametréw, natomiast w procesie walidacji umozliwiaja ocen¢ dopasowania.

W estymacji punktowej i przedziatowej mozna stosowaé metody probkowania
w celu zmniejszenia obcigzenia selekcyjnego. Techniki jackknife?’ oraz bootstrap
pozwalajg oszacowac parametry rozktadu zmniejszajac obcigzenie ale rowniez wy-
znaczy¢ przedziaty ufnosci, dla ktérych nie ma klasycznych wzoréw.

W weryfikacji hipotez wykorzystuje si¢ za to testy permutacyjne, ktérych zasa-
da dziatania polega na wyznaczeniu rozktadu statystyki testowej na podstawie préb
powstalych przez permutacje obiektow. Przyktadowo jesli weryfikujemy hipoteze
o réwnosci Srednich dwdch populacji, to nalezy najpierw obliczy€ statystyke testo-

wa dla oryginalnych danych. Nastepnie dokona¢ permutacji zmiennej grupujacej

2()amg. leave-group-out cross-validation
27polega na uSrednieniu estymatoréw uzyskanych z préb, w ktérych usuwany jest kolejno jeden

element
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(albo zaleznej — nie ma to znaczenia) i obliczy¢ statystyke testowa. Powtorzy¢ te
czynno$¢ wielokrotnie (zaleca si¢ 1000 razy), a poniewaz hipoteza zerowa méwi,
ze §rednie w obu grupach sg identyczne, to permutacje nie powinny istotnie wply-
nac na statystyke testowa, ktéra w przypadku réwnych wariancji obliczana jest ze
WZzoru

T=%4—2ZB, 4.1)

gdzie ¥ 4, Z p 0znaczaja Srednie préb A i B. Na koniec wyliczamy p-value (dla hipo-
tezy alternatywnej Hy : ua > pp) jako odsetek tych permutacji, ktérych 77 > Ty,
gdzie T} oznacza statystyke testowa i-tej permutacji, a Ty proby oryginalnej. Meto-
da ta moze by¢ stosowana do statystyk, ktérych rozktadu nie znamy. Warunkiem jej
stosowalnosci jest wymienno$¢ obserwacji przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy

Hy. Dla testu réznic oznacza to réwnos$¢ wariancji.

020 o —i

Density

T T T T T
-a -2 0 2 a
Difference in means

Rysunek 12: Przykfad rozktadu réznic srednich. R6zowym kolorem zaznaczone wartosci
T;< > Tp.

Nie istnieje najlepsza metoda probkowania, poniewaz kazda z nich ma pew-
ne zalety i ograniczenia. W prébach o matej licznosci zaleca si¢ stosowanie 10-
krotnego sprawdzianu krzyzowego, poniewaz kontrola obcigzenia selekcyjnego oraz

wariancji estymatoréw jest stosunkowo niewielka, a dodatkowo metoda ta nie jest



5 Podsumowanie 129

wymagajaca obliczeniowo. W poréwnywaniu modeli proponuje si¢ stosowanie
bootstrapu zwazywszy na fakt, iz losujemy wéwczas ze zwracaniem elementy pro-
by, a to obniza wariancje estymatoréw. Dla duzych préb réznice pomigdzy techni-
kami prébkowania si¢ zacieraja.

Podsumowujac, stosowanie weryfikacji uzyskanych wynikow jest obowigzkiem
kazdego badacza. Tylko modele poddane analizie wrazliwo$ci na zmienno$¢, ktéra
charakteryzuje opisywane zmienne moze postuzy¢ jako narzedzie predykcyjne lub

klasyfikacyjne.

5 Podsumowanie

Majac na uwadze liczbe btedéw jakie mozna znalezZ¢ w publikacjach w zakre-
sie wykorzystania metod iloSciowych, nalezy stwierdzi¢, ze stosowanie statystyki
w badaniach naukowych nie jest rzecza prostg. NiewtaSciwy dobdér materiatu ba-
dawczego, metod, czy sposobu wnioskowania naleza do najczesciej powtarzaja-
cych sie btedéw. Dla poprawienia tego stanu rzeczy, niewatpliwie nalezy zacie$ni¢
wspotprace miedzy naukowcami wielu dziedzin a statystykami. Taka wsp6tpraca
wydaje si¢ by¢ nieodzowna, poniewaz pozwoli ona na kontrolowanie poprawno-
$ci przeprowadzanego badania na kazdym jego etapie. Niestatystycy tylko w ogra-
niczonym zakresie poznajg reguly wnioskowania statystycznego, a paleta metod
statystycznych, ktérymi dysponuja jest czesto bardzo waska. W potaczeniu z bra-
kiem wystarczajacej wiedzy na temat planowania i przygotowania eksperymentu,
prowadzi to do niewta$ciwych wnioskéw wyciagganych na podstawie badafi iloScio-
wych. Jeszcze innym problemem sygnalizowanym w tej pracy jest nieufnos¢ §ro-
dowisk naukowych w stosunku do stosowania technik statystycznych, szczegdlnie
tych bardziej zaawansowanych, znanych mniejszemu gronu naukowcéw. Jedynym
remedium na taki stan rzeczy wydaje si¢ by¢ upowszechnianie wiedzy z zakresu
metod ilo$ciowych. Niestety rowniez statystycy bedacy konsultantami projektow
badawczych czy recenzentami wydawniczymi nie zawsze przyktadaja sie nalezycie

do swoich obowigzkéw. Ulegaja oni czasami presji autoréw prac, azeby przymknad
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oko na pewne niecistosci statystyczne pojawiajace si¢ w pracy. Nie ma tu jednak

prostych rozwigzan, jedyne co mozna w tej sytuacji zrobi¢, to zaapelowaé o uczci-

wos$¢ merytoryczng przeprowadzanych badari oraz ich weryfikacji. Pozostaje mieé¢

nadzieje, ze problemy zasygnalizowane w niniejszej publikacji pobudzg do wta-

Sciwego podejscia do wnioskowania statystycznego i przetoza si¢ na podniesienie

jakosci prac naukowych w zakresie wykorzystania technik ilo§ciowych.

Literatura

[1]

(2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

D. G. Altman. The scandal of poor medical research, BMJ: British Medical
Journal, 308(6928), 1994, 591-593.

D. G. Altman. Poor-quality medical research: what can journals do? Jama,
287(21), 2002, 2765-2767.

T. C. Badrick and R. J. Flatman. The inappropriate use of statistics. New
Zealand Journal of Medical Laboratory Science, 53(3), 1999, 95-103.

J. O. Berger and T. Sellke. Testing a point null hypothesis: The irreconcilabi-
lity of p values and evidence. Journal of the American statistical Association,
82(397), 1987, 112-122.

J. M. Bland and D. G. Altman. Comparing methods of measurement:
why plotting difference against standard method is misleading. The Lancet,
346(8982), 1995, 1085-1087.

G. E. P. Box and G. C. Tiao. A note on criterion robustness and inference
robustness. Biometrika, 51(1/2), 1964, 169-173.

W. G. Cochran. Sampling Techniques: 3d Ed. J. Wiley, 1977.

D. R. Cox. Some problems connected with statistical inference. The Annals
of Mathematical Statistics, 29(2), 1958, 357-372.



LITERATURA 131

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

T. J. Duggan and C. W. Dean. Common misinterpretations of significance

levels in sociological journals. The American Sociologist, 1968, 45-46.

P. I. Good and J. W. Hardin. Common errors in statistics (and how to avoid
them). John Wiley & Sons, 2012.

J. R. Lisse, M. Perlman, G. Johansson, J. R. Shoemaker, J. Schechtman, C. S.
Skalky, M. E. Dixon, A. B. Polis, A. J. Mollen, and G. P. Geba. Gastrointesti-
nal tolerability and effectiveness of rofecoxib versus naproxen in the treatment

of osteoarthritis: a randomized, controlled trial. Annals of internal medicine,
139(7), 2003, 539-546.

S. Lohr. Sampling: design and analysis. Nelson Education, 2009.

United States Department of Agriculture. Census of agriculture.

https://www.agcensus.usda.gov/. Dostep: 1 marca 2018.

R. Rosenthal, R. L. Rosnow, R. Rosenthal, and R. L. Rosnow. The volunteer
subject. Artifacts in behavioral research, 2009, 48-92.

R. Rosethal and R. L. Rosnow. Essentials of behavioral research: Methods
and data analysis, 1991.

R. A. Sugden, T. M. F. Smith, and R. P. Jones. Cochran’s rule for simple ran-
dom sampling. Journal of the Royal Statistical Society: Series B (Statistical
Methodology), 62(4), 2000, 787-793.

S. Ziliak and D. Nansen McCloskey. The cult of statistical significance: How
the standard error costs us jobs, justice, and lives. University of Michigan
Press, 2008.






Aktualne problemy w badaniach
nad prawami wielkich liczb

Anna Kuczmaszewska!l

Streszczenie

Prawa wielkich liczb to jeden z obszaréw rachunku prawdopodobieristwa
bogato reprezentowany w badaniach. Poczatki tego dziatu si¢gaja X VIII wie-
ku, kiedy to Jakob Bernoulli sformutowat pierwsze prawo wielkich liczb. Po-
czatkowe rozwazania dotyczace praw wielkich liczb odnosily si¢ tylko do
niezaleznych zmiennych losowych, zbiezno$ci wedlug prawdopodobienistwa
izbiezno$ci z prawdopodobiefistwem 1. Statystyczne zastosowania praw wiel-
kich liczb, zastosowania w teorii niezawodnosci i analizie ryzyka spowo-
dowaly zainteresowanie prawami wielkich liczb w odniesieniu do ciggéw
zmiennych losowych o réznych strukturach zalezno$ci. W rozdziale tym
przedstawione zostang aktualne tendencje w obszarze badari nad prawami
wielkich liczb z uwzglednieniem réznych struktur zaleznosci oraz réznych,
nowych, rodzajéw zbieznosci takich jak zbiezno$¢ kompletna (ang. comple-
te convergence) i zbiezno$¢ kompletna momentowa (ang. complete moment

convergence).
Abstract

The law of large numbers is a group of theorems in probability theory
which are richly represented in literature, The first law of large numbers was
formulated by Jakob Bernoulli in the eighteenth century. The fundamental
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considerations regarding the laws of large numbers relate to independent ran-
dom variables, convergence in probability and convergence with probability
1. Statistical applications of laws of large numbers, applications in the theory
of reliability and risk analysis have resulted interest in the laws of large num-
bers for sequences of random variables with different dependence structure
In this chapter there will be presented the current trends in the field of rese-
arch on the laws of large numbers taking into account the various structures
of dependence and the various new types of convergence such as complete

convergence and complete moment convergence.

Stowa Kkluczowe: prawo wielkich liczb, zbiezno$¢ kompletna, zbieznos¢ komplet-

na momentowa, zalezne zmienne losowe

1 Wstep

Prawa wielkich liczb to grupa twierdzen w teorii prawdopodobieristwa, ktére
opisujg zwigzki podstawowych poje¢ (wielkosci) probabilistycznych z ich intu-
icyjnymi oszacowaniami wystgpujacymi w zastosowaniach praktycznych. Do ta-
kich pojec¢ naleza np. prawdopodobienstwo i jego intuicyjny estymator — czgstos¢
wzgledna oraz warto$¢ oczekiwana i jej estymator — warto$¢ przecigtna z proby.

Pierwsze prawo wielkich liczb sformutowat Jakob Bernoulli w roku 1713:

Z prawdopodobieristwem dowolnie bliskim 1 mozna sie spodziewad, iz przy dosta-
tecznie wielkiej liczbie prob czestos¢ danego zdarzenia losowego bedzie sie dowol-
nie mato roznita od jego prawdopodobieristwa.

Twierdzenie to, Bernoulli nazwal Zfotym Twierdzeniem, a w literaturze pozo-
stato pod nazwa Twierdzenie Bernoulliego. Nazwa Prawo wielkich liczb pojawita
sie dopiero w roku 1835 za sprawa Simeona Denisa Poissona.

Zdefiniowanie doktadnego obszaru zainteresowania twierdzen typu prawa wiel-
kich liczb nie jest proste. Najogdlniej, méwimy, ze prawo wielkich liczb zapewnia

zbiezno$¢, w pewnym okre§lonym sensie, Sredniej arytmetycznej

X1+ Xo+ -+ X,
gn: b
n




1 Wstep 135

zmiennych losowych X1, X5,...,X,, do zmiennej losowej X, gdy n — oo za$
{bn,n > 1} jest rosngcym ciggiem liczb dodatnich rozbieznym do nieskoriczono-
Sci.

Klasa twierdzefi nazywanych prawami wielkich liczb zawiera obecnie wiele
twierdzen, ktére nie odnosza si¢ juz bezpoSrednio do samego pojecia prawdopo-
dobienstwa. Zaliczy¢ do nich mozemy np. twierdzenia o szeregach Fouriera sumo-
walnych w sensie Cesaro. Dlatego méwimy, ze prawa wielkich liczb to twierdzenia
zapewniajace zbieznos¢ ciggu {&,,,n > 1} uwzgledniajace rézne aspekty prawdo-
podobieristwa.

Prawa wielkich liczb mozemy rozwazac biorac pod uwage rézne rodzaje zbiez-
nosci i otrzymywac rézne typy praw (mocne prawa wielkich liczb lub stabe prawa
wielkich liczb).

Grupa twierdzen okre§lanych mianem stabego prawa wielkich liczb, to twier-
dzenia, w ktérych uwzgledniana jest tzw. staba zbiezno$¢, tzn. zbiezno$¢ wedlug
prawdopodobieristwa.

Pierwsze prawo wielkich liczb sformutowane przez Bernoulliego wyrazone we
wspotczesnej terminologii ma naste¢pujaca postac.

Twierdzenie 1.1. Jesli S,, jest liczbq sukcesow w schemacie n niezaleznych prob
Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie rownym p, to
dla kazdego € > 0

lim P[I%—p|<z—:] =1 (1.1)

n—oo

Oznacza to, ze niezaleznie od wyboru szerokosci (¢ > 0) przedziatu wokot war-
tosci oczekiwanej p, prawdopodobienistwo dla dostatecznie duzych n bedzie dowol-
nie bliskie 1.

Liczbe sukceséw S,, mozemy wyrazi¢ jako sum¢ n niezaleznych zmiennych

losowych X;, 1 < 7 < n o rozkladzie zero-jedynkowym
P[X;=1]=p=1-P[X;=0], 1<i<n.

Oznacza to, ze twierdzenie 1.1 mozemy traktowac jako szczegdlny przypadek sta-

bego prawa wielkich liczb Markowa.
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Twierdzenie 1.2. Jesli { X,,,n > 1} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych
spetniajgcych warunek Markowa

lim Zi:l VCLT (XZ)

n—00 n2

to spetniony jest warunek (1.1).

Twierdzenie Markowa rozszerza klas¢ ciaggdw spetniajacych stabe prawo wiel-
kich liczb na przypadek ciagéw o réznych rozktadach.

Mozna je réwniez rozszerzy¢ na klase ciggéw {X,,,n > 1} parami niezalez-
nych zmiennych losowych.

Druga wazna grupe twierdzen typu prawa wielkich liczb stanowia twierdzenia
dotyczace zbieznoSci prawie pewnej. Do klasycznych twierdzen z tej grupy zali-

czamy mocne prawo wielkich liczb Kotmogorowa i twierdzenia Kolmogorowa.

Twierdzenie 1.3. Niech {X,,,n > 1} bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych z wartoScig oczekiwang EX,, = 0 i skoriczong wariancjq Var(X,,) < oo,

n 2 1, spetniajgcym warunek

Var

Z <o, (1.2)

Wtedy

n
v X
=10 L0 pp., n— 0. (1.3)

Twierdzenie Kolmogorowa jest uogélnieniem mocnego prawa wielkich liczb

Kotmogorowa (twierdzenie 1.3) polegajacym na zastapieniu warunku (1.2) og6l-

niejszym
[e.9]
Z M < 00 (1.4)
b2
n=1 n
z ogllniejsza teza
n
¢
=10 L0 pp., n— 00, (1.5)

bn

gdzie {b,,,n > 1} jest rosngcym do nieskoriczonosci ciggiem liczb dodatnich.
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Warunek Kotmogorowa (1.2) jest jednym z bardziej znanych warunkéw dosta-
tecznych mocnego prawa wielkich liczb, moze by¢ jednak stosowany wytacznie do
ciggdw niezaleznych zmiennych losowych ze skoficzonymi wariancjami.

Chung [9] w pracy z 1947 roku ostabil zalozenie o skoriczonych wariancjach
i zaproponowat zastapienie go warunkiem Eo(]X,|) < co, n > 1, gdzie ¢ jest
pewng funkcjg ciagly, okreSlong w przedziale (0,00), nieujemng i taka, ze

lim,, o () = o0 oraz spetniajacg jeden z warunk6w
(p@)/z) N\ b (p@)/z) /i (p@)/2?)\, edy &— 0.

Przy tych zatozeniach uog6lnit twierdzenie Kotmogorowa pokazujac, ze jesli
cigg { X,,,n > 1} niezaleznych zmiennych losowych z zerowa wartoscig oczekiwa-
ng spetnia warunek

= Ee(|Xa)
— o)

to {X,,,n > 1} spelnia mocne prawo wielkich liczb, gdy b, =n,n > 1.

< 00,

Twierdzenie Chunga pozwala rozwaza¢ mocne prawo wielkich liczb dla szer-
szej klasy ciagéw niezaleznych zmiennych losowych niz twierdzenie Kotmogoro-
wa. Jednak w przypadku ciggéw zmiennych losowych o wariancjach Var(X,,) =
02 ~n/(logn), 0 < § < 1 oba wspomniane wyzej kryteria nie mogg by¢ sto-
sowane z uwagi na rozbieznos¢ szeregu Kotmogorowa z warunku (1.2). Przyktad
takiego ciggu rozwazat Teicher [45] i zaproponowat zastapienie warunku Kotmo-

gorowa warunkiem ogdlniejszym

Jr—1 Jo—1
eyt Y a Yt k32
k Jk=k Jk71=k1 j1=1

ktéry, przy pewnych dodatkowych zatozeniach, zapewnia prawdziwo$¢ mocnego

prawa wielkich liczb dla ciggu {X,,,n > 1} gdy 02(X,,) jest rzedu n/(logn)°.
Warunek Kotmogorowa (1.2) moze by¢ rozpatrywany w takim ujeciu jako

pierwszy wyraz ciggu warunkow {>_;., k > 1}. Twierdzenie Teichera rozszerza kla-

s¢ ciagdw, o ktérych mozemy twierdzic¢, ze spetniajg mocne prawo wielkich liczb,
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jednak odnosi si¢ wylacznie do niezaleznych zmiennych losowych o skoniczonych
drugich momentach.

Kolejna grupa twierdzen typu prawa wielkich liczb sg tzw. prawa wielkich liczb
typu Hsu-Robbinsa. Sa to twierdzenia, w ktdrych badana jest kompletna zbieznos¢
ciggu {&,n > 1}.

Pojecie kompletnej zbieznoSci wprowadzili Hsu i Robbins [21] w roku 1947.

Oni tez zapoczatkowali badanie tej zbieznoSci w kontekScie prawa wielkich liczb.

Definicja 1.1 ([21]). Mdwimy, ze ciag {X,,n > 1} jest zbiezny kompletnie do

zmiennej X jesli

oo
> P(IX,—X|>¢) < oo,
n=1

dla dowolnego € > 0.

Na mocy lematu Borela-Cantelliego zbiezno$¢ kompletna implikuje zbieznos¢
prawie pewng, tym samym twierdzenia typu prawa wielkich liczb otrzymane dla
zbieznoSci kompletnej sa mocniejsze i implikuja odpowiednie wyniki dla zbiezno-
$ci prawie pewnej i zbieznosci wedlug prawdopodobieristwa.

Hsu i Robbins dowiedli nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.4 ([21]). Niech {X, X,,,n > 1} bedzie ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozkladzie takich, ze EX = 0i EX? < co. Wtedy

Ve >0 iP“Sn\ >€n] < o0,

n=1

Erdés [13] udowodnit ponadto, ze warunek EX = 01 EX? < oo jest réwniez
warunkiem koniecznym dla prawa wielkich liczb typu Hsu-Robbinsa dla ciggu nie-
zaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie.

Wynik Hsu-Robbinsa-Erd&sa jest jednym z podstawowych twierdzeri w obsza-
rze prawa wielkich liczb. Byl on wielokrotnie uogdlniany w réznych aspektach
przez wielu autoréw. Na przyktad Katz [24] dowiddt, ze jesli { X, X,,,n > 1} jest
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ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie z wartoScia
oczekiwang EX =01 E|X|?’ < oo dla pewnego 1 < p <2, to

ZP“S?J >5n1/p] <oo Ve>0.
n=1

Innym aspektem uogdlniania wyniku Hsu i Robbinsa jest badanie tzw. szybko-
Sci zbiezno$ci w prawie wielkich liczb tzn. badanie, jak szybko wielkosci takie jak
P[|S,| = n“-¢] daza do zera, jesli zmienne losowe X,,, n > 1 maja momenty rz¢du
wiekszego od zera. Mozna to robi¢ poprzez bezposrednie badanie tych wielkosci
lub przez badanie zbieznos$ci sum typu Yo% ¢, P[|S,| > nel, gdzie {cp,n > 1}
jest ciaggiem stalych dodatnich. Problem ten byl poczatkowo rozwazany gtéwnie
w przypadku zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Wynik Hsu i Rob-
binsa [21] oraz Erd@sa [13] jest rozwiagzaniem tak postawionego problemu, gdy
cn, =ntit=0. W przypadku t = —1 problem rozwigzat Spitzer [44]. Szybkoscig
zbieznoSci w prawie wielkich liczb dla ciggu niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie zajmowat si¢ réwniez Gut [14-17], ktéry w swoich pra-
cach dowiddt kilku twierdzen dotyczacych warunkéw koniecznych i dostatecznych
dla podciagéw oraz dla ciggéw niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym

rozktadzie, réwniez dla zmiennych losowych o wskaznikach wielowymiarowych.

Jednym z bardziej znanych uogélnien wyniku Hsu-Robbinsa-Erd&sa w kon-
tekscie problemu szybkoSci zbieznosci jest twierdzenie z pracy Guta [18] bedace
potaczeniem wynikéw Katza [24], Bauma i Katza [2] oraz Chowa [7] z normaliza-
cja typu Marcinkiewicza-Zygmunda. Pokazuje ono réwnowazno$¢ pomiedzy zalo-
zeniem o istnieniu p-tego momentu wyrazéw ciggu { X, X,,,n > 1} niezaleznych

zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie, a zbieznoscia szeregdéw:

o n
Z n?=2P|| ZXZ| > n%],
n=1 i=1

0o k
ap—ZP X @
> n [1;125];:1 il >ne]

n=1
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00 k
Z n®P~2Plsup k™| ZXJ > g,
k

n=1 zn i=1

dla dowolnegoe >0iap=>1, a> %

Problem kompletnej zbieznosSci w prawie wielkich liczb rozwazany jest row-
niez w odniesieniu do tablic {X;;,% > 1,j > 1} zmiennych losowych. Np. Hu,
Moricz i Taylor [22] pokazali, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by
ciag Srednich

n

_1

n p E Xnk
k=1

tablicy zmiennych losowych {X,x,n > 1,1 < k < n} dazyt kompletnie do zera,
gdy n dazy do nieskoriczonoscii 1 < p < 2, jest by E|X11]?" < .

Wynik ten jest nie tylko bezposrednim uogdlnieniem twierdzenia Hsu-Robbin-
sa-Erddsa na przypadek dwuwymiarowych tablic zmiennych losowych, ale dodat-

kowo wprowadza do rozwazan normalizacje typu Marcinkiewicza-Zygmunda.

We wszystkich cytowanych wyzej wynikach wystepowato zalozenie o nieza-
lezno$ci zmiennych losowych, ich jednakowym rozktadzie oraz zatozenie o istnie-

niu momentu rzgdu r > 1.

Statystyczne zastosowania praw wielkich liczb wymagaja odpowiedzi na dwa
wazne pytania: o szybko$¢ zbiezno$ci czestosci wzglednych lub Srednich z pro-
by do wartosci prawdopodobieristwa lub odpowiednio warto$ci oczekiwanej oraz
o zachowanie si¢ Srednich z préby w przypadku, gdy elementy w tej prébie nie
maja jednakowego rozktadu lub sg zalezne.

Rozwazania po§wigcone zaleznym zmiennym losowym sg szczegdlnie istotne
ze wzgledu na fakt, Ze nie zawsze elementy w badanej prébie sa niezalezne, a po-
nadto, nawet jeSli takie sa, to sprawdzenie tego faktu bywa czasami niemozliwe lub
bardzo skomplikowane. Stad w bardzo wielu statystycznych modelach zalozenie
niezaleznoS$ci zmiennych losowych jest zastgpowane zalozeniem o wystepowaniu

okreslonego typu zaleznoSci.
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Problem ten znajduje odzwierciedlenie w aktualnych rozwazaniach dotycza-
cych prawa wielkich liczb. Rozwazane sg rézne struktury zaleznosci, sposrdd kto-
rych szczegdlne zainteresowanie koncentruje si¢ na zaleznoSciach typu ujemnego

i zaleznoSciach typu mieszajacego.

Jeszcze inng tendencja, jaka mozna zaobserwowac¢ w badaniach nad prawami
wielkich liczb, jest poszukiwanie nowych rodzajéw zbieznosci zmiennych loso-
wych i préba odpowiedzi na pytanie, jak dla tych nowych, czesto mocniejszych
rodzajéw zbieznoSci, zachowujg si¢ znane klasyczne wyniki dotyczace praw wiel-
kich liczb.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie aktualnych kierunkéw badani nad
prawami wielkich liczb, ktére uwzgledniajg rézne struktury zaleznosci oraz rézne

rodzaje zbieznoSci zmiennych losowych.

2 Zmienne losowe zalezne

Rezygnacja z zatoZenia o niezalezno$ci zmiennych losowych nasuwa oczywiste
pytanie, czy rozwazane zmienne losowe (cechy statystyczne) tworzg jakas strukture
zaleznoSci, czy wystepuja pomiedzy nimi jakie§ zwiazki, ktére mozna okresli¢ za
pomoca pewnej zaleznosci funkcyjnej. W literaturze znane sg rézne typy takich

struktur.

Jedna z nich jest zalezno$¢ typu ujemnego. W zastosowaniach praktycznych
bardzo czgsto przyrosty jednych zmiennych losowych wywotuja spadek wartosci
innych zmiennych losowych, stad w wielu przypadkach zalozenie o niezalezno-
$ci zastgpowane jest bardziej odpowiednim zatozeniem o wystgpowaniu ujemne;j
zaleznoSci. Do takich przypadkéw zaliczyé mozemy losowanie bez zwracania ze
skoficzonej populacji, jak réwniez procedury rangowania w przypadku statystyk
nieparametrycznych. Pojecie ujemnej zalezno$ci wprowadzil Lehmann [27] w ro-
ku 1966 dla przypadku dwéch zmiennych losowych, na przypadek wigkszej liczby
zmiennych uog6lnili je Ebrahimi i Ghosh [12].
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Definicja 2.1. Zmienne losowe X1, X3, ..., X, sq ujemnie zaleine (ND), jesli

n

P{Xlgxl,...,Xngxn] gHP{ngxl}

i=1
oraz .
P[Xl >, Xy > 2] < HP[XZ- > x}
i=1
dladowolnych 1, ...z, € R. Nieskoriczona rodzina zmiennych losowych jest ujem-

nie zalezna, jesli kazda skoriczona podrodzina jest ujemnie zalezna.

Szczegdlnym przypadkiem zaleznoSci ujemnej jest ujemne stowarzyszenie. Po-
jecie to zostato wprowadzone w pracach: Alam i Saxena [1] oraz Joag-Dev i Pro-
schan [23]. Wazna cechg tej struktury jest to, Ze niemalejace funkcje na roztacznych
podzbiorach ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych zachowuja ujemne sto-
warzyszenie. Takiej wlasnosci nie maja inne typy zaleznos$ci ujemnej jak np. zalez-
no$¢ ujemna dolna, zalezno$¢ ujemna gorna itp. Wiele sposréd znanych rozktadéw
wielowymiarowych ma wtasno$¢ ujemnego stowarzyszenia, np.: wielowymiarowy
rozktad hipergeometryczny, ujemnie skorelowany rozktad normalny, rozklad wie-

lomianowy, wielowymiarowy rozktad Dirichleta.

Definicja 2.2. Skoriczona rodzina zmiennych losowych { X;,1 < i < n} jest ujem-
nie stowarzyszona, jesli dla kazdej pary A, B rozigcznych i niepustych podzbiorow
zbioru {1,2,...,n} oraz dowolnych rzeczywistych i niemalejgcych wspotrzedno-
Sciowo funkcji f1 i fo

COV(fl(Xi,i S A),fQ(Xj,j S B)) <0,

gdzie f1 i fo sq takie, ze powyzisza kowariancja istnieje.
Nieskoriczona rodzina zmiennych losowych jest ujemnie stowarzyszona, jesli

kazda jej skoriczona podrodzina jest ujemnie stowarzyszona.

Ze wzgledu na szerokie zastosowanie w wielowymiarowej analizie statystycz-
nej, teorii niezawodno$ci i analizie ryzyka, ujemne stowarzyszenie jest waznym

rodzajem zaleznosci.
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Struktura ujemnego stowarzyszenia jest doS¢ dobrze zbadana i opisana. Naj-
wazniejsze wlasnosci tej struktury zostaty opisane w pracy Joag-Dev and Pro-
schan [23], Newman [33] dowiddl centralnego twierdzenia granicznego dla ciggu
ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych, Matufa [31] twierdzenia o trzech
szeregach, a Shao [39] nier6wnosci typu Rosenthala oraz twierdzenia o kompletnej
zbieznosci w prawie wielkich liczb, za$ Liang [28] wykazat prawdziwo$¢ mocnego
prawa wielkich liczb w wersji dla zbieznosci kompletnej §rednich wazonych.

Wynik otrzymany w 2000 roku przez Shao [39] mozemy dzi§ traktowad jako
klasyczny, bedacy zarazem uogdlnieniem wyniku Hsu-Robbinsa [21] na przypadek

ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych.

Twierdzenie 2.1 ([39]). Nzech <a<liap<l Jesli{X,,n>1} jest ciggiem
ujemnie stowarzyszonych zmzennych losowych o jednakowym rozktadzie i E X1 =0,

to nastepujgce warunki sa rownowazne:

(1) E|X1|p < 00,

(44) Zn“p 2P max ]S | > en®] < oo dla dowolnego ¢ > 0,

gdzie S, = ZXi'
i=1

W roku 2011 Gut i Stadtmiiller [19] dowiedli twierdzenia dotyczacego kom-
pletnej zbieznoSci dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie

dla ciggéw { X, X,,,n > 1} spetniajacych warunki:
EX=0 i Fexp(ln“|X|)<oo, dla a>1. (2.1

Wynik ten zostal uogélniony na przypadek zmiennych losowych ujemnie sto-
warzyszonych przez Wu i Jianga [49].

Twierdzenie 2.2. Niech { X, X,,,n > 1} bedzie ciggiem ujemnie stowarzyszonych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie spetniajacych warunki (2.1) dla oo > 1.
Wtedy

> I 'n
Zexp(lna n) — P[1I£kagxn’5k’ >nf] <oco dla [B>1. (2.2)
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Jesli warunek (2.2) jest spetniony dla 8 > 0, to
Eexp(In®|X/(206)]) < oc.

Ponadto jesli f < 1/2, to
Eexp(In®|X|) < oo

ijesli > 1/2, to
Eexp((1—A)In®|X|) < o0

dla dowolnego X\ > 0.

Inna, niedawno zdefiniowana, strukturg zaleznosci, zaliczana do grupy struktur
ujemnie zaleznych, jest struktura rozszerzonych ujemnie zaleznych zmiennych lo-
sowych (ang. extended negatively dependent) (END). Zostata ona po raz pierwszy
wprowadzona w 2009 roku przez Liu [29] w nastepujacy sposob.

Definicja 2.3. Mowimy, ze zmienne losowe Xy, k=1,--- ,n sq:
(i) oddolnie ujemnie zaleine w sposob rozszerzony (lower extended negatively

dependent) (LEND.), jesli istnieje taka stata M > 0, Ze dla wszystkich liczb rzeczy-

wistych xi, k=1,--- ,n,
P{ﬂ(xkgxk)} <M ] P{Xk < 2} (2.3)
k=1 k=1

(ii) odgornie ujemnie zalezne w sposob rozszerzony (upper extended negati-
vely dependent) (UEND), jesli istnieje taka stata M > 0, ze dla wszystkich liczb
rzeczywistych xi k =1,--- n,

P{ ﬁ (Xk >$k)} < MﬁP{Xk >z} (2.4)

k=1 k=1
(iii) ujemnie zaleine w sposob rozrzerzony (extended negatively dependent)
(END.), jesli sq jednoczesnie LEND i UEND.
Cigg { Xy, k=1,2,---} jest LEND/UEND/END jesli istnieje taka stata M > 0,
Ze dla dowolnej liczby naturalnej n, zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sq odpowied-
nio LEND/UEND/END.
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W przypadku gdy M = 1, warunek dla struktury ujemnie zaleznych zmiennych
losowych w sposéb rozszerzony jest warunkiem okreslajacego strukture zmiennych
losowych ujemnie zaleznych zdefiniowang w pracy Joag-Dev i Proschan [23]. Wy-
kazali oni, ze struktura ujemnego stowarzyszenia jest struktura z zaleznoS$cig typu
ujemnego, a tym samym, Ze ujemnie stowarzyszone zmienne losowe tworzg struk-
tur¢ zawierajaca si¢ w strukturze zmiennych losowych ujemnie zaleznych w sposéb
rozszerzony (END).

Struktura END zawiera nie tylko wiele znanych struktur typu ujemnej zalezno-
$ci, ale co ciekawe, rowniez niektére struktury typu zalezno$ci dodatniej. Stad ba-
danie granicznego zachowania si¢ zmiennych losowych o ujemnie zaleznej w spo-
sOb rozszerzony strukturze ma istotne znaczenie. Literatura dotyczaca tej struk-
tury jest bardzo bogata i stale pojawiaja si¢ nowe pozycje. Na przyktad Liu [29]
przedstwial wyniki dotyczace problemu wielkich odchylen dla zmiennych loso-
wych z ciezkimi ogonami, Shen [40] pewne nieréwnosci probabilistyczne dostar-
czajace narzedzi do badania tej struktury, Qiu i inn. [37], Wang i inn. [47] i Shen
i inn. [41] rozwazali kompletng zbiezno§¢ dla zmiennych losowych END, a Chen
i inn. [6] oraz Yan [50,51] zajmowali si¢ mocnym prawem wielkich liczb dla tych
zmiennych losowych.

Do grupy struktur typu ujemnego zaliczana jest réwniez struktura typu NSD
(ujemnej superaddytywnej zaleznoSci). Istota tej zaleznoSci wigze si¢ z pojeciem

funkcji superaddytywne;.
Definicja 2.4. Funkcje ¢ : R™ — R nazywamy superaddytywngq, jesli

P(xVy)+o(xAy) = d(x)+d(y),

dla dowolnych x,y € R", gdzie symbole V i \ oznaczajg odpowiednio maksimum
i minimum po wspétrzednych dla x,y € R".

Definicj¢ ujemnej superaddytywnej zaleznoSci wprowadzit Hu [20] w roku
2000.
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Definicja 2.5. Zmienne losowe X1, X, ..., X, sq ujemnie superaddytywnie zalez-
ne (NSD), jesli istnieje taka superddytywna funkcja ¢ : R™ — R, Ze

E$(X1,Xo,.... X)) < BS(XT,X5,..., X5), (2.5)

gdzie zmienne losowe X1, X5,..., X} sq niezalezne i takie, Ze X i X; majq taki
sam rozktad dla kazdego 1 < i < n oraz istniejqg wszystkie wartoSci oczekiwane
w (2.5).

Ciqg zmiennych losowych {X,,,n > 1} jest ujemnie superaddytywnie zalezny
(NSD), jesli dla dowolnego n > 1 zmienne losowe X1, Xa,..., X, sq ujemnie su-

peraddytywnie zalezne .

Definicja kolejnej nowej struktury pojawita si¢ w wyniku rozwazan nowego
niestandardowego modelu ryzyka, w ktérym zmienne losowe opisujace wielko-
Sci roszczen i zmienne losowe wyrazajace czasy pomiedzy kolejnymi zgloszenia-
mi roszczenia tworzg ciagi o zaleznych wewnetrznie strukturach, lecz wzajemnie
niezalezne jeden od drugiego. Definicje tej struktury podali w 2013 roku Wang
i inn. [46]. Nazwali ja strukturg szeroko zalezna typu orthant (widely orthant de-
pendent) (WOD). Struktura ta jest rozszerzeniem struktury END. Uogdlnienie po-
lega na zastgpieniu stalych M w warunkach (2.3) i (2.4) ciggami, odpowiednio
{g9(n),n>1}i{gu(n),n > 1}. W szczegblnych przypadkach ciagi te mogg by¢

definiowane nastgpujaco:

P{Nj=1 (Xk <) }

gr(n) = sup , n=l1
( ) ;€(—00,00),1<i<n HZ:I P{Xk < l‘k}
i
P{Nr_1 (X >
gU(n) _ sup {ﬂk—l( k xk)} n>1.

z;€(—00,00),1<i<n szl P{Xk > l’k} ’

Blizsza analiza tej struktury pozwala zauwazy¢, ze pokrywa ona nie tylko wiele
struktur typu ujemnego, ale réwniez wybrane struktury dodatnio zaleznych zmien-
nych losowych. Poprzez nalozenie réznych warunkéw na ciagi {gr.(n),n > 1}
i {gu(n),n > 1} mozemy rozwazaé ciagi {X,,n > 1} ze strukturg zaleznosci
WOD w kontek$cie prawa wielkich liczb.
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Innym sposobem ostabiania zalozenia o niezaleznoS$ci zmiennych losowych jest
zalozenie zaleznoSci typu ,,mieszania”. To pojecie opisuje asymptotyczng nieza-
lezno§¢ zmiennych losowych, gdy réznica ich indekséw dazy do nieskoriczonosci.
Rozwazane sg wtedy ciagi zmiennych losowych ,,oddzielonych jeden od drugiego”
i ,,prawie niezaleznych”. Rodzaj tej ,,prawie niezaleznoSci” opisuja odpowiednio
zdefiniowane wspdiczynniki, ktérych warto$¢ zalezy od o-cial generowanych przez
te zmienne losowe. W pracach rozwazane sg rézne typy ciggdw mieszajacych np.

ciagi ¢-mieszajgce, p-mieszajgce oraz p*-mieszajace.

Definicja 2.6. Cigg zmiennych losowych {X,,,n > 1} nazywamy ¢-mieszajgcym

(lub jednostajnie silnie mieszajgcym), jesli

$(n) = sup |P(B|A) = P(B)| —0, gdy n— o0,
k>1,A€FF,P(A)>0,BeFS
gdzie F! jest o-ciatem generowanym przez zmienne losowe X, X4, ..., Xn.

Definicja 2.7. Cigg zmiennych losowych {X,,n > 1} nazywamy ciggiem p-mie-
szajgcym, jesli

p(n) = sup p(F¥, Fp2,) — 0, gdy n— oo
keN

Dla zdefiniowania kolejnej zaleznosci p*-mieszania, nazywanej tez zaleznoscia
p-mieszania, wykorzystujemy cigg wspéiczynnikéw p*(n), n > 0 (oznaczane tez

symbolem p(n)):

* cov(X,Y
p*(n)= sup( sup ( ) ), (2.6)
ST “\XeL2(Fs),YeL2(Fr) V VarX - VarY

gdzie S, T s skoficzonymi podzbiorami zbioru liczb naturalnych takimi, ze dist(S,T")
= infresyer T —yl = n.

Rézne graniczne wlasnosci tego wspoétczynnika byly badane przez Bradleya
[3,4] i Millera [32].
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Definicja 2.8. Cigg {X,,,n > 1} jest ciggiem p*-mieszajgcym (p-mieszajgcym),
jesli
lim p*(n) < 1. (2.7)

n—oo

Bezposrednio z wzoru (2.6) wynika nastepujaca wlasno§¢ wspoétczynnikow
p*(n):
0<p"(n+1) <p*(n) <p*(0) =1.

Oznacza to, ze warunek (2.7) jest rOwnowazny istnieniu stalej k& € N takiej, ze
p*(k) < 1. (2.8)

W pracach dotyczgcych zaleznosci p*-mieszania wystepuje na ogot zatozenie,
ze p*(n) < 1 dla n wigkszych od pewnego ny.

Zalezno$¢ p*-mieszania wydaje si¢ byé podobna do zalezno$ci p-mieszania,
jednak sg to dwa zupelnie rézne typy zaleznoSci.

Rozwazania dotyczace twierdzenia typu Bauma-Katza dla ciggéw p*-mieszajg-
cych rozpoczeli w roku 1999 Peligrad i Gut [34]. Przedstawili oni dow6d mocnego
prawa wielkich liczb typu Bauma-Katza dla ciagéw p*-mieszajacych o jednako-

wym rozktadzie

Twierdzenie 2.3. [34] Jezeli { X, X,,,n > 1} jest ciggiem p*-mieszajgcym o jed-
nakowym rozktadzie, ap > 1, a > % i EX =0dla p > 1, to warunek istnienia

skoriczonego momentu rzedu p, E|X|P < oo jest rownowazny warunkowi

o
Z n®"~? P max |S;| > en®] < o0.
1<j<n
n=1

Cai [5] uzupetnit ten wynik o przypadek ap = 1.

W pracy z 2004 roku Shixin [42] pokazat, dla ciaggéw p*-mieszajacych o jedna-
kowym rozktadzie, ze zatozenia EX =01 E| X |P < 00, 1 < p < 2 sg wystarczajace
na to, by dla dowolnego £ > 0, dowolnego § > 0 i pewnego « > max{(1+9)/p,1}

spetniony byt warunek
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00
> no‘p_g_‘sP[|Sn| > 5n°‘} < 00.
n=1
W szczegdlnym przypadku, gdy 6 =1, p=21i o = 1, Shixin [42] otrzymal na-
stepujacy rezultat: jezeli cigg { X, X,,,n > 1} jest ciggiem p*-mieszajgcym o jedna-
kowym rozkiadzie 7 zerowq wartosciq oczekiwang i skoriczonym drugim momentem,

to
[o.¢]
ZnilP[]S,J > an} < 00.
n=1

3 Warunek konieczny i dostateczny kompletnej zbieznoSci

w prawie wielkich liczb

W badaniach dowolnej populacji ze wzgledu na okreslong ceche X, najbardziej
pozadanym jest taki wynik, ktéry podaje warunek konieczny i dostateczny na to,
by elementy tej populacji posiadaty ceche X. W przypadku praw wielkich liczb,
chcielibySmy znaleZ¢ warunek konieczny i dostateczny na to, by ciag zmiennych lo-
sowych, spelniajacy by¢ moze jakie§ dodatkowe warunki, spetnial prawo wielkich
liczb. Przyktadem takiego rezultatu jest twierdzenie Hsu-Robbinsa-Erd&sa; warun-
kiem koniecznym i dostatecznym na to, by ciqg niezaleinych zmiennych losowych

{Xn,n =1} o jednakowym rozktadzie spetniat warunek

0o
Ve >0 ZP[‘Sn]>5n} < o0 (3.1)
n=1

jest zerowa warto$¢ oczekiwana i skoriczony drugi moment elementow tego ciggu.
Warunek konieczny i dostateczny (WKD) zostal sformutowany dla komplet-

nej zbieznosci w prawie wielkich liczb dla ciggu niezaleznych zmiennych loso-
wych o jednakowym rozkladzie. Dla ciagéw o réznych rozktadach w przypadku
og6lnym, tzn. bez dodatkowych zatozeri, takiego warunku jak dotad, nie udato si¢
otrzymaé. W réznych pracach podejmowane byly proby podania warunku WKD;
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wszystkie jednak zaktadaly dodatkowe ograniczenia dotyczace rozktadéw zmien-
nych X1, Xo,....

Spataru [43] zatozyl, Ze problem warunku koniecznego i dostatecznego dla
kompletnej zbieznoSci w prawie wielkich liczb dla ciggu niezaleznych zmiennych
losowych mozna sprowadzi¢ do poszukiwania zwigzkéw pomiedzy warunkiem (3.1)

a warunkami

SN P[IXkl=n] <o (3.2)
n=1k=1
i
L1
TLIL%OEZE(X;CI[\XH <n]) =0. (3.3)
k=1

Udowodnit on, ze (3.1) w ogélnym przypadku implikuje (3.2) i (3.3). Dla implikacji
w drugg stron¢ wprowadzil pewne warunki pomocnicze. Rozwazat taki ciag nie-
zaleznych zmiennych losowych {X,,,n > 1}, Ze zbiér r6znych rozktadéw zmien-
nych X, Xo,... jest skoficzony, tzn., ze istnieje skoficzony zbiér zmiennych loso-
wych Y7,Ys,... Y} o tej wlasnosci, ze dla kazdego n € N istnieje takie i = i(n),
ze zmienne X, i Y;(,,) majg takie same rozktady. Dla takiego ciggu wprowadzit
podzial zbioru IV na roztaczne podzbiory Ny, Na,..., Nj o tej wlasnoSci, ze jesli
n € N;, to zmienna X,, ma taki sam rozktad jak zmienna Y;. Dodatkowe warun-
ki, przy ktérych udowodnit, ze (3.2) i (3.3) sa wystarczajace dla (3.1), majg postac
warunkéw opisujgcych graniczne zachowanie si¢ ciggow «;(n), i =1,...,k, gdzie
aj(n)=Card{j € N;:j<n}.

Problem warunku WKD podejmowat tez w swoich pracach Pruss [35,36]. Roz-
wazal on ciagi niezaleznych zmiennych losowych oraz tablice niezaleznych w wier-
szu zmiennych losowych. W pracy [36] podat cztery rodzaje stabszych warunkéw
dla ciagéw «v;(n), przy ktérych warunki (3.2) i (3.3) implikujg (3.1), a w pracy [35],
dla tablic { X,,x,1 < k < n,n > 1}, zatozyl, Ze zmienne w kazdym wierszu tworzg

regularne niezalezne pokrycie pewnej innej zmiennej losowej &.

Definicja 3.1 ([35]). Niech&1,&o,. .., & bedzie ciggiem zmiennych losowych i niech

& bedzie zmienng losowq, ktora moze byc¢ zdefiniowana nawet na innej przestrzeni
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probabilistycznej. Mowimy, ze £1,€2, ..., &y, tworzq regularne pokrycie zmiennej &,
gdy
1 n
BlG©)] = > E G

dla dowolnej mierzalnej funkcji G, dla ktorej obie strony réwnosci sq dobrze okre-

Slone.

Udowodnil, ze w takim przypadku warunkiem koniecznym i wystarczajagcym
1

kompletnej zbieznoSci ciggu - i1 Xni do pewnej stalej rzeczywistej L jest ist-
nienie drugiego momentu zmiennej £ (E£2 < 00) oraz réwno$é B¢ = L. Tym sa-
mym podat uogdlnienie wyniku Hsu-Robbinsa-Erd§sa na przypadek tablic zmien-
nych losowych tworzacych w kazdym wierszu regularne niezalezne pokrycie zmien-
nej &.

Problem warunku koniecznego i dostatecznego kompletnej zbieznoSci w pra-
wie wielkich liczb dla ciggéw zmiennych losowych ujemnie stowarzyszonych byt
rozwazany réwniez w pracach [25] i [26]. Podstawowym celem przyjetym w tych
pracach byla rezygnacja z zatozenia o jednakowym rozktadzie i zastgpienie go no-

wym, stabszym warunkiem tzw. stabego ograniczenia.

Definicja 3.2 ([25]). Zmienne losowe {X,,n > 1} sq stabo ograniczone przez
zmienng losowq & (ktora moze by¢ zdefiniowana na innej przestrzeni probabili-

stycznej), jesli istniejq takie state c1,co > 0, Ze dla dowolnegon e Niz € R

1 n
c1- P[] > =] <gZPUXk’>x} < ey Pll¢] > z]. (3.4)
k=1
Warunek ten pozwala, np. zamiast zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie, rozwazac ciagi zmiennych losowych o réznych rozktadach, zbieznych wedtug

rozktadu do pewnej zmiennej X.

Twierdzenie 3.1 ([25]). Niech o > % i ap > 1. Niech { X,,,n > 1} bedzie ciggiem
ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych stabo ograniczonych przez zmienng

losowq X. Ponadto zakladamy, e dla p > 1 EX,, =0, dla wszystkich n > 1.
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Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) E|X|P < o5

(i1) 3°0° | n®P~2 P (maxi<i<n | Si| > en®) < oo dla dowolnego & > 0.

Whioski otrzymane z tego twierdzenia sa uogdlnionymi wersjami znanych wy-
nikéw dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach. Np. kta-
dac o = % ip=2tdla0 <t <2 dostajemy uogdlnienie rezultatu Hu, Mdricza
i Taylora [22] na przypadek ciggu ujemnie stowarzyszonych zmiennych losowych,
bez zatozenia o jednakowym rozkladzie.

Natomiast, gdy rozwazamy ciagi o jednakowych rozktadach otrzymujemy wer-
sje twiedzenia typu Bauma-Katza dla zmiennych losowych ujemnie stowarzyszo-
nych (Wniosek 2.2 [25]). Ponadto, w przypadku, gdy {X,,,n > 1} jest ciggiem
stabo zdominowanym przez pewna zmienng losowg X o skoficzonym p-tym mo-
mencie, to z twierdzenia 3.1 dostajemy gléwny wynik Hu, Méricza i Taylora [22]

w wersji dla zmiennych losowych ujemnie stowarzyszonych.

4 Zbieznos¢ kompletna momentowa

Pierwsze twierdzenia typu prawa wielkich liczb to tzw. sftabe prawa wielkich
liczb, formutowane dla zbieznosci wedlug prawdopodobieristwa. Kolejnym kro-
kiem w rozwoju tych twierdzen sg rozwazania dla zbieznosci z prawdopodobien-
stwem jeden, zbieznoSci mocniejszej, dajace w efekcie twierdzenia typu mocne-
go prawa wielkich liczb. Zdefiniowanie w 1947 roku nowego rodzaju zbieznosci,
zbieznosci kompletnej, zapoczatkowato nowy typ mocnego prawa wielkich liczb
okres§lany mianem prawa wielkich liczb typu Hsu-Robbinsa, kompletng zbieinoscig
w prawie wielkich liczb lub szybkosciq zbieznos$ci w prawie wielkich liczb. W ro-
ku 1988 Chow [8] zdefiniowal jeszcze mocniejszy rodzaj zbieznosci i okreslit go

mianem kompletnej momentowej zbiezno$ci (ang. complete moment convergence).
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Definicja 4.1 ([8]). Niech {Z,,n > 1} bedzie ciggiem zmiennych losowych, q¢ > 0,
ap >01ib, >0dlan > 1. Jesli

oo
Y anE{by'Zn] — €} < o, (4.1)
n=1

to mowimy, ze cigg {Zn,n > 1} spetnia warunek kompletnej momentowej zbiezno-

§ci dla ciggow {an,n > 1} i {b,,n>1}.

Dla niezaleznych zmiennych losowych Chow [8] dowiddl nastgpujacego twier-

dzenia.

Twierdzenie 4.1 ([8]). Niech { X, X,,,n > 1} bedzie ciggiem niezaleznych zmien-
nych losowych o jednakowym rozktadzie z wartoSciq oczekiwang EX = 0 i niech

1< p<2orazy > p. Jesli
E[|X|"+|X|log(1+|X])] < o0

to

Zn? - |S|—€np)+<oo, dla dowolnego € > 0.

Aktualnie, problematyka zbieznoS$ci kompletnej i zbieznoSci kompletnej mo-
mentowej naleza do najwazniejszych w teorii pawdopodobienistwa. Ostatnie wy-
niki dotyczace kompletnej momentowej zbiezno$ci mozna znalezZ¢ miedzy innymi
w pracach Qiu i Chena [38], Wu i Jianga [49], Dinga i inn. [11] oraz Liu i inn. [30].

Qui i Chen [38], zainspirowani wynikiem Guta i Stadtmdiillera [19], dowiedli
twierdzenia dotyczacego zbieznoSci kompletnej momentowej dla ciagu niezalez-
nych zmiennych losowych {X, X,,,n > 1} o jednakowym rozkladzie z wartoscig
oczekiwang EX = 0 spelniajacego warunek Eexp(In®|X|) < oo dla o > 0. Wu
i Jiang [49] rozszerzyli ten wynik na zmienne losowe ujemnie stowarzyszone bez

konieczno$ci naktadania jakichkolwiek dodatkowych warunkéw.

Twierdzenie 4.2 ([49]). Niech {X,X,,n > 1} bedzie ciagiem ujemnie stowa-

rzyszonych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie spetniajqcych warunki
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EX =0i Fexp(In®|X]|) < co dla o > 0. Wtedy

1

In®
Zexp (In“n) E{lglkax |Sk| — nﬁ}i<oo dla B3>1 i ¢>0.

4.2)

Do interesujacych wynikéw zaliczy¢ nalezy roéwniez twierdzenie dotyczace
kompletnej momentowej zbieznosci dla procesu Sredniej ruchomej generowanej
przez klase ciaggéw spetniajacych nieréwnos$¢ typu Rosenthala i spetniajagcych wa-
runek stabego zdominowania (Ding i inn. [11]). Wynik ten zaliczyé mozemy do
grupy twierdzen rozwazajacych ciagi o r6znych rozktadach.

W pracy Liu i inn. [30] rozwazana jest kompletna i kompletna momentowa
zbiezno$¢ dla najogdlniejszej z omawianych tu struktur zaleznos$ci, dla zaleznoSci
typu WOD (widely orthant dependent). Struktura ta zawiera w sobie takie struktury
jak ujemnie stowarzyszone (NA) zmienne losowe, ujemnie superaddytywnie zalez-
ne (NSD) zmienne losowe, ujemnie zalezne typu orthant (NOD) zmienne losowe
oraz szeroko zalezne typu orthant (WOD) zmienne losowe. Wynik przedstawio-
ny w pracy [30] jest uogélnieniem klasycznego wyniku Chowa [8] na przypadek
zmiennych losowych o strukturze zalezno$ci typu WOD przy doktadnie takich sa-
mych zatozeniach momentowych jak w twierdzeniu 4.1 dla niezaleznych zmien-

nych losowych.

5 Zastosowania

Do klasycznych zastosowan praw wielkich liczb naleza zastosowania w sta-
tystyce np. do badania zgodnoS$ci estymatoréw parametréw regresji liniowej dla
modelu z btedami losowymi. Klasyczna definicja estymatora zgodnego méwi, ze
estymator 6=0, Jest zgodny, jesli jest stochastycznie zbiezny do szacowanego pa-
rametru 0:

Ve >0 lim P[|6, —0] <] =1. (5.1)
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Oznacza to, ze wraz ze wzrostem liczebnos$ci préby, prawdopodobienistwo, ze
oszacowanie parametru f przy pomocy estymatora 0 bedzie r6zni¢ si¢ dowolnie
mato od samego parametru dazy do 1. Zbiezno$¢ we wzorze (5.1) jest zbiezno$cia
wedlug prawdopodobienistwa, a wiec rozwazajac mocniejszy rodzaj zbieznosci es-
tymatora 6,, do parametru 6 , np. zbiezno$¢ kompletng lub zbiezno$¢ kompletng
momentowa, mozemy dosta¢ mocniejszy rodzaj zgodnosci tego estymatora.

W pracach dotyczacych zbieznosci kompletnej lub kompletnej momentowej,
bardzo czgsto, prezentowane sg zastosowania otrzymanych wynikéw do badania
zgodnoSci (kompletnej lub kompletnej momentowej) MNK-estymatoréw (estyma-
toréw otrzymanych metoda najmniejszych kwadratéw) parametréw regresji linio-
wej w EV-modelu (modelu z btedami losowymi). Na ogét, gdy w modelach naj-
prostszych, btedy losowe sg pomijane, MNK-estymatory nieznanych parametrow
s estymatorami obcigzonymi, dlatego model uwzgledniajacy btedy jest modelem
doktadniejszym.

Model rozwazany w pracy Wanga i inn. [48] jest modelem zaproponowanym
przez Deatona [10] w celu skorygowania btedéw prébkowania. W modelu tym ob-
serwujwmy dwie cechy w konkretnie ustalonych punktach, a obserwacje obarczone
s btedami losowymi.

Przyjmujemy nastepujaca posta¢ modelu

i =0+Bx;+e, &G=x;+0, 1<i<n
{m Ba; & = | 52

gdzie 6 i B sg nieznanymi parametrami, z;, 1 < % < n sg nielosowymi ustalony-
mi punktami, €;, ;, ¢ = 1,2,... bledami losowymi a &;, n;, ¢ = 1,2,... zmiennymi

losowymi opisujgcymi obserwacje. Z warunku (5.2) mamy
ni=0+p&+vi, vi=e—pB6, 1<i<n.

Dla tak zbudowanego modelu estymator Bn parametru i 0, parametru 6, otrzy-
mane metoda najmniejszych kwadratéw, dane sa wzorami:
S (& — &) (1 —7in)

S N SR

(5.3)
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O = Mo — Buén, (5.4)

—1 n
i=1"i-

Dla powyzszego modelu otrzymujemy nastepujace oszacowania

i1 (60— 0 ) Z?:l(xz’—ifn)({i—ﬁ&)—52?:1(@—gn)Q (5.5)
Do (& —E&n)? '

gdzie: £, =n"1Y " & oraz i, =n

Bo—B=

én—H: (ﬁ_Bn) Tn (6 ﬂn) n+En— /Bgna (5.6)

Tp=n"132 2,

W pracy [48] rozwazany jest model (5.2) z btedami losowymi {e;,7 > 1} oraz
{6;,1 > 1}, ktdre tworzg Scisle stacjonarne ciggi zmiennych losowych z wewnetrz-
ng strukturg zaleznosci typu NSD (ujemnie superaddytywnie zalezne) wzajemnie
niezalezne jeden od drugiego. Twierdzenia dotyczace kompletnej zbieznoSci dla
wazonych sum zmiennych losowych ujemnie superaddytywnie zaleznych przed-
stawione w pracy [48] zostaty wykorzystane do badania kompletnej zgodnosci es-
tymatoréw (5.3) i (5.4). Dla pierwszego z tych estymatoréw sformulowane zostato

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1 ([48]). Niech {c;,i > 1} i{0;,i > 1} bedq ciggami scisle stacjo-
narnych zmiennych losowych z wewnetrzng strukturg zaleznosci typu NSD, wzajem-
nie niezaleine jeden od drugiego i opisujqgce bledy losowe w modelu (5.2). Zatozimy,
ze Ele1|*? < 0oi E|61]* < oo dla pewnego p > 0. Jesli istnieje taka stata T > 0,
ze

|zi — Zn|

112?25“/ S,nT— 1/p_0(1)’
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gdzie Sy, =1 (v; — %)% i Ty = 071350, @ dla dowolnego n > 1, to

NG

e (Bn—0B) — 0  kompletnie, gdy n— o0 (5.7)

Kompletng zgodnos§¢ estymatora 0, zapewnia twierdzenie.

Twierdzenie 5.2 ([48]). Jesli, przy zaloZeniach twierdzenia 5.1, istnieje stata v

spetniajgca warunki:

TV
0<v<min(l1-1/p,1/2) oraz nﬁ\g}n\:O(l),

to

~

n"(0,—0) — 0  kompletnie, gdy n— oo. (5.8)

Twierdzenie 5.1 i odpowiednio twierdzenie 5.2 podaja warunki dostateczne dla
zgodosci kompletnej estymatora B i estymatora 6 w modelu (5.2). Kluczowym
punktem rozwazan dowodowych sa zaleznosci (5.5) i (5.6). Réznica Bn — 0, we
wzorze (5.4) jest roztozona na cztery czesci B, (8; — 0n)ein Somy (25 — En) (65 —
B8:), B (6 —6n)? i Y11 (& — £,)%. Dowéd tezy (5.7) polega na badaniu
zbieznosci poszczeg6lnych wyrazen, z odpowiednim ciggiem normalizujacym, i wy-
korzystaniu odpowiednich twierdzen ( [48] ) dla kompletnej zbieznoSci sum wazo-
nych zmiennych losowych o strukturze ujemnej superaddytywnej zaleznosci. Ana-

logicznie przebiega dowdd tezy (5.8) w twierdzeniu 5.2.

Twierdzenia typu mocnego prawa wielkich liczb formutowane dla zmiennych
losowych z réZnymi coraz bardziej ogélnymi strukturami zaleznosci i coraz moc-
niejszymi rodzajami zbieznoSci pozwalaja okre§la¢ warunki dostateczne dla moc-
niejszej zgodnosci estymatoréw dla préb losowych z réznymi strukturami zalez-
nosci. Dlatego modele otrzymywane z wykorzystaniem tych wynikéw sa blizsze

rzeczywistosci.
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