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Przedmowa

Matematyka ma rézne oblicza. Kazdemu pokazuje t¢ strone, ktéra mu si¢ najbar-
dziej spodoba. Dla lubigcych gimnastyke umystu ma nieprzebrane zasoby zaga-
dek i famigtéwek, a takze powaznych hipotez oczekujacych na potwierdzenie lub
obalenie, dla pragmatykéw ma wiele modeli opisujacych rzeczywisto$¢ i metod
pozwalajacych rozwigza¢ konkretne problemy praktyczne. Czasami to wlasnie te
praktyczne zagadnienia prowadza do jej rozwoju, a czasami wrecz odwrotnie —
rozwazania teoretyczne powoduja rozwdj nauk do§wiadczalnych. Zawsze jednak
matematyka znajdzie wspélny mianownik dla ciekawych Swiata.

Mozna powiedzieé, ze jednym z motoréw rozwoju sa wojny. Potrzeba udosko-
nalania uzbrojenia powoduje rozwdj techniki, a z drugiej strony kazdy dowddca
dazy do wyboru optymalne;j strategii. Jak rozlokowac ludzi i sprzet, jak skutecznie
atakowad, a jak broni¢ si¢ z powodzeniem? I na te pytania matematyka odpowia-
da opracowujac, teorie¢ poscigu i ucieczki. Fragmenty tej teorii czytelnik znajdzie
w rozdziale Gry obronne.

Mamy réwniez przyklad, gdy praktyczne rozwazania inzyniera z XIX wieku
doprowadzity do ciagle rozwijanej teorii zwiazanej z poryzmem Ponceleta. Mozna
o tym przeczyta¢ w rozdziale drugim i zapozna¢ si¢ z przegladem wiedzy na ten
temat od wynikéw najstarszych do tych najnowszych.

Pytanie, jak uzyska¢ najwiecej jak najmniejszym kosztem, oczywiscie kojarzy
si¢ z ekonomig. I tu matematyka ma swoja ofert¢. Opracowano wiele metod po-
magajacych w miare bezpiecznie inwestowac. Rozdzial Metody deflatorowe w wy-
cenie przeptywow finansowych opisuje wtasnie jedno z takich narzgdzi. Deflatory
sg stochastycznymi odpowiednikami klasycznych czynnikéw dyskontujacych i po-
zwalaja na realistyczng wycen¢ przyszlych niedeterministycznych przeptywoéw fi-

nansowych.
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Okazuje si¢, ze matematyka potrafi uporzagdkowaé nawet chaos. Ostatni roz-
dzial monografii dotyczy wtasnie tego tematu. Szczegdlny nacisk potozony jest tu
na topologiczny uktad dynamiczny z czasem dyskretnym oraz zbiér fraktalny (frak-
tal) w przestrzeni euklidesowe;.

Redaktor



Gry obronne

Witold Rzymowski'!

Agnieszka Surowiec?

Streszczenie

W pracy rozwazano gry, w ktérych obroricy i napastnik poruszajg si¢ tak
zwanym ruchem prostym. Wyznaczono kresy gérne promieni két oraz dtugo-
Sci odcinkéw, ktére mogg by¢ obronione przez jednego lub wielu obrofcéw.

Abstract

In the paper games in which defenders and attacker are moving with so
called simple move are considered. The suprema of radii of discs and lenghts
of line segments, which can be defended by one or several defenders.

Stowa kluczowe: gry obronne, gry rézniczkowe

1 Wstep

W tej pracy rozwazamy problem obrony kota, ucieczki z kota i obrony odcinka
przez jednego i wielu obroricow. Bedziemy zakladaé, ze wszyscy gracze poruszajg
sie na plaszczyznie R? tak zwanym ,,ruchem prostym”.

Pierwsza prace z teorii gier r6zniczkowych [12] napisal Hugo Steinhaus w ro-
ku 1927. W drugiej polowie dwudziestego wieku modelowaniem sytuacji konflik-

towych, zwlaszcza typu poscig-ucieczka, zajmowano si¢ najbardziej intensywnie

IKatedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
2Katedra Metod Ilosciowych w Zarzadzaniu; Politechnika Lubelska



10 Gry obronne

w Stanach Zjednoczonych i Zwigzku Radzieckim. Wydano w tym okresie wiele
prac i ksigzek z teorii gier rézniczkowych, miedzy innymi [1] (pierwsza ksiazka
z teorii gier r6zniczkowych) i [6].

Na poczatku dwudziestego pierwszego wieku zainteresowano si¢ matematycz-
nymi problemami zwigzanymi z ochrong wybranych fragmentéw terenu, zabudowy
itp. Rozwazane sa miedzy innymi problemy patrolowania danego terenu przez po-
ruszajacego si¢ samodzielnie robota, patrz [2], [8]. Problemy ochrony militarnej

rozwazano juz wczesniej, patrz [1], przykiad 1.9.2, [7] przyktady 9.6.3-4 i [11].

Precyzyjny opis rozwazanych w pracy gier wymaga wprowadzenia stosownych

oznaczen i definicji.

Dzialania. Dla dowolnych x = (x1,x2), y = (y1,y2) € R? przyjmujemy

def def
Lx < (—x2,x1), Rx = (x2,—x1),

def def
() Sy +avn, Il VT = (e +2,

def X1 N
XAy = det [ ] = x1y2 —x2y1 = (Lx,y) = (x,Ry).
X2 W

Zbiory. Dla kazdego Z C R? symbole dZ i intZ oznaczajg odpowiednio brzeg
i wnetrze zbioru Z. Natomiast symbolem convZ oznaczymy otoczke wypukia tego
zbioru. Jezeli @ # Z C R?, to dla kazdego x € R? definiujemy

dist(x,Z) = iggﬂx—zH .
Z

JezeliO #£Z C R2 jest zbiorem zwartym, to ([13], twierdzenie 8, s. 158) convZ jest
zbiorem zwartym i wypuktym. Dla kazdego x € R? istnieje wtedy ([13], twierdze-
nie 1, s. 189 i twierdzenie 2, s. 190) rzut punktu x na zbiér convZ, czyli jedyne

£ =TII(x) € dconvZ spetniajagce warunek

x— 2] = dist (x,Z).
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Dla dowolnych x,y € R?> ma wéwczas miejsce nieréwno$é
T (x) =) < [lx=y]-
Dla dowolnych z € R?, r > 0 przyjmujemy
Klz,r]={xeR?: |x—z|| <r}.

Oczywiscie
IK[z,r]={xeR*: |x—z]| =r}.

Trajektorie. Symbolem .#,, gdzie r > 0, oznaczmy zbidr wszystkich funkcji

mierzalnych
v :[0,00) — KJ0,r].

Elementy rodziny .#, nazwiemy sterowaniami. Funkcje stale bedziemy utozsamiac
z ich warto$ciami. W tym sensie K [0, 7] C .#,. Rodzina .#; bedzie zbiorem do-
puszczalnych sterowari kazdego z obroricéw. Natomiast zbiorem dopuszczalnych
sterowan napastnika bedzie rodzina .#y, gdzie 0 > 1. Z wyjatkiem ostatniej cze-
Sci pierwszego rozdziatu bedziemy zaktadac nier6wnos¢ 6 > 1.

Jezeli w chwili ¢ = 0 obrorica znajduje sic w punkcie a € R?, to moze sie po-

ruszaé po dowolnej trajektorii x : [0,00) — R?, danej wzorem
t
x(t) =x(a,ut) = a—l—/u(s)ds, gdzie u € 4.
0

Zbiér wszystkich takich trajektorii oznaczymy przez X (a), a punkt a nazwiemy
pozycja poczatkowa obroricy. Z twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu calki
i twierdzenia Rademachera ([3], wniosek 2.9.20, s. 165 i twierdzenie 3.1.6, s. 216)
wynika, ze X (a) jest zbiorem wszystkich funkcji x : [0,00) — R? spelniajacych

warunek poczatkowy x (0) = a i warunek Lipschitza:

Ix(s) —x(0)]| <|s—1| dla s,t€[0,00).
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Podobnie, jezeli w chwili ¢ = 0 napastnik znajduje sie w punkcie b € R?, to

moze si¢ poruszaé po dowolnej trajektorii y : [0,00) — R?, danej wzorem
t
y(t)=y(b,vt) = b+/v(s)ds, gdzie v € 4.
0

Zbiér wszystkich takich trajektorii oznaczymy przez Y (b), a punkt b nazwiemy
pozycja poczatkowa napastnika. Y (b) jest zbiorem wszystkich funkcji y : [0,00) —
R? spetniajacych warunek poczatkowy y (0) = b i warunek Lipschitza:

Iy (s) =y(@) < Ols—1] dla st €[0,00).

Strategie. Uzyjemy uproszczonej wersji strategii z pracy [9]. Ustalmy pozycje
poczatkowe a,b € R2.

Funkcje ¢ : Y (b) — X (a) nazwiemy nieantycypujacg, jezeli dla dowolnych
y,9 € Y (b) ikazdego ¢ > 0 z warunku

y(s)=$(s) dla s [0,1]
wynika warunek

P () =) (s) dla se[0,].

Zbiorem dopuszczalnych strategii obroricy jest zbior ® (a, b) ztozony ze wszystkich
nieantycypujacych funkcji @ : Y (b) — X (a).

Funkcje v : X (a) — Y (b) nazwiemy nieantycypujaca, jezeli dla dowolnych
x,% € X (a) i kazdego t > 0 z warunku

x(s)=2%(s) dla s € [0,7]

wynika warunek
Y () (s) =y (&)(s) dla s€[0.1].

Zbiorem dopuszczalnych strategii napastnika jest zbiér ¥ (a, b) ztozony ze wszyst-
kich nieantycypujacych funkcji y: X (a) = Y (b).



1 Wstep 13

Podane wyzej definicje strategii sg sformalizowang wersja zadania, by w kaz-
dym momencie ¢ > 0 kazdy z graczy podejmowat decyzj¢ wylacznie na podstawie
informacji o dotychczasowym przebiegu gry.

Zauwazmy jeszcze, ze funkcje state
¢©:Y(h) > X(a) oraz y:X (a) =Y (b)

sg nieantycypujace. Utozsamiajac takie funkcje z ich warto§ciami (w tym przypad-

ku z trajektoriami) mozemy przyjac, ze trajektorie sg strategiami. W tym sensie
X (a) C ®(a,b) oraz Y (b) C ¥ (a,b) dla a,becR>.

Obrona zbioru. Ustalmy niepusty i domkniety zbiér Z C R? oraz pozycje po-
czatkowe a,b € R?, gdzie b ¢ Z. Obrorica jest wyposazony w brofi o zasiegu p > 0
i broni dostepu do zbioru Z. Z kolei napastnik usiluje wtargnaé¢ do tego zbioru.
Z wyjatkiem ostatniej czeSci pierwszego rozdziatu bedziemy zaktada¢ nieréwnos¢
p>0.

Jezeli gracze poruszaja sie po trajektoriach, odpowiednio x € X (a) (obrofica)

iy € Y (b) (napastnik), to w kazdym momencie ¢ > 0 strefg razenia jest koto
Kx(r),p] = x(t) + K0, p].

Nieréwnosé ||y (1) —x(¢)|| < p oznacza, ze przez pewien czas napastnik przebywat
i przez pewien czas bedzie jeszcze przebywal wewnatrz strefy razenia K [x (7), p].
Poniewaz grozi to unieszkodliwieniem (zestrzeleniem, zatopieniem, itp), to napast-

nik powinien utrzymywac dystans ||y (1) —x(¢)|| > p.

Definicja 1.1. Powiemy, ze ¢ € ®(a,b) jest strategiq skutecznej obrony zbioru Z,
jezeli dla kazdej trajektorii y € Y (b) z warunku y (t) € Z wynika istnienie takiego
e ze (1) — 9 () ()] < p.

Jezeli zbior @ (a,b) zawiera strategig skutecznej obrony zbioru Z, to mowimy,

ze obronica broni skutecznie zbioru Z.
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Definicja 1.2. Powiemy, ze y € ¥ (a,b) jest strategiq skutecznego ataku na zbior
Z, jezeli dla kazdej trajektorii x € X (a) mamy ||y (x) (t) — x(t)|| = p i istnieje takie
t*,ze y(x)(t*) € Z.

Jezeli zbior ¥ (a,b) zawiera strategi¢ skutecznego ataku na zbior Z, to mowi-

my, ze napastnik atakuje skutecznie zbior Z.

Zauwazmy, ze zbidr Z nie moze by¢ jednoczesnie skutecznie obroniony i sku-

tecznie zaatakowany.

2 Obrona kola

2.1 Opis gry

W grze biorg udzial dwaj gracze: powolny obrorica O i szybszy napastnik N. Obaj
gracze poruszaja sie na plaszczyznie R? tak zwanym ruchem prostym. Obrorica
jest wyposazony w brofi o zasiegu razenia p > 0. Pozycja poczatkowa obroricy jest
punkt @ = 0. Pozycja poczatkowa napastnika jest punkt b € R? spetniajacy warunek
||b|| > p. Obrorica broni kota o srodku w punkcie 0, czyli pewnego kota K [0, r].
Zgodnie z przyjeta definicja 1.1, jezeli r < p, to obrona kota K [0, 7] nie wymaga od
obronicy zadnego dziatania. Z drugiej strony, z uwagi na przewage predkosci jaka
posiada napastnik, liczba r nie moze by¢ dowolnie wielka. OczywiScie nie moze

by¢ r > ||b|| , bo w momencie = 0 mamy
p <|b—all =l <r
wiec fatwo sprawdzid, ze strategia stala, czyli trajektoria dana wzorem

or
1]]
bedzie (patrz definicja 1.2) strategig skutecznego ataku na koto K[0,r]. Istotny

y(t)=b+ b, 120,

wplyw na wielko$¢ promienia bronionego kota ma predko$¢ napastnika. Wyka-

zemy dalej, ze liczba

jest wielkoScig krytyczna.
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Twierdzenie 2.1. JezZeli pozycjq poczgtkowq obroricy jest punkt a =0, a pozycja

poczgtkowa napastnika spetnia warunek

o> 5 2 (1+3),

to obrofica skutecznie obroni kazde koto K |[0,r], gdy r < r*. Natomiast napastnik

zaatakuje skutecznie kazde koto X [0,r], gdy
r>r" oraz ||b]| > p.

Dowdd twierdzenia 2.1 jest treScig dwdch nastepnych podrozdzialéw. Dla o € R
przyjmiemy

o (o) = (cosa,sina).
Zauwazmy, ze dla dowolnych o, B € R majg miejsce réwnosci:

o' () = (—sina,cosa)=Lo(a),
®

(B)) = cos(a—P), o(@)Aa(B)=sin(B-a).

2.2 Obrona

Zakladamy, ze w chwili ¢ = 0 obrorica znajduje si¢ w punkcie 0, a napastnik w punk-
cie
0
b€ R?, gdzie |b|| > Pl <l+ 2)

Ustalamy dowolng liczbe dodatnig r < r* i dobieramy takie p > 0, dla ktérego

6p
01

=r

Oczywiscie 0 < p < p. Kazdej trajektorii y € Y (b) przyporzadkujemy trajektorie
x=¢(y) € X(0). Przyjmijmy

P

n =
"7 91

ST
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i wybierzmy dowolne y € Y (b). Dla t € [0,7] mamy

ly@OI = [b+y()=>b| = bl —Ily(z) = bl = ||b]| — 61 > |[b]| — 619
0p T 6p & 0p p R
> 1 z =P s
e—1< +2> 0-12 0-1 ""eo_17P

wiec do momentu #, napastnik bedzie si¢ znajdowat poza kotem K|0,r]. Dla
t € [0,79) mamy ([4], lemat 6.3. 5.82)

y() = ly@)] o(e()),

gdzie

t

/\ /

(X(Z):a*—k/y(”g)( ,)))Hgs)ds oraz b= ||b||(0<(x*): ||bH(COS(X*,Si1'la*).
y(s

0

W przedziale [0, 1] trajektori¢ x zdefiniujemy (wstgpnie) wzorem

gdzie A (0) =01 A jest funkcja Scisle rosnaca i lokalnie absolutnie ciggly. Dla
prawie wszystkich 7 € [0,7p] mamy

X)) = o)+ H)i)Llo@),
WO = 0) + (@ 0) 2% 0).

Funkcje A dobieramy tak, by dla prawie wszystkich 7 € [0,7] bylo |’ (¢)||* = 1.
W takim razie dla prawie wszystkich ¢ € [0,7p] powinno by¢

= 1= (@ (0222 ().

Wynika stad, ze funkcja A jest rozwigzaniem zadania Cauchy’ego:

) = \J1-(@@)A0),
A(0) =
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Zauwazmy, ze dla prawie wszystkich ¢ € [0,1]

) = <M0%”ig%>awa0»+%ﬂvﬂvaLw(aO»,

/ _ / LO)(O{(I)) Hyl(t)H 9 -1
“0 = @“”MM|>< <7 s

wiec dla prawie wszystkich 7 € [0, 7]

A(t) = \/1—(05/(;))212(:) > \/1_ <9;1>2)L2(t),

(v (5a0)) -

W rezultacie, dla ¢ € [0,7],

A I

Syl T

o)

D
o
—_
[~}
=
o
<8
=
N
D>
>
—_
>
—~
=~
N—
~__
\
\.N

a w szczegolnosci

A(ty) = P sin(erlt()): P_nZ__P_

0—-1

Istnieje zatem takie 1 (y) € (0,1), ze

e DI =2 (0 0)) = =P

Dlart € [0, (y)] przyjmujemy

Nastepnie definiujemy

T(y)={t>n0):ly@Ol<r},



18 Gry obronne

Zauwazmy, ze dla wszystkich 7 € (11 (y),t2(y))

e}

__h ) _
x(t)_e_lny(t)n_6_1w(a(t>)’

a dla prawie wszystkich 7 € (¢1 (y),t2(y))

@ = ep_lHoc’(z)Lco(a(z))H:’3yoc’(t)|zef5 () Ay (@)

poIYWI_ b 6 _
61y Se—1r

1,

wigc x € X (0). Latwo tez sprawdzié, ze ¢ : Y (b) — X (0) jest funkcja nieantycy-
pujaca, wiec ¢ € ®(0,b) . Poza tym, jezeli T (y) # 0, to

o () (2(v)) =y (2O =p <p-
Wynika stad, ze ¢ € ® (0, b) jest strategig skutecznej obrony kota K [0, | . Poniewaz

o
r<< m =r
bylo wybrane dowolnie, to obrorica broni skutecznie kazdego kota o promieniu

mniejszym niz r*.
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2.3 Atak

Zakladamy, ze w chwili ¢ = 0 obrorica znajduje si¢ w punkcie 0, a napastnik w punk-
cie b spetniajgcym warunek ||b|| > p. Wykazemy, Ze napastnik zaatakuje skutecz-
nie koto K[0,r], gdy r > r*. Ustalmy zatem dowolne r > r*. Bez zmniejszenia

og6lnosci rozwazari mozemy dodatkowo zatozyé nieréwnosé ||b|| > r. Jezeli
bl <r+6(r—p),

to tatwo sprawdzié, ze w momencie

o lr
9 ~
napastnik osiggnie punkt z = mb € JK|[0,r], poruszajac sie po trajektorii
ot

Dla kazdego x € X (0) i kazdego ¢ € [0, 7] bedzie wtedy
19() =x (@ = [|bl| — 67 —1 > [|b[| —6T—T=r—7>p,
wiec wystarczy rozwazy¢ przypadek, w ktérym
b > r+6(r—p).

Kazdej trajektorii x € X (0) przyporzadkujemy trajektori¢ y = y (x) € Y (b).
Wezmy dowolne x € X (0) . Napastnik postanawia porusza¢ si¢ po trajektorii

0t
Y(t)=b—=b, 1 >0,
]|

az do momentu, w ktérym nastgpi réwnosé

Jezeli taki moment nie nastapi, to przyjmujemy

0b
y(1) =y (x) () =b—mpph 120
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. . . . _ izl
W takim przypadku napastnik skutecznie zaatakuje koto K [0,7], bo dla r = ‘gt

bedzie
y(1) =0 € intK[0,r],

a dla wszystkich ¢ > 0 bedzie
Iy (2) =x(@)I| > p-

Zat6zmy zatem, ze to = fy (x) > 0 jest pierwszym momentem, w ktérym

Od tej chwili napastnik zaczyna krazyé po brzegu ruchomego kota K [x(7) , p], wy-
patrujac okazji skutecznego zaatakowania bronionego kota K[0,r*]. Dla r > g
niech 3 : [ty, ) — R? bedzie rozwigzaniem réwnania:

Po) = (¢ 20 S0-x0

Przyjmijmy
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—llzOIF = 2(z(t) .2

(1))
:2 \/92<x’(t),z(;)>2<xl(t)7LZp(t)>> <Z<t>7sz(t)>

= 0,

wiec
lz(@)l = llz (%)l = p dla t > 1.

Wynika stad, Ze napastnik moze krazyé po brzegu ruchomego kota K [x (¢) , p].
Por6wnamy predko$¢ obrotu wektora z () z predkoscig obrotu wektora x (7).
Dla t > to mamy ([4], lemat 6.3. 5.82)

(1) =z @(y()) = po(y(s),

gdzie

N (t
Y (1) = Z()p;() dla prawie wszystkich ¢ > .

Poniewaz dla prawie wszystkich ¢ > 1

2(t) N (1) = (Lz (1), 2 (1))

— (\/92 <x,(t)7zt)>2_ <x/ (t)jLZ(’)>) (Lz(t),Lz (1))
p p p
(o) (o 5)

to dla prawie wszystkich t > 19

Voo ) (e 52)

Y () =
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Dla prawie wszystkich ¢ > #p mamy

[~ gy ~(en 22)
)

wiec
6—1
Y () > e dla prawie wszystkich t > f,.

Rozwazmy teraz trajektori¢ x. Mozliwe sa dwa przypadki:

(a) T (x) € {1 € [t9,0) : |x(1)| <r—p} #0, (b) T (x) =0.

W przypadku (a) definiujemy
Hh=n (x) =minT (x) ,
otrzymujac relacje y (1) € K[0,r], bo

Iy @)l

[[x (1) +y (t1) —x (1) |
< @)+ Ny @) —x (@)l = llx @)l +p <7

Natomiast w przypadku (b) mamy
lx(@)|| >r—p dla t > 1.
Z analogicznych powodow jak w przypadku wektora z (f) mamy wéwczas

x(t) = |x (D)l (e (2)),
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gdzie

f)AX (¢
") = () AX (1) dla prawie wszystkich ¢ > t.

ke ()]1®

Stad, dla prawie wszystkich ¢ > fy, otrzymujemy

eI @I @l 1

e R O =y

W rezultacie, poniewaz
6-1 1 6—-1 1 6—-1 6-1
p r—p P rr—p P p

to dlat > # otrzymujemy

5:

r0-aw = [(Fe-d)as> (- e
= 8(t—1).
Bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan mozemy zatozy¢ warunek
0<y(to) —a(to) <m.

W pozostalych przypadkach rozumowanie jest podobne. Poniewaz réznica ¥ — o
jest funkcja ciagla i
lim 6 (1 —tg) = oo,

t—o0

to istnieje takie r; = 1 (x) > 1o, Ze
y(t)—a(t)=m oraz 0< y(t)—a(t) <m, gdy to <t <t.
Wobec powyzszego w przypadku (b) definiujemy

$(t), egdy ¢t€ o],

J000 (4 — 1), gdy 1€ n,eo).

(1) = G5
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adla .
19 ()l
0
bedzie y(,) = 0 € intK|[0,r]. Poniewaz skonstruowane wyzej odwzorowanie

l2=l2(x)=l1+

v : X (0) — Y (b) jest nieantycypujace, to ¥ € W (0,b) jest strategia skuteczne-
go ataku na koto K[0,r]. Liczba r > r* byta wybrana dowolnie, wi¢c napastnik

zaatakuje skutecznie kazde kofo o promieniu wickszym niz r*.

Uwaga 2.1. W pracy [11] dowiedziono, ze pole dowolnego obszaru, ktéry moze

by¢ obroniony, nie moze by¢ wicksze niz pole kota o promieniu r*.

2.4 Ucieczka z kola

W grze bierze udzial jeden napastnik N i n obronicéw O;,0,,...,0,. W chwili
t = 0 napastnik znajduje si¢ w punkcie b = 0. Natomiast obrorficy znajduja si¢ na
brzegu kota K [0, 1], czyli kazdy z obroricow Oy znajduje si¢ w pewnym punkcie
ar € dK |0, 1]. Kazdy z graczy moze poruszac si¢ po trajektorii spetniajacej waru-
nek Lipschitza ze stalg 6 = 1, ale obroricy nie mogg opusci¢ brzegu kota K [0, 1].
Tym razem celem napastnika jest wydostanie sie z kota K[0, 1], z zachowaniem
pewnej dodatniej odlegtosci p > 0 od kazdego z obroficow.

Trajektorie. Zbiorem dopuszczalnych trajektorii uciekajacego napastnika jest
zbiér Y (0) wszystkich funkcji y : [0,00) — R? spetniajgcych warunek pocz gtkowy
y(0) = 0 i warunek Lipschitza:

Iy (s) =y (Ol <ls—1] dla 5,630,

Zbiorem dopuszczalnych trajektorii kazdego z obroricéw Oy jest zbior X (ay) wszyst-
kich funkcji xy : [0,00) — JK [0, 1] spelniajacych warunek poczatkowy x; (0) = ay
i warunek Lipschitza:

[l (s) =2 ()| < |s — 2] dla s,6>0.

Strategie. Dopuszczalng strategig kazdego z obroficow Oy, jest (patrz definicja
1.1) zbiér @ (ay,0) . Dopuszczalng strategia napastnika jest kazda nieantycypujaca
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funkcja

w:lflf((ak) — Y (0).
=1

Zbiér wszystkich takich funkcji oznaczymy przez ¥ (ay,az, ...,a,,0) . Podobnie jak
w poprzednim rozdziale trajektorie ze zbioru Y (0) bedziemy utozsamiac ze strate-

giami stalymi (ze zbioru ¥ (ay,as, ...,a,,0)).

Strategia skutecznej ucieczki. Powiemy, ze v € ¥ (ay,as, ...,a,,0) jest stra-

tegia skutecznej ucieczki, jezeli

inf inf min ||y (x1,x2,...,%,) (£) —xx ()] > 0.
(X125 )ETTP_y X (@) 120k=12,....m
W przypadku n € {1,2,3} istnieje prosty sposéb ucieczki. Rozwazmy przypa-
dek n = 3. Trzy punkty a;,a,,as dzielg okrag dK|[0,1] na trzy tuki. Dlugosé co
najmniej jednego z tych tukéw nie moze by¢ mniejsza niz %" Powiedzmy, ze tuk
pomiedzy punktami aj,a; jest takim tukiem. Niech a € JK [0 1] bedzie punktem
dzielacym ten tuk na dwa tuki o réwnych dlugosciach 6 > %, a x; niech bedzie

trajektorig gracza Oy dla k = 1,2, 3. Zdefiniujmy
y(t)=ta dla t > 0.

W momencie f; = 1 bedzie y(t;) = a € JK[0,1]. W tym samym czasie kazdy

z obroficé6w pokona droge nie wicksza niz

T
1< —=<0é.
3
Zatem
T
min min —x ) =6—-1>=—-1>0.
r€[0,1] k= 123Hy() el 3
Poniewaz
li t — oo
lim min_ly () =xic (£)]] = o,
to

f 1) > 0.
inf min [l (¢) —xc (0)]| >
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W przypadku n > 3 strategia skutecznej ucieczki z kota K0, 1] jest bardziej
skomplikowana. Definiujemy najpierw pomocniczg trajektori¢ y. Ustalamy n > 4

i przyjmujemy

o —2sin% o —2sin%
azg, 6:¥, r=1-68,p=36=—"—2.
n 6 2
Oczywiscie 6,r € (0,1). Zauwazmy, ze
o o
2rsin§<28in§:(x—2ﬁ. 2.1

Nastepnie przyjmujemy

to=r=1-8,9(t)=tw(0) dla r € [0,z)],

= 2rjsing, zj=ro(ja) da j=0,1,..n,

r—1;
! 2rsin §
I = {o(y):ye(ja—B,ja+p)} dla j=0,1,..,n

) = zj (zj—zj-1) dla j=1,2,....n,

Latwo sprawdzié, ze ¥ : [0,1,] — K [0, r] spelnia warunek Lipschitza ze stalg 1,
)’)\(lj) =7z dla j=0,1,...,n,

punkty z; sa wierzchotkami 2n-kata foremnego wpisanego w koto KI0,r],
ay: [to,t,] — K]0, r] jest parametryzacjg gérnej potowy brzegu tego wielokata.

Dlakazdego k = 1,2, ...,n wybierzmy dowolnie trajektori¢ x; obronicy Oy. Zde-
finiujemy trajektorie

Y=V (X1,X2, 00y Xn) -

Dlart € [0,1o) przyjmujemy y () = ¥ (¢) . Przypu$émy, ze dla pewnego k; € {1,2,...,n}
ma miejsce relacja xi, (fo) € I'o. Z nieréwnosci (2.1) wynika, ze wtedy

Xk, (l‘j) ¢ Fj dla j=1,2,...,n.
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Podobnie, jezeli dla pewnego k; € {1,2,...,n} ma miejsce relacja x, (f;_1) € Iy, to
X () €T dla j=ii+1,...n.
Wobec powyzszego dla pewnego j € {0, 1,...,n} musi byé
x(t) € T; dla k=1,2,...n. (2.2)

Przyjmujac, ze t; =t; (x1,x2,...,X,) jest pierwszym momentem, w ktérym nastapity

relacje (2.2) definiujemy

{ 90). gdy re0.r),
V() +(—t)o(ja), gdy t€][tjo).

Latwo sprawdzié, ze v : [I7_, X (ax) — Y (0) jest funkcjg nieantycypujacg oraz

min |[y(r) —x(¢)]] > 0 dla r€[0,t;(x1,x2,...,%0)],

k=1.2,....n

kiranin ly()—x(t)]] > 2sinf >0 dla t € [tj,1;+ 8],
min ||y(t) —xc (7)|| > ZSinEZS dla re€ftj+0,0).

k=172,...n 2

Whiosek 2.1. Poniewaz

a-2sin§ 1 a (8 (8)))_ 1
6 - 6(0‘_2(2_ 30 s ) ) T 11520
78 5 78 w3

11520% ~ 11520 (2)

i mamy
78 4
0.2
150" =%
to uciekajacy z kota napastnik utrzyma dystans do kazdego z obroncéw wigkszy
niz

n
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3 Obrona odcinka przez jednego obronce

3.1 Wstepny opis gry

Obrona odcinka moze by¢ elementem obrony wickszego terytorium. Zaczniemy od
przypadku, w ktérym powolny obrorica O, wyposazony w broni o zasiegu razenia
p > 0, broni odcinka przed szybszym napastnikiem N. Celem napastnika jest wtar-
gniecie na broniony odcinek z zachowaniem bezpiecznej odlegtoSci od obroncy.
Poniewaz potozenie bronionego odcinka nie ma wigkszego znaczenia, to bedzie-

my poczatkowo zaktadaé, ze broniony bedzie odcinek
A(l) =[—£,€] x {0} (odcinek na osi odcietych),

gdzie ¢ > p. Zakladamy dalej, Ze obrorica porusza si¢ z predkoscig 1 lub kazda
mniejszg niz 1. Atak na odcinek A(¢) moze nastapi¢ z kazdego punktu
b= (b1,b) € R? lezgcego dostatecznie daleko od bronionego odcinka.

Napastnik atakujacy odcinek A (£) moze poruszac sie po calej ptaszczyznie R?
z predkoscia € > 1 lub kazda mniejsza niz 8. Inaczej méwiac gracze poruszajg sie
po trajektoriach opisanych na poczatku pierwszego rozdziatu.

Przez skuteczng obrone¢ odcinka rozumiemy takie dziatanie obroncy, by przed
ewentualnym wtargni¢ciem na broniony odcinek napastnik znalazt si¢ wewnatrz
strefy razenia, czyli w odleglo$ci mniejszej niz p od obroficy. Stacjonujacy w usta-
lonym miejscu obrornica broni odcinkéw o dlugosci mniejszej niz 2p, bo broni k6t
0 promieniu mniejszym niz p. Natomiast obrofica ruchomy moze broni¢ znacznie
dtuzszych odcinkéw, bronigc soczewkowatych zbioréw zawierajacych broniony od-

cinek. Rozwazymy dwa przypadki.

(I) Obronica porusza si¢ tylko po bronionym odcinku. Oczywiscie broniony

odcinek nie moze by¢ zbyt dtugi. Liczba

%
A1 (0,p) =2p 1+621/<Cosﬁ+\/92—sm ﬁ)dﬁ
0



3 Obrona odcinka przez jednego obrorice 29

jest dlugoscia krytyczna. Wykazemy, ze obrofica obroni kazdy odcinek o dtugosci
mniejszej niz Ag (6, p) . Natomiast napastnik wtargnie bezkarnie na kazdy odcinek
o dtugosci wigkszej niz Ay (0,p).

(IT) Obroica moze poruszaé sie po calej ptaszczyznie R?. Oczywiscie i w tym

przypadku broniony odcinek nie moze by¢ zbyt dtugi. Liczba

6 (26 +m)
Aun(6,p)=p——=
jest dlugoscia krytyczna. Wykazemy, ze obrofica obroni kazdy odcinek o dtugosci
mniejszej niz Ay (0, p) . Natomiast napastnik wtargnie bezkarnie na kazdy odcinek

o dtugosci wiekszej niz Ay (0,p) .

3.2 Przypadek I

Upraszczajac dalsze rozwazania przyjmiemy, ze w chwili # = 0 obrorica znajduje si¢
w punkcie a = (0,0) . Schemat obrony jest nastepujacy. Zaktadamy, ze 2¢ < Ay (0,p)
i dobieramy takie r < p, dla ktérego

%
1 )
AI(G,}”):Z” ]+92_1/<COSIS+\/92—SIH B)dﬁ :26
0

Nastepnie konstruujemy zbiér wypukly Q (6, r) zawierajacy broniony odcinek A (¢)
i funkcje
F:0Q(06,r) = A(l).

Obrorica bedzie bronit zbioru Q (0, r) , ktéry w zwigzku z tym nazwiemy obszarem

bronionym. W tym celu definiujemy:

ot (a) = (sina,cosa), ® ()= (sina,—cosa) dla o €R,

(o) = 9211/a<cos[3+\/92—sin2[3>dﬁ dla a € {—g,g},
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I(a) = (7 (),I5 ()

= (—¢,0 ) +1:( a),0)+rot () dla ac {—g g},
I (a) = (T7(a),I; ()

= (- 50)+r( 7(a),0)+ro (o) dla ae{—g g}

Luki

2700, =17 ([-3.3]) o 9-0(0.n=1"([-3.3])

sg odpowiednio gérnymi i dolnymi czeSciami brzegu bronionego obszaru Q (6,r).

Przyklad 3.1. Dla 6 = v/2ir = 1 mamy

%

1 1

EAI(B,r): 1+21/<cosﬁ+\/2—sin2[3>d[3 ~ 3.910099
0

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku poruszajacy sie¢ po linii prostej obron-
ca moze obroni¢ odcinek niewiele krétszy niz czterech obroficéw stacjonujacych

w ustalonych punktach.

TV
SO .

-1

Rysunek 1: Brzeg zbioru Q(0,r) ,przedziat (obraz) f (dQ(6,r)) i strefy razenia
czterech obroricéw stacjonujacych w punktach (—3,0), (—1,0), (1,0), (3,0) .
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Lemat 3.1. Zbior

2(0.r)=eom (1 (|35 Jur ([-3:3])

Jest Scisle wypukty.

Dowdd. Poniewaz

adlaa € (—%,%) mamy
I (o) =—rcosa < 0<rcosa=TI; (a),

to wystarczy sprawdzié, ze dla o € (—%, %) maja miejsce nieréwnosci

d d? d d?
— T (a)A rt 0< —TI ()N —
do (@) (@) <0< do (o) do?

T I ().

Upraszczajac oznaczenia przyjmijmy
c(a)=cosa, s(a) =sina dla a € R.

Dla kazdego & € [—%, 5] mamy

I (a) = [ _(f ] +r

a dla kazdego o € (—%,%) mamy

7(a) = ﬁ (c(a)+\/92—s2(a)>,

) — 3@ <1+ @) )

02— 1 (@)
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d 7 (a)+c(a) | () —s(a)
= +(a):r[ —s(a)]’d(xz (a)—r[ —c(a)]’
d d? _ "(@)+c(a) 7'(a)—s(a)
£F+(Ot)/\ da2r+(a) = rzdet[ s(a el ]

wiec
d d? T
=rt = rt 1 ~Z.2).
T (a)/\daz (a) <0 dla oce( 2,2>

Podobnym sposobem dowodzimy warunku

d d?

-1 el

_ T T
— I (o) >0 dla o€ (—5,5).

O]

Funkcja F : dQ(6,r) — A(¢) powinna mieé nast¢pujacg wlasnos¢. Jezeli na-
pastnik porusza si¢ po trajektorii y lezgcej na brzegu zbioru Q(6,r), to punkt
I (y(t)) porusza si¢ po odcinku A (¢) z predkoscia co najwyzej 1, pozostajac stale
w odlegtosci r < p od punktu y(¢). Wobec powyzszego obrofica bedzie w stanie
dogoni¢ punkt f (y(?)), a nastgpnie, stale za nim nadazajac, utrzymywac odlegtos¢
r od napastnika. W poczatkowej fazie ataku napastnik jest w duzej odlegtosci od
zbioru Q(0,r), wiec jego trajektorie y zastepujemy rzutem y na zbiér Q(0,r),
ktéry oznaczymy przez §. Predko$é punktu () nie moze przekroczy¢ predkosci
punktu y(z), wiec obrorica bedzie w stanie dogoni¢ punkt F ($(¢)), a nastepnie,
stale za nim nadazajac, utrzymywac odlegto$¢ r od punktu § (7). Dlatego, jezeli na-
pastnik postanowi wtargnaé na broniony odcinek, to wczesniej trafi na brzeg zbioru
Q(0,r), a wtedy znajdzie si¢ w odleglosci r < p od obroricy.
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Zdefiniujemy zadang funkcje F : dQ(0,r) — A({). Zaczniemy od pewnej ob-

serwacji. Przyjmijmy

E(a)=r(1+7(a)) dla ae [—gg} .

Dla o € [—%,%] mamy

, ) d . 2 d 2
0° (&' (@) =||—=T"(a)|| =|-—T (« 3.1
€@y =] =] e @ a1
Dowdd drugiej réwnosci jest fatwy, wiec dowiedziemy tylko pierwszej. Dla kazde-
goa € [—%,%] mamy

2

(' (0)) = P (¢ (@)’ = 5o (cosa+ Vo2 —sin’ar)’

- (fre) s (gr@)

= 7 ((‘c’(a) +cosa)2> + 2 sin’ a

= 2 (1 +27' (a) cos o0 + (r’(a))2> ;

2) — (6>—1) (¢ (&) =27 (@) cos x — 1,

1
(62 —1) (’L"(oc))2 = o <c0s2a+2\/ 62 — sin® accos a + 62 — sin’ a) ,
2
27 (at)cosa = 01 (cosza—i- 62—sin2acosa>,

(62 —1) (' (a))” —2¢' () cos o

1 . 1
= ﬁ(—COSZ(X—FQZ—Sana):eQ_I(92—]):1,
wiec
2
26 (o — || Lt — _zZ
02 (&' (o) Hdar ()| =0 dia ae[ , }
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Zauwazmy dalej, Ze funkcja I'f @[5, 5] B [~£,4] jest scisle rosnaca. Dla

a € [—%,%] mamy bowiem

d 1
@Ff(a) = 7 (o) +cosa= o2 1<cosa+ 92—sin2a>+cosa
6?2 1 — 0
= oAt gy 62 —sin a>792_1>0.

Istnieje zatem $ciSle rosnaca i rézniczkowalna funkcja odwrotna

4 def (-1 na 75 E
g () 00 =25,
a poza tym
2 _
(¢7) (o) = 1 1 4a oel-1,0.

7 <
() (g (o)) @

Z analogiczych powodéw istnieje $cisle rosnaca i rézniczkowalna funkcja odwrotna

— def —\—1 o na 75 E
e E ) 603 =53],
spelniajaca warunek
2_
(5) ()= ! <"l aacelrg.

Dla kazdego y = (y1,y2) € dQ(0,r) definiujemy

F(y):{ (E(&"(1)).0), gdy 3>0,
(&(e”(3)),0), edy y2<0.

Wobec warunku (3.1), jezeli y : [0,7] — dQ(6,r) spetnia warunek Lipschitza ze
statg 0, to ztozenie

Foy:[0,7] = [-¢+nrl—r]x{0}

spelnia spetnia warunek Lipschitza ze statg 1.
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Zdefiniujemy teraz strategie skutecznej obrony ¢ € ®(0,b), gdzie
dist(b,Q(0,r)) = (£—r) 6.

Ustalmy dowolng pozycje poczatkowa b, spetniajaca powyzszy warunek, dowolng
trajektorie y € Y (b) i przyjmijmy

$(t) =T (y(t)) dla r>0.

Zdefiniujemy trajektorie x = ¢ (y) € X (0) . Poniewaz rzut na domkniety zbior wy-
pukly jest odwzorowaniem nieoddalajgcym, to istnieje takie £ € X (0) i takie
h=rt(y),ze

to<{l—r oraz X(tp) =F ($(to))
Dlat > 1y przyjmujemy £ (¢) = F (§(¢)) . Z warunku (1) wynika, ze relacja £ € X (0)
jest nadal spetniona. Przyjmujemy dalej

T(y)={t>1:y(t)cdQ(6,r)}.

Mozliwe sa dwa przypadki:

(a) T(y) =0 oraz (b) T (y)#0.

W przypadku (a) przyjmujemy x = ¢ (y) = £. W przypadku (b) przyjmujemy

£(r), gdy 0<r<1,

dzie 11 =t =minT (y).
(). ady . 1=1(y) )

X(f)zfp(y)(f):{

Mamy woéwczas @ € ®(0,b) i ¢ jest strategia skutecznej obrony odcinka
[—0,0] x{0}.

Schemat ataku. Zaktadamy teraz, ze 2¢ > A (0, p) i dobieramy takie r > p, dla
ktérego

T

2
1 5
AI(G,}’):2]‘ 1+921/(008ﬁ+\/m>dﬁ = 2/.

0
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Mozemy przyjacé, ze napastnik rozpoczyna atak z punktu b = (0, r) , a obrofica znaj-

duje sie¢ w punkcie a = (a;,0). Mozliwe sg dwa przypadki:
(a) a; <0 oraz (b) a; >0.

W przypadku (a) napastnik rusza z predkoscig 6 po brzegu zbioru Q(6,r), w kie-
runku punktu (¢,0) (lezacego na bronionym odcinku), a po jego osiggnieciu oddala
sie z predkoscig 0 wzdluz osi odcigtych. W czasie tego manewru odlegto$¢ pomie-
dzy napastnikiem i obroricg nie bedzie mniejsza niz r > p. Natomiast w przypadku
(b) napastnik rusza z predkoscig 6 po brzegu zbioru Q(6,r), w kierunku punktu
(—¢,0) (lezacego na bronionym odcinku), a po jego osiggnig¢ciu oddala si¢ z pred-
koscig 6 wzdluz osi odcigtych. Réwniez w czasie tego manewru odleglo$¢ pomie-

dzy napastnikiem i obroricg nie bedzie mniejsza niz r > p.

3.3 Przypadek II

W tym przypadku obrorica bedzie bronit zbioru Qn (6, r) , poruszajgc si¢ po brzegu
zbioru Qg (0, ), a napastnik bedzie stosowal strategie nekania.

Schemat obrony. Zaktadamy, ze 2¢ < Ay (0,p) i dobieramy takie r < p, dla
ktérego
0(20+m)
02 -1

Konstruujemy dwa zbiory wypukle QN (0,7) i Qo (0,r) oraz funkcje

AH(Q,I”):I” = 2/.

F: aQN(Q,l’) —dQo (6,r).
W tym celu, dla & € [—%, %], definiujemy

ro?
02 -1

T+o
0

+

9

0 02 -1

—/
It(a) =
N ( ) [ cCos X

1+sino ] ro

sin &
() = TH(o)—r ,
5@) = i@ a]
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I's () 4 n r6? 1+sino n ro %—}—OC
N N 0 0% —1 —cosa 02 —1 0|’
_ _ sinQ
%w>—rwm4[%ma

Luki

8+QN (9,]’) = TI

1)
)

stanowig, odpowiednio gorne i dolne czesci brzegéw zbioréw QN (0,r)i Qo (0,7).

(53] oavien=ri(]

N
Q0 (6,r) = rg([ r ”D 3790(6,1’):1“6([

T
272
T
272 272

Przyklad 3.2. Dla 6 = v/2i r =1 mamy

1V2(2v2+7)

1
(0 =55 ’

Tym razem jeden ruchomy obrofica broni odcinka dtuzszego niz czterech obron-

cOw stacjonujacych w ustalonych punktach.

Zbiér Qn (0, r) zawiera w swym wnetrzu zbidr Qg (0, r) , zawierajacy odcinek
A (¢). Natomiast funkcja f ma nastgpujgcg wlasno$¢. Jezeli napastnik porusza si¢
po trajektorii y lezacej na tuku dQn (0,r), to punkt / (y(¢)) porusza si¢ po tuku
dQo (0,r) z predkoscia co najwyzej 1, pozostajac stale w odlegtosci r < p od
punktu y (7). Dalsza cze$¢ schematu jest taka sama jak w poprzednim przypadku.

Szczegobty zawiera praca [4].

Schemat ataku. Zaktadamy, ze 2¢ > Ay (0,p) i dobieramy takie r > p, dla
ktérego
0 (26 +m)
0% —1
W przypadku I napastnik mégt ujawnic cata trajektori ¢, po ktérej bedzie si¢ poru-

AH(Q,I‘):I‘ =2/.

szal. W tym przypadku byloby to btedem. Wykorzystujac przewage predkosci nad
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Rysunek 2: Brzegi zbioréw QN (0,r) , Qo (6, r) i strefy razenia czterech obroicéw
stacjonujgcych w punktach (—3,0), (—1,0), (1,0), (3,0).

przeciwnikiem napastnik stosuje strategi¢ nekania. W pierwszej fazie ataku rusza
w kierunku $rodka bronionego odcinka, czyli w kierunku punktu (0,0) . W pewnym
momencie zblizy si¢ do obroficy na odlegtos¢ r > p. Gdyby do tego nie doszto, to
broniony odcinek zostalby bezkarnie zaatakowany w samym $rodku. Od momentu
zblizenia na odlegto$¢ r napastnik zaczyna krazy¢ wokot obroricy, zachowujac sta-
1y dystans r i oczekujac mozliwosci bezpiecznego ruszenia w kierunku bronionego
odcinka. W tym samym czasie obrofica moze wykonywa¢ rozmaite manewry, ale
przewaga predkosci pozwala napastnikowi utrzymac statg odlegtos¢ do broniacego.
Poniewaz obrorica usituje broni¢ zbyt dtugiego odcinka, to kat pomiedzy wektora-
mi y(t)ix(tr)—y(t), gdzie x,y sg trajektoriami obroricy i napastnika, stale ro$nie.
Dzi¢ki temu dojdzie do takiego potozenia punktéw x(¢) i y (), z ktérego napast-
nik bedzie mégt ruszy¢ w kierunku bronionego odcinka po linii prostej, bez obawy
zmniejszenia odlegtosci do bronigcego. Szczegdly zawiera praca [5].
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4 Obrona odcinka przez wielu bronigcych

Jezeli kazdy z obroficow Oy, O,, ..., 0,, dysponujac bronig o zasiegu p, moze obro-
ni¢ odcinek o dlugosci 2/, to razem mogg obroni¢ odcinek o dlugosci 2nf. Wystar-
czy, by kazdy bronit ,,swej” czg¢éci dluzszego odcinka. Pojawia si¢ pytanie, czy tacy
obroricy moga obroni¢ dtuzszy odcinek? Pytanie jest trudne. Jezeli zmienimy nie-
co definicje¢ obrony odcinka, to odpowiedzig na postawione pytanie begdzie stowo
»tak”. Zgodnie z przyjeta definicjg obrony odcinka ktérykolwiek z obroricéw po-
winien zblizy¢ si¢ do napastnika na odleglo$¢ mniejsza niz p przed ewentualnym
wtargnieciem napastnika na broniony odcinek. Uzupetniajac zwrot ,,przed ewen-
tualnym wtargnigciem” zwrotem ,,lub po ewentualnym wtargni¢ciu” otrzymujemy
nowg definicje obrony odcinka. W przypadku n = 1 obie definicje s rOwnowazne.

Zaktadamy, ze obroricy Oy, 0,,...,0,, gdzie n > 2, dysponujgcy bronig o za-
siegu p, bronig odcinka

A(0) =10,4] x {0}

i mogg si¢ poruszac tylko po bronionym odcinku. Przyjmujemy

o = arctg0,
6 = /<cos[3+ 62 — sin’ B)dﬁ,
0
a*
s 1 .
8 = sina +92_1/<Cosﬁ+\/92—sm B)dﬁ,
0

26
(62—-1)v62+1
i dla kazdego r > 0 definiujemy

A(B,r) =2r(81+ 8+ 83) +2r(n—2) (6 +8).

»n =

Obroricy obronig kazdy odcinek o dlugos$ci mniejszej niz A (6, p), a napastnik

wtargnie bezkarnie na kazdy odcinek o dtugosci wigkszej niz A(6,p).
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Schemat obrony. Zaktadamy, ze ¢ < A (0, p) i dobieramy takie r < p, dla kt6-
rego A (6, r) = ¢. Broniony odcinek dzielimy na odcinki A, A, ..., A,. Dwa skrajne

odcinki A; i A, majg dlugos¢
§(r)=r(6+&+8),

wiec

Ay =10,8"(r)] x {0}, A, =[0,0—8"(r)] x {0}

i sg bronione przez graczy O1,0,. W przypadku n > 2 pozostalg cze$¢ odcinka
A ({) dzielimy na n — 2 odcinki o réwnych dlugosciach

8" (r)=2r(8+8).

Kazdy z odcinkéw Az, A3, ...,A,_1 jest broniony przez obrofice o tym samym nu-
merze co odcinek. Kazdy z obroficéw broni swojego odcinka az do momentu ¢*,
w ktérym napastnik wtargnie na broniony odcinek. Jezeli to nastapi, to napastnik
znajdzie si¢ pomiedzy dwoma sgsiednimi obroricami, powiedzmy pomiedzy obron-
cami O i Og41. W takim momencie dwaj obroricy Oy i Oy | ruszajg z maksymalng
predkoscia w kierunku napastnika. Pozostali obroricy mogg wtedy sta¢ bezczynnie.
Nie p6zniej niz w momencie t* + % napastnik znajdzie si¢ w odlegtosci r od
jednego lub obu obronicow Oy, i Oy . Dokladny, lecz dos¢ skomplikowany, opis

strategii obrony jest podany w pracy [10].

Schemat ataku. Zaktadamy, ze ¢ > A (6, p) i dobieramy takie r > p, dla ktérego
A(0,r) = {. Napastnik stosuje strategie nckania opisang w pracy [10]. Opis tej
strategii wymaga wyposazenia obroicéw w fikcyjne, poszerzone strefy razenia.
Poniewaz obronicy bronig zbyt dlugiego odcinka, to napastnik wtargnie bezkarnie
na broniony odcinek, po czym oddali si¢ na bezpieczng odlegtos¢, pozostajac stale

poza strefg razenia kazdego z obroficéw.
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Przyklad 4.1. Przyjmijmy 6 = /2, p = 1, n = 3. Zilustrujemy poszerzone strefy

razenia i bronione obszary kazdego z trzech obroficéw. Mamy

3
1
& = 1+21/<cos[3+\/2—sin2[3>d[3z3.910099,
0

arctgﬂ
. 1 .
6 = s1n<arctgﬁ)+ﬁ / <cosB+\/2—sm ﬁ)dﬁ~2.893245,
0
2v2
5 = Lm.ésw%,
2-1)v2+1

W tym przykladzie trzech obroicéw broni skutecznie kazdego odcinka o dtu-

gosci
2r (81 + 624 83) +2r (624 83) = 2r (81 +26, 4 283) = 25.92513r,

gdzie r € (0,1).

27

Rysunek 3: Polozenie poczatkowe lewego obroricy i poszerzona strefa razenia wraz
7 obszarem bronionym.
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y 1
o]

-0.5

Rysunek 4: Potozenie poczatkowe Srodkowego obroncy i poszerzona strefa razenia wraz

7 obszarem bronionym.

AN

Rysunek S: Potozenie poczatkowe prawego obroricy i poszerzona strefa razenia wraz

z obszarem bronionym

Gdyby kazdy z nich bronit niezaleznie tylko ,,swego” odcinka, to obroniliby

kazdy odcinek o dtugosci

n

2
] . 2
6r 1+2_1/<cosﬁ—|—\/2—sm B) dB | ~23.460593r.

0
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Poryzm Ponceleta

Waldemar Cieslak!
Witold Mozgawa?

Streszczenie

Problematyka zwiagzana z twierdzeniem Ponceleta skupia uwage mate-
matykéw od prawie dwustu lat. Praca przedstawia krétkie oméwienie wy-
branych zagadnien zwigzanych z poryzmem Ponceleta. Przedstawiono nowe
wyniki z ostatnich kilku lat. Badania pozwolity rozwigzac niektére problemy,

a takze sformutowac wiele nowych hipotez.
Abstract

The problems connected with the Closed Poncelet Theorem concentrate
attention of mathematicians since nearly two hundred years. The paper pre-
sents a short treatment of selected problems associated with Poncelet’s pro-
blem. We present new results from last few years. The investigations allow to

solve some problems and allow to formulate new hypotheses.

Stowa kluczowe: poryzm Ponceleta, miara niezmiennicza, indeks obrotu, wzory

Fussa, wzor Jacobiego

1 Wstep

Historia poryzmu Ponceleta sigga czaséw napoleoniskich. Jean-Victor Poncelet
(1788-1867), francuski inzynier i matematyk, brat udziat w kampanii Napoleona
jako inzynier wojskowy. W latach 1813-1814 przebywat on w Saratowie jako wie-

zien wojenny. W roku 1822 Poncelet, po powrocie do Francji, opublikowat traktat

Katedra Matematyki Stosowanej, Politechnika Lubelska
2Instytut Matematyki, Uniwersytet Marii Curie-Sktodowskiej

45
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o geometrii rzutowej [20], gdzie podat dowdd bardzo waznego twierdzenia, zwane-
go dzisiaj twierdzeniem Ponceleta o zamknieciu. Niewatpliwie, gtéwny zarys tego
dzieta powstal podczas pobytu w Rosji.

Opiszemy krétko pojecie poryzmu Ponceleta. Rozwazmy pierscieti CD na ptasz-
czyZnie utworzony przez dwie elipsy C i D, gdzie C lezy w obszarze ograniczonym
przez D. Na krzywych wybieramy obieg w kierunku przeciwnym do ruchu wska-
zéwek zegara. Ustalmy punkt M na elipsie C. Przez punkt M prowadzimy styczng
do C. Wybieramy na stycznej potprosta o poczatku w M zgodng z obiegiem na
elipsie. Potprosta ta przecina D w punkcie M. Z punktu M; prowadzimy styczng
do C. Styczna ta przetnie elips¢ D w punkcie M,. Nastepnie cale rozumowanie po-
wtarzamy i otrzymujemy cigg punktéw c(M) = {M,M,, ...} na elipsie D. Moze
tak si¢ zdarzy¢, ze dla pewnej liczby naturalnej k mamy M| = M. Wtedy be-
dziemy méwic, ze cigg ¢(M) jest zamknigty. Sformutujemy twierdzenie Ponceleta
o zamknigciu w nastepujacy sposob:

Dany jest pierscienn CD utworzony przez dwie elipsy C i D. Jesli dla pewnego
punktu M € C cigg c¢(M) jest zamknigty, to zamkniety jest kazdy cigg c¢(N) dla
NeC

W literaturze istnieja dwa znaczenia stowa poryzm, ktére majg pewne wady.
W zwigzku z tym zaproponujemy nastepujace znaczenie stowa poryzm: jesli pew-
na wiasno$¢ zachodzi w jednym punkcie danego zbioru, to zachodzi w kazdym
punkcie tego zbioru. Takie podejscie byto wprowadzone w pracy [7]. Doktadne
omdwienie poryzmu Ponceleta mozna znaleZ¢é w pracy [2]; w ostatnich latach uka-

zaly si¢ rowniez dwie monografie o poryzmie [11] 1 [12].

2 O wzorach Fussa

Rozwazmy pierscieri kotowy ztozony z dwu okregéw: wewnetrznego C, x> +y> = r?

i zewngtrznego D, (x —a)? +y* = R?, gdzie a > 01ia+r < R. W roku 1792 Fuss
[13] wyprowadzit wzory wiazace R, r i a dla pierScieni kotowych majacych wta-

sno$¢ poryzmu Ponceleta dlan =4,5,6,7,8. Przytoczymy kilka kolejnych wzoréw
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w postaci podanej przez Steinera w roku 1827:
1. n=3:a>=R*-2rR,

2. n=4:(R*—a*)?=2r*(R*+d?),

3.n=5:r(R—a)=(r+a)(\/(R—r+a)(R—r—a)+/2R(R—r—a)),
4. n=06: (R*—a®)* = 4r*(R* +a®)(R* — a*)* + 16a*r*R*.

Dalej wzory tego typu nazywac bedziemy wzorami Fussa. W roku 1923 Chaun-
dy podat wiele wzoréw Fussa dla n < 20. Istnieje wiele rownowaznych postaci
takich wzoréw dla ustalonego n. Na przyktad, dla n = 5 mamy wzér w formie po-
danej powyzej przez Steinera, jak réwniez w formie podanej w 1830 roku przez
Richelota

4P’ (p—1(g—1) = (pP*+4* - p*q°)*,
gdzie
R+a R—a
p= -

)
r r

Niech z(t) = re' dla t € [0,27] bedzie parametryzacjg okregu C. Okrag ze-
wnetrzny D sparametryzujemy nastepujaco w(t) = re' + A(t)ie” dla t € [0,27],
gdzie funkcja A przyjmuje wartoSci dodatnie i jest dana wzorem

At) = Vasin?t + 2arcost + R2 — 2 —a? —asint.

Punkt w(t) lezy na o (t)-izooptyce, gdzie

a(r) _ AQ)

T

Dla funkcji @(r) = 1 + a(r) przyjmujemy @l = id, o'l = ¢, ¢ = @0 ¢, itd.

Definiujemy wyrazenia zespolone

Q1) = r+ (9" (1))i
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dlam=0,1,2,.... Z twierdzenia 2.1 podanego w pracy [6] wynika natychmiast na-
stepujacy wniosek. Zalézmy, ze pierscieft kolowy CD ma wlasno$¢ poryzmu Pon-
celeta dla ustalonej liczby naturalnej n > 3. Wtedy spetniona jest tozsamos¢

Im QQ.Q.] --~-Qn—1 =0.

Twierdzenie to ma istotne znaczenie, jesli chodzi o tzw. wzory Fussa. W pracy [6]
wyprowadzono z tej tozsamosci wzory Fussa dla n = 3,4. Nastepnie przeprowa-
dzono rachunki dla n = 5, jednakze nie pokazano, ktérg z réwnowaznych posta-
ci wzoru Fussa otrzymuje si¢. W pracy magisterskiej pani Magdaleny Michty pt.
,-Wzory Fussa w poryZmie Ponceleta” [18] pokazano, kt6ra doktadnie posta¢ wzo-
ru Fussa otrzymujemy, a ponadto wyprowadzono wzory Fussa dla n < 6. Istotne
cechy tozsamosci z twierdzenia 2.1 [6] to:

po pierwsze, jej prosta postac algebraiczna,

po drugie, wystepuja tam tylko dtugosci odcinkéw taczacych punkty na obu
okregach i lezacych na bokach wielokatéw wpisano-opisanych.

W zwiazku z tym widzimy jakie dziatania algebraiczne i funkcje elementarne
zawiera¢ beda wzory Fussa.

W przypadku n = 5 dla t = 0 podamy wyrazZenia na A,, = A(@["(0)) dla
m=0,1,2,3,4. Wykorzystujac, miedzy innymi rysunek pierScienia kolowego zto-
zonego z okregéw x> +y? = r2, (x—a)* +y* = R?, a > 0, oraz pigciokata wpisano-

opisanego przechodzgcego przez punkt (r,0), ktéremu odpowiada ¢ = 0, otrzyma-

do=ds= /R~ (r—a), h=\/(R—a)?—r.

R?> —da% —2ar
M=K=Ap————.
! 3 R? —a?+2ar

Wykorzystujac teraz tozsamos¢ dla ¢ = 0, bedziemy mieli

my

0= ImQ()Q] ...Q4 = Im(Qoﬂl)ZQZ

= Im((r+ Aoi)(r + ).li))z(r + Api)
=Im[(r* — AoA1)* +2ri(r? — 2A1) (Ao + A1) — (P Ao + A1) (r + Aai)
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=Im[(r? — 2oM)*r— P (Ao + A1) —2rda (P2 — Ao ) (Ao + A1)
+i([(P = 20M)% = P (Ao + A1) H A + 272 (2 = A1) (Ao + A1),

co daje wzor
[(}"2 —)L()A,l)z — rZ(AO—i—?Ll)Z]lz—i—Zrz(rz _AO)H)()LO"’Al) =0.

Podstawiajgc teraz wyznaczone przez nas wyrazenia na A,,, po prostych przeksztal-

ceniach, otrzymamy wzér Fussa dla n = 5 w postaci
4 (R—a—r)(R—r+a)(R*—a*)* = 2r*(R* +a*)*]*.

Jest to doktadnie posta¢ wzoru podana przez Richelota.

Z kazdym pierScieniem kolowym zwigzemy trzy liczby, ich promienie R, r oraz
odleglo$¢ a miedzy ich Srodkami. Jesli R > r, to oczywiScie r +a < R. W dalszej
czedci tego rozdziatu przyjmowac bedziemy, ze a > 0. Warunek ten powoduje od-
rzucenie pierscieni utworzonych przez okregi wspétsrodkowe.

Niech Ry = (0,4%) i M = {(R,r,a) : R,r,a€ R, r+a < R}.

Funkcja f: Ry x M — M dana wzorem

f(6,(R,ra)) = (1=&)r+&R,r,.5a)

jest lewostronnym dziataniem grupy (R, -) na zbiorze M.

Niestety dzialanie f nie jest tranzytywne. W zwigzku z tym struktura
(R4, M, f) nie determinuje geometrii w sensie Kleina. Pozostaje otwartym pro-
blem rozszerzenia grupy tak, by dziatanie byto tranzytywne.

Niech M3 = {(R,r,a) € M : a*> = R*> — 2rR}.

Zbiér ten roztozymy na roztaczne podzbiory. Przyjmiemy ¢ = If. Wtedy row-
nos§¢ a* = R* — 2rR mozemy zapisa¢ w postaci (¢)* = 1> — 2. Dlat > 2 okreslimy
zbidr

Mi (1) = {(rt,r,rV/t>? —=2t) e M :r > 0}
W pracy [4] dowodzimy nastgpujacego twierdzenia:
Jesli (R,r,a) € M3 i & > 0, to istnieje p > 0 takie, ze (1 —&)r+ER,pr,Ea) € M.
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Efektywne wyliczenie p pozwala zdefiniowaé dla kazdego ustalonego & od-

wzorowanie Fz : M3 — M3 wzorem

Fe(rt,r,r\/ 12 =2t) = (retg,re,rg /[52 —21g),

gdzie
28 —1)+1+82
T 12

o (S F1)
STREG—1)+1+EY

Wykazano, ze przeksztalcenie Fg jest suriekcja. Mozna pokazac, ze kazde odwzo-

rowanie Fi generuje dyfeomorfizm w zbiorze (0, +o0) X (2, +00).

3 O indeksie obrotu dla bilardéw barowych i poryzmie

Ponceleta

W pracy [9] prezentowane s3 nowe wyniki o zwigzkach pomi¢dzy indeksem obro-
tu dla bilardéw barowych dla dwdch zawierajacych si¢ okregéw Cr i C; o pro-
mieniach R i r i o odlegtoSci a pomiedzy ich Srodkami a poryzmem Ponceleta
dla tych okregéw, gdzie wymierne indeksy obrotu odpowiadajg zamknigtym trans-
wersalnym Ponceleta z lub bez samoprzecieé. Korzystajac z funkcji specjalnych,
wyprowadzamy interesujacy podwdjny szereg opisujacy indeks obrotu, i ktérego
suma, w przypadku poryzmu Ponceleta dla tréjkat6w, jest liczbg %. Wyprowadza-
my wzor Steinera, ktéry daje konieczny warunek na istnienie bilardu barowego,
ktérego transwersalne Ponceleta tworza pigciokat z samoprzecigciami i ktéry ma
indeks obrotu réwny % Na koniec pokazujemy, Ze w pewnym otoczeniu pary za-
wierajacych sie¢ w sobie okregdéw posiadajacych wtasno$¢ poryzmu Ponceleta dla
indeksu % istnieje zawsze para zawierajacych si¢ w sobie okregéw posiadajacych
indeksy % i %. W przypadku % ta para jest wyznaczona jednoznacznie. Niech Cg

i C, beda dwoma zawierajacymi si¢ okregami o §rodkach w (0,0) i w (a,0) oraz
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o promieniach, odpowiednio, R i r, takimi ze a > 0 i a+r < R. Dla okregu Cg roz-
wazamy naturalng parametryzacj¢ dang przez z(t) = (Rcost,Rsint), gdzie r € R.
Z dowolnego punktu (Rcost,Rsint) = Re'” na Cg prowadzimy styczng do okregu

C, i prowadzimy ja az do przeciecia si¢ z okregiem Cr i otrzymujemy punkt Re?),

gdzie
Re®") = f(1)e" +g(1)ie",
za$
R
flty = — 5 (R* (3a> —2r* +R?)
(a*+ R*> —2aRcost)

+ (a2 —2r7 + 3R2) cos2t —2aR (a2 — 217 4+ 2R* 4 a* cos 2t) cost

+ 4ar(R—acost)\V/a® —r? +R* — 2aRcost sint)
oraz

2R
gt) = 5 <rR2\/a2—r2+R2—2aRcost
(a®> + R? —2aR cost)

+a (ar\/a2 — 124+ R?—2aRcostcos2t — R (2(12 —2r +R*+d’cos 2t) sint

+ (—21’R\/a2 —r24R?—2aRcost +a (az —2r7 4+ 3R2) sint) cost)) .

Nastepnie bierzemy punkt Re'®1) jako punkt startowy nastepnej stycznej, ktora be-
dzie si¢ koficzy¢ w punkcie Re(9(0) jtd. Wtedy otrzymujemy homeomorfizm &
okregu Cp, ktéry ma naturalne podniesienie ¢: R — R. Powyzszy homeomorfizm
nazywamy bilardem barowym, a cigg tamanych taczacych kolejne punkty startowe
stycznych nazywamy transwersalng Ponceleta. Ponadto po pewnych rozwazaniach

otrzymujemy, ze

o) = arccos<—1+r>—2arctg<\/a r aR + )

(a—R)? r

2 —r2+R?—2aRcost a—R)ctgh
+ 2arctg<\/a Tt ancos )+2arctg (()g2>

r a+R

+ 2r LLJ + mwsgnt
27[ g M
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gdzie

2 2
¢©(0) = arccos <(a—rR)2 - 1) ,
za$ @(t+27) = (1) + 2.
Nastepnie pokazujemy, ze 1-forma w(r) = f(¢)dt na Cg, gdzie
1 1

t) = =
) |AB| a2 —r2+ R2 —2aRcost

jest miarg niezmiennicza wzgledem homeomorfizméw odpowiadajacych poryz-
mom z samoprzeci¢ciami i bez samoprzecieé. Fakt ten jest juz znany z pracy R.
Kotodzieja [17] i J. L. Kinga [16].

Przypomnijmy, ze indeks obrotu homeomorfizmu ¢ okregu jest dany wzorem

1 . (t)—t
po(@,t) = 5 lim o=t

TU n—oo n

Korzystajac z wyzej wyprowadzonej 1-formy mamy

Po pewnych rozwazaniach wykorzystujacych funkcje specjalne otrzymujemy

Twierdzenie 3.1. Dla kaidego bilardu barowego ¢ mamy nastepujgcy wzor na

indeks obrotu stowarzyszonego z nim homeomorfizmu

1 sin Po Z ( zr;m 1')' Slnzm Po - Z (2n '('z(gm-lQ-)Zn-Q-] ) k2n Sinzn (PO)
po(@) =5 — = ,
’ nz(z"ﬂ,)k%

gdzie

arccos <% — 1)
5 .

_T_
P =7
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Jesli rozwazymy przypadek, ze transwersalna Ponceleta si¢ zamyka po trzech

krokach, czyli przypadek bicentrycznego tréjkata, to mamy

R?2— 42
2R

r =
i otrzymujemy nast¢pujacy wniosek.

Wnhiosek 3.1. Dla kazdego ¢ € (0,1) mamy, ze

S (2m=1D 2m 2n—1)11 n
(1+1) ¥ ((2m)!)! (%) ’ Zo (Zn)!(!(2m+)2n+1) ((37;)‘21«%1?))

m=0 n—

3 nio ((2(%13” ) g <<3—t;(6f+t)3 ) n

Nastepnie rozwazamy inng parametryzacje rozwazanej pary okregdéw Cr i C;.

Teraz Srodkiem mniejszego okregu bedzie punkt (0,0), a okregu wiekszego punkt
(a,0), gdzie a > 0 oraz a+r < R. Niech okrag C, bedzie sparametryzowany réwna-
niem z(t) = re, podczas gdy wickszy okrag jest sparametryzowany przez
w(t) = re + A(t)ie", gdzie A(t) = \/R* — (acost —r)2 — asint za§ t € R. Jesli
okreslimy kat o/(z) wzorem

to odpowiednikiem powyzszego homeomorfizmu ¢ jest homeomorfizm y okre-

Slony przez
w(t) =1+a(r).
Niech yO(¢) =¢, y"(t) = w(y" '(t) dlan = 1,2,.... Stad otrzymujemy

gat) _ =0 L 2 0r
r2+A%t) P+ A%(r)

AV — r+ilA(r) Zeit
|r+iA(1)] )
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Jedli dla kazdegon =0,1,2... zapiszemy

r+iA(y" (1))

) = )]

to otrzymujemy
V'O = (o () (1) .- a1 (1))

Oczywiscie wielokat odpowiadajacy y(7) ma wtasno$¢ poryzmu Ponceleta wtedy
i tylko wtedy, gdy dla pewnego zredukowanego utamka %, gdzie k,n € N, n > 3,
k < n, mamy

vy (t) =1+2km.

Z pracy [6] wynika, ze jeSli wielokat otrzymany z transwersalnej Ponceleta z sa-

moprzeci¢ciami lub bez samoprzeciec jest zamkniety, to

(Ho(t) 1 () . ptnr (1)) = 1.

Stad mamy
Im (o (1) pa (2) - Mn1(1)) = 0.

Korzystajac z tego wzoru wyprowadzamy zwarty wzor typu Steinera zwiazujacy
promienie R, r z odleglodcia a Srodkéw okregéw w rozwazanej parze zawierajacych
si¢ w sobie okregéw z pigciokatnym bilardem barowym z samoprzeci¢ciami, dla

ktérego po(y) = Z. Wz6r ten ma postac

2a*r*\/R? — (a+71)? —8a’*R\/R? — (a4 )2 +4a*r*R*\/R2 — (a+71)?
+8*R*\/R2 — (a+7r)2 4+ 8ar’R*\/R? — (a+r)? — 6r°R*\/R2 — (a+r)?
—a®\/(R—a)2—r2=2a°r\/(R—a)? —r? —2a**\/ (R—a)? — r?
+3a*R*\/(R—a)? — 2+ 4a°rR?\/ (R — a)? — 2 + 8a**R*\/(R—a)? — 12
B TR s =R s
—2arR* (R—a)z—r2—6r2R4\/m+R6\/m:O.



3 O indeksie obrotu dla bilardéw barowych i poryzmie Ponceleta 55

Na koniec prezentacji pracy On rotation index of bar billiards and Poncelet’s
porism rozwazmy pierScien C.Cg utworzony przez dwa okregi C, i Cg, ktére sg

dane odpowiednio réwnaniami
2,2 2 2,2 2
Xy =r, (x—a)+y =R,

gdzie
O0<a<R-r

Przypomnimy wersje twierdzenie Ponceleta o zamknigciu, ktdra jest odpowiednia
do dalszych rozwazan:

Jesli istnieje wielokqt o n bokach jednoczesnie wpisany w zewnetrzny okrgg
i opisany na wewnetrznym okregu pierscienia C.Cg, to kazdy punkt zewnetrznego
okregu jest wierzchotkiem takiego n-kqta.

Jesli wiasno$¢ zamkniecia Ponceleta (zwana tez wlasnoscig poryzmu Poncele-
ta) zachodzi dla n = 3, to znaczy, ze indeks obrotu stowarzyszonego homeomorfi-

zmu jest réwny % w pierScieniu C,Cg, to zachodzi warunek
R*—2Rr—a*=0.

Dla dalszych celéw wygodnie jest oznaczy¢ ten warunek przez Pct(C,Cg,3). Wa-
runki Pct(C,Cg,4) i Pct(C,Cg,6) to

(R2 _a2)2 — 2?2(R2+612>,

oraz
3(R* —a®)* = 4r*(R* +a®)(R* — a®)* + 16r*a*R>.

Fatwo widaé, ze dla kazdej liczby A € [0, 1], okrag C; dany réwnaniem
(x—2Aa)® +y> = [(1—A)r+ARJ?,

lezy w pierScieniu C,Cg i Co = C,, C; = Ck.

Przy tych oznaczeniach udowodniono nast¢pujace dwa twierdzenia.
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Twierdzenie 3.2. Jesli warunek Pct(C,Cg,3) jest spetniony, to istnieje doktadnie
Jedna liczba A € (0,1) taka, ze warunek Pct(C,C,,,4) jest spetniony.

Twierdzenie 3.3. Jesli warunek Pct(C,Cg,3) jest spetniony, to istnieje liczba
A € (0,1) taka, ze warunek Pct(C,C,,,6) jest spetniony.

Na koniec pracy postawiono hipoteze:
Jesli warunek Pct(C,Cg, k) jest spetniony, to istnieje liczba A € (0,1) taka, ze
warunek Pct(C,Cy ,n) jest spetniony dla kazdego n > k,

ktéra zostata wykazana w pracy [10].

4 O pewnej hipotezie zwigzanej z poryzmem Ponceleta

W tym podrozdziale pokazemy, Ze hipoteza przedstawiona na koricu poprzedniego
rozdzialu, postawiona w pracy On rotation index of bar billiards and Poncelet’s
porism, Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 20, 2 (2013), 287-300 jest prawdziwa
W nastepujacym sensie:

dla pary okregéw posiadajacych wtasnos$¢ poryzmu Ponceleta dla indeksu ob-
rotu %, gdzie k > 3 jest liczba naturalna pokazujemy, ze istnieje okrag lezacy po-
miedzy wyjSciowymi okregami, ktéry wraz z mniejszym okregiem ma wiasnosé
poryzmu Ponceleta dla kazdego danego indeksu %, gdzie n jest dowolng liczbg na-
turalng taka, ze n > k.

Rozwazmy pierScien C,C, g ztozony z dwéch okregéw C, i C,g. Okregi C,
i C, g sg dane, odpowiednio, réwnaniami x*>+y? =72 i (x— a)2 +y* = R?, gdzie

0 < a < R—r.Jesli funkcja A(r) jest okre§lona, tak jak w rozdziale drugim oraz

B(t):/tds.
/ T=o)

gdzie

to mamy nastepujacy warunek konieczny i wystarczajacy:
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Twierdzenie 4.1. Twierdzenie Ponceleta o zamknigciu zachodzi w pierscieniu

C,Cqy g dla n-kqtow, gdzie n > 3 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi nastepujqca toz-

A1)

r

samosc¢

B<t+2arotg ) EB(Z‘)-}-%B(Z%’).

Korzystajac z tego twierdzenia mozna wykazac, ze

Twierdzenie 4.2. Zafoimy, Ze twierdzenie Ponceleta o zamknigciu zachodzi w pier-
Scieniu A C,Cy g dla k-kqtow, gdzie k > 3. Wtedy istnieje liczba y € (0,1) taka, Ze
twierdzenie Ponceleta o zamknigciu zachodzi w pierscieniu C,Cy, (1_y)r4yr dla n-

kqtow, gdzie n jest dowolng liczbg naturalng takq, Ze n > k.

S Problem ekstremalny w poryzmie Ponceleta

Rozpatrzmy klase pierScieni wypuktych, majacych wtasno$¢ poryzmu Ponceleta
dla ustalonej liczby naturalnej n. Powstaje naturalne pytanie, ktére to wielokaty
wpisano-opisane majg ekstremalny obwdd. Pytanie to postawil po raz pierwszy
Radi¢ w pracy [21] i podat rozwigzanie dla przypadku n = 3. W pracy [8] wy-
znaczone zostaly czworokaty majace maksymalny i minimalny obwdd. Potozenie
ekstremalnych czworokatéw podaje nastgpujace twierdzenie 6.1. Zatézmy, ze pier-
Scieri kotowy C,C, g ma wlasnos¢ poryzmu Ponceleta. Czworokat wpisano-opisany
ma maksymalny obwdd, jesli przechodzi przez punkt (R+a, O), za$ minimalny ob-
wad, jesli przechodzi przez punkt (r, O). Podejscie do problemu w obu pracach jest
istotnie rézne. Trudno$¢ w rozwigzaniu ogdélnego problemu tkwi w koniecznosci
uzycia wzoréw Fussa, ktdre nie sg znane w jawnej postaci. Na podstawie wynikéw
pracy [8] i rezultatéw uzyskanych przez Radic¢a [21] mozemy sformulowaé dwie
hipotezy:

I. Wielokgt wpisano-opisany w pierscien kotowy C,.C, g ma maksymalny obwod
(pole), jesli przechodzi przez punkt (R+a, O).

11.Wielokqt wpisano-opisany w pierscieri kotowy C,C, g ma minimalny obwod

(pole), jesli przechodzi przez punkt (r,0).



58 Poryzm Ponceleta

6 O pewnych uogolnieniach poryzmu Ponceleta

na dowolne pierscienie wypukle

W pracy [19] Mozgawa udowodnil, ze dla dowolnego owalu C istnieje owal Cj,
lezacy w obszarze ograniczonym przez C taki, ze pierScieri C;,C ma wlasno§¢ po-
ryzmu Ponceleta dla prawie wszystkich liczb naturalnych n. Ponadto pokazal, ze
w zewnetrzu C lezy owal C,,; taki, ze pierScien CC,,; ma analogiczne wtasnosci
jak Cj,C. Rozwazmy klase izooptyk oraz klase krzywych réwnolegtych do ustalo-
nego owalu C. Jesli p jest funkcja podparcia owalu C i m > 0, to funkcja podparcia
pm(t) = p(t) +m wyznacza krzywa réwnolegla, ktéra oznaczymy symbolem C,,.
Okazuje sie, ze do kazdego owalu C, ktérego «-izooptyka Cy nie jest wypukia
mozna dobra¢ krzywa réwnolegla C,, (bgdaca owalem) taka, ze z kolei jej - izo-
optyka C,, o jest juz wypukta. Stanowi to treS¢ twierdzenia 2.1 [5]. Ustalmy owal
C i dowolng liczbe naturalng n. Pokazemy, ze C i n generuja pewien pierSciefi,
ktéry ma wilasno§¢ poryzmu Ponceleta. Dla o = 27” rozwazmy o-izooptyke Cy
owalu C. Jedli Cy nie jest wypukta, to zgodnie z twierdzeniem 2.1 [6] istnieje krzy-
wa rownolegta C,, taka, ze jej a-izooptyka Cy, o juz jest wypukta. Wtedy kazdy
pierscieni ztozony z owali Cy,, Cy, o ma wlasno$¢ poryzmu Ponceleta. Zauwazmy,
ze obraz afiniczny pierScienia C,, G, o ma réwniez wlasno$¢ poryzmu Ponceleta.
Stanowi to tres$¢ twierdzenia 3.1 [S]. Niech CD bedzie pierScieniem, gdzie C i D
sg owalami. Podamy warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby pierScien CD
mial wlasnos$¢ poryzmu Ponceleta. Niech owal C ma parmetryzacje dang za pomo-
cg funkcji podparcia p, tj. z(t) = p(t)e" + p'(t)ie", za§ owal D ma parametryzacje
w(t) = z(t) + A(t)ie", jak to rozwazaliSmy wcze$niej. Skoro kazdy punkt w(t) na-
lezy do pewnej ¢ (¢)-izooptyki, to mozemy napisaé réwnanie uwiktane na funkcje

o, mianowicie
(P'(t)+A(t))sina— p(t+a)+ p(t)cosa = 0.

Niech F(t, o) oznacza lewg strong tego réwnania. Mozna pokazaé, stosujac twier-
dzenie o funkcjach uwiktanych, ze & jest funkcja rézniczkowalng. Za pomocg funk-

cji o definiujemy funkcje ¢, mianowicie ¢ (1) =t + o/(t). Mozemy teraz sformuto-
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wac¢ wspomniany warunek konieczny i wystarczajacy nastepujaco (twierdzenie 4.2
[6]):
Wypukty pierscienn CD ma wiasnos¢ poryzmu Ponceleta wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba naturalna n > 3 taka, Ze funkcja (p[”] (t) —t — 27 znika.
Zdefiniujemy dwie rodziny funkcji ®; ,, i I'z ,. Ustalmy liczbe dodatnig L. Do
rodziny ®; , zaliczac bedziemy wszystkie funkcje rézniczkowalne ¢ : R — R spet-

niajace warunki:
1. 0<o@(0)<L
2. ¢'(1) >0,
3. o) =1+L,

dla dowolnego ¢ € R. Do rodziny I'y, zalicza¢ bedziemy kazda funkcije ciagla b :
R — R taka, ze

4. b(t) >0,
5. b(t+L)=0b(t),

dla dowolnego ¢ € R. Z kazdg funkcja b € I'y, stowarzyszymy dwie funkcje ciagte,
mianowicie

B(t) = /0 bu)du,

B(t) =B+ 5)~B1)
Latwo sprawdzié, ze B(r+L) = B(¢) dlar € R. Oznacza to, ze 3 osigga minimum.
W rodzinie I';, wyr6znimy podrodzing I'; ,, . Funkcja b z rodziny I'; nalezy do I’y ,,
jesli X
Itréilélﬁ(t) > ;B(L).

Rozpatrzmy klase¢ Ov krzywych Scisle wypuklych sparametryzowanych funk-
cja podparcia. Zatézmy, ze funkcja podparcia p owalu C jest klasy C? i spetniona
jest nieréwnos¢ p + p” > 0. Zachodza nastepujace zwiazki miedzy wymienionymi

rodzinami:
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Twierdzenie 6.1 ([3]). Kaidy element rodziny I'2z, i krzywa C € Ov generujg

piersciert majgcy wlasnos§¢ poryzmu Ponceleta dla liczby naturalnej n.

Twierdzenie 6.2 ([3]). Jezeli C € Ov, to kaZdy pierscieri CD majqgcy wtasnosé po-

ryzmu Ponceleta dla liczby naturalnej n generuje element rodziny I'oz .

Rozpatrzmy pierscien CD, gdzie C jest owalem, za§ D okrggiem. Owal C para-
metryzujemy za pomocg funkcji podparcia, tj. z(t) = p(t)e” + p'(t)ie", za$ okrag
zapiszemy w postaci w(t) = z(¢) + A (t)ie" . Tworzymy transwersalng Ponceleta. t.a-
mana ta definiuje dyfeomorfizm ¢ na owalu C. W pracy [7] wyznaczamy pochodng
dyfeomorfizmu ¢. Otrzymujemy nastepujacy wzor

Ar) vie@)

PO=30 o0

gdzie v(r) oznacza dlugos¢ cieciwy okregu stycznej do C w punkcie z(z), zas 1 ()

oznacza réznice¢ miedzy dtugoscig cieciwy a A (). Rozpatrzymy szczegdlny przy-
padek pierScienia CD, mianowicie, gdy C jest elipsa. W tym przypadku wzor na
¢’ umozliwia podanie interpretacji geometrycznej miary niezmienniczej dla dyfe-

omorfizmu ¢. Mamy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.3 ([7]). Dany jest pierscieri CD, gdzie C jest elipsq, za$ D okre-
giem. Miara niezmiennicza dla dyfeomorfizmu ¢ : C — C jest wyznaczona przez te
krzywe i jest rowna ilorazowi dodatniej statej przez pole trojkqta o wierzchotkach

na koricach cieciwy stycznej i Srodku elipsy.

Ogdlny przypadek, gdy C jest dowolnym owalem, pozostaje nierozwigzany.

7 O warunkach zamknietosci lamanej Ponceleta

Pierscieft kolowy majacy wlasno$¢ poryzmu Ponceleta nazwiemy pierScieniem Pon-
celeta. W roku 1823 Jacobi podat analityczny warunek na to, aby pierSciefi kotowy

byt pierScieniem Ponceleta.
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Rozpatrzmy piersciefi kotowy C,C, g. Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

1 1 1
= s b: s c:77
R+a R—a r

L d2(B? =)+ 2% (d? — b?)

® = cosh™ 27— ) ,

K =1-—e2°,

Warunek Jacobiego, zgodnie z [26], ma postac:

Pierscien kotowy jest pierscieniem Ponceleta, jesli

1 Vb2 —d2+bV 2 —d?
SC(;K(]{),/{) - d(b+c) )

gdzie sc(x,k) jest funkcjq eliptyczng Jacobiego i K (k) jest catkq eliptyczng pierw-
szego rodzaju.

W pracy [3] podano nastgpujace twierdzenie (twierdzenie 6.1):

Pierscien kotowy C.C, g jest pierScieniem Ponceleta wtedy i tylko wtedy, gdy

liczba
B(2r)

B B(2arctg1/R2—(r—a)?)

Jjest liczbq naturalng, gdzie

B(x) :/Ox [1— <r_6;:08t>2]édt

i funkcja podcatkowa nalezy do klasy 12z 5.

n

Oba te twierdzenia zawierajg calki, ktdre nie sa funkcjami elementarnymi. Oczy-
wiScie wzory Fussa i warunek Jacobiego muszg pokrywac si¢. Jednakze nieznane

jest przejscie od formuly Jacobiego do wzoréw Fussa.
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Metody deflatorowe w wycenie
przeplywow finansowych

Janusz J. Szuster!

Streszczenie

Praca dotyczy koncepcji i wykorzystania deflatoréw w zagadnieniach ma-
tematyki finansowej i aktuarialnej. Sa one stochastycznymi odpowiednikami
klasycznych czynnikéw dyskontujacych i pozwalajg na realistyczng wycene
przyszlych niedeterministycznych przeptywow finansowych. Zaprezentowa-
ne zostaly wlasnosci tego pojecia i przyktady ich wykorzystania.

Abstract

The paper deals with the concept and applications of deflators in financial
and actuarial mathematics. Deflator is the stochastic counterpart of classical
discount factor and it allows for a realistic estimate of the cost of future non-
deterministic cash flows. The paper presents main properties of deflator and
examples of its use.

Stowa kluczowe: wycena spdjna z rynkiem, filtracja, czynnik dyskontujacy, de-

flator, rezerwy

1 Wstep

Dyskontowanie, stanowigce nieodtaczny element modelowania matematycznego
proceséw finansowych, pozwala na ustalanie aktualnej wartoSci inwestycji, trwa-

jacej w ustalonym przedziale czasu. W trakcie tworzenia takiego modelu stajemy

Katedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
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przed koniecznoS$cig wyceny efektow inwestycji na chwile poczatkowa, ale réwniez
na inne wazne chwile, w ktérych podejmowane sa decyzje o uruchomieniu, badz
zaniechaniu jakiego$ procesu. UmiejetnoS¢ przeprowadzenia takiej oceny pozwala,
co zrozumiale, na podjecie wlasciwych decyzji ekonomicznych, z drugiej za§ zmu-
sza do analizy warunkéw rynkowych, w ktérych inwestycja bedzie funkcjonowac.

Dos¢ czesto proces akumulacji, a wigec proces wzrostu wartoSci inwestycji,
opiera si¢ na deterministycznych funkcjach akumulacji, wykorzystujacych w pro-
gnozowaniu stép informacje z rynku, reprezentowane przez struktury terminowe
stop procentowych. Jest tak, bo modelowanie deterministyczne, jakkolwiek niezbyt
precyzyjne, jest nietrudne od strony technicznej i w warunkach stabilnego rynku
oraz niezbyt dlugiego czasu trwania inwestycji, na ogét w zadowalajacy sposéb
oddaje przyszlta warto$¢ inwestycji.

Prezentowana praca dotyczy metody kalkulacji przyszilych przeptywow pie-
nieznych w modelach dyskretnych, bazujacej na pojeciu deflatora. Tradycyjne tech-
niki wyceny opieraly si¢ na projekcjach deterministycznych, oraz dyskontowaniu
opartym na stopie dyskontowej ryzyka. Przedstawione w pracy metody, daja mozli-
wo$¢ dokonania stochastycznej wyceny niepewnych przeplywéw pienieznych,
w oparciu o technike deflatorowa. W przypadku modelu wtasciwie skalibrowanego
wzgledem rynku, daje rezultaty pokrywajace si¢ z wycenami rynkowymi. Natural-
nym uzytkownikiem technik deflatorowych sa specjalici zajmujacych si¢ ekono-

miczng wyceng zobowigzar lub aktywow.

2 Niezbedne pojecia i fakty

Rozpocznijmy od uwagi, ze czekajace nas rozumowania wymagaja przyjecia ko-
niecznych umoéw, niekiedy uwzgledniajac nasze do§wiadczenia do$¢ idealistycz-
nych. Uprzedzajac jednak ewentualne watpliwosci, co do rzetelno$ci proponowa-
nych rozwigzan, warto podkresli¢, ze umowy te podyktowane sg strong techniczng.
Zaktadamy mianowicie: jednakowy dostep do informacji dla wszystkich inwesto-

réw, rownos¢ oprocentowania depozytéw i lokat, brak kosztéw transakcji, prowizji
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i jakichkolwiek podatkéw z nig zwiazanych, jednakowa dostepnos¢é wszystkich in-
westorow do kredytéw oraz brak ograniczen gérnych na ich wysokos¢, natychmia-
stowg wykonalno$¢ wszystkich operacji, catkowitg plynno$¢ rynku oraz niemoz-

nos$¢ wptywu na ceny rynkowe ze strony pojedynczych inwestoréw.

2.1 Kontrakty i opcje

W potocznym rozumienu nazwa instrument finansowy oznacza umowe¢ miedzy
dwiema stronami, regulujaca zalezno$¢ finansowa miedzy nimi. Natura zalezno-
$ci miedzy stronami jest okreSlona przez rodzaj instrumentu finansowego. W pra-
cy przez instrument finansowy rozumie¢ bedziemy dowolng zmienna losowa, na
przyktad X, wyrazajacg kwote pieniedzy, ktérg w chwili ¢ kupujacy ptaci sprze-
dajacemu. Natomiast instrumenty pochodne definiujemy jako funkcje od zmiennej
losowej X.

Poniewaz w pracy analizowaé bedziemy zar6wno jednookresowe jak i wielo-
okresowe modele rynku, to warto podkresli¢, ze w pierwszym przypadku nie ma
réznicy miedzy instrumentem finansowym, a generowanym przez niego instrumen-
tem pochodnym, natomiast w drugim przypadku réznica ta jest juz istotna.

Wisrdd instrumentéw finansowych intersujacymi dla nas beda kontrakty i opcje.
Zasadnicza réznicg miedzy nimi jest kwestia symetrii. Otéz w przypadku kon-
traktéw mamy do czynienia z instrumentami symetrycznymi, w tym rozumieniu,
ze strony kontraktu dokonujg transakcji po ustalonym z goéry czasie, podczas gdy
w przypadku opcji, ich posiadacz (zgodnie z nazwa instrumentu) ma jedynie moz-
liwo$¢, a nie przymus (obowiazek) dokonania transakcji (kupna lub sprzedazy).
Warto przypomnieé, ze wyrézniamy dwie strony kontraktéw i opcji: krétka i dhu-
g3. Pozycja dluga — oznacza kupujacego (ang. buyer), natomiast pozycja krétka —
sprzedajacego (ang. seller).

W przypadku opcji kupna, pozycja dtuga daje mozliwo$¢ nieograniczonego zy-
sku, natomiast strata réwna jest wtedy premii za ryzyko podczas, gdy pozycja krét-
ka jest daje zysk réwny premii za ryzyko, za$ strata moze tu by¢ nieograniczona.

Przy opcji sprzedazy, pozycja diuga daje zysk ograniczony ceng wykonania,
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a strate réwng premii za ryzyko, natomiast pozycja krétka, na odwrét — zysk jest
réwny premii za ryzyko, a strata jest ograniczona ceng wykonania. Podkreslmy, ze
opcje sa instrumentami pochodnymi i mogg by¢ wystawiane na rézne instrumenty
finansowe, rozumiane jako instrumenty bazowe. W szczegdlnoSci opcje mogg byé
wystawiane na towary, na kontrakty, na waluty, czy na stope procentowa i nie jest
to pelna lista mozliwosci. Jezeli S; oznacza cen¢ instrumentu bazowego, czyli ak-
tywa, w chwili 7, za$ K jest ceng wykonania, to wyplata z opcji kupna wyraza si¢
zaleznoS$cia

max{S; — K;0},

natomiast wyplata z opcji sprzedazy wynosi
max{K — §;;0}.

Opcje mozna podzieli¢ na dwie gléwne kategorie: opcje waniliowe i pozostate,
czyli opcje egzotyczne. Powodem rozgraniczenia jest spos6b wynaczania wartosci
S¢. W przypadku opcji waniliowych S; jest cena realizacji opcji w chwili ¢. Nato-
miast w przypadku opcji egzotycznych S; jest wyrazane badZ jako Srednia arytme-
tyczna, badZ jako Srednia geometryczna w ujeciu dykretnym, wartoSci S;, w usta-
lonych chwilach czasu #;, ewentualnie jako Srednie ciagle dla kazdego z tych ro-
dzajéw. Opcje waniliowe dzielimy na europejskie i amerykanskie, natomiast opcje
egzotyczne maja wiele odmian, wsrdd ktérych najwazniejsze to opcje barierowe,
azjatyckie i bermudzkie. Wymienione rodzaje opocji nie wyczerpuja calego reper-

tuaru opcji egzotycznych, a jedynie sygnalizuja najczesciej spotykane.

2.2 Rynki dwustanowe — jednookresowe i wielookresowe

Ten model rynku jest najprostszym modelem rynku finansowego. Jego istota sa

nastepujace zalozena:

(i) Istnienie dwoch jedynie momentéw przeprowadzania transakcji: poczatku

czyli chwili t = Ty = 0 oraz korica czyli momentu ¢ =T.
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(i)

(iii)

Istnienie jedynie dwdch scenariuszy przebiegu wydarzen, z ktérych scena-
riusz korzystny tradycyjnie oznaczymy przez ; natomiast scenariusz nieko-
rzystny przez @,. Zbior scenariuszy {®;; @, } bedzie traktowany jako prze-
strzen zdarzen i oznaczany przez Q. Ze wzgledu na skoriczono$¢ zbioru Q
przyjmujemy, ze o-cialem w przestrzeni Q jest .# = 2. Do tego funkcje
prawdopodobieristwa P na zbiorze Q okres§lamy réwnosciami: P(®;) = p
i P(w) =1— p, dla pewnego p € (0;1).

Istnienie dwéch papieréw warto$ciowych, z ktérych jeden jest ryzykowny,
a wiec taki, ktérego cena w przysziosci nie jest zdeterminowana — przykta-
dem sg akcje, czy fundusze inwestycyjne, a drugi bezryzykowny — przykta-
dem moze by¢ lokata bankowa lub obligacje skarbowe.

Z uwagi na zalozenie (i) niech # € {0; T} oraz niech S; oznacza ceng za jed-
nostke papieru ryzykownego w chwili ¢, za§ B; cen¢ za jednostke papieru
bezryzykownego w chwili . Dodatkowo zaktadamy, ze na przedziale cza-
su [0;T] stopa procentowa r jest nieujemna. W konsekwencji uzyskujemy

zaleznosSci

1 dy t=0
B={ &Y ’ @2.1)
14+r gdy t=T,

oraz
s, gdy r=0 oraz o€ {o;m},

Si(w) =4 §*, gdy t=T oraz o=, 2.2)
59, gdy t=T oraz o= o,

gdzie s € R jest ustalone w konkretnym przypadku. Dodajmy dla porzadku,
ze symbole u i d gérnych indekséw S; pochodzg od angielskich okreslen ,,do

gbry” i ,,na dot”.

Ze wzgledu na wcze$niejsza umowe, ze @ jest scenariuszem korzystnym,

za$ @, — niekorzystnym, mamy oczywista nieréwnosé S > 9.
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W literaturze (np. [2, 1]) wprowadza si¢ dodatkowa funkcj¢ Z :  — R okre-

Slong warunkiem

Z((O) _ u, gdy 0 = 01,
d, gdy o= .

Liczba Z — 1, jako wielko$¢ niemianowana, wyraza zmian¢ ceny aktywa po-

mig¢dzy chwilami 0 i 7', a w konsekwencji mamy S7 (@) = SoZ = sZ.

Osobnym problemem w przypadku rynku jednookresowego jest problem wyce-
ny opcji. Dodajmy, ze opcje traktujemy jako instrument pochodny dla pewnego in-
strumentu bazowego, instrumentu, ktérego cena musi by¢ zgodna z wyceng rynku.
FLatwo zauwazy¢, ze opcje europejska mozna utozsamiaé z wyplata, co bedziemy
niejednokrotnie wykorzystywaé. W konsekswencji tej operacji kazdy instrument
pochodny moze by¢ rozumiany jako wyplata generowana przez ten instrument. Po-
niewaz wyplata jest zjawiskiem losowym, bo zaleznym od scenariusza @ — korzyst-
nego lub niekorzystnego, to mozna ja traktowac jako zmienng losowa, ktorg trady-
cyjnie oznaczymy przez X. Zatem przez wyptate w chwili T bedziemy rozumiec
kazda zmienng losowg okreslong na zbiorze scenariuszy Q = { @;; @, }. W omawia-
nym modelu jednookresowym dwustanowym wyptata X jest pewna funkcja warto-
$ci St, czyli X = f(S7), gdzie f oznacza t¢ nieznang funkcje.

Jednym z probleméw jakimi zajmuje si¢ inzynieria finansowa jest zagadnie-
nie wyceny opcji, réwnoznaczne — jak zauwazyliSmy, z wycena opcji. Pomocnym
w tym procesie pojeciem jest pojecie portfela replikujacego, do oméwienia ktérego
przystapimy po sformutowaniu potrzebnych definicji.

Przez portfel rozumiemy kazda pare postaci ¢ = (a; o) € R?, gdzie o ozna-
cza liczbe posiadanych przez inwestora akcji, natomiast 3y oznacza stan konta ban-
kowego inwestora w chwili poczatkowej t = 0. Nalezy tu podkresli¢, ze zawarte
w definicji informacje, ze liczby o oraz 3y sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi,
maja odzwierciedlenie we weze$niejszych zatozeniach. DopusciliSmy mianowicie,
ze instrumenty finansowe sg doskonale podzielne, co oznacza, ze mozna posiadaé

nawet niewymierng liczbe akcji, rowniez ujemng. Mozna réwniez mie¢ dowolny
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stan konta bankowego, w tym ujemny, bo na wstepie dopusciliSmy, ze kazdy inwe-
stor ma nieograniczony dostep do kredytow i lokat. Ujemna liczba akcji wynika
z dopuszczenia tzw. krotkiej sprzedazy, co oznacza, ze w chwili T inwestor moze
pozyczy¢ ustalong liczbe akcji, by nastepnie odkupic¢ identyczna liczbe akcji i zwro-
ci¢ je w chwili koficowej T'. Uczestnicy rynku finansowego méwia wtedy o zajeciu
na nim kroétkiej pozycji. Niedopuszczenie na rynku krétkiej sprzedazy ma formal-
ne ograniczenie w postaci zalozZenia, Zze 0 > 0. Dodajmy na zakoriczenie, ze zbiér
wszystkich portfeli oznaczaé bedziemy, zgodnie z przyjeta w literaturze maniera,
przez ®.

Rozpatrzmy przypadek, gdy inwestor posiada portfel ¢ = (@; Bo). Przez war-
t0$¢ portfela ¢ w chwilach t € {0;T} oznaczang przez V;(¢) rozumieé bedziemy

liczbe okreslong réwnoscia

Vi) = %S0 + Po, gdy =0,
St +Bo(1+7), gdy =T,

gdzie r oznacza, jak poprzednio, nieujemng stope procentowa na przedziale [0; 7.
Ponadto podkreslmy, ze stan portfela nie ulega w tym czasie jakiejkolwiek zmianie.
Poniewaz inwestor sprzedaje wyptate X, to koniecznym jest jej zabezpiecze-
nie, wyrazajace si¢ tym, ze potrafi on za uzyskane pienigdze zbudowaé w chwili T
portfel o wartosci X.
Portfel ¢ nazywac bedziemy portfelem replikujgcym wyptate X wtedy i tylko
wtedy, gdy spelniona jest réwnos¢

Vr(9)(w) =X (@), (2.3)

dlakazdego @; € {@;, @, }. Jezeli dla instrumentu pochodnego o wyplacie X istnie-
je portfel @ (o, Bo), Ze réwnosé (2.3) spetniona jest z prawdopodobieristwem 1, to
X nazywamy instrumentem osiggalnym. Gdy natomiast na ustalonym rynku kazdy
instrument pochodny X jest osiagalny, to rynek ten nazywamy rynkiem zupetnym.

Portfel replikujacy, poprzez wyklucznie ryzyka zwigzanego z niepewnoscia,
co do mogacego wystapi¢ scenariusza, stanowi niezawodne zabezpieczenie wypta-
ty X.
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Dobrodziejstwo istnienia takiego portfela nie jest jednak oczywiste. Problemu

tego dotyczy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.1 ([1, 4]). Dla kazdego instrumentu pochodnego istnieje doktadnie
Jeden portfel replikujgcy @ = (t; Bo). Gdy X jest wyptatq 7 instrumentu pochod-

nego, to

X" — X, 5 x5 — xusd
ora =

se—gd T POy (s = s9)

ao =
przy czym X" = X (o) oraz X4 = X ().

Dowdd. Zauwazylismy poprzednio, ze zachodzi nieréwnosé §¢ < S*, a wiec

S* — 8¢ =£ 0. Z tego powodu macierz uktadu réwnafi réwnari liniowych

00S + (1+7)By = X*
oS+ (147)By = X*

ma niezerowy wyznacznik, co na mocy twierdzenia Cramera oznacza, ze uktad
taki, o nieosobliwej macierzy uktadu, ma doktadnie jedno rozwigzanie. Latwe ra-
chunki dajg zaleznosci zawarte w tezie twierdzenia. Zatem portfel replikujacy ist-

nieje dla kazdego instrumentu pochodnego o wyptacie X. O

W procesie wyznaczania portfela replikujacego, fundmanetalnym problemem
jest wyznaczenie warto$ci uczciwej lub inaczej wartoSci godziwej wyptaty X, ro-
zumianej jako cena inwestycji poczatkowej niezbgdnej do budowy portfela repli-
kujacego.

W tym celu oznaczmy przez I1;(X) ceng instrumentu pochodnego w chwili ¢,
przy czym t € {0,T}. Z definicyjnych powodéw, w chwili koricowej T warto§é
instrumentu pochodnego X musi by¢ identyczna z wyplata, a wiec 17 (X) = X7.

Dla wyznaczenia warto$ci godziwej instrumentu pochodnego X w chwili po-
czatkowej ¢ = 0, dokonajmy replikacji tego instrumentu za pomoca portfela ¢,
utworzonego z instrumentu bezryzykownego, na przyktad obligacji zerokupono-
wej lub lokaty oraz aktywa S. Jako warto$¢ instrumentu pochodnego bierzemy war-
tos¢ portfela replikujacego, co oznacza, ze przyjmujemy I, (X) = V;(@). Przy tych
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oznaczeniach, przez warto$¢ uczciwg instrumentu pochodnego X rozumiemy licz-
be rzeczywista ITo(X) = @o(X), gdzie @y jest portfelem replikujacym wyptate X.

Réznica modelu rynku wielookresowego, w stosunku do poprzedniego polega
ma wyréznieniu w przedziale czasu [0; 7| punktéw dzielgcych go na podprzedzia-
ly réwnej dtugosci. W przypadku podzialu przedziatu na n podprzedziatéw ma-
my, ze punktami podziatu beda wtedy punkty #; =i- L, dlai € {0,1,...,n} Iy
Dodatkowo dopuszczamy wieksza niz poporzednio liczbe scenariuszy, ktéra ozna-
czymy przez m, a wigc Q = {®;, ®;,...,®y,}. Jesli liczba scenariuszy jest nadal
réwna dwa, to w dalszym ciggu mamy do czynienia z rynkiem dwustanowym, tyle
ze wielookresowym. Jest on oczywiscie podprzypadkiem obecnie rozpatrywanej
wersji.

Skoficzonos¢ zbioru  implikuje postaé o-ciata . = 2. Dla wszystkich sce-
nariuszy ze skoriczonej przestrzeni €2, ich prawdopodobiefistwa sa dodatnie, tj.
P(ay) >0dlak e {1,2,...,m}. Z o-cialem .# zwigzany jest skoficzony cigg o-
cial .Z, ktérego wyrazy indeksowane sa elementami zbioru .#, stanowigce row-
nocze$nie numery chwil #; € [0;T]. Intencja wprowadzenia ciggu o-cial & jest
rozumienie jego wyrazéw jako stanéw wiedzy o rynku, w poszczegdlnych chwi-
lach #;. Poniewaz wiedza ta przyrasta wraz ze wzrostem indeksu i, to ciag ten jest
wstepujacy, a przy tym

=%y CH C...CHp_1CFp=%.

Wiedza reprezentowana przez o-ciala z Z jest zatem swego rodzaju filtacjg i dla-
tego tez jest nazywana filtracjq przestrzeni (Q, %, P).

Przyjmujemy réwniez, ze na analizowanym rynku znajduje si¢ skoficzona licz-
ba pierwotnych instrumentéw finansowych, ktérych liczbe oznaczymy przez
j+ 1. Ceny tych instrumentéw w chwili ¢, rozumiane jako zmienne losowe, ozna-
czymy zwyczajowo przez S°(t;),S'(t;),...,S/(t;). Do tego podkreslmy, ze zmien-
na losowa S° opisuje ceny instrumentu bezryzykownego. Zmienne S'(1;), gdzie
1 € {0,1,...,j}, sag mierzalne wzgledem o-ciata .%;, poniewaz wiedza o rynku
w chwili # nie pozwala wyrokowa¢ o zachowaniu zmiennej w chwilach z wyz-

szymi indeksami niz i, czyli o przysztych cenach instrumentéw. Jest ona natomiast
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wystarczajaca, aby méwic o historycznych poziomach cen, osigganych w chwilach

nie pézniejszych niz t;. W chwili #; € [0; T| okreslony jest zatem wektor cen

<&

swy=| "7 | = (So(t[),sl(t,-), . ,Sf(ti)) 7
S§/(1;)

gdzie o jest symbolem transpozycji macierzy. Wektor S(z;) € R/*! sktada sie ciagu
adaptowanych do filtracji .# zmiennych losowych.

Zaktadamy ponadto, ze S°(ty) = 1 oraz, ze stopa procentowa r jest stata dla
kazdego podokresu [t;;1;11) oraz, ze funkcja akumulacji jest ztozona, co implikuje,
ze S°(#;) = (1 +r)'. Przedstawione tu wiasnosci rynku, zawarte s w okresleniu
rynek skoriczony.

Przez strategie inwestycyjng rozumieé bedziemy proces prognozowalny?
{9}ic.s, edzic |

0= (0,9 0))°,

dla j € .Z. Przyjmujemy, ze zmienne losowe q)l.l opisuja liczbe jednostek /-tego in-
strumentu finansowego, jakie zawiera portfel na przedziale czasu [t;_;;7;). Wartosci
zmiennych losowych sg liczbami rzeczywistymi, co jest konsekwencjg wczesniej-
szego zalozenia o doskonatej podzielnosci waloréw, a takze dopuszczona jest krot-
ka sprzedaz i nieograniczony dostep do kredytéw. Dysponujac wektorami z R/*!,
z jednej strony wektorem S(t;), a z drugiej wektorem ¢; mozemy okresli¢ wiel-
kos¢ skalarng V;(¢@), charakteryzujaca portfel w chwili #; i nazywang wartoscig w
portfela t;. Mianowicie

Vi(@) =) @S,
i=1

Nalezy podkresli¢, ze na rynku doskonalym, bez prowizji i kosztéw transak-

cyjnych, warto$¢ portfela konstruowanego w chwili ¢, ale na chwilg 7,11, jest rtowna

2Prognozowalno$é oznacza fakt konstruowania wektora w chwili 7;, na podstawie wiedzy dostep-
niej w chwili #;_1 i nie ulega zmianie, az do chwili #;. Jest to wigc formalnie zalezno$¢ rekurencyjna

rzedu pierwszego.
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©i115(;), natomiast w chwili 7;41 wynosi ¢;+1S(¢i+1). Co implikuje, ze zmiana
wartosci portfela miedzy chwilami #; a #;1 jest rtéwna @;41[S(ti11) — S(#)].

Rynek uznajemy za rynek opisany jesli mozna ustali¢ cene S instrumentu ryzy-
kownego, warto$¢ B jednostki rachunku bankowego oraz zbiér mozliwych portfeli

®. Oznacza to, ze rynek .# rozumiemy jako trdjke
M = (B,S,P).

Na tak zdefiniowanym rynku mozna dokonaé wyceny kazdej wyptaty — rozumia-
nej jako instrument pochodny. Ma on jednak jedna, ale bardzo wazna, staba strone.
Dopuszcza mianowicie mozliwo$¢ dla dodatniej wyptaty X istnienie jej ujemne;j
ceny. Oznacza to, Ze nie dokonujac zadnej inwestycji kapitatowej, ale obierajac od-
powiednig strategi¢, mozemy w chwili koficowej otrzymac zysk. W jezyku przyje-
tych oznaczeii wyraza si¢ to nieréwnoscig ITy(X) < 0. Zjawisko takie, polegajace
na mozliwosci otrzymania zysku bez nakladéw nazywamy arbitraZem. Natomiast
w spos6b sformalizowany rozumiemy to zjawisko nastepujaco.

Méwimy, ze model rynku .# nie dopuszcza arbitrazu wtedy i tylko wtedy, gdy

nie istnieje portfel ¢* € &, ze

VO((p*) =0,
Vr(¢*) =0, 24
Vi(¢*)(w) dlapewnego o € Q.

Natomiast portfel ¢* € @, dla ktérego zachodza warunki (2.4) nazywamy port-
felem z mozliwoscig arbitrazu lub krétko mozliwoscig arbitrazu.

Praktyka rynkowa pokazuje, ze wszelkie mozliwoSci prowadzace do zysku bez
ryzyka sa natychmiast wykorzystywane przez uczestnikéw tego rynku, zwanych
arbitraZystami, zjawisko takie jest jednak dyskryminujace dla pozostalych inwe-
storow. Wskutek dziatania arbitrazystéw, po chwilowej luce na rynku, dajacej im
mozliwo$¢ zarobku, rynek wraca do stanu réwnowagi. Dlatego tez eliminacja moz-

liwosci arbitrazu jest jednym z gtéwnych wyzwan.
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Twierdzenie 2.2 ([1,4]). Rynek # = (B, S, ®) jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko

wtedy, gdy spetniona jest na nim nierownos¢
ST < (147)8y < 8" (2.5)

Dowéd. Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy poprzednio funkcje Z : Q — R, gdzie

Z(w) = u, gdy o= aw,
d, gdy o=aw.

Jej istnienie pozwala na uproszczenie tezy twierdzenia, ktdrej mozna teraz nadaé
postaé
d<l+r<u. (2.6)

Dostateczno$¢é. Przypusémy, ze zachodzi nieréwnos$¢ (2.5) i chcemy dowies¢
nieistnienie arbitrazu. Rozwazmy w tym celu portfel ¢ = (B, a), dlaktérego Vo (@) =
aSo+ B = 0. Jesli réwnosé ta jest spetniona i o = 0, to réwniez 8 = 0, co oznacza,
ze @ = (0;0) oraz Vy (@) = 0. Zatem nie jest spetniona definicja portfela arbitrazo-
wego i twierdzenie zachodzi. Jesli zas a # 0 oraz nadal Vo(¢) = aSp+ B =0, to

warto$¢ portfela ¢ = (¢, ) jest rowna zgodnie z wcze$niejszymi ustaleniami

Vr(p) = aSr+(1+r)B=oaSr—aSy(l+r)
B oaSo(u—1—r), gdy Z(®)=u,
aSo(d—1-r), gdy Z(o)=d,
poniewaz f = —aS. Z drugiej strony odwotujac si¢ do nieréwno$¢ d < 1 +r <u

dostajemy, ze u— (1+r) >0orazd — (1 +7r) <0

oSo(u—1—r)>0, gdy Z(w)=u oraz a >0,

V. —
(@) {aSO(dlr)<0, gdy Z(w)=d oraz a >0,

natomiast

oSo(u—1-r)<0, gdy Z(w)=u oraz a<0,

1% =
(@) {aSo(d—l—r)>0, gdy Z(w)=d oraz a<O.
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Wynika stad, ze w przypadku portfela ¢, dla ktérego Vo(¢) = 0 nie ma pewnosci,
ze Vr(¢p) > 0, a to oznacza, ze portfel ten nie moze by¢ portfelem arbitrazowym.

Konieczno$¢. Zat6zmy, ze nie zachodzi warunek wystepujacy w tezie, a przez
to réwnowazny mu warunek (2.5). Oznacza to, Ze nie zachodzi przynajmniej jedna
z nieréwnoSci sktadowych i niech bedzie 1 4-r > u, a mimo to rynek jest wolny od
arbitrazu.

W celu wykazania sprzecznodci takiego rozumowania obierzmy portfel
¢ = (—1,8)). Taki sktad portfela oznacza, ze dokonujemy krétkiej sprzedazy jed-
nego instrumentu ryzykownego, a uzyskang w jej wyniku kwote So sktadamy na

rachunek bankowy. Warto$¢ portfela w chwili ¢+ = 0 wynosi, co oczywiste,
Vo(@) = (=1)So+ S0 =0,

natomiast w chwili # = T mamy, Ze warto$¢ portfela jest réwna

Vr(p) = —=So-Z+(1+r)So=So(l+r—2)
B So(l+r—u) >0, gdy Z(w)=u,
| So(l4+r—d)>0, gdy Z(w)=d.

Dowodzi to, ze @ jest portfelem arbitrazowym i przeczy zalozeniu o nieistnieniu

arbitrazu. 0

2.3 Miara martyngalowa

Na rynku bez mozliwosci arbitrazu, istnieje sposéb wyceny instrumentéw pochod-
nych oparty jedynie na wartoSciach instrumentéw, a nie na funkcjach cen tych in-
strumentow, polegajacy na obliczaniu warto$ci oczekiwanej wzgledem pewnej spe-
cjalnej miary prawdopodobieristwa. Tej wlasnie miary bedziemy teraz poszukiwac.

UstaliliSmy poprzednio, ze na rynku bez mozliwoSci arbitrazu spetniona jest
nieréwnos¢ (2.6) czyli, ze (1+r) € (d;u). Wynika stad istnienie liczby A € (0;1),
spetniajacej rownos¢é

l+r=2Ad+(1—A)u,
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gdzie, jak pamietamy, u i d oznaczaja stosunki ceny koficowej aktywa, odpowiednio
do jego ceny ,,gérnej” i ,,dolnej”. Poniewaz A + (1 — A1) = 1, to zostat okreSlony
rozktad prawopodobieristwa dla zmiennej losowej Z postaci {(d,A), (u;1 — A1)},
a przez to zdefiniowana miara prawdopodobiefistwa Q, w ktérej Q(Z =d) = A4
oraz Q(Z=u) =1—A. Stad pamietajac, ze s = Sy jest ceng aktywa ryzykownego
w chwili poczatkowej, czyli w = 0 dostajemy, ze

(I+r)s=Ads+ (1 —A)us,
co jest warto$ciag oczekiwang ceny Sy aktywa w chwili 7. OtrzymaliSmy wi¢c, ze
EoSt =Ads+(1—A)us = (1+7r)s.

Wynika stad, ze
1

1 +r
jest zdyskontowana na moment r = 0 wartosScig oczekiwang ceny aktywa z chwili

S

EQST

t =T. Zauwazamy, ze wptyw na zdyskontowang wartos$¢ oczekiwang majg nie tyle
wartoSci cen, ale ich stosunek. W efekcie tej obserwacji dokonuje si¢ zabiegu, by
wszystkie ceny byly rozpatrywane w konteksScie ustalonego aktywa, zwykle jest
to jednostka waloru bezryzykownego. Oznaczajac jej warto$¢ w chwili #; przez B;

mamy, ze jej zdyskonowana warto$¢ jej rowna 1, a wtedy w miejsce procesu cen

S(t;
rozwazamy zdyskontowany proces cen S*(#;) = BE;‘; , co daje Sj; = S oraz
St
Sy = .
T 14r

Miare probabilistyczng P* nazywaé bedziemy miarq martyngatowq dla zdys-
kontowanego procesu cen S*, jesli miara P* jest rOwnowazna z P oraz S* jest P*-

martyngatem.>

Twierdzenie 2.3 ([1, 4, 5]). Na rynku .# = (B, S, ®) istnieje miara martyngatowa

P* dla zdyskontowanego procesu cen S* wtedy i tylko wtedy, gdy rownanie

So-(1+7r)=2-8+(1—-21)-8, (2.7)

3Miary nazywamy réwnowaznymi, gdy maja identyczne zbiory miary zero.
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ma wzgledem A doktadnie jedno rozwigzanie oraz A € (0,1).

Dowdd. Konieczno$¢. W przypadku, gdy P* jest miarg martyngalowa, to So =
Ep-Sy,aponadto A =P*({w;}) oraz 1 —A =P*({@z}) saliczbami z przedziatu
(0,1).

Dostateczno$¢. Jezeli rozwigzanie A réwnania (2.7) istnieje i nalezy do prze-

dziatu (0, 1), to miar¢ probabilistyczng P* mozna zada¢ uktadem réwnosci

{ Pr{or}) =1,
P({mm})=1-1.
Wtedy miara P* jest rownowazna z miarg P i spelnia réwno$¢ Sy = Ep-Sy. Zatem
P* jest miarg martyngatows.
Rozwiazanie réwnania (2.7) ma postac:
(1+7)-So— 8¢
Su _ §d ’
i jest ono jedynym jego rozwigzaniem. Formuta opisujaca rozwigzanie informu-

A= (2.8)

je, ze miara martyngatowa P* jest zdeterminowana porzez stope procentows, cen¢

wyjSciowej i mozliwe ceny koricowe . O

Twierdzenie 2.4 ([1]). Rynek M = (B,S,®) jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje miara martyngatowa dla zdyskontowanego procesu cen S*. Wte-
dy cena arbitrazowa I1y(X) w chwili t = 0 dowolnej wyptaty X dokonanej w chwili

T, dana jest formutq I1o(X) = Ep» (%Lr) gdzie P* jest miarq martyngatowq.

Dowdd. Prawdziwosc¢ pierwszej czgéci twierdzenia wynika z algebraicznej réwno-
waznosci formuty (2.8) na rozwigzanie A réwnania (2.7), przy warunku A € (0;1),
z postacig formuly (2.5) na braku arbitrazu. Dla dowodu drugiej czgéci twierdze-
nia obierzmy dowolng wyptate X oraz odpowiadajacy jej portfel replikujacy ¢ =
(ap; o). Wartos¢ portfela ¢ w chwili T jest wowczas réwna
V(@) = 00St + Bo(1 4 r). Zatem zdyskontowana na moment ¢ = 0 warto$¢ ocze-

kiwana wyptaty X w chwili t = T, ma postaé

b () b (M10)) i (S5 EUOR) (50 )
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L . . . .St
Poniewaz jednak zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami jest Tor ST, to mamy
r

X
* _— = -E* o
P <1+r) oo - Ep<(S7) + Po,

a dodatkowo skoro P* jest miara martyngalowa i skoro Ep:(S}) = S, to

Ep <1§> — -5+ Bo = Vo() = T (X).

O]

Jak zauwazamy, cena arbitrazowa nie bierze pod uwage ryzyka, co jest konse-
kwencja przyjetego modelu wyceny wolnej od ryzyka Taka neutralno$¢ wobec ry-
zyka nie oznacza jego ignorowania czy nieistnienia, ale stan, w ktérym scenariusz
prowadzacy do pewnego zysku oraz scenariusz obarczony ustalonym ryzykiem sa
nier6zréznialne pod warunkiem, ze warto$ci oczekiwane w obu scenariuszach sg
identyczne.

Rozpatrzmy rynek, na ktérym € oznacza tradycyjnie zbiér mozliwych scena-
riuszy, oraz ®° € Q jest wyréznionym spo§rdd nich. Mozna wtedy zdefiniowad
instrument finansowy X zwany instrumentem Arrow’a-Debreu, okre§lony warun-
kiem

X(a)):{ 1, gdy o=0°,

0, gdy weQ\{o°}.
Jest to w istocie ,,instrument charakterystyczny” scenariusza ®°, lub bardziej precy-
zyjnie jego indykator. Mianowicie, ptaci on 1 jednostke, gdy zachodzi wyrézniony
scenariusz, a 0 w pozostalych przypadkach. Gdy X jest instrumentem osiggalnym,

czyli posiadajacym portfel replikujacy, to jego cena w chwili # = 0 wynosi:
Eg[X/Bi] ZQ =By (0) = 0(0°) = By (0°). 2.9)

Efekt dziatania Q(@°) + B (@°) nazywany jest cenq stanu i jest on zdyskontowang
warto$cig oczekiwang instrumentu X. Cena dowolnego instrumentu osiggalnego

w chwili = 0 jest Srednig wyplat z r6znych scenariuszy, wazong cenami standw.
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3 Stochastyczne dyskonto

Modelowanie procesu wartoSci przysztych przeplywéw finansowych, opiera si¢
na pojeciu deflatora, bedacego stochatycznym odpowiednikiem deterministyczne-
go czynnika dyskontujacego. Podejscie takie, zwane metodq deflatorowq, jako cel
gléwny stawia sobie szacowanie wartoSci przeplywéw, bazujace na metodach mar-

tyngatowych.

3.1 Podstawowy model z czasem dyskretnym

Niech ustalone n € N oznacza horyzont czasowy, za$ (Q,.% , P) niech b¢dzie prze-
strzenia probabilistyczna. Poprzednio ustaliliSmy, Ze kazdy skoficzony i wstepujacy
cigg o-ciat F = (%), (0.1,..n}» tej przestrzeni, spetniajacy warunek
0=%yC.F C.FC...#,=.F nazywamy filtracjq przestrzeni probabilistycz-
nej (Q,.%#,P). Od teraz czworke (Q,.7,P,.%) — nazywaé bedziemy filtrowang
przestrzeniq probabilistyczng z filtracjq % .

Przypomnijmy, ze intencja wprowadzenia ciggu .# jest rozumienie o;-cial be-
dacych jego wyrazami jako informacji posiadanej w chwili r € {0,1,...,n}. In-
formacje znane w chwili ¢ s3 wazne tak z punktu widzenia modelowania matema-
tycznego, jak i z punktu widzenia rynku finansowego. Sktadaja si¢ na nie miedzy
innymi informacje prawne, finansowe, polityczne, meteorologiczne, a takze wie-
le innych, znanych w momencie 7. Dodatkowo niech X = (X, X1, ...,X,), oznacza
cigg .Z —adaptowanych zmiennych losowych na przestrzeni (Q, %, P, %), a wigc ta-
kich, ze X; jest .%#;—mierzalna. Z punktu widzenia matematycznego modelu rynku,
X jest ciggiem zmiennych losowych opisujacych przeptywy pieni¢zne, przy czym
X; oznacza platno$é w chwili z. Dysponujac informacjg .%;, mozemy ustali¢ wszyst-
kie wartosci X, dla s < ¢.

Mamy dwa réwnolegte cele: jeden to wyznaczenie wartoSci przysztych prze-
plywéw pieni¢znych X, dla s > ¢, w oparciu o informacje .%; dostepne w chwili
t, a drugi to konieczno$c posiadania wiedzy na temat wartosci tych przeptywéw
w dowolnej chwili t € {0, 1,...,n}.
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Dlaciggu X przyjmujemy, ze zmienna losowa X;, dladowolnegot € {0, 1,...,n},

ma skoriczony drugi moment, czyli jest catkowalna z kwadratem, a wiec

X =(Xo0,X1,....Xy) €L2(P),

2

gdzie L,

(P) jest przestrzenig Hilberta okreslong w nastepujacy sposéb:

(1) VXELEHH(P) E |:IZOXt2:| < oo,

@ Vyerz, ) rer, ;) &L =E [ZOX“Y’}’

t
(i) Vyer: o) IXI|= (X,X)12.
Fakt, ze X jest .#-adaptowany i calkowalny z kwadratem, wyrazamy piszac

X = (X0, X1,....,Xy) € L2, (P,.Z).

Jako praktyczny przyktad przedstawionych faktéw weZmy pojedyncza polise,
generujaca w czasie jej zycia przeplywy pieniezne. Sa wsrdd nich systematycz-
ne, okresowe wplaty w wysokoSci I1;, a z drugiej ponoszone sg pewne, konieczne
wydatki, w dowolnych chwilach czasu na przedziale czasu (¢ — 1,7]. Jezeli wszyst-
kie przeptywy jakie maja miejsce w tym przedziale przyporzadkujemy chwili ¢, to
okres§limy w ten spos6b dyskretng zmienng losowa X;. Zaktadajac, ze czas trwania
polisy zostal podzielony na n podprzedzialow (¢ — 1,¢], dostajemy wraz z wplatg
poczatkowa ,,uruchamiajaca” polis¢ ciag X zmiennych losowych modelujacych te
polise w calym okresie jej trwania.

4 Przypadek prostego modelu z czasem dyskretnym

Zajmiemy si¢ teraz wycena stochastycznego przeplywu pieni¢znego
X = (Xo,X1,...,X,), awykorzytamy do tego celu pewna dodatnig oraz ciaggta funk-
cje liniowa. Na wstepie przedstawimy niezbedne umowy zwigzane przeplywem pie-

nieznym. Otéz przeptyw pieniezny X nazwiemy
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(i) nieujemnym i oznaczymy: X > 0 wtt, gdy Vi—o 1. . Xk = 0;

(ii) dodatnimipiszemy: X >0 wtt, gdy Vi—o,1,..» Xk =0 A Elke{O,L...,n} X, >0

z dodatnim prawdopodobieristwem:;

(iii) silnie dodatnim i napiszemy: X > 0 wtt, gdy Vi—o,1,

Niech teraz Q : L2 +1(P) — R bedzie dodatnim i cigglym funkcjonatem linio-
wym na L2 | (P). Z formalnego punktu widzenia Q spetnia nastgpujace wlasnosci

(1) dodatnios¢, czyli Vycp2 (p)(X >0 = Q[X] > 0)
. L, A2 (P . ;
(2) cigglosé —Vy; DeLz, () { (X(]) +}_(>Jm X) = ]}1_{1010 Olx)) = Q[X]},

Odwzorowanie X —— Q|[X], przypisuje przeplywowi pieni¢znemu X, jego war-
to$¢ monetarng Q[X] € R w czasie 0. Innymi stowy funkcja wyceny Q informuje
o warto$ci dowolnego ciagu przeptywéw pienieznych X € 1.2 +1(P), rozumianej ja-
ko cena X w chwili r = 0.

Przyjmijmy Y() :=X(0) — X, wiedy Q)] = Q[x\) —X]. Liniowos¢ Q
gwarantuje, z2 Q[Y )] = Q[Xx)] — Q[X].

Przypusémy, ze Y jest dodatni, tzn. Y) > 0. Wtedy ciag X (/) dazy do X

przez warto$ci nieujemne. Gdyby operator byt ciagly, to zachodzitby warunek

(YU ﬂ—@m 0) — V)] 5. 0. 4.1)

Przypusémy na chwile, ze (4.1) nie jest prawda. Dodatnio$¢ funkcjonatu Q,
gwarantuje istnienie € > 0 i nieskoiczonego podciagu l'l ciggu J, ze dla kazdego
wyrazu z j' zachodzi:

oy > e. 42)

Niech ¥"), bedzie podciagiem podciagu YY), dla ktérego E 1Y U")]] < oo.
m=1
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Oznaczmy przez Y nieskoriczong sume¢ wszystkich wyrazéw ciagu Y YU, czyli

Y = ;lx (/). Z zupetnosci przestrzeni L2 2.1(P) wynika, ze Y € L2, (P). Réw-

o n sm
noczesnie zachodzg zaleznosci Q[Y] = Q| Z YW > Q] ):0 YU")]. Poniewaz dla
=1 m=1

kazdego wyrazu k' istnieje € > 0, ze zachodzi (4.2), to réwniez jest prawda, ze:

v " = Z Y
jm<ng

dla kazdego ng € N. Oznacza to, ze Q[Y] = oo, co przeczy zalozonej dodatniosci
Y oraz liniowoSci operatora (. Zatem jeSli ciag yatl dazy do O przez wartoSci
dodatnie, to i réwniez ciag Q[Y/)] spetnia ten warunek.

Niech teraz ciag Y bedzie dowolny, niekoniecznie dodatni. Wtedy dokonujac
dekompozycji ciggu Y na czes$¢ dodatnig Y, oraz ujemng Y mamy z jednej strony
naturalng zaleznosS¢ Y () = Xi” —1—[@, a z drugiej, z wlasnosci normy dostajemy

nastepujace nieréwnosci
(21 < O AN | = 0) A (IX) < YD) A lY 9| - 0).

Zatem otrzymujemy, ze Q[Y. )] —0i Q[ ] — 0. Ponownie korzystajac z linio-

wosci Q otrzymujemy:

{ (o) = 0n 0] . 0) = | (i) + 01r]) 5= 0] |

= {Q[Z(j)] — o}.

Otrzymali§my zatem nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.1 ([5]). Zatozenie dodatniosci i liniowosci Q[X| implikuje ciggtos¢

o[X].

Twierdzenie 4.2 ([3], Riesza-Frécheta o reprezentacji funkcjonatu). Jesli 7 jest
przestrzeniq Hilberta z iloczynem skalarnym (- | -), zas$ 7* — przestrzeniq sprzezo-
ng do 2, to dla kazdego funkcjonatu liniowego y* € H*, istnieje doktadnie jeden
element y € J, spetniajgcy dla wszystkich x € 7 réwnosé: y*(x) = (x|y).
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W odniesieniu do waznej dla nas przestrzeni L +1(P) twierdzenie Riesza-Fré-

cheta zapiszemy w postaci nast¢pujacego wniosku.

Whiosek 4.1. ([5]) Dla dodatniego i ciagtego operatora Q : Ll +1(P) = R zachodzi

ZX, D, }

Poniewaz praktyczne zastosowanie ciggéw zmiennych losowych X € L,% +1(P)

warunek

EIDEL,ZM

(P) Vxer2,,(p) {Q[X] (X|D) =

zostalo zasygnalizowane poprzednio, to w potaczeniu z twierdzeniem (4.2) i naste-
pujacym po nim Wnioskiem, mozemy teraz zdefiniowac pojecie deflatora.

Ciag (wektor) D € L; +1
zywamy deflatorem [2, 5].

(P), ktérego istnienie gwarantuje twierdzenie (4.2) na-

Uwaga 4.1. Poniewaz n wystepujace w indeksie przestrzeni L,zl +1(P) moze by¢ do-
wolng liczbg naturalna, to dla n = 0, ciag D sktada si¢ z jednego tylko wyrazu Dy.
Tak okre$lony ciag D jest deflatorem, dlatego dla dowolnego n € N kazdy pojedyn-

czy wyraz D, ciagu (wektora) D jest rowniez nazywany deflatorem.
Bezposrednio z definicji deflatora otrzymujemy wniosek.
Whiosek 4.2. Deflator D € L2, (P) ma nast¢pujace wiasnosci

W1. Z dodatniosci funkcjonatu Q wynika, ze D > 0.

W2. Jesli zmienna X € Ln +1(P,Z) jest .Z-adaptowana, to istnieje .7 -adaptowany
deflator D.

W3. Nie istniejg dwa ortogonalne i F-adaptowane wektory D, D* & Lﬁ 1 (P).

Dowdd. Zauwazamy, ze .%-adaptowalnos¢ deflatora oznacza w konsekwencji dla
deflatora sktadowego D, jego .%,-mierzalno$¢ dla kazdego t € {0,1,...,n}. Za-
chodzi zatem réwno$¢ D; = E [D;|.%,]. Wtedy dla kazdego .Z -adaptowanego, cal-

kowalnego z kwadratem przeptywu pieni¢znego X zachodzi

=E iX,-D,
t=0

:Z [X;-D,] = ZE [X; - Dy| 7] =
t=0
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=Y E[X,-E[D,|.7]] = ZXt D, %] | =

ZX, D,

Stad najczgsciej bedziemy zaktadad, ze D, jest .#;-adaptowany.

Zalézmy, Ze nie jest to prawdziwa wlasnos¢ W3. Zatem istniejg dwa liniowo

niezalezne .# -adaptowane ciagi zmiennych losowych D oraz D*, ze
Vyer ) OX] = (X.D) = (X.D")

Wtedy D oraz D* muszg spetniac zaleznoSci

{Q[] ID||* = (D, D"),
Q[D"] = (D*,D) = ||D*||*.

Wynika z tego, ze
(D", D) = [|D7[ - |- (4.3)

Z nieréwnosci Schwarza (u,v) < |[u|| - ||v|| mamy, Ze réwnos$¢ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy wektory u i v sg liniowo zalezne, a wiec istnieje dla nich A € C,

ze zachodzg réwnosci:
u=A-viubv=~»~-u.

W konsekwencji, réwnos¢ (4.3) zachodzi jedynie dla D oraz D* — réwnych z do-
ktadnoscig do stalej, a wiec wyklucza zalozong ortogonalnos¢ wektorow D i D*.
O

Poza przedstawionymi wlasno$ciami deflatora, przyjmujemy umowe, ze Do = 1
— tozsamoS$ciowo. Oznacza to, ze dla deterministycznej zmiennej, bedacej ptatno-
Scig w kwocie Xy — w chwili ¢ = 0, funkcjonat liniowy Q przyporzadkowuje tej

platnosci jej warto$¢ nominalna, a wiec Q[(Xo,0,0,...,0)] = Xo.

Uwaga 4.2. W praktyce wystepuje zagadanienie zwane zadaniem modelowania
deflatorow. Jego istota sprowadza si¢ do znalezienia takiego funkcjonatu Q lub
réwnowaznie, znalezienia .% -adaptowanego deflatora D, o tej wtasnosci, ze gene-

ruje on wartosci pokrywajace si¢ z wielkoSciami rzeczywistymi. .%,-adaptowalnos¢
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oznacza, ze deflator D,, bedacy stochastycznym czynnikiem dyskontujacym, jest
znany w chwili ¢ i przez to mozna znaleZ¢ bezposredni zwigzek pomigdzy zacho-
waniem D, rynku finansowego, a .#,-adaptowanym przeptywem pienieznym X,

w chwili ¢.

5 Istota dzialania deflatorow

Mozna opisowo powiedziec¢, ze deflator D; odpowiada za transfer do chwili O war-
toéci przeplywu pieni¢znego dokonanego w chwili z. Mozemy go zatem traktowac
jako stochastyczny transport wartosci, czyli stochastyczne dyskonto. Z tego powo-
du przeplyw pieni¢zny X charakteryzowany jest przez ciag (wektor) zmiennych
losowych postaci X, = (0,...,0,X;,0...,0). Zmienna losowa X; nie musi by¢ ko-
niecznie niezalezna ze zmienng losowa Dy, a to oznacza, a wigc moze zachodzi¢

warunek

Q[X]=E[X,-Di] # E[X,] - E[D]. (5.1

Dokonajmy dekompozycji deflatora Dy, na deflatory segmentowe odpowiadajace za
transport wartosci z chwili # do chwili ¢ — 1, ktére oznaczamy przez Y;. Z faktu, ze
D; > 0 wynika, ze deflatory segmentowe mozna wyrazi¢ poprzez iloraz deflatora
D, oraz jego poprzednika D;_;, dla kazdegor € {,1,...,n}. Zatem
D
Y,:D’ dla re{l,....n}. (5.2)

t—1

Stad otrzymujemy naturalny i réwnocze$nie wazny ciag zalezno$ci
t
D =Y, Dy =Y Y, 1Dy r=Y- Y, ... - V2 1} :HYi-
i=1

Podkreslmy przy tym, ze deflatory segementowe Y;, dlat > 1, w sposéb stocha-
styczny dyskontujg warto$¢ przeplywu pieni¢znego dokonanego z chwili t do chwili
t — 1. Naturalnym wydaje si¢ w tej sytuacji pytanie o zwigzek miedzy miedzy de-

flatorem D, a zerokuponowymi obligacjami i klasycznym dyskontem finansowym.
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Oznaczmy przez U 0 = (0,...,0,1,0,...,0) pojedynczy przeplyw pieni¢zny,
dotyczacy obligacji zerokuponowej ptacacej jedna jednostke w chwili . Wartos§¢
obligacji w chwili 0, okres$la formuta

Pos = Q[U(I)] - E[Dt]-

OczywiScie funkcja Py ; takze transferuje warto$¢ przeptywu pienieznego z chwili ¢
na chwilg 0. Réznica polega jednak na tym, ze Py, jest .#p-mierzalna, podczas gdy
D, jest #;-mierzalng zmienng losows. Z tego powodu deterministyczny czynnik
dyskontujacy Py ; znany jest jedynie na poczatku okresu, podczas gdy D; jest znane
pod koniec okresu (0, 7]. Jezeli rozpatrujemy deterministyczne przeplywy pieniezne
X, to mozemy przy ich wycenie postugiwac si¢ zaréwno obligacjami zerokupono-
wymi jak i deflatorami, a w obu przypadkach uzyskamy ten sam wynik. Sytuacja
ulega radykalnej zmianie, gdy dyskontowanie dotyczny przeptywdéw pieni¢znych
majacych losowa naturg. W takim przypadku koniecznoscig jest odwotanie si¢ do
deflatoréw, a wynika to z mozliwosci silnego skorelowania zmiennych D; oraz X;
z tym samym czynnikiem. Konieczno$¢ t¢ wyraza warunek (5.1). Przyktadem ta-
kiego scenariusza moze by¢ opcja X;, zalezna od faktycznej realizacji D;.
Tradycyjne, podejscie aktuarialne do dyskonta, sprowadza si¢ do wyznaczenia
statej stopy zwrotu r, dla catego okresu (0, 7). Wtedy przeptyw pieni¢zny o warto-

$ci 1 w chwili ¢, ma w chwili 0 warto$¢ wynoszaca
Vy = (1 + l") 7t.

Modele oparte o zdefiniowany w ten sposéb czynnik dyskontujacy v;, modeluja
procesy finansowe niezgodne z ich rzeczywistymi rezultatami. Ta wtasnie utom-
no$¢ jest powodem poszukiwania modelu dyskontowania, uwzgledniajacego czyn-

niki niedeterministyczne.

Przyklad 5.1. Oprzemy si¢ tu na przypadku prezentowanym w [5]. Nalezy na
wstepie zaznaczyC, ze przed wykorzystaniem omawianych narzedzi, niezbednym
jest posiadanie dobrze skalibrowanego modelu rynku. Przeanalizujmy model ryn-

ku jednookresowego dwustanowego. Przestrzenig zdarzefi niech tradycyjnie bedzie
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Q = {w, @, }. Znalezienie warto$ci deflator6w, sprowadza si¢ wtedy do rozwig-
zania pewnego uktadu warunkéw. Przypusémy, ze mamy dwa aktywa A| oraz A,
o cenach rynkowych odpowiednio Q4, i Qa, oraz wyplatach S4, Sa,. Mamy przy
tym nastepujace informacje: Q(A1) = 1.65, S =3, Sf{z =1 oraz Q(A;) = 1.65,
St =2,84 =05

Dla wyznaczenia ceny stanu, dla poszczegdlnych scenariuszy o, @,, rozwigzemy

uklad réwnan
3-y(on)+1-y(w) =165,

2-y(o)+0.5 y(a) =1.
Stad juz bezposrednio otrzymujemy ceny stanu: y(@;) = 0.35, y(w;) = 0.60.
Dotaczmy do juz posiadanych jeszcze jedno aktywo ryzykowne Ajz, ptacace
Sa, = 2 — czyli w stanie o; oraz Si =1 — czyli w stanie a». Jego cen¢ wyzna-

czymy z nast¢pujacego rownania:
o[C] =2-y(o)+1-y(w)=2-035+1-0.6=13.

Niech U bedzie obligacja zerokuponowa. Instrument ten placi 1 w kazdym z obu

scenariuszy, stad jego warto§¢ w chwili O jest réwna
oUW =1-0.35+1-0.6 =0.95. (5.3)

Informacja ta pozwala wyznaczyé stope zwrotu z lokaty jako (0.95)~! —1 ~0.526.
Niech y(;) bedzie ceng stanu @; w chwili 0. Symbol X (®;) oznaczal bedzie wy-
ptate z nowego ryzykownego aktywa X w czasie 1, w przypadku wystapienia sce-

nariusza @;. W chwili O cene rynkowa aktywa X opisuje zalezno$¢

2
= Z l[/((l)i) 'Xl ((Di). (54)

t=1
Przyjmijmy, ze w chwili 1 wystapienie scenariusza @; nast¢puje z prawdopodo-
biedstwem p(w;) € (0,1), a scenariusza @, z prawdopodobieristwem p(w,) =

1 — p(@;) w stanie @,. Zatem zaleznosci (5.4) mozna nadaé teraz postac

(aglS

i‘l’ )X (@) = p(®)

i S plon) vl il =
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OE

=FE

2
: (5.5)

(22)) (v )

i=1

gdzie

v\ _ [(y(o) y(en) % — _ .
@ _(p(wl),p(wz)> oraz X = (p(an) - Xa(2), p(02) - Xa(@»))

OkredliliSmy w ten sposéb cigg zmiennych losowych D, ktérego wyrazy sg ilora-
zami ceny stanu i prawdopodobiefistwa wystapienia tego stanu oraz ciag X jako
zmodyfikowany wektor cen, uwzgledniajacy prawdopodobienistwo wystgpienia ce-

ny i mamy

D:=

SIS

oraz )?::BX.

Wykorzystujac zdefinowane zmienne losowe D oraz X réwnanie (5.5) przybiera
postac
olx]=E |D-X]. (5.6)

Dla szczeg6lnego doboru prawdopodobieristw p(a;), deflator D przyjmuje w chwi-
li 1 wartosci: dla stanu @, przy y(w;) = 0.35 mamy P(w;) = 0.5 oraz Dy =
D(@;) = 0.7 natomiast dla stanu @, przy y(w,) = 0.65 mamy P(,) = 0.5 oraz
52 = 5(601) =1.2.

Uzyskane wyniki pozwalajg w alternatywny do (5.3) sposéb wyznaczy¢ wartos¢
obligacji zerokuponowe;j.

QUM =ED] = ¥ D(w;)-p(a) =0.7-0.5+1.2-0.5=10.95.

Tt

1

6 Wycena poza chwilg 0

Rozpatrzmy % -adaptowany deflator D € L2 +1(P,Z). Dla losowego wektora

X € L2, (P,.#) proces cen definiujemy uktad réwnosci

0/X] = OIX|7) = = E L dla re{0,1,.nh 6)

t

n
Y D -Xk‘ff,
k=0
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Silna dodatnio$¢ deflatora ( D>>0) zapewnia, ze Q,[X] jest dobrze okreSlone.
Zgodnie z definicjg operatora Q, funkcja X —— Q,[X] przyporzadkowuje w chwili
t przeptywowi pieni¢znemu X wartos¢ Q;[X], wyrazong w jednostkach monetar-
nych (.%#;-mierzalng). Z tego powodu warto$¢ ta jest wielkoscig losowa widziang
z punktu ¢ = 0, uzalezniong od .%;. Przypusémy, ze aktywo X ma w czasie ¢ cen¢

O, [X]. W konsekwencji generowany jest cigg platnosci:
o/[X]-U" = (0,...,0,0,[X],0...,0).
Z dzisiejszego punktu widzenia, ciag ptatno$ci ma wartos¢

Qo [0:[X]-Z1].

Obecnie dysponujemy jedynie informacjg .%p w momencie 0 o cenach Q,[X] akty-

wa X w czasie t. Zachodzi wiec réwnos¢é

Qolx] = Qo [Q,[x] - U] 62)

Mamy alternatywe: albo kupi¢ X dzi$ i zapltaci¢ za niego obecng ceng, albo tez
kupi¢ X w chwili ¢, a wigc po cenie Q,[X] obowigzujacej w chwili ¢. Ze wzgledu
na jednakows ilos¢ informacji .%p o obu kontraktach, a takze z powodu tego, ze
otrzymujemy to samo aktywo X — kontrakty te powinny mie¢ jednakowa cene.

Przeanalizujmy alternatywne postgpowanie i przypusémy, ze decydujemy si¢
kupi¢ przeptyw pieniezny X wtedy i tylko wtedy, gdy wystapi pewne zdarzenie
C; € .%. Aktualnie nie wiemy czy zdarzenie C; zajdzie, czy moze nie, dlatego na-
lezy zmodyfikowa¢ formule wyceny (6.2) i nadac jest postaé

00lX 1] = 0 [Q[X]- U 1. (6.3)

Postugujac sie deflatorami mozemy ja przeksztalci¢ do postaci

n
Y Di-X-1¢
i=0

E =E[D;- 0:[X] 1] (6.4)
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Poniewaz (D, - O;[X]) jest .%;-mierzalna, to réwnanie (6.4) jest prawdziwe dla
kazdego C; € .%;. W efekcie otrzymaliSmy warunek definicyjny warunkowej warto-
$ci oczekiwanej, przy zadanym o-ciele .%;. Postugujac si¢ teraz wlasnosciami wa-
runkowej wartosci oczekiwanej, przeksztalcimy obie strony réwnania (6.4) wsku-

tek czego dostajemy

E 7| -P(F) =E[D-0.[x)| 7] - P(R),

n
Y D;-X;
i=0

i dalej

E Fy

n
Y Di-X;
i=0

Zmienna losowa (D; - OQ;[X]) jest .%;-mierzalna, stad dla kazdego .%;, € IF za-

—E[D,-o/x]|7].

chodzi réwnos¢é
E|Y Di-X;
i=0

W efekcie otrzymujemy, ze

%] =E|Di-0[X)| %] = ;- [x].

1 n
—-E | Y D¢ Xe|Z
Dy k=0

= Qt [X] (6'5)

Réwnania (6.5) i (6.1) sa réwnowazne, co uzasadnia ekonomiczne znaczenie za-
leznosci (6.1). Dotychczas zostat zdefiniowany klasyczny czynnik dyskontujacy

DF (0,m) na przedziale czasu [0;m]
DF (0,m) = Qo[U"] = E[Dy),

jako ustalony w chwili O, dla zerokuponowej obligacji o terminie zapadalnosci m.
Dla t < m symbol DF (t,m) oznacza czynnik dyskontujacy na chwile 7, ustalong
warto$¢ wyceniong w gotéwce w chwili m. Wobec tego dla kazdego ¢ € [0;m] za-
chodzi réwnos¢

DF(0,t)-DF(t,m) = DF (0,m),
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nazywana warunkiem zgodnoSci rynku.

Lewa strona ostatniego réwnania wyraza cen¢ na chwile 0 zakupu DF (¢,m),
dokonanego w momencie ¢, za$ DF (¢, m) jest ustalong w chwili 0 ceng zakupu jed-
nej jednostki, dokonanego w chwili ¢ i otrzymanej w chwili m. Natomiast prawa
strona réwnosci jest cena, ktora ptacimy w chwili 0, za jedna jednostke otrzymanag
w momencie m. Wynika stad, ze D(k,m) jako czynnik dyskontujgcy aktywo, o war-
toSci w chwili m réwnej jednej jednostce monetarnej, bedzie mial w momencie &
warto$¢ okres§lona formutg

DF(0,m)
DF (k,m) = DFOR)
Jest to cena zerokuponowej obligacji z terminem zapadalnosci m, ustalona w chwili
0 i ptacona w momencie k.
Jednoczesnie ten sam walor mozna wyceni¢ w oparciu o technike deflatorowa.

Mamy mianowicie zalezno§¢

O (U] = 3 EIDul 73] = E [321.7].

Jest to w istocie 6.1 dla pojedynczej deterministycznej ptatnosci.

7 Deflatory w szacowaniu rezerw

Rozpatrzmy kontrakt ubezpieczeniowy, reprezentowany przez ciag stochastycznych

przeptywow pienieznych X. Wtedy dla dowolnego i < n mamy
X(l) = (07 cee ,0,Xi,Xi+1,. . 7Xn)a

przy czym X9 jest rozumiany jako wektor losowy, patnosci pozostalych po czasie
i — 1. Stad rezerwy, tzn. Srodki ktére nalezy zgromadzi¢ do chwili i, aby méc wy-
wigza¢ si¢ ze zobowiazan wynikjacych z kontraktu ubezpieczeniowego dla
t < i— 1 opisuje formuta

n
ZDj-Xj)% (1.1)

1
R,@ =R [X(i)’y} =Xyl = D Bl
J=i

t
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Wartos$¢ Rl@ odpowiada z jednej strony warunkowej wartosci oczekiwanej prze-
plywu pienieznego X @, wycenianej w chwili t. Z drugiej za$, przy pomocy REI)
mozna przewidzie¢, w rozumieniu ,,wyceni¢”, przyszla warto$¢ zmiennej losowej
X0 Stad Rl@ jest czesto nazywane rezerwq najlepszego oszacowania.

Przeanalizujmy teraz przypadek dwodch firm ubezpieczeniowych, majacych
identyczny portfel zobowigzan, ale stosujacych rézne strategie zarzadzania rezer-

wami, a mianowicie niech
(i) firma U; utrzymuje kontrakt, az do momentu realizacji ostatniej ptatnoSci

(ii) firma U, decyduje si¢ w chwili i — 1 odsprzeda¢ przyszle zobowigzania (na-
stepujace zgodnie z planem w chwilach i, . .., n), pod warunkiem zajScia pew-

nego zdarzenia C;_; € .%;_;.

W efekcie, kazda ze strategii bedzie generowaé rézne dla firm U i U, przeptywy

pieniezne, odpowiednio X (U x(©2) Naturalnie X(U") oraz X (V2) sg wektorami.
Réznica wartosci obu tych strategii jest rtOwna

0 |:X(Ul> _X(Uz)} -0 [X(Ul)} —0 [X(UZ)]
_{E

i—1
n
=E|Y D;X;|—-E
j=0

+Di 1 -RXV|F ] e, +E

B

D; - RXV|.Z; 4] 1,

—E Zn:D,-Xj
=0

Y D;x;
j=0

i—1
lZDj'Xj —E Zn:Dj'X/ -
j=0 =

n
E ZDj'Xj']lcil‘|

i=i

- _E [D, RIXD|Zi] e, l}+E

ZD,X,-]lC”} . (7.2)

=i
Przy obu zaprezentowanych strategiach dysponujemy ta samg informacja .%, a za-
tem podobnie jak w réwnaniu (6.2), ceny poczatkowe w chwili O przeptywéw pie-
nieznych X (V1) i X(¥2) powinny by¢ réwne. Wynika stad, ze dla kazdego scenariusza

Ci_1 € %;_; musi zachodzi¢ nast¢pujaca sekwencja implikacji
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{Q [X(Ul)} ~0 [X(UIZ)} } N {Q [X( D XUZ 0

ZDX]ICII }

J=1

ZD, X; - ﬂc””. (7.3)

j=i

:>{—E [D, RXO|Z ] 1e, 1}+E

:>{E [D, RO ILCH} —E

Odwolujac si¢ do wlasno$ci warunkowej wartoSci oczekiwanej i rozumujac
analogicznie jak w przypadku przejScia od (6 4) do (6.5), zmodyfikujemy zalez-
no$é (7.2). Pozwala na to réwno$é Dy_1 - R[ \C, 1]=Dj_1-0i- 1[ ]oraz fakt,
ze Di_1- Qi 1[ } jest zmienng C;_j-mierzalng. W konsekwencji otrzymu]emy
nowa zalezno$¢ w postaci

Di1-RIXY|.71

n
=E ZDi-Xiygzj_ll .

j=i

lub postaci réwnowaznej

R[X(’”ﬁifl] - Dl .
i—1

Y (7.1) _(i—
£ ZDJ'XJ’%II =0i[x) =R,

j=i

Przedstawimy teraz w formie twierdzenia réwno$¢, zwang wtasnoScig samofi-

nansownia.

Twierdzenie 7.1 ([4]). Dla przeptywow charakteryzujgcych polise ubezpiecznio-

wq, rezerw oraz deflatorow zachodzi nastepujgca zaleznos¢ rekurencyjna

E D (RY, +X)|Fia] = Dy RV, (74)

Dowdd. Przy zalozeniu .%;-mierzalnosci X; zachodzi nastgpujacy uktad réwnosci

E|Dy(RY) + X017 | = B[R + Dy X, 71 |
1 n

=E|Dy- o E | ), Di-Xi|Fi| +Di-X|Fi | =
t i=t+1
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n
=E|E| Y Di-X|Z|+ED: - X|7]| %
i=1+1
Y (-1)
—E|Y Di-Xi|Z 1| =Di 1R,
i=t
Poréwnujac formuty poczatkowa i koficowg otrzymujemy teze twierdzenia. O
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Wybrane zagadnienia
teorii chaosu

Adam Stachura!

Streszczenie

W pracy sa rozwazane wybrane zagadnienia teorii topologicznych sys-
teméw dynamicznych oraz zbioréw fraktalnych w przestrzeniach euklideso-

wych. Zamieszczone sg takze odpowiednie przyktady.
Abstract

The paper deals with selected problems involving topological dynamical
systems and fractal subsets of euclidean space. Several examples are included.

Stowa kluczowe: topologiczny system dynamiczny, iteracje, chaos matematyczny

(funkcja chaotyczna), fraktale, samopodobienstwo

1 Wstep

Przedmiotem niniejszej pracy jest przeglad wybranej problematyki dotycza-
cej modnej obecnie dziedziny, jaka jest teoria chaosu. Rzecz jasna pelny przeglad
wszystkich zwigzanych z ta tematyka zagadniet wymagalby o wiele obszerniejsze-
go opracowania. Dlatego tez prezentowang pracg mozna potraktowaé raczej jako
prébe zademonstrowania (na wybranych przyktadach) technik i metod dowodzenia
twierdzen pojawiajacych si¢ w tej teorii. Wybdr omawianych zagadnien jest oczy-

wiscie subiektywny i odwierciedla w duzym stopniu upodobania autora.

Katedra Matematyki Stosowanej; Politechnika Lubelska
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Jezeli mielibySmy wskazaé terminy kluczowe tej pracy, to sa nimi: topologiczny
uktad dynamiczny z czasem dyskretnym oraz zbiér fraktalny (fraktal) w przestrzeni
euklidesowej. Obydwa te pojecia mozna oczywiscie uogélnia¢ w rozmaity sposoéb.
Uktady dynamiczne z czasem dyskretnym sg szczegélnym przypadkiem ogdlnych
uktadéw dynamicznych; zainteresowanych Czytelnikéw odsytamy np. do pozycji
[8], [10], [16]. Fraktale z kolei, rozpatrywane w tej pracy, sa réwniez do$¢ szcze-
gblne. Wigcej informacji o tego typu zbiorach mozna znalez¢ np. w [1], [3], [17].
Interesujace rozwazania dotyczace zwigzkéw omawianych zagadnien z problema-
mi takimi jak sztuczna inteligencja, perspektywy algorytmizacji ,,myslenia” itp.
mozna znaleZ¢ np. w [18]. Zwiazana z teorig uktadéw dynamicznych jest réwniez
problematyka tak zwanych automatéw komorkowych, ktéra tylko sygnalizujemy
([15], zob. tez [22]).

Moéwiac o teorii chaosu nie sposdb nie wspomniec o ksigzce B.B. Mandelbrota
[12], pozycji uwazanej przez wielu za zapoczatkowujaca zainteresowanie zagad-
nieniami chaosu. My wymienimy w tym konteksScie takze pozycje [17] i [20].

Przejdziemy teraz ,,do rzeczy”.

Uktadem dynamicznym (systemem dynamicznym) nazywaé bedziemy pare
(X,S), gdzie X #0iS:X — X.Zbior X nazywamy przestrzeniq fazowq rozwaza-
nego ukfadu, a odwzorowanie S nazywamy dynamikq.

Dla x € X cigg (8" (x)),en,
odwzorowania S okreslajg wzory: S° (x) = x, S"*! (x) = S(5" (x)), gdzie x € X,
neNy={neZ:n>0}.)

Pojawiajg si¢ (wsréd wielu innych) nastepujace problemy:

nazywamy trajektorig punktu x. (Tzw. n-tg iteracje

1. Jak zachowuje si¢ cigg (S" (x)) przy n — o ? (Ewolucja trajektorii).
2. Jak zachowuje sig¢ ciag (5" (X)) przy n — oo ? (Ewolucja uktadu).

2 Przestrzenie metryczne

Przypomnimy nastg¢pujace definicje (zob. np. [9], [19]):
Przestrzeniq metryczng nazywamy pare (X,d), gdzie X #0,zasd : X x X — R
jest funkcjg spetniajacg nast¢pujace warunki:
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@d(x,y) 20id(x,y)=0&x=y,

(b)d (x,y) =d(yx),

(©)d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)
dla wszystkich x,y,z € X . Funkcj¢ d nazywamy metryka. Dlax,y € X liczbe d (x,y)
nazywamy odlegloscig punktow xiy. JezeliY C X,Y # 0, to par¢ (Y,d’) nazywamy
podprzestrzenig przestrzeni (X,d), gdzie d’ = djy .y jest metryka d zawgzong do
zbioru Y, tzn. d’ (x,y) =d (x,y) dlax,y €Y.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Dla x € X i r > 0 zbiory:

K(x;r)={yeX:d(xy) <r},
Klgrl={yeX:d(xy) <r},
Sxirj={yeX:d(x,y)=r}

nazywamy, odpowiednio, kulg otwarta, kulg domknieta i sferg o srodku w punkcie
x i promieniu r. Jezeli x € X, to kazda kule otwartg K (x;r) o dodatnim promieniu
r > 0 nazywamy otoczeniem punktu x.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Zbiér niepusty A C X nazywamy
otwartym, jezeli dla kazdego x € A istnieje otoczenie punktu x zawarte w zbiorze
A. Zbidr pusty takze zaliczamy do zbioréw otwartych. Zbiér B C X nazywamy
domknietym, jezeli jego dopelnienie X \ B jest otwarte.

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng. Niech A C X, A # 0. Srednice
diam(A) tego zbioru okreslamy wzorem:

diam(A) = sup{d (x,y) : x,y € A}.

Zbiér A nazywamy ograniczonym, jezeli diam(A) < +oo. (Zbi6r pusty takze uwa-
zamy za ograniczony). Jezeli diam(A) = +oo, to zbiér A nazywamy nieograniczo-
nym.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng i niech A C X. Punkt x € X nazy-
wamy punktem wewnetrznym zbioru A, jezeli istnieje r > 0 takie, ze K (x;r) C A.
Zbidr wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru A nazywamy wnetrzem tego zbio-

ru i oznaczamy symbolem Int (A) . Punkt y € X nazywamy punktem zewnetrznym
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zbioru A, jezeli istnieje r > O takie, ze K (y;r) C X\ A. Punkt z € X nazywamy punk-
tem brzegowym zbioru A, jezeli dla kazdego r > 0 istniejg punkty a,b € K (z;r)
takie, ze a € Aib ¢ A. Zbior wszystkich punktéw brzegowych zbioru A nazywamy

brzegiem tego zbioru i oznaczamy symbolem Fr(A) lub dA. Sume mnogosciowg
A=AUFr(A)

nazywamy domkni¢ciem zbioru A.

Prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.

Fakt 2.1. Niech (X,d) bedzie przestrzeniqg metryczng i niechA C X. Wtedy Int (A) C
A C A. Zbior A jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy A = Int (A) . Zbiér A jest do-
mkniety wtedy i tylko wtedy, gdy A = A.

Fakt 2.2. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng i niech A C X.

(a) Wnetrze zbioru A jest sumqg mnogosciowq wszystkich zbiorow otwartych
zawartych w zbiorze A.

(b) Wnetrze zbioru A jest najwiekszym (w sensie inkluzji) zbiorem otwartym
zawartym w zbiorze A.

(c) Domknigcie zbioru A jest iloczynem mnogosciowym wszystkich zbiorow
domknietych zawierajgcych zbior A.

(d) Domkniecie zbioru A jest najmniejszym (w sensie inkluzji) zbiorem do-

mknietym zawierajgcym w sobie zbior A.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Powiemy, Ze cigg (x,) punktow tej
przestrzeni jest zbiezny do punktu x € X (zwanym granica ciagu), jezeli
lim d (x,x,) = 0. Piszemy wtedy: lim x, = x.

n—oo n—o0

W przestrzeni metrycznej kazdy ciag zbiezny jest ograniczony (lecz nieko-

niecznie na odwroét).

Fakt 2.3. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng i niech A C X.
(a) Zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu zbieznego
punktow ze zbioru A granica tego ciggu nalezy do A.
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(b) Punkt x € X nalezy do domkniecia A zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ciqg (x,) punktow zbioru A zbiezny do punktu x.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng i niech A C X. Zbi6r A nazywamy
gestym w tej przestrzeni (krétko: gestym), jezeli A = X. Przestrzefi X nazywamy
osrodkowa, jezeli istnieje zbior A C X gesty i przeliczalny.

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Powiemy, Ze ciag (x,) punktow tej

przestrzeni spelnia warunek Cauchy’ego (jest ciggiem Cauchy’ego), jezeli

/\ \/ /\ d (xp,xm) < €

£>0npeNn,m=ng
lub, co jest réwnowazne, gdy n}}lrgwd (X, %m) = 0.

W przestrzeni metrycznej kazdy cigg zbiezny jest ciggiem Cauchy’ego (lecz
niekoniecznie na odwrot).

Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Przestrzen nazywamyzupelna, je-
zeli kazdy ciag punktéw tej przestrzeni spetniajacy warunek Cauchy’ego jest w tej
przestrzeni zbiezny.

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A C X. Zbiér A nazywamy
zwartym, jezeli z kazdego ciagu (x,) punktéw tego zbioru mozna wybra¢ podciag

zbiezny, ktérego granica nalezy do zbioru A.

Fakt 2.4. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng i niech A C X. Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) A jest zbiorem zwartym.

(2) Z kazdego pokrycia otwartego zbioru A mozina wybra¢ podpokrycie skon-
czone, tzn. jezeli {G, : t € T} jest dowolnq rodzing indeksowang podzbioréw otwar-
tych przestrzeni X takg, Ze

AclJa,

teT

to istnieje skoriczona podrodzina {Gy,,Gy,, ...,Gy, } taka, ze

n
AclJG,.
k=1
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Fakt 2.5. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng. Nastgpujgce warunki sq
rownowazne:

(1) X jest przestrzeniq zwartq.

(2) Jezeli{A; :t € T} jest dowolng rodzing indeksowang podzbioréw domknie-
tych przestrzeni X takq, ze przekrdj kazdej skoriczonej podrodziny {A,, Ay, ..., Ar, }

jest niepusty, to

(A #0.
teT
Niech (X,dy) oraz (Y,dy) beda przestrzeniami metrycznymi i niech f : X — Y
bedzie dowolnym odwzorowaniem. Méwimy, ze odwzorowanie to jest ciggle w punk-
cie x € X, jezeli dla kazdego ciagu (x,) punktéw przestrzeni X prawdziwa jest im-
plikacja:
1glgoxn =x= lim f(x,) = f(x).

n n—oo

Przeksztatcenie f nazywamy ciaglym, jezeli jest ono ciagle w kazdym punkcie
xeX.

Fakt 2.6. Niech (X,dx) oraz (Y,dy) bedq przestrzeniami metrycznymi i niech
f X =Y. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) Funkcja f jest ciggla.

(2) Przeciwobraz kaidego otwartego podzbioru przestrzeni Y poprzez funkcje
f jest otwarty w przestrzeni X .

(3) Przeciwobraz kaidego domknietego podzbioru przestrzeni Y poprzez funk-
cje [ jest domknigty w przestrzeni X .

Fakt 2.7. Niech (X,d) bedzie przestrzeniq metryczng i niech f : X — R bedzie
funkcjq cigglq (w zbiorze R rozwazamy zwyklq, euklidesowq metryke p (a,b) =
la—Db|, a,b € R ). Jezeli zbior A C X jest zwarty, to funkcja f jest w tym zbiorze

ograniczona i osigga w nim swoje kresy: gorny i dolny.

Niech (X,dyx) oraz (Y, dy) bedg przestrzeniami metrycznymi i niech f: X — Y.

Moéwimy, ze odwzorowanie f spetnia warunek Lipschitza (jest odwzorowaniem
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lipschitzowskim), jezeli istnieje liczba L > 0 taka, ze

dy (f (%), f (y)) < Ldx (x,y)

dla wszystkich x,y € X. Jezeli, dodatkowo, liczba L (tzw. stata Lipschitza) spetnia
warunek: 0 < L < 1, to f nazywamy kontrakcja.

Fakt 2.8. Kaide odwzorowanie lipschitzowskie jest ciggte.

3 Dynamiki chaotyczne

W tym paragrafie ponownie zajmiemy si¢ badaniem og6lnych uktadéw dynamicz-
nych. Przypomnijmy (zob. par. 1), ze uktadem dynamicznym jest para (X, S), gdzie
S:X — X. O zbiorze X (tzw. przestrzeni fazowej rozwazanego ukladu) zakladamy
zZawsze, ze jest niepusty.

Jezeli x € X, to ciag (5" (x)), n € Ny, punktéw przestrzeni fazowej nazywamy
trajektorig punktu x, czyli punktu poczatkowego tej trajektorii (przypominamy, ze
przyjmujemy umowe: S0 (x) = x). Traktujac wskaznik n jako czas mozemy inter-
pretowac trajektorie w ten sposéb, ze punkt poczatkowy ,,wedruje” po, przestrzeni
fazowej, a punkty trajektorii x, = S” (x) wyznaczajg obserwowane polozenie tego
punktu w kolejnych chwilach n € Ny. Czas przy tej interpretacji zmienia si¢ w spo-
sob dyskretny: + = 0,1,2,.., dlatego méwimy, ze rozwazamy uktad dynamiczny
z czasem dyskretnym.

Bedziemy w tym paragrafie zaktadad, ze przestrzen fazowa rozwazanego ukta-
du jest przestrzenig metryczng (X, d)). Taki uktad dynamiczny bedziemy nazywaé
topologicznym. O dynamice S : X — X zaklada si¢ zwykle, Ze jest przeksztalceniem
cigglym. Nie jest to jednak wymag konieczny i bedziemy studiowac takze nieciagle
dynamiki.

Tytulowa ,,chaotyczno$¢” dynamiki S (lub uktadu dynamicznego (X, S)) zwia-
zana jest z pewnymi cechami trajektorii punktéw ukiadu. Nie ma niestety jedne;j,
og6lnie przyjetej definicji pojecia chaosu. Matematycy zajmujacy si¢ ta proble-

matyka przyjmuja rozmaite zatozenia i definicje, rézniace si¢ w szczegdtach (co
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prawda zwykle w niewielkim stopniu). Prawie zawsze jednak o chaosie méwi si¢
wtedy, gdy trajektorie maja dwie wazne cechy. Jedna z nich jest tzw. wrazliwo$¢ na
zmian¢ potozenia poczatkowego. Nie wchodzac w tym miejscu w szczegdty (spre-
cyzujemy to pojecie péZniej) chodzi o to, ze trajektorie startujgce w chwili ¢t =0
z dowolnie bliskich punktéw powinny (po dtuzszym badzZ krétszym czasie) ,,rozejs¢
si¢”’ na ustalony dystans. Drugim wymogiem jest propagacja - trajektorie startujgce
z otoczenia dowolnego punktu powinny (znéw po dluzszym badZ krétszym czasie)
trafi¢ w otoczenie kazdego innego punktu. Przyjmuje si¢ zwykle takze dalsze za-
fozenia, o czym pdZnie;j.

Decydujac si¢ na wybdr konkretnej definicji pojecia chaosu, sprecyzujemy naj-
pierw wazne pojecie dotyczace uktadéw dynamicznych. W dalszym ciagu zwrot
,uktad dynamiczny” bedzie oznaczaé topologiczny ukfad dynamiczny z czasem
dyskretnym, w sensie opisanym na poczatku tego paragrafu.

Niech (X,S) bedzie ukfadem dynamicznym i niech x € X. Przypusémy, ze dla
pewnej liczby n € N (a wiec n # 0) jest

" (x) = x.

Oczywiscie wtedy takze jest S (x) = x, $*" (x) = x, ogéInie S (x) = x dla wszyst-
kich k € N. Co wiecej, musi wtedy istnie¢ najmniejsza liczba naturalna n, dla kto-
rej zachodzi powyzsza rownos¢. Niech p € N bedzie ta liczba. Wtedy S” (x) = x
oraz S (x) # x dla kazdego k € {0,1,...,p— 1} . Nietrudno sprawdzi¢, ze wtedy
S7 (x) # S*(x) dla wszystkich j,k € {0,1,...,p— 1} takich, ze j # k. Ponadto dla
kazdego n € Ny istniejg liczby ¢, r € Ny takie, ze n = pg+rire {0,1,....,p—1}.
Mamy wtedy:
S (x) = SPIt" (x) = S"[ST (x)] = " (x).

Oznacza to, ze cala trajektoria (S" (x)), n € Ny, jest ciagiem, ktérego zbiér wyra-

z6w sktada si¢ z doktadnie p parami réznych punktéw i jest zbiorem postaci

{x,S(x) 8% (x),...,sP ! (x)} ,

pzry czym SP (x) = x.
W zwigzku z tym przyjmujemy nastepujaca definicje.
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Definicja 3.1. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym. Punkt x € X nazywamy
okresowym, jezeli istnieje liczban € N taka, ze S" (x) = x. Mowimy, ze punkt x € X
jest puntem okresowym o okresie p (gdzie p € N ), jezeli SP (x) = x oraz S* (x) # x
dla kazdego k € {0,1,....p—1}.

Punkty o okresie 1, tj. punkty x € X takie, Ze S(x) = x nazywamy punktami
statymi dynamiki S (lub uktadu (X,S) ).

Definicja 3.2. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym. Jezeli zbior wszystkich
punktow okresowych tego ukiadu jest gestym podzbiorem przestrzeni metrycznej
(X,d) (zob. par. 3), to bedziemy mowié, ze rozwazany uktad spetnia warunek ge-
stoSci zbioru punktow okresowych, ktory bedziemy w dalszym ciqgu nazywac krotko

warunkiem [G].

Definicja 3.3. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym. Przypusémy, Ze istnieje
liczcba n > 0 taka, Ze dla kazdego punktu x € X i kazdego otoczenia O, tego
punktu istnieje y € Oy oraz liczba n € Ny, dla ktérych

d(8"(x),8"(v)) = 1.

Powiemy wtedy, Ze uktad spetnia warunek wrazliwosci na potoZenia poczqtkowe,
ktory bedziemy w dalszym ciggu nazywac krotko warunkiem [W].
Stalg dodatniq N nazywamy stalq wrazliwosci uktadu (X, S) .

Definicja 3.4. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym. Powiemy, Ze ten uktad
spetnia warunek tranzytywnosci, ktory bedziemy w dalszym ciggu nazywac krot-
ko warunkiem [T], jezeli dla dowolnych zbiorow otwartych i niepustych A,B C X
istnieje punkt x € A i liczham € N takie, ze S™ (x) € B.

Bez dodatkowych zatozer niewiele mozna powiedziec¢ o zaleznoSciach pomie-
dzy zdefiniowanymi powyzej wlasnoSciami. Nieco lepiej jest w (,,modelowe;j” zresz-
tg) sytuacji, gdy X jest przedzialem w zbiorze R liczb rzeczywistych ze zwykla, eu-
klidesowa metryka dang wzorem: d (x,y) = |x —y|,x,y € X, adynamika S: X — X
jest funkcja ciagta przeksztalcajaca przedziat X w X. (Bedziemy badac ten przypa-
dek w nastepnych paragrafach).
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Wprowadzimy teraz pewne terminy i oznaczenia. Jezeli (X, d) jest przestrzenig
metryczng, A C X, A # 0 i x € X, to odleglos¢ pomigdzy punktem x i zbiorem A
jest liczba dang wzorem

dist (x,A) = ilelgd(x,a) .
Jezeli A,B C X sa zbiorami niepustymi, to przyjmujemy, ze
dist (A,B) = inf{d (a,b) :a € AND € B}.
Zauwazmy, ze dla kazdego x € X zachodzi nieréwnos$¢:
dist (A,B) < dist (x,A) +dist (x,B). 3.
Ponadto jezeli zbiory A, B sg zwarte, w szczeg6lnosci gdy sg skoriczone, to
ANB=0<dist (A,B) > 0. 3.2)
Niech (X, S) bedzie uktadem dynamicznym. Dla kazdego x € X symbolem
T, ={S"(x) :n € No}.
bedziemy oznaczad zbidr wszystkich punktéw trajektorii (S" (x)), n € N, punktu x.

Twierdzenie 3.1. . Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym z cigglq dynamikg
S, spetniajgcym warunki [G] i [T]. JeZeli w przestrzeni X istniejq dwa punkty
okresowe a,b takie, ze T,NT, = 0, to uktad (X,S) spetnia takze warunek [W].

Dowdd. Niech 6 =dist (T,,Ty).Z zalozenia iz (3.2) wynika, ze 6 > 0. Pokazemy,
ze uklad (X, S) spelnia warunek [W] ze stalg wrazliwosci n = %5.
Niech x € X bedzie dowolnym punktem. Z (3.1) wynika, ze

dist (x,T,) +dist (x,T;) > 81,

wigc przynajmniej jedna z liczb dist (x, T, ) oraz dist (x, T;) jest wieksza badz réwna
4n. Przypu$émy np., ze
dist (x,T;) > 4n (3.3)
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(jezeli dist (x,T,) > 4n, rozumujemy podobnie). Niech O, bedzie dowolnym oto-
czeniem punktu x. Zbior
U=0,NK(x;n) 3.4

jest otwarty w przestrzeni X i niepusty (x € U). Poniewaz uklad speinia warunek
[G], wiec w zbiorze U istnieje punkt okresowy z. Niech p € N bedzie okresem tego
punktu. Potézmy

W= (p]s—f' (K (S (a);m)].

Wtedy W jest zbiorem otwartym (jako iloczyn skoriczonej liczby zbioréw otwar-
tych
S~/ [K (8 (a);n)], (zob. fakt 2.6) i niepustym (gdyz a € W). Poniewaz uktad spet-
nia warunek [T], wiec istnieje y € U i m € N takie, ze S (y) € W.

Niech k = Ent (%) +1. Weedy k— 1< ™ <k, astad

1< pk—m<p.
Wobec tego
S () = SM(S" (0) €S W) CK (SH @i ). (BS)
Z nieréwnosci trdjkata dla metryki d otrzymujemy:
d (x5 (@) <d(x2)+d (2,57 (0) +d (S ().5" " (@),
czyli
d (87 (2),5™ () 2 d (x5 (@) —d (7 (), "7 (@) ~d (x,2), (3.6)

gdyz 7 jest punktem okresowym o okresie p i SP* (z) = z.
Poniewaz z € K (x; 1), wigc d (x,z) < 1. Podobnie, S7* (y) € K (S7~™ (a) ;1)
(zob. wzér (3.5)), wiec

d (spk (y),sPk=m (a)) <.
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Na koniec zauwazmy, ze P~ (a) € T, i wobec (3.3) jest d (x,S7™ (a)) > 47.

Z nieréwnosci (3.6) wynika zatem, ze
d (7 (2),5™ () = 4n—n—n=2n.
Kladac n = pk i ponownie stosujac nieréwnos¢ tréjkata, stwierdzamy, ze
d(8"(2),8" (%)) +d (8" (x),8" (v)) = d (8" (2),5" (v)) = 27.

Wobec tegod (8" (z),8" (x)) = nlubd (8" (x),8" (y)) = n. Alez,y € U, wiec takze
Z,¥ € Oy (zob. wzér (3.4)). W obydwu przypadkach oznacza to zatem, ze uktad

(X,S) spetnia warunek [W] ze statg wrazliwosci 1. O

Definicja 3.5. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym. Powiemy, Ze uktad ten
Jest chaotyczny (lub ze dynamika uktadu jest chaotyczna), jezeli (X,S) spetnia wa-
runki [G], [W] i [T].

4 Uklady dynamiczne na prostej liczbowej

W tym paragrafie zajmujemy si¢ topologicznymi uktadami dynamicznymi z cza-
sem dyskretnym typu (P, f), gdzie f : P — P, za$ P C R jest przedzialem o niepu-
stym wnetrzu, tj. jednym ze zbioréw postaci: (a,b), [a,b), (a,b], |a,b], (a,+oe),
[a,+00), (—e0,a), (—oo,a], (—oo,+o0), gdzie a,b € Ria < b. Rodzing wszystkich
takich przedziatéw oznaczymy przez &?. Metryka w przedziale P € & bedzie za-
wsze metryka euklidesowa, dang wzorem d (x,y) = |x — y| dla wszystkich x,y € P.
Zaczniemy od przypomnienia wlasnosci Darboux funkcji cigglych.

Fakt 4.1. Niech P € & iniech f: P — R bedzie funkcjq cigglq. Niech x;,x; € P,
x1 < xp. Wrtedy dla kazdej liczby y zawartej pomiedzy f(x1) oraz f(x2) (tzn.
takiej, ze f (x1) <y < f(x2) lub f(x2) >y > f(x1) ) istnieje taki x € (x1,x2), Ze
fx) =y

Whioskami z wlasnosci Darboux sg nastepujace fakty.
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Fakt 4.2. Niech P € &7 iniech f: P — R bedzie funkcjq cigglq. Jezeli f nie
Jest funkcjq statq, to obraz f (P) przedziatu P poprzez funkcje f jest przedziatem
nalezgcym do rodziny 2.

Fakt 4.3. Niecha,b € R, a <b, iniech f : [a,b] = R bedzie funkcjq cigglq Jezeli
funkcja f przyjmuje na koricach przedziatu [a,b] wartosci réznych znakéw (tzn.
fla) <0 i f(b)>0 lub f(a) >0 i f(b) <0), to istnieje taki x € (a,b), ze
f=o.

Zaczniemy od nastepujacego lematu, dotyczacego wszytkich topologicznych
uktadéw dynamicznych z czasem dyskretnym. Jezeli (X,S) jest takim ukadem,
A C X im e Ny, to bedziemy stosowaé oznaczenie: S~ (A) = (") ' (A).

Lemat 4.1. Niech (X,S) bedzie uktadem dynamicznym z cigglq dynamikq S, spet-
niajgcym warunek [T]. Dla dowolnych zbiorow otwartych i niepustych A,B C X
i dowolnego m € N istnieje punkt x € A i liczhan € N takie, Zen >miS" (x) € B.

Dowdéd. Niech A,B C X, m € N. Wobec ciaglosci dynamiki S zbiér S~ (B) jest

otwarty. Z warunku [T] wynika, Ze istnieje x € A i liczba k € N taka, ze S (x) €

S™™(B). Wtedy $™ (S¥ (x)) € B, czyli S™** (x) € Biwystarczy przyjaé, zen = m+k.
0

Lemat 4.2. Niecha,b € R, a <b, iniech (la,b],f) bedzie uktadem dynamicznym
z cigglq dynamikq f. Wtedy istnieje punkt staty dynamiki f w przedziale |a,b].

Latwy dowdd pomijamy.

Lemat 4.3. Niech P € & iniech (P,f) bedzie uktadem dynamicznym z cigglg
dynamikg f. Jezeli Q C P, Q € & jest przedziatem nie zawierajgcym punktow
okresowych i xy € Q oraz p,n € N sq takie, Zen < p i f"(x9) € Q, fP(x9) € Q,
1o xo < f"(x0) < fP(x0) lubxo > f"(x0) > fP (x0).

Dowod. Niech Q C P bedzie przedziatem nie zawierajacym punktéw okresowych
i przypus¢my, ze xo € Q,n < p, f" (x0) € Q1 7 (x0) € Q. Wtedy f" (xo) # f7 (x0),
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gdyz w przeciwnym razie punkt f” (xo) bytby punktem okresowym w przedziale
Q o okresie nie wickszym od p — n, wbrew zalozeniu. Niech bedzie xo < f" (xo)
(w przypadku, gdy xo > f" (xo) , rozumujemy analogicznie). Pokazemy, ze wtedy
I (x0) < fP (x0) -

Przypus$émy, ze tak nie jest, czyli ze f7 (x9) < f"(xo). Dalsze rozumowanie
podzielimy na etapy.

Etap I. Niech g (x) = f" (x) dla wszystkich x € P. Wtedy jest g (xo) = f" (x0) ,
czyli g(x0) € Q. Wykazemy indukcyijnie, ze xo < g*(xo) dla wszystkich k € N.
Z zalozenia jest xo < g (xo) . Przypusémy, ze dla pewnego k € N jest

k+1 (

X < g (x0), & (x0) <g(x).

k1 (x9) = g (x0) oznaczalaby, ze f™* (g (x0)) = g (x0) , czyli ze g (xo) jest

punktem okresowym o okresie nie przekraczajacym nk, wbrew zalozeniu o prze-
dziale Q. Zatem musi by¢ gt (xp) < g(xo) -
Niech ¢ (x) = g" (x) —x dla x € P. Wtedy

Rownosé g

@ (x0) = g* (x0) —x0 >0

oraz

¢ (g(x0)) =g (x0) — g (x0) <0,

wigc (zob. fakt 4.3) istnieje ¢ € (xo,g (x0)) C Q taki, ze ¢ (c) = 0, czyli g*(c) =
™ (c) = c. Oznacza to, ze punkt c jest punktem okresowym o okresie nie przekra-
czajacym nk, wbrew zalozeniu o przedziale Q. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi,
ze musi by¢ g (xo) < g"! (x0) , a poniewaz xq < g (xo) , wiec xo < g5 (x).

Etap II. Niech 4 (x) = fP~" (x) dla wszystkich x € P. Wtedy jest 2 (f" (x9)) =
fP (x0), czyli h (f" (x0)) € Q. Wykazemy indukcyijnie, ze A (" (x)) < f" (x0) dla
wszystkich k € N. Z zalozenia jest i (f" (x9)) < f" (xo) . Przypusémy, ze dla pew-
nego k € N jest

(" (x0)) < f" (o), HH(f" (x0)) = R (" (x0)).
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R6wnosé i+ (7 (xo)) = h (f" (x0)) znaczylaby, ze fP~% [h(f" (x0))] = h (f" (x0)),

czylize h (f" (xo)) jest punktem okresowym o okresie nie przekraczajacym (p —n) k,

wbrew zalozeniu o przedziale Q. Zatem musi byé H*1 (£ (x0)) > h(f" (x0)).
Niech ¥ (x) = i* (x) —x dla x € P. Wtedy

W (f" (x0)) = K (f" (x0)) = f" (x0) < O

wlh(f" (x0)] = K (" (x0) =R (" (x0)) > O,

wiec (zob. fakt 4.3) istnieje punkt

¢ € (h(f" (x0)),f" (x0)) = (f" (x0) , /" (x0)) € Q

taki, ze W (¢) = 0, czyli h* (¢) = f(P~"% (¢) = ¢. Oznacza to, ze punkt c jest punktem
okresowym o okresie nie przekraczajacym (p — n)k, wbrew zatozeniu o przedzia-
le Q. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze musi byé A1 (" (x9)) < h(f" (x0)),
a poniewaz h (f" (x0)) < f™ (xo), wigc AL (£ (x0)) < £ (x0) .

Etap II1. Z rozwazaii etapu I wynika, ze xo < g7 " (xo) , czyli xo < fP~"" (xo) .
Z kolei z etapu 11 wynika, ze & (f" (x0)) < f" (x0) , czyli fP~" (£ (x0)) < f" (x0)-

Rozwazmy funkcje @ okre$long wzorem:
@ (x) = fP" (x) —x

dla x € P. Wtedy
o (x0) = fP7" (x0) —x0 > 0

oraz
o (f"(x0)) = f7~"" (f" (x0)) = f" (x0) <O,

wigc (zob. fakt 4.3) istnieje punkt ¢ € (xo, /" (x9)) C Q taki, ze w(c) = 0, czy-
li flp—nn (¢) = c¢. Oznacza to, ze punkt ¢ jest punktem okresowym o okresie nie
przekraczajagcym (p —n)n, wbrew zatozeniu o przedziale Q. OtrzymaliSmy wigc

sprzeczno$¢, co dowodzi, ze musi by¢ f" (xo) < fP (xo). O
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Twierdzenie 4.1. . Niech P € &. Kazdy uktad dynamiczny (P, f) z cigglq dyna-
mikq f spetniajgcy warunek [T] spetnia takze warunek [G].

Dowéd. Nalezy udowodnié, ze punkty okresowe dynamiki f tworza zbior gesty
w przedziale P. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje punkt w przedziale P oraz
otoczenie tegoz punktu nie zawierajace punktow okresowych. Innymi stowy, ist-
nieje przedzial otwarty niepusty U C P nie zawierajacy punktéw okresowych. Po-
niewaz uktad (P, f) spetnia warunek [T], wiec istnieje x € U oraz liczba n € N taka,
ze f"(x) € U.

Niech y = f"(x). Poniewaz U z zatozenia nie zawiera punktéw okresowych,
wiec y # x. Wobec cigglosci funkcji f”, mozemy znalezé otoczenie W punktu y
i rozaczne z nim otoczenie Q punktu x takie, ze f* (Q) CWorazQ CUiW C U.
Z lematu 4.1 wynika, ze istnieje liczba p € N, p > n, oraz punkt xy € Q taki, ze
fP(x0) € Q. Wtedy xp €U, " (x0) €U, f? (x0) € U,n < piprzedzial U nie zawiera
punktéw okresowych dynamiki f, mozemy wiec zastosowaé lemat 4.3. Wynika
z niego, ze xo < f"(x0) < fP (x0) lub xo > f"(x0) > fP (xo). Poniewaz xy € Q
i fP(xo) € Q, za$ Q jest przedziatem, w obydwu przypadkach jest " (xo) € Q.
Z drugiej strony f" (xo) e WiWNQ =0, czyli f"(xo) ¢ Q.

OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ - tym samym dowdd zostal zakoriczony. O

Wnhiosek 4.1. Niech P € &. Kazdy uklad dynamiczny (P, f) z ciggta dynamika
f spetniajacy warunek [T] jest chaotyczny.

Dowéd. Na mocy twierdzenia 4.1 rozwazany uktad spetnia warunek [G]. Ponie-
waz przedzial P ma niepuste wnetrze, wigc tatwo mozna pokazad, ze istniejg w tym
przedziale punkty okresowe a,b takie, ze T, N T, = 0, gdzie T, oraz T, oznaczaja
zbiory wszystkich punktéw trajektorii punktéw a i b, odpowiednio (zob. oznacze-
nia z par. 3). Wystarczy teraz skorzysta¢ z twierdzenia 3.1. O

Zasygnalizujemy w tym miejscu dwa twierdzenia zwigzane z wlasno$ciami dy-
namik ciggtych w przedziatach na osi liczbowej. Pierwsze z nich, méwiac bardzo

ogOlnie i nie wchodzac w szczeg6ly, stwierdza chaotyczno$¢ dynamiki, dla ktérej
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istnieja punkty okresowe o okresie 3 (zob. [11]). Uog6lnieniem tego rezultatu jest
stynne twierdzenie Szarkowskiego z 1964 r. (Zauwazmy w tym miejscu, ze ory-
ginalna praca Szarkowskiego [21] przez dlugi czas pozostawata ,,niezauwazona”

przez ogdt matematykow).

5 Uklady dynamiczne na prostej liczbowej — ciag dalszy

Niech P = [0,1] C R. W tym paragrafie bgdziemy studiowaé uktad dynamiczny

(P,S) z trzema konkretnymi dynamikami S.

Definicja 5.1. Funkcje D; : [0,1] — [0,1] okreslong wzorem

2x, gd 0<x<l,
D2(x):{ @ 2 5.1)

2x—1, gdy%éxgl
dla wszystkich x € [0, 1] nazywamy funkcjq 2-adyczng.

Funkcja D, jest oczywiScie nieciagta w punkcie % W celu zbadania wtasnoSci
ukfadu dynamicznego ([0, 1],D,) zaczniemy od przypomnienia niezb¢dnych wia-
domosci dotyczacych szeregéw liczbowych.

Szereg

Y aoq’, (5.2)
Jj=0

gdzie ap € Ri g € R, nazywamy szeregiem geometrycznym. Liczbe g nazywamy

ilorazem tego szeregu.

Fakt 5.1. JezZeli ag # 0, to szereg geometryczny (5.2) jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy |q| < 1. Zachodzi wtedy réwnosé:

Jezeliay =0, to ):;'O:o aog’ = 0.
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Fakt 5.2. Niech }.7_x; bedzie szeregiem o wyrazach nieujemnych. Jezeli istnieje
szereg geometryczny zbiezny o wyrazach nieujemnych (5.2) taki, Ze 0 < x; < aoq’
dla wszystkich j € No, to szereg Y7o x; jest zbiezny i }.7_ox; < Y7y aog’.

Lemat 5.1. Dla kazdej liczby x € [0, 1] istnieje cigg (xj), j € Ny, liczb ze zbioru

dwuelementowego {0, 1} taki, ze
x=Y 2. (5.3)

Zauwazmy, ze szereg po prawej stronie wzoru (5.3) jest zawsze zbiezny na mo-
cy faktu 5.2.

Definicja 5.2. Niechx € [0,1]. Cigg (x;), j € No, o ktorym mowa w lemacie 5.1
nazywamy ciggiem kolejnych cyfr w zapisie liczby x w systemie pozycyjnym o pod-
stawie 2 lub krotko, w zapisie dwojkowym tej liczby. (Mowi sie takze o rozwinieciu

dwdéjkowym liczby x ). Bedziemy stosowac oznaczenie:
X = (XQ,X1X2X3...)2, (5.4)

gdzie cigg (x;), j € Ny, liczb ze zbioru dwuelementowego {0,1} spetnia rownosé
(5.3).

Niekiedy mamy wiecej niz jedng mozliwos¢. Tak np. fatwo mozna si¢ przeko-
naé, ze:

3
7 = (0.11000...), = (0,10111...),

(w pierwszym zapisie dwéjkowym tylko dwie cyfry sa rowne 1, a pozostate sg
réwne 0, podczas gdy w drugim tylko dwie cyfry sa réwne 0, a pozostale sa réwne
1).

Zapis dwdéjkowy (5.4) liczby x € [0, 1] nazywamy skoriczonym, gdy ciag (x;),
J € Ny, kolejnych cyfr w zapisie dwéjkowym liczby x jest od pewnego miejsca staly
i jego wyrazy od tego miejsca sa rowne 0, tj. gdy istnieje taka liczba jy € Ny, ze
x; = 0 dla wszystkich j > jo.
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Lemat 5.2. Liczba x € [0,1], x # 0, ma dwa rézne zapisy dwdjkowe wtedy i tylko
wtedy, gdy jeden z nich jest skoriczony:

x = (x0,X1x2...X,—11000...)

1. cigg (xj), j € No, kolejnych cyfrw zapisie dwojkowym liczby x spetnia warunek:
istnieje m € Ny takie, Ze x,, = 1 oraz x; = 0 dla wszystkich j > m. Drugim zapisem
liczby x jest

x = (x0,X1%2...%—10111...),

y. cigg (yj), Jj € No, kolejnych cyfr w tym zapisie spetnia warunek: y; = x; dla
wszystkich j € {0,1,....m—1}, y, =0 orazy; =1 dla wszystkich j > m.

Zapis dwojkowy (5.4) liczby x € [0, 1] nazywamy okresowym, gdy istnieja takie
liczby s € Ny i p € N, ze dla kazdego j € Ny, gdzie

j=gp+r i qeNy, re{0,1,..,p—1},

zachodzi réwnos$¢: x, j = xy,. Inaczej méwigc, okresowy zapis dwdjkowy liczby

X ma postaé:

X = (X0, X162+ XX 4 1+ X g p 1 XsXg 1o Xy p1XsgXs 4 1o Xg g p1ee) -

Liczbe p nazywamy dfugoscig okresu w tym zapisie.
Jak z tego widad, zapis dwdjkowy skoriczony uwazamy za okresowy, podobnie
jak zapis dwdjkowy, w ktérym wszystkie cyfry od pewnego miejsca réwne sg 1.

Nastepujacy fakt jest dobrze znany.

Fakt 5.3. Liczba x € [0,1] ma zapis dwdjkowy okresowy wtedy i tylko wtedy, gdy
Jjest liczbq wymierng.

Zajmiemy si¢ teraz dziataniem dynamiki 2-adycznej D; na liczby x € [0, 1] za-

pisane w postaci dwdjkowe;j.
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Definicja 5.3. Niech x € [0,1]. Standardowym zapisem dwdjkowym liczby x na-
zywac bedziemy jej zapis dwaojkowy skoriczony w przypadku, gdy liczba x ma dwa
zapisy dwojkowe (zob. lemat 5.2), lub jedyny istniejgcy zapis dwdjkowy tej liczby
w pozostatym przypadku.

Tak wiec w standardowym zapisie dwdjkowym nie zdarzy sie nigdy tak, Ze

wszystkie od pewnego miejsca cyfry zapisu bedq rowne 1.

Lemat 5.3. Niech 0 < x < § iniechx = (0,0x2x3...), bedzie standardowym za-
pisem dwojkowym liczby x . Wtedy

Ds (x) = (0,x2x3x4...), (5.5)
Jest standardowym zapisem dwdjkowym liczby D (x) .

Dowdd. Niech (x;), j € Ny, bedzie ciggiem kolejnych cyfr w standardowym zapi-
sie dwéjkowym liczby x. Wtedy xo = x; = 0 i ze wzoru (5.3) mamy

a z definicji 5.1 otrzymujemy:

DZ(X)_zx_2<Z 2J'> =Ly =L

j=2 j=2 j=1

skad juz wynika wzo6r (5.5). Zapis dany tym wzorem jest oczywiscie standardowy.
O

W analogiczny sposéb mozemy udowodnié nastepny lemat.

Lemat 5.4. Niech 3 <x <1 iniechx = (0,1x2x3...), bedzie standardowym za-
pisem dwojkowym llczby x . Wtedy

Ds (x) = (0,x2x3x4...), (5.6)

Jest standardowym zapisem dwdjkowym liczby D (x) .
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Z lematéw 5.3 i 5.4 wynika

Whiosek 5.1. Niech 0 <x < 1 iniech (x;), j € Ny, bedzie ciagiem kolejnych cyfr
standardowego zapisu dwdéjkowego liczby x. Wtedy xo =0 i (y;), j € No, gdzie
vo=0, y; =x;41 dlakazdego j € N jest ciggiem kolejnych cyfr standardowego
zapisu dwdjkowego liczby y = D; (x).

Dynamika D, dziata wigc nadzwyczaj prosto— gdy 0 < x < lix= (0,x;x2x3...),

w postaci standardowej, to
Ds (x) = (0,x2x3x4...), (5.7)

jest standardowym zapisem dwéjkowym liczby D; (x) . Wyjatkiem jest x = 1, gdzie
przyjmujemy, ze D, (1) = 1.

Wnhiosek 5.2. Ukfad dynamiczny ([0,1],D,) speinia warunek [G].

Dowdd. Niech A bedzie dowolnym otwartym podzbiorem przedziatu [0, 1]. Mamy
pokazac, ze istnieje punkt okresowy x € A. Wybierzmy r > 0 i punkt y € A taki,
ze (y—ry+r) CA. (Zatemy # 1). Niech (y;), j € No, bedzie ciagiem kolejnych
cyfr standardowego zapisu dwdjkowego liczby y. Wtedy yo =0,y = (0,y1y2y3...), -
Niech p bedzie liczba naturalng tak dobrana, ze zip < r. Rozwazmy liczbe x, ktdrej
standardowy zapis dwdjkowy jest okresowy o okresie dtugosci p i ma postaé: x =
(0,x1x2x3...), , gdzie xo = 0 i dla kazdego j = pk—r, k e N, r € {0,...,p—1}
ktadziemy

Xj = Xpk—r = Yp—r-

Standardowy zapis dwdjkowy liczby x ma wiec postac

X = (0,192 YpY 12 Y pY1Y2--Yp-- ),

i ze wzoru (5.7) fatwo wynika, ze D5 (x) = x. Punkt x jest wigc okresowy. Poza tym
mamy z (5.3):

SV v Y e Y
IR

Jj=0
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X 2ox;
=Y5= E?

J=0 Jj= Jj=1 Jj=p+1
wiec
p-x= Y 2Z- Y i< ¥ <Y S==<r
Jj=p+1 2 J=p+1 2 Jj=p+1 2 J=p+1 2 2

na mocy faktéw 5.1 1 f 4.2, gdyz ‘y =X j| < 1 dla wszystkich j € Ny. Wobec tego
x€(y—ry+r) CA. O

Wnhiosek 5.3. Uktad dynamiczny ([0, 1],D;) spetnia warunek [T].

Dowdd. Wezmy dwa zbiory otwarte A, B C [0,1] i niech z € B. Wybierzmy r > 0
i punkt y € A taki, ze (y—r,y+r) C A. (Zatem y # 1). Niech (z;), j € Ny, be-
dzie ciggiem kolejnych cyfr standardowego zapisu dwdjkowego liczby z. Podobnie,
niech (y;), j € No, bedzie ciagiem kolejnych cyfr standardowego zapisu dwojko-
wego liczby y. Wtedy yo = 0, y = (0,y1y2y3...), . Wybierzmy liczb¢ naturalng m
tak duza, ze 2,,,1—,] < r. Rozwazmy liczbe x, ktdrej standardowy zapis dwojkowy ma
postac:

x= (0,715 Ym-1212223--- )5

(czyli ciagiem kolejnych cyfr standardowego zapisu dwdjkowego liczby x jest ciag
(xj), €Ny, gdziexo =0,x;=y;dlaje{l,...m—1}ixj=zj_pq1 dlaj>m).
Rozumujgc podobnie jak w dowodzie wniosku 5.1 stwierdzamy tatwo, ze [y — x| < r,
czyli ze x € (y—r,y+r) C A. Zarazem z (5.7) fatwo wynika, ze D' (x) = z, czyli
DY (x) € B. O

Wnhiosek 5.4. Uklad dynamiczny ([0,1],D,) spelnia warunek [W].

Dowdd. Wybierzmy x € [0, 1] i otoczenie O, punktu x. Rozpatrzymy przypadek,
gdy x # 1 (dow6d w przypadku gdy x = 1 jest fatwy). Wybierzmy liczbe r > 0 taka,
ze (x —r,x+r) C Oy iniech (x;), j € Ny, bedzie ciagiem kolejnych cyfr standar-
dowego zapisu dwdjkowego liczby x. Niech n bedzie liczbg naturalng tak duza, ze

2% < r. Rozwazmy liczbe y taka, ze ciggiem kolejnych cyfr standardowego zapisu
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dwéjkowego tej liczby jest ciag (y;), j € Ny, gdzie y; = x; dla wszystkich j # n,

) 1, gdyx, =0,
o 0, gdy x, = 1.

natomiast

Tak jak w dowodzie wniosku 5.1 stwierdzamy tatwo, ze |y—x| < r, czyli ze
y € (x—r,x+r) C Oy. Natomiast |D4 (x) — D4 (y)| = 3. Oznacza to, ze uktad spet-

nia warunek [W] ze statg wrazliwoSci % O
Wobec definicji 3.5 mamy oczywisty wniosek.
Whiosek 5.5. Ukfad dynamiczny ([0,1],D,) jest chaotyczny.
Przejdziemy teraz do drugiego przeksztalcenia przedziatu [0, 1].
Definicja 5.4. Funkcje T : [0,1] — [0, 1] okreslong wzorem
T(x)=1—|2x—1| (5.8)
dla wszystkich x € [0,1] nazywamy funkcjq namiotowq.

Funkcja namiotowa dana wzorem (5.8) jest oczywisScie ciggla. Dlatego wyka-
zanie chaotycznosci uktadu dynamicznego ([0,1],7) jest prostsze, gdyz dowodu
wymaga jedynie tranzytywno$¢ dynamiki 7.

Pomocny tu jest nastgpujacy lemat.
Lemat 5.5. Dla wszystkichn € N, n > 2 zachodzi rownosc:
T"=ToDj ' (5.9

Dowdd. Zastosujemy indukcje. BezpoSrednim rachunkiem (z wykorzystaniem wzo-
réw (5.1) i (5.8)) sprawdzamy, ze T?> = T o Dy, czyli ze T? (x) = T (D, (x)) dla
kazdego x € [0, 1]. Zatézmy, ze T" = T o D3~ !, gdzie n > 2. Wtedy mamy:

T""'=ToT"=To(ToDy ')=T?oDy ' =(ToDy)oDy ' =ToDj,

co dowodzi prawdziwosci wzoru (5.9). ]
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Lemat 5.6. Uktad dynamiczny ([0,1],T) spetnia warunek [T].
Dowdd tatwo wynika z wniosku 5.3 i z lematu 5.5.
Wnhiosek 5.6. Ukfad dynamiczny ([0,1],7) jest chaotyczny.

Dowéd. Wystarczy skorzystaé z definicji ukiadu chaotycznego. O
Przejdziemy do trzeciego przeksztatcenia przedziatu [0, 1].
Definicja 5.5. FunkcjeV :[0,1] — [0, 1] okreslong wzorem
V(x) =4x(1 —x) (5.10)
dla wszystkich x € [0,1] nazywamy funkcjq logistyczng.

Funkcja logistyczna dana wzorem (5.10) jest oczywiScie ciggla. Dlatego, jak
poprzednio, udowodnienie chaotycznosci uktadu dynamicznego ([0, 1],V) bedzie
wymagato jedynie wykazania tranzytywnosci dynamiki V.

Pomocne tu sg nastepujace lematy.

Lemat 5.7. Funkcja h:[0,1] — [0,1] okreslona wzorem

T.
h@):smzcgv (5.11)
dla wszystkich x € [0,1] jest ciggta, rosnqgca i przeksztatca przedziat [0, 1] wzajem-
nie jednoznacznie na siebie, a funkcja odwrotna h™1 : [0,1] — [0,1] jest réwniez
ciggta.

Lemat 5.8. Zachodzi rownosé:
V=hoToh!, (5.12)

gdzie funkcja h jest okreslona wzorem (5.11), funkcja T jest okreslona wzorem

(5.8), a funkcja 'V jest okreslona wzorem (5.10).
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Dowdd. Poniewaz funkcja h jest wzajemnie jednoznaczna, wiec dowodzona row-
no$¢ (5.12) jest rownowazna réwnosci V o = ho T. Niech x € [0, 3] . Ze wzoru

(5.8) tatwo wynika, ze wtedy jest T (x) = 2x i mamy:

V(h() = 4h(x) (1= (@) =4sin? (ZF) (1-sin? (57) ) =

T T
= 4sin’ (%) cos’ (%) = sin’ (7x),
a z drugiej strony

B (T (x)) = sin (”TZ(X)> — sin (x),

wiec V (h(x)) = h(T (x)). Gdy x € [0,3] , rozumujemy podobnie. O

Korzystajac ze wzoru (5.12) mozemy tatwo wyznaczaé kolejne iteracje funkcji

logistycznej, gdyz, jak tatwo spostrzec,
V'=hoT"oh™! (5.13)

dla wszystkich n € N. Wobec ciggtosci funkcji 4 i A~ bez trudu mozemy teraz

wykazaé nastepujacy lemat.
Lemat 5.9. Uktad dynamiczny ([0,1],V) spetnia warunek [T].
Wnhiosek 5.7. Uktad dynamiczny ([0,1],V) jest chaotyczny.

Dowéd. Wynika to z definicji uktadu chaotycznego. O

Badane w tym paragrafie funkcje mogg si¢ wydawacé (i sa) wybraymi w spo-
s6b przypadkowy. Pewnym usprawiedliwieniem tak szczegdtowego studiowania
ich wlasnosci jest fakt (zob. np. [5], [13]), Ze zachowanie si¢ tych dynamik jest
w pewnym sensie ,,typowe” dla duzo szerszej klasy dynamik dziatajacych w prze-

dziale na osi liczbowe;j.
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6 Izometrie i podobienstwa w przestrzeniach

euklidesowych

W tym paragrafie zajmujemy si¢ pewnymi szczeg6lnymi typami przeksztatcen F :
R" — R™ przestrzeni euklidesowej w przestrzen euklidesowa. Symbol 0 bedzie
oznaczaé wektor zerowy przestrzeni R”, 0 = (0,0,...,0). Symbol I, bedzie ozna-

cza¢ macierz jednostkowg stopnia 7,

1 0 0

0 1 0
I, =

0 O 1

Niech p € R" i niech r € R, r # 0. Jednoktadnoscig o srodku w punkcie p

i skali r nazywamy przeksztalcenie J,, , : R" — R" spetniajace dla wszystkich x € R"

warunek:

Jpr(x)—p=r(x—p).
Mamy wigc:

Jpr(x)=(1=r)p+rx 6.1)
dla kazdego x € R".

W przypadku gdy p jest wektorem zerowym, wzor (6.1) przyjmuje postad
Jor (x) = rx,

jezeli wiec x = (x1,X2,...,%,), ¥y = (V1,¥2, -, yn) iy =Jo (X), tO

Y1 =rx,
Y2 =TrXxp,
Vn = rXy.

Przeksztatcenie F : R” — R przestrzeni euklidesowej R" w przestrzeri eukli-

desowa R™ (n,m € N) nazywamy izometriq, jezeli

1F (x) = F (9)l| = [lx =l
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dla wszystkich punktéw x,y € R".
Najczesciej bedziemy mieli do czynienia z przypadkiem, gdy n = m, czyli gdy
izometria F odwzorowuje przestrzei R" w siebie, F : R" — R". Przyporzadkujmy

kazdemu wektorowi x € R", x = (x,x2,...,X,) jednokolumnowa macierz

X1

X2

Xn
Prawdziwe sg nastgpujace, dobrze znane stwierdzenia.
Fakt 6.1. Niech F : R" — R" bedzie izometrig. Istniejg wtedy: macierz kwadratowa

A stopnia n (zwana macierzq izometrii F') oraz wektor w € R" takie, ze A AT =

AT -A =1, (gdzie AT jest macierzq transponowanq do macierzy A ) oraz
[F(x)]=A-[x]+[w] (6.2)

dla kazdego x € R". Na odwrét, kazde przeksztafcenie przestrzeni R" w siebie
powyziszej postaci jest izometriq.
Kazida izometria F : R" — R" jest funkcjq roznowartosciowq i przeksztatca

przestrzenn R" na catq przestrzen R”.
Jezeli zatem A = [q;j], i,j € {l,...n}, x e R iy =F(x), x = (x1,,....,X,),
y = (yla"'7yl’l) ) to

Y1 ajly ajp -+ dip X1 wi
Y2 ayy axp - ayy X2 )
Y anl 4p2 - Qpn Xn Wy

Prowadzi to do uktadu réwnari opisujacego izometri¢ F :

V1 =danXxy+apnxy+...+apgx, +wi,

Y2 = ax1X1 +axnxy + ... + Xy +wo,

Vn = AniX1 +apX2 + ... + QppXp + Wy
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Macierz A izometrii spetnia réwnosci A-A” =1, oraz AT -A =1,,, czyli

apn ap -+ Qi ajl ax -+ anl r1 0 - 0
az axp - any ap ap - ap | [0 1 -0
- )
i dpl ap2 -+ Adpp 1 L dip ap -+ App | L 0 0 I | ]
ail a -+ dpl ail app - dig 1 o -- 0
aipp axp - am a axp -+ ay | [0 1 -0
Aip An " App apl ap2 - App 0 0 R |

Macierz kwadratowg A stopnia n taka, ze A-AT = AT . A =, nazywamy macie-
rza ortogonalng. Kazda macierz ortogonalna jest nieosobliwa, tzn. detA # 0 (gdzie
detA jest wyznacznikiem macierzy A). Co wiecej, detA = 1 lub detA = —1.

Jezeli we wzorze (Iz) jest w = 0, to izometri¢ nazywamy obrotem przestrzeni R”
wokét punktu 0. Obrét nazywamy wiasciwym, jezeli detA = 1, za$ niewtasciwym,
gdy detA = —1. Tak wigc obrét Ry 4 : R" — R" przestrzeni R" wokét punktu 0

dany jest wzorem:
[Roa (x)] =A-[x] (6.3)

dla kazdego x € R, gdzie A jest macierza ortogonalng stopnia 7.
Niech w € R” bedzie ustalonym wektorem. Translacjq (lub przesunigciem)
przestrzeni R" o wektor w nazywamy przeksztatcenie 7;, : R” — R" opisane wzo-

rem:

T,(x)=x+w (6.4)

dla kazdego x € R". Kazda translacja jest izometrig. W postaci (6.2) (zob. fakt 6.1)

translacje 7, opisuje wzor

macierz translacji jest wiec macierza jednostkowa.
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Nietrudno sprawdzi¢, Ze ztoZenie translacji przestrzeni R" o wektor u z trans-
lacja przestrzeni R" o wektor w (u,w € R") jest translacjg tej przestrzeni o wektor

u+w, czyli zachodzi réwnos§¢
T,oTy = Tyyw-

Ponadto izometria odwrotna do translacji przestrzeni R" o wektor w € R" jest trans-

lacja tej przestrzeni o wektor —w, czyli
T '=1,.

Translacja Ty : R" — R" przestrzeni R"” o wektor zerowy jest przeksztalceniem
tozsamosciowym, 7y (x) = x dla kazdego x € R".

Mozemy teraz uog6lni¢ pojecie obrotu przestrzeni euklidesowej. Ustalmy punkt
p € R". Obrotem przestrzeni R" wokét punktu p nazywamy kazde przeksztatcenie
Ry 4 : R" — R" postaci:

Rpa=T,0Rpp0T-), (6.5)

gdzie Ry 4 jest dowolnym obrotem przestrzeni R" woké6t punktu 0.

Zajmiemy sie bardziej szczeg6towo izometriami ptaszczyzny euklidesowej R?.
Mozna w tym przypadku opisaé wszystkie macierze ortogonalne. Mianowicie, je-

zeli A jest macierzg ortogonalng stopnia 2, to

sino, cos

Ao cosq, —sino
sino, —coso

] lub A=

cos o, sin o ]
)

gdzie a € R jest pewna liczba rzeczywista. (Na odwr6t, macierze majace powyzsza
postaé sg macierzami ortogonalnymi dla kazdego o € R).
Latwo mozna sprawdzié, ze

cosQ, —sino cosQ sinQ
det| 7 =1, det| =—1.
sin, cos o sinot, —coso

Zgodnie z definicjg obrotu wiasciwego, obrét wiasciwy ptaszczyzny R? wokét punk-

tu 0 dany jest wzorem (6.3), gdzie

A cos, —sinQ
sin¢, cosQ
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jest macierza obrotu i & € R. Takg izometri¢ bedziemy nazywaé obrotem plaszczy-
zny R? o kgt o wokét punktu 0, i oznaczaé symbolem Ro.a

Zatem jezeli x,y € R?, x = (x1,x2) , y = (y1,52) iy = Rq (%), to
» cos¢, —sino X1
N sina, cosa X2

Y1 = X1 COSQ — X3 Sin X,
Yy = X1 Sin O + x cOS (.

a stad

Podobnie, translacje 7, : R? — R? ptaszczyzny o wektor w = (w1, w;) opisuja

réwnania

Y1 =X +W17
Y2 = X2 +wa.

Niech K C R? bedzie ustalong prostg. Symetrig osiowg (bedziemy méwic krét-
ko: symetrig) ptaszczyzny euklidesowej R? wzgledem prostej k nazywamy prze-
ksztalcenie Sk : R? — R? przyporzadkowujace kazdemu punktowi x € R? punkt
y = Sk (x) w taki sposéb, ze

(a) punkty x i y leza na prostej K C R? prostopadiej do prostej K,

(b) punkt p bedacy punktem przeciecia prostych K i K+ jest §rodkiem odcinka
o koricach x i y.

W prosty sposéb mozna opisa¢ symetri¢ osiowg w przypadku, gdy prosta K jest
osig OX uktadu wspétrzednych na ptaszczyZnie R%. Mianowicie jezeli x,y € R?,

x=(x1,x2),y=(y1,y2) iy =Sox (x), to

Y1 = X1,
Y2 = —X2.

Analogicznie, dla symetrii osiowej Soy wzgledem osi OY mamy:

Y1 = —X1,
Y2 = Xx2.
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Wyprowadzimy teraz wzory opisujace symetri¢ wzgledem dowolnej prostej na
plaszczyZnie euklidesowej. Wybierzmy punkt x € R?, x = (x,x2) i przypusémy, ze
prosta K ma réwnanie:

K:azi+bzp+c=0. (6.7)

Prosta K= jest zbiorem punktéw postaci z = x+1 (a,b), gdzie t € R (gdyz wektor
normalny (a,b) prostej K jest wektorem kierunkowym prostej K*). W szczeg6l-
nosci wspéirzedne punktu p = (py, p2) bedacego punktem przecigcia prostych K
i K sg dane wzorami

(6.8)

p1 = X1 +1a,
P2 = X2 +1ob,

gdzie fp € R. Wstawiajac te wspoélrzedne do réwnania (6.7) otrzymujemy:
a(x; +1toa) +b(x, +19b) +c =0,

a stad
—ax|1 —bxy —c
a*+b?
Wstawiajac to do réwnan (6.8) otrzymujemy po prostych rachunkach:

fo =

b%x; — abxy — ac

pr= a’+b? ’
_ —abx; +a*x, — be
P2 = a’+b? ’

a poniewaz p jest Srodkiem odcinka o koricach x i y (gdzie y = Sk (x),y = (y1,¥2)

jest obrazem punktu x w symetrii Sk), zatem p; = @, P2 = @, czyli

yi =2p1 —x1 1y, =2pr —xp. Ostatecznie
b*—a? n —2ab n —2ac
= —5—5|x —— | x e
NE\evr) M T\ )) P e )
—2ab . a*—b? n —2bc
= 5—5|x - | x —— ).
2E\arp ) T\ a1 )P\
Powyzsze réwnoSci mozna zapisa¢ w postaci:

Vi b2 —q? —2ab X
Sc@l=| | = cir et
2

(12+b2 I a2+b2

—2ac
212
CH L (6.9)
a*+b?
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Latwo mozna sprawdzié, Ze macierz

b*—a?* —2ab
a2+b2’ a2+b2
A= —2ab a*—b?
a2+b2  2+D?

jest ortogonalna, wigc (zob. fakt 6.1) kazda symetria osiowa Sk jest izometrig.
Przejdziemy teraz do okreSlenia waznej klasy przeksztalcen przestrzeni eukli-

desowej R".
Definicja 6.1. Niech r € R, r # 0. Podobieristwem o skali r w przestrzeni eukli-
desowej R" nazywamy kazde przeksztatcenie P : R" — R" postaci:

P=FioFo..0F,

(gdzie m € N ), przy czym doktadnie jedno sposréd przeksztatceri Fj, j€{1,...,m},
Jest jednoktadnoscig Jp, , o skali r i o dowolnym Srodku p € R, zas$ pozostate sq
izometriami w przestrzeni R".

Zachodzi nastgpujacy fakt.
Fakt 6.2. Niech P:R" — R" bedzie podobieristwem o skali v # 0. Istniejg wtedy:

macierz ortogonalna A stopnia n oraz wektor w € R" takie, Ze
[P(x)] = (rA) - [x] + [w] (6.10)

dla kazdego x € R". Na odwrot, kazde przeksztatcenie przestrzeni R" w siebie
powyzszej postaci jest podobieristwem o skali r. (Macierz rA nazywamy macierzq
podobiernistwa P ).

Kazde podobieristwo P : R" — R" jest funkcjq roznowartosciowq i przeksztatca
przestrzenn R" na catq przestrzen R”.

Jezeli zatem A = [a;j], i,j € {1,...,n}, x e R"iy=P(x), x = (X1,,....,X4),
y:(ylv"'7yn)7t0

Y1 rayy raiyp -+ rdi X1 w1

Y2 ray; raxy -+ ram, X2 w2

Yn rapy rap2 - Fdpg Xn Wy
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Zauwazmy, ze kazda izometria jest podobieristwem (wystarczy we wzorze (6.10)
przyjac¢ r = 1).

7 Samopodobienstwo. Fraktale topologiczne

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng. Przypomnijmy (zob. par. 2), ze prze-
ksztalcenie 7 : X — X nazywamy kontrakcja, jezeli istnieje stala L € R taka, ze
0 <L < 11inier6wnos¢é

d(T (x),T (y)) < Ld(x,y) (7.1)

zachodzi dla wszystkich punktéw x,y € X. Liczbe L nazywamy stata kontrakcji 7.
Jezeli T : X — X jest dowolnym przeksztalceniem (niekoniecznie bedacym
kontrakcja) i xo € X, to punkt xo nazywamy punktem statym przeksztatcenia T,
jeZeli T ()CO) = X0.
Bedziemy rozwazac przestrzenie zupetne. Ponizsze twierdzenie jest znane jako
twierdzenie Banacha o punkcie stalym (spotyka si¢ tez nazwe: ,,Zasada odwzoro-
wan zwezajacych”), zob. np. [6].

Twierdzenie 7.1. . Jezeli (X,d) jest przestrzeniq metryczng zupetng, to kazda
kontrakcja T : X — X ma doktadnie jeden punkt staty xy € X. Dla kazdego x € X
cigg iteracyjny (T" (x)), n € Ny, jest zbiezny i zachodzi réwnosé:

g
r}l_r}I;T (x) = xo.

Jezeli L € [0,1) jest statq kontrakcji T, to dla kazdego x € X mamy:

n

(T (x) x0) < (IL—L> d(x,T (x)).

Dowdd. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng zupelng oraz zatézmy, ze
T : X — X jest kontrakcjg ze statg L, 0 < L < 1. Wybierzmy dowolny punkt x € X.

Nier6wno§¢ (7.1) daje:

d(T (x),T*(x)) =d [T (x),T (T (x))] < Ld (x,T (x)),
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d(T*(x),T° (x)) =d [T (T (x)),T (T* (x))] <L%d (x,T (x)),
d(T° (x),T* (x)) =d [T (T*(x)),T (T° (x))] <L’d (x,T (x)),
i stosujac indukcje tatwo stwierdzamy, ze dla kazdego n € N jest
d(T"(x), 7" (x)) < L"d (x,T (x)). (7.2)

Wybierzmy dowolne liczby n, p € N. Metryka d spetnia warunek tréjkata : d (u, w) <
d(u,v)+d (v,w) dla wszystkich u,v,w € X. Stad i z (7.2) mamy:

d(T" (x), 7" (x)) < L"d (x,T (x)),
d(T" (x), 7" (x)) <d (T"(x), 7" (x)) +d (T" (x), 7" (x)) <
<L (x,T (x))+L"d (x,T (x)) =L" (1 +L)d (x,T (x)),
d(T" (x), 7" (x)) <d (T" (x),T"" (x)) +d (T" (x), 7" (x)) <
SL'(1+L)d (x, T (x))+L"2d (x,T (x)) =L" (1 +L+L*)d (x,T (x)),

wigc ponownie stosujac indukcje stwierdzamy, ze

4 (T (x), T (x) < L (pzl Lk> (6T (x) < L' (i Lk> AT (),
k=0 k=0
czyli
d (T (x), 7" (x)) < <1L_L> d(x,T (x)), (7.3)

gdyz szereg Y5 L* jest szeregiem geometrycznym zbieznym i Yoo LK = ﬁ

Poniewaz ciag (L"), n € N, dazy do zera przy n — oo, wiec takze

lim <1L"L> 46T (x)) =0,

n—oo

a to oznacza, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje ng € N takie, ze dla wszystkich

n 2= ng jest

<1L_nL>d(x,T(x))<8. 7.4)
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Jezeli wigcnme N, n 2 ng,m > noinp.n <m,tom=n+piz(7.3)oraz (7.4)
otrzymujemy:
d(T" (x), T" (x)) < €.

(Jezeli n > m, rozumujemy podobnie). Oznacza to, ze ciag (7" (x)), n € N, spelnia
warunek Cauchy’ego, a poniewaz przestrzen (X,d) jest z zalozenia zupelna, wiec
ciag ten jest zbiezny. Niech

xo=lim 7" (x).
n—yoo

Wobec cigglosci przeksztatcenia 7T jest
_ . n T n T n+1 _
T(xo)fT(r}ggT (x)) —r}glolcT(T (x))f’}grc}oT (x) = xo,
czyli xo jest punktem stalym przeksztatcenia 7. Przeksztalenie to nie moze miec
innych punktéw statych, bo jezeli np. T (yo) = yo to z nieréwnosci (7.1) otrzymu-
jemy:

d (x0,y0) = d (T (x0), T (y0)) < Ld (x0,¥0),

wigc poniewaz 0 < L < 1, to musi by¢ d (xo,y0) = 0, czyli xo = yo.
Na koniec przechodzac w nieréwnosci (7.3) do granicy przy p — oo dostajemy
dla kazdegon € N :

n

1-L

lim d (T" (x),T"*? (x)) = d (T" (x),x0) < <

p—reo

) d(x,T(x)).
Dowdd jest zakoriczony. O
Niech teraz (X,d) = (RN , d) bedzie przestrzenia euklidesowa N-wymiarowa.

Definicja 7.1. Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni euklidesowej R”"
i niech x € R". Odlegtos¢ punktu x od zbioru A okresla wzor:

dist (x,A) = ;ggd(x,a) = lerel/i; lx—all.
Odlegtos¢ punktu x od zbioru A w przestrzeni euklidesowej jest zawsze skoriczong
liczbq nieujemngq i, jak nietrudno wykazaé, dist (x,A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x € A. Zauwazmy, Ze w takim razie odleglosé¢ punktu x od zbioru A jest dodatnia

wtedy i tylko wtedy, gdy x ¢ A.
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Fakt 7.1. Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni euklidesowej R".
Funkcja f : R" — R okreslona dla x € R* wzorem

f(x) =dist (x,A)
spetnia warunek Lipschitza ze stalq 1, jest wiec funkcjq cigglq (zob. fakt 2.8).

Wazne wlasnosci przestrzeni euklidesowych wyrazaja dobrze znane stwierdze-

nia.

Fakt 7.2. (a) Przestrzen euklidesowa jest zupetna.
(b) W przestrzeni euklidesowej zbior jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest

domkniety i ograniczony.

Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni euklidesowej R”. Wybierz-
my dowolng liczbe r > 0. Kulg domknietqg o §rodku w zbiorze A i promieniu r

nazywaé bedziemy zbior
KI[A;r] ={x e R" : dist (x,A) < r}.

(Uzywa sie takze nazwy: otoczka zbioru). Kulg otwartg o §rodku w zbiorze A i pro-

mieniu r nazywac bedziemy zbior
K(A;r) ={x e R": dist (x,A) <r}.

Kula otwarta o Srodku w zbiorze A i dodatnim promieniu jest zawsze zbiorem
otwartym, natomiast kula domknieta o Srodku w zbiorze A i dodatnim promieniu
nie musi by¢ zbiorem domknietym. Jezeli jednak A C R" jest niepustym zbiorem
zwartymir > 0, to K [A; r] jest zbiorem domknigtym, a nawet zwartym.

W dalszym ciagu tego paragrafu symbolem .%#, bedziemy oznaczaé rodzing

wszystkich zwartych i niepustych podzbioréw przestrzeni euklidesowej R".
Definicja 7.2. Niech X,Y € J%,. Odlegtoscig Hausdorffa zbiorow X 1Y nazywamy
liczbe
dy (X,Y) = max {maxdist (x,Y), ma;(dist (y,X)} :
ye

xeX
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Zauwazmy, ze powyzszy wzlr jest poprawny, gdyz dla ustalonego zbioru
Y € J#, funkcja f (x) = dist (x,Y) jest ciagta (zob. fakt 7.1), wigc w zbiorze zwar-
tym X € %, jest ona ograniczona i osigga swoje kresy (zob. fakt 2.7). Dlatego tez

supdist (x,Y) = maxdist (x,Y)
xex xeX

i, z podobnych powodéw,

supdist (y,X) = maxdist (y,X).
yeyY yey

Przypomnimy jeszcze jedng wazna wlasnos$¢ dotyczacg podzbioréw dowolnej
przestrzeni metrycznej (a wiec w szczegdlnosci podzbioréw przestrzeni euklideso-

wej).

Fakt 7.3. W przestrzeni metrycznej suma dowolnej rodziny zbiorow otwartych jest
zbiorem otwartym. Natomiast iloczyn dowolnej rodziny zbiorow domknietych jest

zbiorem domknietym.

Lemat 7.1. . Funkcja dg okreslona w definicji 7.2 jest metrykq w rodzinie %,
wszystkich zwartych i niepustych podzbioréw przestrzeni euklidesowej R". (Metry-
ka dy zwana jest metrykq Hausdorffa).

Dowdd. Nieujemnosé funkcji dy jest oczywista. Jezeli X € %, to dist (x,X) =0
dla kazdego x € X, wiec

dy (X,X) = max {maxa’ist (x,X), maxdist (x,X)} =max{0,0} =0.

xeX xeX

Niech X,Y € %, i przypusémy, ze dy (X,Y) = 0. Wtedy

maxdist (x,Y) =0 = maxdist (y,X).
xeX yeyY

Oznacza to, ze dla kazdego x € X jest dist (x,Y) = 0 i dla kazdego y € Y jest
dist (y,X) = 0. Zbiory X,Y sa z zalozenia domknigte. Z pierwszej z tych réwnosci
wynika, ze x € Y dla kazdego x € X, za$ z drugiej réwnosci wynika, ze y € X dla
kazdegoy €Y. Wiec X =Y.
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Jezeli X,Y € J,, to té6wnosé dy (X,Y) = dy (Y, X) jest oczywista.

Pozostaje do udowodnienia nieréwnos¢ tréjkata:
dy (X,Z) <dy (X,Y) +dy (Y,Z)

dla wszystkich zbioréw X,Y,Z € J%;,. Ustalmy dowolnie wybrany punkt z € Z. Ist-
nieje punkt yo € Y taki, ze ||yo — z|| = dist (z,Y), gdyz funkcja f (y) = ||y — z|| jest
ciggla, wiec w zbiorze zwartym Y jest ona ograniczona i osigga swoje kresy. Z po-
dobnych powodéw istnieje xg € X taki, ze ||xo —yo|| = dist (yo,X). Nier6wnos¢
trjkata dla normy daje: ||z —xo|| < [|xo — yol| + ||yo — 2| ,czyli

|z —xol| < dist (yo,X) +dist (z,Y),
a poniewaz

dist (yo,X) < max dist (»,X)<dy(X,Y), dist (z,Y) < maxdist (Z,Y) <dn(Y.2),
IS e

wiec
lz=xo0ll < du (X,Y)+dnu (Y,Z).

Z drugiej strony dist (z,X) = infyex ||z — x|| < ||z —x0|| . Wykazali$my, ze dla kaz-
dego z € Z zachodzi nier6wnos¢

dist (z,X) <dy (X,Y)+dy (Y,Z2).
W podobny sposéb pokazujemy, ze dla kazdego x € X
dist (x,Z) <dy (X,Y)+dy (Y,Z).
Stad,
dy (X,Z) = max {maxdist (x,Z), maxdist (z,X)} <dy (X,Y)+du(Y,Z).

xeX €Z

O]
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Lemat 7.2. Jezeli (A,), o jest zstepujgeym (tzn, takim, ze A,y C A, dla kazdego
n € N ) ciggiem zbioréw z rodziny %, to

(a). fj]A,, £0.

(b) Zbior (\ A, naleZy do rodziny J%,.

n=1

(c) limg ody <Ak, N An> =0.
n=1

Dowdéd. (a) Wybierzmy z kazdego ze zbioréw A, (w sposéb dowolny) punkt x;,.
Otrzymujemy w ten sposéb ciag (x,) taki, ze x, € A, dla kazdego n € N. Poniewaz
wszystkie zbiory A, zawieraja si¢ w zbiorze A (ciag jest zstepujacy), wiec (x,) jest
ciggiem punktéw ze zbioru zwartego A| i mozna z niego wybra¢ podciag zbiezny
(%5, ) (zob. par. 2). Niech x = lim_,. X, . Pokazemy, ze x € A, dla kazdego n € N.
Przypusémy, ze tak nie jest, czyli, Ze istnieje liczba naturalna m, dla ktdrej x ¢ A,,.

Zbiér A, jest domknigty (gdyz jest zwarty), wigc zachodzi nieréwnos¢é
dist (x,Ap) =d > 0. (7.5)

Ciag wskaznikow (ny) jest rosnacy, zatem istnieje ko € N takie, ze ny > m dla
wszystkich k > ko. Wszystkie zbiory A, , gdzie k > k¢, sa podzbiorami zbioru A,,,

wiec z (7.5) otrzymujemy:
dist (x,A,,) =>d > 0.

Ale x,, € Ay, tym bardziej wiec ||x,, —x|| > d > 0 dla wszystkich k > ko. Jest to
sprzeczne z faktem, ze x = limg_,c0 Xy, -

PokazaliSmy, ze x € ﬂ A,, wiec zbior ﬂ A, jest niepusty.

n=1 n=1
(b) Zbidr ﬂ A, jest domknigty jako iloczyn rodziny zbioréw domknigtych A,
(zob. fakt 7. 3) J est to zblor ograniczony jako podzbiér zbioru ograniczonego A;.
Zatem (zob. fakt 7.2) ﬂ A, jest zbiorem zwartym. Na mocy punktu (a) zbidr ten

n=1
jest niepusty, czyli jest elementem rodziny J7;,.
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(c) Niech C = (1 A,. Poniewaz C C A,,, wiec
1

n—=

dii (An,C) = maxdist (x,C) (7.6)

XEA,

dla wszystkich n € N. Przypusémy, ze dowodzona réwnos¢ (c) nie zachodzi. Istnieje
zatem liczba r > 0 i taki podciag (A, ) ciagu (A,), ze dla kazdego k € N mamy:
dy (A, ,C) > r. Wobec réwnosci (7.6), w kazdym zbiorze A,, (k € N) mozemy
znaleZ¢ punkt x; taki, ze

dist (x,C) > r. 1.7)

Ciag (x¢) jest ciagiem punktéw ze zbioru zwartego A; (gdyz wszystkie zbiory A,,
zawieraja si¢ w tym zbiorze), wigc mozna wybrac z niego podciag zbiezny (xkj) .
Niech x = lim; .. x;,. Wobec ciggtosci funkcji x — dist (x,C) z nieréwnosci (7.7)
wynika, ze dist (x,C) > r > 0. Z drugiej strony rozumujac podobnie jak w punk-
cie (a) mozemy dowiesé, ze x € ﬁ Ay, czyli x € C i dist (x,C) = 0. Otrzymana

n=1
sprzeczno$¢ oznacza, ze zachodzi dowodzona réwnosc. 0

Twierdzenie 7.2. . Przestrzen metryczna (J,,dn) jest przestrzeniq zupeing.

Dowdd. Niech (A,) bedzie ciagiem spelniajagcym warunek Cauchy’ego w prze-
strzeni (J¢,,dy ) . Mamy wykazaé, ze ciag ten jest zbiezny. Przyjmijmy dla kazdego
neN

B,=|JAr, B=[)Bu
k=n n=1

Pokazemy, ze B € %, i ,}LHZOA” = B w przestrzeni (,,dy) , czyli, ze nggcdy (B,A,)
= 0. Wszystkie zbiory A,, a w konsekwencji takze wszystkie zbiory B, zawieraja
sie w pewnym ograniczonym zbiorze z przestrzeni R", sa wigc zbiorami ograni-
czonymi. Istotnie, poniewaz ciag (A,) spetnia warunek Cauchy’ego, wiec istnieje
liczba ng € N taka, ze dla wszystkich n,m > ng jest dy (An,Am) < 1. Stad mamy
dla kazdegon € N :

) no ©o no
Ay CA A= JAU | Ak C [ JAKUK[Ay:1] =
k=1 k=1 k=ny k=1
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no no
= [JAUK[Ay: 1] = | JA UK [Ay: 1],
k=1 k=1

gdyz zbiory Ay i K [Ap,; 1] sa domknigte.

Zbiory B, sa z definicji domkniete, wiec sg zwarte (zob. fakt 7.2). Bez trudu
mozemy sprawdzié, ze ciag (B,) jest ciggiem zstepujagcym. Na podstawie lematu
7.2 mamy: B € J%;, oraz

kli_r)r.}odH (Bx,B) =0. (7.8)

Wybierzmy dowolng liczbe € > 0. Wobec réwnosci (7.8) istnieje n; € N takie,
ze dla n > n; mamy dy (B,,B) < €, czyli B, C K[B,€]. Z warunku Cauchy’ego
wynika istnienie takiej liczby n, € N, ze dlan,k > n, mamy dy (A,,A;) < €, a wiec
Ay C K[A,,€]. Niech ng = max{n;,n,}. Dla n > ng bedzie wtedy

Ay C | JAr=B, CK[B,¢]
k=n
oraz

BcC | JAkC KA €]
k=n
Stad wynika, ze dy (A,, B) < €. WykazaliSmy wigc, ze lim,,_,.. A, = B w przestrzeni

(J,dy) , co koriczy dowdd. O

Lemat 7.3. Jezeli F : RV — RN jest przeksztatceniem cigglym, zas A € Ky jest
zbiorem niepustym i zwartym, to jego obraz F (A) w przeksztatceniu F jest zbiorem

niepustym i zwartym.

Dowdd. Wybierzmy dowolny ciag (y,), n € N, punktéw ze zbioru F (A). Mamy
pokazac, ze z ciaggu tego mozna wybra¢ podciag zbiezny, ktérego granica nalezy
doF(A).

Dla kazdegon € N, y, = F (x,), gdzie x, € A. Ciag (x,) jest ciggiem punktow
ze zwartego zbioru A, istnieje wigc podciag (x,, ) , k € N, zbiezny do pewnego punk-
tu xo € A. Niech yp = F (xg) . Wtedy yo € F (A) i wobec cigglosci przeksztalcenia

F mamy:

k—yo0

lim Y = ,}i_{nF(xnk) =F <,}1_r>n x"k) = F(xo) =Yo-
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Dowdd zostat zakoriczony. O

Niech {F|,F,...,F,,} bedzie rodzing przeksztalceri ciggltych F; : RN — RN
w przestrzeni euklidesowej RY. Jezeli A € .y, to kazdy sposréd zbioréw Fy (A),

gdzie k € {1,...,m}, jest zwarty. Zauwazmy, ze w takim razie zbi6r
m
U B (4)
k=1

takze jest zwarty. Jest on bowiem domknigety, a poniewaz kazdy ze zbioréw Fj (A)
jest ograniczony, to ich suma takze jest zbiorem ograniczonym. Zbiér domknigty

i ograniczony w przestrzeni euklidesowej RY jest zwarty.

Definicja 7.3. Niech {F,F,...,F,} bedzie rodzing przeksztatcen ciggltych Fy :
RN — RN w preestrzeni euklidesowej RY. Operatorem Barnsleya-Hutchinsona

wyznaczonym przez rodzing {Fi, Fs, ..., F,, } nazywamy funkcje 4, F,....F, * N —
Jn przyporzqgdkowujgcq kazdemu zbiorowi X € Ay zbior
m
K p..r, (X) = |J e (X). (7.9)

Zauwazmy, ze uktad (A, 7% .. F,) jest ukladem dynamicznym w sensie
paragrafu 2, ktérego przestrzenig fazowa jest rodzina Zy.

Wszystkie powyzsze spostrzezenia dotyczg takze kontrakcji, poniewaz w prze-
strzeni (RN ,d ) kazda kontrakcja jest przeksztalceniem cigglym. Jezeli W : RV — RN
jest kontrakcja ze statg L, to warunek (7.1) przybiera postaé:

W (x) =W )l <Llx—yl (7.10)
dla wszystkich x,y € RV.

Lemat 7.4. Jezeli W : RN — RY jest kontrakcjq ze statq L, to dla dowolnego zbioru
niepustego A C RN i kazdego punktu x € RN zachodzi nieréwnosc:

dist (W (x),W (A)) < L-dist (x,A).
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Dowdd. NiechA’ =W (A),x' =W (x). Dla kazdego a’ € A’ mamy

dist (x/,A') :;él£ x/—yH < Hx’—a’H.

Jezeli jednak @’ € A’ to @’ = W (a) dla pewnego a € A. Ze wzoru (7.10) dostajemy:
¥ —d|| =W (x) =W (a)| <L|x—a].
Gdy d’ przebiega zbiér A’, to a przebiega zbiér A, wobec czego
dist (x',A") < L-inf |x—a],
acA
czyli dist (x',A") < L-dist (x,A). O

Udowodnimy teraz podstawowe twierdzenie w rozwazanej teorii. Niech dy

oznacza metryke Hausdorffa w przestrzeni #y.

Twierdzenie 7.3. . Niech {W,Ws,...,W,,} bedzie rodzing kontrakcji Wy : RN —
RN w przestrzeni euklidesowej RY. Dla kazdego k € {1,...,m} niech r; bedzie
statq kontrakcji Wy,. Wtedy operator Barnsleya-Hutchinsona wyznaczony przez ro-
dzing {Wy,Wa, ..., W, } jest kontrakcjq w przestrzeni metrycznej (A ,dy ), ze stalg

r=max{r;,r,....rm}.

Dowdd. Wybierzmy dowolne zbiory X,Y € J#y i niech Sy, w,...w, bedzie opera-

7777

torem Barnsleya-Hutchinsona wyznaczonym przez rodzine {W;, Wa, ..., W, }. Wpro-

wadZmy oznaczenia:

Mamy wykazaé,ze dy (X',Y') <rdy (X,Y) . Wybierzmy dowolny punktx’ € X'.
Ze wzoru (7.9) wynika, ze x’ € Wy (X) dla pewnego wskaznika k € {1,...,m}. Wo-
bec tego X' = Wy (x;), gdzie x; € X. Z lematu 7.4 wynika, ze

dist (X' Wi (Y)) < re-dist (xi,Y) < r-dist (x,Y) < r-megg(dist (x,Y), (7.11)
Xe
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gdyz ry < r. Z drugiej strony
dist (x',Y') < dist (xX', W, (Y)),

poniewaz W; (Y) C Y’ na mocy okre§lenia zbioru Y’ i wzoru (7.9). Ostatnia nie-

rowno$¢ wraz z (7.11) daje

dist (x',Y") < r-maxdist (x,Y),
xeX

a poniewaz punkt x’ € X’ byt wybrany dowolnie, wigc takze
maxdist (x',Y") < r-maxdist (x,Y).
xeXx' xeX

W analogiczny sposéb pokazujemy, ze
maxdist (y,X") < r-maxdist (y,X).
yey! yey

Wobec tego mamy:

du (X',Y') = max {Eg?‘,di“ («,Y"), g}eayysdist (. X" }

< max {r-maxdist (x,Y), r-maxdist (y,X)}
xeX yeyY

= rmax {maxdist (x,Y), ma;cdist (y,X)} =rdy (X,Y),
ye

xeX

co nalezato udowodnic. O

Whiosek 7.1. Niech {W;,Ws,...,W,,} bedzie rodzing kontrakcji W; : RNV — RV
w przestrzeni euklidesowej RY. Dla kazdego k € {1,...,m} niech r; bedzie stalg
kontrakcji W;. Wtedy istnieje doktadnie jeden zbiér A € %y bedacy punktem sta-
tym operatora Barnsleya-Hutchinsona wyznaczonego przez rodzing {W;, Wa,...,W,, } ,
tj. taki, ze

%W].,W27...7Wm (A) - U Wk (A) =A.
k=1



7 Samopodobienistwo. Fraktale topologiczne 141

Dla kazdego zbioru X € .#y ciag iteracyjny (ﬁv‘}}hw%-“vwm (X )) , n€ Ny, jest

zbiezny w przestrzeni metrycznej (#y,dy) i zachodzi réwnos$c:

llm %V{//l],WZ,...,Wm (X) — A

n—soo

Ponadto dla kazdego zbioru X € %y mamy:

rn

it (S s (X)A) < ( ) it (X, A .. (X))

1—r
gdzie r = max{ry,r,....,rm} .

Dowoéd. Wystarczy skorzystaé z twierdzenia Banacha o punkcie stalym (Twierdze-
nie 6.1). L]

re

Rysunek 1: Dziatanie operatora Barnsleya-Hutchinsona na zbiér zwarty na plaszczyZnie
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0,0 0,1)

=

Rysunek 2: Kolejne przyblizenia krzywej von Kocha. Zbiorem wyjsciowym jest odcinek
A o koricach (0,0) i (0,1)

Definicja 7.4. Niech {W),Ws,...,W,,} bedzie rodzing kontrakcji Wy, : RN — RN
w przestrzeni euklidesowej RYN. Jedyny zbiér niepusty i zwarty A bedgcy punk-
tem statym operatora Barnsleya-Hutchinsona Sy, w,....w, wyznaczonego przez
rodzing {W;,Wa,....Wy,,} . o ktérym mowa we wniosku 7.1, nazywamy atraktorem

Barnsleya uktadu dynamicznego (K, 7y, w,....w,,) -

Czesto mamy do czynienia z sytuacjami, w ktérych kontrakcje z rodziny
{Wy,Ws,...,W,,} sa podobiefistwami w przestrzeni RY (zob. par. 6). Mamy fatwy
do wykazania lemat.
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Lemat 7.5. W przestrzeni euklidesowej RN podobieristwo P : RN — RN o skali
r # 0 jest kontrakcjq wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < |r| < 1.

Definicja 7.5. Niech {P\,P,,...,B,} bedzie rodzing podobieristw P, : RN — RV
w przestrzeni euklidesowej RN i niech p, p,,...p, bedzie operatorem Barnsleya-
Hutchinsona wyznaczonym przez rodzing { Py, Ps, ..., Py} , Mowimy, ze uktad dyna-
miczny (Kn, p, p,,..p,) spetnia warunek zbioru otwartego, jezeli Py jest kontrak-
cjgdlakaidegok € {1,...,m} orazistnieje taki ograniczony, niepusty zbior otwarty
GCRY, ze

U P, (G) cG
k=1
i zbiory P, (G) dlak € {1,...,m} sq parami rozlgczne.

Definicja 7.6. Niech {Py,Ps,...,P,} bedzie rodzing podobieristw By : RN — RN
w przestrzeni euklidesowej RY takq, ze uktad dynamiczny (K, 7p, p,.. p,) (8dzie
Hp, py,..p, Jest operatorem Barnsleya-Hutchinsona wyznaczonym przez te rodzi-
ne) spetnia warunek zbioru otwartego. Wtedy atraktor Barnsleya A rozwazanego
uktadu nazywamy zbiorem samopodobnym lub fraktalem topologicznym.
Wymiarem samopodobieristwa zbioru A nazywamy liczbe s € R bedgcq roz-

wigzaniem rownania
m
Z 7 k‘s =1,
k=1
gdzie, dla kazdego k € {1,...,m}, ry jest skalg podobieristwa Py.

Jest wiele sposobéw zdefiniowania pojecia wymiaru zbioru w przestrzeni eukli-
desowej w sposéb odpowiedni dla zbioréw o , fraktalnym” charakterze. Rozwaza-
ny tutaj wymiar samopodobiefistwa zbioru jest bardzo szczegélnym przypadkiem.
Podstawowe znaczenie w tej dziedzinie ma tzw. wymiar Hausdorffa (dla samopo-
dobnych podzbioréw przestrzeni RV pokrywa sie on z wymiarem samopodobiefi-
stwa), zob. np. [3], [4], [7]. Czytelnicy zainteresowani technikami stosowanymi

przy okreslaniu wymiaru zbioréw Julia na plaszczyZnie zespolonej odsytamy do

pozycji [1]1i [14].
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