1. Liczby zespolone

1.1. Zadania podstawowe.

Zadanie 1.1. Poda¢ czeS¢ rzeczywista i urojona nastepujacych liczb zespolonych:

z21=B47)(-2410)+ (=5 —20)(=1+T7i), 20 =
1434 2—1 3+1

BTI VR YT 3r2i 32

Zadanie 1.2. Dla jakich liczb z,y € R zachodzg réwnosci:

(a) (2+yi)(z—3i)=T7—14;
14y

)

1434

b =3i—1;
®) oo | 12 o |
© (=14 2i)x* — (1 +lz):c+ (—1+4)y 149
(1+1)?
Zadanie 1.3. W zbiorze liczb zespolonych rozwiaza¢ podane rownania:
(a) z+32=2[z] — 4 G) |2+ 1% — 2 = (imz)? + 3 — 4;
(b) 14+i  2—3i (k) 2iz+5=|z+i|? — 2i;
=—— 2 _ ; C 0
% z () 22— (1+14)z+6+3i=0;
(c) ;F’4_:2_"; (m) 22 — 52+ 4+ 10i = 0;
z— 144 z+1 4 211=0;:
(d) 22 — 42+ 13 = 0; (?Olg 241_;22—:_4_6.
(€) 22+ 2+1=0; L
(f) 47 = 22 4+ 4 7 () (Z3+8)(32+1_Z\/§) =0
- N (r) (22 —1+4iV3)(z3 +27) =0;
(g) 224+ (1 —1i)z = zi; 4 . _ 0.
A 9 S (s) 2248 —8iV3=0;
h) A+)z+ 2 =2+1+73 (6) 2 +1—iv3 =0
. _ . _ . 2-2; . — =0
() =2+ 1) — im(z) +4i° = 52 () B30

Zadanie 1.4. Wyznaczy¢ miejsca geometryczne liczb zespolonych z spelniajacych warunki:

(a) Z;Zz rE g, (i) |z +1— 26| = 3;
3 . ] i

(b) re (iz +2) > 0; &) QZ<+|,23+Z\<4,
() im () < 0 () | =5[> 1
(d) z—i=2z—-1; z—2 )

oz ) T <Argz<
(e) Pl 3
(f) 224+ (5+14)z2+1=0; (m) fl_}rg(z+2—z):7r;
(g) im 1% _ g, (0) 5 < Argl(-1+i) <
& 1—iz ; 37
(h) re ! - > 1; (o) Arg 2 =
o (p) Arg(—2+1) < Arg z < Arg(-3-i).

Zadanie 1.5. Obliczy¢:
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2 2 ’
(b) 5 73 ; -t
(€ M+ () (;“f ,
1 VB, —1-iV3)1
@ < 2 2 Z> ’ (2) ( (1+i)20) ; )
(h) <1+cosffzsm§)

Zadanie 1.6. Obliczy¢:

AA
=
_
[e)
=
w
=
!

a
b
c
d

—

e

S N S N
gw
=

=

—
= =
= =
- [
SN
wlf |
_|_s
-

ﬁ
N

—~

Zadanie 1.7.

(a) Obliczyé w = (-2 + 2i)14.

(b) Wyznaczyé¢ Jw.

Zadanie 1.8.

(a) Obliczy¢ w = (2 — 24)*0.

(b) Wyznaczy¢ J/w.

Zadanie 1.9. Liczba 1 — iv/3 jest jednym z pierwiastkéw stopnia 3 z liczby zespolonej z. Znalezé
pozostale pierwiastki i wyznaczy¢ z. Sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 1.10. Dane jest réwnanie: (x) 3|z| — 2z = 2 + /3.

(a) Znalez¢é liczbe (21)%, gdzie z; jest pierwiastkiem réwnania () takim, ze re z; < 1.

(b) Korzystajac z definicji pierwiastka, znalezé /za, gdzie zo jest tym pierwiastkiem (x), ze re zo > 1.

Zadanie 1.11. Znalez¢ liczbe 2{°, gdy 2o jest pierwiastkiem réwnania: |z| — 22 = 1+ V3.

1.2. Zadania dodatkowe.

. . z+4 z P S
Zadanie 1.12. Niech u = 22, v = 5 W= 3 1 Narysowaé zbiér wszystkich liczb zespolonych
z—2i iz
z, dla ktérych:
(a) liczba u jest rzeczywista; (d) liczba v jest czysto urojona;
(b) liczba u jest czysto urojona; (e) liczba w jest rzeczywista,;
(c) liczba v jest rzeczywista; (f) liczba w jest czysto urojona.

Zadanie 1.13. Na plaszczyznie zespolonej C zaznaczy¢ zbiér
3
A= {zEC:re[(z+1)(z—1)] <8 A Jz+144>21 A 771- < Arg (3zi)<2ﬂ'}.

Zadanie 1.14. Przedstawié¢ interpretacje geometryczng zbioru

A={z€C:re(z*) =2A[im(z +1)]> = 1}.
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Zadanie 1.15. Przedstawi¢ interpretacje geometryczng zbioru
B= {ZE(C: 2 — 2i] > 3 A Arg(z + 3) > %}

Zadanie 1.16. Podaé interpretacje geometryczng zbioru liczb zespolonych o module réwnym 1, dla
ktorych 22 + (2 + 2i)z jest liczba czysto urojona.
Zadanie 1.17. Poda¢ interpretacje geometryczna zbioru

B={z€C:|z|+rez<1}.

Zadanie 1.18. Na plaszczyznie zespolonej C zaznaczy¢ zbidr

R
A= zeC:M}l A ﬁgArgigw .
|z + 2i] 2 i

. . ; V3—i
Zadanie 1.19. Obliczy¢ {/ 255
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2. Macierze i wyznaczniki
Zadanie 2.1. Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe:
3 1 5 1
2ol e =12 )

Zadanie 2.2. Rozwiaza¢ réwnanie macierzowe:

2(x-[2 ) e i 2o

Zadanie 2.3. Obliczy¢ nastepujace iloczyny:

N W =
— N N
W = W
=N
NI )

Napisa¢ macierze transponowane do otrzymanych macierzy.

-1 0 3 1 -1
Zadanie 2.4. Dane sg macierze : A= | 3 2 1 oraz B=1]0 1
2 01 -2 1

Ktére z iloczynéw A2BT, BA%, B2 A, BT A? istnieja? OdpowiedZ uzasadnié. Obliczy¢ te iloczyny, ktére
istniejq.

Zadanie 2.5. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:

1 ; 0 sinz ctgx 7 21 -—-14
‘—Qi 14l sinx 0 sinzx|, -10 =30 20 |,
ctgx sinz 0 8 10 12
1 0 o0 1 2 3 -2 1 1
2 1 3 1 2
2 1 1 2
, 3 4 -2 0 1f.
2 1 0 2
5 1 11 2 3 1 5 2
1 -1 1 -1 1
1 1 1
Zadanie 2.6. Dla jakich z € R odwracalna jest macierz A = [0 =z 1 |7
1 1 z+2
1 2 3
Zadanie 2.7. Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy (3 2 1].
2 1 3
Zadanie 2.8. W zbiorze wszystkich macierzy nieosobliwych dana jest funkcja f taka, ze jesli X jest
2 1 3
taka wlasnie macierza to: f(X) = 2X2 — X + X 1. Obliczy¢ wartoéé tej funkcji dla X = [1 2 —1
1 0 2

Zadanie 2.9. Znalez¢ macierz X spelniajaca réwnanie AXB + C = D, gdy

A AN RN A
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22 2z 1
Zadanie 2.10. Dla jakich z € C odwracalna jest macierz A = |1 22 2z |?
z 1 2?2
Wyznaczyé¢ A~1 dla z = 1.
B L L L LT
Zadanie 2.11. Obliczy¢ wyznaczniki
1 3 2 1 4 4 2 3 0 5
(1):(3)5217 2 1 5 1 2 3 4 1 0 1
(a) ., ®m B 4 1 0 1, (©]2 1 5 1 2
19 28 19
1 27 19 82 2 1 1 5 2 2 1 1 5 2
3 -1 1 -1 1 3 -1 1 -1 1

(a) =72 .35, (b) 1060, (c) 1060
Zadanie 2.12. Znalez¢ macierz X spelniajaca réwnanie AXB + C = D, gdy

I R )

Zadanie 2.13. Znalez¢é macierz X spelniajaca réwnanie AXB 4+ C = D, gdy

A A

Zadanie 2.14. Obliczyé wartoéé funkeji  f: X — X3 —3X24+5X "1, gdy

1 3
=[5
-3 2
=30 %)
Zadanie 2.15. Niech f(X) = % oraz % =A-B7!. Czy istnieje [f(A)}_l, gdy:

1 2

— ?

4 [2 1].

Nie istnieje, gdyz det f(A) = 0.

Zadanie 2.16. W zbiorze wszystkich macierzy nieosobliwych dana jest funkcja f taka, ze jesli X jest
taka wlasnie macierza to:

f(X)=X%-3Xx2+2x 1
Obliczy¢ wartosé tej funkceji, gdy

1 2 1
X=1-2 10
0 1 2

1 1 3

—195 2% 111

0= 3 2 -2
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Zadanie 2.17. Znalez¢é macierz odwrotng do macierzy A = {5 -2 + Z] .

3+1 1

3 % 5 i
itz —1t3g
. L . . -1 11—
Zadanie 2.18. Znalez¢ macierz odwrotng do macierzy B = [4—}—2’ 1+l
IR
B~ = : .
IR S U
Zadanie 2.19. Znalez¢ macierz X spelniajaca réwnanie: AX + 2B = C, gdzie
11 2 2 0 2 4 1 2
A=13 1 2, B=|1 13|, C=13 0 7
2 01 1 0 4 3 3 1
1 1 1
X = ) 791)? 11651
— |2 Y2 2
0 6 —10
Zadanie 2.20. W zbiorze wszystkich macierzy nieosobliwych dana jest funkcja f taka, ze jesli X jest
1 2 1
taka wlagnie macierza to: f(X) = X?+3X — X L. Obliczy¢ wartoéé tej funkcji, gdy X = [0 1 2
2 3 -1
-1 18 10
fX)y=18 7 4
4 14 7
a b—3 ¢ 1
Zadanie 2.21. Wyznaczy¢ macierz X !, jezeli X = |3b c 2a| spelnia réwnanie X - |0| +
b a 2¢ 2
1 1 1
2 —1 3 13 s
-3 = |10]. X1 = 3 —? %
4 -1 ~5 T 1
Zadanie 2.22. Wyznaczy¢ macierz X spelniajacg rownanie: AX — 2B = C, gdzie
0 1 2 2 0 2 4 1 2
A=13 1 2y, B=|1 -1 3, C=]|3 07
2 01 1 0 4 -3 3 1
-1 -1 I
X=1|16 -9 —%
8 7
3 3 9393
1 0 z
Zadanie 2.23. Dla jakich z € C macierz [0 1+ 2z 0] jest nieosobliwa? Obliczyé A~! dla z = i.
z 0 1
> 05
Macierz jest nieosobliwa dla z € C\ {—1,1}. Al=10 1-% 0
i 0 1
2 2
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3. Wielomiany

Zadanie 3.1. Dla jakich wartosci a oraz b wielomian ax® + bx? — 73z + 102 jest podzielny przez
wielomian 22 — 5z + 67

Zadanie 3.2. Dla jakich wartoéci p oraz ¢ wielomian z* + pz? + ¢ jest podzielny przez wielomian
2% + 22 4+ 57

Zadanie 3.3. Dla jakich wartoéci a oraz b liczba -1 jest podwéjnym pierwiastkiem wielomianu z* +
b + 222 + ax + 17

Zadanie 3.4. Liczba z1 = 1 + i jest jednym z pierwiastkéw wielomianu w(z) = 2* + bz + ¢, gdzie
b,c € R. Wyznaczy¢é wspolczynniki b i ¢ oraz rozlozyé otrzymany wielomian na rzeczywiste czynniki
nierozkladalne.

Zadanie 3.5. Rozwiaza¢ rownanie:
(a) 2723 — 922 — 3z +1 =0,
(b) * —32% — 822 + 120 + 16 = 0,
(c) x° — 2z — 1323 4 2622 + 362 — 72 = 0,
(d) 1225 — 8z* — 4523 + 452% + 8z — 12 = 0,
(e) 2° —a* — 323 + 522 — 20 =0,
(f) 26 — 22 + 422 -8 =0,

g) vt — 2% - 222 4+ 62 —4 =0,

h) 22% — 522 4+ 122 — 5 = 0.

Zadanie 3.6. Wiedzac, ze z1 jest pierwiastkiem wielomianu w(z), obliczy¢ pozostale pierwiastki tego
wielomianu:
(2) = 2* +22 +9z +8* 420, z; =—1—2i,
) ():z — 2342249210, 21 =1+ 24,
) w(z) = z+z +222 4241, 2 =1,
) w(z) = 2% — 5234+ 1022 — 102 +4, 2 =1+1,
) w(z) = 2% — 623 + 1522 — 182 + 10, z; =2 +1,
) w(z) = 2% — 223 + 822 — 62+ 15, 2 = —/3i,
) w(z) = 2% — 623+ 1822 — 302 +25, 2z =2 —1i.

Zadanie 3.7. Obliczy¢ pierwiastki wielomianu w(z):

a) w(z) =3z —10z° + 10z — 3,

(a) w(z) =324 — 1023 + 10z — 3

(b) w(z) =52° — 192 — 382 + 40

(c) w(z) =2 =323 +22+32-2

(d) w(z) =23+ 722+ 72 +6,

e) w(z) =234+9224+92—-10

(e) w(z)

(f) w(z) = 2%+ 2% +222 — 4,

(g) w(z) = 2% —62% + 1522 — 182 + 10,

(h) w(z) =23 —2+6,

(1) wz)=2 -2+ 22 -2+ 21,
5

Powyzsze wielomiany roztozy¢ na:
(a) nierozkladalne czynniki rzeczywiste,
(b) czynniki liniowe.
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4. Uktady réwnan liniowych

Zadanie 4.1. Rozwiaza¢ uklad réwnan:

201 + 3x9 — 33 = 4
3$1 — T2 + I3 = 17.
ry + x2 — 2x3 = 1
Zadanie 4.2. W zaleznosci od parametréw ¢ € R i b € R podaé¢ warunki rozwigzalnosci ukladu
3x — 2y + z = b
réwnan: < b — 8y + 9z = 3.
2 + y + az = -1
Zadanie 4.3. Dla jakich wartoéci parametru k € R uktad réwnan
xr + ky — 3z = 0
2t + y + =z =0
3vr + ky — 2z =0

ma rozwigzanie niezerowe? Wyznaczy¢ to rozwiazanie.

Zadanie 4.4. W zaleznoéci od parametru a przedyskutowaé rozwiagzalno$é¢ uktadu réwnan:

r — 2y + 3z 4+ t =1
6r + bdy — 4z = 0
- 4+ 2y + az = 0
—-r — 2y + z — t =1

Zadanie 4.5. Metoda eliminacji Gaussa rozwigza¢ nastepujace uktady réwnan:

x + vy + z + t = 2 y — z — t =1
(1) 2t + vy + z - t = -1 3) r + 2y — 3z — t = 4
-3 + 2 + t = -1’ x -z + t = 2
- -y + 2z 4+ 3t = 3 r + y - 2z = 3
2 + 3y — z + t = 2 2 — y 4+ 2z + 2t + 3u
2) —3x — o5y + 3z — t = 5H (4) 6z — 3y + 2z 4+ 4 + bdu
- - 2y + 2z = 3’ 6z — 3y + 4z + 8 + 13u
—2x + 3z — 2t = 0 dr — 2y + 2z + t 4+ 2u
ook kKRR Rk
Zadanie 4.6. Dla jakich wartosci parametréw a i b zbiér rozwigzan uktadu réwnan:
9 + ay + 3z = 1
5 — 8y + 9z = b
2 + y - 3z = 2
jest zbiorem niepustym?
Zadanie 4.7. W zaleznoéci od parametru a przedyskutowaé rozwigzalno$é¢ uktadu réwnan:
(1+a)x — ay = 14a —ar1 + x9 — axz = 0
(1) _ — a- _ _
azx + (I-ay = a-1 (3) 1+ axg T3 = —a
2r + y — z = a 201 4+ xo — x3 = 1
2) ¢z + ay + =z = 0 1 + axre + azz = a
3r + y — az = a (4) Sax1 + x2 + axs = 1

ariy + axes + x3 = 2
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(a+1)z

2z
3z
az

o

—

Zadanie 4.8. Metoda eliminacji Gaussa rozwiaza¢ nastepujace uktady réwnan:

201 + 3xy —
(1) 3r1 — x2 +
r; + x2 —
r - 2y —+
3r + y -
2
2) -r + 3y +
2 + 4y
z + 4y -
3) 2 4+ y
3r1 + 4y —
r - 2y +
6z + dy -—
4
) -r + 2y +
-r — 2y +
r + y +
2x —

(5) —2r + 3y
4 + y + 2z

2¢  +
6) 45,

3y

Y

3373

€T3

21‘3

3z
2z
2z

3z

3z
4z

+

|+ + +

S O =

[t

w

5c — 3y + 2z + 4 =3
(7) dr — 2y + 3z + Tt =
8 — 6y — 2z — bt =
Tt — 3y + Tz + 17t =a
3z + 2y + b5z + 4t 3
(®) 2t + 3y + 6z 4+ 8 = 5
- + 6y + 9z + 20t = 11
dc + y + 4z + at = 2
T + z -t + wu
y + =z - u
(7) —x + bu
r + vy + 2z — t
r + 2y — 3z — t = 4
T -z + t = 2
(8) T + y - 2z = 3
y — z — t = 1,
x - =z = 3
2 + y + =z = 8
) x + 5z — t = 3
2z — t = 1,
X — i) + I3 — T4 = 0
(10) <3z7 4+ ® — a3 + x4 = 1
r1 4+ 3z — x3 + xy = 1,
3r1 — 229 + bxy + 4dry =
(11) 61‘1 + 4I2 + 4I3 + 3564 =
927 — 6xo + 3z3 + 224 =
200 — x99 4+ 3x3 = 3
3rv1 + x2 — dr3 = 0
(12) 4y — a2 + w3 = 3
X + 3.752 — 13%2 = *6,
201 — x2 + 3wz — Txy =
(13) ¢6x1 — 3z2 + w3 — 4wy =
41’1 — 2£E2 + 14583 - 311’4 ==
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5. Struktury algebraiczne

Zadanie 5.1. Wykazaé, ze para (F, o), gdzie F jest zbiorem funkcji r6znowartosciowych (f: R — R),
za$ o operacja skladania funkcji, tworzy grupe.

Zadanie 5.2. Niech M,, bedzie zbiorem macierzy kwadratowych stopnia n, M. bedzie zbiorem nie-
osobliwych macierzy kwadratowych stopnia n, zas +, - odpowiednio dodawaniem i mnozeniem macierzy.
Wykazaé, ze tréjka (M, +,-), tworzy pierscien z jednoscia, za$ tréjka (M), +,-) tworzy cialo (nie-
przemienne).

Zadanie 5.3. Dla dowolnych liczb wymiernych z, y okreslamy dzialania x oy i x * y w nastepujacy
sposéb: x oy =z +y + 1 oraz xy = x + y + zy. Sprawdzié, czy tréjka (Q, o, <) jest cialem.

ok sk okokok ok ok ok x

Zadanie 5.4. Wykazaé, ze para (O, o), gdzie O jest zbiorem obrotéw plaszczyzny o ustalonym $rodku
O, za$ o operacja skladania obrotéw, tworzy grupe.

Zadanie 5.5. Wykazaé, ze para (7,0), gdzie P jest zbiorem translacji plaszczyzny, za$ o operacja
sktadania translacji, tworzy grupe.

Zadanie 5.6. Sprawdzié, ze zbior liczb zespolonych C wraz z dodawaniem i mnozeniem liczb zespolo-
nych ma strukture ciala.

Zadanie 5.7. W zbiorze A = (1, 00) okreslamy dziatanie
axb=ab—a—b+2
Zbadad, czy (A,x) jest grupa.

Zadanie 5.8. Niech A={r cR:2 =& Ap,s € ZNs>0}. Wykazac, ze zbiér A wraz z dziataniami
dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych tworzy pierscien. Czy pierscien ten jest cialem?

Zadanie 5.9. Niech (K, +,-) bedzie cialem. Czy zbiér par (a, b) elementéw ciala K wraz z dzialaniami

(a,b) ® (c,d)
(a,b) © (¢,d)

(a+c¢,b+d)
(ac, bd)

tworzy cialo?
Zadanie 5.10. W zbiorze Q) par liczb wymiernych okreélone jest dziatanie
(a,b) % (c,d) = (a+c+1, b+d+bd).

Wyznaczy¢, jesli istnieja, element neutralny tego dziatania oraz element symetryczny dla dowolnego
elementu z Q2.

Zadanie 5.11. W zbiorze R? okreslone jest nastepujace dzialanie
(w1,91) * (2,92) = (172 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)-
Sprawdzié, czy (R?, %) tworzy grupe.
Zadanie 5.12. W zbiorze R? okreslone jest nastepujace dzialanie
(z1,72) * (Y1, y2) = (T1y1, T2 + 2Y2).
Sprawdzié, czy (R?, %) tworzy grupe.
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5.0.1. Pierscienie Zy.

Zadanie 5.13. Znalez¢ elementy odwrotne wzgledem mnozenia do wszystkich niezerowych elementow
ciala K = ({O, 1, 2, ey 9, 10}, D11, @11).

Zadanie 5.14. Znalez¢ elementy odwrotne wzgledem mnozenia do wszystkich niezerowych elementéw
ciala K = ({O7 1, 2, ey 11, 12}, ®Dis, @13).

Zadanie 5.15. W pierécieniu Z,5 rozwiagzaé¢ uklad réwnan

r + y = 5
r — 2y = 4

Zadanie 5.16. W pierScieniu Z5 rozwiaza¢ uklad réwnan
2t + y = 6
r - y = 3.

Zadanie 5.17. W pierScieniu Zg rozwiaza¢ uklad réwnan:
2c + y = 5
r — 2y = 3.

Zadanie 5.18. W ciele GF'(5) znalez¢ pierwiastki réwnania 22 + z + 3 = 0.

Zadanie 5.19. W pierScieniu Zo dany jest uklad réwnan:
3 + y = a
r -y = 2.

Pamietajac, ze dziatania wystepujace w uktadzie sg dziataniami z Z15 wyznaczy¢ te warosci parametru
a (a € Z12), dla ktérych uklad ma rozwiazania, a nastepnie dla kazdej z uzyskanych wartosci parametru
a znalezé zbiory rozwiazan ukladu.

Zadanie 5.20. W Zg3 rozwiaza¢ uklad réwnan

z + 2z = 1

2 — z = 1

Yy o+ 2z = 2.
Zadanie 5.21. W Zjs rozwiaza¢ uklad réwnan

z + 2z = 1

2 — 2z = 1

y o+ 2z = 2.
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