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��$��	 ���������� ������� ���	���� ���� ������! "����
	��! ������� 
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����� %���������� ��� �����
�� ���� ���
����� &��"
�� "����
	�#

�	
� �	"��	����!
� ����	 ��������	
���� '����� �����
�� ���!���� ����

� ������! 
�$�������
��	
� 
����"���	��	" ������� ������� ��� ���	#

���� ���� ������! ���"�����! ������� 
������ "���� �	"��	����� ����#

���� ��
���"� ���"������ ��	����	
��� &��"
�������

(��
� (Ω,F , P ) �$���� �����������! ����������	
��! Z ) ����� ��
��


�*"���	
� N ) ����� ��
�� ��������	
� �������� N0 = N∪{0}�

�������� 	
	 ��������� ��	
��� {xt}t∈T �	��	� �����
 
����	
����

� ��	
�� �
�������

� �������
� � ������ �$�����	 ����� ���	����� T = Z T = N

��� T = N0� +����� {xt}t∈T ���� ��������� 
����	� � ��� "����� t ∈ T

xt : Ω → R�

� ����� �������� 
����	
� �������� �! ������� ����  �����
��
�

������	
� ����	 ��� "����� t ∈ T

xt : Ω → C 

����� C ���
�� ����� ��
�� ������	
�� ���	 ������	� ω ∈ Ω 
�!�

{xt (ω)}t∈T ���� 
�!���� ��
�� ���
�	����	
� ,������	
�- ���	���	�

�������
�! ������� 
������ {xt}t∈T �

'�.��
�� ������� 
������ ����� ���� �� ��$
�� �������� ����� xt

�������� � ��������� t ,
����-� ���
 ��	����� ���	 � 
�	������ ��

���������	����! �����! ������	
� ���	
�� /�"*��	 �	
� ������	
�

���	
� � � ��
�������
� �
� �������� � ������ �����	 ������� ��!

������� � 
���� t� 0���	
��� ��"*��� ��$ �� ���$�	 ���$��	 ti � ti+1 �!

�����"��� ������ ���	������	 T = N.



���� ������� 	�
��� ��

��������� � ���	
����� ���	�����
�� ��
������

�� ������ ������� ����
�����	� ������ ������	�� �������� ��
���	��

��� 	������ ������ �����
�� ���� �
 ����	� ���������  ���	�� ftr (t)�

! ������"	� �����
���  ���	�
 ������ ����  ���	�� �������

#� ����������� ������� ����
�����	� ������� 
$
��
 
�
����
����

��
���
  	���� ����� !����� ���
�
% 	������� �������	$ �����

������ �
 ����	� ���������  ���	�� ϕ(t)� &� ������
��
 ���'����

 ���	�� �'�
�� �� �
��	�
�  ���	�� ������������	���(

�� �
���������� ������� ����
�����	� ���
�� 
�
����
���� ��
���


��� ����� �����	�
���	$ 	���� � 	$
�
������ �������	����) ���

����
*	���� ��+ 
����*��	����� !����� ���
�
% 	������� 	����	��

��	$ ��������� �
 ����	�  ���	�� ��������� ψ(t)�

,� ��	������ ������� ����
�����	� 
$
��
 -.����
	��/ � 	$
�
������

������� !����� ���
�
% �����	$ 	������� ���������� �
 ����	�

�������	$ �����	$ εt, t = 1, 2, ... -��
�
�������
��� ������� ������

��	$ �����	$/�

0	���"	��  ������� 	�
���� ��� �
��� �	������	�� �������� 	�����

	�������� ! ��������	$ �����
��
	$ �	������	�� 	������� ������) �������

� �����)  ��������	$ 	����	��� � �����)
  ��������	$ ����� ������ 1���

�
� � �������	$ ���
'
��	$ �����
��
	$ �
��
�
�� ��������� 	�������

�����	$� 2
��� 
���"	� ������� 	�
�����  	�
��� t ��'��� �������
�3

�
 ����	� ����

xt = λ1ftr (t) + λ2ϕ(t) + λ3ψ(t) + εt ��
 t ∈ N ) -���/

�����

λi =

{
1, ��'��� i��� 	������ ��������  �������)

0,  ����	���� �
��� �

!������
��� � ��������� i����� 	������
 ��'� +�3 ��
��� �
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�
�
��
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 	$
�
���� 
������	���) �������	��� 4  ��� 	��� ����������

���� ��+���
	��) ���������� ���
	�
�� 	��"����/ ��+ �
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�� 
�
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���� ������� ������� ��������� ���������� � ������
� �������

����������

�� ����� ���	
����	��� ��	���� ��������� 
	 �	�����!  
"���������

���	�� # ���	����� ������ ��
"���	
���� ������
� �	����
���

������� �������� ��! � 
������ $���� ��
"���	
��	 � ������� 
���%

�	� ������� � �	���� �������
�� ��������
" �������&� '���� 


����! �()��
� ����������	 ����� ��
"���	
��	 ���	��� 
 ������

� ����
� ������
�� ������� �*� 
�	����(��

+�(��	� 
���� ������	 ������� 
������ ���� �����	,��
�� �����

�������	
���� ����� 
�� ��
"����� ������� ��������� -������� 


�������
�! ������� 
������ {xt}t∈T ����)	.

�� ������/ ��(�� � ������	
" 0���
�� ftr (t) , ϕ(t), ψ(t) �	��!��� 

� ����� ����� �����)	 �	���
�	/ �����
� ��������(� λi, i = 1, 2, 3�

��� ��� ��)��� λi = 1 ������/ ����/ ������	
�� 0���
�� ��������1

2� ���������/ ���	����	 ��� ������	
" 0���
�� �	��!��� 
	
" � ���%

���� 
����	� �����1

3� ����/ ���� ����� 
	 ��
"����� 0���
�� ����� εt ��� ����/

���	����	 ��������(� ��������

4������
�� ����& ��%3� ���� ������ � ��������� ��(��% � ������%

�����	
" ����� ������� ���������

��� ����� 	
��� ������ ��������������

����� �������	
��� ����� 
� ��
"����� ������� �������� �����

��������	� 5�	 �(
 ����/ ����� ����)	 �� �	���	���/ ����
��/�

�� �������� ���	
" � ������
��� # �����	
� ��)�� ����6 ��	 ���	���/

� �)����� ������������ ��
��	 ��������(�� 7�)��� �����!����	 � �����

��	� ��� ��
��! ��������(�6 � ��� ��	����	 ���������� ����)��
� �	%

��!��� 
�� � ������� 
����	�� 8������� �����!������� � ����� ��	�
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��� ����� �	����
��� ��

����� ��
��	 ���������� ������� � ������ ������
�� ����� ��	� ���

�	� �����	 �� ����� ��� �	���! ������"� #���	� 
���� ���� ���	�����

����� ��� �	�  ��� ������ ��� � ��
�$���� ������ �����$������
��

��������	 ��������������"�

%����� �������	 ��
&����� ������� ������ �! � ��� ��
&�����

����	 ����' �� ��
� ����� �������	
����� (���	�����	 ���
���

���� �����	
��	 �� �������� ���$���� ������
��� ) ����� ���	����

 �
& � ���	����� ����� �����	
���� �������� ���� ��*�� �����+'

������ �� %����� ��� �����	 � ����
� ����� �
�� �� �����	�! �����" ���

�������	! � �����	 ��� �' ����� �����	
����� ) ��
������+
� ��

���	  ��	���' � ��� �������� �����	 �����	
����! �	� ���	�  ��+���	

�����  ���$ �����	
& �����!  ���� ����� �	' ���	, ����� -����

� ���� ���������� ����� ��������� � ����� ����$����
	.

�� �� �������� ���$���� ������
�� �������	  ���$ �����/

0� �	������	 ���� �����	/

�� � �����	 �����	, �
�� ����� �������/

1� ���������	 �� ��
� ����$��� ����	��	 � �������	
���� 
�	 �	�

����	 ���� ���� ������	 �
�	 ���� ����� �������	 � ���	
&

�����	
��	
&"� %����� ���� ����� �������	 � ����	 � �	 ��	�

���' � ������ ) ����
���	� �����! ������ ������� �	 �	�� �������

�+'! � ��
����$ �����	 �	 ��' � ��� ������	, �
��! ���	��
��!

�����������"/

�� �����
��	� ������������ ���� ���	, �
�� �����	
����

��� �������	
��� ����� �	����
���

2 ���� ��������� ������ �+' 
�$�� �	 ��	������	 ����� ���

�����	
���� 3����� ������������ ������ ����� �����������	
��� � ���


&���	
���� ����!  ���	 ������ � *����� ���
�	' ����+' �������� ���

������ � ����	� ����
��! ���	���� ������ �����������	
��	�� #�
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� ���� �� 

��!	��� �������� 
�	����� ���"�	 ������ #�� 
�	����� ���"� ���$

�%��� ����������� ����" �����������	
����� "�%������ 
�� ��!����

�	���
����� ���	��!�� ����&���" ��������� '������� ������ �%�� �&"$

���� ����� ��(�	 ������ �	���
�	� ���	��!� �����
� � �������$

&��)������� *���� ����� ���	���	 ������� ��
����	
��	�� ���&�&�$

����	
��	���� +��	�!��	 ���%�� ����"� ��
������ �	����(� �����	
�

�� ��
 ����" �����������	
���� � ����" ��
����	
�����

�������� 	
	 ����� ������� ��������� ����� xt ���	��	 
������ �	�

���	�� 
 ��
��� t ∈ N0� ������ r > 0 ���� ����� �
���� ����	
���� �����	� ��

�	������� 
������� �	���	�� �� ����� �
���� ������ �������	
�� 
�����

xt+1 − xt
xt

= r

���

xt+1 = (1 + r)xt.

 �	��� �	��� 
������ �	���	�� ��!��� ��������� ��
����� 
 ��
��� t ∈ N0�

������ 
 ��
��� t = 0 ����	�	� x0 = M � ���� �	�	 
����� "���# #�����������$

xt = M (1 + r)t .

%������ &�& �������	
�	 
	���� �	���	�� ��	 ������!
 t = 0, 1, 2, ..., 20


 �����	���� #�� 
	���� ��������
	 M = 1000 ��	� ����	 �
���� ���� ��	�	

� 
����� '(�

, �����
� ��
����	
��	
�� � ��(%�����" � ����� ���������$

��	
��	
�� ���	��!� �����
� ������" 
������ �%��	 ���
��� � ���$

�	� &!����� �������� ��� ������	 ������� �
� ��!������

�������� 	
� ����� ����������� ����� k� ����� {xt}t≥k �)���� ����
#��� ����	��

xt = λ0 + λ1xt−1 + ...+ λkxt−k + εt

� 
	������� ��������
�� x0, ..., xk−1 � #���� λ0, ..., λk �� �	�	����	�� ���

����� �	����	�� {εt}t≥k ���	��	 #	����
��� ��	�� ���� * ���# ����	�������



���� �������	
��� ����� �	����
��� ��

�	����� ���� �������� �	
��	� � 
������������� �	�	���

��������� 	
�
���� 
 
�������� �
��	��� N
(
0, σ2

)
� �	� ������ �
�

�����
���
 x0 = 1� x1 = 0.5 ������ ��� ���������� �
�	��� ������
��

�
��	� ���
������ ���� � �
�����

xt = 0.5− 0.2xt−1 + 0.3xt−2 + εt,

����� {εt}t∈T ���� ������� �����	������ ��������� 	
�
���� 
 
�������� �
�
��	��� N (0, 4)� ���
����� T = {2, ..., 20}�

�������� 	
�  ���� {εk}k∈N !����� ������� �����	������ ��������� 	
�
�

���� 
 
�������� �
��	��� N(m,σ2) 
�� ������� 	
�
�� X0 �� 
�����

�
��	�� N(m0, q
2
0)� "��������� �� ������� X0 � {εk}k∈N �� ��
���������

��� �����	���� 
�� ������� 	
�
�� Xk, k ∈ N �� ���� ��
��

Xk = Xk−1 + εk.



�� �� �������	
��� ����	 ����������

�	����� ���� ��������	 �
�	�� �(2) .

��������� �� 	
� 	���
��� k ≥ 0 ����� 
����� Xk �� ������	 ����
�

N(mk, q
2
k) �	
� k = 0 ����� �� � 	�������� ������ �������� 	
� ������


������ Xk+1 ���� 	�� ������

fk+1(z) =

∞∫
−∞

fk(x)fε(z − x)dx,

�	��� fk ���� ����� �������� ������! εk� "����

fk+1(z) =

∞∫
−∞

1√
2πqk

exp

(
−(x−mk)

2

2q2k

)
1√
2πσ

exp

(
−(z − x−m)2

2σ2

)
dx

=

∞∫
−∞

1

2πσqk
exp

(
−(x−mk)

2

2q2k
− (z − x−m)2

2σ2

)
dx.

#������

(x−mk)
2

2q2k
+
(z − x−m)2

2σ2
=

q2k + σ2

2q2kσ
2
x2−2

(
mk

2q2k
+

z −m

2σ2

)
x+

m2
k

2q2k
+
(z −m)2

2σ2

�����



���� �������	
��� ����� �	����
��� ��

���� ∞∫
−∞

e−Ax2±2Bx−Cdx =

√
π

A
e−

AC−B2

A , �����

�� ��������	
� �� ���� ����� � ����� �������	���

fk+1(z) =
1

√
2π
√

σ2 + q2k

exp

(
−(z − (mk +m))2

2
(
q2k + σ2

) )
.

�����	� �������� �������	 �����	 Xk+1 ��� k ≥ 0 	��� ���� �����

fk+1(z) =
1√

2πqk+1

exp

(
−(z −mk+1)

2

2q2k+1

)
,

�����

mk+1 = mk +m = m0 + (k + 1)m ,

q2k+1 = q2k + σ2 = q20 + (k + 1)σ2.

����� ��� �������� k ≥ 0 ������� ����� Xk+1 �� ���� �� ��������

N(m0 + km, q20 + kσ2).

��� X0 = 0 ��� m = 0 ��	���	 ���	���� ���� ����	 � �����������

��� ���� ��������� ����  ������ ��� !�"# !$"# !%�"# !%&"# !%'"��

�������� 	
� !���" {Xk}k∈N0
#����� ��
���� �������$���" ��������" ��%

����" � ���� ����� ��������� N(m,σ2)& ������� ����� τ �� ���� ��

'�������(� � )��������� ������������ λ > 0 ���� ������� ����� Xτ 	���

���� �����

Xτ =

τ∑
k=0

Xk.

'���$�	 ��������� �����* ��������
 � ������	� �������	 �����	 Xτ �

�����	� �"��������������� �������	 �����	 Xτ 	��� ���� �����

ϕXτ (s) = EeisXτ & s ∈ R.

� )���� ��� ��� �����& $� ��� ���������� k ≥ 0 ������� �����
k∑

t=0
Xt ��

���� �� �������� N(km, kσ2)� �� ���� �� )����)���#��+��� �� �����



�� �� ����	��
��� 	����
 �����������

��������	��

ϕXτ (s) =

∞∑
k=0

E exp

(
is

k∑
t=0

Xt

)
P (τ = k)

=

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!

∞∫
−∞

1√
2πkσ

eisxe−
(x−km)2

2kσ2 dx =

∞∑
k=0

e−λ
λk

k!
eiskm−

kσ2s2

2

=
∞∑
k=0

e−λ

(
λeism−

σ2s2

2

)k

k!
= exp

(
λ

(
eism−

σ2s2

2 − 1

))
.


��������� � ��������� ������� �������	��������	� ��������	��

EXτ =
∂
∂sϕXτ (s)

∣∣
s=0

i
= λm,

EX2
τ =

∂2

∂s2
ϕXτ (s)

∣∣∣
s=0

i2
= λ

(
m2 + σ2

)
+ λ2m2.

�����	����	 ������� ���	������ ���	��	� �����	� Xτ ������ λm� ���������

�	� ��������� �	�� �����

V ar (Xτ ) = EX2
τ − (EXτ )

2 = λ
(
m2 + σ2

)
.

������ ��������
��� 	��� ���� �������� ����������� � �����
���

�������� ��������� ������ � !�
���	 � �������
��" ����	���
��"

�����������
�� ����# �� ��	��� �	��
�� �����
�� 	�$�	
 �������
���

!�������� � �������������%����	# �������� �
�� �
���	 � ���& ��������

����$� �� �
�� �
���	 �� '����� ���
�(��
 ���$�� �������� �����������

	����� ��������
��
�� � ����	���

�������� 	
� ���	������������  �������	 ����� ���� � ��	���	  � ������!

�	� �	��	 p > 0" �� �� �� ����� �	��  �� ���������� ���������� ��#!

�������	�� LN
(
m,σ2

)
� #���	 m > 0� 0 < σ < ∞" $������ �������

�	�� ������� K (y) = k0 + k1y� #���	 y ������� ��	�����  ��������" ����%	�

�������	�� ���	������  � �� �� ����� ���� ���	������ ���� �	 � ��	��%�

 ��� ����%	���� %	 ��	�����  �������� �	�� ����� ��	������ � ��	��%�"



���� �������	
��� ����� �	����
��� ��

����� ������	 
���	 ξ ������������ ����� �	 ������ ������	 �������� ����

��	�� 
�������	
���� LN(m,σ2) ���� �	�	 �����

γ(x,m, σ) =

⎧⎨⎩
1

xσ
√

(2π)
exp
(
− (lnx−m)2

2σ2

)
, x > 0,

0, x ≤ 0.

������	�� ����� �����

Eξ =

∞∫
0

x

xσ
√
2π

exp

(
−(lnx−m)2

2σ2

)
dx.

 �� ���	���! ���"��# �	��� ���������� �	��	�� ���������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y = lnx

x = ey

dx = eydy

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

$	��� ������	�� ����� �����

Eξ =

∞∫
−∞

1

σ
√
2π

exp

(
y − (y −m)2

2σ2

)
dy

=

∞∫
−∞

1

σ
√
2π

exp

(
−y2 − 2

(
m+ σ2

)
y +
(
m+ σ2

)2 − (m+ σ2
)2

+m2

2σ2

)
dy

= e−
m2−(m+σ2)

2

2σ2

∞∫
−∞

1

σ
√
2π

exp

(
−
(
y − (m+ σ2

))2
2σ2

)
dy = em+σ2

2 .

%���� ���"����� ������	�� ���� &������'� ����� ������( �� ������	"� ����

�'��

E (pξ − k0 − k1ξ) = (p− k1)Eξ − k0 = (p− k1) e
m+σ2

2 − k0.

�������� 	
� )�������������� ��������� ����	 ����������������* ��'�� �#

������		�� �� ���	�� p1 > 0 � p2 > 0 ����������� )����� �	 ����	

�# �����	�������� ����	
�"�� ��	� �������#���	�� �����	��� )�������+	

� �	�	����	�� λ1 > 0 � λ2 > 0� ������� �����' �# 
�����



�� �� �������	
��� ����	 ����������

K (ξi) = k0i + k1iξi� ������� �	
������ ��
������� ������ ���
 ��
����

���� ���
�� 
�	� 
� 	��
������

����� ξ =

(
ξ1

ξ2

)
�����
����� ������ ������� �� ������ ������ ��	�� ��


������� !�	���� X �!� ��
���� ���		���"� 
 ���������� λ �� ��	��#

P (X = n) = e−λ
λn

n!
�!� n ∈ N0.

$�
������� ����� �!� ����� �����	
���%

Eξ1 =

∞∑
n=0

ne−λ1
λn
1

n!
=

∞∑
n=1

e−λ1
λn
1

(n− 1)!
= λ1

∞∑
n=0

e−λ1
λn
1

n!
= λ1.

&��!����
��� Eξ2 = λ2� $	�����
��� ��
������� ����� �� ����� ����	�

Eξ =

(
Eξ1

Eξ2

)
=

(
λ1

λ2

)
,

�������	� ��
������� ���
�� 
�	� ��	� �����

E (p1ξ1 −K (ξ1) + p2ξ2 −K (ξ2)) = p1Eξ1 − (k01 + k11Eξ1) + p2Eξ2

− (k02 + k12Eξ2) = (p1 − k11)λ1 + (p2 − k12)λ2 − k01 − k02.



�������� �

��������	
�	 ��������
�

���	����
�

��� �����	 
����	����
 �
������	�� ������	��

��������	
�	 ������� 
	����
� {xt}t∈N ����	
�

xt = f (t) + εt ��	 t ∈ N �����

�����	 �	 ���	
���� 
��
� ������������
��� f (t) ���� ������ ��	 ���� 

������ 	
���	��	 ��!	����	 ���� εt ��	 t ∈ N� "���#�� ������	����� � 

��	�$ �����%� ��������	
�� � 	�������	
�� 
��
� ������������
�� ������

������ &����� ���	
���	 ���������
� ��!	����
� � %	�	��� ������

{xt}t∈N ��#��� �������' �	 	�	����
�� � 	��������
���

������ ���	
������ ������������� � ����	��� ��� �	�	 ����

����	' (���
�� ���������� f (t)� )�#��� �������������* #� � 	�	����	���

������ 
	����� {xt}t∈N ��������$ ��������� ��!	���� ������� ftr (t)*

������	 ϕ (t)* 
����
�	 ψ (t)�* �� 
��' ������������
�$ ������ ���� 

������ 	 ����
$ ����	��	

f (t)
def
= f (t,Θ)

def
= λ1ftr (t,Θ1) + λ2ϕ(t,Θ2) + λ3ψ(t,Θ3)

def
= λ1ftr (t) + λ2ϕ(t) + λ3ψ(t), �����

�+



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

����� Θ
def
= (Θ1,Θ2,Θ3) ∈ R

k = R
k1 × R

k2 × R
k3 ���� �������� �������

�	� ����������� ������� ������ �� �	�������� ���	������� ����������

Θ ������ f (t,Θ)�  � ����	��� �!"� �����������	���� ������� {xt}t∈N
�	#�����	 �����"� ������ f

(
t, Θ̂
)
$ t ∈ N %���� �������� ��������	 Θ

����!�����	 ���	�������� Θ̂&�

������ ��	�
������� �	����	������	 ����	$ ��	 �����' ������

���������� f (t) ��� ���� ������ ( ����� ���	����� ������� ������ �� ����

������� �����	��� ���	 f̂ (t) ��� ��������� ������ f (t) � �������� �����

������� t� )����	 �����	������ �* #������� �����	���� +������� � �	�

����� ������* �������� ����,���

��� ������ 	
	�����
�

 � �����	
���� ���������� �����������	���� �!"� ������� �����

���� {xt}t∈N ����!"��� �	����	����� ��! ����	��* �����! ����������	�
��������� %)+-& ���� �����! �����!����� ����	�����"� %)+(& %�����

./0$ ./10$ .�20$ .�10$ .320$ .340$ .5/0&� ( ���	����� ���������� �����	 ����

�������	� ��������� ������	 ����� ���	������� ���������� �����������

�	� %�����"� ��� �������	� ����������& ������ �#	 ���� ���������

��,�� ����!��	 �����"���� �����	��	�� � ������	��	�� ������� �����

���� #	�� ��� ������������ ( ���	����� ���������� �����	 �����!�����

����	�����"� ������	 ����� ��� ���������� ������ �#	 ����	� �����

������#��6��� ��������� ��������� ������� �������� %� �	� ���	�����

�������	 ������� �������� �	��!���* ���� ������� ������& #	� ��� ����

��!���	�

����� �����	
�� ����� ��������
�	� ���������

7����,�	 ����� ������

xt = f (t,Θ) + εt ��� t ∈ N, %��1&

����� {εt}1≤t≤N ���� �*���� �������,�	� ������	� �����	� � ����������

�������	� N
(
0, σ2

)
� +� ��������� ��������� ������� {xt}1≤t≤N ����,	



���� ������ 	
	�����
� ��

���	��	� 
���
	
� �	�	����� Θ ������ ������ ���������� ����� �	������


��	�  	��� �� ����	�� !�"�� �����	#� #��� ��	��	� ���$�%� ‖ε‖2 = 〈ε, ε〉�
$���� ε = (ε1, ..., εN )T #��� �������� ��&���' �	���%� �������
�& ����
�


�# �	��(
�# �� �	���%� ��������
�& �εt = xt− f (t,Θ) ��	 t = 1, 2, ..., N��

)	�	
�� ����$	 
	 ���
	��
�� �	��& �	���%� Θ ∈ R
k ��	 �����&

〈ε, ε〉 → min .

�������� 	
� ��������� 	
��� ���	��
������ �������� ����� ���
��

�� �������
��� �
����� ����	
���� Θ̂ ∈ R
k ��
�������
�� �����
�

N∑
t=1

(
xt − f

(
t, Θ̂
))2

= min
Θ∈Rk

N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))2 . ���*�

+����	��� Θ̂ ∈ R
k �����	
� �	 ����, �-� ����
�	 �	��
��

∧
Θ∈Rk

∥∥∥xt − f
(
t, Θ̂
)∥∥∥2 ≤ ‖xt − f (t,Θ)‖2 .

. ������ ����� #	�� ����

	 
���	��(
	 ����"��#� ����� ����

	 �	���	

t� /�
� �	�	������ Θ̂ ��
������	
� �, 
	 �����	��� �!����	#� �����$�

�	����$� {xt}1≤t≤N � /����#, �	&��	
�� �����$� �	����$� {xt}t∈N �	
����, ������ ����� ��(
	 ��!���	� ��(
����
� ����	� �"%� �������
��

����
�# f (t,Θ) ��	��� 012� 01�2� 0�*2� 0*�2� 0�32� 0412��

����� ������	
��� ������ � ������� ��������

5�(��� � �����$� �	����� ����"��#� ����� ���
� ��
����� �� �	��

����� ��(��� �������	��� � ����	�

xt = α0 + α1t+ εt. �����

.	���%� ��
 α̂0, α̂1 �	�	������ ��������	�
�& α0, α1 
	 �����	��� �!����

�	#� �����$� �	����$� {xt}1≤t≤N ����	� ����� �������#��� �����,��#,

�	�	
�� ���$�	���	
�	 ��	��	����$�

min
α0,α1∈R

N∑
t=1

(xt − α0 − α1t)
2 . ���4�



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

���������� ������ ��� F (α0, α1) =
N∑
t=1

(xt − α0 − α1t)
2 �������� ����� 

�	� α0, α1, ��!�	�����	⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∂

∂α0
F (α0, α1) = −2

N∑
t=1

(xt − α0 − α1t),

∂
∂α0

F (α0, α1) = −
N∑
t=1

t(xt − α0 − α1t).

"������� F (α0, α1) ���� ������ �	#����$ �� !���������� ������ !����%⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N∑
t=1

xt −Nα0 − α1

N∑
t=1

t = 0,

N∑
t=1

txt − α0

N∑
t=1

t− α1

N∑
t=1

t2 = 0

���� �������&��� !����������� #!�'���� (���)� *���� �'���!����� #��!� 

��� !������� #!��� −
N∑
t=1

t $ � �!���� #!��� N �!�� ������ �� ��!����� ��!�	 

�����	 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
α1 =

N
N∑
t=1

txt−
N∑
t=1

xt

N∑
t=1

t

N
N∑
t=1

t2−
(

N∑
t=1

t

)2 ,

α0 =
1
N

(
N∑
t=1

xt − α1

N∑
t=1

t

)
.

+������� #!��� x &!����� �!	����	��� !�������� ���!��� ��������

{xt}1≤t≤N �!�� #!��� t &!����� �!	����	��� �������� ������� t ��!�	 

�����	 ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
α1 =

N∑
t=1

txt−Nxt

N∑
t=1

t2−Nt
2
,

α0 = x− α1t.

(��,)

-�!�	����� �� ���!��
N∑
t=1

t = N(N+1)
2 �!��

N∑
t=1

t2 = N(N+1)(2N+1)
6 ��!����

(��,) �����	 #!��������. � #�����⎧⎪⎨⎪⎩ α1 =
12

N∑
t=1

txt−N(N+1)
2

x

N(N2−1) ,

α0 = x− α1
N+1
2 .



���� ������ 	
	�����
� ��

����� �����	
���� ������ ������������� � �������

�����	�

� �����	���� ��� ��
��	 
�������	 ���� �������	
�� ����
�	 p

xt = α0 + α1t+ ...+ αpt
p + εt �����

��	� ����	 ������	�� N �������	
�� ������ ��	 ������! �������	
� p� ��

��"	� �#�
	! ������	��
�$ �� ��� �������	��% � ����	�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x1 = α0 + α1·1 + ...+ αp · 1p + ε1,

..............................................

xN = α0 + α1N + ...+ αpN
p + εN ,

��#�� �����	��	�� �� ����	� �	��������

⎡⎢⎢⎣
x1

...

xN

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
1 1 ... 1

. . . .

1 N ... Np

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α0

α1

...

αp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎣
ε1

...

εN

⎤⎥⎥⎦ . ���&�

'�������(

X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 ... 1

1 2 22 ... 2p

1 3 32 ... 3p

. . . . .

1 N N2 ... Np

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
� Y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

x3

...

xN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Θ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α0

α1

...

αp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��"	� �#�
	! ������	��
�$ � ����	� �	�������� ���&� �� ��� �����)

��	��% � ����	�

Y = XΘ+ ε. ���*+�

,�������
�� ��
� �� �������	��	 ����#� ��	��	
�	 �	�	����#� ��������	�)


�$ ��	 ������ ������

����������� 	
� ������ det
(
XTX

) = 0, �� ���	
���� ������ ����
����

�����������	�� 
����� ����� ���� ���	 ����


Θ̂ =
(
XTX

)−1
XTY. ���**�



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

������ ���
�����	 ������ ���

f(Θ) = 〈Y −XΘ, Y −XΘ〉 , Θ ∈ R
p+1.

������� f (·) ���� ������ �	������ ��  �!���!���� ������  "���#

∇Θf(Θ) = 0̄ $%�!�� ∇Θf(Θ) �!��!� % ������ f � ������ Θ� 0̄ ∈ R
p+1

& ����� !� ��	' ���� �����!�(���  �!���!����� � �)����

min
Θ∈Rp+1

f(Θ).

*��	

∇Θf(Θ) = 2XT (XΘ− Y ) ,

��� Θ̂ =
(
XTX

)−1
XTY ���� ���	�	�  �!���!����� ������  "���#

∇Θf(Θ) = 0̄�

�����������  "������ �)�� ��	��� $��+,' �� $��++'� �� !	�����	

Θ̂ = Θ +
(
XTX

)−1
XT ε. $��+�'

-�)� ���	��!�%� �� ��(. �!������� ����� � ���!���	� �� ���� "� Θ

����  "���

EΘ = Θ̂− (XTX
)−1

XTEε = Θ̂,

� �!��!�� �� Θ̂ ���� ����)�����	� ���	���� �� ����� � ���!���	� ��/

 ���� "� Θ� *��� ! ���� ����� ����� � ���!���	� �� ���� "� Θ ����

 "���

cov (Θ,Θ) = E (Θ− EΘ) (Θ− EΘ)T

= E
((

XTX
)−1

XT εεTX
(
XTX

)−1)
=
(
XTX

)−1
XTE

(
εεT
)
X
(
XTX

)−1
.

�������� {εt}1≤t≤N ���� ��%��� ���!�����	� !�����	� �����	� �  �!���/

�!�� �� ����	� N
(
0, σ2

)
� ��

E
(
εεT
)
= σ2I,

%�!�� I �!��!� ���� ! ������������ 0�����!��� �� !	�����	

cov (Θ,Θ) = σ2
(
XTX

)−1
. $��+1'



���� ������ 	
	�����
� ��

������� �	
 � ��������	
 ��� �	���� �������� f (t,Θ) ���� �	���� ���

������ �� ������	 � ��������� Θ
 �� �������

�� ������ �����������
 � ������� ��������� ����� ��������� Θ ��

������  !"


#� �	���� �������� f (t,Θ) ����$����� ���������� ������ p


%� ��������� ����� ��������� Θ �������	��� ������ &#�'(
 ����� ���	�

�� ������� � ������� �������	� �� ������

N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))∇Θf (t,Θ) = 0. ������

� �����	���� ��� ���	�
��� ������ {εt}1≤t≤N �� ��������	
�� �� ��

���	��	
�	 �	�	���� � Θ ������ �	������	! ��� �
��
� �"#� ��$�% 
	

���	� ���
��&�	%� �	��'
�(� ����	�
���)� ���$����)� ���	������
�)�

)����*����
�) ��'
	 �
	��+! 
�� � ,�-.� ,/�.�

0����$�
��
�� � ������ ���-� �*$�
�) ��

�� � ��	�	���� �� ���1

������ �� ����	��� �� ������� �	��	
%� ����
�� �
���2�����
�(� �����	1

��� ��� 
	����	�� *�	� 	
	���� 
���*$�
�) �) ����	��� �� �*��'�
�1

(� �����	��� �� 3����	�
� �*� � ��������� � ��	 ������ ��
����) ��1

�
	�	�� �	 ����� ��������� �
2���	�%
���� � ��� ��� �������	��

� ��	���
�) ������� � �
	
�) � �����	�����4

• ��������� 5�	��� �5�	��� 6
2���	���
 7�������
1AIC� ��	��� 
�� ,�.�

,�.� ,8.� ,�-.� ,89.� ,8�.�

AIC = N ln

(
1

N − k

N∑
t=1

ε2t

)
+ 2k,

• ��������� :)�	��	 SIC ��	��� 
�� ,�;.� ,89.� ,8�.�

SIC = N ln

(
1

N − k

N∑
t=1

ε2t

)
+ k lnN,

• ��������� <	

	
	=>��

	 ��	��� 
�� ,�/.�

HQC = N ln

(
1

N

N∑
t=1

ε2t

)
+ 2k ln (lnN) ,

����� k ��
	�	 ���*$ 
���
	
�) �	�	���� � � �������



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

����� �����	 
	�������� �	�����
���

������� ������	���� ���	��� ������ ��	�� ��	
���� ����	�����

��	�� ���������� ���
 ����!�� "�#$% ���	� ���������� �����

&� '����� ��� ����  � ������ �(���� � ������� ���������)��*�	�

��+)�� {xt}1≤t≤N "�	�� ,-./ ,-�./ ,�0./ ,�-./ ,1�./ ,2-./ ,20./ ,23.%�

&�����
 ����� ���	��

xt = f (t,Θ, εt) �� t ∈ N, "��-2%

 ���� {εt}t∈N ���	 ��( ��� ��������
�� ������
�� �����
�� � ���������

p (·, λ) , �	����	 λ ∈ R
n 4 ���	���� ������
�� ����	�+� �������

��( � ������
�� �����
�� {εt}t∈N� 5���+) ����	
����� ����	�+� Θ ∈ R
k

��� λ ∈ R
n � �����( ��	��
 ���������� ���
 ����!�� ����� 	�������6

��� ��������

����������� 	
	 ������ {xt}1≤t≤N ���� 	�
���
�� ���	��� ����
�� �������

������
 ft,Θ (ε)
def
= f (t,Θ, ε) ���� ������ 	�����
	��������

ft,Θ : R → R �	
�

∧
(Θ,λ)∈Rk×n

∧
1≤t≤N

p
(
f−1 (xt, t,Θ) , λ

)
> 0,

�����f−1 (x, t,Θ) = f−1t,Θ (x) � k+n < N � �� ��� !
��	 �����
� �" �
	
!�#

�	�� Θ ∈ R
k� λ ∈ R

n �� ��
�� �
 ��!�� $%& ���'��
� �
	����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N∑
t=1

∇Θp(f−1(xt,t,Θ),λ)
p(f−1(xt,t,Θ),λ)

= 0,

N∑
t=1

∇λp(f−1(xt,t,Θ),λ)
p(f−1(xt,t,Θ),λ)

= 0.

"��-7%

����
 #���� ε = f−1 (x, t,Θ)� 8� �������� ����	�+� Θ, λ �

����	��� �)������� {xt}1≤t≤N ����
�	�(� � �#$ ����
 ������� ����6

�	����9 :������ ���
 ����!��

L (x1, ..., xN ; Θ, λ) =

N∏
t=1

p(f−1 (xt, t,Θ) , λ). "��-;%



���� ������ 	
	�����
� ��

������� ��� ����	�� �	��� ��
 
���
	
�� �	�	������ Θ � λ� ��	

������  �
��	 ��	��!��
�"� ����!	 �	���"# 
	���$����� %	��� �	�	
��

�	 ����	#

max
(Θ,λ)∈Rk×n

L (x1, ..., xN ; Θ, λ) .

&���'��� �	�	
�� ��'��� �����	���# �� ����	� ���
��	'
��

max
(Θ,λ)∈Rk×n

l (x1, ..., xN ; Θ, λ) , (���)*

!����

l (x1, ..., xN ; Θ, λ) = ln (L (x1, ..., xN ; Θ, λ))

=

N∑
t=1

ln p
(
f−1 (xt, t,Θ) , λ

)
. (���+*

,���������# ��-	� ���
	.{
∇Θl (x1, ..., xN ; Θ, λ) = 0

∇λl (x1, ..., xN ; Θ, λ) = 0

����������� ��
��� ����� ���-
�	 �	��
�� ��
���
�� /�	���
�� �  �
���

��	��!��
�"� ∇Θl � ∇λl �	
� �� ����	��

∇Θl (x1, ..., xN ; Θ, λ) =
N∑
t=1

∇Θp(f−1(xt,t,Θ),λ)
p(f−1(xt,t,Θ),λ)

,

∇λl (x1, ..., xN ; Θ, λ) =
N∑
t=1

∇λp(f−1(xt,t,Θ),λ)
p(f−1(xt,t,Θ),λ)

.

�������� 	
� ����� �����	 ��
��� {xt}t∈N ������ �
� ������ ������ 	����

{εt}t∈N ���� ���	��� ����
������ �������� ������� � �����
���� ����
� 

�� N
(
0, σ2

)
� �
 !����
��� ������
��� {xt}1≤t≤N ������
��� � "�#

������$�%��� �����
�� !
�
���� ���%��%�
��� Θ ∈ R
k ��
� ���������

��
��
����� σ ��
 ����
������ �������� ������� {εt}1≤t≤N .

&	����� � �'��
���� ����� !����%���

xt = ft,Θ (ε) = f (t,Θ) + ε�



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

�����

f−1 (x, t,Θ) = f−1t,Θ (x) = x− f (t,Θ) .

���	
� ����������	� 
��� ���� �����

L (x1, ..., xn; Θ, σ) =

N∏
t=1

γ(xt − f (t,Θ) , σ)

=
1

σN (2π)
N
2

exp

(
− 1

2σ2

N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))2
)
,

�����

γ(x, σ) =
1√
2π

e−
x2

2σ2

����	�� ����	
� ������	� �������
 ������
 � ��������� N
(
0, σ2

)
. �������

��
�	 ������� �����	�

max
Θ,σ

L (x1, ..., xN ; Θ, σ)

��� ������� ���������

max
Θ,σ

l (x1, ...xN ; Θ, σ) ,

�����

l (x1, ..., xN ; Θ, σ) = ln (L (x1, ..., xn;m,σ))

= −N ln (σ)− N

2
ln (2π)− 1

2σ2

N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))2 .

������
��� �	��� �������� Θ � σ !������� ∇Θl ��� ∇σl ��� �����

���� � ����	
� ����������	� ������� �����������

∇Θl (x1, ..., xN ;m,σ) =
1

σ2

N∑
i=1

(xi − f (i,Θ))∇Θf (i,Θ) ,

∂

∂σ
l (x1, ..., xn;m,σ) = −N

1

σ
+

1

σ3

N∑
i=1

(xi − f (i,Θ))2 .

"������
�	 
� �� ��� ������
��� ������ �����	��� �� ���������

�������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))∇Θf (t,Θ) = 0,

−N 1
σ + 1

σ3

N∑
t=1

(xt − f (t,Θ))2 = 0.

������



���� ������ 	
	�����
� ��

������� �	� ��������	
 ����� ���� ����� �������� �� ���������� ����

�����
� ���������� Θ � � ���� � ��!� ����"��� �� ����
	 #$% � #$&

�	 ������
���

������� �	
 ' �"(��� �����) ����� ����"�� �� ��� ������ �����������

��
�� ���� �����������*� ����

σ̂ =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

(
xt − f

(
t, Θ̂
))2

,

*���� Θ̂ ���� ����������� ��������
� ���������� � ���� � ��!�

������� �	� +������� ���� 

xt = taεt � � t = 1, 2, ...., N, ������

*���� {εt}1≤t≤N ���� 
�	*��� ����� ����
� �������
�  �����
� � ���"(�����

 �*������
��������� ��� LN
(
m,σ2

)
 ,��"
�� �����*����-
� �� �����.

L (x1, ..., xN ; a,m, σ) =
1

σn(2π)
n
2

(
N∏
t=1

ta

xt

)−1
exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
ln

xt
ta

−m
)2)

,

���������

l (x1, ..., xN ; a,m, σ) = ln (L (x1, ..., xN ; a,m, σ))

= −N ln (σ)− N

2
ln (2π)−

N∑
t=1

(a ln t− lnxt)

− 1

2σ2

N∑
t=1

(lnxt − a ln t−m)2 . ������

+����	���	
 �������

max
a,m,σ

l (x1, ..., xN ; a,m, σ)

����������� ���������� ��������
� ���������� a,m, σ &�����" "����
���

��������� �"������ /��"
�� l (x1, ..., xN ; a,m, σ) �� ��* 0�� �� a,m, σ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−a
N∑
t=1

ln t+ 1
σ2

N∑
t=1

(lnxt − a ln t−m) ln t = 0,

1
σ2

N∑
t=1

(lnxt − a ln t−m) = 0,

−N
σ + 1

σ3

N∑
t=1

(lnxt − a ln t−m)2 = 0.

������



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

� �������� ��	
��
� �����	
� ������ ������ ��	����
��

σ2 =
1

N

N∑
t=1

(lnxt − a ln t−m)2 . ������

��
��

g =
1

N

N∑
t=1

lnxt, h =
1

N

N∑
t=1

ln t� s =
g

h
.

� �������� �����
� ������ ����� ��	���	��� �����
�� a ���

a =
g −m

h
. ������

!��������"� ����# ��	 ����$ � �������� ��
���	
� ������ ����� ��	�%

���
��

(m− g)

N∑
t=1

(
lnxt − s ln t−m

(
1− ln t

h

))2

+

N∑
t=1

lnxt ln t− a

N∑
t=1

(ln t)2 −mNh = 0.

&�	���	��"� ��
�������� ��
'����� ������ ��	
��
� ��	����
�� ����%

(�� m ��
�����"�
 �����
� ���
�	�� 
����
��� )������ ����� � ����*���


	 ����# ��	 ����$ ��	���	��� ����(�� a � σ ����
���� +��	����
 ��%

���� ��
�����" �����
� ���
�	�� �����
��� 
����
��� )������

l (x1, ..., xN ; a,m, σ) ������ ����� �

��� �����	 
���	�������

��	��
 ����
	������ ���
��� �	������
 �  ��
 ���! ��
 ���

���
  ��	�� ��"#�� ��	�������	
������ $��
������
 %� ������ �����


{xt}t∈N ���	 ��
 ������

xt = f (t) + εt, ����&�

����� {εt}t∈N ���	 ��'���� ������%�
�� ������
�� �����
�� � ���������

������
� N
(
0, σ2

)
�



���� �����	 
���	������� ��

�����	 
���	������� �����
�� �
 ���������� ���	�
��
 ������

����������	����� f (t) ������ ������������ ���	�� �����	�� �����
���

� 
�
�����
�	� ������ ��
���	� {xt}t∈N�  �����
� ��� �����	 ��!	

����
 �"���
��
# ��!��� �
�
���
 ����
��!�	�� ������	�� �����	�� {εt}∈N
�	���� σ2$ �� �
�
���
 ������� �������%� xt−m, xt−m+1, ..., xt ��
 t > m

���� %��


V ar

(
xt + ...+ xt−m

m+ 1

)
= E

(
xt + ...+ xt−m − E (xt + ...+ xt−m)

m+ 1

)2

=
1

m+ 1
E (εt + εt−1 + ...+ εt−m)2 =

σ2

m+ 1

�� �������� ������������ ������ &�
�
����' �
� �	��
��
��� �
��������

(��������
 ���	�
��
 ������ ����������	����� f (t) �������%� ���)

��� ��
������ ����
�� &���*' �
 �����
��� �
���
��� xt−m, xt−m+1, ..., xt

�����
 �
 �	��
������ ���������

f̂ (t) =

m∑
k=0

wkxt−k ��
 t > m, &���+'

����� �
�� w0, w1, ..., wm ������
�� �
����
m∑
k=0

wk = 1, wj ≥ 0 ��


j = 0, 1, ...,m� ,��	!��� ������ �
�	�
�	 ������ ������ &�
�� ���

-./$ -��/$ -�0/$ -*./'� 1
�� w0, w1, ..., wm ��
�����	 �
 ������ �����	 �
�)

�������	�� ��
�
�%��

����� ��� ��������	
 ������	 ������	 f (t) � ������� {xt}t∈N ���� ��

�
� ����� ��
���� �������� ���������� �������� f̂ (t) , ����� � �����

�������� ������ ��
������ ��� �������� � ����� �� �!" 

,���!�� ������
���	 ���	� �
�� �	���
 �����
 ������� �������

�
 ���
����� ������ � ������ ��
���	� {xt}t∈N� ,�����
! ������� ������
εt � %��
��� &���*' �� ����������
�� &����
��!��'$ ��

Eεt = 0,

Eεtεt+τ =

{
σ2,

0,

��
 τ = 0,

��
 τ = 0.



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

������ ����	
����� ������� ���������� f (t) � ������ ����� ���� ! �	��
"

��
 ��	
�	�� f̂ (t) , �	#�
 � ������� �����
 ���	��

ε̃t =
m∑
k=0

wkεt−k �� t > m. ����$!

%	�� ���&' (� ��	�)& �������� �*������ ��	
�	�� ���	 �#�� ����

�Eε̃t = 0, t > m!� +������� ��	
�	�� f̂ (t) ���	 ����	
���

� ��������� ������� ������,� ���	�� ����$!� ������( ������� ������

εt, t ∈ N �� �������������' 	�

γε̃ (τ)
�
= cov (ε̃t, ε̃t+τ ) =

⎧⎪⎨⎪⎩ σ2
m∑

k=τ

wkwk+τ , �� 0 ≤ τ ≤ m,

0, �� τ > m.

����-!

.����� ���	 �#��

D2ε̃t = γε̃ (0) = σ2
m∑
k=0

w2
k. ����/!

0����� �	��������� �� ������� �������� ε̃t ��	
�	�� f̂ (t) �
����

rε̃ (τ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, τ = 0
m∑

k=τ
wkwk−τ

m∑
k=0

w2
k

, �� 0 < τ ≤ m,

0, �� τ > m.

����1!

2	��
��
 �����, �*����3 {ε̃t}t>m � ��������� ������4 �	�������"

��� �� τ = 0, 1, ...,m' �	����	 �� τ > m ��	�)�� ������� �	���������

�
����� ����� 5#����( ������ ε̃t ���	 ������� �� σ2' �� �������� ��"

�����4 �*����3 ��	
�	�� �� ������� ���������� f (t) � �����,� ���	��

�����!� 6	�� �	��
��
 �����,
{
f̂ (t)

}
t>m

���	 �������� 	
���� ��( �����,

�
�)����
 {xt}t∈N�

����� ����	
� ������ ���� m

7�	
�	�� f̂ (t) , t > m �� ��4)�� ��	�������	
����� �����,� ����"

��,� {xt}t∈N ���	�� �����! ����	�����
 � ����	��� �*������� �����,�



���� �����	 
���	������� ��

xt, xt−1, ..., xt−m ��
�� ��� ���� ����� ������ �
�� w0, w1, ..., wm �� �����

������ �� ��
�	 �
! 
 	 �
�
��"
 #!$
���!
 ��#����� ε̃t� t > m ��
��

��% ����&��  	$
 "
! �
"����"#�
� '
��(	 �
��� ��
��)* �
!�� ���� 	

w0 ≥ 0, w1 ≥ 0, ..., wm ≥ 0, �����
m∑
k=0

wk = 1

��
 !�%	�+ #,�

m∑
k=0

w2
k

��	"�,"� �
"����"#�- �
��.*� /�	"��"�	

wk =
1

m+ 1
� 0 ≤ k ≤ m

�
� ��)�	 ������� v0, v1, ..., vm #��$��
"-�� �
,��!

m∑
k=0

vk = 0.

�
�	
m∑
k=0

(wk + vk) =

m∑
k=0

wk +

m∑
k=0

vk = 1 + 0 = 1

�
�

m∑
k=0

(wk + vk)
2 =

m∑
k=0

w2
k + 2

m∑
k=0

wkvk +
m∑
k=0

v2k

=
m∑
k=0

1

(m+ 1)2
+

2

m+ 1

m∑
k=0

vk +
m∑
k=0

v2k =
1

m+ 1
+

m∑
k=0

v2k >
1

m+ 1

��	 �#����"� k ∈ {0, 1, ...,m} �
!�� (� vk = 0. 0�-� �	��!
� (� ��!�� #�
$	�+

�
�

(w0, w1, ..., wm) =

(
1

m+ 1
,

1

m+ 1
, ...,

1

m+ 1

)
∈ R

m+1

"�#� "��	�	� ��!����� ��
 !�%��� �
�
��"
 #!$
���!
 ��#�����

ε̃t� t > m "�#� �
"����"#�
�

����� ��� �������� 	
�������� f̂ (t) , t > m �� ������ 	�	�����
�����

�	� 
�	�	�� ���
��	�� {xt}t∈N ���	�� ��������� 
��
���� ���
����� �	�

��� ������	�
���� ��������� ��� �
�����	�� m + 1 ≤ t ≤ N �����������



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�������

min
f(t)∈R

m∑
k=0

(xt−k − f (t))2 ������

��	�
����
� �� �������
� ���
����	�� �� ������ �	���������	����
��

������ ����	������
���� ���	��� ������ ���

f̂ (t) =
1

m+ 1

m∑
k=0

xt−k. ������

��� �� ������ ������ �
����� w0 = w1 = ... = wm = 1
m+1 , ��

	� ��	 ������ � �������� ��	
 	�� ������ ��!"�� ��	�� ����	
�����

������# ����$� ������� � �������� ε̃t� �
�����

D2ε̃t = σ2
m∑
k=0

1

(m+ 1)2
=

σ2

m+ 1
,

γε̃ (τ) =

⎧⎨⎩ σ2m−τ+1
(m+1)2

, �� 0 ≤ τ ≤ m,

0, �� τ > m,

 %#���� #	���������

rε̃ (τ) =

{
m−τ+1
m+1 , �� 0 ≤ τ ≤ m,

0, �� τ > m.

�������� 	
� ��� ������� ��� ����  !"#$ $% � ��	��� �&'&('�(&) *

+('&�'�(&)� �
�����
�
 ���
����	
 ������ ����	������
���� ���	��� �����,

���� {xt}1≤t≤47 ������� ������ ��� 	��-��� �	����� 	���� �	������ � ����	,
�����

!��-��� �	����� 	���� 2 � 4 ��.�����
 ���	���

f̂2 (t) =
xt + xt−1 + xt−2

3
��� 3 ≤ t ≤ 47,

f̂4 (t) =
xt + xt−1 + xt−2 + xt−3 + xt−4

5
��� 5 ≤ t ≤ 47.

!
����� ���&� �	��������� ��������� ��� ����  !"#$ $% � ��	���

�&'&('�(&) * +('&�'�(&) ��� 	�������� ���	��� ��������� {xt}1≤t≤47 ��	�
��
�	�������� �	�� 	��-��� �	�����

{
f̂2 (t)

}
3≤t≤47

��	�
�� ��������

����� �����	
� 
 �����������������������	������������������



���� �����	 
���	������� ��

�	����� ���� ���������� 	��
��� ���	��� {xt}1≤t≤47 
�� 
����� �
�����{
f̂2 (t)

}
3≤t≤47

�
{
f̂4 (t)

}
5≤t≤47

�
{
f̂4 (t)

}
5≤t≤47

������� 	�
������ �
�����
���� � ������� �������� �


��� ��	���
� ��
���
� ����� �����
�� ������� �� ��
	�������
 ���
���
 ���

��� ��
�
�� 	�����
�� {xt}1≤t≤47� ��������� ��� ��	���
� ��
���
� ����� �

 �����	�
 �� �
��	�
 ���
���
 ��� ��� ��	���
� ��
���
� ����� �����
���

����� �����	 
��	�������� 
	� �������� ��������

���	�
�� ������ ������������	��� ������ ��
������ {xt}t∈N �� 

��
�� !���"# ���������
�	 �
 �����$ ��%���� ������� �
 ����$ ��� 

�������& 
�� ����
�
 '����( �
�	� �
���
��� xt, xt−1, ..., xt−m ��
)	 ����
 

���	 ��)	� �
 �
����� ���	�
��
 !�
�$ �
��� �
�� �
��# �
� �����
�

���������� ���	�
��
 ��� ���������
�	 �
)�� %������ 
�
�����
���� ��
 

����
 !�
)��� �*��� �
����� {x1, x2, ..., xt}#� �����
 �
�������
�
 ����

+���
 � �
�	 ,�-. ��������� ���	(��� �
�	� / �
�
��
�%& ��'	�% ���� 

�����	 ������ �
 �����$ �	�)
������ 0������ f̂ (t) �
� �	���	������	



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�� �� ���	������� ���
�������� �
��� ��� �� ��������� ��
 �������� 


���
���������
�! ������� �"� ��� ��
 � ����"��� ������������ #�$

	���� �	%� ���
���&�� ������� �"� ��
 ���	��
���
 � ���������� ����$

������� ��� &��"����� ��� ���	���� ������� ��
� 
  �	��� �
�����$

��
�� �" �&��� �� �������� ' �	��� �
"����� �
��������"��  �	���

(����) '�	�� ��� *+,� *+�,� *-+,)�

.�	
 	�� f̂ (t) , t ∈ N ������ ��	�� ����	
����� �����"& ������"� ��$

�	�� '���-) ����	�&�� 
 ����
�	��� � #/0� � 	
 �� ����	� �%����

�� ����
 ��	
 	��� f̂ (t)  �������� xt−k �� 0 ≤ k ≤ t − 1 ���
���&$

�� 
 �"� ηk� "���� �� �	� 0 < η < 1 ����� ���%���
���� 1���������

��
��1� 2� &�	����"� t ∈ N ��	
 	�� ������ ��	�� ����	
����� f (t)

�
���� 
 �������&��� ����� ���	��

min
f(t)∈R

t−1∑
k=0

ηk (xt−k − f (t))2 . '��3�)

4&���� ���& ���	 	�%� ��� ����	��
 ��"���� � ������ f (t) ���

t−1∑
k=0

ηk (xt−k − f (t))2 =

t−1∑
k=0

ηk
(
x2t−k − 2xt−kf (t) + f2 (t)

)
=

t−1∑
k=0

ηkx2t−k − 2f (t)
t−1∑
k=0

ηkxt−k + f2 (t)
t−1∑
k=0

ηk

=
t−1∑
k=0

ηkx2t−k − 2f (t)
t−1∑
k=0

ηkxt−k + f2 (t)
1− ηt

1− η
,

���� ��� ��	
 	�� ������ ��	�� ����	
����� �����"& ������"� {xt}t∈N ���
�$
 &�� 


f̂ (t) =
1− η

1− ηt

t−1∑
k=0

ηkxt−k� t ∈ N. '��35)

6���� 
� �� ������ ����	�&���� ��	
 	�� f̂ (t) , t ∈ N &��"����� 


�������� {x1, x2, ..., xt} ��� ��	����� xt−k� 0 ≤ k ≤ t− 1 ���
���&�� 


�"� 1−η
1−ηt η

k�

7����
 �
��� ��	
 	�� f̂ (t) , t ∈ N  ��� �
����
! � �� ���



���� �����	 
���	������� ��

���� ������	������ ���	��
��� �� ���� ������ ���	�����	

f̂ (t) =
1− η

1− ηt

t−1∑
k=0

ηkxt−k =
1− η

1− ηt
[
xt + ηxt−1 + η2xt−2 + ...+ ηt−1x1

]
=

1− η

1− ηt
[
xt + η

(
xt−1 + ηxt−2 + ...+ ηt−2x1

)]
=

1− η

1− ηt

[
xt + η

t−2∑
k=0

ηkxt−1−k

]
=

1− η

1− ηt

[
xt + η

1− ηt−1

1− η
f̂ (t− 1)

]
.

������� �	
 ���� �������	
��
 �� 
���	����� ���
������� ���
������

����	�� ��������� �� ������

f̂ (t) =
(1− η)xt + η

(
1− ηt−1

)
f̂ (t− 1)

1− ηt
, f̂ (1) = x1. ������

 � ����� ����!� "�	������	 m = t− 1 �
� �
�� wk = 1−η
1−ηt η

k ��


k = 0, 1, ..., t− 1�  
�
���
 ������� ��#
����� ε̃t ���	�
��
 f̂ (t) �	����

D2ε̃t = σ2

(
1− η

1− ηt

)2 t−1∑
k=0

η2k = σ2 (1− η)2

(1− ηt)2
1− η2t

1− η2
= σ2 (1− η)

(
1 + ηt

)
(1 + η) (1− ηt)

,

�
����
�� ���
�
���


γε̃ (τ) = σ2

(
1− η

1− ηt

)2 t−1−τ∑
k=0

ηkηk+τ =

= σ2ητ
(

1− η

1− ηt

)2 t−1−τ∑
k=0

η2k = σ2ητ
(1− η)2

(1− ηt)2
1− η2(t−τ)

1− η2
,

����� 0 ≤ τ ≤ t− 1� $�����
 
�������
��� ��
 ������ {ε̃t} ���� %��


rε̃ (τ) =

t−1−τ∑
k=0

ηkηk+τ

t−1∑
k=0

η2k
= ητ

1− η2(t−τ)

1− η2t
, 0 ≤ τ ≤ t− 1.

������� �	
 ��� ������ 	�� ��	�� ����� �� � ������  !"!#" #!$ %

&#"! " #!$� ����
����'	 � ����(
 
�)�(��	�
	* �� ��	*���� +��(���� (��

����� �����	
� 
 �����������������������	������������������



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

η1 = 0.2� η2 = 0.5� η3 = 0.7� η4 = 0.9 ���������� 	
������� ������ �	�	�

����
�����	� 
�		�� ���
��	�� �������

��
��	� ����� ��	�
����� 	�������� 
�		�� ���
��	�� {xt}1≤t≤47 ������

��������� ��� 	
������� ������� ��	��
��	� f (t) 
�		�� ������ ���
���	

�� ����� �	���� ���!��������" ��� ��"��	� �	���	�� #� ���	
�	 �����

��	���� ��	��� 	
������ ������ �	�	����
�����	� ��� η1 = 0.2� �����

��	���� $ ��� η2 = 0.5� ����� ��	%�	
�� $ ��� η3 = 0.7 ��� ����� �����

$ ��� η4 = 0.9� &	����	���� � �
���� �������� '	 ��� �	 ���
�	� �
�(!�

�������� ��� )���	'���� �����") 0 < η < 1 ��
��	 *�������	 � 
�		�� ����


���� 
 ���!����	� 	���������	 �	
������ ������ �	�	����
�����	� ���	�

��������	 ��%��	��� �	������	 � ���	�� �������� #������
� � ���������

��� �
�(!������� )���	'���� �����")���	�	� �� ��	�� 	
������ ������ �	�

�	����
�����	� ���!����	� ��������	 ���"�����	 
�		�� ������ ��� � ��%��

�	����� �	����������

�	����� ���� ������ ����	
� {xt}1≤t≤47 	��� ������	�� ������ ����������������

������� ����	
��	 	������� �� �		�� ��	�� 
������������ 
�� ����	��

�������� ��� η1 = 0.2� η2 = 0.5� η3 = 0.7� η4 = 0.9.



���� �����	 
���	������� ��

����� �����	 
��	�������� 
	� �������� ��������

��	 �����	��� �������������� �����������

������ 
�
�����
�	 ����� ��
���	{xt}t≥1 ���� ���� ������ �� �����

�
��  �����! ������ �� �����	"#
��� ��!��� ����������	����� �����	 ��! ��$%

��� ���� �
��#� & �	���� '������!��
 � �	� '�	'
�#� �	���� ∞(� )
#

�
# '�'������ �
#�
�
�	� �� ��!#��� �
�! ��$��
�	��� '���
�
�� *������*

�
�� 
������ �
�� � �
��#��� '���������� +
��� ��!#��� �
�� '�	'����#�%

�����	 *�������* �
������� ������ ��� ���
���	��

,��	�
�� f∞ (t) , t ∈ N ��!��� ����������	����� ������ ��
������

{xt}t≥1 '���
�� &���-( #��������	 #��	��
��� � �./� 0�
 ���
������ t ∈ N

���	�
�� ��!��� ����������	����� f (t) �	��
��
�	 ���������� �
�
���

'���
��

min
f∞(t)∈R

∞∑
k=0

ηk (xt−k − f∞ (t))2 , &���1(

����� 0 < η < 1 ���
��
 ��'2���	���# 3��������� �
�	� 3� 4�����
�

∞∑
k=0

ηk =
1

1− η
,

��
∞∑
k=0

ηk (xt−k − f∞ (t))2 =

∞∑
k=0

ηkx2t−k − 2f∞ (t)

∞∑
k=0

ηkxt−k + f2
∞ (t)

1

1− η
,

��!� �
#� ���	�
�� ��!��� ����������	����� ������ ��
������ {xt}t∈N ��


'�	'
�#� ����#�5������ '��������� '�	������	

f̂∞ (t) = (1− η)
∞∑
k=0

ηkxt−k. &���6(

7� ����� &���1( '�	������	 m = ∞ �
� �
�� wk = (1− η) ηk ��


k = 0, 1, ... , �
����
�� �
�
���
 � #��
�
���
 ������� �#�
����� ε̃t ��


τ ∈ N0 �� 2���8

D2ε̃t = σ2 (1− η)2
∞∑
k=0

η2k = σ2 (1− η)2
1

1− η2
= σ2 (1− η)

(1 + η)
,

γε̃ (τ) = σ2 (1− η)2
∞∑
k=0

ηkηk+τ = σ2ητ (1− η)2
∞∑
k=0

η2k = σ2ητ
(1− η)

(1 + η)
.



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

������ ������������ ���� ���� ������

rε̃ (τ) = ητ , τ ∈ N0.

������� �	
 ���� �������	
��
 �� 
���	����� ���
������� ���
������

����	�� ��������� �� ������

f̂∞ (t) = ηf̂∞ (t− 1) + (1− η)xt, f̂∞ (1) = x1. ������

������� �	� ���� ������ �����
 ����� ��!��� 
���	�
� � ����"�#  �
�

	��� 
����	�
 
���	�
� �����	$ !�� t → ∞�

lim
t→∞ f̂ (t) = lim

t→∞
(1− η)xt + η

(
1− ηt−1

)
f̂ (t− 1)

1− ηt

= (1− η)xt lim
t→∞

1

1− ηt
+ ηf̂ (t− 1) lim

t→∞
1− ηt−1

1− ηt
= f̂∞ (t) .

������� �	
 %�� �����& 	�� ��	�� '()*+ +, � ������ �-.-/.�/-0 1

�/.-�.�/-0� ����
����2	 � ����! 
�3�!��	�
	4 �� ��	4����  ��!���� ����


�3�!��	�
	4 �� ��	4����  ��!���� !�� ������&	����� ������3� 	� 
���5

	�
�
 ���
�����
 	�$ 	� !����������
	���� ������� 	������� ����"�� 6���5

���� 7 ���� 	� !��
	47 η = 0.8

,�
 ����������� ���
�����
 	�$ 	� !����������
	���� ������� ����"�

����
����
 � ����"� ���� ������� (
����� ����� ����!����� �������	�$ �������

	������� {xt}1≤t≤47 ����
� ��������� ���� ���
�����
 ����	�� ���������

f (t) ������� ����"� ��
����� �� ����	2 
�3�!��	�
	4 ��
{
f̂ (t)

}
1≤t≤47

����
� 	������� ���� !�� ������&	����� ������3� 	�
{
f̂∞ (t)

}
1≤t≤47

����
�

����������� )���� ��!��� � �
����� �!���
# �� �����	� ��$!�
 ���
��������

�2 �$���� !�� ��3
	4 ���� 	� t# ��������� ��� �� ������� t �����	� ��5

���2�

(
����� ���0� ����!����� ��������� ���� 	� ������$!�� �����	 ��5

��$!�
 ���
�������� ��
����
�� �� ����	2 ����! 
�3�!��	�
	4 �� ��5

	4����  ��!���� ���� 
�3�!��	�
	4 �� ��	4����  ��!���� !�� ������&	�����

����� �����	
� 
 �����������������������	������������������



���� �����	
���� ������������ ��

�
	���� ���� ������ ����	
� {xt}t∈{1,...,30} 	��� ���	�� ������� f̂ (t) � f̂∞ (t)

�������� �� �	�	�� 
����������� 
�� ��� η = 0.8�

���������	

{∣∣∣f̂ (t)− f̂∞ (t)

∣∣∣}
2≤t≤47

� �� t = 1 � ����
	�
 ��� �����������

���� f̂ (1) = f̂∞ (1) = x1� � ���������� ��������� �� t ≥ 8 ��������

����
	� �� ��
����� �� 1
10 � �����
��� ����
 η = 0.2 �� ����
	� �� ��
����� ��

1
10 ��� �� t ≥ 3�

��� �����	
���� ������������

����� ����	
 �������


� ���
����� ��
 ��� ����
 ��	��� ������ �����	���� f (t) � 	������

��	��
� {xt}t∈N ��	��� ���� !" �� ��	��� �#$% ���������	�
��& ��'��


���
(��'�% ������	
����%! �� ����& ������ �������������� )� �
�����*

��� 	������ ���������� �����	
���&��� �����# �����	��& �
����
	�����


�����# �+'����&" ��+�� ������ �� �������� ������
, �+'�� �������+� 	��*

���� ��	����� ������ ��� -./" - /" -��/" -�0/!�



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�
����� ���� ������� �	
���� ����
��	��
� �����	��
� � �	
	�� 
��	��

������������ ��� ����	
�� ���������

������
 ������ �����
 {xt}t∈N ���	��  ����!" ����� #����� �����$

��� f (t) ���	 ���������� �	���� p. %���	�� �&������
 � ���������


� ����&' ��	(���)�


�xt = xt − xt−1 �� t = 2, 3, ... "  ���*!

.......

�kxt = �
(
�k−1xt

)
= �k−1xt −�k−1xt−1 �� t = k + 1, k + 2, ...  ���+!

����������� 	
� ��� ��������� �	
������� ����� k ∈ N ������

������������� ��������� ���� �	���� 

�k xt =
k∑

j=0

Cj
k (−1)j xt−j ��� t = k + 1, k + 2, ...  ����!

����� Cj
k =

(
k
j

)
= k!

j!(k−j)! ! 0 ≤ j ≤ k! 0! = 1�



���� �����	
���� ������������ ��

������ ���� ������ ���������
 �� ����� ������� �������
�����

� ������� ��������� �� �����!� ����"�#����$� ��� k = 1 ���


�xt = xt − xt−1 = C0
1 (−1)0 xt + C1

1 (−1)1 xt−1 = �1xt,

����� ���� ������ ��	� ��������
 ��� k = 1� ��%� �
&  � ���� ������ ��	�

��������
 ��� �����!� k ∈ N� '��������
&  � ������ ��	� ��������


������ ��� k + 1� � ������� ��������� �� �����!� ������ ����"�#����$��

���


�k+1xt = �
(
�kxt

)
= �kxt −�kxt−1

=
k∑

j=0

Cj
k (−1)j xt−j −

k∑
j=0

Cj
k (−1)j xt−j−1.

����� �
&  �

k∑
j=0

Cj
k (−1)j xt−j = C0

k (−1)0 xt +
k∑

j=1

Cj
k (−1)j xt−j

= xt +

k∑
j=1

Cj
k (−1)j xt−j ,

k∑
j=0

Cj
k (−1)j xt−j−1 =

k−1∑
j=0

Cj
k (−1)j xt−j−1 + Ck

k (−1)k xt−k−1

=
k∑

j=1

Cj−1
k (−1)j−1 xt−j + (−1)k xt−(k+1).

��(� ���
 	��!�

�k+1xt = xt +
k∑

j=1

(
Cj
k (−1)j − Cj−1

k (−1)j−1
)
xt−j − (−1)k xt−(k+1)

= xt +
k∑

j=1

(
Cj
k + Cj−1

k

)
(−1)j xt−j + (−1)k+1 xt−(k+1). ����)�



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�� ������ j ∈ {0, 1, 2, ..., k} ��


Cj
k + Cj−1

k =
k!

j! (k − j)!
+

k!

(j − 1)! (k − (j − 1))!

=
k! (k + 1− j)

j! (k + 1− j)!
+

k!j

j! (k + 1− j)!

=
(k + 1)!

j! (k + 1− j)!
= Cj

k+1. ������

������� � ��! ���	" ��

C0
k = C0

k+1 = Ck
k = Ck+1

k+1 = 1. ����#�

$���	���!� ������%����#� �� ����&� �	 '
�(���


�k+1xt = C0
k+1 (−1)0 xt +

k∑
j=1

Cj
k+1 (−1)j xt−j + Ck+1

k+1 (−1)k+1 xt−(k+1)

=
k+1∑
j=0

Cj
k+1 (−1)j xt−j .

����� �������	�
�� ����� ���
���	��

$������ � '���	���
 '�	������� ��� 	�   ���������� �� )�*+

�'
�
  ������" �� ������ �',-. ��	� �����	
�'� �'� ��( �'������ {xt}t∈N
���	 ���������� �	���� p ∈ N" 	� �	��(�!� ��� 	�  �������
 � ��+

���
 �*���
. �	����/ ��������( � ������ 0	����	 �	��(�!� ������ �	���

��� 	�  �������
 � �����
 ��������� �
��������. ��������! ������!

� �'� ��( {xt}t∈N�

• )����
" �� �'� �� �'���
 {xt}t∈N ���	 ��
  �������

xt = α0 + α1t+ εt, ����1�

��'�� {εt}t∈N ���	 ��!���� ���'����
�� '�����
�� �����
�� �  �'��+

�'�� �� ���
� N
(
0, σ2

)
� 2  �'���
� � '
���( �',-. ��	� ��+

���	
�'� ���	 ���������� �	���� ��� ��'��� ��',-. �������� �� �-�

	 ��� � �'� ��( �'���
��� 3	��(�!� ��� 	�  �������
 �	 '
�(���


�xt = α0 + α1t+ εt − (α0 + α1 (t− 1) + εt−1) = α1 + εt − εt−1.



���� �����	
���� ������������ ��

������
 ��� 	��	��� �������� �������
 ����
���


�2xt = � (�xt) = α1+εt−εt−1−(α1 + εt−1 − εt−2) = εt−2εt−1+εt−2.

������
� �� ������ ������ �����	��� f (t) ��	� ������ �������  �����!

������ 	������ p = 1"� �� 	����# ����� ��$�� ���#��#�
{�2xt

}
t≥3

��� ������� ��� �����	���� 	�%������� � ����� ������ ��$�� ���#��#�{�2xt
}
t≥3 	� ������
�� ��	��
��� ����� 	� ����&���� ���� ���'�����

������� ��'����( ����$����
) 	����#�  ���*"+

�2 xt = ε̃t = εt − 2εt−1 + εt−2  ���,"

��'

�2xt =

2∑
j=0

Cj
2 (−1)j εt−j .

• -�%���
� �� 	����# ��	��
 {xt}t∈N ��	� ���
 ���������  �$&. �����!

����	�
��� ��	� ����������� 	������ ���#��#�"

xt = α0 + α1t+ α2t
2 + εt,  ���/"

#���� {εt}t∈N ��	� ��#��� ���������
) ������
) ��	��
) � ����%�!

���� �������
�N
(
0, σ2

)
� 0��	��� �������� �������
 	������ �����!

	��#� ����
���


�xt = α0 + α1t+ α2t
2 + εt −

(
α0 + α1 (t− 1) + α2 (t− 1)2 + εt−1

)
= α1 − α2 + 2α2t+ εt − εt−1.

1����� 	������ ���#��#� 	� �����

�2xt = � (�xt) = α1 − α2 + 2α2t+ εt − εt−1

− (α1 − α2 + 2α2 (t− 1) + εt−1 − εt−2) = 2α2 + εt − 2εt−1 + εt−2.

2������	� ������ 	������ ������#� 	� �����

�3xt = � (�2xt
)
= 2α2 + εt − 2εt−1 + εt−2

− (2α2 + εt−1 − 2εt−2 + εt−3) = εt − 3εt−1 + 3εt−2 + εt−3



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

������
 �	��� �� ������ ������ �������� f (t) ���	 ����������

�	���� p = 2� 	� ����� �!���� ��"�� 	������ �
{�3xt

}
t≥4 ��� �#

���� ��� ���������� ��������� $!����� ��"�� 	������ � �% ������
��

�����
��� �	!�� �% ���&����% ������% �&����' ����"	���
�� ����� �

������ � (��)*+

�3 xt = ε̃t = εt − 3εt−1 + 3εt−2 + εt−3 (��),+

��&

�3xt =
3∑

j=0

Cj
3 (−1)j εt−j .

• -�!��
� �� ��"./ ��	�������	
��� ����� � ������ � {xt}t∈N ���	 ���#

������� �	���� p ∈ N

xt = α0 + α1t+ ...+ αpt
p + εt, (����+

 ���� {εt}t∈N ���	 ��% ��� ��������
�� ������
�� �����
�� � �����#

���� ������
� N
(
0, σ2

)
� 0	����%� ����	�� �!������
 �������� �

��"�� �	��
�����


�xt = α0 + α1t+ ...+ αpt
p + εt −

(α0 + α1 (t− 1) + ...+ αp (t− 1)p + εt−1)

= α1 [t− (t− 1)] + α2

⎡⎣t2 − 2∑
j=0

Cj
2 (−1)j t2−j

⎤⎦+ ...

+αp

⎡⎣tp − p∑
j=0

Cj
p (−1)j tp−j

⎤⎦+ εt − εt−1

��&

�xt = α1 + α2

2∑
j=1

Cj
2 (−1)j−1 t2−j + ...

+αp

p∑
j=1

Cj
p (−1)j−1 tp−j + εt − εt−1

=

⎡⎣ p∑
j=1

αjC
j
j (−1)j−1

⎤⎦+

⎡⎣ p∑
j=2

αjC
j−1
j (−1)j−1−1

⎤⎦ t+ ...

+αpC
1
p (−1)1−1 tp−1 + εt − εt−1.



���� �����	
���� ������������ ��

�	�������� ���


�xt = α1
0 + α1

1t+ ...+ α1
p−1t

p−1 + εt − εt−1,

�����

α1
0 =

p∑
j=1

αjC
j
j (−1)j−1 ,

α1
1 =

p∑
j=2

αjC
j−1
j (−1)j−2 ,

......

α1
p−1 = αpC

1
p .

������
� �� �� ��	��	������ ������� ��������� ���������� 	����� 

���������� �!���
" 	�# � ����� $�
�� �xt ������� ��� ��������� 	���%

��� p−1&� '��	��( �������� �������
 � �� ����
� ����� �!�����


	����� ���������� � ������ �	��������� ������ )����� �����	��� f (t)

��	� ����������� 	������ p ∈ N� �� 	����� ����� ��#�� p + 1 $	�����{�p+1xt
}
t≥p+2

& ��� ������� �����	���� 	�"������ � ��	� ���!����( ��%

����( ��!���� ����#����
* 	������ $���+&,

�p+1xt = ε̃t =

p+1∑
j=0

Cj
p+1 (−1)j εt−j .

������� �	
 ������ � �����	
����� 	����� �	�
��� {xt}t∈N �
����

������ ����

�� ����
�� ��� ����
������ �
���� p, �
 �
���� p + 1

��	� 
�����
� ������
�� � ��	��
{�p+1xt

}
� ����������� ����
����� ��� 

�

�� ����
�� 	 	������ !��	����� 	���� ������
{�p+1xt

}
t≥p+2

���

�
�"������ ����
�� 	����� ��	� {εt}t∈N�

����� ����	 
���� ������	�� �� �������� ��	�

-��
��� ��������� �� ������ �#./ ���������	�
��� 	������ {xt}t∈N
��	� ������������ �� 	��	��( ������������ �������� �������
 � �����


�
���������/ �����	��( 	�"����( � �
� 	������� 0������	� �������� �����

��	��
 ����
��� �
����/� ������ �� �������#�� 	������ ����������



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

������	������� ���� �����������	��� � �	� ��������  !	 �" �����#

��� ������$ ����������% ����&	 �������� �������� ����� �������� ������"�

�"&�� {�pxt}t≥p+1 p ∈ N�

'��"&�	% &� �����	 � ������� {xt}t∈N ������ (���)* �� �������&�� ����
���� ������� �������	 N

(
0, σ2

)
(���� {εt}t∈N ���� ������ �������&�	�

������	� �����	� � ���������� N
(
0, σ2

)
*% �����

Eεt = 0, (���+*

Eεtεt+τ =

{
σ2,

0,

��� τ = 0,

��� τ = 0.
. (����*

,���� �������� ��������� �"&������� �����������

����� ��� �������� 	�
�
� ��	��� {xt}t∈N ��	���

xt = α0 + α1t+ ...+ αpt
p + εt, (���-*

����
 {εt}t∈N �
	� ����
� ��
���
���� ���
���� ��	���� � ���������


N
(
0, σ2

)
� ��
���

��

�p+1 xt =

p+1∑
j=0

Cj
p+1 (−1)j εt−j , (���.*

��

E �p+1 xt = 0, (����*

�

D2
(�p+1xt

)
= σ2Cp+1

2(p+1). (���)*

	
��� �*� /������ p + 1 ���	 �������� �"&����	 ����	�����	 ��"�

(����* (����� ���	����	 ���	&��*�

!*� '� ����� (����* ���� �������� ������� ���������� ����	�����	

E �p+1 xt = E

⎛⎝p+1∑
j=0

Cj
p+1 (−1)j εt−j

⎞⎠ =

p+1∑
j=0

Cj
p+1 (−1)j Eεt−j = 0.



���� �����	
���� ������������ ��

�� ��������

D2
(�p+1xt

)
= E

⎛⎝p+1∑
j=0

Cj
p+1 (−1)j εt−j

⎞⎠2

= E

⎛⎝p+1∑
j=0

p+1∑
i=0

Cj
p+1C

i
p+1 (−1)j+i εt−iεt−j

⎞⎠
���� {εt}t∈N ��	� ������ ���������
� ������
� ��	��
�� �� ����
�����


D2
(�p+1xt

)
=

p+1∑
j=0

[
Cj
p+1 (−1)j

]2
Eε2t−j = σ2

p+1∑
j=0

(
Cj
p+1

)2
= σ2Cp+1

2(p+1),

� 
� (
C0
k

)2
+
(
C1
k

)2
+ ...+

(
Ck−1
k

)2
+
(
Ck
k

)2
= Ck

2k.

������� �	
 ������ ���	
 ��������������� � ������ �������� {xt}t∈N ���

����� ������ ���� ����������� ������� p ∈ N� �� � ���� � ������������

������ !�������� p+1 ��� ���������� ����� !����
{�p+1xt

}
t≤p+2

����

�����  �!��� �"  ��#�������� ��������� ������ ���� {εt}t∈N� $�������

����� !���� �� ����	
 	����" ��� ��� �������� σ2Cp+1
2(p+1).

����� �����	 ��
��� �����	 �������	��

���
�������
 ����� �!�	��"� ������
� ��	��
�� #��� ζ1, ..., ζl

$% � �����"���� &������������ �	�����%�
�� ����� ������� ��	��� ζ�

'����� Eζ = 0, �� �	�
����� �������� �������� ��	���� ζ ����"���
 ���(

���

σ̂2
ζ =

1

l

k∑
j=1

ζ2j . &���)�

#������	� ������ Eζ = 0, �� �	�
����� �������� �������� ��	���� ζ ��	�  ��


������

σ̂2
ζ =

1

l

l∑
j=1

ζ2j −
⎛⎝1

l

l∑
j=1

ζj

⎞⎠2

. &���*�



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

����� ������ �����
 {xt}t∈N ������ ��������
 ��������  ���!"� #��$

���	
 ������% ��&���
{�kxt

}
t≥k+1

' k ∈ N ��( ��	�)%�(�� ��������*

+� ,� k < p + 1 ������	
 ������% ��&���
{�kxt

}
t≥k+1

�( ���������

��� �%� )������ ��������% �	�)�� p−k ��� ���������� ��������

������
�� �����
�� εt−k, ..., εk . -	��

E �k xt = 0' t ≥ k + 1.

�� ,� k ≥ p + 1 ��	��. �������� � ������ ������	�� ������%{�kxt
}
t≥k+1

�
����( ��)��������*

E �k xt = 0 ��� σ̂2
k =

D2
[�kxt

]
Ck
2k

' t ≥ k + 1.

������ ������ �	�
��� ��������� �
�������������

/������ �� k = 1, 2, ... �
�����
 ������� ��&���
{�kxt

}
t≥k+1

���

���%���
 ��	���� ������� � ����	��� ������ ��&���*

m̂k =
1

N − k

N∑
t=k+1

�kxt,  ���0"

σ̂2
k =

N∑
t=k+1

(�kxt
)2

(N − k)Ck
2k

.  ��12"

��	�)��� ����%���
 ���&����� ��������� m̂k � σ̂2
k �� k. -������ � %��(

 )	��  ���3"$ ���4""' �������. σ̂2
k ������ �����
�� 	�������� ����(�(

��)��� �������. k ��� ���(���� )�����% p + 1  �� k ≤ p ����. ��	����$

���	
��� ������	�� ������%
{�kxt

}
t≥k+1

���	 ���������� �	�)�� p − k

��� E �k xt = 0"� 5� )������ �����	% k∗ = p + 1 ��������� m̂k ��$

�%%�( ������ )�����% ��������' �	����	 ��������� σ̂2
k ���%%�( ������

)�����% ��&���� �� ���� 6����	 k∗, �� �	����� ��	���� ������� ��&���

m̂k �( ������ ���'  ��������� σ̂2
k ���
��( ��� �	�������.' ������ ��



���� �����	
���� ������������ ��

	������ ���������� ���
���
 � ������ ���� ���� ���������	�
��� 	���� �

{xt}t∈N �����
 ���
!����� ����������� 	������ p = k∗ − 1�

����� ��� ����������	� 
���������� �����	� ����� σ̂2
k ������� ������ ��

������� k∗ = p+1 ��� �������� �� ���� ������� {xt}t∈N �� �����! ���"��

��
#��� ��$ � ���������� ������� p ���� �
#����
 �������� � 	������ �� ��	��

�� ��$%! ��������������& ���� � {xt}t∈N ����� ���
������! �� �����&

���������� ������� p�

�	
���� ��� '�� �������	� ���� � ���("� )(��(� )"���� ))�*+� ,�,�� -�(+�

)�,*� .)�"�� .,���� .+�(� .(�-�� .��+*� .-���� .��+�� .(�("� ."�+*� .��+(� .

+�--� .��+*� +�+(� -��"� *�+� )-�+�� )�� )*�)-� �(�)�� -��*(� -)���� -*�"-�

+����� "*�" ���������� ������/ ���������� ���
����	&�� � ��$%! ����.

����������& ���� � ������� � {xt}t∈N�
0�����
 ���"� ���������� ���������� �������	$ ���� � {xt}1≤t≤31 ���

����%�� ���� �� ����� {�xt}2≤t≤31 ,
{�2xt

}
3≤t≤31 ,

{�3xt
}
4≤t≤31 ,{�4xt

}
5≤t≤31 ,

{�5xt
}
6≤t≤31 . 1 ��
���� �������� �� ������ �$��� ���.

��� �� ������ � � ��&�� � ������	& ���
�#� ������� ����� ��

2� ����
� ���"� ������ �������� �� ��������� ����/ ���������

���� � �����
{�4xt

}
5≤t≤31 �

{�5xt
}
6≤t≤31 	��� ������������ ��$
��� ���{�3xt

}
4≤t≤31 ������� 
�����
�	$ 
���	���� ����� ������������� �����#�

��$%�� ���������������� ��������� �������� ���� ��
{�4xt

}
5≤t≤31

�
{�5xt

}
6≤t≤31 ������	& 	�
� 
��������	� ������� ��������� ���� �{�3xt

}
4≤t≤31�� 3����� ������	 ���������� ����%�� ����
����� ����� ���


�������� �����	��

k 1 2 3 4 5

m̂k )��*)( ��("(�+ .���-)+�* ��"�""� ���-�((

σ̂2
k �"�(,�� +�),*� )��-*� ���,**+ ���"+�"(

4����� ����������	� 
���������� �����	� ����� ������ k∗ = 3 ���.

��%! %����� m̂3 ��������� ���� � �����
{�3xt

}
4≤t≤31 	��� ����
� ��� ���

�� ������� k∗ = 3 
�������� �����	� ����� �������	& ��$ �����������!��

1���� ��$%! ��������������& ���� � ������� � {xt}t∈N ������ ��������!

����������� ������� �� �� ��



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�
����� ���� ������ {xt}t∈{1,2,...,31} ���� ��	
��� ���� k = 1, 2, 3, 4, 5.

��� �����	� 
���� ����
���

� �������� �����
�� {xt}t∈N , ������ 	����� �� �
�!��� ���"

�
���� � ��!��# $������ ��	��!����	
���
��% !��# �
�	&���' ����

��������� (�� ������ �� m ������	��� ���� �
����� ���� �� �����)��%

���
!� ����
 ������� ��& � 	�� �!�� $��� �
���� � ����	��
�� ���
��"

���  ��� ������� !�*� ������' ����� ������! ��+ ,��� �������
!

� �������	����
!-% � 	��! ���
���� ���*
 � ������� �����&���' ��&���

��* ����� ������

.���*�� ���	�# �!������ ���� !�	��
 ����	
����� ��+� ����

	������ $���
�� ��� ���� ��!������� .������ � ���� ����� � �
"

��������� m−����������� � ������	���� ������� �������� {xt}t∈N% �����
�*�
 � ���� ������� ����)����� $��� � ������ ������
���
��%  �"

�	&���� ����	
����� �*���� � 	
�� ������������ /	�!��	 ���� ��!�"

����� ���	 ���	 � ���*����% *� ������ ���	 � �����
 � $� �������
��

� ���������
�� ,��!����- � ��*�
�� ��&�	�	����)����� 0� ����	
�����

��!���� �
����
�	� ���	��� !�	�� ��	�������� 	�
����!�	�
������



���� �����	� 
���� ����
��� ��

����� ����	
� ������ ��
�����

�����	� ������
 ��	
��� ����� �� �	��
���� ���������
 �����

��� �������������	���� ��� ��	�	�������� ��	 ����� ���� �� ��� ��	� �����


��	������ ���	���� ��	 � ������!������" �����	 ��� #$%&"� ' �����

��!����� ���������
 ������� �������������	���� ����	()���� 
���	��������

����( ���������	��� �
������
�

*�	�������+  � 
 �����	
���� �	����� �	��
�� {xt}1≤t≤N ��������

m−��	 �����	()���� ��	�������� m = 4 � �����	� �
��������� 	���
��

	��
���� ��, m = 12 � �����	� �����(�	���� 	���
��" ��	 N = Tm� -��

���� �	���� {xt}1≤t≤N �	������ �� m ���	�����

{
x1k
}
1≤k≤T +

{
x2k
}
1≤k≤T +

���+{xmk }1≤k≤T + ��	��

{
x1k
}
1≤k≤T =

{
x1, xm+1, x2m+1, ..., x(T−1)m+1

}
,{

x2k
}
1≤k≤T =

{
x2, xm+2, x2m+2, ..., x(T−1)m+2

}
,

...

{xmk }1≤k≤T = {xm, x2m, x3m, ..., xTm} .

'�� �� ��� 	 ���� ���	�����
 ���������� ������ ��	
� . ����� ��

�����/

x1k = f1 (k,Θ1) + ε1k,

x2k = f2 (k,Θ2) + ε2k,

...

xmk = fm (k,Θm) + εmk ,

��� 1 ≤ k ≤ T + ��	�� ��� i = 1, 2, ...,m ������� �������������	�� fi (t,Θ)

���)���0 
�
�(��	�0 �������( 
 �� ��� 	 ���	�����

{
xik
}
1≤k≤T + ���

������
{
εik
}
1≤k≤T �0 ��������
����� 	�������� ��
���  �	�1��	��

�������� N
(
0, σ2

i

)
� 2���(���� �������� ������!����� ����������	���+

��	�� ���� ���������
 Θ1,Θ2, ...,Θm 
�	���	��� 	� ���0 324+ ���

������ ��������� ������� ��������
��� 
�	���	��� ��� �,��0 ��



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

����
 	
�� ����	����

σ̂i =

√√√√ 1

T

T∑
k=1

(
εik
)2

� i = 1, 2, ...,m.

�� ����	
����� ������ �����
 {xt}t∈N �� ��
 ������	��! � ���	��

xt =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1

([
t
m

]
+ 1, Θ̂1

)
+ ε1

[ t
m ]+1

� ��
 mod (t,m) = 1,

f2

([
t
m

]
+ 1, Θ̂2

)
+ ε2

[ t
m ]+1

� ��
 mod (t,m) = 2,

������

fm−1
([

t
m

]
+ 1, Θ̂m−1

)
+ εm−1

[ t
m ]+1

� ��
 mod (t,m) = m− 1,

fm

([
t
m

]
, Θ̂m

)
+ εm

[ t
m ]

� ��
 mod (t,m) = 0,

"��#$�

�����
[
t
m

]
����� ��%&! ������	' � �������� t �����m� �	����	mod (t,m)

����� ����	% � �������� t ����� m�

�������� 	
� ��������	� 
�������	� �	�������	�� ������ � �
�	��� �����

����� ����������� ����������� � ������� ������ �  ����! �����"����"� ���

	����#��$�� ��%%&' ( ���'&)( ��)'&%*( ��%�&�%( � %�&!( ��� &)'( ��')&�!(

�!  &'�( ��!)&�( �! �&%�( �!)!&� ( �%'*&�!( �*)�& �( �*%�&*'( �'��&))(

�)! &��(  �%'&%)( �'�%&)( �)��&)%(  � %&*�(  ��'&�)( �)!�&��(  ��'&')(

  ��&%)(  !��& �(  �!!&!'(  �* &*�(  !��&%(  %��&'!(  !!�&)!(   %�&!)(

 �!*& (  %)'&��(   % &%!(  ��'&�*(  %* &��(  '�)&!!(  ��!&%(  � )&!!�&

+���	�
 ���	�,����� �������	�� ���	��� -������ � ������� ������
&

.����
( /� ���������� ������� ��������� #����������	��� 	� ���	��

0�&%1 ������� ����	�� ��������& 2���� ��"��� ��� � �������� -�� 0#�
���

�������	�( � ���	�� ���	��/ ����3 /� 4����� � ��"��4 #��������$ ��� �� �����

������ �������1( ������� ���������� {xt}1≤t≤39 �������
 	� ����� #����$��(

����� ��#����	���$ ����� ��/	� -�� � �	�������	
 �������&

����� ������	
 ����� �����������	
�

������������	
�������������������
�	����������� ���� !!"#$#%���
&��

#�'(!!)*$+*(#)*+),



���� �����	� 
���� ����
��� ��

������� ���� ������ ����	
� {xt}1≤t≤39�

k x1k x2k x3k x4k

1 ������� ������� ������	 �������

2 �����
� ������� ������
 �
�����

3 ��
���� �
����� �
�
��� ���	��


4 �	����� �	���	� ������� ��
����

5 ������� ������� ������� �����	�

6 ������� ��
���� ������� �������

7 �
����� ��

�
� ��	��	� �
�����

8 ������
 �

���
 �����
� ��
	���

9 ������� ������
 ������	 ��	����

10 �����

 ���
��� �����

 �



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

�
����� ���� ������� {xm
t }1≤t≤10 ��	 m = 1, 2, 3, 4 
�	� � �����	��

� ������� �	
 ������ �� ���� � ����������� ����� � ����� �����

�������� ������ �����������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x1k = α1

0 + α1
1k + ε1k �� 1 ≤ k ≤ 10,

x2k = α2
0 + α2

1k + ε2k �� 1 ≤ k ≤ 10,

x3k = α3
0 + α3

1k + ε3k �� 1 ≤ k ≤ 10,

x4k = α4
0 + α4

1k + ε4k �� 1 ≤ k ≤ 9,

������

�����
{
εik
}
1≤k≤10 �� i = 1, 2, 3, 4 ������������ ����� ��������������� ������

���� �������� � ���� ���� �������� N
(
0, σ2

i

)
	

!������ �	
 ��������� ���������� ������ "������ �������# ������

��������� ������� $�� � ������� ���%������ {xt}1≤t≤39	 &��������� � ���

���� ������������ ������� �������� ������� �� ������ ������

� �� �� "�	'�#	 !������ �	
 �������� ��������� ����� ������� "������

�������� ������� ���������# �� ������ � �����������	 (� ������)����

������������ ������ ������ {xt}1≤t≤39 ������ ���������* � ������



���� �����	� 
���� ����
��� ��

xt =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2060.508 + 185.0835
([

t
4

]
+ 1
)
+ ε1

[ t4 ]+1
� ��� mod (t, 4) = 1

1981.0053 + 162.6181
([

t
4

]
+ 1
)
+ ε2

[ t4 ]+1
� ��� mod (t, 4) = 2

2061.338 + 160.5373
([

t
4

]
+ 1
)
+ ε3

[ t4 ]+1
� ��� mod (t, 4) = 3

2086.5628 + 188.3297
[
t
4

]
+ ε4

[ t4 ]+1
� ��� mod (t, 4) = 0

����� ε1t ∼ N
(
0, 61.39812

)
� ε2t ∼ N

(
0, 0.84.80972

)
� ε3t ∼ N

(
0, 70.45252

)
�

ε4t ∼ N
(
0, 76.70012

)
�

	�
��� ��� �������
� �����
����� ���������� 
������ {xt}1≤t≤39
������ ���������� ���� ������ ���������
������� {x̂t}1≤t≤39 ������ �����

����� ����� ������

x̂t =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2060.508 + 185.0835

([
t
4

]
+ 1
)

� ��� mod (t, 4) = 1,

1981.0053 + 162.6181
([

t
4

]
+ 1
)

� ��� mod (t, 4) = 2,

2061.338 + 160.5373
([

t
4

]
+ 1
)

� ��� mod (t, 4) = 3,

2086.5628 + 188.3297
[
t
4

]
� ��� mod (t, 4) = 0.

����� �����	� 
������	��

���� �������� � �����	� 	��
��� ����
��� ����� �� 	�������� ��

�	���� �	��
� ��� 	!��
��� 	 "�� �����
��� � ������
���  �#�����

�	$�  ��
������ %�� �	 &�'� &��'� &�('� &��')� *������ �����
� � ������
�


�� $���+�� 
 �	$��� �� ��,���� ��	��� �	����� �	��
�� ��	�
�,� ���-

,����,�� .����� �	
���,� �	����� 	 � #��� 	� ��� 
����,��
��� �#�-

��� ��	��� "������  ������ 
���,���
� � ��� �� ,��� 
������ ���-

�
� ����� 
 ��, 
�� $���+� / ���� �0����� �	����� �	��
�� {xt}t∈N
���
�,� ,� � �� ��������  ����,� ���	��� %�� �	 ��� &�1')� � �����-

���� ������,� �	
���$��� 
 �	���� *������� �����	
��� �	���� �	��
�

��	��� �
��,� 
 �� ���

xt = α0 +
T∑

k=1

(
αk cos

(
2π

N
kt

)
+ βk sin

(
2π

N
kt

))
+ εt, %���1)



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

�	����� ���� �������� 	
������	 � �	��	����	 �	�	�� �����	���

����� {εt}t∈N ���� ������ ���������	� ������	� �����	� � ����������

�������	� N
(
0, σ2

)
. �����	
���� ������ �����	  ����� !���"# ��  ��$

������ ��������� {xt}1≤t≤N  ��	������	% �� ������&' T � ����� ����(���&'

T ≤ [N2 ]% ����� [·] ������ �)&' ���������
*+	 �����������' ���	�����	  �������(� α0, α1, β1, ..., αT , βT  ��	$

 �����	  ���� ������&� ,����� ����� � ������� ���� ���	����  �����$

��	���� ��  ���� �����	 ����������	� �������(��

����� ��� ������ X1, ..., Xq ∈ R
N �� ��	
���� ����������� � ��������

����
������� ������� X = (X1, ..., Xq) ∈ R
N×q�� 
� �� 	����� Y ∈ R

N

min
(β1,...,βq)∈Rq

∥∥∥∥∥Y −
q∑

i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

= min
(β1,...,βq)∈Rq

N∑
t=1

(
Yt −

q∑
i=1

βiXti

)2

=
N∑
t=1

(
Yt −

q∑
i=1

β̂iXti

)2

= ‖Y ‖2 −
q∑

i=1

β̂2
i ‖Xi‖2 , !���-#



���� �����	� 
���� ����
��� ��

�����

β̂i =
〈Y,Xi〉
‖Xi‖2

� i = 1, 2, ..., q.

������ ��� (β1, ..., βq) ∈ R
q ����∥∥∥∥∥Y −

q∑
i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

= ‖Y ‖2 − 2

〈
Y,

q∑
i=1

βiXi

〉
+

∥∥∥∥∥
q∑

i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

= ‖Y ‖2 − 2

q∑
i=1

βi 〈Y,Xi〉+
〈

q∑
i=1

βiXi,

q∑
i=1

βiXi

〉

= ‖Y ‖2 − 2

q∑
i=1

βi 〈Y,Xi〉+
q∑

i=1

q∑
j=1

βiβj 〈Xi, Xj〉 .

����
�� X1, ..., Xq ∈ R
N �� 
������� ���	��
��� � 
	������� �������

� ���! � ��� i = j ���� 〈Xi, Xj〉 = 0 ��	

q∑
i=1

q∑
j=1

βiβj 〈Xi, Xj〉 =
q∑

i=1

β2
i 〈Xi, Xi〉 =

q∑
i=1

β2
i ‖Xi‖2 .

"����∥∥∥∥∥Y −
q∑

i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

= ‖Y ‖2 − 2

q∑
i=1

βi 〈Y,Xi〉+
q∑

i=1

β2
i ‖Xi‖2

=

q∑
i=1

(
1

q
‖Y ‖2 − 2βi 〈Y,Xi〉+ β2

i ‖Xi‖2
)
.

#$�� �
���	%

min
(β1,...,βq)∈Rq

∥∥∥∥∥Y −
q∑

i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

=

q∑
i=1

min
βi∈R

(
1

q
‖Y ‖2 − 2βi 〈Y,Xi〉+ β2

i ‖Xi‖2
)
,

&����'

%�	�� ��� �����% i = 1, 2, ..., q

wi (β) =
1

q
‖Y ‖2 − 2β 〈Y,Xi〉+ β2 ‖Xi‖2 , β ∈ R &����'

���� ��(������� �
�����
��� "���� ��� �����% i = 1, 2, ..., q

min
β∈R

wi (β) = wi

(
β̂i

)
, %�	�� β̂i =

〈Y,Xi〉
‖Xi‖2

&���)'



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

���

wi

(
β̂i

)
=

1

q
‖Y ‖2 − 2

〈Y,Xi〉
‖Xi‖2

〈Y,Xi〉+
(〈Y,Xi〉

‖Xi‖2
)2

‖Xi‖2 ������

=
1

q
‖Y ‖2 − 〈Y,Xi〉2

‖Xi‖2
=

1

q
‖Y ‖2 − β̂2

i ‖Xi‖2 .

����	����� ������������� �� ������ �	��
 !�� 


min
(β1,...,βq)∈Rq

∥∥∥∥∥Y −
q∑

i=1

βiXi

∥∥∥∥∥
2

= ‖Y ‖2 −
q∑

i=1

〈Y,Xi〉2
‖Xi‖2

= ‖Y ‖2 −
q∑

i=1

β̂2
i ‖Xi‖2 .

����� ��� ��� ������	 ω = 2πk
 k ∈ Z �Z 	����� ����� ����� ����	�������

�����	� �� ���������� ���	���

n∑
k=1

sin kω =
cos ω

2 − cos (2n+1)ω
2

2 sin ω
2

, ����"�

n∑
k=1

cos kω =
sin (2n+1)ω

2 − sin ω
2

2 sin ω
2

. ���#$�

	
��� %������� 
 ��&� ����"�� '��&� ����! ���#$� ���	 (���)�
�

%�	� 
 ������� ω ∈ R �(�������� *���
 ��!��� ω = 2πk+ ,���� k ∈ Z�

'� �����! �
����
�	 
 ���� 	�*� �-.

cos (α− β)− cos (α+ β) = 2 sinα sinβ.

'� n = 1   


2 sin
ω

2

1∑
k=1

sin kω = 2 sin
ω

2
sinω = cos

ω

2
− cos

3ω

2
,

�	� 

sinω =
cos ω

2 − cos 3ω
2

2 sin ω
2

.

/�*��� n > 1+ 	�

2 sin
ω

2

n∑
k=1

sin kω =

n∑
k=1

2 sin
ω

2
sin kω

=

n∑
k=1

cos
(
kω − ω

2

)
−

n∑
k=1

cos
(ω
2
+ kω

)
, ���#0�



���� �����	� 
���� ����
��� ��

��������

n∑
k=1

cos
(
kω − ω

2

)
= cos

(ω
2

)
+

n∑
k=2

cos
(
kω − ω

2

)
= cos

(ω
2

)
+

n−1∑
k=1

cos
(
kω +

ω

2

)
. ������

��	������� 	� 
	��
 ������ � ������ ��	������� ��
� !

2 sin
ω

2

n∑
k=1

sin kω = cos
(ω
2

)
− cos

(
nω +

ω

2

)
,

����� "
"	� 
	�� ����#��

����� ��� ����� Cn
1 (k) � Sn

1 (k) ���	 n
 ����������� ��������� ���	�

����� �������

Cn
1 (k) =

{
cos

(
2π

n
kt

)}
1≤t≤n

, 0 ≤ k ≤ T, k ∈ N,

Sn
1 (k) =

{
sin

(
2π

n
kt

)}
1≤t≤n

, 1 ≤ k ≤ T, k ∈ N,

����� T, n ∈ N ���� n > 1, T ≤ n
2 � ������

�� ��������� ������� Cn
1 (k) � Sn

1 (k) �	 �������� ��������� ��

�� ��� ��!���� k ���	 ������� �"��#��

‖Cn
1 (k)‖2 =

n∑
t=1

cos2
(
2π

n
kt

)
=

{
n
2 , ��� 0 < k < n

2 ,

n, ��� k = 0 �$� k = n
2 ,

‖Sn
1 (k)‖2 =

n∑
t=1

sin2
(
2π

n
kt

)
=

{
n
2 , ��� 0 < k < n

2 ,

0, ��� k = 0 �$� k = n
2 .

	
��� �� $ "
"� 
���	������ 	������ ����� ��% ��	 	���� �&��'

� �� ���(�������	��)

cosα sinβ =
1

2
(sin (α+ β)− sin (α− β)) , ����%�

cosα cosβ =
1

2
(cos (α+ β) + cos (α− β)) , ����*�

sinα sinβ =
1

2
(cos (α− β)− cos (α+ β)) . ������



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

������	 ������� j, k ∈ N ���������� ������� 0 ≤ j ≤ T, 0 ≤ k ≤ T �

����	����� � ������ ��� ���� ������� � !��"�# ����������	 ����������� �

������$� Cn
1 (j) � Sn

1 (k)�

%����� j = k, �� �� ����� !��"�# ����	���	

〈Cn
1 (j) , Sn

1 (k)〉 =

n∑
t=1

cos

(
2π

n
jt

)
sin

(
2π

n
kt

)

=
1

2

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(j + k) t

)
+

1

2

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(k − j) t

)
���� !����� ����� ���#

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(j + k) t

)
=

cos (j+k)π
n − cos (2n+1)(j+k)π

n

2 sin (j+k)π
n

,

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(k − j) t

)
=

cos (j−k)π
n − cos (2n+1)(j−k)π

n

2 sin (j−k)π
n

.

&�������

(2n+ 1) (j + k)π

n
= 2 (j + k)π +

(j + k)π

n
,

(2n+ 1) (j − k)π

n
= 2 (j − k)π +

(j − k)π

n
,

��

cos
(2n+ 1) (j + k)π

n
= cos

(j + k)π

n

cos
(2n+ 1) (j − k)π

n
= cos

(j − k)π

n
.

'����

〈Cn
1 (j) , Sn

1 (k)〉 =
1

2

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(j + k) t

)
+

1

2

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(j − k) t

)
=

1

2
0 +

1

2
0 = 0.

%����� ��������� j = k( ��

〈Cn
1 (j) , Sn

1 (k)〉 = 1

2

n∑
t=1

sin

(
2π

n
(j + k) t

)
=

1

2
0 = 0.



���� �����	� 
���� ����
��� ��

� ����� �������	��� ��	������� 	 ���� !�� "���#$ � "����$�  ��� %&


��!' ������%(!�� 
�����
 Cn
1 (j)� Cn

1 (k) ��	 Sn
1 (j)� Sn

1 (k) %�� j = k�

�� ) %
%* 
���	������ 	������ �� �� ��+ � ������ ���� !�� ����&

� �����	��,

cos2 α =
1

2
+

1

2
cos 2α, "����$

sin2 α =
1

2
− 1

2
cos 2α. "����$

-����� 0 < k < n
2 � � 	 ���� !�� "����$ ��	 �� ��* ��+ ��	� � �

‖Cn
1 (k)‖2 =

n∑
t=1

cos2
(
2π

n
kt

)
=

n∑
t=1

(
1

2
+

1

2
cos

4π

n
kt

)

=
n

2
+

1

2

n∑
t=1

cos
4π

n
kt =

n

2
+

sin (2n+1)4πk
2n − sin 2πk

n

2 sin 2πk
n

=
n

2
.

-����� k = 0� �

‖Cn
1 (0)‖2 =

n∑
t=1

cos2 (0) =

n∑
t=1

1 = n,

��� ���� ������ k = n
2 � � ��
����∥∥∥Cn

1

(n
2

)∥∥∥2 = n∑
t=1

cos2 (πt) =
n∑

t=1

(
(−1)t

)2
= n.

)�� 
����� Sn
1 (k) ������ 0 < k < n

2 � � 	 ���� !�� "����$ ��	 �� ��* ��+

��	� � �

‖Sn
1 (k)‖2 =

n∑
t=1

sin2
(
2π

n
kt

)
=

n∑
t=1

(
1

2
− 1

2
cos

4π

n
kt

)

=
n

2
− 1

2

n∑
t=1

cos
4π

n
kt =

n

2
− sin (2n+1)4πk

2n − sin 2πk
n

2 sin 2πk
n

=
n

2
.

-����� k = 0� �

‖Sn
1 (0)‖2 =

n∑
t=1

sin2 (0) = 0,

��� ���� ������ k = n
2 � � ��
����∥∥∥Sn

1

(n
2

)∥∥∥2 = n∑
t=1

sin2 (πt) = 0.



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

� ���	�� ��� � ��� �
��� 	���������� ��������� ����� �������

����	��� �	���	����
�� ������ !���"#�

����������� 	
� ����� ���� 	
���� ��������� ������� ��������� {xt}1≤t≤N �

���������� ���������� ���������� α0, α1, β1, ..., αT , βT ����� ������ ��� 

�!��� �� �����" ������ ������������� !�������� �" ���� �������#

α̂0 =
1

N

N∑
t=1

xt, !��$�#

����

α̂k =
2

N

N∑
t=1

xt cos

(
2π

N
kt

)
, !��$%#

β̂k =
2

N

N∑
t=1

xt sin

(
2π

N
kt

)
, !���&#

�� k = 1, 2, ..., T <
[
N
2

]
$ ����� [·] ������� ��
%& ��'!����"� (������ �'���%��

��"�� ����� {εt}1≤t≤N

εt = xt − α̂0 −
T∑

k=1

(
α̂k cos

(
2π

N
kt

)
+ β̂k sin

(
2π

N
kt

))
���� ���� ������∥∥∥{εt}1≤t≤N∥∥∥2 = N∑

t=1

ε2t =
N∑
t=1

x2t −Nα̂2
0 −

N

2

T∑
k=1

(
α̂2
k + β̂2

k

)
.

'���� 	��������� ��� �
���  ����(������ � ���	�� ��� � ��� �

������ 	
� )�*�� N ���� ���	" �������" ���� T = N
2 $ �� ������ �����

���+,� ���-.�� ���������� ���������� αT � βT �" �����#

α̂T =
1

N

N∑
t=1

xt cos (πt) =
1

N

N∑
t=1

(−1)t xt, !���)#

β̂T = 0. !����#

(������ �'���%�� ��"�� ����� {εt}1≤t≤N ������

∥∥∥{εt}1≤t≤N∥∥∥2 = N∑
t=1

ε2t =

N∑
t=1

x2t −N
(
α̂2
0 + α̂2

T

)− N

2

T−1∑
k=1

(
α̂2
k + β̂2

k

)
.



���� �����	� 
���� ����
��� ��

��� ������ �������� 
�	���	��� ���������� ����� ! �"�
" ��	

��	��������� #�	
�$

ωk =
2π

N
k %����� ! �"�
�&�

Ak =
√

α2
k + β2

k %���������&�

φk =
ϕk

ωk
%��	��������� #�	
�&�

'�	��

cosϕk =
βk
Ak

, sinϕk =
αk

Ak

��� k = 1, 2, ..., T. (���� �	���' �	��
� %���)& ����� ��	�����
�! 
 �*

�����

xt = α0 +

T∑
k=1

Ak sin (ωkt+ ϕk) + εt, %��+)&

'�	�� {εt}t∈N ���� ��"'��� ���	�������� 	�������� ��
���  �	�,��	��

�������� N
(
0, σ2

)
.

-��	.� ������� 
	����� 
��	 	� 
	����� ���	�.� �� ��/.� %���	�.*

� �� .���
���� �	���'� �	��
�'&� � ��'�	
���� 
 ����� %��+)&

��� 	�
�	� �
	'�������� 
�	������ ��������� 
�.������ ���� ��� ��/����

��	��, 
 
��� ������ 	���
���� �	���'� �	��
�' ���� ���
����	�� 0�	
�*

�	�� 
�.���� ��� ��������  
����	��� ������������

����� ��� ����� ���	
� ���������� ������� ������� ������� ������� ���

����� α0. ������ � ������ �������� �� �� ����! ��������� ����"��#$

���� �������� ��������� ������% ������������% ����������� �����% �� �����

������� {xt}t∈N ������������ � �������

xt = f (t) +
T∑

k=1

(
αk cos

(
2π

N
kt

)
+ βk sin

(
2π

N
kt

))
+ εt,

����� f ������� ��"&' ��������������$ ������% ��������� {εt}t∈N #��� ��$�

���� ������������ ��������� �������� � ��������� �������� N
(
0, σ2

)
.

(� ��������� �������#� ������ {xt}1≤t≤N ��#���� ���������� ��������$

�������$ f (t) ��� ��)���#��� ����� {x̃t}1≤t≤N % ����� x̃t = xt − f̂ (t) ���



�� �� ����	
���� ��������
�� ������
��

t = 1, 2, ..., N � f̂ (t) ������� ��	
��	�� ��������� ��������� f (t)� ���	����

�� ����	��� �������� {x̃t}1≤t≤N ���������
 ���	
����� �����������
��

������� ������� ���	��

x̃t =

T∑
k=1

(
αk cos

(
2π

N
kt

)
+ βk sin

(
2π

N
kt

))
+ εt, ������

�	��
 ��� ���
���� ������� ������ ���������

�������� 	
� �	��� ��������� �  ����� �� �	
���� !""# �� ������ !"$%

���	��	����� �� ���	����&�� $"�%� $"�#� $$�$� $"�#� $"�'� $"�(� $"�'� $"�)�

$"�#� $$�$� $$�%� $!�$� $!�#� $*�!� $*� $!�%� $!�$� $$�'� $$�+� $$�%� $$�+�

$$�+� $$�'� $!�%� $*�$� $*�%� $*�*� $!�)� $!�%� $$�#� $$�)� $$�)� $$�)� $$�)�

$!�$� $!�+� $*�!� $*�%� $*�*� $!�#� $!�(� $!�*� $!�*� $!�%� $!�%� $!�+� $!�#�

$*�%� $%�!� $%�%� $%�*� $%� $*�(� $*�!� $*�$� $*� $*� $*� $*�!� $*�%� $*�#�

$*�#� $*�+� $*� $!�+� $!� $$�)� $$�'� $$�+� $$�*� $$�%� $$�+�� �� ����	���

�������� ������� ��������� {xt}1≤t≤72 �������
 ���	
����� ����, ����-
���
���

.
����� !�#�� ������	��� �	��� ��������� �  ����� � ������ �� �	
����

!""# �� ������ !"$%� /���� ��������� N = 72� 0� ���	
����� ���-

���
 ����� ���������
�� �������
�� ������� �� ���
���� T = 30 ≤ [N2 ]�
1���
�	��&� �� ������ 2!�'#3-2!�)"3 ���	
������
 ������������ �������

��� ������� ���	�� 2!�(*3� 4�	
��	�� �	���� α0 ���	 ����
 α̂0 = 12.3556�

��	����	 	����� ������ ������	��� ���	�5� ��	
��	���� �������
�����

αk  βk ������
�� ������� ���� ���	�5� ����	�� Ak ��� k = 1, 2, ..., 30�

.
����� !�#�� ������	��� ���	�5� ����	�� {Ak}1≤k≤T �

����� ������	
 ����� �����������	
�

������������	
�����
�������������������� ����������
�
�!����"����
�������
���

���
�
�!�����������#$$%�&%#'('(#�����



���� �����	� 
���� ����
��� ��

k α̂k β̂k Ak t α̂k β̂k Ak

1 ������� ����	
� 	�		�� 16 �����	 �����	� ������

2 ����	�� ������� ������ 17 ������ ������� ����	�

3 �����
� ������� �����
 18 ���	�� ���	�� ���	�	

4 ���		�� ������	 ������ 19 ���	�� ������� ������

5 ������ ���	��� ��	��� 20 ����	� �����	� ����
�

6 ����
� ������ ��
	�� 21 ������ �����	� ����
�

7 ������� ���	��� ��	�
� 22 ������ ������� ������

8 ������	 ���	��
 ��	��� 23 �����	 �����
� �����	

9 ������� ������
 ������ 24 ������ ������	 ������

10 ���	�
 ����
�	 ���
�� 25 ������ ����		 �����


11 ������ ������� ������ 26 ������ ������� ������

12 ���	��� ��	��� ��	��� 27 ������ ����	�
 �����


13 ������ ������� ������ 28 ������ ������� ������

14 ������ ������
� ����
� 29 ������ �����
� ������

15 ������ ������� ����
� 30 ������ ������ ������

������� ���� ��������	
�	 �		� ��������
�



�� �� �����	
���� ��������	� �������	�

�	���� ���� ����������� ������� ��������� ������� {xt}1≤t≤72
����	�� ��������� ���� ������� �!�� �����"�����	���� ������� ������

���#$ % ���� ������� �������
{
x̂1t
}
1≤t≤72 ����	�� ������� % �����

x̂1t = α̂0 +
30∑
k=1

(
α̂k cos

(
2π

N
kt

)
+ β̂k sin

(
2π

N
kt

))
.

�	���� ����� ����������� ������� ��������� ������� {xt}1≤t≤72 ����	��

��������� ���� ������� �������
{
x̂2t
}
1≤t≤72 ����	�� ������� % ��&�	

�����!���� �	��� ���"����� � �"�������� ���	'�� 0.1% ����

x̂2t = α̂0 +
∑
k∈S

(
α̂k cos

(
2π

N
kt

)
+ β̂k sin

(
2π

N
kt

))
,

����� S = {k : 1 ≤ k ≤ T, Ak > 0.1} = {1, 2, ..., 8, 12} . �����"	% '� �����(

���� ������&� {xt}1≤t≤72 �
{
x̂1t
}
1≤t≤72 ���� {xt}1≤t≤72 �

{
x̂2t
}
1≤t≤72 ����(

�	���� ��! ����	���)� *� ��������� ������	 ���"������� ������ �����	

{xt}t∈N "�'�"	 ����������+ � ������

xt = x̂1t + ε1t

��� ������

xt = x̂2t + ε2t ,

����� �������� ���"���&� �)�� �����
{
ε1t
}
1≤t≤72 �	���� 0.20072% ����"����

�������� ���"���&� �)�� �����
{
ε2t
}
1≤t≤72 �	���� 0.23972�

�����	
���� ������&� ����� �������� �������� �	��"���	�% "���(

������� � ���	"��� ����"���	��� �	����	� "����� ������) �"&�����

� ������	� ���������� ��� ���)'���



�������� �

��������	
�	 ��	����	

��������

������� ���	�
� ������
 {xt}t∈N �� �������� ���	����� ���
�

{xt}1≤t≤N ���
� �� ����������� ��	��� ������ ����	������������ ���

� ������ ����� ������������� � ��� ���	�
�� ������������ ���� �� ���!

����������� �	����� "�	���# �	������������ ���	�
� ������
 � �$

�����

xt = f (t) + εt ��� t ∈ N, "%�&#


���� f (t) , t ∈ N ������ ����' ����	�����������! �������� {εt}t∈N ����

���
��� ��������� ������� (����������� 
����� ������� ���
� �� �	�$

������ ������ �������� f (t) 	�� �	������������ ��� � ������ ���������

������� )������ �	���� ftr (t)! ������� ϕ (t) � ���������� ψ (t)#*

f (t) = λ1ttr (t) + λ2ϕ(t) + λ3ψ(t).

+ ������� �	������� ������
 �������� �� �������� 	��������� {xt}1≤t≤N
���� � ��� ���� ��	�' "��������'# )������ �������! ��� 	����� �������$

����' ��������� ����	��, ������	����� � ��� ���	�
�� - �����������

������ �������� f (t) �	���	����� ��� ������� ������� ������ ����� ���$

	�
� ������
 {xt}t∈N ������ "%�&#� ������������ ��������� ����
 �$

����� ��� �� �������� 	��������� ���
� 	���� {εt}1≤t≤N , ���	� ����������

.%



�� �� ����	
���� ������� ��������

�� �����

εt = xt − f(t) �� t = 1, 2, ..., N. �����

��� ���� ��	����� ��! "� �#������ ����$	���� � %����� ���&� ���'

	��� � ��(����� ����� ������� {xt}t∈N� )����� ���� ���� %�	��
 ����'

	
����� ��$ �� ��	��%����	
����� f (t) ��� ����	���! "� �	��
%�
 ����

����	 {εt}1≤t≤N ������ ���"���� ������ ��� ����������� ����	�����

��	
%	�� *������ f (t) ���
 ��#+� ���	�� 	�� *������! ������	���� %�'

	�� ����	
�����! ��	������ ���"�� �� ��%�$��
 ���%��	%� ������� ����	 '

� ����
% ������ ��	������ ����$	����� �
�%��� �#����, ����$	���
�(�

��������! "� ���%�	
 ������� ����	 ��� ������� ���	��	� ������ ��� -�	���

�������
% ������% �� �	��
%��� ����� ����	 {εt}1≤t≤N ���	.

&� ���������� ������ �� � ��(����� ���%��	+� ������� ����	 ��'

��"
 ����
����/ ��
 ������� ε1, ε2, ..., εN ��(����� ��$ � ����+# �����
�0

�� �
�������� 	
�� � ��%�	�+� ������� ���%��	+� ������� ����	 0

�� �#���� ��	����� �������� ��%�$��
 ���%��	%� ������� ����	 ��'

��"
 �#�/ ��
 ���%��	
 ������� ����	 �� ������"����

)���"�� ���	�� ������	����� ����	���� 	��	
 ��	
����� ����	
�'

���� ������� ��������� -� ����	
����� �#����, ����$	���
�( ���	��

����� �����"
%
 ��$ ��	$�����
%� ���$���%�. 	��	 ����� 1	�2���! ���
'

���� (���	�� ���� ��� ��	� ��  ������� � �������! ���
���� (���	��


� ���%��� �� ������� ������� �������� �	��	 3��%������41%�������

-� ������$�� ���	�� �#����, ����$	���
�( � %����� ���&� ���
�����%


(���	��
 � ����������� ���%��	+� ������� ����	 {εt}1≤t≤N � 5 ���
����!

��
 ���%��	
 ������� ����	 �� �� ��#� �������������! 	� �#������ ��'

��$	���� � �+����� ���&� %�������%
 � ��%��� ������"�
�( �%����
�(

�����
�(� 5 ���
����! ��
 ���%��	
 ������� ����	 �� �� ��#� �������'

���! 	� �#������ ���$	���� %�������%
 � ��%��� ��%#����� ��������

�%����
�( �����
�( ���� %����� �	���������! ���(�%��  ��������� 5�$���

� 	�%	 ����	
����� ������� �������� %�"� ����6/ � ����	���
�(

���
���( ��	��	��
 �� �		
�	
�� %	�%	
����� ��	�� ��� 7&8! 7�98! 7�:8!

7�&8! 7��8� ��� �����%�	��� ��	�� ��� 7&�8! 7��8! 7��8! 7;98��



���� ������	 
������� ��

����� ��� � ������� 	�
�	� ����� ��������� ������� ����� ��	�����	� ���

���� ������� ����� ������ ��� �������	�� {εt}1≤t≤N ������� ������� �����

���� ����� �� ���� �� ������ ������������� ���� � ������� ������	� �	������

��� !�������� ������������� � ��������� "�#$ ��% ������ ����&�	�� 	�
�	�

������������	���� � ������� 	������� {xt}t∈N� � �������� ��� �������

������� ����� �������� ����� ��
 �� ���� �� ������ 	������ {xt}t∈N ����&�

����� � �����% ����
����	�' 	�
�� ������������	��� f̃ (·) �������������

� �����	�

f̃ (t) = f (t)− μ̄ε,

�����

μ̄ε =
1

N

N∑
t=1

εt.

(���
���� �����	���� 	��� ����� {ε̃t}1≤t≤N , ����� ε̃t = xt − f̃tr (t)

��� 1 ≤ t ≤ N  ���� ��	����� ������ ������� �����

��� ������	 
�������

��� ��	��� ���� �	 	
	�	��� ����� �	� � {εt}t∈N ��	!���"� �����
��


������� ��#��� �� 	����� ��� �	�� �	��� $�	%	��� &���� ��� '��(� ')�(*�

+	��,-��"� .����	 � � 
������� �	� �  � 	�	�� � ����� {xt}t∈N ��
	��

�� ���	�� 	���� �	 	
	�	��� � 	�	�� &��/* 	�
��"�  ����#� 
����� 0�

�� 	����� 	��� �	��� 
������� �� �� ����	 ���������� α -������"	�� .���1

�	 � ����� �

H0 :
���-  � 	�	�� �	� � {εt}t∈N ��	
���	" �-!���	"� 	
	�	���

� 	�	�� �	� � 	�
��"�  ����#� 
���� ���-�!�  	��

��	� .����	 � �
�	������	"

H1 :
 ���
� ����� � 	�	�� {εt}t∈N �����	"	 ��	
���� �-!���� 
��

	
	�	��� � 	�	�� �	� � ��"� 	���� �� ������-��

0
� ����� �	� � {εt}1≤t≤N ��"��	� ��
�� ��� 
�� �� �	��� S�



�� �� ����	
���� ������� ��������

����� ���	��� ��
��
 ���
 ������� {εt}p≤t≤q , 1 ≤ p ≤ q ≤ N

���������
 �������

� ���
�	��� ���� 
 εt! ����� p ≤ t ≤ q! �� ��������� � ���
������� ����

� ���" ���	 ���	��#

 � ������ p > 1! 	� εp−1 < 0!  ������ q < N ! 	� εq+1 < 0�

����� ������ ��
��
 ���
 ������� {εt}p≤t≤q , 1 ≤ p ≤ q ≤ N

���������
 �������

� ���
�	��� ���� 
 εt! ����� p ≤ t ≤ q! �� ������	��� � ���
������� ����

� ���" ���	 �����#

 � ������ p > 1! 	� εp−1 > 0!  ������ q < N ! 	� εq+1 > 0�

��� ���� ����� ���	���" � ����� �����
�" ���	 ���� � ����� � �����

{εt}1≤t≤N � $�	%���� �
�����
 ���� % ����	 ���	���" n1 � ���� % ����	

�����
�" n2 &������	
 ������ ������
'(�

• )� n1 ≤ 20 � n2 ≤ 20 � �������� ��	�	��*�� α ����
	����
 ����

��
	
���� ���� 
 ����� S∗ � S∗, 	��� � 	 ��� �� 	��	� ����� ����
	����


��	�*�� ��
	
���� �� ���	
�� ��%�� α
2 � 1− α

2 ! �����

S∗ = S
(α
2
, n1, n2

)
= S

(α
2
, n2, n1

)
,

S∗ = S
(
1− α

2
, n1, n2

)
= S

(
1− α

2
, n2, n1

)
.

+����� S∗ < S < S∗, 	� � �������� ��	�	��*�� α ��� � ����	�

�� ��������� "���	��
 �� ����� H0 &� �������
� ������� ����	

{εt}1≤t≤N ��� � ,������ ����������(� -��
������
 �	��
! �� � �.

����� ����%	���� εt ��� �"��	�� �����
� +����� �	����	 S ≤ S∗
�� S∗ ≤ S! 	� "���	��% H0 ����
 �������/ � ����
*/ "���	��
 �	��.

�	
���� H1.0 	
� ���
���� ���
������
! �� � �������
� ���.

���� ����	 {εt}1≤t≤N ��	����� �������� ������ �� ������	
 �������

����	 ��� ����%	���� �
����% &��	����� ���� ������*/! ,�����!

�����! � ������ �	1���� ����
 ����
�/ ��"����� ����	(�

• )� n1 > 20 �� n2 > 20 ������ �������� ������� S ���
 �
��	�.

	
����� �� ������� ��������� N
(
m,σ2

)
��� ��	
�	��
 ��	�*��



���� ������	 
������� ��

��	���	� � �������� ���	��	� 
���	� S �� ���	 ������

m̂ =
2n1n2

N
+ 1, �����

σ̂2 =
2n1n2 (2n1n2 −N)

(N − 1)N2
. �����

����������

U =
S − m̂

σ̂
�����

�� ������� �����
�� N (0, 1)� ��  ������	 ���������� α � ��!
�� �
�

�������" �����
�	#� N (0, 1) ��������� �����$ ���������� ���%

�����	� u∗ = F−1
(
1− α

2

)
������
 ��&�" 1 − α

2 �' #���	 F �������

������!"���& �������" �����
�	#� N (0, 1) � �
� �������" �����
%

�	#� N (0, 1) � 	�����	 �� ��
	(����� ∧
x∈R

F (−x) = 1 − F (x) ����

∧
x∈R

F−1 (1− x) = −F−1 (x)�� )	(	
� −u∗ < U < u∗' �� ��  ������	

���������� α ��	 ��  ����� �� ����"�	��� *� ��	�� ��!���	� H0 ����

 �����"�	��' (	 	
	�	��� ��	�	#" {εt}1≤t≤N ���*�"�� ��&  � ��+!


����� )	(	
� U ≥ u∗ 
"! U ≤ −u∗, �� ��  ������	 ���������� α

����"���� *� ��	�& ��!���� H0 �� ������$ *� ��	�� �
�	������	�

H1� , ���  ��� ���"  �����"�	��' (	  ���
������� ��	�	#" �	���

{εt}1≤t≤N �����	�	 ��	
���� ������� 
"! 	
	�	��� ��	�	#" �	��� ����

	�&����� �������&�

�������� 	
� ���� ���� ���	
����� ������ ����� ����� �� ����� ����� �� ����

���� ����� ����� ��� � �� ���
��
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��������
 α = 0.1 ������ 	���!��"

! ���#�!��
� �	�����$! ������ {εt}1≤t≤10 .
�� ���
��
� 
��������
 α = 0.1 %��������� #
�����& ������'

H0 : �	����� ������ {εt}1≤t≤10 ���#�!��' �
& ! ����$� 	���! 

���� #
�����& �	������ !�'

H1 : �	����� ������ {εt}1≤t≤10 ��!
����' �
�	���!� �%(���!�

	�� ���
����' !�!�&����' � ���
%&�
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 ������
���� ��	�	�� 
�������� ���	�� �	��	 S = 4�

����	 ���	���� �����

� � � !"� #� �#!"� � !$%

�� �  �  !&� #! %

��� � �#!'� �#!$%

�( �  !) !

*���+� 		�	���
 ��������, n1 = 4� ��������� ���+� 		�	���
 ��	����,

n2 = 5! - ��+�� �� �	��� �	��� ��������	�� �
����	 ����� 0.05 ���� 0.95�

����	 
������ ����
�	����

S∗ = S (0.05; 4; 5) = S (0.05; 5; 4) = 2,

S∗ = S (0.95; 4; 5) = S (0.95; 5; 4) = 8.

.���	
�� S∗ < S < S∗� �� �� �������	 ���������� α = 0.1 ��	 �� ����

���
 �� ������	��� ,����	�� ��+���	� H0! ��+	� ��
����	�� ��������	���

�	 		�	��� ��	�	�� �	��� {εt}1≤t≤10 ���,�
��� ��� 
 �����+ ���
�!

��� ������	 
������ ������� �����	��

������ �	�����������
� �� ������ ����	 {εt}t∈N �������� �� � �!�"

�#$ �����
 ������ !������ ����� 	� !����������
 �� ���
����� ��!�	��
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�� 	
!� � !���	�#� ������� ������	#� ������� ����	� &���"

��� !�����	����� ���	�% 	��	
 ��	�	����� �� ��	���� �������� � �������

������� �������� � ������ '��() ��� 	��	 ���������� ������� ������"

	#� ������ ����	 {εt}t∈N�

����� ����	
��� �������� � ������ �������� ����
�����

�
�����
� ��������

&� �
��������� � ��%�� {xt}1≤t≤N �� ��� ��	�������	
����� ��� ����� �	��
"

�����
 ��%� ����	 {εt}1≤t≤N � ��	���� �������� �#���� ����� *������

� ���% ��( �����
 �����+ ���
����� �� ��� ��	�������	
����� �������

�������� !��	�� '��()� , !��
!���� ��
 ��	��+ ������ ��%�� ����	

{εt}1≤t≤N �����	�	��� �� �#��� �� ���� 	� �� �+ ��	�������	
���% �����
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���������� �	� ������ ��� ��	���� ���� �	 	�	�	��� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N
�� ���!" ������ ������� �	
�� ���	�� �
�	�
������� �	�� � �	
��	! ��
��# �

� �	����	! ������� �����	���

$����	! ��������� �	 	�	�	��� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N ��!" 
�����

��
������ %� �������	 �������# � α ���
���� &����	�� 
��� �"

H0 :
με = 0 '��
��#� � �	����� 	�	�	��(� ��	
	�� 
	���

������ �	
� ��� ��	�������	 ��� 
(��� �� �	
�)

���	 &����	�� ���	
������	!

H1 :
με = 0 '��
��#� � �	����� 	�	�	��(� ��	
	�� 
	���

�������	 
(��� ��� �� �	
�)�

*� �	
�+� !� &����	� �����!	�� �	�� ���
�� �� �������� 	

T =
μ̂ε

Ŝε

√
N − 1, '��,)

�(
� �� 
����� �-.���	��� � (N − 1) ������� & �������� ����	 ��
��# �

μ̂ε � σ̂ε ���  �"�� 
	��� {εt}1≤t≤N ����� ���� �	 ���
(�

μ̂ε =
1

N

N∑
t=1

εt, '���)

Ŝε =

√√√√ 1

N − 1

N∑
t=1

(εt − μ̂ε)
2. '��/)

%� �������	 �������# � α � ����� ��� 
������ �-.���	��� ����� ����

������	 
���� α
2 �
�� 1 − α

2 � %�	 & T ∗ = T−1
(
1− α

2 , N − 1
)

���� ��

������ 
���� 1 − α
2 ��� 
������ �-.���	��� � N − 1 ������� & ��������

0 ������# � 
������ �-.���	��� ������ �	 ������ 
���� α
2 !	�� 
(���

−T ∗ = T−1
(
α
2 , N − 1

)
�

1	�	�� −T ∗ < T < T ∗, �� �� �������	 �������# � α ��	 �� ������� ��

��
�� 	��� &����	�� 
��� �	! H0 �
�� �
��!��!	��� �	 ��
��#� � �	�����

	�	�	��(� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N ������ �	
� ��� ��	�������	 
(��� ��� ��

�	
�� 2 �
������ ��� T ∈ (−∞,−T ∗]∪ [T ∗,∞)� �� �� �������	 �������# �

α ��
�� ��� &����	�� 
��� �" H0 �� �
��#� &����	�� ���	
������	! H1.
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 	��	 ���� ����������� �� �������� ��	���� ����������
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�	
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����� �����	
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 ������� � �
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���� �	�
���	
 ��������

0���������� �� � ���
���� ���
����� 1���	��
 ��	
��*��� �������

��	���� �������� ������	!� ������� ����	 {εt}t∈N ������	����
 ���	���

	��	 ��	
��*�
 ���
����� 1���	��
 � ������� ������� ��������� 2��	

��	�	����� �� ������� #���1
���� �	���������( ������	!� ������� ����	

�����������
 � ����!$ ��	"���*�
� 3����
� �� ������	
 �������

����	 {εt}t∈N ��* ������ ������
 #�	�� ��� ,��-� ,�'-� ,./-(� 4 ��������

��	�	����� α ����	�����
 1���	��" ��$���*

H0 :
σ2 = σ2

0 #������ ������	!� ������� ����	

�
���� σ2
0 ��$ �����	�	��� ��" �!��� �� σ2

0(

��$�� 1���	��
 �	���	
����

H1 :
σ2 = σ2

0 #������ ������	!� ������� ����	

��	�	��� �!��� ��" �� σ2
0(�

• 5� ��*�� ����	 {εt}1≤t≤N � ����� N ≤ 50� �		
�	
�

χ2 =
NŜ2

σ2
0

� ������ χ2 #�1�6����	( � N − 1 �	�����1 ���$��
� ����� ��	
6

�	�� ������� �
�����
 �� �����

Ŝ2 =
1

N

N∑
t=1

(εt − μ̂ε)
2 .

3 	$��� ������� χ2 ����
	����
 ���	
�� ��"�� α
2 � 1− α

2 ��� ���6

���
 �� ����� χ2
(
α
2 , N − 1

)
, χ2

(
1− α

2 , N − 1
)
������������ 7�����



���� ������	 
������ ������� �����	�� ��

χ2
(
α
2 , N − 1

)
< χ2 < χ2

(
1− α

2 , N − 1
)
, �� �� �������	 ���������� α

��	 �� ������� �� ��
���	��� �����	�� 
�����	� H0� ���	� �
����� 

�	��� !	 ��
������ 	�	�	��"� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N ������ σ2
0 ��� ��	 

�������	 
"!�� ��# �� σ2
0� $ �
������� ���

χ2 ∈ (0, χ2
(
α
2 , N − 1

)] ∪ [χ2
(
1− α

2 , N − 1
)
,+∞)� �� �����	�# 
��� 

��% H0 ��
������ �� �
���& �����	�� ���	
������	� H1 �
�� �
��� 

���	��� !	 ��
������ 	�	�	��"� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N �������	 
"!��

��# �� ��
����� σ2
0.

• '�� ��%�� 
	��� {εt}1≤t≤N � ����	 N > 50, ���������√
2
NŜ2

σ2
0

=
Ŝ

σ

√
2N

�� 
����� ��
����� N
(√

2N − 3, 1
)
, ��������� ��������� �	���� 

��
�������

U =
Ŝ

σ

√
2N −√

2N − 3

�� 
����� N (0, 1)� ( ������ ��� 
������ ��
����	�� N (0, 1) ����� 

����� ������ 
�#�� 1− α
2 , �"
� ��������� �
�	� u∗ = F−1

(
1− α

2

)
�

����	 F ) ����
������� 
������ N (0, 1)�

*	!	�� −u∗ < U < u∗, �� �� �������	 ���������� α ��	 �� �������

�� ��
���	��� �����	�� 
�����	� H0� ���	� �
������	��� !	 ��
������ 	�	 

�	��"� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N ������ σ2
0 ��� ��	�������	 ��# 
"!�� �� σ2

0�

*	!	�� U ∈ (−∞,−u∗] ∪ [u∗,∞)� �� �����	�# 
�����% H0 ��
������ �� � 


���& �����	�� ���	
������	� H1 �
�� �
������	��� !	 ��
������ 	�	�	��"�

��	
	�� 
	��� {εt}t∈N �������	 
"!�� ��# �� ��
����� σ2
0.

����� ������	 �
����
��� �
������ ��	�	�� �	���

+�������%� 	�	�	��� ��	
	�� 
	��� {εt}t∈N ���	!� 
"���	! �����& 
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��� ����
�	, ����#���%�� � ���	�� -���.� $ ��#������ �
�����"�
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�������� ��� ����
�	��� �	��#�
��	 ����#�����	 � ���	�� -���. ���%
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������ 	��	
 ��������� ��� 	��	 χ2 ������� 	��	 ���������� !�������

	��	 "���� #�� $����� 	��	 %	���� 	��	 &������� '����� �() 	��	


��(*+�� �
�+����� 	��	����( ,���	��� *� ������ )���� ���,
 ���	 ���-

����� ������
�� ��� 	��	 !,���� %���� 	��	 .�����/���� 	��	 0��� 

�(���
 1�	�� ��� 2�34� 25�4� 2564� 27�48� '� )��� ���������� ���-

���( ������	�� ������( ����	 {εt}t∈N ����(*
�
 ��9 	��	�� ���������� 

!������� �	��
 ��*� )
: ������* ��	�����
 �� ����
 ���
�, ��������

��+��
�, � ; �������� ��	�	����� α ����	�(���
 ,���	��9 ��)���+

H0 : ������	
 ������( ����	 {εt}t∈N ��+ ������ N
(
0, σ2

)
��)�� ,���	��
 �	���	
����

H1 : ������	
 ������( ����	 {εt}t∈N ��+ ���
 �������

����� ��� �� ��������	
 �	�����
� �	��� ���������� ��� �������
�� 
��

������	��	 ����������	 σ ���	���� �������� ��	���� σ0 ������ ����� ����� �

! ��������� "�� �	�� ��� �������
� ��	 ��# ���	����������� �� ����
��$


	��� %	 ������	��	 ����������	 σ 
	�� �&��	 	������������ �&�� ��� ���"�

�	��� {εt}1≤t≤N ���������� �	 �����

σ̂ε =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

ε2t

���
*��� ,���	��
 ���
��(���
 � �����) ��	9�(�+�
<

3� ����+��(���
 �������+�� ��+� ����	 ε1, ε2, ..., εN � 	
� �����)�� �	��
-

�(���
 ����(	��9 ���	��

ε(1) ≤ ε(2) ≤ ... ≤ ε(N).

�� =)�����
 ��*����

t

N
− F

(
ε(t)
)
�� t = 1, 2, ..., N,

����� F ���	 �
�	�
)(�	+ ������( ��������� N (0, σ) ��� �
��-

���


d+ = max
t∈{1,2,...,N}

∣∣∣∣ tN − F
(
ε(t)
)∣∣∣∣ .



���� ������	 
������ ������� �����	�� ��

�� ��������� 
�����	

F
(
ε(t)
)− t− 1

N
� ��� t = 1, 2, ..., N

�
�� ����������

d− = max
t∈{1,2,...,N}

∣∣∣∣F (ε(t))− t− 1

N

∣∣∣∣ .
�� �
������	��

dN = max
{
d−, d+

}
.

 � !�� ����	���"�� N ≤ 100 � #����� 
������ $������
��� ����������

��
#�"% 
�#����& �#�#��#�� dN (1− α)� '	�	�� dN < dN (1− α) , #�

�� (������	 ��#�#��"�� α ��	 �� (���#�� �� ��
���	��� )�(�#	�� H0�

�
������	�� �#	��� �	 ����
�	��� �	��*#
��	 � 
������� +��,- ���&


����� ��
����� N
(
0, σ̂2

ε

)
� '	�	�� dN ≥ dN (1− α)� #� �� (������	

��#�#��"�� α ��
������ )�(�#	�* 
�����& H0 �� �
��"% )�(�#	�� ��.

#	
��#���	� H1 �
�� (
������	��� �	 	�	�	�#� ��	
	�� 
	��# {εt}t∈N
���& ���� 
������ 
���� �� 
������ ��
����	���

/ (
��(��� ��� ����	���"% (
��� N > 100� #� (�������	�� ��*


�����	� �
�������� $������
���

P
(√

NdN ≥ d1−α
)
= α.

/�
#�"% 
�#����& d1−α ��� 
������ �
������	�� �����#��	�� � #�.

�����

1− α 0.9 0.95 0.975

d1−α 1.224 1.354 1.628

'	�	��
√
NdN < d1−α, #� �� (������	 ��#�#��"�� α ��	 �� (���#��

�� ��
����	��� )�(�#	�� H0� �
������	�� �#	��� �	 	�	�	�#� ��	
	��
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ε
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√
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 ����� ����� ���� �����
�� ��

����� �������� N
(
0, σ̂2

ε

)
���	��� �� ������
��� 
��������	 �� �!
" �� �
�#

$�	% 	 �����$�	 ��� ����
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����$�	 $����	��& �����	 $����	� � ��!�� �� � �!���

�� ����% 	 �����$�	 ��� 
��	����	& �����	 �������� 
����$� 
��	����	 �� � �!���

�� � ������� ��� ����'� �� ��� ��
	� ����	����	 �	�'� �� ��% �� �� �'����$�	

� �������� ������� ������!
  ����'� �� ���

��	
��� ��� (��� �� � �	�' �� �� #��)& *& #*�)& #��+& �& ��,& *��& #*�-& #

*�+& ��. ������ �������� ����� /� ���	�	� 	 �����$�	 α = 0.1 �
���������

0	������ � �������$�	 �������� �	�'� �� �� {εt}1≤t≤10 .
1	��	�& �� 
����$� $����	� ������!
 �	�'� {εt}1≤t≤10 
��� 	 ����& ��#

��	� � � ������ 
��	����	 σ̂2
ε = 1.192& � � ������ ���0����	�  ������#

��
�'� σ̂ε =
√
1.192 ≈ 1.091788 ��� �!
 	 �����$�	 ��� 
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�� /� ���	�	� 	 �����$�	 α = 0.1 ��� ������ 0	������ �������"

H0 : �������  ����'� �� �� ��� ������� ������� N (0; 1.192)


���� 0	������ ���������
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•  � �����!��"�� N ≥ 3 + τ �		
�	
�

Tτ =
r̂τ√
1− r̂2τ

√
N − 2− τ ���#$�

� ������ 	%&	'���	 � (N − 2− τ) �	�����( ���!��
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��� τ ∈ Z�

���� 	
� #����� ������ ����	
� ���� �����	������ �	 
���	��� ������� ����

���!
 ���	 ������$ 	��� 	��������� ��������	
� 	� 
���	��� �������� ��

�����"

���� 	
� %�������� ������� ����	
� �	����� �&"'� 	 
���	������ 
 ���	���

����� ������
������ ��
�������� ����	�	
� �����	
� ������� 	� ��
��� ����	
��

t ����" ����( ��������������� ��� ���� ����� 	��� ��
���� ��" ������� �����$�

���	�	
	���� �	��$���$������ �� ��������	�����"

( ���
"��� �����	 ����	
����
��� ����� ����
��
 ������� " �
��

����� �������� &
�
���� xt, t ∈ Z �� ��������� �� ��&"� 
� �
����

t� (��� 
� t �����" �� ��&"� �
�����
� �������������� �
�������

) ����
�* ������ � �������	�� +&���� ����	
�����
 ����� ����
��


{xt}t∈Z ��	� ����� ����
�* ������

∧
t∈Z

Ext = μ, ,��-.



���� �����	
�� ����	������� �������� ����	���� ��

	��� ���� ���������

∧
t∈Z

V ar (xt) = E (xt − μ)2 = σ2. �����

���	
� μ 	���
 � !	��	" #		�	�� �����	 	��� $�� ������ ����	�� {xt}t∈Z%

��	"��� ��� �	
� σ 	���
 � �	���$ ���	
�� � �"���� ������$ {xt}t∈Z
��� �#�" !	��	"$ μ� &	�����' �	����#� �"�������  	�	���� xt �� ��#��(

�	�� # � ��������� t ∈ Z% 	 !	#���	�� ������������� ������$ "	�� )��

	����	���� �� !	#����� ��� �	
�� 	)�������� x1, x2, ..., xN ���� ������ ���(

���$ {xt}1≤t≤N �� &����"$��"�% '� ���"�	��" ���	
�� 
��#���� � �"����

������$ ����	���	 {xt}t∈Z ���

μ̂ =
1

N

N∑
t=1

xt. �����

*�	"��� ���"�	��" ��������� � �"��� ������$ ����	���	 {xt}t∈Z ���

σ̂2 =
1

N

N∑
t=1

(xt − μ̂)2 . �����

�������� 	
� ������ ����	
� {xt}t∈Z� ������� ������	 ���� ��	���	��

������ �	����� �Ex2t < ∞ �� t ∈ Z�� ����
��� ����	 �����	������ �����

��	������ 
 �������� ������� ����� ������	�� �� ���� ������ 
������!

�" Ext = μ = const �� t ∈ Z�

�" �� ������	 t ∈ Z � �	
	���	 τ ∈ Z ������	�� ���� ��
�	#$

cov (xt, xt+τ ) = cov (x0, xτ ) .

+ � ������$ ���)	 ����	������	 {xt}t∈Z #�$�� "	"�� ��'#�� �"���(

���  	�	��� xt ��� ��	,��	��% �"����� xt "��� �#������� ���	
� 	���(

������ 	��� �	��������� !	"��#�� �"�����"� xt � xt+τ �� �'� � �	 	#

!����$������ τ � ��� �� �'� 	# t�

- #�.����� ����	����	
�� ������% '� ��'� � {xt}t∈Z ��� ��������" 
��
 �

����	�����" 	��� Ex2t < ∞ # � t ∈ Z% 	 {xt}t∈Z ��� ��������" ���)	 ��(

��	�����"� /����#����� 	#��	�� ��� ��� �� 	��� !���#����� ������ ��(

�	��� ������� ��$��	����� ��!���"����	���� �	#���� �"�������  	�	����



�� �� �����	
��
� ������ ���	��

	 �	�������� 
	����
����� �	
����� � 	
� ����	����� �����������	��
�

����� �	��
�� ��������	 � �������	 ������  ����� ������ ����� ���	��

{xt}t∈Z ��� ��!	 ����	
��
� 	��� ����

� �		�� xt ���� ��
 �� �	�����


	����
� N
(
m,σ2

)
� �	 {xt}t∈Z ��� �������� "��"�� ����	
��
���

��� �����	� 
���������

����� ����	
� ����������	
�

#���� {xt}t∈Z !����� �������� ����	
��
�� 	 ����	"����� � �!�	$

��� ����! �������������  ��	� ����� ����	
��
� 	�
���� ����� ����	
��
�

��!	 %� ������ �
���� &	�����
��� ��'�� �	�	�
��� ����

��� �		$

���� xt � xt+τ ������ ����	 	� �����	"�� �����
����� τ � 
�� ������ 	� ������

t� (�� �	�	�
��	 τ ∈ Z �	�����
��� �	������ �����
���� xt 	��� xt+τ

	���"���� ��	���

γτ = cov (xt, xt+τ ) = E (xt − μ) (xt+τ − μ) . %��)�

*	����� +�
���� γτ � τ ∈ Z 
������� ���	�	�����
����

,�������� ���� �� ��� τ = 0 	���������� �����
��� �����
�'� ��$

���� ���	���	

γ0 = σ2 = E (xt − μ)2 .

-�
���� ���	�	�����
��� γτ 	���"�� ��
��
�� ������� �	������ �����
����

������ ���	���	 {xt}t∈Z ���� �����
����� ���	��� τ � ��
� 
���'�
	".

γτ = 0 	�
���� ��
��
�� ������� �	������ �����
���� xt � xt+τ � 
��	����

������ γτ = 0� �	 �����
�� ������ ���	���	 {xt}t∈Z 	������ 	 τ ����� ���$

	���� � 
���	���	��
��

,�'�
�� ��� ����	
��
��	 ������ ���	���	 {xt}t∈Z 	 ����	"�����

� �!�	��� ����! ������������ %xt : Ω → R� t ∈ Z� �	�����
��� �	������

����

��� �		���� xt 	��� xt+τ 
�� ������ 	� ������ t 	��� +�
���� ���	$

�	�����
��� γτ : Z −→ R ��� +�
���� �������

γτ = cov (xt, xt+τ ) = cov (xs−τ , xs) = γ−τ .



���� �����	� 
��������� ��

��������� ��� ������������ �	��� �	������ {xt}t∈Z � �����������

� 	����	 ���	� 	��������� �xt : Ω → C t ∈ Z! "��
��� ����
����������

γτ : Z −→ C ��#��� �$����%

γτ = E (xt − μ) (xt+τ − μ) = γ−τ .

��������	 
����	 ���������	���	 γτ &

'� γ0 = σ2 

�� ∧
τ∈Z

γτ = γ−τ �� ��	����
� 	�������� γτ = γ−τ ! 

(� ∧
τ∈Z

|γτ | ≤ γ0.

) ���
��� �������	� ��	���	�� "��
��� γτ ��� ��������� ������*

�$�� )������� "��
��� ����
���������� γτ �� �������� ����	���� �	���

{xt}1≤t≤N � ����������� � 	����	 ���	� �	�	�������� �	������ 	� �����+

�	���

γ̂τ =
1

N − τ

N−τ∑
t=1

(xt − μ̂) (xt+τ − μ̂)

=
1

N − τ

N∑
t=τ+1

(xt − μ̂) (xt−τ − μ̂) = γ̂−τ ���,!

��� τ ∈ {0, 1, ..., N − 1} ��	� �������� �������� ������ μ̂ ��	���	��� 	

�	��� ���(!� )������� "��
��� ����
���������� ��� ��	����-% ������� �+

��
��	������� �� ������	��� ������ 
�$� ���	���� 	����#� �������

���� 	���	�	�� �� �
��
 	���	. ��������!�

����� �����	
 
�������
�	�

/��
��� ����
���������� γτ , τ ∈ Z �
���� ������� 	��+	
� ����-�	�

������� �	��� �	������ {xt}t∈Z ��	� ��	����-��� �	������ τ  ��*

������� �� ��
�	�� ��#� 	��+	
� �������! ����-�	� ������� xt � xt+τ �

0�#- ������.! 	��1����� ����-�	� ������� xt � xt+τ ���	��� ���$#*

�	����
�� 
������� rτ , τ ∈ Z� 2�����1 ��������� ����$� �	���

������������ ��� ���#�

∧
t∈Z

E (xt − μ)2 = γ0,



�� �� ����	
���� ����� ����
�

�
 ��� �����
 t ∈ Z � �����
 τ ∈ Z ����	��	��

rτ =
E (xt − μ) (xt+τ − μ)

E (xt+τ − μ)2
=

γτ
γ0

. �����

��� ����	
�����
 ����� ����
��
 {xt}t∈Z ������  ����	� ���
�
!

����	� rτ 	��  ����	" �������"� #��� xt : Ω → R ��� t ∈ Z$ �
 ��%��
��

	�� ����
&'

rτ = r−τ ��� τ ∈ Z�

#��� ���
����� xt : Ω → C ��� t ∈ Z$ �


rτ = r−τ ��� τ ∈ Z�

(���
&' ����%�������� rτ 	�� ����" ���"��� �
��)��� ������� ��


����
 ����� ����
��
$ �����
 �������� �
 ����%��������� ���
�
!

����	�� *� ��)���� 	�� �
��% ����%�������� rτ $ ��� ���"�� �
��)���

������� ����� ����
��
 xt � xt+τ 	�� �����	���� #��� rτ = 0, �


����� ����� ����
��
 {xt}t∈Z 
���% 
 τ �+��� ����
���+ �" ����
!

��
���� ,����	) rτ ��������  ����	" ���
�
����	�$ ���
����� ����� �	

 ����	� �������� �
��
������

��������	 
����	 �����������	 rτ �

-� r0 = 1$

.� rτ = r−τ �� ��������� ���
�
��� rτ = r−τ �$

/� |rτ | ≤ 1�

(
0� �
������
 �������$ � ��������� ��������'  ����	) ���
�
!

����	� ��� ��������� ���	����+ τ ∈ N0� 1
���	 �
������� ����	
!

���� ����� ����
� {xt}t∈Z 
 ����
&����+ � �0�
�� ����0 �����������+$

xt : Ω → R ��� t ∈ Z� (���
&��  ����	� ���
�
����	� rτ �� �
������ ����!

���	� {xt}0≤t≤N 
 ����
&����+ � �0�
�� ����0 �����������+ ���������� ��

�
�
�" ��
��

r̂τ =

N
N−τ∑
t=1

(xt − μ̂) (xt+τ − μ̂)

(N − τ)
N∑
t=1

(xt − μ̂)2
=

γ̂τ
γ̂0

, ���2�



���� �����	� 
��������� ��

��	� τ ∈ {0, 1, ..., N − 1}� ��������� �������� �������� ������ μ̂ ��	���

�	��� 	� ������ �	��� ��� !�

����� ��� ��� �����	 
�������� ��������	 τ ����� 
������� ����

���� ����� �������� xt � xt+τ �� ���� ����� ���� ����� ������� ���

����� �� ���� � ���� � ������� !� ��� ������ 
���
�� "� �����
��

������� �� ���� ���� ����� �� ������ 
������� ������� ���� � �����

��� 
���������� ��������#� $��� 
�������� ������������ ���������


������� ������� ����� �������� ��� � �� 
���� ������ τ∗, 
��

����  �"��� �������� %�� ��� ���� ������� � 
���������� �� �"�� ����

&�� ����� 
������� ����� � 
������� ������� ����� �������� 
���


�����������	 τ ≥ τ∗� ���� 
��������� ∧
τ≥τ∗

rτ ≡ 0�

����� ��� $ 
�� ���� ��� ��	����� ����� � ���� ������ � ���������

� ����� �������� {xt}t∈N �� 
������� ��������� {xt}1≤t≤N ����������

�������� �������� %�� ��� ���� ������� � ���� ���������� ��� 
��������

0, 1, 2, ...,
[
N
4

]
� ���� [·] ' ������� ����� ��� ������

����� ��� ��� ������������	 ����"� ��������	 {xt}t∈Z � ����������	

� ������ ����� �����������	 �������� ����"� ��������"� ��� %�� ��� �����

 ������� rτ 
���� ������� 
��� (������)� !
���� *+,� *-,#� .��� �����

����� �������� ���� ��� ��� �������� !���� xt : Ω → R ���� xt �� ����

 ��� �������� N
(
m,σ2

)
���  ����� t ∈ N#� �� ��������� ��
"������� "�

 ������� ��� τ ∈ N ���������� � �����

V ar (rτ ) ≈ 1

N

N−1∑
i=−N+1

{
r̂2i + r̂i+τ r̂i−τ − 4r̂τ r̂ir̂i−τ + 2r̂2i r̂

2
τ

}
� ����!

���� rτ = r−τ � /��	���� ���������� ��
"������� "� ���� ������� ���

��� �����

Srτ =
√

V ar (rτ ), τ ∈ N. ���"#!

0������ 
������� �� 
����� 
��� ������ ����� ��� ����� ��������

{xt}t∈N�



�� �� ����	
���� ����� ����
�

����� ����	
�	 �������
������ � �����
	�����

��� ����	
������� ������ ����
���� {xt}t∈Z 
 ����
������ � ���
�

�� ����� ������������ ������ ���
�
�������	� Γm � ���
�
����	� Pm �����

m ∈ N � ���	�� ��
����!

Γm =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ0 γ1 γ2 ... γm−1
γ1 γ0 γ1 ... γm−2
γ2 γ1 γ0 ... γm−3
. . . . .

γm−1 γm−2 γm−3 ... γ0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, "��##$

Pm =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 r1 r2 ... rm−1
r1 1 r1 ... rm−2
r2 r1 1 ... rm−3
. . . . .

rm−1 rm−2 rm−3 ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. "��#%$

&
����' γ0 = σ2( �
 � ��
�� "��)$ ������ ����
�*

Pm =
1

σ2
Γm.

����� ��� ������ det (Γm) = 0 ��� det (Pm) = 0� 	
 ������� ��	
�
������

Pm ∈ R
m×m � ��	
�
�������� Γm ∈ R

m×m �� �
��	��
 
�����
���

	
��� +����� ���
�
����	� Pm � ���
�
�������	� Γm �, ����������

-��� X : Ω → R
m ����� ���
�� �
�
��� �����( ' ������ �
�������	�

���
�� �
�
��
 X 	�� ����� Γm "���� cov (X,X) = Γm$� .��� �����	

���� ������ A ∈ R
m×m 
��� ���
� �
�
�� Y : Ω → R

m ��/�0�����

�����
 �, ��
���������� �����'� 
��� X = AY � +����� �
�������	�

B = cov (Y, Y ) ���
�� �
�
��
 Y 	�� ������, ����
����,( � ���� �
�

�����
 
����
�,� .����
��� �� �0���	 /���,��	 
�/
�����	, ����
���
�

�������	� ������ ���
�� �
�
��
 Y � .
�� /
��'���
 ������ Γm

�
'�� /��������* � /
�����

Γm = cov (X,X) = cov (AY,AY ) = Acov (Y, Y )AT = ABAT .



���� �����	� 
��������� ��

����� ��� �������� x ∈ R
m ���	 x = 0 ����

xTmΓx = xTABATx =
(
B

1
2ATx

)T
B

1
2ATx =

∥∥∥B 1
2ATx

∥∥∥2 > 0,

��	� B
1
2 �	���	� �����	 ����������� ��� 
���� ����� �� ������ ��	�


���� ����������� ���������� ���������  ����������� �
����

�� ���� Y � !������� �
�������" �����	� �#��
���������� Pm #������

���� ����$���

%����	� �#��
���������� Γm � �#��
������� Pm ����	&���� #'�����

�� 
�� ��#
��� ��	
����� ���	���� m ������ xt, xt+1, ..., xt+m−1  	��#

�	� ���� {xt}t∈Z�

�������� 	
� ����� {εt}t∈N0
���	�� ��
���� ��	������� 	������ �����

���� � ��	����	�� ������� N (0, 1) . ��	��	��� ������ ������������

��� � ������������� ��� �	����� �	������� {xt}t∈N �������

xt = 3 + εt + εt−1.

�������� �� �	���� �	����� {xt}t∈N ���� !��!�� ���������" ������ ���

����	 ������������� P4.

# �����!�� �����!�� ��	������� ����� ��

∧
t∈N

Ext = 3,

� ��� ������� τ ∈ N0 ����

γτ = cov (xt, xt+τ ) = E (εt + εt−1) (εt+τ + εt+τ−1) =

= Eεtεt+τ + Eεtεt+τ−1 + Eεt−1εt+τ + Eεt−1εt+τ−1.

������� {εt}t∈N0
���� ��
���� ��	������� 	������ �������� � ��	����

�	�� ������� N (0, 1) ��

γτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2,

1,

0,

��� τ = 0,

��� τ = 1,

��� τ ≥ 2.



��� �� ����	
���� ����� ����
�

�������� �	 
�	�	� {xt}t∈N 	
� 
��������� � 
�	�
��� 
	�
�	 �
������ ���

��	��� ������� ���	������ 	�	�	���� 
�	�	�� 	
� 
���� ���� ����������

���� ��� 	�	�	����� 
�	�	�� ���	�� ����� �� ���	
��� ��� τ ≥ 0! "��������


�	�	� {xt}t∈N 	
� ����	
	� ���

��
��� �	�	�	��� 
�	�	�� ���
��# ���

��������	 ������	 ���	����$ ��
����$ � ���������	 ����������! ���	�

�����
�	�� ����������� 
�	�	� ���
��� {xt}t∈N 	
� �����	� �����	 
�����

������!

%����� �������	���� � ����	�� �������	���� P4 ���	 
# �������&

rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1,

0.5,

0,

��� τ = 0,

��� τ = 1,

��� τ ≥ 2,

P4 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0.5 0 0

0.5 1 0.5 0

0 0.5 1 0.5

0 0 0.5 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

�������� 	
� '������� �	 X 	
� ���	��# ��
��# � ���������	 ���������

N (0, σ) ���� ψ : Z −→ C� ����	 Z ������� ����� �
��
����$ ����� ������

�����$� � C ������� ����� �
��
����$ ����� �	
�������$! "�� ����	�� t ∈ Z

�	(���	��

ξt = Xψ (t) .

)����	 ���������� ��� ����$ *����� ψ : Z −→ C 
�	�	� {ξt}t∈Z 
�	����

�����	� 
������������ ���� ������ *����	 �������������� � �������	����


�	�	�� {ξt}t∈Z!
"�� ������	�� t ∈ Z ������� ���	������ 	�	�	���� 
�	�	�� ���
��	�� {ξt}t∈Z
	
� �����

Eξt = ψ (t)EX = 0,

�������
� �������������� ���� ���	
��� ��� ���
���� τ ∈ Z 	
� �����

γτ = cov (ξt, ξt+τ ) = Eξtξt+τ = σ2ψ (t)ψ (t+ τ).



���� �����	� 
��������� ���

������ �����	 
��� ���
������ � �� ����
� ��������
� ������ ����� �� �����

������� ������	� τ ∈ Z, ��������� ��� ������ �� ����� t ∈ Z� ����� ����

��� ��� ����� �������

∧
t∈Z

ψ (t)ψ (t+ τ) = ψ (0)ψ (τ). ������

������ ψ (0) = 0� �� � ������� !"�#$% ������� �� !�������� ��������� τ = 0%

|ψ (t)|2 = |ψ (0)|2 = 0� t ∈ Z

� � ���������

ξt = 0� t ∈ Z.

������ ��������� ψ (0) = 0� �� � ������� !"�#$% �������
���

|ψ (t)|2 = |ψ (0)|2 > 0� t ∈ Z�

&������� ������� !"�#$% �������� ��� ��� ����� ��� �������	� t ∈ Z !�'��

���� ��� t = 1%� �� �������
���

ψ (τ + 1)

ψ (τ)
=

ψ (0)

ψ (1)
.

�����

ψ (τ + 1) =
ψ (0)

ψ (1)
ψ (τ)

def
= αψ (τ) , 0 = α ∈ C.

(����� ��)�� �� ����
� ��������� ψ (t) 
��� ������

ψ (t) = ψ (0)αt� t ∈ Z�

&���
��
��

α = |α| eiω = |α| (cosω + i sinω) , 	���� ω ∈ [−π, π) .

(�����
� �������'� �����	� ������	� {ξt}t∈Z 
��� �'���

γ0 = cov (ξt, ξt) = Eξtξt+τ = σ2ψ (t)ψ (t) = σ2 |ψ (0)|2 |α|2t .

*�� ���
������� �����	'� ������� ������
� ��� ������ �� t !
��� ��� �%�

��� ���� ��� |α| = 1� ����� �������� �����	� ������	� {ξt}t∈Z �) ����

������

ξ (t) = Xψ (0) eiωt, t ∈ Z, ω ∈ [−π, π) .



��� �� ���	
����� ������ 	������

�������� 	
���� �
������������ � �
���������� ��� τ ∈ Z �� ����� �����

�������

γτ = Eξtξt+τ = σ2 |ψ (0)|2 eiωte−iω(t+τ) = σ2 |ψ (0)|2 e−iωτ ,
rτ = e−iωτ .

�������� 	
� ����� X1, X2, ..., XN ���� ������������ ��������� ��������

� ���������� ���������� N
(
0, σ2

t

)
����������� !������" ��

−π ≤ ω1 < ω2 < ... < ωN < π

� ��� �����#� n ∈ Z ���$��
���

ξn =

N∑
k=1

Xke
iωkn. ������

%����# {ξn}n∈Z �������� �����#��� ������ ��������� 

���� 	
� %����# ������� ������ �������� ������� &' (') ��� ����������

���� 	
���� �
������������ γτ � �
���������� rτ ��� τ ∈ Z �� ���� �������

γτ =
N∑
k=1

σ2
ke
−iωkτ , ������

rτ =

N∑
k=1

σ2
ke
−iωkτ

N∑
k=1

σ2
k

. ������

�����
 �������� X1, X2, ..., XN �� ������������ ��������� ��������

� ����� �	! �������	! N
(
0, σ2

t

)
 �� 0 ≤ t ≤ N " �� EXt = 0  ��  ����#

���� 1 ≤ t ≤ N ���

cov (Xi, Xj) =

{
σ2
i ,  �� i = j,

0,  �� i = j.

$� ���% ������  �� ��� ��� n ∈ Z � ��� ��� τ ∈ Z ����

Eξn =
N∑
k=1

eiωknEXk = 0



���� �����	� 
��������� ���

���	

γτ = cov (ξn, ξn+τ ) = E

⎡⎣( N∑
k=1

eiωknXk

)
N∑
k=1

eiωk(n+τ)Xk

⎤⎦
=

N∑
k=1

N∑
l=1

eiωkneiωl(n+τ)E [XkXl] =

N∑
k=1

σ2
ke
−iωkτ .

���	���� � 
���������� γτ 	���� ���
� �� ��	�������� τ � 	��� �	��

�	����� ����� �
����� {ξn}n∈Z ��� � �!� ������������ "������ �����

�	��� �	������ {ξn}n∈Z �# 
��!�������� ��������� 	������$ �������$

� ��	
 ��	� ���������� 	��� �	�� �	����� ����� �
����� {ξn}n∈Z
��� ����������� %��%�� & �'����� (��
��� ����
������� ���	������ )���*+�

�������� 	
� �� �������	
 ������� 
� ���
�	� � ���
�	


��������� � ���������� � ��������� ������	 �����	 ���������	���	

	 �������
���	 ��� ���
���	 ! 0 ≤ τ ≤ 10 ���� �������
�� ���
��"���� #�$

�������% �� ���	��	
 	�������	 α = 0.1 �&����� 	�������! ���'(����	�'�

���
���	 )	���	
�	
 ��	*���+ ��� ���
���	 ! τ = 1, 2, ..., 10 ���	 ��� 
�
�
�$

���	 ��
�
"� ��	���*
"� ��,����	
 
� ���
�	��

-����
� ��� ���
�����	� ������	 
� ������� ���
�	� � ���
�	


��������� � ����������� .�����! ��
��	� μ̂ ���� ������	 �����	 ������$

���	���	 γ̂τ 	 �������
���	 r̂τ ��
�
"� {xt}1≤t≤50 ��������� �� ����*

����'� )��/+% )���+ 	 )��0+� .�����! ��
��	� μ̂ = 546.4932 ���� ���	����

γ̂0 = 1189� .�����	 γ̂τ 	 r̂τ ��� τ = 1, ...10 �* �����
 � ��&
�	 ���	1
��

τ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

γ̂τ ������ ����� ����� ����� 		��
 	�
�� ����� �
��� ����� �	���

r̂τ ����	 ����	 ��	�
 ����� ���
	 ����� ����� ���
� ����� ��
��

-����
� ��� ���
�����	� ���
��"����

#�� ���
���	 ! τ = 1, 2, ..., 10 �� ���	��	
 	�������	 α = 0.1 ��������

,	���
�� ��&��


H0 : Rτ = 0 )&��� ���
���	 ���� ���
���	 	� τ+

�������������	
������������������	���	�����
��������������� �



��� �� ����	
���� ����� ����
�

������ ���� ���� ������	� 
 ������ ��������� � �����������

����� ����	�
 ��	���	������

H1 : Rτ = 0 ���	����� �������� �
� �
��������� τ��

��	���� �	�	��	�� Tτ , 1 ≤ τ ≤ 10 �����
��� ��
��	���� 
� �
�� �������

��	���� ��	��
�� T ∗τ = T−1
(
1− α

2 , N − 2− τ
)
, 1 ≤ τ ≤ 10 ���
�	�����


 	����� �	�	��	��
�����  ����� ����!�� ������ ��	���� �	�	��	�� Tτ ��
 ��"

	���� ��	��
�� 	��� �	�	��	�� T ∗τ ��� τ = 1, 2, ..., 10�

τ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tτ ����� ����� ����� ����� 	���� 
���� 
���	 
���� ����� �����

T ∗τ ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����
 ����	 �����

���
���# !� ��� ��!��$� τ ∈ {1, 2, ..., 10} ���%����� ���	 ���&����' Tτ ≥ T ∗τ �

(� ��
����� ��	�	����� α = 0.1 ��� �
������' τ = 1, 2, ..., 10 ����!� ��
���'

����	�
� ����
� �� ��
��' ����	�
 ��	���	������� )�	�� �� ����	����

����
���� {xt}1≤t≤50 �����������# !� ��	����� �������� �
���
��� ������
�
������	��� �
��$� �
�����$� {xt}t∈N�



���� �����	� 
�������� ���

��
��� ���� �������� 	
���� �
�����������

��� �����	� 
��������

����� 
��
���� ������� 
	������  	�
��� ! "�
� �����	� 
���������

#�� ����� �$������% �& '� �����	� ����� �"�� "�
� ���
�
	�� ���	(�	��� 
��)


������ �� ������� �*�
��% � 
	������  	�
��� !& �������" "���� �����	�


�������� ��	���� ��������	� �� ������� 	 "�$  	(
�������% �$ 	� !��	$ �

	"���
� 
$ ������	���� +���'�" 	��� 	���& '� ,�� "� ������� "� � ���)

�� "� 
$ ����$	���� 	 �(
��% �$ 
�������$� #��	(�	�� �����	� ����� �"��"

� 
��������" �	���*���"$ 
�( ���	�"���

����� ����	
���� � ������� �����	����

-��� 	 ,�� "� ������� "� �� ���
� �*�
��% � 
	�����  	�
����� ��)

��	�
��"��� ,�� "( 
�������$ ���	 ,�� "( �(
��% � 
��������"� .���'��%/

����(�	� ,�� "$ 
�������$ � ,�� "$ ������� "� ����"� ������	���� ��)

��'�"� #�� ! {xt}t∈Z �(�	�� 
	�������  	�
���� � �����% �� ! � 	����	�



��� �� ���	
����� ������ 	������

��	�� ���������	� �xt : Ω → C ��� t ∈ Z�� ��������� !� ����� {xt}t∈Z 
���

���	
����� ����� �� ������� ������� ��� ����"# �	�������� �������$�

���� �����% 
��� $��� ����

����������� 	
� ���������� ����� γτ � τ ∈ Z ��	
�� ������ �������

�������� ����� ����������� �
����� �
�������� ������� ���	� 	����	��

��	�� ����������� ������ � ���������� ������ F : [−π, π] → [0,∞) �����

������ ������ F (−π) = 0 ���


γτ =

π∫
−π

eiωτdF (ω) 	�� τ ∈ Z� ����&�

'���( �� ����� ����&� ��%����� 
��� 	���( )�����%�*�+������
����

,��$� ����!����� ���������� ��!�� �����-# ��� � .��/ .0�/�

1%��	
( F (·) �������� 2%��	
3 ��������3 �����% 	�������� {xt}t∈Z 

��������� 
�
 ��%���� ω ∈ [−π, π] �������� �(���"	�3 �3���3�

����� 	
� !�� �
����� ������ ���������� {ξn}n∈Z ������� "#�$#% ������

��������� F ���� 	�� �
���� 

F (ω) =
∑

k: ωk≤ω
σ2
k 	�� ω ∈ [−π, π] . ����4�

&����� F ���� ����� � ��'	�� 
 ��
�	
���(�

[−π, ω1) , [ω1, ω2) , ..., [ωN−1, ωN ) , [ωN , π)

���


F (ω1)− lim
ω↑ω1

F (ω) = σ2
1, �	� − π < ω1,

F (ωk)− lim
ω↑ωk

F (ω) = σ2
k, �	� k = 2, 3, ..., N.

&����� F ������� "#�$)% �� ���� ��������� ������ �
���	�� ����� *�����

���+�� &����� �������������� γτ � τ ∈ Z ������� "#�$,% 	�� �
����� ������

���������� {ξn}n∈Z ���� 	�� �
���� "#�$-%�



���� �����	� 
�������� ���

������ ��� ��������� ω ∈ [−π, π] ������ 
�������� F ����� ��	��!


����" � ��
����

F (ω) =

ω∫
−π

f (ν) dν,

�� ������ f ��	 ��� ��
��#��� 
�������� 
	����� �	�
����� {xt}t∈Z� $�!
������ ������ F ��
� ������ �����������% 	���� f (ν) ≥ 0, ��� ν ∈ [−π, π]

&��� �
	� �'�
��#" 	�(��	 � ����	�
 �����	 �����
 ���#��)� *� �	���

&����) ���	 ����� 

γτ =

π∫
−π

eiωτf (ω) dω, ��� τ ∈ Z� &���+)

������ f ∈ L2 [−π, π] �� ��	������� f � 
	���� ,������� ���	 ����� 

f (ω) =
1

2π

∑
τ∈Z

e−iωτγτ . &��-�)

.��	�� 	����% �� �����#�� ������ �������������� γτ ��� τ ∈ Z �/��� 
�

�
�/'�	 ����� 
	����� ,������� ��� ������ f � 0�������� ������∑
τ
|γτ | < ∞% �� ��� ��������� ω ∈ [−π, π] 
	���� ,������� 	� �
�/'�	 �!

����� γτ ��
� 	(���� �� ������ ��
��#�� 
��������� 
	����� �	�
�����

{xt}t∈Z &����	 ��� 1-�2)�

������� �	
 �� ����� �	
�� ������� �� ��������� ��������� ������� ����

������ {xt}t∈Z ������

γ0 =

π∫
−π

f (ω) dω = F (π) .

. ���� �� 	�	� �	�� ��� �� �	 ������ 	 ������ ��������������

� �����#����3 � 	(���	� ���	( �	��	 ��
� �3� *������#" ������	 ������

�������������� γτ � ������ ��
��#�� 
��������� ������ ��
�������� �����!

�	�����

���������� �	� ������ ��� n ∈ N0  ������ ��������������� γn !��������

�����"�� �� �#���� ����# ������������$� ��  ������ �%���"�� �!��������� f (ω) ,



��� �� ���	
����� ������ 	������

ω ∈ [−π, π] ���� ������	

f (ω) =
γ0
2π

+

∞∑
n=1

γn
π

cosnω =
1

2π

[
γ0 + 2

∞∑
n=1

γn cosnω

]
. ������

������ � ��������� ��� ����	
� �����������	
� γn, n ≥ 0 
��� ����	
�

��	������� ��� �!�� � "� ���#����� 
��� ������ �������$	� γn = γ−n
�%� n ≥ 0�� �� �� ���� ������ ������� "� ����	
� �!���$	� ������%��
 
���

�������� &�"�%� f ∈ L2 [−π, π] 
��� ����	
� �������� ��

f (ω) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnω, ������

�����

an =
2

π

π∫
0

f (ω) cosnωdω �%� n ∈ N0�

'������"

cosnω =
1

2

(
eiωn + e−iωv

)
�%� n ∈ N0�

�� �%� ��"���� n ∈ N0 �� ���� ����(� ���� �
� �

γn =

π∫
−π

eiωnf (ω) dω =

0∫
−π

eiωnf (ω) dω +

π∫
0

eiωnf (ω) dω

=

π∫
0

e−iωnf (−ω) dω +

π∫
0

eiωnf (ω) dω =

π∫
0

(
eiωn + e−iωn

)
f (ω) dω

= 2

π∫
0

f (ω) cosnωdω = πan�

'��������
�	 an = γn
π �%� n ∈ N0 �� ���� ������ ���� �
� � ���!�

����� ����	
��
 
 ������ ������
	�


) ��%�"��$	� ����	
� �����������	
� � �������%�	
� γτ = γ0rτ , τ ∈ Z

������� "� ����	
! �!���$	� ������%��
 f (ω) , ω ∈ [−π, π]  �"� � �������*

��+ � 
����
 � ����"���	, �����	�-



���� �����	� 
�������� ���

�� � ��	����� 	�
�������

f (ω) =
γ0
2π

∑
τ∈Z

e−iωτrτ , ������

�� � ��	����� �	��	���
���

f (ω) =
γ0
2π

[
1 + 2

∞∑
τ=1

rτ cosnω

]
. ������

������� �	
 ������ ��	
�� ������ ��	
���� 	���
������ f (ω) , ω ∈ [−π, π]

���	�� ������ ������� ������ �
������������ γτ ��� ������� ������ ���

������� ������ �
��������� rτ � � ������ �! � � ������ ��	
���� 	���
����

��� �������� ���
���� �� �"��� ����" ��	�������#! 
� �����	
��� �� ����

$%�&'(� )�
����	
 � ������ � � � ������ ��	
���� 	���
������ ��������

���
���� �� �"��� ����" ��������	
��#! 
� �����	
��� �� ����

γn = 2

π∫
0

f (ω) cosnωdω  �� n ∈ N0� ������

* ���
���! ������ ��	
�� ������ �
������������ γτ �" �
���������� rτ ���

���� �������� ������ ��	
���� 	���
������ f (ω) , ω ∈ [−π, π]� � 
�� ���

�����	
��� �� ������ $%�+,(�$%�+&( �" �� ������ $%�+-(�$%�+%(

�������� cos  �
� !��� " � ���
�� 2π# �� ��� ω ∈ [−π, π] \ {0} ����

cos τω = cos

(
τ +

2π

ω
k

)
ω ��� τ, k ∈ Z�

$����%& ω ∈ [−π, π] ����	��" � ��������' ��  ����
�( �	�
� ��	�����

��(��%��" "���"� $����%& ω
2π ��	����� �	(
�������%��" ����%�� ���	)(

���� ��  ����
�( �	�
��# �������
� ��� ω = 0 �����%& 2π
ω ��	�����

���
���

������� �	� �� ������ $%�+-(�$%�+%( ������! �� ������ ������
� 	�����

���	����� 	� ���	���������� $
��� �	��.�������� ��������� rτ = r−τ = 0  ��

τ ≥ 1(! 
� ������ ��	
���� 	���
������ ��	
 	
�.�

f (ω) =
γ0
2π

 �� ω ∈ [−π, π] .



��� �� ����	
���� ����� ����
�

����� �����	
��� �	����
������ ��
����
	���� ��	����

�
������

� ��������� ����
��� ������� � ��� ����	
�����
 ����� ����
�

��
 {xt}t∈Z �����	 ���� ����� ������	� � �������! F � � �����	" ���
�
�

�������	� γτ , τ ∈ Z �
���  ��������# ��  
�
�$ ��
�� ����%!� &����

����  
���	  
��	 � ������  ���������� ��� ����	
�����
 �����

����
��
 {xt}t∈Z�

����������� 	
� ����� {xt}t∈Z ���	�� 
��� 
���������� 
	������� �	��


��� 	 ������� ������������� γτ , τ ∈ Z � ����������� ��� ������� 
����

������ F (ω) , ω ∈ [−π, π]� ����� �
������ 
����
���	��� �������� �����

Z (�) ������� �� �����
���� σ��������	� B[−π,π] ���� !� ��� ��!��� t ∈ Z

xt =

π∫
−π

eiωtZ (dω) ���'(!

��	 EZ (�) = 0, E |Z (�)|2 = F (�) ��� � ∈ B[−π,π]�

)
�*�  
������
 ��������� �
��� ����+# � � � ,-�.�

/��0 {zk}k∈Z 
������ ��$� ���������0 �������0 �
�
���0 
 ��
�

�	 ����
1�� 1����	 � �������	� Ez2k = σ2
k ��� k ∈ Z 
���

∑
k∈Z

σ2
k < ∞� /��0

{ωk}k∈Z 2"��� ��$��� �
��$���� ωk ∈ [−π, π] ��� k ∈ Z 
���

Z (ω) =
∑

k: ωk≤ω
zk. ���'%!

����	
����� ���� ����
�� {xt}t∈Z �
���  ��������# �  
�����

xt =

∞∑
k=−∞

eiωktZ (dωk) , ���'3!

���� Z (dωk) = Z (ωk) − Z (ωk − 0) = zk 
��� E |Z (dωk)|2 = F (ωk) −
F (ωk − 0) = σ2

k�

4
�����"�� ���'3!  ��������� �
�������	" ����	
������0 ����*�

����
���0 
 ����
1����0 � �2�
�� ����2 �� 
�
���0� 5
���	  �������

��
�� �
����� �
�������	� ����	
������0 ����*� ����
���0 
 ����
1����0

� �2�
�� ����2 �����������0�



���� �����	� 
�������� ���

�������� �� {αk}k∈N � {βk}k∈N 
� ������� ���	�������� 	��������

��
����� � ���
�������� Eαk = Eβk = 0� Eα2
k = Eβ2

k = σ2
k ��� k ∈ N ���	

∞∑
k=1

σ2
k < ∞�  ���� {ωk}k∈Z !"�	�� ������� ��
����� ����� �� ωk ∈ [−π, π]

��� k ∈ Z ���	 ω−k = ωk� #�	�$�%$��� z0 = 0� zk = αk−iβk
2 ���	 z−k = z̄k

��� k ∈ N� &��	��� 	����� �� {zk}k∈Z $�
� ������� ���	�������� 	��������

��
����� � 	�����$ �������� �������$ � �������$� Ez2k = σ2
k ��� k ∈ Z ���	∑

k∈Z
σ2
k < ∞� '�(��%$��� 	������ ��
��� Z : Ω → C ��
���� )��*+,� ��

�	��% )��*-, ���	��%$��� 
	���� �	�
��� {xt}t∈Z � ����������� � 	!���	�
���	! �	��	���
���� ��
����

xt =

∞∑
k=1

(αk cosωkt+ βk sinωkt) , t ∈ Z�

����� ������	
���

.
������� �	������ 
�	������� )���
�����, � 
	����% �	�
����

{xt}t∈Z �� !�	�������� ����� �� 	��������� /%��$� �"
����� 
��������$�
0� 	�!��	��� ������$� /%��$� �"
����� 
��������$ f (ω) ������ ������1

�
������� ��������	���� 
�������� � 
	����% �	�
���� {xt}t∈Z� #�����$
��	������ 
	����� �	�
��� � 	�����$ �������� �������$�

 ���� {xt}1≤t≤N �	���	� �����	��$" 
	����% �	�
������ ��� ������

������1 ������� ����
� 	���� 0����� ������1 ������� �����	��$� {xt}1≤t≤N $�
�
����� �� 	���� �� ��	���	��� 
���� μ = 1

N

N∑
i=1

xi ���	 ��(��%$��� ����

x̂t = xt − μ ��� 1 ≤ t ≤ N,

��� ������ ������1 ������� ����
� 	����

 � ���
����� �����	��$� {xt}1≤t≤N ��(��%$�� �������� 
��%
���

� �
��%
��� $�� /%��$� ��
����

aN (ω) =
1√
πN

N∑
t=1

xt cos tω, )��*2,

bN (ω) =
1√
πN

N∑
t=1

xt sin tω, )���3,

��	�� ω ∈ [−π, π]�



��� �� ����	
���� ����� ����
�

�������� 	
	 ��������

IN (ω) = a2N (ω) + b2N (ω) ������

	
��
�� �	��	��	����� �����
�
���� ��������� ������ ω ∈ [−π, π] .

�
�������	�� ������������� �
 ������ 
������	��

IN (ω) =
1

πN

⎡⎣( N∑
t=1

xt cos tω

)2

+

(
N∑
t=1

xt sin tω

)2
⎤⎦

=
1

πN

[
N∑
t=1

x2t + 2
N−1∑
k=1

N−k∑
t=1

xtxt+k (cos tω cos (t+ k)ω + sin tω sin (t+ k)ω)

]

=
1

πN

[
N∑
t=1

x2t + 2
N−1∑
k=1

N−k∑
t=1

xtxt+k cos kω

]

=
1

π

[
1

N

N∑
t=1

x2t + 2
N−1∑
k=1

[
1

N

N−k∑
t=1

xtxt+k cos kω

]]
.

� � �� ����	� {xt}1≤t≤N 
 ����
!�� !����	 �"��	 ��
 � μ̂ = 1
N

N∑
t=1

xt = 0�

������
� �������	� 	�� �"���

γ̂0 (N) =
1

N

N∑
t=1

x2t .

#��$ γ̂′k � � 0 ≤ k ≤ N 
������ 
%���&
�� ������
� ���
'
�������	�

(
�����

γ̂′k (N) =
N − k

N
γ̂k (N) ,

����

γ̂k (N) =
1

N − k

N−k∑
t=1

xtxt+k.

)���

IN (ω) =
1

π

[
γ̂0 + 2

N−1∑
k=1

γ̂′k cos kω

]
� � ω ∈ [−π, π] .

� � '�&��
 ���� 
��
 k ������ ����"� {γ̂′k (N)} � {γ̂′k (N)}* ��� N → ∞*

�� �"�� '
�������	� γk� )���

lim
N→∞

IN (ω) =
1

π

[
γ0 + 2

∞∑
k=1

γk cos kω

]
= I (ω) . ������



���� �����	� 
�������� ���

����� 	 ������	���� ��� ������ ��

lim
N→∞

IN (ω) = 2f (ω) ��� ω ∈ [−π, π] . ������

������� �	� ����������	
 I : [−π, π] → [0,∞) ���� �������� �������

	��� �����	�� ����������� f ����������� �����	�� ������� ω ∈ [−π, π]

���� I (0) = γ0
π � ��� ������� ��������� {xt}t∈Z � �����	����� ������� �����

xt = c = const �� �������� t ∈ Z�  � � I (ω) = 0 �� ω ∈ [−π, π]�

�����	���� ����� �� !����� "#
�� �� 
��������� ���$ �����
���� ���

����� ��� ��% �
������� 	���	&� ����#�	� ���������� 
	���"� �	�
���"�

{xt}t∈Z� '�	�(�� ������� ���� ��� 	��)������ !����� �����
���� �� ���

�&����) ��	����&� ���
������) 	������ �� ����#�	� ���������� 
	���"�

�	�
���"��


������ �	� !���� "������ ��������������� γik �� i = 1, 2, 3, 4 #�� ���

� ��#���$

k 0 1 2 3 4 5

γ1k % &�% &�'' &�( &�&) &�&%

γ2k % (�% &�'' &�( &�&) &�&%

γ3k % &�% &�'' �'�( &�&) &�&%

γ4k % &�% &�'' �(�* &�&) (�%

���� γik = 0 �� k > 5 ������������� ������� �� ���� ��� ���� � � ������

���� ���������
{
xit
}
t∈N+ i = 1, 2, 3, 4 ����������� ,������� � "������

�����	�� ����������� ���� �������� � ������� "������ �����	�� ����������� ��

�����������	�� ν ∈ [−1
2 ,

1
2

]
.

-������. ω ∈ [−π, π]+ �� v = ω
2π ∈ [−1

2 ,
1
2

]
� /��������� γ1k , k ≥ 0 ���� �+

.� ��� ���� �������
{
x1t
}
t∈N �� ����������� �������.�� ����0��������� �����

����� �� #������ ������ ��� �������
{
x2t
}
t∈N ��� ���� ������ � ���� ������

������� �� �� ��#� �����������+ �� �������
{
x3t
}
t∈N ��� ���� ������ � 3

 � ���� �� �� ��#� �����������+ ���� ���� �� �������
{
x4t
}
t∈N ��� ����

� ������������ � ������� � 3 � 5 �� �� ��#� ������������ ��� i = 1, 2, 3, 4

"������ �����	�� ����������� ���� ������0� �� ��� ����� 

fi (ω) =
3 + 2φi (ω)

2π
,



��� �� �����	
��
� ������ ���	��

�����

φ1 (ω) = 0.3 cosω + 0.22 cos 2ω + 0.1 cos 3ω + 0.04 cos 4ω + 0.03 cos 5ω,

φ2 (ω) = 1.3 cosω + 0.22 cos 2ω + 0.1 cos 3ω + 0.04 cos 4ω + 0.03 cos 5ω,

φ3 (ω) = 0.3 cosω + 0.22 cos 2ω − 2.1 cos 3ω + 0.04 cos 4ω + 0.03 cos 5ω,

φ4 (ω) = 0.3 cosω + 0.22 cos 2ω − 1.5 cos 3ω + 0.04 cos 4ω + 1.3 cos 5ω

��� ω ∈ [−π, π]� 	
���
 ����������
�� ������� ������� ���������� f̃i (ν)

��� ������������� ν ∈ [−1
2 ,

1
2

]
���������
� �� ω = 2πν�� �����

f̃i (ν) = fi (2πν)

��� i = 1, 2, 3, 4  ������������ �� �
���� !�"�

���
�� ���� ������� �	
���� 
�����������

��������� ������ ����	��� ��
���� ���	��� �������
�� f̃i (ν) 

ν ∈ [−1
2 ,

1
2

]
 i ∈ {1, 2, 3, 4} ��!��"� #� !�� ���
��$ ����	����	��� ν ��
�%

��� f̃i (ν) 	���� ����	��� �����"��
� &
������� ����'
� ���	� ��� ��%

!��( 
� ��)�� ��*�� ������� $��"	
���
� �*�!	�� � ���!�	���� ���	��



���� �����	� 
�������� ���

ω = 2πν� ��
��� ������� ��� ������ ������ ��
�� �� 
��������� �
�!��

����� �� �
���"���� ��	���	� ������ 	#��� ���"����	���� 
$��������

���� ��� ���! ���
��� ������� %���	 	��!	� ��"���	� ���"����"�&

� �����	�����" 
	����� {xt}t∈N� '�(��� �
������ 
$����� 	 �	�
������� ��!

ν∗ ��� ����� ������ ��
�� �� 
��������� �
�!�� �
���"�"� �� �
�����! ���)

���( 
$����� 	 �	�
������� ���"� ν∗
2 ,

ν∗
3 , ... %�	�� ��� "��
���	�� �	�
�����)

�� * �"������ ����� 
��� � ���
��� ���"��
���	����� ��	�"��
���	����

���&� +�" 
��
�#�" ��
������ �	�� ���� ,����, ��� ��(
	��� �	�
������� ���

-" ���
	� ��
� ��	�
������� �	�
��� τ > 0� ��� ������ ���"���� 
	�)

���� �	�
����� 
! 
��������� %����	 ��
� ���#)����&� ��" 	 "����
	! �	�)


������� ��! ��
�����! ������� ������ ��
�� �� 
���������� �� #�	�� ������

�"������� (� ���
 ����. ��
� ���
	�� / ��	������ ��� ���"���� 
	�����


! 
$�#� 
���������� �� �� ����
�� ���� ���	�"� �����(� ������� ������

��
�� �� 
��������� �

�������� 	
� ����� {εt}t∈N0
���	�� ��
���� ��	������� 	������ ���

������ � ��	����	�� N (0, 1)� ��	��	��� ������� ��������
 ��� �	�����

{xt}t∈N �������  ����	 ��	����� !�"#

xt = 3 + εt + εt−1.

������� ��	������ ������$� �	����� {xt}t∈N �����

Ext = 3 ��� t ∈ N,

�������� %���&� ������������&� � �����������&� �
 �$�� ����������

γτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2,

1,

0,

��� τ = 0,

��� τ = 1,

��� τ ≥ 2,

� rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1,

0.5,

0,

��� τ = 0,

��� τ = 1,

��� τ ≥ 2.

'� �	���  !�(!# �����) �� %���&� �������� ���������& &��� ��� �	����

f (ω) =
1

π
[1 + cosω] , ω ∈ [−π, π] .



��� �� ����	
���� ����� ����
�

�������� 	
� ����� {xt}t∈Z ���	�� ��
���� ��	������� 	������ �����

���� ������� ��

∧
t∈Z

Ext = 0

���	

cov (xi, xj) =

{
σ2, ��� i = j,

0, ��� i = j.

��	��	��� ������ ��������
 � ������ �������� ���������� 

� ��	������ ��	������ �	���� �	����� {xt}t∈Z ���� �!��� ��������� ���	

������ �������������� ���� �"�� γτ = cov (xt, xt+τ ) ��� τ, t ∈ Z # ������

�	��� $������	� ���	�������

π∫
−π

eiωτdF (ω) =

{
σ2, ��� τ = 0,

0, ��� τ = 0.
������

%��	�����
� 	 �!������

π∫
−π

eiωτdω =

{
2π, ��� τ = 0,

0, ��� τ = 0,

�������	���� ��
π∫

−π
eiωτdF (ω) =

π∫
−π

eiωτ
σ2

2π
dω,

���� ������ �������� ���������� ���� ���!� ���	

f (ω) =
σ2

2π
, ω ∈ [−π, π] .

����� ������	��� ������ ��������� ���� ��� �	����

F (λ) =

λ∫
−π

f (ω) dω =
σ2

2π
(λ+ π) , ��� λ ∈ [−π, π] .



�������� �

������ ���	
�����	� ��������

	�����	�

������� �	
��������� 
����� ������
�� ������ �������	���� �
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 ����

	��	���� � 	������� �	������ �� �! "���� ���������� ������ ���� �������

�	���	# 
� �
��#�� �� ������� �
�	��� ���$����� � �
���� �	�
 
�%�	
����


���#	
�� &��	
 ��! '()� '*)� '+,)� ',+)� ',-).! /������� 
����� �	�%����

�������	����� � ���	��������� ��� ��� ������! 0����1����� ��	���	��
��


������ �	
��	����
��� � ���	��� � ����# ������� ���� ��� �
�	����

�
������� {εt}t∈Z � ��	������� � 
%��	
� ���
% 	
��
������� &εt : Ω → R

��� t ∈ Z.! 2
������ ������ 3��� ����� 	�
�
�	
�4 ��� �
�	���� �
�������

� ��	������ � 
%��	
� ���
% 
����������! 5� ��6�� 	�
�
��3� �	
���������


������ �	�%��� �����
���
����� ����������� �������	���� �
�	���� �
��

������!

��� �����	
�� ������� ���
����

5���� (Ω,F , P ) %#�
�� �	
��	
���� �	�%�%������
��� ������� {εt}t∈Z
%#�
�� ������� ���
�������� 
�������� �������� � 	�
�3��
�� ��	������

N
(
0, σ2

)
&� ���	��	
� �	
������ ����� �����4 	������ �
���
����

εt ∼ iid.N
(
0, σ2

)
7 ������������ ��� ���������� ���	�%��� ���N

(
0, σ2

)
.!

((8



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

���� �����
���� ������� ��������� � ���������� �	������� 
����� 

{εt}t∈Z 
! ����� �����������

Eεt = 0 " #���$

cov (εt, εt±τ )Eεtεt±τ =

{
σ2,

0,

�	� τ = 0,

�	� τ = 0.
#��%$

&�� ���'������� �!� �����	����� �������� 	�
���� {εt}t∈Z ��
� ����(

���� ���)�� 
� ����

*����	�� L2 (Ω,F , P ) �������� ����
����+ �
��
���� ��������

	�
���� ξ : Ω → R � �� ��� ������� 
��+����� #Eξ2 < ∞$� ,���
����+

L2 (Ω,F , P ) � �	������ 
��	�����

〈ξ, λ〉 = Eξλ, ξ, λ ∈ L2 (Ω,F , P )

� ����!

‖ξ‖L2 =
√

〈ξ, ξ〉 =
√

Eξ2, ξ ∈ L2 (Ω,F , P )

��
� ����
������! -�	������ .����" ����
����+ L2 (Ω,F , P ) ��
� ����
������!

/����� � ����! ‖·‖L2 �

,������ �0������ �������	� 
������ ��
��� {εt}t∈Z ��
���

εt =
∞∑
j=0

αjεt−j , #��1$

����� αj ∈ R �	� j ∈ N0" �������
� {εt}t∈Z ������ �!� �����	����� �����(

��� 	�
���� � ����)����� �����	��� N
(
0, σ2

)
�

�������� 	
� ����� X ���	�� 
�	���	���� ������� 	 ����� ‖·‖� �������

{xj}j∈N0
� ������� �������� 
�	���	��� X �	�� xj ∈ X� j ∈ N0�� ���

����� �� �	����
∞∑
j=0

xj  �� 	�������  ����� ����� � �!�� x ∈ X� ��

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥x−
n∑

j=0

xj

∥∥∥∥∥∥ = 0.



���� �����	
�� ������� ���
���� ���

�������� 	
� ������� ����������� ����� X ���	�� 
�	���	���� ���

����� 	 ����� ‖·‖� ������� {xj}j∈N0
� ������� �������� 
�	���	��� X

�	�� xj ∈ X� j ∈ N0�� �	����
∞∑
j=0

xj ��� 	����� ��� �  �!� ��� � �� 

�
�"���� ��� ���#��! $�#�� %���&

lim
m→∞ sup

n≥m

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

xj

∥∥∥∥∥∥ = 0.

�
	���� ����������� ‖·‖ = ‖·‖L2 � ��� ��������	� L2 (Ω,F , P ) �� 

��	!� �����	
��� ������� " � �������� �
	�����

����� 	
� ����� {εt}t∈Z ���	�� ������� ���	����� �� 	����� �� ����� ��

� ��	!"��	�� ������� � N
(
0, σ2

)
� ��	�� 0 < σ < ∞� '����� ���� ���	�

�	��	 ��� �� {aj}j∈N0
�
�"��� ���#��!

∞∑
j=0

|αj | < ∞, #��$%

�
∞∑
j=0

αjεt−j ∈ L2 (Ω,F , P ) ���	

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ

∞∑
j=0

|αj | . #���%

�����
 &����� m,n ∈ N0 � m ≤ n' �
∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑

j=m

|αj | ‖εt−j‖ ≤ μ

n∑
j=m

|αj | ,

�(���

μ = sup
t∈Z

‖εt‖ = sup
t∈Z

√
Eε2t = σ < ∞.

� ����	!� #��$% ��	�!�' ��

lim
m→∞ sup

n≥m

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ = 0.



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

����	�� �	�� ��	������ ����	� ����� 	��! �� ��	�	�
∞∑
j=0

αjεt−j �	�� �"�	���

���
∞∑
j=0

αjεt−j ∈ L2 (Ω,F , P )� ��� ��#

∥∥∥∥∥∥
∞∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ ≤ lim
n→∞σ

n∑
j=0

|αj | = σ

∞∑
j=0

|αj | .

$���	� �"�	���%�� �
 ��	�	�� �����	�� ������ &��'( � ��	�� ��")

��	� *��#�	 ���	����� ���+���,�� 
	#��

����� ��� ����� {εt}t∈Z ���	�� ��
���� ��	������� 	������ ��������

� ��	����	�� ������� N
(
0, σ2

)
� ��	�� 0 < σ < ∞� ������ ��
� ���	�

�	��	�������� {aj}j∈N0
������ ������

∞∑
j=0

α2
j < ∞, &��-(

��
∞∑
j=0

αjεt−j ∈ L2 (Ω,F , P ) ���	

∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=0

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ ≤ σ

√√√√ ∞∑
j=0

α2
j . &��.(

	
��� ����"��	 �� � �������	 
	#�� ��� �������#� ��	���	��	 �)

����� ����� 	��� /�	�� m,n ∈ N0 � m ≤ n� 0 ��	�
	���%�� �#�	�����


������� {εt}t∈Z �����#��	#�∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥
2

=

〈
n∑

j=m

αjεt−j ,
n∑

j=m

αjεt−j

〉

=
n∑

i=m

n∑
j=m

αiαj 〈εt−i, εt−j〉 = σ2
n∑

j=m

α2
j .

$�"	� �������	�� ����	� ����� 	��

lim
m→∞ sup

n≥m

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjεt−j

∥∥∥∥∥∥ = 0



���� ������ 	
��������� ����� ���

���� ������	��� �	�
�����

lim
m→∞ sup

n≥m

√√√√ n∑
j=m

α2
j = 0

��	� �	�
����� ������

��� ������ 	
��������� �����

������ 	
��������� ����
 p ∈ N �� �����	�
��� ����� ���
 ����!����

�	�� AR (p)� �" ��  ����� ��	��#���� ������� ��������$ ���� �	�� � �����

����	����� ��%�	!��	�"#�� ������
�" ��� ���� �����
 ���&����� � #�	����

'�	  ����
 	
��������� AR (∞) ��� ���� �����
 #�	����� {εt}t∈Z  �(
�� � �������	��) � ����	#�

εt = α1εt−1 + α2εt−2 + ...+ εt =
∞∑
j=1

αjεt−j + εt, ���*�

���� t ∈ Z ��	� ����+#������� α1, α2, α3, ... ����!�	�" �	�	 ����  ����
$

�	�� �	�� {εt}t∈Z ���� #�"�� ����	�����#, � �����#, ������#, � ����+	(
���� ��� 	��� N

(
0, σ2

)
��	��� ��� -�.$ -�.$ -��.$ -��.$ -�/.�� 0 �������!#�

�����	���� ��	� �� ������� �����
���#�	 #�	����� τ ∈ N0 �+	%��� ����(

�	#�	 �� ����� ��� ���	 � εt � εt+τ �� ��� ���� �����
 #�	����� {εt}t∈Z
�" %	������ ���	���� #�	���� �� ���%��$ �� ���"��� �� ����� �� � ��� ��(

�	 � �" �+	%����$ 	 �� ������  � ���
 τ = p+ 1 �	���!#� ����+#������	

�����	#�� �" %������ ���	� 1���� 
�� � �� ������ ���*� αj = 0 ��	 j > p$

����� 	 �  ���� AR (p) 	
��������� ����
 p ∈ N ����������			
�� ����		

�� ����� p� ���2����	�� ����	��� 

εt =

p∑
j=1

αjεt−j + εt. ���/�

�%� ���+	����� ����
 ��) �	#,��	���$ �+	���!#� � �����% ������2�	#��  �(

���� AR (p)$ p ∈ N ����	�	���
� � �	������ �+	���!#� ���	 �#��� �	������(

���#,  ����� ��� ��	���



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

����� ����	 
��������� ���� ���������

������
�
��� ����	�� ���������
�� 	������� ��
� AR (1) ��
��
����

�
���������� ����� �����
���� 
� ����� ���� � !	������ 
������ ��
�"

���� {εt}t∈Z 
� ����#	��� �� ����� ��������

εt = αεt−1 + εt, ����$ 

����� |α| < 1 ���
����� ����#����� ����%�� ���� {εt}t∈Z ��
� ������ �����"

	�%��� �������� 	�
���� � ���������� �����	��� N
(
0, σ2

)
� &����
����

�� ����� ����$ �	� ����	���� t ∈ Z �����������

εt = α [αεt−2 + εt−1] + εt = α2εt−2 + αεt−1 + εt

= α2 [αεt−3 + εt−2] + αεt−1 + εt = α3εt−3 + α2εt−2 + αεt−1 + εt = ... �

'
�������� �	������ 
������ ��
����� {εt}t∈Z ����#	��� ��������� ����$ 

��%��� �����
����( � ��
��� ���)����� 	������� �����	�%��� ��������

	�
���� ε1, ε2, ε3, ... � ���������� �����	��� N
(
0, σ2

)
εt =

∞∑
j=0

αjεt−j . ����� 

* �������� ����� ������+ %� 
����� ��
��� ����$ ��%��� �����
����( ����

����
 ������� #������� ��,�� ���
��-����#(� .�%�	� |α| < 1, ��

1 + |α|+ |α|2 + |α|3 + ... =
1

1− |α| .

*���� � 	����� ��� ������+ %� 
����� ��
��� ��
��� ����� ��
� �)��%��

� L2 (Ω,F , P )� *� ������ ����� ���� ���� ������+ %� �����#( ���������

�	������� 
������ {εt}t∈Z ��
� �����

Eεt =

∞∑
j=0

αjEεt−j = 0. ����� 

&����
���� �� ����� ���� �����������+ %� �������� �	������� 
������

{εt}t∈Z 
������ �����#(

γ0 = Eε2t = E

⎡⎣ ∞∑
j=0

αjεt−j

⎤⎦2 = ∞∑
j=0

α2jσ2 = σ2
∞∑
j=0

α2j � ����/ 



���� ������ 	
��������� ����� ���

������	� |α| < 1� ��

γ0 =
σ2

1− α2
. ������

��	 �������� �����
�� !�	 !�	����� τ ∈ N0 "��	��	�!�	 ���#���$� ���%

��
 {εt}t∈Z ���� �	�	 �����#

γτ = cov (εt, εt−τ ) = E

⎡⎣ ∞∑
j=0

αjεt−j

⎤⎦⎡⎣ ∞∑
j=0

αjεt−τ−j

⎤⎦
= E

⎡⎣ ∞∑
j=0

αjεt−j

⎤⎦[ ∞∑
k=0

αk+τ εt−k

]
=

∞∑
j=0

α2j+τσ2

= σ2ατ
∞∑
j=0

α2j =
σ2ατ

1− α2
, ������

�	��#�	�� ���$&!�'���" "����	!�� ���� �$��'

rτ =
γτ
γ0

= ατ � ����(�

������� �	
 �� ����� �	
�� ������� �� ������ �������� |α| ���� ������ ����

������ �� ��������� ������� � �����!� {εt}t∈Z ���� � ����� ��"���� ��� ���

������� ��������# �������# εt� t ∈ Z
 ������ ������ �$������� ��������

�����!� �������!� {εt}t∈Z �$ ����� ����������� �|r1| = |α| −→ 1� �� ����

������� ��#���� � �����!� {εt}t∈Z %������$ ���� ��#���� �����!� {εt}t∈Z .
������� �	� &��%��' ���������� ���% (������� ���������� %���� �� ��	
�)

%���"��� ���������� �����!� {εt}t∈Z ������ ���(������� ���� �� ��������

%�������"��� �������!� τ ∈ N0


������ �������������	 �	#� �	#'� �� ����� !�	���' ���� ��	!���	��'

�&	)�� ������ ���� �"�*!���' ��
� #�#���� �	���+, �!��"��	�	 ���� ��	&	

��	� "��	��	�!�	 �	���' �'�"� �� �����
�� !�	 τ ∈ N0 ��	��� ����' ������

� �������� -	��# �)�����+, �����
 ������ �'#		� 	)' )'& ���&����' �	�
%

��" |α| < 1�

.	�
��" ��	!���	���+!� �$����� #���#' �������	��, � ����	!�/ #��
& ����%

��	��"	 �$��	��	 !0	�	"���'��'!����

1− αz = 0

�������� )', �� "��' �� �����+!��



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������� ��	
������ �	�	
� 	
	�	��� ��	�	�� {εt}t∈Z �� ���	�
��	 �  �!

���� ������ "���#$ ��� ��� ������� � �%����	 
���% ��	����������& ��

�	 ������ "����$ � "����$ �����& �	 '����� �(������ � 	���
�	� �	�� ��

����	�

f (ω) =
1

2π

σ2

1− α2

[
1 + 2

∞∑
n=1

αn cosnω

]
, ω ∈ [−π, π] .

)���	��

1 + 2

∞∑
n=1

αn cosnω = 1 +

∞∑
n=1

αn
(
einω + e−inω

)
=

∞∑
n=0

(
αeiω

)n
+

∞∑
n=0

(
αe−iω

)n − 1 =
1

1− αeiω
+

1

1− αe−iω
− 1 =

1− α2

1 + α2 − 2α cosω
,

��

f (ω) =
1

2π

σ2

|1− αe−iω|2 =
σ2

2π (1 + α2 − 2α cosω)
, ω ∈ [−π, π] "���*$

" ��� � � +�,& +-,& +��,$�

��	����
���� ���	� AR (1)� .�	���/���( ���	
� "���#$  ��	 ���!

���� �  ������	 �	
����� {εt}1≤t≤N � 0 ��� �	
� �����������	�� �	!

���( ���	���� "��$ ��� �1������ "����$ � "���-$� 2�1���& �	 �����3

��	��� ����� {εt}1≤t≤N �	�� ���� �	��� 0  ��� ���& ��� �����3 ��	���

ε̄ =
1

N

N∑
t=1

εt

�	�� ���� �� �	� "ε̄ = 0$& �� � ����� {εt}1≤t≤N �����	
�� ��1� ε̄ ���

���� ��������	�� ���� {εt − ε̄}1≤t≤N & ����� ����
��	 �����1 �	��

�������� 	
��������	 ��(1)�

�� 4
 �������	
� {εt}1≤t≤N ����	���� �	�� ����������� ���	
� �������

�����	
� γτ � τ ∈ {0, 1} �� ����	� �����

γ̂τ
def
= γ̂τ (N) =

1

N − τ

N−τ∑
t=1

εtεt+τ . "���5$



���� ������ 	
��������� ����� ���

�� ����� ��	�
��	� α � ��	� ������ ���� 	����

α̂ =
γ̂1
γ̂0

. ������

�� ������ ���� ��������� ��	���� ��������	�� �� � |α| < 1�! �� � ��	� ����"�

����� ��	�
��	� σ2 ���	������ ����������# 
������# �������# εt � ����

	����

σ̂2 = γ̂0
(
1− α̂2

)
. ������

"� $�����
� ��%& 	��� εt = εt − α̂εt−1 '�� 2 ≤ t ≤ N �	� '�� 	�(

������� {εt}2≤t≤N �	��	���'�
� ���� )��
�&�	���*+
�	���� �,�'����

��	
���� �� 	����'� ���
����� ��	�&� {εt}t∈Z��
�����	� ������ m ��� ���!" �����
 {εt}t∈Z ������
�� � �	 �� ���

�����	�
 ��� 	����# ���� "����� "	���$�� ������"	���% ���� "������ 

����"� # �	�� �	�� 	
����"	��	���� ���� �	�	 "���� �&����� '	���$��

���� 	���!" (
����� 	
����"	��	���� γτ ��	 τ = 0, 1 "���	��	�� �� "���


����)�# �	�� �	�� ��	 2 ≤ τ ≤ m− 1 "���	��	 � �	 �� ��� "���
 �������

*�"�+�� ����	�	 �������"	����	 ������,�	��	  ����
 AR (1) " ��	�-

��
 �  ����.  � ���!" �/����$������ ����	�� "��������	�� "�	$��$�� ����&�

� ����0��� 1��  ���� ����	� ������,�	��.  ����
 ������  �+�	 �!"���+ ����-

���"	���2 �	 �� ���  ����� �	� ��������% �"	��	�!" ��13� �
/  �����

�	�"�.����� "�	������$�� ��1'��

4�����,�	��	 �	�	 �������	  ����
 ������ �	 �� ���  ����� �	�-

 ��������% �"	��	�!" ����	 �	 ���"���	��
 �	�	��	

min
α∈R

N∑
t=2

(εt − αεt−1)2 . ������

���"���
��� �	�	��� ������ ����� 
�� �# +� �	������� ���� 	���� 

�" ������ $�������"	��	��"� � �����	��� �	�	 ���
 α ����

α̂ (N) =

N∑
t=2

εtεt−1

N∑
t=2

ε2t−1

=
γ̂1

N
N−1 γ̂0 −

ε2N
N−1

. ������



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

���� �
 N → ∞ ��� α̂ (N) → γ̂1
γ̂0
� ��� 	������� ������� �����	 

�	��!������� ���	
� "���#$ ���	���

σ̂2 (N) =
1

N − 1

N∑
t=2

(εt − α̂εt−1)2

=
1

N − 1

(
N∑
t=2

ε2t + α̂2
N∑
t=2

ε2t−1 − 2α̂

N∑
t=2

εtεt−1

)

=
1

N − 1

(
Nγ̂0 − ε21 + α̂2

(
Nγ̂0 − ε2N

))− 2α̂γ̂1. "���%$

&������' (	 �
 N → ∞ ��������	�� σ̂2 (N) → (
1 + α̂2

)
γ̂0 − 2α̂γ̂1.

)���(	� *��	*�������� ��	���+���! *��	������ � *����� �	,

���� ����!���	� ���������-��� .�	�� Fj = σ {ε1, ε2, ..., εj} , j ∈ N �����

��	�
	���� ������! σ−��/ � *��	����	�� *�����
�������	� (Ω,F , P )' ����

Fn ⊂ Fm ⊂ F �
 n ≤ m' n,m ∈ N� Fj ����� �����	���	 σ−��/�'
����	�� 	
	�	��� ε1, ε2, ..., εj �� ��	��
�	 ���
!�	� Fj � 0	 ����� "���#$

�����' (	 �
 ����
�	�� j ∈ N �������� ����/� p (εj+1 |Fj ) �	�� ����/,

�	� ����
��� N
(
αεt, σ

2
)
' ��	�

p (εj+1 |Fj ) = γ(εj+1, αεt, σ)

����	

γ(x, μ, σ) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− μ)2

2σ2

)
.

1
 �	
����� {εt}1≤t≤N �������� 2�����! ���������-�� ��	+������ ���

�
����� 2������ �!���-�� ���	����� 
������� ε2, ..., εN

L (α, σ) = p (ε2, ..., εN |F1 ) = p (εN |FN−1 ) · ... · p (ε2 |F1 )

=

N∏
t=2

γ(εt, αεt−1, σ),

3�� �������4 *��	��� α, σ � *����� �	���� ����!���	� ���������,

-�� �
	(� �������4 ����	 *�����

max
α∈R,σ>0

L (α, σ) . "���5$



���� ������ 	
��������� ����� ���

��	���� �	�
�	��� � �
�����  �	������!��  �����

ln [L (α, σ)] = −N − 1

2
ln (2π)− (N − 1) lnσ − 1

2

N∑
t=2

(εt − αεt−1)2

σ2
.

"���� 	# ��	���� �	�
�	��� ���� �
����$ ����$�$% �� �	�	��� ����&� ��#���

���� 	���' �� ����	��

min
α∈R,σ>0

f (α, σ) , ������

����

f (α, σ) = (N − 1) lnσ +
1

2

N∑
t=2

(εt − αεt−1)2

σ2
. ����(�

"����) �
�$� ���*���� ��$���� � �� ���	% ������
����  	�
��� ���������

��������	 �������
� �
����� f (α, σ) ����	��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
N∑
t=2

(εt−αεt−1)εt−1

σ2 = 0,

N−1
σ −

N∑
t=2

(εt−αεt−1)
2

σ3 = 0.

��� �$�
�$� �� �#��� 
�+	� �) �	,% ������
����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
α =

N∑
t=2

εtεt−1

N∑
t=2

ε2t−1

,

σ2 = 1
N−1

N∑
t=2

(εt − αεt−1)2 .

������

�	����� ��
��* ���*�����* �
����� f (α, σ)  �
����� �������	��� � ���-

����
� �����!����� �	 �����$ 
�+	�
 �) �	, ������� ���� ���	���� ����-

!���	�

������� �	
 �������� �	 	
������� ���
����	 �� ���� ��� � ���


� ��	������	� �	 ����� ������  ����!� �"� N → ∞ ������#	��

α̂ (N) → γ̂1
γ̂0

� ������
� σ̂2 (N) → (
1 + α̂2

)
γ̂0 − 2α̂γ̂1� � ����#	� �	

	
������� ���
���	 �� ���� �	��� ��#���	#
���$ ��������� � �	���

��#��%�
�	# �����&��'�� 
� �(�	��	 � 	
�������� ���
�����$ �� ����

�	��� ��	�����
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	 ����������� ��	�	��� ��������

�������� 	
� ���� ���� ���	
����� ������ � �������
��� ����� ������ ����

������ ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ����� ����� ������ ������

����� ����� ������ ������ ����� ����� ����� ������ ����� ������ ���� ����� ������

������ ������ ������ ������ ������ ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������

����� ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ����� �����  �!"�#��$�� %�

#��& �
$ {εt}1≤t≤50 ���� ���	
����$ ������ '()�* )�&+� )����** ��������,&
�������
 +���,���-� α 
 σ2� .%&��,& #� ��� ,���#& ,�,���-�� ��#���

!��� +���#����
��� ������$ �&,�	���� ������ ���	
����
 +������ {εt}1≤t≤100 .
/�����0 ���#�
� �	�,���-� �
$� {εt}1≤t≤50 ���� �-��� ���� )μ̂ = 0*� 1���&�

����$� �� ����� )����* #	� +������
20 ������&�� τ ∈ {0, 1} ����&,���,& γ̂0 =
0.4709 ���� γ̂1 = 0.0958�  ���, ������0 ���&,����� +���,���� α ���� �-���

α̂ = 0.2033� 3��
���% |α̂| < 1� �� ������! �������������
 ���� �+�"�
��&�  �

����� )����* ����&,���,&� %� #	� �
$� {εt}2≤t≤50 +�����
 εt = εt − α̂εt−1
������0 ���&,����� ���
����
 ��4����5 ����2����&�� σ2 � ,�#�	� )����* ����

�-��� 0.4515� ����,
��� σ̂ = 0.6719� 6� +��
�,
� 
��������
 0.05 � �����

1�",������78,
����� �&�
!�� %� �
� ,� +�#���� #� �#������
� �
+����&

� ���,�	����
 ���!"�#� �	�,���-� ������ {εt}t∈N�

�����	� ���� ��������	 
�	�	� {εt}1≤t≤100�



���� ������ 	
��������� ����� ���

���������	� ���
�� 
���� {εt}t∈N ����� �
�������	� � �����	

εt = 0.2033εt−1 + εt,

���	� {εt}t∈N ���� �	��	�� �	���������� ��	������ ������  
������	�

N (0; 0.4515)� ������� ��� �
�������	� 
���	����� ���
��� 
���� {εt}1≤t≤50

�� �
�� ��������� ���
��� {εt}51≤t≤100�

����� ����� 	
��������� ����
 ��
���

��	 �����
 	
��������� ����
 ��
��� ����� �������
����	 � �
!

���� " 
��
 2� �������� �����
 {εt}t∈Z �� ���� ���� �	 ����!� �"#�	��	

������� �����#��

εt = α1εt−1 + α2εt−2 + εt ��	 t ∈ Z$ ����%�

���� α2 = 0 ��	� {εt}t∈Z ���� !����� ����	��&��!' �������!' ����#�!'

� ����(	���� ����	���� N
(
0, σ2

)
�

)����	#�	��! �� ��	#�� ������ #���
 ����%� �	��	�� εt−1 � εt−2 #���*

�� !� ���� ���� �	 ����!� �"#�	��	 ����%� ��	 !'#�� t − 1 � t − 2 ��	� ��*

#�	��	��! �� !����� + #����������� ������
����

εt = α1 (α1εt−2 + α2εt−3 + εt−1) + α2εt−2 + εt

= εt + α1εt−1 +
(
α2
1 + α2

)
εt−2 + α1α2εt−3 = ... .

,������$ &� ��	 �	&��� t ∈ Z ������	 εt ���� ���-��	!�� �����#� �������!'

����#�!' εt, εt−1, εt−2, ...� .	��� ����� ��(2) �����-��� �	� ����� ��(1)�

��&��� �������	#�+ # ����	!� �
!'����  ������� ����
 ∞ � ��(∞)�

εt =
∞∑
j=0

κjεt−j ��	 t ∈ Z, ������

���� κ0 = 1$ κ1 = α1$ �	����	�� κj = α1κj−1 + α2κj−2 ��	 j ≥ 2� .�

#���"# ������ ��	� ����� #����	$ &� #	��� + �!����#	�	 �������"# �����


{εt}t∈Z ���� �"#�	 ����

Eεt =
∞∑
j=0

κjEεt−j = 0.



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������ ����������	 ������� ��� !" #�#��	� εt−1 � εt−2$  ���%#��	 ��������

����������	 �#	���� ������� ���	&���	�$ �����'��	'�{
Eεtεt−1 = α1Eεt−1εt−1 + α2Eεt−2εt−1 + Eεtεt−1,

Eεtεt−2 = α1Eεt−1εt−2 + α2Eεt−2εt−2 + Eεtεt−2.

(	 ����� ��� )" ����&$ �	 Eεtεt−1 = 0 ��� Eεtεt−2 = 0$ ��	' �����'�*

�	'� �&+� ����, #�����{
γ1 = α1γ0 + α2γ1,

γ2 = α1γ1 + α2γ0,
�����"

����	 γτ = cov (εt, εt−τ ) = Eεtεt−τ �
 #��	����%� �������� τ ∈ N0� -��	*


�� ����������	 ������ �����" #��	� ������% γ0$ �����'��	'�{
r1 = α1 + α2r1,

r2 = α1r1 + α2.
�����"

.���������� �&+� ����, �����"$ �����'��	'�⎧⎨⎩ α1 =
r1(1−r2)
1−r21

,

α2 =
r2−r21
1−r21

.
���� "

(
	������ &�������� γ1 � γ2 �� #�'	���� α1 � α2 #��	����� �&+�

����, #����	�/ {
γ1 =

α1γ0
1−α2

,

γ2 = α2γ0 +
α2
1γ0

1−α2
.

�����"

������� �	
 � ������� ����	� �
������� ���	��������� ��
����������

��� γτ ��� τ > 2� �������� ����
������ ����� �	������ ����� �������

εt−τ ��� τ > 2! � ���
"���� �
������ �����
�� ���
�#�� ������������ $�
��


������ �
������� �	������ %������ ��
������������

γτ = α1γτ−1 + α2γτ−2 ��� τ > 2. ����0"

&����'� ����
������ �	������ ���() ����� ��������" γ0 �
������� �	��

����� %������ ��
����������

rτ = α1rτ−1 + α2rτ−2 ��� τ > 2. �����"



���� ������ 	
��������� ����� ���

����� ������	
��	� ����� � ���� �������������� �� ���	�
��	�� ������
�

��	�
�� �����������	
�� � ����������
�� ���� ������	��
��
� 
������
� τ > 2

��� ������
� ��
�������
� r1 � r2 �� ������
� γ1 � γ2 ��������	���

��� ����	���� �	����� � ��!�"��� �	��	���# ���!���$� �����
 �����

{εt}t∈Z 	 �	��	���# �	�
���% �����������& {εt}t∈Z !����!� ��
��������

���	����� ����'� ����� εt� (����!
��!� ����� �$��	���

ε2t = α1εtεt−1 + α2εtεt−2 + εt [α1εt−1 + α2εt−2 + εt] .

)	��"���� ��
�������� ����
��!� ����	��� �	��� �� ����*��	��� ��	� *����+

��	�#� � ����	����� �� �	�
���% ����"������& ��	��� �,	��� � ������- �����+

!
��!� �$��	���

Eε2t = α1Eεtεt−1 + α2Eεtεt−2 + Eεtεt,

*�$�� ���� �$����	��� �$��	��


γ0 = α1γ1 + α2γ2 + σ2. ����.�

/	��	���	 ���!���$� �����
 �	�
���% ����"������& {εt}t∈Z ������

σ2 = γ0 − α1γ1 − α2γ2 = γ0 (1− α1r1 − α2r2) ����0�

�
� ��	��� �������

σ2 = γ0
1 + α2

1− α2

(
(1− α2)

2 − α2
1

)
. ����'�

1������ ����	���!� �	�
��* ��	����	��� �� ��	 !����
 ������ / ��! ���


���2��
��!� ����	��� �����
��"��	

F k
−εt = εt−k ��	 k ∈ N0� ����3�

�$��	��� ����'� !���!� �������	��� � ����	��(
1− α1F− − α2F

2
−
)
εt = εt ��	 t ∈ Z-

�	��!�	�� �$��	��� ����3� � ����	��

εt =
(
1 + κ1F− + κ2F

2
− + κ3F

3
− + ...

)
εt ��	 t ∈ Z-



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

����	 κ0 = 1� κ1 = α1� ������� κj = α1κj−1 + α2κj−2 �
 j ≥ 2� ���	�

�������	��

(
1− α1F− − α2F

2
−
) (

1 + κ1F− + κ2F
2
− + κ3F

3
− + ...

)
= 1. ��� !"

#
 ��	�	��� ������ ����$" ����%& ���	'��� �	�� ���� �	�� ��� '��(

����� �
	�� ��
'� �� ���	�)��*�� τ ∈ N0 ����� ����� ����!" � ���� ""�

+�	�� �	�� ��	,��& ��)�	' ���������%�� 	
	�	��� ��	�	�) -.��" �)��/

��	& �'�0����	 ��)��	 ���	���� +	 ����) ��� !" ����'� �	 ��	�	� ������

����1" �	�� ���	��� �	�	
� �	�� ��	,����� ���*�)�/�� ��)�	'�

������� �	�
�������
�� 2�	�����'� ������ ���'�	��������	��

1− α1z − α2z
2 = 0

������� ��& ��� '�,	� � �����	��) �	�	�� ��)�	' ���������%�� �	��

��	,������ ��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α1 + α2 < 1,

α1 − α2 < 1,

−1 < α2 < 1,

��� �"

���	�� ����	������ 3*���%& ��	'��
� �
 ���	
) -.(2) �	�� �� ���(

�	�

f (ω) =
σ2

2π |1− α1e−iω − α2e−2iω|2

=
σ2

2π
(
1 + α2

1 + α2
2 − 2α1 (1− α2) cos (ω)− 2α2 cos (2ω)

) , ��� �"

����	 ω ∈ [−π, π] ����� ��� 4�5� 465� 4��5"�

����	����
�� ������ ��(2)� +',���� �	 ����%& %�	��� 	
	�	����

��/�) {εt}1≤t≤N �	�� ���� �	���

�������� 	
��������	 ��(2)�

�� #
 ���������� {εt}1≤t≤N 	
�������� �� ��
�� ������ ���������� 
����

�����
��� ���	��� ��
	
��������� γτ � τ ∈ {0, 1, 2}�



���� ������ 	
��������� ����� ���

�� ��������	� 
���� ���	���� α1, α2 
��������� ����� ����� ����
�

���� ����� ��! ��� ��� τ ∈ {1, 2} ��������	� 
���� �"��	��
�� #������

���
�
������

r̂τ =
γ̂τ
γ̂0

������


�� �
��"��	� �� ��
� ����� �

�� $�%��� ������ "����
���
&�� ��"� "�����
��' �
 
���( ���	��� σ2 ����

�����( ��!���� ����(������ � 	
���� ����)  "������	� �� �
	
�� ����) �

*� ��������	� ���+ �"�� εt = εt − α̂1εt−1 − α̂2εt−2 ��� 3 ≤ t ≤ N 
�� ���

��������� {εt}3≤t≤N ����
�����	� ��"� ,
�	
+

��-.	��
�� �!������

�
	���
&�� 
����� ���	����� "���+� {εt}t∈Z �

�� ������
���� �����	�� �!���"�# ���$��� �����
 {εt}t∈Z �����	�%
���� �� ���	�� 	��	 $	�����" 	
���� 	��	���� �
& 	
�������	��� ����	�� ������

' �������  	���(�� ���"$	���� γ0, γ1, γ2  "��	��	$" �	 ��$��! ����)�* �	%

��$�	��  	���(�� ���"$	���� r1, r2 ��  ���
 ������� ��	 �����
��+, τ ≥ 3

 	���(�� -
����� 	
���� 	��	���� γτ � 	
�������	��� rτ  "��	��	$" ��  ���� 

������ � ������ ���� �������

�������� 	
� /��� ��"� ���+ 
 ���
&����� ����' ���0' ���)1' �1��2' ���0�'

����0' ���*' ����*' ���*' ��*�' ���*�' 1��1' 1���' ���' ��*3' ��02' �����' ���)'

����3' �1���' �1�0)' ���*)' ���0' ��)' ��3�' ���23' ���*1' ���*0' �����' 1��*'

1��' 1�3*' ����2' ���2*' ���13' ���3' 1��)' ���2' ���1' �1�00� 4� �
�"�����

��������� {εt}1≤t≤40 �
�
��	� ������5����� 	
���� ���
�+�"�� ���� ���

+��+
�

���
&6 &����� ���	����� ���+� {εt}0≤t≤40 ���
"� 0� 7� ��
� ���1) ���

�
&�� �"��	��
�� #������ ���
�
�������� ��� ���"���(6 ���"
����

τ ∈ {0, 1, 2} "� ����

γ̂0 = 0.7221, γ̂1 = 0.2737, γ̂2 = −0.0366,

���
	��"� ���
&�� �"��	��
�� #������ ���
�
������ ��� ���"���(6

τ ∈ {1, 2} ���
"��

r1 = 0.379, r2 = −0.0507.



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

�� ����� �	
�� ����������� ����� ����������

â1 = 0.465 � â2 = −0.2269.

����������� �������� �������������������

1− 0.465z + 0.2269z2 = 0

�� ����� z1 = 1.0245 + 1.8322i ���� z2 = 1.0245− 1.8322i
 ������� !�

|z1| = |z2| = 4.4065 > 1 ����� ������� �����������"�� ���� ���#�����


�� ����� �	
�$ ����������� σ̂2 ≈ 0.5865 ���� σ̂ ≈ 0.7658
 %&� �����

{εt}3≤t≤40 �������

εt = εt − α̂1εt−1 − α̂2εt−2

�� �������� �������"�� 0.01 � ����� '�#��������()������� ������ !� ���

�� ������� �� ���������� �������� � �����&��"�� ����#��� �&������� ���*

���� {εt}t∈N
 +���������� ������ {εt}t∈N ��!��� ����������, � �������

εt = 0.465εt−1 − 0.2269εt−2 + εt,

����� {εt}t∈N ���� ������� �����&�!���� ��������� &������� � ����#�����

N (0; 0.5865) .

����� ����	 
��������� ���� p

� ���	
�� ����	��	��� ����� ���p ! 1 ≤ p < ∞ 	
	�	��� ��	�	��

{εt}t∈Z �" �#�	$
��	 � %����" ������ �	��	��� 
�����	� %�����

εt = α1εt−1 + α2εt−2 + ...αpεt−p + εt �
 t ∈ Z! ����� 

����	 αp = 0 ��� {εt}t∈Z �	�� ��"��	� ��	�
	&���� ���	����� 
�������

� ���#'���	 ����
��� N
(
0, σ2

)
�

(�������"� #�
	��� ����� εt−1, εt−2, ..., εt−p ��	
#�$�� �#�	$
��	 �

%����" ����� ��� %������"� �� ������$) ��	
�#�����	 �������! &	 εt

�
	&� �� ���	����� εt, εt−1, εt−2, ..., ������� ��	 �
	&� �� εt+1, εt+2, ...�

(���*��	 �# �
 ���	
� ��(1) � ��(2) 	
	�	��� ��	�	�� {εt}t∈Z %�����

��(p) ��&	�� %��	�����) � %����" ������	� $�	���	� ����� ∞ ��#�

���	
 ��(∞) 



���� ������ 	
��������� ����� ���

εt =
∞∑
j=0

κjεt−j ��	 t ∈ Z, ������

����

κ0 = 1, ������

κ1 = α1κ0, ������

κ2 = α1κ1 + α2κ0, ������

...

κp−1 = α1κp−2 + ...+ αp−1κ0, ������

	 ��	 j ≥ p

κj = α1κj−1 + ...+ αpκj−p. ������

��  ���! ������ ��	� �����  "#�$	% &�  	���'( �)��$� 	#	 ���*�#�! ���+

��
 {εt}t∈Z ���� �! #	 ����

Eεt =

∞∑
j=0

κjEεt−j = 0.

�#�&,) �-
����##�� �! #	#�� ������ ������� εt−1, εt−2, ..., εt−p, 	 #	��.�+

#�� ����
�,) �-
����##�� ����	���  	���')� �)��$� 	#�� ����"*
��*" 
$/	�

�! #	0 ����	)�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Eεtεt−1 = α1Eεt−1εt−1 + α2Eεt−2εt−1 + ...+ αpEεt−pεt−1 + Eεtεt−1,

Eεtεt−2 = α1Eεt−1εt−2 + α2Eεt−2εt−2 + ...+ αpEεt−pεt−2 + Eεtεt−2,

...........................................................

Eεtεt−p = α1Eεt−1εt−p + α2Eεt−2εt−p + ...+ αpEεt−pεt−p + Eεtεt−p.

� �! #	#�	 ������  "#�$	% &� Eεtεt−k = 0 ��	 k ≥ 1� �	��* �� "&��" 
$/	�

�! #	0 *�&�*" �������	 �(  ����	)�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
γ1 = α1γ0 + α2γ1 + ...+ αpγp−1,

γ2 = α1γ1 + α2γ0 + ...+ αpγp−2,

................................

γp = α1γp−1 + α2γp−2 + ...+ αpγ0,

������



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������


�� � ������ ���	����	� ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
γ1

γ2

...

γp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = Γp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α1

α2

...

αp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

����	 γτ = Eεtεt−τ �
 τ ∈ N0� ������� ���	�� ������������ Γp �	��

���	�
�� ����	�  !���"� #	$	
� �$�	 ������	 ��%��  ����" �����	
���

����������	 ���	� ������& γ0� �� �������� ��%� ���'⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
r1 = α1 + α2r1 + ...+ αprp−1,

r2 = α1r1 + α2 + ...+ αprp−2,

.................................

rp = α1rp−1 + α2rp−2 + ...+ αp.

 ���("

)���$��� ��%� ����' ������ ��%�	� *�
	+,-
�	� ��� ��$	��

�� ����. � ������ ���	����	�

rp = Ppα,  ����"

����	

rp =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
r1

r2

...

rp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , α =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α1

α2

...

αp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

������� ���	�� ������	
��� Pp �	�� ���	�
�� ����	�  !��("�

������� �	� � ������� ����	� �
������� ��������� ������� ��
������

������� γτ � ��
���������� rτ ��� τ > p� ������ ����
������ �	������ � �!!"

������� εt−τ # τ > p ���� �
������ ����
������ �����
�� ���
���� ���������

��� �
����� �	������ ������������ ������� ��
������������ γτ ��� τ > p

���
���

γτ = α1γτ−1 + α2γτ−2 + ...+ αpγτ−p.  ���!"



���� ������ 	
��������� ����� ���

������� �	
������� �������� �������� ���� γ0 �������� ������� ��
�

������� �
����� �
����������

rτ = α1rτ−1 + α2rτ−2 + ...+ αprτ−p ������

��� τ > p�

������� ��������� �	�� ���! ����"��� #	��	�$�% �������&# �����


{εt}t∈Z 	 #	��	�$�% �	'
���( ��#�"�����$) $�%
 ����	�� ��$) �������$)

����#�$) {εt}t∈Z� ��� %$ �'
�������� #��	 ���� ���**� ����� εt ������
+

����

ε2t = α1εtεt−1 + α2εtεt−2...+ αpεtεt−p

+εt (α1εt−1 + α2εt−2...+ αpεt−p + εt) .

,���
�%$ �'
�������� ����	��� #	����$� �$����#	��� ��	� �������	�%$ � ���+

�	�� ���$� �	'
���( ��#�"�����$) ��	��� ������ ������
����

Eε2t = α1Eεtεt−1 + α2Eεtεt−2 + ...+ αpEεtεt−p + Eεtεt

�
'

γ0 = α1γ1 + α2γ2 + ...+ αpγp + σ2,

���� γτ = Eεtεt−τ ��	 τ ∈ N0� - ��#� ���� �&#�	��	 #����	.  � �	�� +

���! ����"��� #	��	�$�% �������&# �����
 {εt}t∈Z 	 #	��	�$�	 �	'
���(

��#�"�����$) $�%
 ����	�� ��$) �������$) ����#�$) {εt}t∈Z ���� �	�	 #��+

���

σ2 = γ0 − α1γ1 − α2γ2 − ...− αpγp

= γ0 (1− α1r1 − α2r2 − ...− αprp) . ����/�

���� �� #���	$���� #	�
��� ��	$���	����$� ��	 �����
 ���p�.

1 ≤ p < ∞� 0������	�%$ � ����	���	 �����
��"$�	 ����1� �&#�	��� ���**�

�� ��� �������	#�! # ����	$�

(
1− α1F− − ...− αpF

p
−
)
εt = εt ��	 t ∈ Z.



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������� ������	 ������ � ������

εt =
(
1 + κ1F− + κ2F

2
− + κ3F

3
− + ...

)
εt �
 t ∈ Z�

����	 κi, i ≥ 1 �� ��	 ������ ���� � ! ����"�� #�$	� ����%��	��(
1− α1F− − ...− αpF

p
−
) (

1 + κ1F− + κ2F
2
− + κ3F

3
− + ...

)
= 1. ����&�

'
 ��	�	��� ������ ������ ����() ���	*��� �	�� ���� �	��� *�����!

�� �
	%� ��
*� �� ���	�+��,�� τ ∈ N0 ��� ��+�	* ���������(�� �	��

��	-������ �	%	
� �*�.����	 �� ��+��	 ���	���� /�	�	� ������ ������ �	��

�$�	%�� � L2 (Ω,F , P ) �	%	
� �	�� ��	-����� ���,�+���� ��+�	*�

������� �	�
�������
�� 0�	�����*� ������ ���*�	��������	��

1− α1z − α2z
2 − ...− αpz

p = 0

������� $�) ��� *�-	� � �����	��+ �	�	��

���	�� ����	������ 1+�*�� �,���(�� ��	*��
�	� �
 ���	
+ 23�p��

1 ≤ p < ∞ �	�� �� ����	�

f (ω) =
σ2

2π |1− α1e−iω − α2e−2iω − ...− αpe−piω|2
, ������

����	 ω ∈ [−π, π] ����� ��� 4�5� 4 5� 4��5��

����	����
�� ������ ��(p)� 6�	���7*�� ���	
+ 23(p) ,

1 ≤ p < ∞ ��
	� � ������	��+ 	��������� ���	���� α1, α2, ..., αp

��� σ2� 2$� �������) �	 ���	��� *�������� � �-���(�� ������8����9�

� ���� �� :*-��� �����	%� %	 ����() (�	��� ����+ {εt}1≤t≤N �	�� ����

�	���

�������� 	
��������	 ��(p)�

�� ��� �����	�
�� {εt}1≤t≤N ��	������
 	� �	�� ������ ��	��
	��� 
���

���������� ����
�� ����������
�� γ̂τ , τ ∈ {0, 1, 2, ..., p}�
�� ��	��
	��� 
��� ���������� α1, α2, ..., αp � ����� ���� ����
�⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

α̂1

α̂2

...

α̂p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 γ̂1 ... γ̂p−1
r̂1 1 ... γ̂p−2
. . . .

γ̂p−1 γ̂p−2 ... 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

γ̂1

γ̂2

...

γ̂p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .



���� ������ 	
����� �	������ ����� ���

�� ������ �	
��� ��	����	����� ���� ���������� �� ����� �	
	���
� σ2 ��	�

������ �� ���
�

σ̂2 = γ̂0 − α̂1γ̂1 − α̂2γ̂2 − ...− α̂pγ̂p.

�� ����	��	�� ���� 
���� εt = εt − α̂1εt−1 − ... − α̂pεt−p  �	 p + 1 ≤
t ≤ N �
	�  �	 
�	���	��� {εt}p+1≤t≤N �
���
��	 �	�� ���� !������
��	"

#��
���	 $%	 	��� ��
�	������ 
��	 � �������&� ���
��� {εt}t∈Z�

�� �����	
���� 	������� �!���"�� ������ ���	�#
 {εt}t∈Z �������$
���� �� ������ ���� ����	�" �
���� �	������ �
% �
����	�������  �	�����

���"���	� γ0, γ1, γ2, ..., γp  "������" �� &���! ����'�( ��������  �	$

����� ���"���	� r1, r2, ..., rp ��  ��	
 ���)��� *�	����� +
����� �
���� �$

	������ γτ � �
����	������ rτ ��� τ ≥ p + 1  "������" ��  ��	� ����)�

� ������ ��&� �������

��� ������ 	
����� �	������ �����

* ������� 	
����� �	������ ������" ���	�#
 ����� �#� {εt}t∈Z
�! ��	������ ���� ��%������ ����� � ��%
	��, �� �-�	��"�� �&�.����"��

 ������ �&��	� �&� /�0( /10( /2�0( /�20( /��0�(  �-� �3�" �� &	������ �4

 &������

εt = εt − θ1εt−1 − θ2εt−2 − ... ,

#���� {εt}t∈Z ���� ��!#�� �������3�"�� �����"�� ���� "�� � 	��������� ��	$
���" N

(
0, σ2

)
� 5
���� �	����� 	�-�
 q, 1 ≤ q < ∞ ���(q) 6 '�(���

)(�
	�� �
����� �* �
 �
 q� ���� �� ���� 	
����� �	������ ��  �#�-�
 ��

��%
	����� �� �-�	���( #���� θk = 0 ��� k > q� 7�����" ���	�#
 ����� �#�

{εt}t∈Z �! ����  ��	�

εt = εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q ��� t ∈ Z. ������

8�%
	����� �� �-�	��� εt  �� ��� t �������" 
�� ������� &	��� q �� ��( ��$

��  " ��
��  &�" ��� �"��� �� εt ��� 	� ���3 �� εt+1, ..., εt+q� 9��%�	�����



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

��������	������	 � ������	 �� ���	
	 ��(1)� ��(2)�

MA (1) : εt = εt − θεt−1,

MA (2) : εt = εt − θ1εt−1 − θ2εt−2.

� ������
	 ��� �������  	 � �� ����	� !���	��	��� �"(p) �� � ���	�#

����$ � ������ �!����	� %�	���	� ��&�! MA (∞) '���� '����(� '��)*(�

'����((� +�����	 �����	� ��� �!����� %�	���� �� � ���	�����$ ���

!���	��	��&, +���������� ��& ���	
��� ��(1)

εt = εt − θεt−1 �
 t ∈ Z. '��-�(

. ���� ��	�� ������ ������  	

εt = εt + θεt−1 = εt + θ (εt−1 + θεt−2) = εt + θεt−1 + θ2εt−2

= εt + θεt−1 + θ2 (εt−2 + θεt−3) = εt + θεt−1 + θ2εt−2 + θ3εt−3 = ... .

/���	����	 ���	
 �!����	� %�	���	� ��(1) '��-�( �� 	�� ���	�����$ ���

���	
 !���	��	��� ��&�! ��	���0�����%$ 1 �"(∞) ������

εt = −
∞∑
j=1

θjεt−j + εt �
 t ∈ Z. '��-�(

���	
 !���	��	��� �"(1) ������ '����( ��	2�� ��!�	� ���������%��

��	�� � ��
�� ��	��� ��� ���	�� |α| < 1 '
!3 ���!2 ��	������ ���#

��� 1− αz = 0 �	�� ��&���� �� �	�	�(� 4��������� � �2���%�� �3!��	0

�	��&������� '���(1'��)( ����%$ ���	���� � �������� 	
	�	���� ��	#

�	�! �������� � ������ ������ '��-�( ������� ������	���

Eεt = 0

���

γτ = Eεtεt−τ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
σ2
(
1 + θ2

)
, �
 τ = 0,

−θσ2, �
 τ = 1,

0, �
 τ > 1.

'��-)(

������� ��	��  	 ���	
 �!����	� %�	���	� ��(1) ������ '��-�( ��	2��

��!�	� ���������%�� �
 ����
�	�� θ� 5������ �	 	
� |θ| ≥ 1� �� ��	#

�	� �� �	 �����	 '��-�( �	�� ���3�	 ��� ���	
!��� ������� � ������



���� ������ 	
����� �	������ ����� ���

	������� ������ 
��� �	 �������! ��"�  ���������� �	 �� #����� $�%�

���� 	
����� �	������ 	 &�
 ���	�� �"� ��(1) ���%��� ������ ���#��� ��'

	
��( ���	���������) ��*��� � 	� ����&��
 ������ ����(�+� ��� � �	�" ��" ���%

 ,��*�� � L2 (Ω,F , P ) ���	
��(
∞∑
j=1

|θ|j < ∞ ���% 	������*�� ��	
�(���

|θ| < 1) ��%	 ���% ����� -���*� � ���" ���% 	������*�� ��	
�(���.

��
# ���	����%(� 	������� ���	�(%�	��%�� ��"�

1− θz = 0

�������� ,�! ��&(� � �� �������� �|z| > 1��

-���*�� �	 ��	���� �� 	� ��*���� ��� ����
 ���q�) 1 ≤ q < ∞�

$�#�*�) *� �����%� � �	�"
 � �����"� {εt}t∈Z �/ �(	������  � ����/

� �	
 ����0�� $ �#������� ����� ����(�) *� ��	%��! �� �(����� �����%��

� �	�"
 {εt}t∈Z ���% 	����  �	�� 1�� �������"� t, τ ∈ Z ��

εt−τ = εt−τ − θ1εt−τ−1 − ...− θqεt−τ−q. ������

2�	 ��%��/�  	����+ ����0� � ������ ��� (�*��"� τ ∈ Z �%	 �
���

γτ = Eεtεt−τ =

= E (εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q) (εt−τ − θ1εt−τ−1 − ...− θqεt−τ−q) .

$� � �	
 ���3� �%	 �
���

γτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
σ2
(
1 + θ21 + ...+ θ2q

)
, ��� τ = 0,

σ2 (−θτ + θ1θτ+1 + ...+ θq−τθq) , ��� τ = 1, 2, ..., q,

0, ��� τ > q.

������

4
�(��� �
%�(�	������ rτ , τ ∈ Z ���% ���� � �	�

rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ��� τ = 0,

−θτ+θ1θτ+1+...+θq−τ θq
1+θ21+...+θ2q

, ��� τ = 1, 2, ..., q,

0, ��� τ > q.

������

5�� ��) *� ���� 	
����� �	������ ��(q) ��� 1 ≤ q < ∞ ���%��� ����0�

���#��� ��	
�(� �%������	����� ��� ��������� 	 �� ����%��� θ1, ..., θq ����'

��%� � �	�"
 {εt}t∈Z ��/ �(�+� ��� ���	�� � � �	
"� ���%� "#����

�	� (���	������ γτ  ���*� %��(� �� �	 ��
��&��� τ ∈ N0��



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

�����	� ���	�������� ������	 ����
	� �����
����� ���	
� ��(q)

�
 1 ≤ q < ∞�  �����	 !���"# ���� ���	�����$ � ������

εt = −
∞∑
j=1

πjεt−j + εt, !��%%#

����	

π1 = θ1,

π2 = θ1π1 + θ2,

...

πq−1 = θ1πq−2 + θ2πq−3 + ...+ θq−2π1 + θq−1,

πq = θ1πq−2 + θ2πq−2 + ...+ θq−1π1 + θq,

 �
 j > q

πj = θ1πj−1 + ...+ θqπj−q.

&�������'� � ��	���� ���	�(��)�� !��*"# ������	 !���"# ���	�� ���	�+

����$ � ������

εt =
(
1− θ1F− − ...− θqF

q
−
)
εt �
 t ∈ Z,

������� ������	 !��%%# � ������(
1 + π1F− + π2F

2
− + π3F

3
− + ...

)
εt = εt �
 t ∈ Z�

-�	�(
1− θ1F− − ...− θqF

q
−
) (

1 + π1F− + π2F
2
− + π3F

3
− + ...

)
= 1. !��%.#

/�	�	� ������ {εt}t∈Z ������ !���"# ��	0�� ��(�	1 �����
�����,
�	�	
� � �������)��( !��%%# ��	�	� �� �	�� ���	��� !������	� ��$ ��	0�����

��(�	1
∞∑
j=1

|πj | < ∞, ����� 
	�� ���#� -	 ����( !��%.# ����1, �	 ��	�	�
������ !��%%# �	�� ���	��� �	�	
� �	�� ��	0����� ���)�(�'�� ��(�	1�

������� �	
��������� ��	��� ��(q)� ��	�����1� ������ ���1+

�	��������	��

1− θ1z − ...− θqz
q = 0

������� ��$ ��� 1�0	� � �����	��( �	�	� ! |zj | > 1 �
 j = 1, 2, ..., q#�



���� ������ 	
����� �	������ ����� ���

����� ��� ��� ������ 	�
����� 	������ 	���� 1 ≤ q < ∞ ��	��
� �����


�� ������	���
�� rτ �� 	���� ��	� ��� τ > q� ��������� ��� ������ ���

��	��	���� ��(p) , 1 ≤ p < ∞ ����
�� ������	���
�� rτ ��� τ > p ��� ���

	�������!"�""#� $��%&��� � ����' �%��	�%������% �� �	�%� �� �� ��	����

��� ����% ������ �� ��������� 	������
�� ���	��� 
�������� !���� ��� 	������
��

{εt}1≤t≤N �(��	�����% ��
������� ����
�� ������	���
��#�

�	
��� 
��������� ��(q)� �
����� �������� �����	����� ��� � �	��!"

	
����� �	������ 	 ��
 q, 1 ≤ q < ∞ ���� ���� " �	�

f (ω) =
σ2

2π

∣∣1− θ1e
−iω − θ2e

−2iω − ...− θqe
−qiω∣∣2 , ���#$�

�� �� ω ∈ [−π, π] ����	 ��� %�&' %#&' %��&��

������������ ������ ��(q)( )����*+����� ����
 ���q�, 1 ≤ q < ∞
������ �� "* ��� ���
 "�	����� ��	���	!" θ1, θ2, ..., θq �	� σ2� �,* �� �-

��"�. ��	���	* ��	 *���*  � " �	!" ���#�� � ���#��� /���0��  ��1���*'

0� "�	���. �	����� ��2�
 {εt}1≤t≤N ���� 	!"��  �	��

�������� 	
��������	 ��(q)�

)� *� ���	� !"�)+# �%���
���% ��	��
� ���%����	�� ����
�� ��������	����


�� γτ��� τ ∈ {0, 1, 2, ..., q} �� ��������� 	������
�� {εt}1≤t≤N �

,� -%���
���% ��	��
� ���%����	�� ����
�� ������	���
�� r̂τ (

r̂τ =
γ̂τ
γ̂0

��� τ = 1, 2, ..., q.

.� /
��% ��	����	�� θ1, θ2, ..., θq �%���
���% 	���������
 �� �� q 	����0

���������%
� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r̂1 =
−θ1+θ1θ2+...+θq−1θq

1+θ21+...+θ2q
,

r̂2 =
−θ2+θ1θ3+...+θq−2θq

1+θ21+...+θ2q
,

....

r̂q =
−θq

1+θ21+...+θ2q
,

1� 2�&��� �	�� 	�������0 �� ��� 	����0 � ������ . ���������% 
���

θ̂1, θ̂2, ..., θ̂q ��� �����
% ��	���� ���	�
����
� ��� ������ 3�(q)' �� ��	��'



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

���������� 	��
���
 �������� ��	��������� 	 ������ ������ 	���������

�� 	����

σ̂2 =
γ̂0

1 + θ̂21 + ...+ θ̂2q
�

�� ���������� �
�� ����� εt = εt + θ̂1εt−1 + ... + θ̂qεt−q ���

q+1 ≤ t ≤ N ���� ��� ����
���
 {εt}q≤t≤N �������	������ ���� �� ������	�!

"�
���	� ������
� ��������#�
 ��$ ��� �������%	 ������� {εt}t∈Z��

������� �����
������� ��
���� ��������� ������� �����	���� � ���� 

��!���� "���	� &'(q) , q ≥ 1�

�������� 	
� (� %)��* )� 	��
���� �������%	 ������� {εt}t∈N 	����
 2

���� $�	��
���� ���� �������
��
� �����	�� τ = 1 	����
 1* �����
���

$�	��
���� ��� τ ≥ 2 	����
 ����� ���������� ����� ������� #����
�

&'(q) , q ≥ 1 ���� ����	��
�� 	�����$ ��	�������#�
�

( �� �)��
� ���� γ0 = 2 
 γ1 = 1 ���� γτ = 0 ��� τ ≥ 2� (���� r1 = 0.5

���� rτ = 0 ��� τ ≥ 2� (� 	���� ���+,� 
 �	��
 ��- 	��
$�* )� �������� ���.

���� {εt}t∈N ����)� ������	�/ �� ������ &'�-�� '�� ������	�/ ��������

θ 	 �%	���
� ���+0� ����)� ���	
���/ �%	���
� �
��
�
�	� ������


−θ

1 + θ2
= 0.5,

$�%�� ����	������ �� ������


θ2 + 2θ + 1 = 0.

1��	
����
�� ��	�)����� �%	���
� ��� �
��	
����$ ���	%�� θ = −1� 2
��.

	
����$ �%	���
� �����$�������������

1 + z = 0

	����
 z = −1* ������� ��* )� 	�����$ ��	�������#�
 �
� ��� ��� �
����

�������� 	
� 3
��� γ0 = 5 ���� γ1 = 2* �����
��� γτ = 0 ��� τ ≥ 2�

���������� ��������� ������ &'(1)�

���% �����
$ $������
 ���� �������
��
� �����	�� τ = 1 	����
 r1 = 0.4�

1��	
����� �%	���
� �
��
�
�	�

−θ

1 + θ2
= 0.4



���� ������ 	
����� �	������ ����� ���

��� ������	


θ2 + 2.5θ + 1 = 0

�������
�� �	
��	����	 θ = −2 ��� θ = −0.5� �	
��	���
� ������	�

�������
�������
��

1− θz = 0

��� �����
��� θ = −2 �����	 z = −0.5� �����	��� ��� θ = −0.5 �����	

z = −2� �	�	�� ��
�� �
 �����
� ������������	 �
�� ��
��	��� �����

��� �����
��� θ = −0.5� ��� ���
��  !(1) 
 ���� "#�$%& ���	��� �


���	����� ����
' 
��(������ �
�� ����� σ2 = 5
1+0.52

= 4� �����	���

������
�	
 ����������
 σ = 2� )����
��	
 ���
� ������
� ��
��	
� �(��

�	
���
��  !(1) ���
�� ��
�����	* � ������	

εt = εt + 0.5εt−1,

��	
 {εt}t∈Z �
�� �	+�	
� �	
��
����� �	
����� �������� � ������	
 ���,
������ N (0; 4)�

�������� 	
	 ��� �
�
�� {εt}t∈N � �������	��� �
���	����� -������ ��,
�������	����	 �
�� ���� ���
�

γ0 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
5� ��� τ = 0�

2� ��� τ = 1�

1� ��� τ = 2,

0� ��� τ ≥ 3.

�������� 	�
���.����	 �
�
�� {εt}t∈N �� �������	
 ������
� ��
��	
�
 !(q) , q ≥ 1�

/ ����	 #�0 ���	��� �
 q = 2� �������	 -�����	 �������
����	 ��� ��
��,

�	(* �������� τ ∈ {1, 2} �����+ r1 = 0.4 	 r2 = 0.2� 1��	+��+� �����

�����' �	
�	�	����� ⎧⎨⎩
−θ1+θ1θ2
1+θ21+θ22

= 0.4

−θ2
1+θ21+θ22

= 0.2



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

��������	�� 
��������	 ���������

� �� ��� ��

θ1 ������������� ������������� ����� �����

θ2 �������� � � �������� � � �!��� ����!�

"�� �#�$ %�	��	�� ��&�� ���#����
�� ��� � ��' ��
�	#�( 	&	�	
�� ��	�	$�

�����#	$� {εt}t∈N ���� �	�&�����	 # �%����	 &���% ��	���#�����)� *&� �����

����� ��� ��	�#������ �+#
�
�� �)�����	�������
	$�

1 + 1.61z + 4.13z2 = 0

#�
����

z1 = −0.19492− 0.45182i,

z2 = −0.19492 + 0.45182i.

,���
	� ��#����&
�-�� 
�	 �	�� ��	.
��
�' ��
�	#�( |z1| ≤ 1 ���� |z2| ≤ 1�

*&� ��������� �� ��	�#������ �+#
�
�� �)�����	�������
	$�

1 + 0.39z + 0.242z2 = 0

#�
����

z1 = −0.80579− 1.8663i,

z2 = −0.80579− 1.8663i.

, ��� ��������� |z1| > 1 ���� |z2| > 1, ���	� #���
	� ��#����&
�-��

�	�� ��	.
��
�� /	 #���� 01��!2 #��
������ #����
�� ��%���	3 �	#
����


��)' ��+�� �	�� �+#
� σ2 = γ0
1+θ21+θ22

= 5
1+0.392+0.2422

≈ 4.13' 
��������

σ ≈ 2.0322� 4����	��
�	 ���	& ���)��	� -�	�
�	� ���� ���$�	$� 56(2)

��(	�� ���	����#�7 # �������

εt = εt + 0.39εt−1 + 0.242εt−2,

$���	 {εt}t∈N �	�� ���$�	� 
�	��&	(
��) ���	

��) &���#��) � ����.����	 
���

��&
�� N (0; 4.13)�



���� ������ 	
����� �	������ ����� ���

������� �	������ �����
�� 	 !���� " �����"���
 ����� �
#�	�$	�%��

�&�p� � 	
����� %	������ ���q�' 1 ≤ p, q < ∞�

�������� 	
� ����� ���� 	
�� ������ ������
{
ε1t
}
t∈N ���

{
ε2t
}
t∈N ���

�����

ε1t = aε1t−1 + εt, ���()�

ε2t = εt − aεt−1, ����*�

���� a = 0.8 ��������� {εt}t∈N ���� ������� �������� �������� � ���

������ ��������� N (0; 1)� �������� ������� ������������� � �������

�
������ ����������� ��� �� ����  �����!�� "�������� �������� ���������

���� ���� �����!� ��� 1 ≤ t ≤ 100 ��������� ε10 = ε0 = 0�

����������	� #���� ������
{
ε1t
}
t∈N ������� $%�&'( ���������� �������

�����
 �
�� ��������� )*$+(, ��������� ����� ������
{
ε2t
}
t∈N �������

$%�-.( ���������� ������� ������� �
�� ��������� /)$+(�

0������ ������������� ��� ������
{
ε1t
}
t∈N ���� ���� �����

rτ = aτ ��� τ ∈ N0

��� ���� ������������ �� �������� %�1� � ��������� ” × ”� 0������

������������� ��� ������
{
ε2t
}
t∈N ������

rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ��� τ = 0,
−a

1+a2
, ��� τ = 1,

0, ��� τ > 1

��� ���� ������������ �� �������� %�1� � ��������� ”�”� 0������ �
�

������ ����������� ��� ������ )*$+( ���� ���� �����

f (ω) =
σ2

2π |1− ae−iω|2 , ω ∈ [−π, π]

��� ���� ������������ �� �������� %�1	 ����� ���������� 0������ �
����

��� ����������� ��� ������ /)$+( ���� ���� �����

f (ω) =
σ2

2π

∣∣1− ae−iω
∣∣2 , ω ∈ [−π, π]



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

�����	� ���� ������� ��	
�
������� ���	
�� ����	������ 
��� ��������� �
���

�����  ������

���� ���� 	���
������� � �������� ���� ������ 	�������� � ���	���

� 	���	�
�� ��
��� ������������ ����� ��
���� ������� ��������� �������

	��� 
�� ��������� ������� ���!��� ���� � ���������" �! 
�� ��#$����

%��
��� &����� '� �������#$ ���# � ���
 	���
������� �� ������#�� ���(

���)�
{
ε1t
}
1≤t≤100 �

{
ε2t
}
1≤t≤100" ��)�� ��#����� 
����*� ����� � 	���	�
��

��
��� ����� 
�� 	���#$ 	���
���*)� #������#$ � �������� ��
���� ��(

���� ���
�" �������� 
�� ��
��� &���� ����������� �������
{
ε2t
}
1≤t≤100

������ �������� 
����*� 	������ ���������

��� ������ 	
��������� � �
������ �������� ����

�����	���� ���	�������	 ���� � � ���!�� "��	
� ����	��	��� � ��#

���"	� !�	���	�� $%�� "��	
 �����"	� !�	���	� �&'q() 1 ≤ q < ∞ "�#



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

���� �������	��� �	 � ����� 	
��������� ��!∞" � ��������� ����� 	
����#

����� ��!p"$ 1 ≤ p < ∞ ������ �������	��� �	 � ����� �
������ ��������

��!∞"� %������	������ �����
 ��� ��(1) � ����	�� ��!∞" !�	��	��

��&�� �	�	����&� α � σ � �����
 ��!�" �	�� ��������	��' ����() �	�	#

����&� σ, θ1,θ2, ... � �����
 ��!∞"" ��	� �������	������ �����
 ��!�"

� ����	�� ��!∞" ��� ���� ���	*	���� �����	���� !� ����������"�

+ ��� �&���� �����	�� ��	������ ����)�
�' �	�&��� �*	������ 	
��#

��������� �	 � �*	������ ������	�	�'�� �
������ ��������� %����	�� �	���

���	���$ � �	 � ����&( 
���)���� �,� �*	������ ������������- + ��	 ����

��	 
��� 	��	 �����	���� �������	�����	 �����
 ��	����� {εt}t∈Z  �#

������� ���� �*'������ �� �����
 ��)��� ������	�	�'���� �	 	
��������)

��	� ��*��&� �����
�'���� ������ �
������ ���������

����� 	
��������� � �
������ �������� ����!p, q"$ 1 ≤ p, q < ∞
!���������			
�����
�� ������� �����		 �� ����� (p, q)" ���� � ������� �	

�����' �&��	��	

εt = α1εt−1 + ...+ αpεt−p + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q !��.�"

�
( �&��	��	

εt −
p∑

j=1

αjεt−j = εt −
q∑

j=1

θjεt−j ��	 t ∈ Z !��./"

���� {εt}t∈Z ���� ��'��� ����	������� ��������� �������� � ��� *	����

����	���� N
(
0, σ2

)
!�	��� ��� 0�1$ 021$ 0/�1$ 0�/1$ 0��1"�

����� ���� ���� ������� ��������$ �  �&��� ��������� �(�	���	#

�'���� �' �������� �����
 ��	����� ��&3����� � ��	���$ �	����	�� �	(
#

������ ����)����� ����  ��(��	��' ������' ����	������� ��������� ���������

4� ����
 !��.�" ���� 	$ �� ����!p, 0" ��!p" ��	� ����!0, q" ��!q"

��	 1 ≤ p, q < ∞.

����� ��� ����� 	������
�� �� ��� ������� t ∈ Z ��
���� ��	��� εt ������

�� ��
������ εt, εt−1, εt−2, ... ��� �
� ������ �� ��
������ εt+1, εt+2, ... .

����� ����!p, q"$ 1 ≤ p, q < ∞ ����	�� !��.�"$  �&�� ���� �� ����#

����	�� �� ����� ���$ �������� ���*��	� �	�
� � ��	����	������ � ����	�	�#

����� ������������� 5�	 ��)��� ������	�	�'��� �	 	
��������) !���	 �����	



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

�� ������ ������� 
��������� 
������������ ����� �
� �	� �!� ����� �"

���#�� �� �$���# ����� # ������ 
����� �� ������ ������� 
���������

������	����� %	������ 
�����$ ��
����� {εt}t∈Z �&���	��� �� ����#

������ � ������ ��'��� �����
��� � � ��
�� 

εt = α1εt−1 + ...+ αpεt−p + εtq, ����(�

��� � εtq = εt − θ1εt−1 − ... − θqεt−q� )	� ����	$ ����(� ��������������

���	 �! 
���������� ��& ��& �	� ����	$ *+�p�� 1 ≤ p < ∞�

������� �	�
�������
�� , ��� �
�& ������ � ����&����
�������

1− α1z − α2z
2 − ...− αpz

p = 0 ����-�

��� ��� .�� ���� &�/�� � ���� �� $ ������

*��	�� �� � �	������ 
�����$ ��
����� {εt}t∈Z �&���	��� �� ����#

������ � ������ ��'��� �����
��� � � ��
�� 

εtp = εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q, ������

��� � εtp = εt − α1εt−1 − ... − αpεt−p� *��	 �� ������	��� �	� ����	$

������ ����. ��� ��& ��& �	� ����	$ �*�q�� 1 ≤ q < ∞�

������� �����
����
�� , ��� �
�& ������ � ����&����
�������

1− θ1z − θ2z
2 − ...− θqz

q = 0 ����0�

��� ��� .�� ���� &�/�� � ���� �� $ ������

����� ��� ����� �����p, q	
 1 ≤ p, q < ∞ ������ ������� ������������

��� � ������������� ����� � ����� �����
 ������ ����� ���������� ������������

����� �!"#$	 � �!"#%	 �& ��'���� �� ��������"

1 $��� ��� ��� &�� '� ������� ���& ���� �	������� 
�����$

*+�*�p, q�� 1 ≤ p, q < ∞ ��
� ����� ����� *.� �������� ���
������

�/�
��� ����
$ *+�*�p, q�� 1 ≤ p, q < ∞ �������	 �$���� ������� �

2$�&� �$��&���� ���  �$��&���	�� � +����� � ������ ���'��� �.$
����"

� � ����� εt−τ �	� ����	���� τ ∈ N0 ���� ��
��
$���� �.$
����� � ��������



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

�	������ �������	���� �	��� ������
����

E (εtεt−τ ) = E

⎡⎣ p∑
j=1

αjεt−jεt−τ + εtεt−τ −
q∑

j=1

θjεt−jεt−τ

⎤⎦ . ����� 

!
����" 	
�����	��	���� γτ , τ ∈ N0 ��#��� $������	��% � $���	��

γτ =

p∑
j=1

αjγτ−j + γεε (τ)−
q∑

j=1

θjγεε (τ − j) , ����& 

���� γτ = E (εtεt−τ ) ��	� γεε (τ) = Eεt−τ εt, τ ∈ N0� � 
�	� ��' �����	(

#� γεε (τ) = Eεt−τ εt = 0 ��	 τ > 0�

�	��� γεε (τ) = γεε (τ − 1) = ... = γεε (τ − q) = 0 ��	 τ > q� )�*�

������
����

γτ = α1γτ−1 + ...+ αpγτ−p ��	 τ ≥ q + 1. ����+ 

,����*� �-
�������� �.��	��� ����+ $���� �	��	���" �������.� �����


{εt}t∈Z ������
����

rτ = α1rτ−1 + ...+ αprτ−p ��	 τ ≥ q + 1. ���&/ 

�� ����
 ����& �����	( #� ��	 τ = 0, 1, 2, ...q �	�.��� 0
����	 	
��1

���	��	���� γτ �	� �.����# 0
����	 	
�������	��� rτ �	��#* �� $	�	����.�

��$���	�	�*���� �	 �
����* ������* θ1, ..., θq ��	� $	�	����.� ��$���	1

�	�*���� �	 	
��������" α1, ..., αp� 2	����	�� � 
�	� ��' �����	( #� ��1

#��� τ ≤ q( �� ���	��	���� 3�����	��3γεε (τ − j) ��	 τ − j ≤ 0 �	��#* ��

θ1, ..., θq, α1, ..., αp� �	��� ��	 0 ≤ k ≤ q ������
����

γεε (−k) = Eεt+kεt = E

⎡⎣⎛⎝ p∑
j=1

αjεt+k−j + εt+k −
q∑

j=1

θjεt+k−j

⎞⎠ εt

⎤⎦
=

p∑
j=1

αjγεε (−k + j)− θkσ
2.

)�*� ��	 0 ≤ k ≤ q

γεε (−k) = α1γεε (−k + 1) + ...+ αkγεε (0)− θkσ
2. ���&� 



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

������� �	
 ��� ������ 	
�	�p, q� 1 ≤ p, q < ∞ ��������� ������� ���

������������� γτ � ������� ������������� rτ ��� τ ≥ q+1 ��������� ���������

��� �� ������ ������ ������������� �!"#$ � �!"%&� ����� '� ������� ��

������ ������������� ������� ��������������� � ������������� ��� �����'�

	
(p)" (������ ��� )� ��� ����'���*��� τ ≥ q + 1 �������� γτ � rτ ����

��'� 	
�	(p, q) ��� ����� '�* ��� ��� �����'� 	
(p) ���� ��������� '� ��

������ ���������� α1, ..., αp � �������� ����������� γ1, ..., γp ��� r1, ..., rp.

������ ��������� ����(p, q)� ������ ��
���� 
������	��� �	� 
���

����� ���������
�� � ������� ��������  !� "p, q#$ 1 ≤ p, q < ∞ ��
� ����

������

f (ω) =
σ2

2π

∣∣1− θ1e
−iω − θ2e

−2iω − ...− θqe
−qiω∣∣2

|1− α1e−iω − α2e−2iω − ...− αpe−piω|2
, "��%�#

����� ω ∈ [−π, π] "����� ��� &�'$ &('$ &��'#�

����������� ������ ����(p, q)� )�����*���� ����	�  !� "p, q#$

1 ≤ p, q < ∞ ��	��� �� �
�������� ���������� θ1, θ2, ..., θq$ α1, ..., αp ����

�������� ��+����, ����������� σ2. -� ���������� ���������� �����

������.�� �� ���������
�� �����
���� �� ������ "��/0#�"��%1$ �������
�

�����
 
�������� ���������� ����������.�� �� �����. ������. ���

���
���� � �����	�2���� ��+����, ����������� �.�� �������� 	�
����

{εt}t∈Z "����� �3�
���� "���#�"���##� -�������� ��	�2� 
�������4 
��3����
��� �������� 
����������� � ������	����� 5��3�����$ 2� ������4 �������

�.�� {εt}1≤t≤N ��
� ����� �����

�������� 	
��������	 ����(p, q)�

+" ��� ���������� {εt}1≤t≤N �� ����� �!"+% ���������� �������� �'�������

��� ������� ��������������� γτ � τ ∈ {0, 1, 2, ..., q + p}"
," -��������� �������� �'��������� ������� ��������� rτ :

r̂τ =
γ̂τ
γ̂0

dla τ = 1, 2, ..., q + p.



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

�� ������	
�� �� ����� ������ 	������� ���
� ����
� ��������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
r̂q+1 = α̂1r̂q + ...+ α̂pr̂q−p+1,

r̂q+2 = α̂1r̂q+1 + ...+ α̂pr̂q−p+2,

...........

r̂q+p = α̂1r̂q+p−1 + ...+ α̂pr̂q.

 ��������� !���"��� ���
� �	��������� �
�	�#� !
�
��	��� α1, ..., αp�

�	��� �� �����⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α̂1

α̂2

...

α̂p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
r̂q r̂q−1 ... r̂q−p+1

r̂q+1 r̂q ... r̂q−p+2

. . . .

r̂q+p−1 r̂q+p−2 ... r̂q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−1 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r̂q+1

r̂q+2

...

r̂q+p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . ������

$ !���%�� �!���% ��"�
 �	����
& ���� ��	��
	���� α̂1, ..., α̂p ��"��� �
'

��
�	 (����� 
�	������
�� �"�& (����� 
�	����
��
���) �	��� ������	
��

�� ����� ���*+��

,� -�"��� �
����� �	
���
���#� ���	 �!�������) 	� ���� !
�
��	���

θ1, θ2, ..., θq ��
� σ2 ����
�
�� � �!���% �
�	.!����� /
�!���� !���	
'

��
�� �	����
�� �
�	�#� α̂1, ..., α̂p �� ����
��
 ���*0� ��
� 	������� ���
�

q + 1 ����
�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
εt −

∑p
j=1 α̂jεt−j = εt −

∑q
j=1 θjεt−j ,

εt+1 −
∑p

j=1 α̂jεt+1−j = εt+1 −
∑q

j=1 θjεt+1−j ,

...............

εt+q −
∑p

j=1 α̂jεt+q−j = εt+q −
∑q

j=1 θjεt+q−j .

1%�� �	���� ����
��
 !�������2� !�������� �� ��
��
	�) �
�	.!��� �%�'

�	������ �����"��� !������� ����
��� !���� ���2�� �	�� 3	����� �%��	���'

��� �!��
	�� �
�	�#� ������
��� �� �
"��2� � �	����
��� ����
� �	���'

������ ���
� ����
� �����������

E

(
εt −

p∑
j=1

α̂jεt−j

)2

= E

(
εt −

q∑
j=1

θjεt−j

)2

,

E

(
εt+1 −

p∑
j=1

α̂jεt+1−j

)(
εt −

p∑
j=1

α̂jεt−j

)
= E

(
εt+1 −

q∑
j=1

θjεt+1−j

)(
εt −

q∑
j=1

θjεt−j

)
,

...............

E

(
εt+q −

p∑
j=1

α̂jεt+q−j

)(
εt −

p∑
j=1

α̂jεt−j

)
= E

(
εt+q −

q∑
j=1

θjεt+q−j

)(
εt −

q∑
j=1

θjεt−j

)
.



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

���� ������ � 	
����� ������ ��������� 
��������� ���� α̂1, ..., α̂p ����

�������� �	�
��� �	��
���������� γ0, ..., γq+p� ����� ������ 	
��	 ������

������ � θ1, θ2, ..., θq ���� σ2� ���������� � ���� ������ �������� γ̂0, ..., γ̂q+p

���� �������	��� 	
�� q + 1 ������ ������������ ���������� �����  ���!

������ θ1, θ2, ..., θq ���� σ2.

"� #����� ���	��
 ������������ ���� � �������$ �� ���������� ���% �����

{εt}max(p,q)≤t≤N ���� ����	���� ���� &����%�����'(������� � ���	 ����)!


���� ����������� ���
��	 �����%	 {εt}t∈Z�

����� ��� ������ �����)
���� ����� *+,*(p, q) ������� 
��������

	���� �� ������ -"�./0 ��� ���� �����������1

�������� �� ����������� ����	� � ��!"�#$ "���%���� � ��� ���&

"��� '��"���� ��������� ��
� �()* ��"�������+� �� ���������
�(�

� ��
�("��� 
������� 
+ "�������� ��"�������+� �� �����+ )�����+ ����

�������( ��%����, ����(�������

-������ "����
������� ��
����� ����������� ����	� � ��(1, 1)� .	�&

����� 
������ {εt}t∈Z �	� ����	� � ��!1, 1$ ���� 
+ ������

εt = αεt−1 + εt − θεt−1 �	� t ∈ Z� !��/�$

����� {εt}t∈Z ��
� �+���� �����	����� �������� 	�
���� � ����0����� ���&
��	���N

(
0, σ2

)
. 1����( �������������� ��������� � 
"�
�% ��
�("�&

�+�� ���"���� �������� !��/�$ ������� �%�
������� "���� εt−τ ��������+

E (εtεt−τ ) = E [αεt−1εt−τ + εtεt−τ − θεt−1εt−τ ] .

2	� ����	���� τ ≥ 0 �����������

γτ = αγτ−1 + γεε (τ)− θγεε (τ − 1) , !��/�$

����� γεε (τ) = Eεt−τ εt� γεε (τ − 1) = Eεt−τ εt−1 ���� γτ = E (εtεt−τ )�

3 ����� ��4 ������� �� γεε (τ − 1) = 0 �	� τ > 1� 3���� 5����� ����&

���������� "���
� � ��(1, 1) ��
� �����

γτ = αγτ−1 �	� τ ≥ 2 !��/6$



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

��	 τ = 0 �	��	���	 ��������� �����
 {εt}t∈Z ������

γ0 = E (εtεt) = E [αεt−1εt + εtεt − θεt−1εt]

= αγ1 + E (εt − θεt−1) (αεt−1 + εt − θεt−1)

= αγ1 + αEεtεt−1 − αθEεt−1εt−1 +
(
1 + θ2

)
σ2.

� 
�	� ��� ���� 	! "� Eεtεt−1 = 0! �	����	��

Eεt−1εt−1 = Eεt−1 (αεt−2 + εt−1 − θεt−2) = σ2.

#��	������� �	��	���	 ��������� �����
 $���	�� %��&�' ���� ����	

γ0 = αγ1 + σ2
(
1 + θ2 − αθ

)
.

��	 τ = 1 �	��

γ1 = E (εtεt−1) = E [αεt−1εt−1 + εtεt−1 − θεt−1εt−1]

= αγ0 + Eεtεt−1 − θEεt−1εt−1 = αγ0 − θσ2.

#��	������� (
� ��) 	
�� ��	��	���� �����
 ����(1, 1) ��"��� $������	*

��+ � $���	��

γτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
αγ1 + σ2

(
1 + θ2 − αθ

)
, ��	 τ = 0,

αγ0 − θσ2, ��	 τ = 1,

αγτ−1, ��	 τ ≥ 2.

%��&,'

-����	��	�.�  ��	��	���) � $����
��)���� τ = 1 �� ���	"���	 �	 �	��	���)

������
����

γ0 = α
[
αγ0 − θσ2

]
+ σ2

(
1 + θ2 − αθ

)
= α2γ0 + σ2

(
1 + θ2 − 2αθ

)
,

�	���

γ0 =

(
1 + θ2 − 2αθ

)
1− α2

σ2.

� ��
��� ������  ��	��	���) � $����
��)���� τ = 1 ��"��� $������	��+

�	 �

γ1 = α

(
1 + θ2 − 2αθ

)
1− α2

σ2 − θσ2

=
α+ αθ2 − α2θ − θ

1− α2
σ2.



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

�
�������� ��	������ ������ �������������� � ��(1, 1) �� !���"�����

"���	� ��
� ���� �����"

γτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(1+θ2−2αθ)

1−α2 σ2, �	� τ = 0,
(α−θ)(1−αθ)

1−α2 σ2, �	� τ = 1,

ατ−1 (α−θ)(1−αθ)
1−α2 σ2, �	� τ ≥ 2.

#��$$%

&���	' �(�
������� !���� γ0 �����"���"� �����) ��������	��� "���	�

� ��(1, 1)

rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, �	� τ = 0,

(α−θ)(1−αθ)
1+θ2−2αθ , �	� τ = 1,

ατ−1 (α−θ)(1−αθ)
1+θ2−2αθ , �	� τ ≥ 2.

#��$*%

+����� �)
���� 
!�����	��� "���	� � ��(1, 1) ��
� ���� �����"

f (ω) =
σ2

2π

∣∣1− θe−iω
∣∣2

|1− αe−iω|2 , #��*,%

����� ω ∈ [−π, π] #!���� �!� -�./ -�./ -��.%�

��������	
�	 ����� ����(1, 1) !�
��� #��$0% !�	��� �� �
��������

!���"����� θ/ α ���� σ2� 1��2���"�/ �� ������� ������� �'�� {εt}1≤t≤N
��
� ����� �����

�� ��� �����	�
�� {εt}1≤t≤N �� �	�� ������ ��	��
	��� �����
� ��������

��� ����
�� ����������
�� γτ � τ ∈ {0, 1, 2} .
�� ��	��
	��� �����
� ���������� ����
�� ��������
�� rτ :

r̂τ =
γ̂τ
γ̂0

dla τ = 1, 2.

 � !
��� "�������� α ���� �����

α̂ =
r̂2
r̂1
.

#� $�%��� |α̂| < 1/ �� ������& α̂ "'�������� ' �������� ����#� ��	 ���

�	��� ��(�' �����) {
εt − α̂εt−1 = εt − θεt−1,

εt+1 − α̂εt = εt+1 − θεt.
#��*�%



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

���� � ����� 	
��	� ������� ������
��� 
 ������ ������ ��������� �� ����

����� ��������� ������� �����
� �����!��� 
 ������� "����#�	 ��������

������	� �	
�������# ���
���#��� �����{
E (εt − α̂εt−1)2 = E (εt − θεt−1)2 ,

E (εt+1 − α̂εt) (εt − α̂εt−1) = E (εt+1 − θεt) (εt − θεt−1) .

$�������� �� ����!�
��� ������ ����������� ������	� ���������� %���	#�

������������	#� γτ  τ ∈ {0, 1}� &�
���
�#�	 ����� ����' ���(������	){
γ̂0
(
1 + α̂2

)− 2α̂γ̂1 = σ2
(
1 + θ2

)
,

γ̂1
(
1 + α̂2

)− α̂ [γ̂0 + γ̂2] = −θσ2.
������

��
��	
��� �	��� θ̂ ���
 σ̂2.

�� *�!�(�
∣∣∣θ̂∣∣∣ < 1� �� ��
��	
��� 	��� ���
� {εt}2≤t≤N ���
 �����#��� ����

+����������,"��������

������� �	
 *�!�(� �
���� 	
����� {εt}t∈Z #��� ���� �
���� ���-.� ���


α = θ, �� 
 ���-�� ������ !� �(������ �
����� 	
������� {εt}t∈Z �� ����

�����(����� ��
�� {εt}t∈Z #��� 	������ ���
�(�!��	) 
������	) (�����	)��

/���	#� ��������(�	#� #��� ����

rτ =

{
1, �(� τ = 0,

0, �(� τ ≥ 1,

���
 
� �
��� ����0� ������ !� %���	#� ������	� �������(��# #��� �����

f (ω) =
σ2

2π
�(� ω ∈ [−π, π] .

������� �	
 1(� �
����� 	
������� {εt}t∈Z � �������

εt = 0.8εt−1 + εt − 0.5εt−1, ������

��
�� {εt}t∈Z #��� 	������ 
������	) (�����	) � ��
����
�� �����(���

N
(
0; 1.52

)
��
��	
��� %���	#� ��������(�	#� � %���	#� ������	� �������(��#�

1�������� 
������� �������� ����(�	#� �
����� �(� 1 ≤ t ≤ 100 ���

ε0 = 0.5 ���
 ε0 = 0�



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

��
���� ���� ������� ��	
�
������� ���	
�� ����	������ 
��� ��������� �������

�
�	�� ����������

�� ����� �	
�� ������������ �� ������� ������������� ��� �������

�� ��!�! ������

rτ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, ��� τ = 0,

0.4, ��� τ = 1,
0.8τ

2 , ��� τ ≥ 2.

"����� ������� ������������� ���� #������������ �� ������� 	
��
 $������

�%���&�� �#��������� ���� ���� ������

f (ω) =
σ2

2π

∣∣1− 0.5e−iω
∣∣2

|1− 0.8e−iω|2 ��� ω ∈ [−π, π] 


"����� ��� ������� ���� #������������ �� ������� 	
�'
 (�������% ������� #�)

����� �	
�� ��������� ������� 	
��� ����� ������� ����*�� ������ � #�����+

#�������,��+ ��������+� �� ���� �+��������������� ��� ������ ������������


�������� 	
� -��� ���� ��.� ����'��� /
0� )1
1� )2
3� )1
	� )1
2� 1
�� �
0�

�
3� �
�� /
0� /
1� /
!� )/
1� !
	� )/
!� )1
�� )!
1� )!
�� )!
1� !
2� /
0
 4�



���� ������ 	
��������� � �
������ �������� ���� ���

��������	 
	������� {εt}1≤t≤21 �������� ��	�������� ���	�� ����(1, 1)�

�	 ���
� ������ ��
���� 	�������
 � !����� ��������
����� γτ ��� �
�	"

����#$ ������% τ = 0, 1, 2 ������&

γ̂0 = 4.8, γ̂1 = 3.166, γ̂2 = 1.093,

��������� ��
���� !����� ������
	���� rτ ��� �
�	����#$ ������% τ = 1, 2

r̂1 = 0.66' r̂2 = 0.23 �

(	�� ��
��	�
� α �	�� 
 ���

α̂ =
r̂2
r̂1

=
0.23

0.66
≈ 0.345 �

)�� ��
��	�
� α̂ = 0.345 ��
��	� �������
���� �	�� ��	*������ +�
�����"

�& � ���,-� ���
���� ��*�� 
 ���. ������{
σ2
(
1 + θ2

)
= 3.18,

−θσ2 = 1.51 �

� ����/��	0� ��*��� ������' /	 ��
��	�
 θ ������	� ��	*���$ 
 �����	

1 + θ2

θ
= −2.11 �

�����&���& 
 �����	 ������

θ2 + 2.11θ + 1 = 0

��
�����	�� ��	
������� θ̂1 = −0.72 �
�� θ̂2 = −1.39� 1���� ��	
�����	�

θ̂1 ��	*��� ��
��	� ���
�������' � ��� �
������� 	�������
 ��
�����

��2�
�	. �	��#�
���% �	�� 
 ��� σ̂2 = 1.51
0.72 ≈ 2.1 � +�
������& � �	���

+�*��0�
���34��
���� �� �������	 ��������� 0.01 ��	 �� ������� �� ��"


��	��� %����	�� � ��
������� 
���*��� ��	
	0� {εt}t∈N� (����	���	' ��	"


	0 {εt}t∈N ��/	�� �
�	������$ ���
	�

εt = 0.345εt−1 + εt + 0.72εt−1,

0���	 {εt}t∈N �	�� �&0�	� ��	���	/��% ���	���% ������% � 
���*����	

N (0, 2.1) .



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

�������� 	
� ����� γ0 = 1.7� γ1 = 0.6� γ2 = −0.6 ��	
 γ3 = 0.2�

�
�	�
� �	�	���� ������ ����������

���
��	��� 
�  
��� �!�"#� ��	 ������ ��������� � ��
� �$%	� �& �	'[
γ2

γ3

]
=

[
γ1 γ0

γ2 γ1

][
a1

a2

]
.

��
 ��
���� �� (�
 �$%	� �& �	' ���
�����[
a1

a2

]
=

[
0.6 1.7

−0.6 0.6

]−1 [ −0.6

0.2

]
≈
[

−0.51

−0.17

]
.

)��� �	��$� �& �	��	 ��	�	$������
��*�

1 + 0.51z + 0.17z2 = 0

 ���
� z1 ≈ −1.5 − 1.9059i ��	
 z2 ≈ −1.5 + 1.9059i. )���� 	(

|z1| = |z2| > 1� ��  	����$ ��	����	���+�� ���� ���%����� �, ��$��	-

�����.$	��� �	�	����� θ ��	
  	��	���� 
	,��
�' 
� �/��
��� σ2 � ��
�

�$%	� �& �	' {
εt − α1εt−1 − α2εt−2 = εt − θεt−1,

εt+1 − α1εt − α2εt−1 = εt+1 − θεt.

0� � � ��	 � �
/+�� �& �	��	 ���� �
�*� �������� �� $ 	��	��� �& �	1

��� ���*�� �	����	�� ���(� �,��������� 
 ���� �
�� 2������� ����	���

 	���+�� ��
�$� 	��� ���
����� �$%	� �& �	'{
γ0
[
1 + 2α2

1 + 2α2
2

]
+ γ1 [2α1α2 − 2α1]− 2α2γ2 = σ2

(
1 + θ2

)
,

γ0 [α1α2 − α1] + γ1
[
1 + α2

1 − α1α2 − α2 + α2
2

]− α1γ2 − α2γ3 = −θσ2.

)����	 �	���  	���+�� ����	���& �	�	����& a1� a2 ��	
  	���+�� $� 	1

��	���� γ0� γ1� γ2� γ3 �� �� (�
�*� �$%	�� ���
�����{
σ2
(
1 + θ2

)
= 3.19464 ,

−θσ2 = 1.56577 �

��
 ��
	��	 �� (�
�*� �$%	�� �& �	' �������� �� �� �	��/������3

I. σ2 = 1.9132� θ = −0.81839 ,

II. σ2 = 1.2814� θ = −1.2219 �



���� ������	�
 ����������� ���

���������	 ���
�� ������������� ��� ����������� ����������� ����������

�������� ��������	��	������

1 + 0.81839z = 0

�	����� z = −1.2219� � �	� ���	���
 |z| > 1� ����� ���
�� ������

�������� ���� ��������	 ���� σ = 1.3832�  ���!���� ���������	 ���
��

������������� ��� ����������� ��
������ ���������� �������� ��������	�

��	������

1 + 1.2219z = 0

�	���� z = −0.81840� �������" |z| ≤ 1� �� � �	� ���	���
 ���
��

������������� ��� ���� ��������	�

#���������� ������ ������	 {εt}t∈Z ��"��	 ����������$ � �������

εt = −0.51εt−1 − 0.17εt−2 + εt + 0.81839εt−1,

����� {εt}t∈Z ���� ������� �������"�	�� ������	�� �����	�� � ���������

N (0; 1.9132)�

��� ������	�
 �����������

����� �����	
 �	���������� ��	�������� 
��	�� ����

�	����� �����
������ �������� ����	�
�� �����	 �	������ ��	����

� �	�	��� 	��	��������	 �	��� ����
 �
 �	�!����� 	������������! ��"

��	����� ��������� ������ ����	���	� #���$� �!���	%�� �	���� &' (& 

&'(& 	��� 	������$� ����	����� ��� )����� ��	�	������� ������ ����	"

���	 {εt}t∈Z �������� �	*��
 	���%��+ ����� �	 ������ ����*
 �	��� 	���"

�$�
 ����	����� ��������� � ������� ���
��%��� �
������$� �	��� ���"

����� �	���	���
 ����
 	����	��+ ������$ ������ ���������� ����


	���
����
 �	�!��������� �	���	����� �	��� �	 ���
�� �����
���
���

,������
 �������� �	���	���� �	���� ��� ��������$ �	�!���������� ��	"

��	�
� -��	 ���
�!�� �	���*�
 �	��� &'(&.� �/ � ����
� ����!��
����

	��	���������
 �� ��	�������� ���� �����
���
 �� ����!��
������� 	��	���"

������
� �� ���	�$ %�����$� ,���� ���
 ������ ������ ����	�
 {εt}t∈N0



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������

εt = αεt−1 + εt − αεt−1, ������

����	 {εt}t∈N0
�	�� �����	� ��	�
	 ���� ���	����� 
������� � ���!"���	

N
(
0;σ2

)
� #��� ��� ���	
 �� 	�� ���	�����$ � ������

εt − εt = α (εt−1 − εt−1) ,

��� ���� ������%�	��

εt − εt = αt (ε0 − ε0) .

���	
 &'�&��(�� ������	� ��	"��$ ��%�!� ���������)�� � �����
*

��)��(  ��������	 ������ +�$ ��	"���� ��	�����)� |α| < 1� , ���

������!%

lim
t→∞αt (ε0 − ε0) = 0,

�� �����(  	 �
 �% ��� ����)�� t ��	�	� ������ {εt}t∈N0
�����%�	

��- �! ���� ��	�
	 ���� ���	����� 
������� {εt}t∈N0
� .�	������� ����!

����� �	�� �	 �����!% ��/ ��
 ���	
% ������ 0%�!�� �-���)�� ��	!��
*

�	� �	�� ��"( �� �����  	 ��	 � �����!% ����-��� 	
	�	���� ��	�	�%

�����	���� 1�	� ���	
����	 ��	�	�% {εt}t∈N0
� ������ &'�&��(��

������ ������ ��	 �	�� �����
�	�

#��� 	� ���	�������	 ������	 �����	 ���-���	( !���	 %�� 
��� ��*

!����	 �	�%!��� �+�� ���+%������� ���	
� &'�& ��� ���� ���� ��	�*

��2!��� ��	����������� ���	
� &'.�& �%���	��	��� � ��"!���	� �%���*

�	� )�	���	���

����� �����	
�� F+ � F−�

&+� ��� ��!��$ �	�%!��� � ���	
�� &'�&(p, q) ���"% ��� ��-

��	������ ���	�%��-$ �������� F+ � F− ����� ��� 3�4�� #��� ��	 ��	�*

���� ��!��%�� ���	�%��-$ � �	��� �	�����!- ������� 5��"�� ��	������

�	2��%�	��

F+εt = εt+1, ������

F−εt = εt−1. ������



���� ������	�
 ����������� ���

������	�
 �� �
�	��
�����
 �	 �	���	����� ������ 	��	��������
�� ��

��	�������� � ���	�� ������� � ��������� ����	�
�� {εt}t∈Z 	��� ��������

�� ���! ���������
�� {εt}t≥1� ������	�
 F+ � F− ���"����� ����������

�"���	���#

�� F+ = F−1− 	��� F− = F−1+ $ �	�����%

F+ (F−εt) = F+ (εt−1) = εt $

F− (F+εt) = F− (εt+1) = εt �

&� F k
+εt = εt+k 	��� F k−εt = εt−k$ ��� ��� k = 2 ���


F 2
+εt = F+ (F+εt) = F+εt+1 = εt+2.

'	 �� �	�
%����	 ��� ����	�
�� ����	��� α0, α1, ..., αp �	� ������

����	�� 	�����	��� F+ � F− �	%��
 ����������( � �	�����(
α0 + α1F− + ...+ αpF

p
−
)
εt = α0εt + α1εt−1 + ...+ αpεt−p ,(

α0 + α1F+ + ...+ αpF
p
+

)
εt = α0εt + α1εt+1 + ...+ αpεt+p .

' ���������	��� �	��� )*+),p, q-$ 1 ≤ p, q < ∞$ �	�����

εt = α1εt−1 + ...+ αpεt−p + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q $

�	%��
 ����������( �� �	�	�� ��������

Ap (F−, α) εt = Bq (F−, θ) εt , ,��./-

����� 	�����	�
 ��	�������� Ap (F−, α) � ���	��� �������� Bq (F−, θ) ����

�� ��	����

Ap (F−, α) = 1− α1F− − α2F
2
− − ...− αpF

p
− , ,��.0-

Bq (F−, θ) = 1− θ1F− − θ2F
2
− − ...− θqF

q
− . ,��..-

1����
����� �	��� )*,p-$ 1 ≤ p < ∞ �	����� ,��22- �	%��
 ����������(

��	���

Ap (F−, α) εt = εt ,



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������� ���	
 ���q�� � 1 ≤ q < ∞ ������������ �� 	�� ���	�����!

����	�

εt = Bq (F−, θ) εt .

"�����	

Ap (z, α) = 0 ����##�

�	�� ������	� ���$�	���������� ����	�% �"�p�� 1 ≤ p < ∞ 
%& ����'

��	� ���$�	���������� %���	��	��� �
 �"���p, q�� 1 ≤ p, q < ∞� (�	��

χ1, ..., χp &)�* ��	�����$��� ������ ����##� ��� ��	+���* ��%�	$ ��'

�������,��� ���
� |χi| > 1 �
 i = 1, ..., p� -�	� ��	���� %���	��	���

� ������% ���$�	���������� ����##� �� 	�� ���	�����! ����	�

Ap (z, α) =

(
1− z

χ1

)
...

(
1− z

χp

)
. ����#��

. �����& ��	������� ������	

Bq (z, α) = 0 ����#/�

�	�� ������	� ���$�	���������� ����	�% ���q�� 1 ≤ q < ∞ 
%& ���'

���	� ���$�	���������� ��������*��� � �%����* ,�	���* � ���	
%

�"���p, q�� 1 ≤ p, q < ∞� (�	�� κ1, ...,κp &)�* ��	�����$�� ������

����#/� ��� ��	+���* ��%�	$ �����
��,��� ���
� |κi| > 1 �
 i = 1, ..., q�

-�	� ��	���� �%����	� ,�	���	� � ������% ����#/� �� 	�� ���	�����!

� ������

Bq (z, α) =

(
1− z

κ1

)
...

(
1− z

κq

)
. ����#0�

1�������*� ����#�� ��� ����#0� �� ������ ����2� ������%�	��(
1− 1

χ1
F−
)
...

(
1− 1

χp
F−
)
εt =

(
1− 1

κ1
F−
)
...

(
1− 1

κq
F−
)
εt.

����#��

3�	�	�� �����	 ��������	 �+&� �	���������	 ���* &�! �$�	,
��	

� �����* 4%�$��� %��$�������� γt �
 t ∈ N0� �������  	 ��	�	�� �����	

��*�	 �$* ��* 4%�$��) %��$�������� ��* ��	������* ���%$�%�) $��'

�������*� ��
��%�*� ���	
	 �"�p�� ���q�� �"���p, q�� 1 ≤ p, q < ∞



���� ������	�
 ����������� ���

�	���
 �����
�� �� ������ ����	��� ������ ��	�	��������� �	���
 �	�	�

��� �����
 ����� �
�! �	��"�� #�������
� �� �	����� �����
 ����� �	������

$
� ���%��	�
 ������ �����	����	��� �"� &'(p)� 	������"�	�� �"� *&(q)

	��� �����	����	��� � 	������%�	��� ����	������� �"� &'*&(p, q)�

*	��"� "���	�� �	�����

p∏
j=1

(
1− 1

χj
F±
)
εt =

q∏
j=1

(
1− 1

κj
F±
)
εt

���� �����
���� ������� �	�������
���� ���
 �
� �	�"��� ���� �	�	"��

�	�$������ ������+� ,−, � ,+, 	�����	�� F � -	$�� �	�
����.	 �	��"�

&'*&(p, q)� 1 ≤ p, q < ∞ �	�����

εt = α1εt+1 + ...+ αpεt+p + εt − θ1εt+1 − ...− θqεt+q (���/�)

	���

εt = α1εt−1 + ...+ αpεt−p + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q (���/�)

���� �����
���� ������� �	�������
���� � �
� �� � �	��" (���/�) ����	�

��� εt ��"��� 	� ����	��� ������%
�! �����. ����	��.	 (εt−1, εt−2, ..., εt−p)�

���	����� � �	��" (���/�) ����	��� εt ��"��� 	� ����	��� ���
��%
�! ����

��. ����	��.	 (εt+1, εt+2, ..., εt+p)� *	��" (���/�) ���� �
�	��
��
���
 �	

����
���� (��	.�	�
 ���
��%	���)� ���	����� �	��" (���/�) ���� �
�	��
��
�

���
 �	 �	�������� ,��	.�	�
 ������,� �����
 ���
�� �	 	��
������ ���
�!

����	�
�! (���
����	�	 ����	���
�!� ������������	���
�!)�

����� ������	 
������ ������ ����

#	����� �����
 ����� �����.+� ����	�
�! ��"��
 ����� �$����� "���$


��������+� � �	��"� #	����� �	����� �	���� ��	�	$
 ������� ����+�

��	��.����� � ��!	��� �������� � �	��"��! &'*&(p, q)� 1 ≤ p, q < ∞�

0��%����
� �� �"�����
 �����. ����	��.	 {εt}t∈Z �� 	����"	�� �� �	�	��

�+������ (��12) 	��� �� ���%��	�� ������ �����	����	��� � 	������"�	����



��� �� ����	� 
���������� 
������� ��
����

������ ��

����	� ��������� ���������
�� Ap (F−, α) � ������� �������� Bq (F−, θ)

� ����	� ��
��� ���� ! 
" ��������� ����� ��� 
�� ������# (1− λF−)$

�� ����	� %&�%(p, q) ��
��� ���� ! ���� %&�%(p+ 1, q + 1) ��
���

(1− λF−)Ap (F−, α) εt = (1− λF−)Bq (F−, θ) εt ����' !


" ����������$ ����� |λ| < 1 ��������� �����#� 
����������� � ������	(

����� ������� )�* 
��+�����!�

,����
�� 
����������� ������ ���#�* �)-���� ������#�� �����


������.#��� ����	� %&�%�p, q!$ 1 ≤ p, q < ∞�

	
����� ���� ����� ���	 
����� ����� �����	 {εt}t∈Z� ������� �������	

� ��������� ������

εt = 1.1εt−1 − 0.3εt−2 + εt − 0.6εt−1� ����'/!

����� {εt}t∈Z ��� ������� ���������	�� ������	�� ����	�� � ����������

N
(
0;σ2

)
� �������	 ��������  ��	����� �������

!������� "#�$%&' ��� ������ (!)("2, 1' �����	  ��������* �  �����(
1− 1.1F− + 0.3F 2

−
)
εt = (1− 0.6F−) εt �

+� ���������� �� �������� ����	�����	

(1− 0.5F−) (1− 0.6F−) εt = (1− 0.6F−) εt �

,�����	� �� ��������� �
�������� ������� (1− 0.6F−)� ����� (!)((2, 1)

�����	  �������* �� ������ (!"1' � ��������

(1− 0.5F−) εt = εt

��


εt = 0.5εt−1 + εt �

����� {εt}t∈Z ��� ������� ���������	�� ������	�� ����	�� � ����������

N
(
0;σ2

)
�



���� ������	�
 ����������� ���

������ ���

� �����
�� � �	������ �����p, q ! 1 ≤ p, q < ∞ ��	"���� �#��"	��

(1− λF−) ≈
(
1− λ̃F−

)
⇐⇒ λ ≈ λ̃

�$����" �	���%�&' �����&�! ��� �	��� �����2, 1 �	�����

(1− 0.4F−) (1− 0.7F−) εt = (1− 0.402F−) εt

����&��
 �	 �	��� ��(1)

εt = 0.7εt−1 + εt!

%���� {εt}t∈Z &��� ��'%��� �������"�
�� ������
�� �	�	�
�� 	 �	��(�����

N
(
0;σ2

)
�

������ ����

)�� 	�����	�$� ��	��%���&� Ap (F−, α) � ���	��& *������& Bq (F−, θ)

�������
 �����% ����	��%	 {εt}t∈Z �	����� ���+� �	"��
 ����������, ��

�	�	�' �$������
Ap (F−, α)
Bq (F−, θ)

εt = εt!

%����

Ap (F−, α)
Bq (F−, θ)

=

p∏
j=1

(
1− 1

χj
F−
)

q∏
j=1

(
1− 1

κj
F−
) . ����-+ 

.	�����" �����% ����	�
 �	����� �����p, q ! 1 ≤ p, q < ∞ ���(��� ��/

���� ����&	����	*�� � 	��������	*��! �	 ���$(��
����� 1
χ1
, ..., 1

χp
���(���&'

������
∣∣∣ 1χj

∣∣∣ < 1 ��� j = 1, 2, ..., p! ���	����� ���$(��
����� 1
κ1
, ..., 1

κq
���(/

���&' ������
∣∣∣ 1
κj

∣∣∣ < 1 ��� j = 1, 2, ..., q� 0� ��	� �� ��� �������$�

�����% %�	����
����%	 ��"�
 � ��	"���$�
(
1− 1

κj
F−
)

��� j = 1, 2, ..., q

�	��	�����&'�
 �� ���	�' *�����' �	"��
 ����������, �� �	�	�' ��	�

1

1− 1
κj
F−

= 1 +
1

κj
F− +

1

κ2
j

F 2
− +

1

κ3
j

F 3
− + .... �����- 



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

���������� ������� �� ������� ��� ���� ��� ������!�	�� ��	�"�#$

����� �!�% �&	������ &��	�!��%' �
 !���	��	���� (
 �" �������	��

���)� 	�� ��������� ��% ��
"� &�	������� ��)����* �
 "������ ��&�)$

������"� �� ���+��	 �� �	 �� �	�� ,�� �&���-	� ���	
 !���	��	���

� �!����	� .�	���	� /0�/�p, q�* 1 ≤ p, q < ∞ �� 	�� ��	�!"��' ��

���	
! !���	��	��� /0�p̃�* ����	 p̃ ≤ p+ q�

�������� 	
�� �������� �	
���� ��
	�� �����2, 1� � ��������

(1− 0.4F−) (1− 0.8F−) εt = (1− 0.5F−) εt �������


� ��
	�� ���1� ���� ���2�� ��
������ 
������� �������� ��
	��

�����2, 1�� ���1� � ���2� 
�� 0 ≤ t ≤ 100� �
��	 {εt}t∈N0
	�� ����

��	� ��	���	���� ���	���� ������� � ����!�
��	 N (0; 0.25) ���� ε0 = 0�

ε1 = 0.8� ε1 = 0�

����������	
 ��
	� �����2, 1� "������ �#�$$$� ���	�� "��	
�����% ��

"����� ��������

εt = 1.2εt−1 − 0.32εt−2 + εt − 0.5εt−1, �����1�

����	 ������������ 
� ��������� &�������� ���������� �	 ������ �#�$'(�

� �#�$$'� �������	��

A2 (F−, α)
B1 (F−, θ)

=
(1− 0.4F−) (1− 0.8F−)

(1− 0.5F−)
= (1− 0.4F−) (1− 0.8F−)

(
1 + 0.5F− + 0.25F 2

− + 0.125F 3
− + ...

)
= 1− 0, 7F− − 0.03F 2

− − 0.015F 3
− − 0.008F 4

− − .... �����2�

)���������� ����� 
� "�	������ 
��� ��!���� �������*��� �#�$$+� ��
	�

�����2, 1� �	
���	�� 
� ���1�� ,�	�	��� ��	�	��
{
ε1t
}
t∈N0

"��	
����

����� �� "����� ��������

(1− 0.7F−) ε1t = εt�

����	 �"����
���� 
� "������

ε1t = 0.7ε1t−1 + εt � �����3�



���� ������	�
 ����������� ���

������ ���	
���� �����
����� ������� ���� �� ��������� ������ ����
���

�� �����  !" �2, 1� ���#�#$�� ��  !�2�� %����
� ������#
{
ε2t
}
t∈N0

�������	��	� ���� �	 �����& ���
	
�	(
1− 0.7F− − 0.03F 2

−
)
ε2t = εt

�#'

ε2t = 0.7ε2t−1 + 0.03ε2t−2 + εt � �������

�
���� ���� ��������	 
�	�	� ��������� ���� 
�	�	�� ��	���������� ��

����� � ������

(��
#$&� ��#�	�$� �	'#���) ���
����
�� {εt}1≤t≤100 ����� �*
��
����	+ ��	$������� �������� {εt}0≤t≤100�

{
ε1t
}
0≤t≤100 �

{
ε2t
}
0≤t≤100 � ���*


	
�	�� ��	
# �����,�� �����-� ��	� ������� ��������
��� !�#
�� ��-	

�������	��	 ��	$������� ������# {εt}0≤t≤100 ����	��  !" �2, 1�� ��#
�� ��-'
�������	��	 ��	$������� ������# ��	������

{
ε1t
}
0≤t≤100 ����	��  !�1�� 
	��*

��	�� ��#
�� ��-� �������	��	 ��	$������� ������# ��	������
{
ε2t
}
0≤t≤100



��� �� ���	
	 ����������� ��	�	��� ��������

������� �	
2� �� ���� ������ ����� �������� {εt}1≤t≤100� � ������� ���

��������  � ������� ������� �	!�
2, 1�� �	
1�� �	
2� ���"���#� ��$ ��%

������� &�������� ���#������� ������� �	!�
2, 1� #��� �������# ���'������

�� ���#������� ������(� �	
1� � �	
2�� )��� �� ����������� ���������� ��%

�"���# *������# � ����� 
��++,�� ��(�� ��$*����� �����#� 
�'���� ��'���

�������� ����$������" {εt}1≤t≤100 � ������

����� ��� -����������� ������ ��������(� ������ #�� �(���� ������

��$�� ����������#� � ���"���# *������# 
���� p � q� ��� � ������. �������

�� ������/���#� �	!�(p, q)� )� �� ��� ��$ ������. ������#� �� �������

�	!�(p̃, q̃) 
����� p̃ + q̃ < p + q�� �	(p̃) 
����� p̃ < p + q� �� !�(q̃)


����� q̃ < p + q�� �� ����$���� �� �������� ��� � ������������. ������

������/���#� ����� ��������������



�������� �

������� ���	
������	�

�������� 	������	�

��� ������ 	
������	�	�

������� �	
��������� 
����� 	������ � 
��������� �
�	���� ������

��	���� �	�
 �
�	���� ���������������� ��	����� �������	������ � ��

���� �������� 
������ 
��������� �������� ����	���
��� ������ 
 	��

�
��� ���	��	����� ���������� ������  !"1#� $���� (Ω, F, P ) %&�
�� �	
��

�	
���� �	�%�%������
��� ������� {εt}t∈N0
%&�
�� ������� ���
��������


�������� �������� � 	�
����
�� ��	������ N
(
0, σ2

)
"%���� �
��#� ��
��

Eεt = 0 � "'�(#

Eεtεs =

{
σ2,

0,

��� τ = s,

��� τ = s.
"'�)#

$� �	
��	
��� �	�%�%������
��� (Ω,F , P ) ��*������� ����������� 	��
��&

σ−���� Fj = σ {εi : i = 0, 1, ..., j} , j ∈ N0.

$���� ���� %&�
�� �
�	�� �
����� {εt}t∈N0
������

εt = aεt−1 + εt. "'�+#

,����� |a| < 1� � ������
� ����� ���	��	����  !"1# ������� ��	���� ������

��	������ � ���	
����� 	�
�
���� ����
���� �� ����� 
 �
�	���� ���	��	��

��� 	
&�� 1 ≤ p < ∞ ������ �	
������- � ������ 	������� �	������ 	
&��

(.(
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�
������������� ������
 �����
����� ��� ��� ������������
 !��� ���������

"� �
� !�!���# ���� ������ �����
���� ���� �����
����� ��	�$� �	�� �"

����� �
%�
� τ ∈ N0� &������ ���! ����
�# ��� �
% ������ �� ������
 ��'

���
 (��)*# ��$�	
 ��� ��� ������������
 �
� ��� �����
���� +	� ε0 = ε0 = 0

���� ������������� �������

 ,
����� �� ! {εt}1≤t≤50 ��� ��� ��� ����"'
���
� �������
� �������� �����	����� �� ��!��� ������
� (��)*� -�����

����� �������
� �������
% ������ (��)* "	� a = 0 . "����"�
� ������'

�
% ������ {εt}0≤t≤50 , ���� ����	 �� "������ ���� (��! ����
� ����%����
�
� !��� �
%������ ����� �� ��������
� ������ *� -������ ����,# �����#

����" ����"���
��� �������
� ������������ �������� �/(1* "	� a = 0.3,

a = 0.5, a = 0.8 �"���
�"�
�� -
"�
!�# $� � ��$"�! � ��� ������"���

�������
� �������� ����	 �� "������ ���
�! ��������# ���!
�� ������

��! ���� ����%������ � ��� ��������� � �����! �� �
��	����� 
 �  ���'

��! ���� �������
� ������� "� ��� ��������
 ("� ���
�! ��������*�

-��� �� ������! ����!�� a ����� "� ���
�! �������� ��� ����� ���"'

��� (���%� �� ����� "� $��� ������# �"�
� ������
 ������ �� ��	� "�"��
�

	 , ��	�  ��!��*� +	� a = 1 ������ ������� �����


εt = εt−1 + εt (��0*

�
� �����
� ��� �� ������������
� 1� ��� �� ����� �
"�
!�# $� ������ ��

�
% � ����
� 
������ �
$ ������
 �����������

1� ��� �� ����� �
"�
!�# $� �������
� ������ � ������
 (��0*

,��"�� ���"�� �����
�� ���
�! ���� ���� !�$� �
% �""�	�� �" ��� ���
�! 

�� "��� " $� �"	������
� - 	
��� ��� ����"!
� ������ ������� �����


(��0* ��� �����	��� ���� ,��"���
� 	����� (���"�! ��	�*� +	� a = 1.1

���	
����� ������ {εt}0≤t≤50 (���� ��� ��� ����"* !� ��, ����� (�2�	�'

�
3�* ��������� 4�������
� ��� ������ ,��"�� ���,�� �""�	� �
% �" ��'

�
�! ��������� -
"�
!�# $� "	� α ≥ 1 ��! ����
� ����%��� �
� ��������

� �����!# �������� �� ���	
����% ������ � ����������
� -�����
 ���"�
� μa

���	
����
 {εt}0≤t≤50 "	� a ∈ {0, 0.3, 0.5, 0.8, 1, 1.1} ����"���
� �,�	�

���
$���



���� ������ 	
������	�	� ���

����	�� ���� ��������	 
�	�	�� {εt}0≤t≤50 ���	�� �����	�	
�� ����� ��	��
�	�

��� a ∈ {0, 0.3, 0.5, 0.8, 1, 1.1}

a = 0 a = 0.3 a = 0.5 a = 0.8 a = 1 a = 1.1

μa ������ ������ ������ ������ ������ �������

������
 �����	�	� ������� �����! ���" 	��#
�� �� ������$% 	
������&

	�	��' %���() (���	
 %���	���%	��' ���
���
 �������%	
� �$*	
 �
+

�� ����

����	�� ��� ,������%
 ���
���� ������$% {εt}0≤t≤50 �� ���#	��'

%���(�
 ,�#���� α� - ,���,���' a = −0.5 ��� a = −0.8 .,��� %�&

����� ����& ����/0 ��������
� � ,���/	� �� �� �����	�	��' #����
 �&

���������
 .������� �����! ,��
�#� ���� ��� #,�
��� %'1 ���� ��!0�

- ,���,��� a = −1 ��� a = −1.1 ���
���� ���' ������$% �$%	
�* ����&

��� �����! ,��
�#� ����" 	��#
�� #,�
��� %'1 	
� ���� ��!� 2�

a = −1 �#
�	
 �
+ % ���
� .,�� %����� �����0" 	��#
�� �� a = −1.1

�������%	
� %���� .,��� %����� �����0�

3������%
�	
� ������� .���0 % ,����
 �$*	
� �!�%
 	�
�+ ���� %!&

�	�(�
� - �$%		
� .���0 ����#�� � �/�����		
� εt−1 �����#���#�

�εt = κεt−1 + εt, .���0



��� �� ���	
�� ������������
 �������� ���������

������� ���� ��������	 
�	�	�� {εt}0≤t≤50 ���	�� �����	�	
�� ����� ��	��
�	�

��� a ∈ {−0.5, − 0.8, − 1, − 1.1}

���
� ������� � ��� �����	��� �� �� ��! "���#$ ���� κ = a − 1% ���&

 
�� {εt}t∈N0
��� �
!�
� �
���	�'���� � 
������ 	������� � ����(���
�

��� �	�� N
(
0, σ2

)
. )	� t ∈ N ��������� �����* �����
���� ��� �����

E (�εt |Ft−1 ) = κεt−1. "���$

+�'�	
 κ = 0 "a = 1$% � �����* �����
���� ��'�
� �	� ���� εt 
 εt−1
���� ���	��� εt−1 �����
 ���� ����

E (εt |Ft−1 ) = εt−1 �	� t ∈ N�

,������ �% '� ���� ���	���� ������
 εt−1 �����* εt  �'� �
- �����* ��&

����� �
-���� ��� 
  �
����� �� ������
 εt−1. )	� κ = 0 "a = 1$ ���(���
�

� �(�����* �����	� 	����� �������� ��������
� ��� ��������

+�'�	
 κ > 0 "a > 1$% � �����* �����
���� ��'�
� �	� ���� εt


 εt−1 ���� ���	��� εt−1  � ��
 �� ���� ��� εt−1� .� ����� "��/$ ��&

�
��% '� �	� εt−1 > 0 �����* �����
���� ��	����� ���	
����
 εt ��� �
-����

�� εt−1% ��� 
�� �	� εt−1 < 0 �����* �����
���� ��	����� ���	
����
 εt



���� ������ 	
������	�	� ���

���� �	
���� �� εt−1� ���� E (|εt| |Ft−1 ) > |εt−1| �� t ∈ N� ��
 ���

��	
�� �������� �� �����
��� 
 ���������	��� ����	
 �
� �� ��	 

����!��������

"�#��
 −2 < κ < 0 $−1 < a < 1%& �� ����'( �����
�	 �)#	
� ����

��	�)� εt 
 εt−1 ����  ����	�� εt−1 � �	� �����
�	� 	
# εt−1� ����

�� εt−1 > 0 ����'( �����
�	 �����	�� ���
���
 εt ���� �	
���� �� εt−1&

	���
�� �� εt−1 < 0 ����'( �����
�	 �����	�� ���
���
 εt ���� �
����

�� εt−1& ��	� E (|εt| |Ft−1 ) < |εt−1| �� t ∈ N� ��
 ����	
��  �����

� �� ���
���� ������ {εt}t∈N0
��
��� ���
�� �������� $�����	�� ������ 

{εt}t∈N0
����� �! �����* ���%�

"�#��
 κ ≤ −2 $a ≤ −1%& �� ��)�	� ����'( �����
�	 �)#	
� �����	�

�)� εt 
 εt−1 ����  ����	�� εt−1 ��� ���
��� εt ��! �	�
 �����
�	� 	
#

εt−1� +����
�	 ����'( ��������	 εt ���� �
���� �� ����'�
 ����������

	�� εt−1 $���������	� ������ ����'�
 ���������	��� E (|εt| |Ft−1 ) > |εt−1|
�� t ∈ N%� ��
 ����	
�� ����� ��& #� ���
���� ������ {εt}t∈N0

�����

� �! �����* ��� � ���� �
����! ���
� �! ��,�

����� �����	 
����
���������

-�	
#�� ��������
�	� ����	! �*�	�'�
 �*!���	
 ��������� �����

�*!���	
 �������� $��.% � �
���� ��� ������
�� �)�	
�# ���� ����'�	�

��� ����� ���	� ����������	��� � /
��� ������ ������ {εt}t∈N0
����
�

����'��	� � �����! �)�		
 $��.% � �� 	�
�� ����!������ ε0 = 0. 0���

��	�� ������ �������� {εt}t∈N0
�����
 $��.% ��#��� �)�	
�# ��������
(

� �����! ���� 

εt =
t∑

i=1

εi �� t ∈ N.

1�������!� �� ����)� $���% 
 $��2% ���
������& #� �� t ∈ N ����'( �����

�
�	 ��	��


Eεt =

t∑
i=1

Eεi = 0,

 ��
	�� ���� �)�	

γ0 (t) = Eε2t = E

[
t∑

i=1

εi

]2
=

t∑
j=1

σ2 = tσ2.



��� �� ����	
� �����������	 �
������ 
������

�����	���� ���
 �����
���	� �������	 ���	��
� ���������	 εt ���
 εt−τ
��� t ∈ N� 0 ≤ τ < t � ����� �����	���	�

γτ (t) = Eεtεt−τ = E

[
t∑

i=1

εi

][
t−τ∑
i=1

εi

]
= (t− τ)σ2,

rτ (t) =
γτ (t)√

γ0 (t) γ0 (t− τ)
=

(t− τ)√
t (t− τ)

=

√
1− τ

t
.

!� �

lim
t→∞ r1 (t) = lim

t→∞

√
1− 1

t
= 1.

"���� ���
 
� �
������ t ∈ N �����
���	� �������	 � #� �� �� � �
��$


� #� � �	���	� �������� εt 	 εt−1 �����% &� �
��	� �������� ��� t → ∞ � 

���� 
� ��& ������������ '�������� �����
���	� �������	 ���� ������	�

(� �	��
� 	����	 ������	� �����& 
������	� �����% &� �
��	� ���������

) �	����
�� ������ ���������	� *��������	�* ��
	� &��
	� �	� 
�������+

� 	 �% ��%#�
��� �����%� �
�� ��#��	 �� �	����
�� ������ ���������	� &� $

�
��	� �������� 
����%�� �	� ����#�� ��
	��% 
���� �� ��� ��
�����	� ��
�


��%#�
� ������ '����%�  ��%#�
�� ���%���	 ��#�� 
�%��#�+� #� ��������$

�	� �����% &� �
��	� �������� ������ �	� 
 ��%�	� ��������� �� ������

��
���%�� ����� ������	 ������	� & �, ����� %������ -���� �����% ���$

�����
���� ���+ 
���� ���� %�
�����	��� ���
�� ����	
� 
���	�� �����$

�	
��� .����
 ��� /012$/032� /0�24� -���� �����% ��������
���� 
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	 ���� � �	�����%�
� ���� ��
����� ������� )	����� .���
 /3�2� /0�2� /012�

/032� /0�24�

������� �	
 ������ ��	
���� �������� ���� �������� ��������������� ���

������ ��������� ������� ��������� �� ���� ����� � �������� ���������

��������� ������� ���� �� �������� t. ���������� ��� 
�� ���������

εt  εt−τ ����!� �� ����� �
 ������� �� τ ��� �����! ����!� �
 ������� t�

���� �� �������� t �������� � ������� �������� �	 �� ���	 ����� ������

������������
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� 	 �� �

��� ������	 
� 	 ��

����	��� ������	����� �����	����� ������� �	� ������ ���� �	� � 	��!

��  ����� �"�� ����" ������	�	��������� #���� ���$	����	 %	�	���� ����&

�	�'� �����"� ��������(�	 	 ���	"���"��%����) ���� ��$"���* �������������

+	���'�� ����	���  ��	����� ����� ������������� #� � ������� � ��,���	��

 ��	��	�  � �����	�� ��$"���* ������������)� �� "�	���-%	�	� ������"����

���,������  ������ �,"������������� .$�  �����! �������� �'-�	��  �&

�	���� ������� ������	�	�������� 	 �������������� �����-�� ���  �����

�������� ��'�� �� � 	������ ��  ����� �	�������������� ����%	 ������'�

����������

����� � ��	�
���� ����� ���������������� � ���	��� �������

+	��� ���� $���	� ������ ������� {εt}t∈N0
� �%������ ��'���� �� ����(%���

��  ����� �'����	�

εt = ε0 + at+ εt, #��)

���	� ε0, a ∈ R ���� ε0 = 0� �����	��� {εt}t∈N ���� �	��	�� �	���%�-����

��	������ %������� � ����,���	� �����%��� N
(
0, σ2

)
� �%� ��-���� t ∈ N

�����(! �����	���� ���� ���	����� �%�����'� ������"  �����	 #��) �������

�� ��	���	�

Eεt = ε0 + at,

V ar (εt) = E (εt − ε0 − at)2 = σ2.

/%������ ������" {εt}t∈N0
 �����	 #��) �� �����	����� ���� �"�� �����"

ε0 + at ���� ��$"���* ������������ εt �  �����	 $	�,��� ��"�"� 0� ��&

��	�%��	" � ������" {εt}t∈N0
�����" ������	�	��������� ε0+at ������"����

������ {εt}t∈N0
 �����	

εt = εt − (ε0 + at) .

1��� �� ����,� $	�,� ��"�� ��'�� � �,�	� �,����(! �����������(�	� �%� ��-&

���� t ∈ N0 �����(! �����	���� ���� ���	����� �%�����'� ������" {εt}t∈N0
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�� ������������
 �������� ���������

�������

Eεt = 0,

V ar (εt) = σ2.

����� �� ��	
����� ������ � ��������

�
��� ���� ����
� ������ ������� {ζt}t∈N0
� �	�����  ����� �� � ���	���

�� !����� ����"

ζt = a+ ζt−1 + εt #���$

� ���"� 
�� !���� ���� ζ0 ∈ R� a ∈ R� ε0 = 0� ����
�� {εt}t∈N ��� �
�%

�
�� �
���	�&���� ��
������ 	������� � ��� '���
� �����	��� N
(
0, σ2

)
�

(	� t ∈ N �	����� ������" ��������� !����
 #���$ ��&��� ����
�& !����%

���
) � !����


ζt = a+ (a+ ζt−2 + εt−1) + εt = ...

= ζ0 + at+ εt + εt−1 + ...+ ε1 = ζ0 + at+

t∑
j=1

εj .

(	�  �&���� t ∈ N �����) ���� 
���� �����


Eζt = ζ0 + at,

����
�� ���
����� �	������ ������" {ζt}t∈N0
��� �����

V ar (ζt) = E (ζt − ζ0 − at)2 = E

⎛⎝ t∑
j=1

εj

⎞⎠2

= tσ2.

*��
����� �	������ ������" {ζt}t∈N0
�
� ��� ��'�� * �����&���� !���%

!�� " �	���� ������" !����
 #���$ �� � ���	��� �� � �"�� ����" ζ0 + at


 �"�� ���"���+ �����������
t∑

j=1
εj � ,� ����
�	��
" � ��� ������" ����"

�����
�
�������� ζ0 + at �����"���� ������ {ηt}t∈N0
!����


ηt = ζt − (ζ0 + at) =
t∑

j=1

εj ,



���� ������	 
� 	 �� ��

���	� η0 = ε0 = 0� ���� �� ����� �������	� �������� � ������ �	�������������

���  �!���� t ∈ N �����"# ���� 	���� ���� ���	����� �$�� ���$���% ��&

��'������( ������� ��)��	���	�

Eηt = E

⎛⎝ t∑
j=1

εj

⎞⎠ = 0,

V ar (ηt) = V ar

⎛⎝ t∑
j=1

εj

⎞⎠ = tσ2.

*	��	�� �����+ !� ��!��	 ���$� 	 )����� ��� �� 	��������� ε0 = ζ0+

�� �������� ������,� {εt}t∈N0
	 {ζt}t∈N0

-)�����	 -��. 	 -��/. ��)��	��&

�	�. �����$�� ��� ��� ���� ������ �����$ Eεt = Eζt = ε0 + at+ �����	���

�)��,� ���(����	� ���( ������,� ���� �$)���	� 	���� 
���� ���	� ������$

{εt}t∈N0
��"# ��'��� )����	�� �	�	' �����$ ε0 + at -���	����� �������,� ���&

���$ {εt}t∈N0
���� ����� 	 �,��� σ2.+ �����	��� ����� ���	� ������$ {ζt}t∈N0

��'��� �	' ������ �� ��� �	�		 �����$ -���	����� �������,� ������$ {ζt}t∈N0

�	� ���� ����� ���� �����	 tσ2+ ������� ���� �� �������� t .� ��� ��������&

����� ����� ���		 �	����� ��$�$ {εt}0≤t≤100 -ε0 = 0.+ ���$� $ )����� �����

ε0 = ζ0 = 0.5 ���� ��),������	 �  	��$� �����0���1$ a = 0.15 ���(���&

�	� ������,� {εt}0≤t≤100 	 {ζt}0≤t≤100 )��������	��� ���$� 	 ��2�� 	 ��2��

��)��	���	��

*���	����	� �����$ ������	�	��������� � ������$ {εt}t∈N0
� $� $��

��������	�� )�����$ ������������� � )�����	 �	����� ��$�$ {εt}t∈N0
-)����

���$�� ��2��.+ �����	��� )� ����	����	$ �����$ ������	�	��������� � ���&

���$ {ζt}t∈N0
)�������� ����� ����(�������� {ηt}t∈N0

� )����� �	������������

� )�����	 �������	� �������� -)���� ���$�� ��2��.�

�������� 	
� ������ ����	
� {xt}t∈N0
��� ����	����� 
������� �����

f (t)� ������ ������ �	���� {xt − f (t)}t∈N0
��� ����	������ ����� f (·) ���

������� ���������������

3���' ������,� ��������( ������������( ����'��� �����$ ������	�	&

��������� ��������  ���� � -���� ���	����.� 3�!�� ������ �����������

����!� ��  ���� � -����� ������	�	������� ����')$�� � )�����	 ������.�



��� �� ���	
�� ������������
 �������� ���������

������� ���� ���������� 	��
��� {εt}0≤t≤100 � {ζt}0≤t≤100 � �
������
�� �������

	���� {εt}0≤t≤100 � ��������� ��	���� {ηt}0≤t≤100 .

���������� � ����� ��!�
���� � �����	��� ��  ����" ����� #$�%�&

'� �������� {εt}t∈N0

 {ζt}t∈N0

 ����
 #��(& 
 #���& �' ��
�'�
�� )	� t ∈ N

����������

�εt = εt − εt−1 = a+ εt − εt−1,

�ζt = ζt − ζt−1 = a+ εt.

*�!'� � ���������� �������� ��������� {�εt}t∈N 
 {�ζt}t∈N � �+�
� ��,

����� ������������
� -
'�
�� ����. !� ������ ������� {�εt}t∈N ��� ��,

����" ���'�
" ��/'�  
�������� 0 1�#1&. '	� ������ ������� �'�����	��,

��
 �
� ��� � �+�
��� #������� �	��� 1�#q&. 1 ≤ q < ∞ �
� � �+�
��"����

������� �'�����	����
 �
� ��!�� �����������2 '�  ������.  ��� � �

3$45&� 6���
�� �	����� ������� ��������� {�ζt}t∈N �" �����	��� ����

���� ��+�� a 
 7
�+��� ������ ���� ��!�
�����
� ��	������ �	������

#���������
� � ������ �& �
������������� �������� ��������� {εt}t∈N0



���� ������	 
� 	 �� ��

	 {ζt}t∈N0
������� ��������	� �� �� �������� ��������������

������� �	
 ������ �����	
���	�� ����� 
�	���� ����	�	 ���� ���
�	�

���
���� �� ����������� ����� ����� �����������
����� � ���� ������ ���

����	��� �� �� ������ ��	
���	����� ������ �	������	��� ���	��	 ���

��
����� ����	�	 ����������	� �����	
���	���� �����	�� � ������ ����


�	���
�����

���� ��� ������� �������������	

�	��� ���� ����	� ������ ������� {vt}t∈N0
 ���!���� "������ �# �"��$����

������	�!

νt = ν0 + εt + 2εt−1 + ...+ tε1 = ν0 +

t∑
j=1

(t− j + 1) εj , %��&'

���	� t ∈ N ���� {εt}t∈N0
���� �	#�	�! �	�����(���� �!	������ ��������

� ���")���	� ���!����! N
(
0, σ2

)
 ����!	��� ν0 �"��$�� ���� ����#�"����

��� "�(���� t ∈ N0 �����$� ����"	���� ���!����� ������* {vt}t∈N0
�����	

Eνt = ν0,

����!	��� ���	�����

V ar (νt) = E

⎛⎝ t∑
j=1

(t− j + 1) εj

⎞⎠2

=
(
1 + 22 + ...+ t2

)
σ2 =

t (t+ 1) (2t+ 1)

6
σ2. %���+'

����*�#� �������� ��(�	���� � �����!*��!� ������ {�νt}t∈N ������	

�νt = ε1 + ...+ εt =

t∑
j=1

εj .

,	��	!� (� ������ {�νt}t≥1 ���������*�� ������ �)#����	� �������� "����

����� ���	��� ����� ������������� %�)����$� �����������$�	 �	� ���� ���)-

�	���'� ����*�#� "������ ��� �������� ��(�	���� � �����!*��!� ������{�2νt
}
t≥2 � ������	* ����*

�2νt = εt.



��� �� ���	
�� ������������
 �������� ���������

���
��� ������
{�2νt

}
t≥2 �����
� ������� ������������
� � �� ���� 

��!�� ���������
� ��!������� �������� ��"�
������ ���	
�
������ ���!

����������� � ������� �����
 #��$%�

&��	� '�(� 
 )������ *���+ ������!�
	
 !�,�
��- ��
����� �
����� 

����� #���� .�/0%� ��!��� &��	� '�(� 
 )������ *���+ ��
���� ��� �
� 

��������1 ��"�	
 ��� �
����������� ���� ��"�� �2 ������!�
3 !� ��
�����

����������� �"����2� �������� ��"�
������� � �//4 �� *	
5� �
		
�� +���

)������ ���� '�6�� &��	� ����	
 ����������
 7����!2 8���� 9�����
 
��

�	:��!� 7�6	� � !�
�!�
�
� ������

� *�+ )������ ������� �����!- ; ��

���!� ���	
�� ������
������ �������� ��������� �� ����	���
 ���!��


#��
�������-%;1 ����
�� '� &��	� ; �� ���!� ���	
�����
� ������
�� 

���� �������� ��������� �� ��
���2 � ����
� ���
����2 #��!�	 �'*<%;�

�������� 	
� ������ ����	
� {xt}t∈N0
��� ������	
��� 
 �	���� d ��	

���������� ���	 {xt}t∈N0
∼ I(d)�� ����� �������

{�kxt
}
t≥k ��� 0 ≤ k < d ��

�������	������ ��	���� ������ ������
{�dxt

}
t≥d ��� ����	����� �	�����

	� � ��� 	�����	�� �� �	�	�� 
�	��
 ��� !����� "��� �	���# ���������

d ��� ����������� ����$� ��%�	
��� ��� ����� 
%���	�& ����	����	��� ���

�������
{�dxt

}
t≥d ��� ���%��	���

=	��- �������� ��������� {xt}t∈N0
1 ������ �	����� �2 �
���������

� ����
� d ≥ 11 �������� �	��2 �� #��'������ ���	����%� +�"�	
 ������

������� {xt}t∈N0
��� ����������1 � ���
��1 "� �	����� ��� ������� �2

�
��������� � ����
� ���� ���� ���
������ ���� {xt}t∈N0
∼ I (0)�

� ��������� >9 ��6�����
� ����-���� �2 �
��	����� � ����
�1 ��� 

�
�� � ��������� �9 ��6�����
� ����-���� �!!�
������2 �� ��������
�

������� � ����������
� � ��������� >9 ������
 ����!��2 �
- #;�	
����2 �
-;%

��!��" 	
�

 ���!�1 !��3 ��-�� �����
���2 - 	
�
-1 !�	��� �! ���!� �
�

�!6
����2 ���� !��3 ���6�� !� �
��� ��������2� 7���
�� ������
 �9 �� 

������2 �
- �!����
��



���� ������	 
� 	 �� ��

������	 
� 	 �� ���	����� ����������� ��������	�

• ��	 	����� ����� 	�	��!���� �"������ � ������� 
� ����! ��� ! ���#
��� ����������!$

• ��	 	����� ����� 	�	��!���� �"������ � ������� �� ����! ��� ! ���#
��� ��$

• �������� �������� �%&�	���! ����� d ≥ 1 �� ������� 
� ����! ��� !

������ 
� '����� �����	�� ��()* ���� 	��� � ����! ��! ������� �"���#

�	" �����! ���� ������	 ���+� �� �����	�� ,-'q) 1 ≤ q < ∞* ��� "�%���
������" ������������	 �	� ���� �����	��! '���� 	��� ������" ������#

�������	 ���� �����	��!)$

• �������� �������� �%&�	���! ����� d ≥ 1 �� �	�������������� �������

I(d) '�	������������ � �����	� d) ����! ��� ! ������ ����������!�

.������ 	����!/"���	 ������%� ������!�+ �������� ���0�� ��	����!

� "���!/"���� �������� ,	���! 	��! 	  ��	 ! �����	���	�1 �� �!���	� ��

"�%��� "���! ����&! 0����! ������� 
� ��! ��2 .��	&�� ���������	��! �����#

�	� �����! ���!"���* "�%�! ��"����� � ������ �����!  �&�	����	 	����!/"���	

������� � ����	�� ���� 	��� ���0�� � "���!/"���� ���� ��������

�������� 	
� ���������	�	 
���		 ��	�������	 {εt}0≤t≤100 ����� ���
	�

������� 
�������� �������� � ��
�	�
�� ����	���� ���	� �
��� � �	����

���	�� � ��� ! �"� # ��"! ��$% �"�"& �"�"' "��% ��� ��(! ���$# ���"% ��((

���(% "�"% ���"& ��"" "�� ���� ����' ���%! ��$' �"�!& ��#" "� $ ��� ' ��%(

"�$( �"�(' �"�&& ��(# ���!' �� ' ��%" ��#" "�$' ��  "�"' �"��( ����' ���"(

�"� " ���$( �"��( "�&" ���%" ��(! ��$" ���'$ �"�"# ����( �"��" �� " ��(" "� '

��$' ���%& ��!% �"��" ����( ����$ ���� ���!$ "��' �"�%# ��&$ ��% ��#! ��('

���& �� # ��( ���$( ���!# ���$' �"�&# ���$! ��"$ ��!" "�&& ���!( �� $ ��#'

��'& ���'' ��$" ��$! �"��# ���#& �� % ���"! ��!' ���% ��� ! ���( ��$& ���'&

��#% ��( ���%$ ���$ ) ��*�	 ���� +�
����	����	 �	 �������  �&	� �	����,

������	 �������*� ����� {εt}0≤t≤100 ������ 0) �	����	�� V ar (εt) = 0.6609�

-	��.+��� ��
�	�
��� ��	�������. ���
���	 �������� {ζt}0≤t≤100 ���
 ���/�



��� �� ���	
�� ������������
 �������� ���������

a = 0� ������� 	
��� �� ζ0 = ε0 = 0� ����� ���� ������������ �� �������


���� ������ ������� ���� ������� 	�� ������� 
��� ���������� �����

������������  ���������� � ���������� ����� ������������! �������� ���"

����� ���#� {ζt}0≤t≤100 ��$��� ���������% � �������

ζt = −1.4463 + 0.0524t+ εζt ,

#��� V ar
(
εζt

)
= 1.7607. &�������� � ���������! �����$�' ������� $�

������ �(������ ������#� ���� �� �����# ������� �����#������ � ������� 1

	{ζt}t∈N0
∼ I (1)��

&���)���� ���������� ����������) ������� �����#������#� {vt}0≤t≤100 �������
	
�*� �� v0 = ε0 = 0� ����� ���� ������������ �� ������� 
���� � ���

�������� ������ ������� ���� ������������ 	�� ������� 
��� �����"

����� ������ ������������  ���������� � ���������� ����� ������������!

�������� �������� ���#� {vt}0≤t≤100 ��$��� ���������% � �������

vt = 0.023t2 − 0.9622t− 13.616 + εvt , ������

#��� V ar (εvt ) = 50.019� ���������� ���� ��������������� �����������

���# ����� {εvt }0≤t≤100� ����� ���������� ������� 
��� � �����$���� ����"

���� ��������� ������� ������#� �� ������ 	
�++� ������ 50.019 ���� ����

����� ��������� ��������� {vt}0≤t≤100� ���������� ���� ���������������
� �����#� {vt}0≤t≤100 ����������� ���# �������'� ����� ����$� �����,����%
�� ������ ����� -./-� &�������� � ���������! �����$�' ������� $�

�����# {vt}t∈N0
���� �����#������ � ������� 2 	{vt}t∈N0

∼ I (2)�� 0�����

������1��� ��������� ���� �����,����� ����(��� ��(������ �������! εζt � ε
v
t

�����(� ������)�� ��� ��� �����(����% ������������ �����,����� �����#��

2 ��#��� ������ ��$������� �������� �����#� {vt}0≤t≤100 �����������
���# {ζt}1≤t≤100 ������������ �� ������� 
��� � ������� �(������ ������#��
����� ���� �� � ����� ���� ����!��������� 3������� ������� ��� ��������

��$������ ����������� �����# {εt}2≤t≤100 ������������ �� ������� 
��
� ������� ���(�#� ����� 	���� ����!�������� � ��� �������� �����( �����"

���������� 2���� �������� �����#� {vt}0≤t≤100 ��$��� ���������% ���"



���� ������	 
� 	 �� ��

������� ���� ��������	
�	 ����� ������������
����� ��	� ����� ���
�	���
��

���� � ������ {xt}0≤t≤100 .

������

�2vt = εt

��� 	 
����� ��	��	�����

vt = v0 + εt + 2εt−1 + ...+ tε1, ������

����� 	�������� �������� ��	�������� ��� ��	�� V ar (εt) = 0.6609� ����

���� �� 	���� ���� ! 	��������� 	�������� �������	 ������� {vt}0≤t≤100"
#��� ��� ��	�� V ar (vt) = 0.6609 t(t+1)(2t+1)

6 �

�������� �����	� ��!���� � ��"# $�%�&	 ������ "�� ������ ��&�'� �'�(

��) %� �������* �� ��!��� �&��� 
� "�� �� ��&�'� ������ {vt}0≤t≤100*
������	 
� $��+ ����,�� ����% %����-� ��!���� ��"�&��+ �&�$���� %�.)
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���� 
������� �	� �����������	��� �	�		 ������� � ��
���� � �
������

!" ����� ���	� ���# �$��� ��
�%����� ����� ��% ��� �	�	� ������ ��������

�	� �� �	��� �� �$���
� �����$��#�

� ����� �&'�� �%	��$��� �����	� %�$� ��
�����( �� ����	��� 
 �
�'

���� ���
	���)� �	������� � $�����( � �������	� ��%	���)� )���� �*+�

��	����� 
������	� � $���	 � ��������� ,%��	� �� ���%�	 ����	� ��
�


-�.�/�0�1� 	 -�+� 2�� 	��� )����� �*3+� 4����
 ��� 5�67 ���# 
����

�
����	 
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�� ! �����"� �������"�# ���� ���� �������	������ $� ����������� ����%�����

������� �����"� ������ ����������� ��%��������"�&� '��� (������) ������

��������� ��) ������%�����# *� �����" ������� ���� �������������� $���(����

��� �������+� �����"� {εt}t∈N0
��*��� �����! �� ������ ��%��� ,-�%�����

������"� $����� �+������ $���&&� '��� (������) ������������ ��������� ��)#

*� �����" ������� {εt}t∈N0
���� ����������� ���� �������� �����"� �� �����

 ���� �� ������ ��%��� ./$1&�

���� �������	������ $����� ��� 0
12# 0312& ���������%���� � ����+,

����)������� ���( %��� ,)%��� �����" ������� {εt}t∈N0
�������

εt = θεt−1 + εt, $��
�&

"%��� {εt}t∈N0
���� ���"��� �������*���( ��������( �������( � ����-�%���

��������� N
(
0, σ2

)
� � �������� ������� �� α �������� (������) ��,����

H0 : θ = 1 $�����" ������� {εt}t∈N0
���� ��������������# ��������

�����"� �� ���� ���� �� ������ ��%��� ,-�%����� ������"�&

��,�� (������� �������������

H1 : |θ| < 1 $�����" ������� {εt}t∈N0
���� �����������&�

4 �+������ $��
�& �%������� �,��������� εt−1 �����������

�εt = κεt−1 + εt, $��
3&

"%��� κ = θ− 1� 5������� ������ � ������������ %�� ��%��� $��
3& ��*���

����%�����! ����6

H0 : κ = 0 $�����" ������� {εt}t∈N0
���� ��������������#

���� {εt}t∈N0
∼ I(d), d ≥ 1&

H1 : κ ∈ (−2, 0) $�����" ������� {εt}t∈N0
���-��� ������� ����

�������� ��# ��)� �������� �����"� �� �����"������ � ������� ����# ����

{εt}t∈N0
∼ I (0)&�
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κ̂ =

N∑
t=2

�εtεt−1

N∑
t=2

ε2t−1

���
 �������	� ����������� ���� ����������

S (κ) =
σ̂√

N∑
t=2

ε2t−1

,
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	� ��������� �������	� ������������� 	��� 
�!��
�" 
���#��
���

{εt}1≤t≤N � ������ $���%& ���� �����

σ̂ =

√√√√ 1

N − 2

N∑
t=2

(�εt − κ̂εt−1)2.

'��������� �������

DF =
κ̂

S (κ)
$���(&

�� ��
�)�� �	����*������� + ��!�	 ��� ����� �	����*������ ��
�������

������� �����
�� DF ∗� ,�-��	 DF ∗ ≤ DF, �� ��  �
	��	� 	�������	 α �	�

��  ������ �� ���
���	� �	 ���
� ��!�
�� H0, 
���� �������� �
�����

{εt}t∈N0
�� 
	���������� � ��� �	� ��-�
�� !��. ������ ������ ,�-��	

DF < DF ∗, �� ��  �
	��	� 	�������	 α ���
���� �	 ���
# ��!�
� H0 ��

���
��� �	 ���
� ������������� H1 ���
  �
��������/ -� �������� �
�����

�� 
	���������� � ��� �	� 
���/ {εt}t∈N0
∼ I (0)� ,�-��	 ���	���
	��/ -�

�
���� 
����� {εt}t∈N0
���� �	�����������/ �� ����-� 
!���� ������������

�
������
{�kεt

}
t∈N0

��� k ≥ 1�

0  ���!�� � ���! ��  �
� �����
��� ����� ��� ����# ����� �����	1

• 
 ���2��

�εt = α0 + κεt−1 + εt,

• 
 ���2�� 	 ������� ������	�	���
���

�εt = α0 + α1t+ κεt−1 + εt.
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������ $�������� κ ���� �%�&��� �� ��� %��%��� ��'� $�������� ��� �#

����� ��������()� � ����%�  �(� ��(����& ���%���*�� +����!�� ������� �

%�� ���������� ������#	������ $�%� � �) � ������ $� �,�(�

��������	
 ������ ������	�� α

N 0.01 0.025 0.05 0.1

��� ������ ��� ������ �������

25 ����� ����� ����� �����

50 ����� ����� ����� �����

100 ����� ����� ����� �����

250 ���� ����! ����� �����

500 ���� ����! ����� �����

∞ ���� ����! ����� �����

��� ������ � ���"��
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∞ �!��! �!��� ��� � ����#

��� ������ � ���"�� � �������
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100 ����� �!�#! �!��� �!���

250 �!��� �!��� �!��! �!��!

500 �!�� �!�� �!��� �!��!

∞ �!��� �!��� �!��� �!���
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��� �� �������� ���������� α = 0.01 ����� �

!"	��� #������$ � ����	��������� �����%" �������%� {εt}t∈N0
�

&� �������� ���������� α = 0.01 �������� #������$ ��'���(

H0 : κ = 0 )�����% ������� {εt}t≥1 	��� �������	������*
���� #������$ �����������(

H1 : κ ∈ (−2, 0) )�����% ������� {εt}t≥1 	��� ����	������*�
+"�� �������,� �����%" �������%� {εt}1≤t≤50 	��� �,��� ����� -���������

.���� ���� .�� ��.��" )����*� /�����0 ���������� ��������" κ .�� ��.��"

)����* ������ κ̂ = −0.69126� ��������� �.�#������ ����.��.��� ��%� �����

������ S (κ) = 0.133604. +�������!� ������� 	��� �,���

DF =
−0.69126

0.133604
= −5.17394,

��������� ������0 !�������� DF ∗ = −2.62� &� �������� ����������

α = 0.01 �.��"���� #������$ ��'���( �� !�����0 #������� ������������	�

/�'�� ����1���%� ����	�"	���� 1� �����% ������� {εt}t∈N0
���2��� ���"��!

����	��������� )�������� �( �����%������ � ������" ����� {εt}t∈N0
∼ I (0)*�
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 ��� ��������� ��������� ������ ������� {εt}t∈N0
�������

�εt = κεt−1 +
k∑

i=1

κi�εt−i + εt, ������

����� {εt}t∈N0
���� �� ���� !����"��!��# ����!!��# "������# � ����$�����

!����"!�� N
(
0, σ2

)
� 	"� ���"������ ������� {εt}1≤t≤N ��%������ �� � ��&

���������� k ∈ N ��%� ���"���!���' ����"���( ����(��� �"���!���� �� ��

��%����) ���!(���!��# {εt}k+1≤t≤N �  ��� ��"� �������������� %���!��

�����!�*�� ���+$���!!��� ����"���� ����(��� �"���!���� �� �� {εt}k+1≤t≤N �

	�������� ���� ��%���� k ∈ N ������ ��( ���$���' ���������� �!,�������&

!��� ������ �������$ -�� .� � ������������ k ����!��! ���$!��' !���+�!�*'

������ /��0�

k <

[
4

(
N

100

)0.25
]
,

����� [·] ��!���� ��(*' ��$����� �

1� �������� �����!�*�� α �������� #������( ��%��� 

H0 : κ = 0 ������� ������� {εt}t∈N0
���� !��������!��!�2 �����

{εt}t∈N0
∼ I(d), d ≥ 1�

���� #������( �"���!����! 

H1 : κ ∈ (−2, 0) ������� ������� {εt}t∈N0
���� ������!��!�2

{εt}t∈N0
∼ I(0)��

3�������� � � ������ !���!�������# �������+� �"� ���"������ �������

{εt}1≤t≤N ���!������ �����*' ���������� κ ���� ���#�"�!�� ���!�������

���� ����������� 4��������� ������� �"� ����� �	
 ���� ���� ���� ���

� ��������� ����� 	
� 4��������� ������� ����5� �� ����$�� 	�����&
�""����

6 ��%"�� �"� ����� 	�����&
�""��� ����������� �����*' �������! DF ∗� 7���"�

DF ∗ ≤ DF, �� !� �������� �����!�*�� α !�� �� ������� �� �������!�� #���&

���� ��%�����H0, ����� �"���!�� ������� {εt}t∈N0
� ��!�������!� � ����!��

������� % �8 �+�!�� ����! ���!� εt ∼ I(d), d ≥ 1�� 7���"� DF < DF ∗, ��

!� �������� �����!�*�� α ��������� #������( ��%��� H0 !� �����*' #���&

���� �"���!����!�� H12 ����� �����������2 �� �"���!�� ������� ���������

{εt}t∈N0
���$!��� ����!�� ������!��!�*�� �� ��!�������!� � ����!�� ����

{εt}t∈N0
∼ I(0)��  ��������� ���������!��2 �� ������ ������� {εt}t∈N0
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εt = βt+ rt + εt, )���0*
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� {εt}t∈N0
��� �
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�" �
���	������ �"
������ 	������� � ��� 1���
�

���"�	��" N
(
0, σ2

ε

)
� �� 1���"�� �� ������ {rt}t∈N0

��$�����!�� �1%����
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	�����

rt = rt−1 + ut )���2*

���� ��� �
����������	�% ��3��
% � "���	! )���0*� ���"
�� {ut}t∈N0
���

�
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�" �
���	������ �"
������ 	������� � ��� 1���
� ���"�	��"N
(
0, σ2

u

)
�

4���	
 ���
����� � 1���
 � 	������� ut ��� ����� ���� (σu = 0)� � ����#

��
 $�����! {rt}t∈N0
�% ��1� )rt = r = const �	�  ������ t ∈ N0*� ���"

�
����������	�� � 1���
 � "���	! )���0* ��$�����!�� ��1% r� 4���	
 �	�#

"��� ������! {εt}t∈N0
�% � ���	��� �� � �!"� ��1�� r 	!� ��1�� 
 ����!

����"
�
�������� r+ βt ���� 	������� � 1���
 � εt )$�"
3�"�� �� ������

{εt}t∈N0
��� ����������*� � ������! {εt}t∈N0

���  	��� 5( ���� �	�"���

��� ������! �% �
��������� � ��$�
! ���� ){εt}t∈N0
∼ I (0)*� 4���	
 ��#

�"
�� σ2
u > 0� � ������
� )���2* � ���	� $����� �1%����
� 	�������� ��#

�" ������ {rt}t∈N0
��� �
������������ / �" $���$�� ! ������ {εt}t∈N0
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 )���0* ��� �!"% ����! ����"
�
��������� $�����! �
���������#

���� {rt}t∈N0

 ������! ������������ {εt}t∈N0

� ���" ������ {εt}t∈N0
���

�
����������� )�� � �!"� ��$��
���
�� �	�"���� �������� ������������


 �
�������������*� 5�� &'(( $���$�������"� � �$���� ���3$!�%���



���� ���� �	

 ��

�� �������� ���������� α �������� �������� �������

H0 : σ2
u = 0 ������ ������� {εt}t∈N0

!��� ����!������"

���� {εt}t∈N0
∼ I(0) #

����� �������� �$����������!

H1 : σ2
u > 0 ������ ������� {εt}t∈N0

!��� �������!������"

���� {εt}t∈N0
∼ I(d), d ≥ 1#�

%������� ������ � �$���������� ��!� &'(�) �)������ ��* � ������ +��'��,�-

.&$$���� +$� ���$����!� ����� & {εt}1≤t≤N �� ������ /�� ����&!��� ����0

����� ���&'�&��$�� ��)�$& �� ����)�� $&� ���#

εt = βt+ r + εt

���� ���������� ��� ����� {εt}1≤t≤N � 1���$��� ���) ��23������ k �$� 

��&�������#" )$� '�2�� � ���(����� !��� ����2����4 ������ 5�6#

k <

[
12

(
N

100

)0.25
]
,

 )��� [·] ������� ����4 ��('������ 7�$������ �&�� �����

St =
t∑

i=1

εi

)$� t = 1, 2, ..., N ���� �������� � �)�� � ���������� �������!� )(& ��'��0

����! ����� � �� ��� 8���$����

S2 (k) =
1

N

(
N∑
t=1

ε2t + 2
k∑

s=1

w (s, k)
N∑

t=s+1

εtεt−s

)
,

 )��� �� � 8���$���� �'���$��� ������

w (s, k) = 1− s

k + 1
.


�������'� ������� !��� )��� ������

η =

N∑
t=1

S2
t

N2S2 (k)
.

9 ���$�� �)����&!��� ������4 '�������� ������ ��� 5�6#



��� �� ���	
�� ������������
 �������� ���������

α 0.1 0.05 0.025 0.01

η∗ 0.119 0.146 0.176 0.216

����	
 η < η∗, � �� ���
��
� 
������
 α �
� �� ������ �� ��������
�

�
����� �������� H0, ���� �	����� ������� ��������� {εt}t∈N0
� �
�!

�������� � ����
� ���� {εt}t∈N0
∼ I (0)� ����	
 η ≥ η∗, � �� ���
��
�


������
 α ��������� �
����" ������ H0 �� #�����$ �
����� �	����!

����� H1 ���� �����������% �� ������ ������� {εt}t∈N0
��� �
�����������

&�	����� ������� {εt}t∈N0
� �
��������� � ����
� ������� � �' ���!

��� �����(� ) �������#� ��������
� H0 �� #�����$ �
����� �	������!

��� H1 ��	��� �����$ �����������$ ����
� ���
"��� �	������
 ��������{�kεt
}
t≥k �	� k ≥ 1(�

*� ����+#���
 ������������
 ������� ��������� ����� �����$ ���!

�
�� 
����� ����% ��� �� ,�
		
���!,������ &���� -��.(% �*/!012 & ��

3		
��!4���������!2��#�% ���� -��.(� ) �
�#����� �������#��� ����!

� � ��� �*/ 
 5,22 ���������� ��������� ���
#
% ���� ��	��� ����!

����$ 6 ���� �� �*/!5,22 &���� -�7.(� ,����	 � ���� ����� ���	�'$

� ����� -88.�



�������� �

��������	
��
� ������ ����	��

��� ����� 	
��	(p, r, q)

� ��������	 
���� ������ 
��	��������	 ��	�	�� ����������	� ����

��	�	�� ������	� ����	 � ����	� ������	 ���� 
	��� ���	��������� ����

������ ��������� ����� ������� 
�� ������� 
��	�������� �������

τ ∈ Z !�	��	� ��	������ ��	�	���� �� 
����� ������ ���	���	� 
���

�	� 	���������	� "������	� �	�������	 ��
 ��	 �� ����	� ��������� !���

������	� ��	������������� ����� 
�	����	�� ���	��� #������� ���	������

	�	�	���� ��	�	�� ������	�� ��	 �	�� �����$� ��� ��	�	�� ��	 ���� �������	�

��	���	� ������� ����	� ������� � ��	�	���� ���� %& 
� �	�����������

������ ��	�����	� �������� �	��� ��������	 �������� ��������������� ���� ���

��
��	 ��'	� ���	����� 
���	���� ()� *(� ()*( !�	��	� ��	 �����	


� ����	�	��� ������ �	�	����������	� �������	� ��	�	� ������� ����

�
	���� �����	� �������������� 

�������� 	
� ������ ����	
� {εt}t∈Z ����
�� ��������	����� ����	�

�	���� ��		��������������� ������ 
���������� � ������� ����	
��	 ����	�	
�

�����	
� 	�������� ������ �����	����� ����	 �
 ������� ��������

� ���	������	 
��	������ ��	������������� �	�������� �	�� ���	�����

���� ��	������������� + ����� ������ ���	�� '	 ��'� ��	�	� %& �	��

��	���������� �	��������	 � ��������	 , 
��	��������� �
���- ��	���

./0



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

����� �����	����� 	���������� ���������� �����	��� 	������� � 	������

�� �
��� �� � 	����� 	
��������� � ��������� � !�������" #� ���	
�$

������� 	������ ���	��� %� !� ��	
�	������ �!���
��� �&#�������� ��'��

r ≥ 1 �#�� 	!�������( �� 	�����&� 	
����������" �
&�� ��	
'!���  �#� �

����
������(  ����� � )*+),p, q-" ����� p, q ∈ N0�

����� �����	
�� 	���� �����

�!�����. � ����/'��� ����#����� ����� (Ω,F , P ) /'���� !���	
���$

��� !��/�/���	
�����" ��
� ��	
 {εt}t∈Z 0 ������ �������#���� � �������

��	����� � ���������� ��� ���� N
(
0, σ2

)
� +� � �
���

Eεt = 0 ��� t ∈ Z ,���-

����

Eεtεs =

{
σ2,

0,

��� τ = s.

��� τ = s.
,��1-

�������� 	
� ������ {εt}t∈Z ���� ������	�
 �����p, r, q�� p, r, q ∈ N0�

����� 	 ����� ����� ��� ������ {�rεt}t∈Z ���� ������	�
 �����p, q��

+���� ��
������	� � 	��������� ����� � 2������ )*3+),p, r, q-"

p, r, q ∈ N0 ,)�
�*����	�4� 3�
����
�� +�4��� )4�����- 	��#� �� �!�	� ���$

	
���������� 	�����&� ���	����� {εt}t∈Z" �
&�� � !������ !�����������
���	����� 	!������ ������� 	
��������2�� ��/ !� ����� �������� �����	�$

�� 	������� �������� 	�' �� 	������ 	
�������� ,!�
�� �!� 5�6" 5786-� 9�

��	
�	������ �!���
��� �&#�������� ��'�� r ≥ 1 ,!�
�� ,1�7:-0,1�7�-- 	��$

��� {�rεt}t∈Z 	!����� ������� 	
��������2�� ���� �	
 !�	
��� )*+),p, q-"
p, q ∈ N0� �� /��������  ���� )*3+),p, r, q-  �#�� !����	
���( !��� !�$

 ��� �����

�r)*3+),p, r, q- = )*+),p, q-"

����� " p, r, q ∈ N0� +���� )*3+),p, r, q- ��	
�� ��!��!������� !���� ;�<�

� =�����	� ,!�
�� 5�6- ���� � ��
���
���� !���� ��
� �	
 ��������  ����� 

;�<�0=�����	��



���� ����� 	
��	(p, r, q) ���

���� ���� ������ ������ ������� {εt}t∈Z� �������� � ������ �!"��#

���� �r$ r ≥ 1 �����%���%� ������ {�rεt}t∈Z . &�"��� ���%���� �������

{�rεt}t∈Z ��  ������ 	
�	'p, q($ p, q ∈ N0 '� �)����� �����*� ���������#

��+�� � ����������+��($ �� %�"�%�  ���������, �� ��  �%��� �!������

�r εt = α1 �r εt−1 + ...+ αp �r εt−p + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q$ '��-(

����� {εt}t∈Z ���� ������% �������"���� �%������� �������� � ���*)�����

���%����% N
(
0, σ2

)
� . ����������� /�- �����%���%�

�rεt =

r∑
j=0

(
r

j

)
(−1)j εt−j ��� t ∈ Z�

0 ������ �!"������ � ���� �����% '/�12( %�"�%� ' ���� �����

'3��3(#'3��4((  ���������, �  ������

� = 1− F− �

5��%���� ������� 	
��	'p, r, q($ p, r, q ∈ N0  ������ '��-( %�"�%�  ����#

�����, ��  �%��� �!������

Ap (F−, α) (1− F−)r εt = Bq (F−, θ) εt $ '��1(

����� � ������� �� ���������� �� ������������ Ap (F−, α) � �����%� +������

Bq (F−, θ) ���� �� �����%�

Ap (F−, α) = 1− α1F− − α2F
2
− − ...− αpF

p
−, '��3(

Bq (F−, θ) = 1− θ1F− − θ2F
2
− − ...− θqF

q
−. '��4(

0 ������ �������� S �� � ������� �!"�������� � ��6�����%� �����%

S = (1− F−)−1 = 1 + F− + F 2
− + F 3

− + ...

���� ������%� �� � �������% ��)*������ '��*)������ � �������% ��%���#

���(� 7�6�����%� � ������ ��)*������ ����� r ∈ N �����%

Sr+1 = S (Sr) ���� S0 = 1�



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

�
�	��� �����
�� ���������� �� 	������ �������� �����
������ {εt}t∈Z
�
��� �� �

Sεt =

t∑
k=−∞

εk

����

Srεt =
t∑

k1=−∞

k1∑
k2=−∞

...

kr−1∑
kr=−∞

εkr �

!"� 	������ {εt}t∈Z  � �

(1− F−)Sεt = S (1− F−) εt = εt# t ∈ Z�

$���%	�� ������� �	
 	�������� �&����% �"� 	�����&� {εt}t∈N0
� ' 
� 

��������� ��	
����� �����( εt = 0 �"� t ≤ 0�

'�&� )��*+  �%� � �����	
���( � ��	
��� �&�����%��

Ap (F−, α) εt = Bq (F−, θ)Srεt. )���+

,&������ )���+ ���	�� ���������� 	������ ��
������	� )����� p+ � 	�����-

���� )����� r+ ����� � .������ )����� q+# �
&�� 	� ��"������  �%� �

����	�( � ��	
���

/,01/)p, r, q+ = /,)p++ 0)r++1/)q+�

,&������

Ap (z, α) = 0 )���+

�	
 �&������ ������
���	
����� ��
������	� ����� p ∈ N0 �"� 	������

{�rεt}t∈Z� 2�%�"� χ1, ..., χp 	� �������	
�� � 
��� �&������ ���� 	�������

������� 	
��������.�� ) |χi| > 1 �"� i = 1, ..., p+# 
� �����
�� ��
������	�

Ap (z, α) ����."� � ����� 

Ap (z, α) =

(
1− z

χ1

)
...

(
1− z

χp

)
. )���+

$������� �&������

Bq (z, θ) = 0 )���3+



���� ����� 	
��	(p, r, q) ���

��� ��������� ������������������ ������� ������� ����� q ∈ N0� �� ���

κ1, ...,κp �! "������������ ��#� �������� ���� �"�$���! ������� ��������%

����� &|κi| > 1 ��� i = 1, ..., q'( �� �"������ ������� ������� Bq (z, θ)

�� ��� "���������) � "������

Bq (z, θ) =

(
1− z

κ1

)
...

(
1− z

κq

)
. &����'

*��������!� &���'+&����' �� �������� &��,'( ����������(
1− 1

χ1
F−
)
...

(
1− 1

χp
F−
)
(1− F−)r εt =

(
1− 1

κ1
F−
)
...

(
1− 1

κq
F−
)
εt (

&���-'

��������� "��������!� &���'+&����' �� &���'( ����������(
1− 1

χ1
F−
)
...

(
1− 1

χp
F−
)
εt =

(
1− 1

κ1
F−
)
...

(
1− 1

κq
F−
)
Srεt �

&���.'


������� &���-' � &���.' �! ������� �� �� ������ &��.'( ����� �"���� ��%

�������� �����#�� 	
��	&p, r, q'( #���� p, r, q ∈ N0�

����� ����	
������ ������ �����

/���� �������� �����#� �������#� {εt}t∈Z 0��! ��������� �� "����!

�������� &��,'� *��� � "��� ���(  � �������� �����#� 	
��	&p, r, q'(

p, r, q ∈ N0 �� �� "���������)1

• � "������ �� ������ &"�"���� "�"������� �������� �����#� {εt}t∈Z ����

0�� !�! � "�"������� �������� ��0����2 {εt}t∈Z'3

• � "������ ���$������ &����� "�"���� 0�� !�! � "�"������� ��������

��0����2 {εt}t∈Z'3

• � "������ ��������� &����� "�"���� "�"������� �������� "������

{εt}t∈Z ���� 0�� !�! ������) ��0������� εt'�

	0� "���������) �������� �����#� 	
��	&p, r, q' � "������ �� ��%

����( ���� � ������) �����4������ 	
��	&p, r, q' �� 	
�	&p + r, q'�

5�� "������ ���$������ ���� � ������) �����4������ 	
��	&p, r, q' ��



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

���∞�� �
	��
�	 ��
 ��	
�� �������� �
���� ���
� 	�
�� ��
!

��� �"#���p, r, q� � �"�∞�� $
��� �� ���%�� ������	
��
��
 ������&

�"���p, r, q� �
 ���� �
�� � �
��	�� ' ���	�&���� ����� ���	 &���
�


������ ��	
� �������
( �����
� � 	�� �����
��& �
�� ���������


� ��
�����) ����%) �
�
��	��� ���*
����� p+ r+ q+1 �
�
��	����� +!

����� ������	
���� ��	
�) ���%� �������	
*�
��
 ������& �"#���p, r, q�

� ����� �"���p+ r, q�( ���∞� �
� �"�∞��

���������	
���� ����� ������p, r, q� �� �����
� �����
����

�����p+ r, q�

, ����
��& ���-� �������� ���
	� 
&	�������� Ap (F−, α) � ��!

�
	��� ��������� (1− F−)r� .�� �
��� 	����&���� ���
	� 
&	��!

������ Ap+r (F−, α̃) �
�� �����

Ap+r (F−, α̃) = Ap (F−, α) (1− F−)r ,

����� p, r ∈ N0� /
	�� ����
��� ���-� ����� ������	
��� � ��	
��

Ap+r (F−, α̃) εt = Bq (F−, θ) εt � ���0-�

����� �
�
��	�� α̃1, ..., α̃p+r ���
	�
 
&	�������� ��1�& p + r � ����&

���0-� ����
��
�� ����)�&�)� ����
���(
1− α1F− − α2F

2
− − ...− αpF

p
−
)
(1− F−)r = 1− α̃1F− − ...− α̃p+rF

p+r
− .

/
	�� ��
 t ∈ Z ������	� ������& �"#��(p, r, q) ��	
�� ���2� �����

������	
��� �
 ���) ����
��


εt = α̃1εt−1 + ...+ α̃p+rεt−p−r + εt − θ1εt−1 − ...− θqεt−q ( ���03�

����� {εt}t∈Z ���	 ��)���� ����
������4 ��������4 �����4  ���*
����

N
(
0, σ2

)
� .�� ���%�� ���� �"#��(p, r, q) ��	
* ����
���� �

��	
�� ���������( ��*
����� � ����& �"��(p+ r, q) .

�����	�� ��� �������� �	�
��� ����1, 1, 1� �
	��������� � ������� 
���

��������



���� ����� 	
��	(p, r, q) ��

�������� �	�
��� 	������� {εt}t∈Z ������ �����(1, 1, 1) �� ��
������ 	�

����� �	�
�

� εt = α� εt−1 + εt − θεt−1, ������

��	�� � ���� ���
���
�� 
�������� ����
	 �	�
 �� !"##$ ��������� {εt}t∈Z
���� ������ ���	������% 	������% ������% � 
�	�&��	�� N

(
0, σ2

)
 '����(

��� � = 1 − F−$ �� �������� �	�
��� {εt}t∈Z ������ �
	�������)

� ������

A1 (F−, α) (1− F−) εt = B1 (F−, θ) εt,

��	�� ���
���
� ����
��
���� � 
�%���� �
������ ���� �� �	�
���

A1 (F−, α) = 1− αF−,

B1 (F−, θ) = 1− θF− 

*�
	������ 	 
�%���� ���
���
�� �
	�����+�� 
������� �, -.# 	���������

� ������ (
1− (1 + α)F− + αF 2

−
)
εt = (1− θF−) εt  ������

/�����	��� ������1, 1, 1# ��
����	��� �� �����2, 1#$ ��	�� ��������

�	�
��� {εt}t∈Z �� ���� �	�
��

εt = (1 + α) εt−1 − αεt−2 + εt − θεt−1$

��������� {εt}t∈Z ���� ������ ���	������% 	������% ������% � 
�	�&��	��

N
(
0, σ2

)
 

���������	
���� ����p, r, q� �� �����
� �
�	������
� ��������

��∞�

��� ������ ������������ � ����������� ��� ���� !������� 	
��	�p, r, q�

�������" �#����� �#������� {εt}t∈Z $������ ���%� ��&��" $�#�������' ����

���(�����) ������* #�(��#�+ #���)��#�"� {εk}k≤t �� � ����� �(����� ���#

$�$�#����� �

εt = εt + η1εt−1 + ...+ ηkεt−k + ... ��� t ∈ Z� ����,�



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

�����	
��� � �
������ ���
	��� �����������
 ������� ����
��� �����

������	
��� � ��	
��

εt = B∞ (F−, η) εt.  ��!"#

$ ������� �	��� ���% &'()& p, r, q# ����� ������	�
� �

&')& p + r, q#* ����� �%����	� ������� {εt}t∈Z ���+��
�� ����
���  ��!,#�

-��	
��
���  ��!"# �  ��!,# 	��������� ����
���

Ap+r (F−, α̃)B∞ (F−, η) εt = Bq (F−, θ) εt  ����#

�%
 t ∈ Z� ./�� �������� ����+�������� η1, η2, ... �� �����  ��!0#

������ ���+��
� ����
���

Ap+r (F−, α̃)A∞ (F−, η) = Bq (F−, θ) *

�	��� �
�������� � ��	
��(
1− α̃1F− − ...− α̃p+rF

p+r
−
)
(1 + η1F− + ...) =

(
1− θ1F− − ...− θqF

q
−
)
.

-�������� ��������� ����+�������� ���� ���
	�
�� F k−* k ≥ 0 	�1

����� �����2���� ��+
� ����
2⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
k∑

j=1
α̃jηn−j − ηk = θk, �%
 1 ≤ k ≤ q,

k∑
j=1

α̃jηn−j − ηk = 0, �%
 k > q,

 ���!#

����� η0 = 1 �
� α̃j = 0 �%
 j > p + r� '��������� ��+
� ����
2  ���!#

	��������� �
�	3�� �
�
��	��� η1, η2, ... �%
 ����
��
  ��!0#� 4����� ��
1

��� {εt}t∈Z ������� ���+��
� �
����� ���
�
%�3��* �
	�� ����+����1

���� η1, η2, ... ����� 	����� ������ �/�����  �
	�� ��� 5!6* 576#�

�������� 	
� ����� �����	1, 1, 1
 ����������� � ������� �������� �����

���� ��	∞
�

��� ������ ��(∞) �������� ������ {εt}t∈Z �� � ������� � ������ ���

�!� 	"�#$
 ��% 	"�#&
� ' ������� ������ �������� ������ �������� {εt}t∈Z
������� �����(1, 1, 1) �� � ������� � ������ ���� 	"�#(
 ��% � �������

�!)������� 	"�#"
� *����������� 	"�#&
 �� ���� 	"�#"
 ����������(
1− (1 + α1)F− + α1F

2
−
) (

1 + η1F− + η2F
2
− + ...

)
εt = (1− θ1F−) εt



���� ����� 	
��	(p, r, q) ��

��� t ∈ Z� ����� {εt}t∈Z 	�
� ������ ������������ ��������� ��
����� � ����

������� N
(
0, σ2

)
� ����� �����
���� ��������� η1, η2, ... ������� 
�������

��������

(
1− (1 + α1)F− + α1F

2
−
) (

1 + η1F− + η2F
2
− + ...

)
= (1− θ1F−)

��� t ∈ Z� ������ 	� �
����������� ���� ����������� F k−� ��� k ≥ 0�

�������� ���
��!�����  ���� �����!⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (1 + α1) + η1 = −θ1,

α1 − (1 + α1) η1 + η2 = 0,

α1η1 − (1 + α1) η2 + η3 = 0,

.....

α1ηk−2 − (1 + α1) ηk−1 + ηk = 0,

.....

"���� �������� 
����� #$%&#'1, 1, 1( ��
���� ')�*+( ������ �����
�����

�� ����� ���� ')�*,( '	��� &#'∞((� ����� η1, η2, ... 
 ���� �������

��� �����	���� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

η1 = (1 + α1)− θ1,

η2 = (1 + α1) η1 − α1,

η3 = (1 + α1) η2 − α1η1,

.....

ηk = (1 + α1) ηk−1 − α1ηk−2,

.....

���������	
���� ����p, r, q� �� �����
� �����
���� ��∞�

��� ������ ������������ � ����������� ��� ���� !�������

	
��	�p, r, q� �������" �#����� �#������� {εt}t∈Z $������ ����� ��%��

$�#�������& � $������ ���'������ �������� $�$�#����� �����!�� ���� �#�����

$��� #�'��#���� � � ���� �'����� t( �#�� �������" �#����� {εt}t∈Z ����!���"

#� $����) �*������

εt = εt + π1εt−1 + ...+ πkεt−k + ... ( ������



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

����� {εt}t∈Z �	
 ������� ������������ ��������� ��	����� � ����������

N
(
0, σ2

)
� �����	
��� � �������� �����
�� � �����	�� � ������ �����!

	
������ � ��	
���

A∞ (F−, π) εt = εt. "���#$

% ������ 	
����& ����� '()*'"p, r, q$ ������ 	������
���+ �� ������

'(*'"p + r, q$& 
��� ������
� 	������ {εt}t∈Z �����	
������ �� ������

����� "��,�$� -��	
�����+ "���#$ �� "��,�$ �
��������

Ap+r (F−, α̃) εt = Bq (F−, θ)A∞ (F−, π) εt

��� t ∈ Z� -�����
�� π1, π2, ... � � ������ "����$ ������� 	������+ �������

Ap+r (F−, α̃) = Bq (F−, θ)A∞ (F−, π) , "����$

�
 �� ����	���� � ��	
���(
1− α̃1F− − ...− α̃p+rF

p+r
−
)
=
(
1− θ1F− − ...− θqF

q
−
)
(1− π1F− − ...) .

-�� ����� ����������� �	� ��������� ���� ��
.���� F k−& k ≥ 0 
�������

���	��/����� ����� � ���/⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
k∑

j=1
θjπn−j − πk = −α̃k, ��� 1 ≤ k ≤ p+ r,

k∑
j=1

θjπn−j − πk = 0, ��� k > q,

"���0$

����� π0 = 1 ���� θj = 0 ��� j > q� (��������� ����� "���0$ �
��������

���
�1�� �	� �������� � π1, π2, .. ��� � ������ "����$�

%������ � ��������� 	
��������1�� ���� π1, π2, ... ��	�� 
�����+ 	��!

��� �2����� "��
�� 3,4& 354$� ( ������ "����$ ������ � ����� �����	
���+

� ��	
���

Ap (F−, α̃) (1− F−)r = Bq (F−, θ)A∞ (F−, π) �

-��	
������ �� �����	���� � ������ �����	
 �����
��� F− ���
�1+ , ��!

�����& �� ���� 	
���� ����	� �& ��
�� ��2�� �������1�� ������
� �

θ1, θ2, ...θq ������� ��������+ � ���1+ A∞ (1, π) = 0� 6�2�� �����	����

1− π1 − π2 − ... = 0 "	��� ��� π1, π2, ... � �������.��� "����$ ����	� ,$�



���� ����� 	
��	(p, r, q) ��

�������� 	
� ����� �����	1, 1, 1
 ����������� � ������� ��	∞
�

�������� ������ {εt}t∈Z ������� �����	1, 1, 1
 �� ��������� � ������

�������� 	�� !
 ��� ��"��� #� ���������$ � ������ ���� 	�� �
 	� ��%

����� ��"������# #��� ����	2, 1

� &�� ������� ���������# �������� ������

{εt}t∈Z �� ��������� #��� ����������#� �'�� ∞ 	��	∞

( ���� ��� t ∈ Z

εt = εt + π1εt−1 + π2εt−2 + ... ( ������

���� {εt}t∈Z #��� ������� ������"���) �������) �������) � ���*����

N
(
0, σ2

)
� +��������#�� 	��,!
 �� 	�� �
 ������#���

(
1− (1 + α1)F− + α1F

2
−
)
εt = (1− θ1F−)

(
1− π1F− − π2F

2
− − ...

)
εt

��� t ∈ Z� -���� ��������� π1, π2, ... ������� ���*���$ �������

(
1− (1 + α1)F− + α1F

2
−
)
= (1− θ1F−)

(
1− π1F− − π2F

2
− − ...

)
.

+������#�� ����*������� ��� ����������) F k−( k ≥ 0 ������#��� ���%

���.���� ��*�� �����.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−θ1 − π1 = − (1 + α1) ,

θ1π1 − π2 = α1,

θ1π2 − π3 = 0,

.....

θ1πk−1 − πk = 0,

.....

����� ��"�� ������$ �� ��*�� �������"��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

π1 = 1 + α1 − θ1,

π2 = θ1π1 − α1,

π3 = θ1π2,

.....

πk = θ1πk−1,

.....



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

���������	�
 ���������	�	 � ����	�	��	� ������ �� ���� ������	

πk =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− α1 − θ1, ��� k = 1,

(θ1 − α1) (1− θ1) , ��� k = 2

θk−21 (θ1 − α1) (1− θ1) , ��� k ≥ 3.

����� ����	
���� ������ �����

����� ���� ������ ��������� 	������ ���	����� {εt}1≤t≤N � ����
���
���� ������  !�" #p, r, q$% p, r, q ∈ N0 &�������� � ��� �
�&����

• '
�& &����	�� &����� �� ����������� 	
�&��� �&���
��� �()��������
r ∈ N0% �
(�� ��)��� ������* �� ��� 	&�	����

+����	�� 	&�	(� &����� �� �������� ������
��� ������� �()��� #&�
��

�������, ��-$ ��� ��.�� {εt}1≤t≤N � !����)��� 	������ &�	
���{�kεt
}
k<t≤N ��� k ≥ 0� /������ 	
�&��� �&���
��� �()��������%

��� �
(���� ���
�0�� ��.��
{�kεt

}
k<t≤N �	����. �����,� &������

�������� ���� ������
��� ������� �()���

σ̂2
k =

N∑
t=k+1

(�kεt
)2

(N − k)Ck
2k

������� 	�� 	
���������*� /
�&��1 �&���
��� �()�������� ��� ������

 !�" #p, r, q$ �	
 �(��� r = k∗� 2�� &�
���������� 	
��������0��

&���&��������� 
�	
� #&�
�� �������, �$3 
�	
 2����� � 4������ #
�	


24$% ���	������� 
�	
 2����� � 4������ #
�	
  24$ ��� 
�	
 5���
����

	����� � +�����&	� � /�����
� � /���� #
�	
 5+//$�

2���� 	&�	(� ����������� 	
�&��� �&���
��� �()�������� r ∈ N0 &��

���� �� �������� 	
��������0�� ��.�(�
{�kεt

}
k<t≤N ��� k ≥ 0% 
���

������ ��� ��.�(� {εt}1≤t≤N % {�εt}2≤t≤N %
{�2εt

}
3≤t≤N %��� &���&���

������� 
�	
� 	
��������0��� 6��� 	
�&��1 �&���
��� �()��������

�������� ������	�. ���
�0* r ∈ N0 ��� �
(���� 	����� {�rεt}k<t≤N
�	
 	
��������% ��
��

r = min
{
k ∈ N0 : {�rεt}k<t≤N ∼ I (0)

}
.



���� ����� 	
��	(p, r, q) ��

������� ����������� ������� r ∈ N0�  ���� �� !�������� "�� �

{�rεt}r<t≤N ��� ����� #$�� %!���� �������& '�() ��� �� !������ ��

�����"���� *�!����� ��+�"��� H0 ��+ ��� ����,� -. ��+ 	-. %!����

�������&� '�/ 0 '�1) *�!����2 ��+�"�� H0 �����"��� �� ������� *�!�0

���� ������������� H1� 3���� �� � ����� �!���"��� �������

• 4��! ��� � !��� � �� ������5��"�� ������ 	
�	%p, q)� p, q ∈ N0 ��

!�������� �������"�� {�rεt}r<t≤N � 	� ����� ������5��"�� 	
�	%p, q)

�����& !������������ � ��������� (�/�

�������� 	
� �� �������	
 ������� ��� ����� � � ��
��

��������������������� ������	�� !�� !	"# {εt}1≤t≤150 ��$�� ����% ��


�&	��!'( �
��
#� ��

#� !�����
#� {εt}t∈N ���� )�*+),

�����
� �,�� ��
�����	� ��
�����	� !
�� ��� ����� � ��
�	
 ����������

- ���������� '��� ����.!	 !	"#� {εt}1≤t≤150, �� ������!/ �,�0 �,�! ���

�,�� ��
�����	��
 �" !	"#	 {�εt}2≤t≤150 
{�2εt

}
3≤t≤150 

{�3εt
}
4≤t≤150

�����	
��	�,

��0
&� ���	$
' ��
�����	� ����.!	 .
��	
 ��� ��������
 ��	�!'


1$�	! ��1
 �����!���� �� ����!" ���1�

m̂r =
1

N − r

N∑
t=r+1

�rεt,

σ̂2
r =

N∑
t=r+1

(�rεt)
2

(N − r)Cr
2r

�&� N = 150 ��� r = 0, 1, 2, 3, 4,

r 0 1 2 3 4

m̂r ��,�22 -�,3�3� -�,��2� -�,���2 -�,����

σ̂2
r 4�43,3 �,��� �,�422 �,��22 �,��2�

5 ����$���� �������� ���	
� 
&
�
��� !	"#1� {�rεt}r+1≤t≤150 �&�

r ≥ 2 ��!�&�'" �����6� ���	��� �
��
#�, +��
�� ���0	&	��!'	 ��������
'

����� �����	
� 
 ������������
�����	������������������������
�������������

�� !������



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

��	���� ���� ���������� 	��
��� {εt}1≤t≤150 �
�� {�rεt}1+r≤t≤150 ���

r = 1, 2, 3.�

�������� ���	�� σ̂2
r �
	��� 2 ����� �� ������� ���	�
������ 	����
 ��������

����
{�2εt

}
3≤t≤150�

�� ��������� ������ �� � ��� �������������
 ���	��� ����	�� ������	�� 

	�!�� ������ {εt}1≤t≤1500 {�εt}2≤t≤150
{�2εt

}
3≤t≤150� ��� ����" ���

� ���	�	�" #$�%$& ���
��"���
 ���� �"���������� k = 1� �� �������� ����� 

	�!�� α = 0.01 ��� ������� r = 0, 1, 2 �����
�
 '������( �������

H0 : ������ ������
 {�rεt}r+1≤t ���� 	��������	��	


����� '������
 �����	��
�	��

H1 : ������ ������
 {�rεt}r+1≤t ���� ������	��	
�

)����!�� ����
��
� ������
�' DF ��� �*� ������ #����� �������+
 $�,  $�-&



���� ����� 	
��	(p, r, q) ��

������ ����	� ��
����

r 0 1 2

�	� ���� �� ������� �������� ��������

�	� ���� ��� ������� ������� �������

�	� ������� ����
� !� 0.01 "�#�� $ %#&�&!�
� ���&�&%� ����"�� ��� #'"
�

DF ∗ = −2.60� (� �����"�� ���� ��!%�& � ��		�#� �	� %����)� r = 0, 1, 2


�	��& ��#��!�$ *������& #���!�� H0 
� %�#�& $ *������ �	��#
��&"
&!* H1

+��
��"�� �	� %����)� r = 0, 1, 2 ���& DF < DF ∗,� -���! ��"&���)�


�	��& �#�&�.$/ �� !�.)� {εt}1≤t≤1500/ {�εt}2≤t≤150/
{�2εt

}
3≤t≤150 . ���

!��
�#
�� (� �����"�� #����#��
�)� ���� ��!%�& � ��		�#� �	� r = 0, 1 
��

�� �����" �� ��#��!�
�� *������ #���!�&!* H0 +�	� r = 0, 1 ��0
��
� ���


��#'"
� $ DF ∗ ≤ DF ,/ 
������� �	� r = 2 
�	��& ��#��!�$ *����1 #���!�.

H0 
� %�#�& $ *������& �	��#
��&"
�� H1 +��
��"�� DF < DF ∗,� 2����


�	��& �#�&�.$/ �� !�.)� {εt}1≤t≤1500/ {�εt}2≤t≤150 . 
����!��
�#
�/ 
����

����
{�2εt

}
3≤t≤150 ��� ��!��
�#
&� -&
�%� ��&%�
� 
� �����"�� ���'"

�� � ��� . #'�
�� 3�� �� �� �
����. ��! 
�� ��� +���#� #������0 ���,�

2���� �� ��	��� ���
�&4%�!�� 
�	��& #��"���$ !�.)
{�2εt

}
3≤t≤150� -�#���

 !� ��&����#'" 5�
%!�� ����%�#�	�!�� "&
��. γ̂0 = 3.4195, γ̂1 = −1.7358/

γ̂2 = 0.1654�

(��1�
�� �#'�����& ���
�&4%�"�$ !�.)
{�2εt

}
3≤t≤150 ����	��� �67�+p, q,,

p, q ∈ N0� (� �#�&%0��/ �	� !�.)�
{�2εt

}
3≤t≤150 "&�
�!�&�& ��#����#&

����	� �67�+1, 1,� 8�#����# ����"�����.!& �� ����#�)#��1 "&
��

α̂ =
γ̂2
γ̂1

= −0.0953

+"�#�
�% ��!��
�#
� !� ��� ��0
��
& |α̂| < 1,� 8������� "&�
�!�&$ !�1 $

����"�����.!. �� #�!*��.  #��
�.� 2� "��#� +����, ��#�&�����& �%0�� #'"�


�9 {
σ2
(
1 + θ2

)
= 3.1197,

−θσ2 = −1.5911.

2 ��"&���)� �%0��� "&
�%�/ �� ��#����# θ ��"�
��
 ��0
��$ #'"
�
��

1 + θ2

θ
= −1.9608 �



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

����������	 
������

θ2 + 2.2602θ + 1 = 0

��
�������� ���
������ θ̂1 = −0.42 � θ̂2 = 2.3808� ����� ���
������ θ̂1

������ �
���� ���
	����	�� � ��� �
������ �
��	� ���
���

������
���	� ������ σ̂2 ≈ 3.7882 �  ������� �� !�"!#1, 1$ ����	���

�
���	� 	��%� ���
��� ������
���	� {εt}4≤t≤150� %����

εt = �2εt − α̂�2εt−1 + θ̂1εt�

&� ���� ��
�����	� 
������ ���
��� ������
���	� ��
������ � �����

'����%�
��()��
����   �������� ��������	� 0.01 �����
����� ��������


���	��

H0 : �������� ���
�%� 
���� {εt}t∈N ��� 
����� N
(
0, σ2

)
����	 �������� ���
�������

H1 : �������� ���
�%� 
���� {εt}t∈N ��� ���� 
������

*
���+ ��������� d147 = 0.1802� ������� �
���+ �
���	��

d147 (0.99) = 0.1329� ,�����- d147 ≥ d147 (0.99)� �� � �������� ��������	�

0.01 ���-� ��
��	�+ �������� 
���	�� � ��
���+ �������� ���
������� �
�

�
���������� -� {εt}4≤t≤150 ��� � 
������ ��
����%��
 ������� ��
������� �����+ ������.�	�� 	��%�

{�2εt
}
3≤t≤150 �������

!�#1$� ,
���
 ���������	� � ���
�%
���� ������ α̂ = γ̂1
γ̂0

= −0.5076

#�
���� ��	���
���	� ���� ��������� |α̂| < 1$� *
��	� ���
��� ��/

����
���	� ������ σ̂2 ≈ 2.5384�  ������� �� !�#1$ ����	��� �
���	�

	��%� ���
��� ������
���	� {εt}4≤t≤150� %����

εt = �2εt − α̂�2εt−1�

0 ����	� ����� '����%�
��()��
��� ��
����� ��
�����+ 
������

	��%� ���
��� ������
���	� {εt}4≤t≤150�   �������� ��������	� 0.01 ���/
��
����� �������� 
���	��

H0 : �������� ���
�%� 
���� {εt}t∈N ��� 
����� N
(
0, σ2

)



���� ������	 
�����
� ������ ���

����� ����	�
� �	����	�����

H1 : �����	� �
����� ���
	 {εt}t∈N ���� ���� ��
�����

� 	�� ��
������ ���	��� �	�	��	��� d147 = 0.1294� ��	�����	 ���	��� ����

	��
�� d147 (0.99) = 0.1329� ������� d147 < d147 (0.99)� 	� �� ��
���

��� ��	�	����� 0.01 ��� �� ����	�� �� ���
������ ����	�
� �����
��� 
��

	�� ��
���������  � {εt}4≤t≤150 �� ��
���� �������� !�	�� �� �����

"#$%"&1, 2, 0' �����	� �
����� {εt}t∈N �� ��� ��
���	���� 
� ������

�(������

(1 + 0.5076F−) (1− F−)2 εt = εt,

�	(�� �������
��� �� ���	���

εt = 1.4924εt−1 + 0.0152εt−2 − 0.5076εt−3 + εt,

��
�� {εt}t∈N ���	 ������� 
�������� ������� � ��
����
�� N (0, 2.5384) .

��� ������	 
�����
� ������

������� ���	�� �������
 �����
��� ����
	� �	� ������� ����
���

��� ������
�	� ����	�	 ���
	���  ��	���!� ��� � ����
 "���
���

��#� �������
�
�$ ������ 
	������ 	 �	������ ����
�%�	& �'���� ���

#��� �����
& �������� 
������
�	� 
����%�	 �����	�� 	# �������� (�

�����! �����	  )* ����  )+* ��
��� �����
�, 	� ���
�-� �	� 
��

��%	$� )� .��� ������-& #� 	������ ������	 �����
� ���! ��	�! ���������


���,& ��� 
 ��#��� ������	�-��� �����
��� 
���	� �������
 �������

�! ��#�� (�	�� ��������� 
���, ����%�� 	����������%$ 	��������!�

)� .��� 
 �
���� ����� /  ����������	0� ���	�	��� �������������	�	�� 
	��

���	����� �' ��� 0��	��� �' 1	��� 2	���� 	3��	�/ �����	��
��� 


���� �45� 
 ������	%�� / .�������	��/6����� 7�589 ��������
�-& �� ��

��	�� �����
�, �������
 ������� �����
��� � ��	��� ���������� 
���,

�#�
�$ ������ �����������	 � 
�����
! 	���������%�	! 6������������

������%�	!9 �  ):; 6 ���)������	0� :��	�	��� ;������������	� �����9�

;����������������%$ ������& #� 
��	���� �������
 ������� �����
���



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

��� ���	 �	
�
 � ������
 ��� � ��
���� � ����� �����1 ������	! �������

��
���� {εt}t∈N0
"��#��� �$ �
 %��$ �&��
��


εt =
√
α0 + α1ε2t−1εt ��
 t ∈ N, ����� 

����� α0 > 0' |α1| < 1' α0 + α1ε
2
t−1 ≥ 0 ��
 t ∈ N �
� {εt}t∈N ���	 ��$(

���� ����
��)�!�* ������!�* ���!�*  ��"�
���� ���
��!� N (0, 1)�

+�����	! ������� ��
���� %�	
�� ����� �$ �
���"� ������������

,��!��#��� %�!)��
 %�-��"
��
 �
�
 %��$	�" ������ �
��� �(

����! ����� ����� .�
���! ��� ����� /����' +/����' �/����'

0����' 10����' �����' �/����' 2/���� �	%� �%
	�� �%� 345' 3�65'

3�75' 3��5' 36�5' 3895' 38:5' 38�5 � ;
)�! � 	!�* ����� %�&-��� ��*�!��< ��
	(

"�� ��
��#�� ������&� ��
��!�*' ��
������ �"�%�
��� �
�!�*' �"#�#<

�
�!�*' ���-� ��! ��"�
�&� �
� �=�"	! %
�����>

• ��������� 	��
�� ���
�	����� �
	
  ��)� ��
�� �
�	#�� �������

{εt}t∈N %��$�
�$ �
 �-$ ��)� ��
�� �
�	#�� 	�� ������� � %��!(

���#��?

• ����� ����
 � ����	� �!�	�%�
��� ������	&� �"�	���
��!�*' 	���

�� ���#���� �!�	�%��$ ������	! �"�	���
��� 	!� ���-��! ��?

• �������� 	��
��  ��
�
 �
" �=�"	 �@����� �� ��	��
	���� 
������"

���!����� A ��B��
�� �C��	A �
� %����$�
' )� ������	! � �������

��
��!� �
��!�
�$ ���$< % �%������� �%
�"� � ���	����

.��)�� ��	
�$ �&���� ���"	&�� ����� � �����! ����' %�
��

��	
�$ %��	
��� ��
��#�� 	!�* ����� �
� �%�-! "��	��"��� ���

�����
�!�* %
�
��	�&�� D ����	!E"
��� ����� �����! ���� ��	
���

�)!	
 ��	�
 �
����"���� ��
�!���#�� F��' "	&�
 %��
�
 	��!�!�
<

��	!�
	�! -
������ �=�"	!��� ��) ��	�
 �
��������!�* "�
��
	&� F�;

�%
	�� �%� 3�5' 3�65' 38�5' 38�5' 3�45 � � ����� %�
�! �� +���� %"
�
� �%
	��

3�45' �	�� �99G ' )� �	
��
���� -���! ��	!�
	�&� ��!�"
�� �
 %��$

F�; �$ ���"��� ��) -���! ��	!�
	�&� 	��!�
�!�* �
 %��$ F���



���� ������	 
�����
� ������ ���

�	���� � ����� ��������	 ���������
 �����	 ����	� �� !��"� ����#$


 %&'(�

����
��#�� �������)�� ������	�� *	��+ (Ω,F , P ) ,���	� ����-

�����	) ���,�,	�	�����). � ������ ���� ���/	�
�� �	)� 	�����"��+ ��	�-

��+ ����
��+ ε1.ε2, ... � ����0���	� ������� N(0, 1). ����	���

Fj = σ {ε1, ε2, ..., εj} , j ∈ N ������ 	������)�) ����	� σ−�	�0 � ����-
�����	 ���,�,	�	������� (Ω,F , P ). ��� Fn ⊂ Fm ⊂ F ��� n ≤ m. n,m ∈ N

���� F0 = {∅,Ω} . Fj ���� ���	������ σ−�	�0��. 
������� ������� ���-

���� ε1, ε2, ..., εj �) �	�������

�������� 	
� ������ ����	
� {εt}t∈N ��� 
�����	
	 �����	
��� �
�����

�	
	 �	�������� ������ ��� ������	 t ∈ N 
�����	
� �	����� P (εt ≤ x |Ft−1 )

��� �	������� �	������� N(μt, σ
2
t )� ��� ��� �	
	����	 x ∈ R

P (εt ≤ x |Ft−1 ) =
x∫

−∞

1√
2πσt

exp

(
−(y − μt)

2

2σ2
t

)
dy.

1���� ��� ��"���� t ∈ N 
�����
� 
����2$ �����	
�� ���� ��
�

E (εt |Ft−1 ) = μt,

����	��� 
�����
� 
��	����

V ar (εt |Ft−1 ) = σ2
t .

3�"�� ������ ������� 
�����
� �������� {εt}t∈N ��"��� ��������
	$

 ������	

εt = μt + σtεt, 4���56

���	� {εt}t∈N ���� �	)�	�� 	�����"��+ ��	���+ ����
��+ � ����0���	�

������� N (0, 1)� � �	��������� /���
�� 
	����2$ σt ��� t ∈ N ����

���
�� ��	��2�	) 47����	�	��6�

����� ����	 
��

8���� �� ! �����0 
���
����� ������� ��9� :���;� 
 �<5� ����

4����� %�5(6� � �==��� ��,��� 9����	 :��� �����0 ��������� *������



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

����� ������ ��� ������� ����� � ���������� �������� ����� � ���
���� 

���� !�"�#� $��������% �� & ��
��� ������������ ������������' 	���� 

�(� ���	����' �� ��������� � ���	�� ��'������ ��)!*%&� +�� ������

�)!*�p%, p ≥ 1 ������
� 	������ ���	����� {εt}t∈N 	- ���� ������

εt = σtεt, ����.%

����� {εt}t∈N �	
 ��-���� �������/���' ��������' ��	����' � ����0�����

��������� N (0, 1), ��
����	
 �������12 σt �	
 ����1���� �� 3����- �(� 

�����

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p, ���45%

����� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0 ���� εs = 0 ��� s ≤ 0� +�� 	������ ���	�����

{εt}t∈N 3�	
��� ����.% 3�����
� �������1�� σt, t ∈ N ���'���� 	�6 ����� 

���������� ���� �	
 	
�0�%, ����/� �� 3�3�������' ���
�1�� εt−1, ..., εt−p�

" 3����	
������� ��/� ������ ��� ��/���� t ∈ N ��������� ��� 

�0�� ������� ��	��� εt �� ����6�� �� σ−���0� Ft−1 �	
 ����0���� ��� 

������ N
(
0, σ2

t

)
, ����� 3�����
� �������1�� σt 	3�0��� �(������ ���45%�

7������12 σt �	
 �����- ��������- �� ����6�� �� σ− ���0� Ft−1 �����/� ��

���
�1�� εt−1, ..., εt−p%� 8���/	�� ����� � ���(/������ �� ������ �), 9�,

�)9�, �):9� �3�	�� ����
 	��3����� �����' ����	
����� ��
�%, � ����� 

����� ��/� ���0�% ���
�1�� {εt}t∈N 3���-��- �� 	��- ��/� ���0�% ���
�1��

	������ {εt}t∈N � 3���	�0�1�� �� �� ���
�1�� �������6��� ���(���� ��� ��� 

���� ������ ����� ���� � �
(��� �������� & 3���	��- 	�6&���
�1��, 3�
��

�3� ;�<, ;�=<, ;>�<%� "�6�� � �0�	��1����' ������ �)!*�p%, p ≥ 1 ��/��

�����?2 � 3���� ;��<� )�	���� ��� 3����	
���� 	������6 	������ {εt}1≤t≤100
3�	
��� �)!*�1% ��� 3�����
�(� α0 = 0.6, α1 = 0.3 � ������� 3���-
�� 

���� ε1 = 2�

��������	 
���� ����(p)@

�� ������
� 	������ �	����- �����0� 3������ ��������

Eεt = E (εt |Ft−1 ) = 0 ��� t ∈ N;

�� � ��A���� ����.% ������, /� ������
� 	������ {εt}t∈N 	- ���	���� 

������

Eεtεs = 0 ��� t = s;



���� ������	 
�����
� ������ ���

������ ���� ��������� 	
���� ����(1) ��� ���������� α0 = 0.6� α1 =

0.3 � ������� ���
������� ε1 = 2�

�� ����	 ����� �
���� ���� ����	���� �		�
� ����	�� ����� 


�
������ � p ��
	� !�!����	��

Eε2t = α0 + α1Eε2t−1 + ...+ αpEε2t−p ��� t > p; "��#�$

�� 
�����
� 
��	���� ���� � 
� �
������
	 !�������� ��	��%�	

E
(
ε2t |Ft−1

)
= σ2

t = α0 + α1ε
2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p ��� t > p� "��#�$

����� ��� �� ����� �	
�� ������� �� ������ ������� �������� ��������{
Eε2t
}
t>p

��� ������ � !"�p� p ≥ 1 #��� ����$���� �� %����& ����������#�

�������# ��'�� p


�	
�������� ��	
�� ����(p)�

&�������� ������ '�()(p) 	����*������ ����������� � ������

��
	+����� 
	�������%�	� ,	��� ��� �+��	� ����	����� ������� �����
���



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

{εt}1≤t≤N � �� ������ ������ ���� ������ ������� �� � � p < t ≤ N ���!�"

���� ����#�� εt �� ��� $�! �� σ%���#� Ft−1 �	
 �����

p (εt |Ft−1 ) = γ(εt, 0,
√

α0 + α1ε2t−1 + ...+ αpε2t−p), ������

�����

γ(x, μ, σ) =
1√
2πσ

exp

(
−(x− μ)2

2σ2

)
. ����&�

'��!����� ����#�� #(���� �)������* εp+1, ..., εN �	
 ���� �����)

p (εp+1, ..., εN |Fp ) = p (εN |FN−1 ) p (εN−1 |FN−2 ) · ... · p (εp+1 |Fp )

=

N∏
i=p+1

γ(εi, 0,
√

α0 + α1ε2i−1 + ...+ αpε2i−p).

+!���$ ����������,�� ��-��!�)� ��� ���!����� ����#�� #(���� � � �)���"

���* εp+1, ..., εN � ��
�)

L (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) = p (εp+1, ..., εN |Fp ) .

'���������� .���)�
��� α0, α1, ..., αp .� ��� �� �����(����! ������� .�"

	
���

max
α0>0,α1≥0,...,αp≥0

L (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) . ����/�

0�����
) ��
!�� �� � 1!���� ����������,�� �	
 �����

lnL (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) = −N − p

2
ln (2π)

−1

2

N∑
i=p+1

ln
(
α0 + α1ε

2
i−1 + ...+ αpε

2
i−p
)− 1

2

N∑
i=p+1

ε2i
α0 + α1ε2i−1 + ...+ αpε2i−p

= −N − p

2
ln (2π)− 1

2
f (α0, α1, ..., αp) �

�����

f (α0, α1, ..., αp) =

N∑
i=p+1

ln
(
α0 + α1ε

2
i−1 + ...+ αpε

2
i−p
)

+
N∑

i=p+1

ε2i
α0 + α1ε2i−1 + ...+ αpε2i−p

.



���� ������	 
�����
� ������ ���

�������� ������� ���� ������ ������� ����� ����	� ����� ��!���

�"��
���	# �� "�����	 �$
�
�!��

min
α0>0,α1≥0,...,αp≥0

f (α0, α1, ..., αp) . ����% 

&��
	������ ����	� ����% ����������� ���� "�������$
 α0, α1, ..., αp

��� ������ '&()�p �

����� ��� �� ������	 
��� ��� ��������
� p > 0 �	� ������� 
��� ������

�����
� ���	�������� � ������� ������� � ����� �� �������� ����!� �� ��"

�	�# �� �	���	�# 
��� !� ���� $ �����
 ����	 ���	���
� �%	� ��&�
 !���%	

 �����'� α0, α1, ..., αp ������
� ������	�� %(����� ��������	�� ���&�	

�  �����'� �	��(�
�� �����
� ��%������ ��������� � ����!��  ��"

���� �	��!��
�� )�%	 ���!�*� + �(��	 �����+ ���� �����  ������	 �����

��������
� p > 0 � �����
� ���	��������� ��
�������
 �����
� ��� �	�����

,����� � ��� � � -./� -�/� -��/� -�0/�

AIC (p) = −2 lnL (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) + 2 (p+ 1)

!�% �	����� 1�#���� � ��� � � -23/� -��/� -�0/�

SIC (p) = −2 lnL (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) + (p+ 1) ln (N − p− 1) .

4�
����
��� ������� ����*���'� AIC (p) !�% SIC (p) ������
� �� � �	"

��!�� ���!���� ���� ��������
� p� 5	���� ,����� � 1�#���� '����&

�����
��	 �� �	��������� � �	��!��
 !���%	  �����'� �������!�	�# �!�

����!� �����	 ,678 �� � 9,678� :9,678 ������

�	
�� ���(1) ���� ��"�������� "�������
	�	���� ����	� '&()�

*������ ������� �����
��� {εt}t∈N �� ����+��� �� "����� �$
�	�

εt =
√

α0 + α1ε2t−1εt ��� t ∈ N� ����� 

���	� {εt}t∈N ���� �	��	�� 	�����!��, ��	���, ����
��, � ����-���	�

������� N (0, 1)� .� 
���� ����� 
�	��� !� ��� ��!���� t ≥ 1

Eεt = 0,

Eε2t = α0 + α1Eε2t−1,

E
(
ε2t |Ft−1

)
= α0 + α1ε

2
t−1.



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

�������� �� ��� 0 ≤ α1 < 1 ������
� 	������ ����(1) �� 	!�"�����

������ �����
� #Eε2t < ∞ ��� !������ t ≥ 1$� %���
!��� ��� �����!�

&��� 
!����� ε21 = α0
1−α1

������
� 	������ ����#1$� &�	
��� #��'�$� �� 

����
����� ������ �����
�� 
��� ��� !������ t ≥ 1

Eε2t =
α0

1− α1
.

����� ����� 	
��

(��)�������� ������ ����#p$� p ∈ N �	
 ����� *����#p, q$�

p, q ∈ N #*���������� ��
������		�+� �����
����� ��
���	����	
�� ����� ,

���)������ ����� ��
������	� � �����!�� ������������-�� $� !
)�� ��	
�.

�&��������� &�&���� /� 0�����	��+1� � �2�3 ��!� #&�
�� 4�5$� 6�����
�

	������ {εt}t∈N 	 �!��-���� �� &���� �)������

εt = σtεt #��'�$

����� {εt}t∈N �	
 �� ���� �����������7 ��������7 ��	����7 � ���!.�����

��������� N (0, 1) , ��
����	


σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p + β1σ

2
t−1 + ...+ βqσ

2
t−q #��'2$

��� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0, β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0 ���� εs = σs = 0 ��� s ≤ 0�

� ���������� &���&��!�� &���8��� �! � ������ ����� �����9

!��� �������� ���7���� 	�: �������������� �����!��� ���!.��

P (εt ≤ x |Ft−1 ) �	
 ���!.���� ���������N(0, σ2
t ), ����� &�����
� �����9

��-�� σt �	
 ���� ������ #��'2$� ;�����
� �������-�� σt �	
 <��!� 

�������� �� ����:�� �� σ− ���.� Ft−1, ������ �� εt−1, ..., εt−p &�&����9

���7 ���
�-�� ������
)� 	������ ���	����� {εt}t∈N ���� �����!����7 ��9

������ σt−1, ..., σt−q � q �7��� &�&�������7� ;���8��� �! ����#p$ �����

*����#p, q$ �&�	�� �<�!
 	!�&����� �����7 #���	
����� ��
�$� =���
�>9

!� � ��������: 	������ ���	����� {εt}t∈N ������� ����(p) &�
���8�9

��� �������� ��:�� &�����
�)� ��� ����
�>!� � 
�� 	�� �� � �������

*����#p, q$ #&�
�� 4�5�4�25� 4?�5$�



���� ������	 
�����
� ������ ���

��������	 
���� �����(p, q)�

�� ������� ������� {εt}t∈N �������� ������� ���	��� ����
���

Eεt = 0 ��� ��
����� t ≥ 1; ���� !

"� ����	 ����� �
���� ��	��� εt, t > max (p, q) ���� ���"	����

�		�
� ����	�# �����$
 �
�����# ���� ���� ��� 
�����

Eε2t =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α0 +
p∑

i=1
(αi + βi)Eε2t−i +

q∑
i=p+1

βiEε2t−i, ��� p < q,

α0 +
q∑

i=1
(αi + βi)Eε2t−i +

p∑
i=q+1

αiEε2t−i, ��� p > q,

α0 +
p∑

i=1
(αi + βi)Eε2t−i, ��� p = q;

�����!

�� 
�����
� 
��	���� ��	��� εt, t > max (p, q) ���� �$
� �
�%

�����
	 ��������� ��	��&�	

E
(
ε2t |Ft−1

)
= σ2

t = α0+α1ε
2
t−1+...+αpε

2
t−p+β1σ

2
t−1+...+βqσ

2
t−q. �����!

����� ��� �� ����� �	
� ������ �� ������ ������� ������� ��������{
Eε2t
}
t>s

��� ������ ��� !"p, q# $��� ����%��� �� &����' ����������$�

������$ ��(�� s = max (p, q)	

������������ 
���� ������p, q!�

'�������� ������ ()*+,�p, q! 	����-������ �� ������ ������

��
	.����� 
	�������&�	� /	��# ��� ".��	� ����	����� {εt}1≤t≤N �������

�����
��� ������	 ���01!� 2�� ��3���� t > max (p, q) 
�����
� �������

��	��� ����
�� εt �� 
���.�� � σ−�	��� Ft−1 ���� ��������� ��������

4���� ��� t > max (p, q) ����

p (εt |Ft−1 ) = γ

⎛⎝εt, 0,

√√√√α0 +

p∑
i=1

αiε2t−i +
q∑

j=1

βjσ2
t−j

⎞⎠ , ����0!

���	� γ (·) ���� 5����� �.���&�	 �������� �������� ����&��� 
����� ���0�!�

����� �� ) &���&���� ������ ��� !� ���� !� *��� ! ��&	 $�����

� ������ � �������' ������$( "�	
+# ����(&�$� �������� �&���$'��



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

����������	
 ������	�� �� �� ��������� ���������� �������� �����	 ���

����	 εt ��� t > max (p, q) �� ����
�� � σ−����� Ft−1 ������� �������

������� ��������� � ������	� σ2
t−1, ..., σ2

t−q� !� ����� ����"� ������ ��

������# ��������� ������ � ������� ��������� {εt}t∈N 	��� � �� �����

����� �������� ��������� � ��������	 ������	� ��������� �� $����%

�����

σ̂2
t =

1

t

(
(t− 1) σ̂2

t−1 + ε2t
)
, ������

� �������� $���%������ σ̂1 = |ε1|�

�����	
��� � ����
������� ��������� εs+1����� εN � �!��" ��
���#$

���� #�%�� ���� �
! �
� �!�� ��!&
# &����� #�
 ��������� εs+1, ..., εN

L (εs+1, ..., εN , α, β) = p (εs+1, ..., εN |Fs )

=
N∏

t=s+1

γ

⎛⎝εt, 0,

√√√√α0 +

p∑
i=1

αiε2t−i +
q∑

j=1

βjσ2
t−j

⎞⎠ ,

�#��� s = max (p, q) �
� α = (α0, α1, ..., αp)� β = (β1, ..., βq)� '
�	���

(
�
��	�)� α, β ����
��
�� ������ ��� �
#
��� (���
��
��
 �������$

���

max
(α,β)∈D

L (εs+1, ..., εN , α, β) , ����*�

�#���

D =
{
(α, β) ∈ R

(p+1) × R
q : α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0, β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0

}
.

+�
��	� �
	 �
��� � � �!��� ��
���#���� ���	 �)���

lnL (εs+1, ..., εN , α, β) = −N − s

2
ln (2π)

−1

2

N∑
t=s+1

⎛⎜⎜⎜⎝ln

⎛⎝α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

⎞⎠+
ε2t

α0 +
p∑

i=1
αiε2t−i +

q∑
j=1

βjσ2
t−j

⎞⎟⎟⎟⎠
= −N − s

2
ln (2π)− 1

2
f (α, β) ,



���� ������	 
�����
� ������ ���

���	�

f (α, β) =

N∑
t=s+1

ln

⎛⎝α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

⎞⎠
+

N∑
t=s+1

ε2t

α0 +
p∑

i=1
αiε2t−i +

q∑
j=1

βjσ2
t−j

.

����������� � 
������	 �����	 �������� ������� ����	� ���� ! ��"���

�#��
���	$ �� #�����	 �%
�
�"��

min
(α,β)∈D

f (α, β) . ����&!

����� ��� �� �������	�
� �������	� �
���� ����	���� � ��	��

������p, q� ��������	� �
�  ���	�
�
 � �
 	 AIC (p, q) ��� !�"�����

SIC (p, q) ������ ��# $%&' $(&' $()&' $(*&�' ���
	

AIC (p, q) = −2 lnL (εp+1, ..., εN , α, β) + 2 (p+ q + 1) ,

SIC (p, q) = −2 lnL (εp+1, ..., εN , α, β) + (p+ q + 1) ln (N − p− q − 1) .

����� ����	 
��
�

'��%�	�	�� ������ ()*+,�p, q! ���� ����� *()*+,�p, q, r!-

p, q, r ∈ N �*����	��� (�����	��� )���*������	.� +��	�	��� ,�����/

�������	� �����/�����	��
�� ���%�	�� ����� �����������	 � 
�����
�

	�����������	�!� 0�
�"��� ����� �#�%�� 
������	 ������%
 �������

{εt}t∈N ���� 
�����
�� ��	����	 � �1
	� #�#����	�1 �
���2�	� ��/

�����
� ���	�	 
#��
����� � ��	���$ ������%
 ���� ������� �#�

��	���$ ���#� �
���� � ����	 ������� #��	
�
��� ����"� �� 
������	 ��%#

�
���� 	 ��	����	 � #�#����	�1 �����%
 ���� �������
� ����"� �� 
�/

#�
	���	 ���#���%
 ����	� ���� �������!�

3	��1 (Ω,F , P ) 42��	� #��������	� #��4�4	�	������- {εt}t∈N 5 �	�/

�	�� 	�����"��1 ��	���1 ����
��1 � ��������	� �������

N(0, 1)- ����	��� {ξt}t∈N 5 �	��	�� 	�������1 	�����"��1 ��	���1

����
��1 � ��������	� ϕ (ξ, θ)� 6�	�� ����
� ξt, t ∈ N ������� �
�
�����!



��� �� �����	
��	�� ������� 
�	����

���	����� ����� 	 ������� �������� ������� {εt}t∈N . �	��	�	�� ����


�	���
� ���	��!��� ��������
� ��������
� �"������� ���
� Fε
j =

σ {ε1, ε2, ..., εj}# Fξ
j = σ {ξ1, ξ2, ..., ξj} , j ∈ N ��	
�	� ���	��� 
 ������

σ−
�	� 	 ���������� ���"	"������
��� (Ω,F , P ) ��	�

F ε
0 = Fξ

0 = {∅,Ω} . ���
� Fj = Fε
j ∨ Fξ

j ��	 j ∈ N�

$�	 ������ %&'%()*p, q, r+# p, q, r ∈ N *�	��� ,-�.+ ������� �������

{εt}t∈N � �������� �	 ����
 ���	�	

εt = σtεt, *��/�+

����� ������� σt �������� ������� 
�	������ ���� �		 ������

σ2
t = α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j , *��/0+

����� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0, β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0, λ1 ≥ 0, ..., λr ≥ 0 ��	�

εs = ξs = σs = 0 ��	 s ≤ 0� 1������ �	���# !� ��	�	 ������ %&'%() ����

"��	���	 �! ��	�	 ������ &'%()� � ��2�
�� ������ &'%() � %&'%()

����	 ���"���
�	 ������3

%&'%() (p, q, 0) = &'%() (p, q) .

��������	 
���� ������*p, q, r+3

	� ������� ������� ��
���� ������	 ������� ��������

Eεt = 0 ��	 �������� t ≥ 1;

"� ��	 �������� t > max (p, q, r) �	�����	 �	��	
�	 ���� ���	

E
(
ε2t |Ft−1

)
= α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j .

1	������ �����	� P (εt ≤ x |Ft−1 ) ���� �����	��� ���	��� N(0, σ2
t ),

����� σ2
t �����	 ���	�� *��/0+� 4	�	���� ������
� σt ���� 5��
� 

�����	� �� ����6�� 	 σ− 
�	�� Ft−1 *�	��!� �� �	����
� εt−1, ..., εt−p,

σt−1, ..., σt−q, ξt−1, ..., ξt−r+�



���� ������	 
�����
� ������ ���

��������	
�	 ����� ������(p, q, r)�

��������� ������ ������(r, p, q) 	����������� ���������� � ��!

���� ��
	"����� 
	�������# 	� $%�& � 	������� �	 p+ q+ r+ 1 %�����!

��&
 ������ %���� 	 '��(�)!'��(*) ���+� �&
	�+ ��������
�, ����������


������ 	���� - %�������&
 θ ∈ D ���  	��� 	�����+� - ��	�� - ��!

��
� - {ξt}t∈N '���.�����/ +� ��� ��
����� t ≥ 1 ��	�� ����
� ξt ����

����.�� ϕ (ξ, θ))/ ���	� D ��� �� �0	&� ��+�	
� - 
����# 	 
������ θ�

1%��
��2�� ���"%��� � ��� ��	� α = (α0, α1, ..., αp)/

β = (β1, ..., βq)/ λ = (λ1, ..., λr) . 3	� - ��� 0"�� ����	�� �� ������&


{εt}1≤t≤N ���� {ξt}1≤t≤N−1� 4 	�����+�# 	 ε1, ..., εN , ξ1, ..., ξN−1 
�	��/

+� ��� ��+���� t > max (p, q, r) 
�����
� ����.�� ��	��� ����
�� εt ��


���"�� � σ− 	�.� Ft−1 ���� ��� 
�����

p (εt |Ft−1 ) = γ

⎛⎝εt, 0,

√√√√α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε2t−i +
q∑

j=1

βjσ2
t−j

⎞⎠ ,

'��(5)

���	� γ ( ) ���� 6�� �� �"���# 	 ����.��� �������� %���� 	 '���()/ ���!

�	��� 
����# 	 ���������&
 σ1, ..., σN ��� ����� �� %��� � '��(()�

1 ���
�+��� %���%���� 6�� �" 
	�������# 	 ���	����� ���� 
���!

��
� ����.�� .� �� ��� ��	�� - εs+1, ..., εN 	 ξ1, ..., ξN−1

L (εs+1, ..., εN , ξ1, ..., ξN−1, α, β, λ, θ) = p (εs+1, ..., εN |Fs ) p (ξ1, ..., ξN−1)

=
N∏

t=s+1

γ

⎛⎝εt, 0,

√√√√α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε2t−i +
q∑

j=1

βjσ2
t−j

⎞⎠N−1∏
k=1

ϕ (ξk, θ) ,

���	� s = max (p, q, r)� 1����# 	 %�������&
 ����������� - α0, α1, ..., αp,

β1, ..., βq, λ1, ..., λr ���� θ 
��� ���� ���
	���, ����	� %�������
�	�

	��		�
���

max
(α,β,λ,θ)∈D

L (εs+1, ..., εN , ξ1, ..., ξN−1, α, β, λ, θ) , '��78)

���	�

D =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(α, β, λ, θ) ∈ R

(p+1) × R
q × R

r ×Dθ : α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0,

β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0,

λ1 ≥ 0, ..., λr ≥ 0.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

��
��	� �
	��
��� � ������� ��
�������� ���	 �����

ln [L (εs+1, ..., εN , ξ1, ..., ξN−1, α, β, λ, θ)] = −N − s

2
ln (2π)

−1

2

N∑
t=s+1

ln

⎛⎝α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

⎞⎠
−1

2

N∑
t=s+1

ε2t

α0 +
r∑

k=1

λkξt−k +
p∑

i=1
αiε2t−i +

q∑
j=1

βjσ2
t−j

+

N−1∑
k=1

lnϕ (ξk, θ)

= −N − s

2
ln (2π)− 1

2
f (α, β, λ, θ) ,

�����

f (α, β, λ, θ) =

N∑
t=s+1

ln

⎛⎝α0 +

r∑
k=1

λkξt−k +
p∑

i=1

αiε
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

⎞⎠
+

N∑
t=s+1

ε2t

α0 +
r∑

k=1

λkξt−k +
p∑

i=1
αiε2t−i +

q∑
j=1

βjσ2
t−j

− 2
N−1∑
k=1

lnϕ (ξk, θ) .

�����	
��� � ��
����� ������� ��
��	�� �
	��
���� �
�
��� !��"#$ �%

&��� �'��
���( � '�	
��

min
(α,β,λ,θ)∈D

f (α, β, λ, θ) . !��")$

�������� 	
� ���� �� ����	
���� �
����� {εt}1≤t≤20 � �������	��� ����

�� ������ ����� ���� ������ ������ ������ ������ ����� ������ ������ ����� ����

������ ����� ����� ����� ������ ���� ���
 {ξt}1≤t≤19 � �������	��� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���!" 	#���"$ ���	 �
���%

�
������ {εt}t∈N &�����	 '()'*+(1, 1, 1)� ��,��	 �"!%�
��	� 
���-��
��

{ξt}t∈N �� �	�
���,�"!	 
!	���"!	 �����"!	 � ��
 .�#
	� 
������#"� ��"!�

/��!���" �
���% '()'*+(1, 1, 1) �� � ������� �
���!

εt = σtεt, !��"�$

#
	� {εt}t∈N ���� �	�	�! �	�
���,�"�� 
!	���"�� �����"�� � ��
 .�#
	� ����

!���"! N(0, 1)� 0��%� ��� ���	����� ���!����� �
���% {εt}t∈N �"���	

σ2
t = α0 + λξt−1 + α1ε

2
t−1 + βσ2

t−1, !��"*$



���� ������	 
�����
� ������ ���

����� α0 > 0, α1 ≥ 0, β ≥ 0, λ ≥ 0� ��	
����	 {ξt}t∈N ��	 ������� ���������

���� ��������� �
�
���� 
 �
��������

ϕ (x, θ) = P (ξ = x) = θx (1− θ)1−x

��� 0 ≤ θ ≤ 1 
��� x ∈ {0, 1} . � �
�������� ��������� ������ 
����
�

��� ������	�� α0, α1, β, λ, θ� ���	
��� ��	���	
��� 	��� ������	��� ���

�������� �
�������� ������� ��
����
����� �������
���


min
(α0,α1,β,λ,θ)∈D

f (α0, α1, β, λ, θ) , ������

�����

f (α0, α1, β, λ, θ) =

N∑
t=2

ln
(
α0 + λξt−1 + α1ε

2
t−1 + βσ2

t−1
)

+

N∑
t=s+1

ε2t
α0 + λξt−1 + α1ε2t−1 + βσ2

t−1
− 2

N−1∑
k=1

(ξk ln θ + (1− ξk) ln (1− θ))


��� D =
{
(α0, α1, β, λ, θ) ∈ R4 × [0, 1] : α0 > 0, α1 ≥ 0, β ≥ 0, λ ≥ 0

}
�  ��

������� !"�#$% ������� �
������� ��	������ ���	����� �� �
�	�� ������

�����& ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

20∑
i=2

gi (α0, α1, β, λ) = 0,

20∑
i=2

ε2i−1gi (α0, α1, β, λ) = 0,

20∑
i=2

σ2
i−1gi (α0, α1, β, λ) = 0,

20∑
i=2

ξi−1gi (α0, α1, β, λ) = 0,

19∑
k=1

ξk

θ −
19−

19∑
k=1

ξk

1−θ = 0,

������

����� ��� 2 ≤ t ≤ 20

gt (α0, α1, β, λ) =
1− ε2t

α0+λξt−1+α1ε2t−1+βσ2
t−1

α0 + λξt−1 + α1ε2t−1 + βσ2
t−1

.

'����� f (α0, α1, β, λ, θ) 
����� ������� ��� α0 = 0.224� α1 = 0.34�

β = 0.284� λ = 0.155 
��� θ = 11
19 � (�	�� ������	� ������� {εt}t∈N ���

���� �
���
��� �� �
�
�� ��������

εt =
√
0.224 + 0.155ξt−1 + 0.224ε2t−1 + 0.284σ2

t−1εt,



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

����� {εt}t∈N ���� 	�
���� ���������	� �������	� ������	� � ���������

�������� N(0, 1)� ������� {ξt}t∈N ���� 	�
���� ���������	� ������

��	� ������	� � ��������� ��������������� � ������������������ ���	���

θ = 11
19 �

����� ����	 
����

� ���� �� �� ��
�� �
������
� ����� ��
���� �
 ����
�� ��
�� 

����! �	"�� ����
� �
 ���#��� �$����#�� ��%���"� � &����%���� ��
% 

�
�� ���! 
 $�
������ εt−1 � σt ���� &��$��� ������
��� � ��	��
	&���

��
���
�� ���'��� ��
���� �
���
�� ���	 �(��	�$ %)����� * + ��,��
��

�-��	+ .��
�
$� � ��	��
	&��� ���#�
�� �
� �(��	 
��$�	���/� 0
 �$�1

$%��� 2345 � 62345 ���'���� ��
����
 ��� %
 ��7 ���
8� 9�
 ���&

�(��	& %)����� ���
�
��� ����� �� ��
��
 � ���� �� 9��� ����� .�
	��

:;�</ �
�����
� &'���� $%��& =62345.p, q/! p, q ∈ N .=>����	�
�

6����
����% 2&	3�������,� 4�%�	��
� 5�	�����%
�	�� $%��  ����
%�� 

��� &�"����� $%�� 
&	�������� � �
�&���1 �����%��%�#��1/� ��%�&�

9��� �����
 ���$��	� ������& ��
���� {εt}t∈N �
��'� $%���
8 �
 � 

$�1 �"��
��


εt = σtεt, .��?�/

�%��� {εt}t∈N ���	 ��1���$ ����
��'���� �$������� ������  ����
%���

��$
���$ N (0, 1)� @
�
$�	� �$����#�� σt ���	 %
�� ����$

lnσ2
t = α0 +

p∑
j=1

αj

[
θεt−j + η

(
|εt−j | −

√
2

π

)]
+

q∑
i=1

βi lnσ
2
t−i, .��?�/

�%��� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0, β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0 �
� εs = σs = 0 %�


s ≤ 0� � ���
'
��$ �����
%�& 
��$�	��
 ���	 ���%�
�
 ������$



���� ������	 
�����
� ������ ���

����	���	 �		�
�� �������
 εt−j ���� |εt−j |� ���
����� ��

E |εt| =

∞∫
−∞

|x|√
2π

e−
x2

2 dx = 2

∞∫
0

x√
2π

e−
x2

2 dx

= 2

∞∫
0

1√
2π

e−
x2

2 d

(
x2

2

)
=

√
2

π
,

Eeεt =

∞∫
−∞

1√
2π

exe−
x2

2 dx =
√
e

∞∫
−∞

1√
2π

e−
(x−1)2

2 dx =
√
e,

Ee|εt| = 2F (1)
√
e,

���	� F (·) ���� ����������� �������� �������� N(0, 1) ����

F (1) ≈ 0.8413�

������
� ������� P (εt ≤ x |Ft−1 ) ���� ��������� �������

N(0, σ2
t ), ���	�  ������� ��	��!�	 σt � ��	� ��
�	� "��#�$� %�������

��	��!�	 σt ���� &����� �	������ �� 
���'�� � σ− �	��� Ft−1 "������

��  � ����	�( 
����!�	 εt−1, ..., εt−p 	 σt−1, ..., σt−q$�

��������	 
���� ������"p, q$)

�� ������� ������� �������� �������  ��	��� ����
���

Eεt = 0 ��� ��
����� t ≥ 1;

�� ��� ��
����� t > max (p, q, r) 
�����
� 
��	���� ���� ��
�

E
(
ε2t |Ft−1

)
= exp

⎛⎝α0 +

p∑
j=1

αj

[
θεt−j + η

(
|εt−j | −

√
2

π

)]⎞⎠ q∏
i=1

σ2βi
t−i.

������������ 
���� ������"p, q$�

%�������� ������ *+,-./"p, q$� p, q ∈ N 	����0������ �����1

������ � ������ ��
	'����� 
	�������!�	� 2	��( ��� �'��	� ����	�����

{εt}1≤t≤N ������� �����
���  �����	 "��#3$1"��#�$� 4�� �������

t > max (p, q) 
�����
� ������� ��	��� ����
�� εt �� 
���'�� � σ−�	���
Ft−1 ���� ��� 
�����

p (εt |Ft−1 ) = "��#5$

γ

⎛⎝εt, 0, exp

⎛⎝α0

2
+

1

2

p∑
j=1

αj

[
θ
εt−j
σt−j

+ η

(
|εt−j |
σt−j

−
√

2

π

)]⎞⎠ q∏
i=1

σ2βi
t−i

⎞⎠ ,



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

����� γ ( ) ���	 ������� ���	��� ����
�� ���
���� N(0, 1) ��
	�� ����

��� !""# �
	��
�	 ��
 t ≥ 1 �
�	��� ��	$�
	��� σt ��
�����$ �
 ����

���!!"� ����% α = (α0, α1, ..., αp) , β = (β1, ..., βq)� &������ ��
�$���'

��� ��(������$ �
� �
�����$ ����
� �����$ ��
 ������$�% εs+1, ..., εN #

���$������

L (εs+1, ..., εN , α, β, θ, η) = p (εs+1, ..., εN |Fs ) =

N∏
t=s+1

p (εt |Ft−1 ) ,

����� s = max (p, q)� )
�	��� �
�
��	��� α, β, θ, η �$��
��
�$ �����'

����� �
�
��� ����
��
��
 ���������� ��	
��

max
(α,β,θ,η)∈D

L (εs+1, ..., εN , α, β, θ, η) , ���*+"

�����

D =

{
(α, β, θ, η) ∈ R

p+1 × R
q+2 : α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0,

β1 ≥ 0, ..., βq ≥ 0

}
.

,�
�$	� �
	��
��$ � ������� ��
�$������ �$���

lnL (εs+1, ..., εN , α, β, θ, η) = −N − s

2
ln (2π)

−1

2

N∑
t=s+1

⎛⎝α0 +

p∑
j=1

αj

[
θ
εt−j
σt−j

+ η

(
|εt−j |
σt−j

−
√

2

π

)]
+

q∑
i=1

βi lnσ
2
t−i

⎞⎠
−1

2

N∑
t=s+1

ε2t exp

⎛⎝−α0 −
p∑

j=1

αj

[
θ
εt−j
σt−j

+ η

(
|εt−j |
σt−j

−
√

2

π

)]⎞⎠ q∏
i=1

σ−2βi
t−i

= −N − s

2
ln (2π)− 1

2
f (α, β, θ, η) ,

�����

f (α, β, θ, η) = (N − s)α0

+

N∑
t=s+1

⎛⎝ p∑
j=1

αj

[
θ
εt−j
σt−j

+ η

(
|εt−j |
σt−j

−
√

2

π

)]
+

q∑
i=1

βi lnσ
2
t−i

⎞⎠
+

N∑
t=s+1

ε2t exp

⎛⎝−α0 −
p∑

j=1

αj

[
θ
εt−j
σt−j

+ η

(
|εt−j |
σt−j

−
√

2

π

)]⎞⎠ q∏
i=1

σ−2βi
t−i .



���� ������	 
�����
� ������ ���

����������� � 
������	 �����	 ��������� ��������� ����	� ����� ��!

"��� #�������
	$ 
 #�����	

min
(α,β,θ,η)∈D

f (α, β, θ, η) . ���%& 

����� ����	 
���

'���� ()*+,�p, q - p, q ∈ N �(.���.��� )���*������	/� +��	�	���

,������������	� ����� 0 #����
� ����� �����������	 � 
�����
� 	�����!

������	� #� ��� #	��
��� ������ ��#������
�� #���� (��� 
 1��& ��

�#���� 2�%3 � 4������ ������� {εt}t∈N �� �������� �� #����� �5
�	�

εt = μt + σtεt, ���%1 

���	�

μt =

q∑
i=1

IAi (εt−q)
[
λi
0 + λi

1εt−1 + ...+ λi
qεt−q

]
, ���%� 

σ2
t = α0 + α1ε

2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p, ���%6 

����	��� IA (x) ���� 	��������� �7	��� A- ���

IA (x) =

{
1, ��"��	 x ∈ A,

0, ��"��	 x /∈ A,

���� {εt}t∈N ���� �	��	�� 	�����"��. ��	���. ����
��. � ��������	� ��!

����� N (0, 1)� 8������
� ���������- "� �7	��� A1, A2, ..., Aq �� ���!

����� ���� A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Aq = R- ����	��� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0 �

9	�����$ q ≥ 1 ���
��� �#5:	�	�� �����
��- � 
	�����$ p ≥ 1 ��;���

�������	 �		�
�� 
�����
�� 	�����������	 �.������������������	 � <�!


�"��� ����� �5
	�" �#	���� ����� �������		� 9	��	��- "� ����� ()*+,

#�
���� ���� #�����	� ������ #����
���- ��5�� ��#�������� ���� ���%� 

������� ��5���� �������� ������� ������� �����
��� {εt}t∈N- ���� ������

)*+, �
�����
� 	����������$ ���� �������� 
����� ���%6  � 9	;���



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

�� 
���
 ������ ����� ����� ������� �  !�"� ����#

I (εt−q) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
IA1 (εt−q)

IA2 (εt−q)

...

IAq (εt−q)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ1
0 λ1

1 ... λ1
q

λ2
0 λ2

1 ... λ2
q

. . . .

λq
0 λq

1 ... λq
q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , ζt =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

εt−1
...

εt−q

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

����� $��!�%& ���'�(� '
)���� �	�*��+ ������
* 	������ ���	����� {εt}t∈N&

�����* ,����	
���� � ,�	
���

μt
def
= μt (Λ) = IT (εt−q) Λζt. $��!-%

��������	 
���� �����(p, q).

�� ��� ��������� t > max (p, q) �����'��� ���
�/� ����'����� �	


�)���

E (εt |Ft−1 ) = μt (Λ) ;

0� ��� ��������� t > max (p, q, r) �����'��� �������� �	
 ����

������

E
(
(εt − μt)

2 |Ft−1
)
= α0 + α1ε

2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p.

1����'��* ���'(�� P (εt ≤ x |Ft−1 ) �	
 ���'(���� �������*� N(μt, σ
2
t )�

1�����* �)�����& �� ,�����
�* /������ μt ���� ���#*����� σt 	+ 2��'����

��������*�� �� ����3�� �� σ− ���(� Ft−1 $��� t > max (p, q) �����+ ��

���
�/�� εt−1, ..., εt−max(p,q)%�

������������ 
���� �����(p, q)�

4�����
�* ������ �����(p) ����
*5'���* '���*	
�+� � ��
��*

����3'	�� ����*�����/��� 1 ��������*� ,��*,��'� �����* �*�����*�

,�����
�* ,�����*�# ,�����)� �	�*���� ��� 2��'�� 
����� μt $�����* �	��6

����� (q + 1)× q ,�����
�)� ��� �������* Λ% ���� ,�����
�* 	
��'
������

��� �����'��� ������������/�� σ2
t $,�����
�* α0, α1, ..., αp%� ����# ����

03���� ��������� 	������ {εt}1≤t≤N � 7� ����)� $��!8%9$��!�% �*��'�& ��

�����'��* ���'(�� ������
)� 	������ {εt}s<t≤N �	
 �)��*

p (εt |Ft−1 ) = γ(εt, μt, σt), $��!:%



���� ������	 
�����
� ������ ���

���	� s = max (p, q) ���� ������ �������	 γ( ) ���� �������� 
����� �������

������
 ����!�� !"�� ��	� �# εs+1, ..., εN ���� ������� 
�����

p (εs+1, ..., εN |Fs ) = p (εN |FN−1 ) p (εN−1 |FN−2 ) · ... · p (εs+1 |Fs )

=

N∏
i=s+1

γ(εi, μt, σi).

$����� 
	�� ������	 ��%	���� ���� 
�����
 ����!�� !"�� ��	�&

 �# εs+1, ..., εN

L (εs+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) = p (εs+1, ..., εN |Fs ) .

� �����	� '�������(
 ���	��� Λ ���� '�������(
 �����������	

α = (α0, α1, ..., αp) '����� � ���
	"��	� ����	�

max
(Λ,α)∈D

L (εs+1, ..., εN ,Λ, α) , ���))�

���	� D =
{
(Λ, α) ∈ R

(q+1)×q × R
p+1 : α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0

}
�

*���� �� ������ � �����	 
	�� ������	 ���� �(
 

lnL (εp+1, ..., εN ,Λ, α) = −N − s

2
ln (2π)− 1

2

N∑
i=s+1

(εi − μi (Λ))
2

α0 + α1ε2i−1 + ...+ αpε2i−p

−1

2

N∑
i=s+1

ln
(
α0 + α1ε

2
i−1 + ...+ αpε

2
i−p
)
= −N − s

2
ln (2π)− 1

2
f (Λ, α) +

���	�

f (Λ, α) =

N∑
i=s+1

ln
(
α0 + α1ε

2
i−1 + ...+ αpε

2
i−p
)

+
N∑

i=s+1

(εi − μi (Λ))
2

α0 + α1ε2i−1 + ...+ αpε2i−p
.

*���� �� ������ ���� �����" ���"�"+ ����� ����	� ���))� ��,�� 

�'��
���	- �� '�����	 �(�
�,��

min
(Λ,α)∈D

f (Λ, α) . ���)��



��� �� ����	
���
��� ������� ��
���

����� ����	 
��


� ����	����� �����
��
�� 
�	����
��� ������� ������	
�� ����

���� ��
����
{
ε2t
}
t∈N �
���
 ����� ��� ������� ������	
�� �������

{εt}t∈N�  ��	 	 �!��	 "�#����� �
�����"$ �	��� ��� �
���� �
 ��� ��������

��% �
 ���& '()* ��+ ,'()*� -!��	 �#����� �
����� ������ ����

*'()*.p/$ p ∈ N .*�	�������� '�	(�������0� )���	��
� *�	������

�
�	�� ����/$ �	��� ��	
# ������	
���� � 1223 ��� � ��
�
�� 4�����

5�'�$ 6
����
 4�4�$ 6
0� (�6�$ 7���� (�8�$ 9��	�	 7�:�$ 0� �����

�
����  �- .�
�� ;�2</ �
� 6
����
 4�4�$ -�+����	� 9�$ =
�����	���

,� .�
	�� ;1></� �
 ���	
��� ����� *'()*.p/ ����	�?��
�� +�#� �@�

����	�� ���	� ����� ����
�� 5=6A6-4 �
 ���	
��� �
���� � �����

1�@1�12B� � 1�@1�1223�

6�
 ����� *'()*.p/$ p ≥ 1 ������	� ������� {εt}t∈N �& ���C���

�
 ���& ����
��


εt = σtεt, .��DB/

����� {εt}t∈N ���	 ��&���� ����
������� ��������� ������  ���#
����

���
���� N (0, 1)� 9
�
��	� ������C�� σt ���	 �
�� �����

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αi

⎛⎝ i∑
j=1

εt−j

⎞⎠2

, .��D2/

�
	��
�	 α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp−1 ≥ 0, αp > 0 �
� εs = 0 ��
 s ≤ 0�

�������$ �� �
 ���
�� �
�	C�� σt ��#��
�& ��� 	��� �����C�� ������	��

������� {εt}t∈N 
�� ������� ��
�� 	��� ������	���

E���	������ �
� ��
 ����� � ������ '()* �
������ ���#
� ������

��� ����� εt �� ������� �
 σ−��
# Ft−1 ���	 ���#
��� ���
����

N(0, σ2
t ), ����� �
�
��	� ������C�� ���#��
 ����
��� .��D2/� �
�����


�
��
���
 σ2
t ���	 !�����& �����
��& �� ������� �
 σ− ��
# Ft−1 .�
���� �

�
�	C�� εt−1, ..., εt−p/�

��������	 
���� �����(p)F


� ������	� ������� ������& ��#
 ����� ������

Eεt = 0 ��
 ������ t ≥ 1;



���� ������	 
�����
� ������ ���

�� ��� ��
����� t > p 
�����
� 
��	���� ���� ��� 
�����

E
(
ε2t |Ft−1

)
= α0 +

p∑
i=1

αiφi (t) ,

���	�

φi (t) =

⎛⎝ i∑
j=1

εt−j

⎞⎠2

. ������

� ���������� ��� p = 1 ����������� �����  !"#(1) ����

# !"#(1) = !"#(1)��

��������	
�	 ����� �����(p)�

$�������� ������ # !"#(p) 	����%������ ���������&� � ������

��
	'����� 
	�������(�	� )	��* ��� �'��	� ����	����� ������� �����
���

{εt}1≤t≤N � +� 
���,
 ���-.� ���� ���-/� 
�	��� 0� 
�����
� ����1��

������,
 ������� {εt}p<t≤N ���� �,
�

p (εt |Ft−1 ) = γ(εt, 0, σt), ����2�

���	� γ( ) ���� 3����& �'���(�	 ��� ����1��� N(0, σ2
t ) ����(��& 
�����

����4�� +���� 
�����
� ����1�� 1&��� ��	���* εp+1, ..., εN 
���	

p (εp+1, ..., εN |Fp ) = p (εN |FN−1 ) p (εN−1 |FN−2 ) · ... · p (εp+1 |Fp )

=

N∏
i=p+1

γ(εi, 0, σi).

5����' 
	�������(�	 ��%	����� ���� 
�����
� ����1�� 1&��� ��� ��	�6

��* εp+1, ..., εN

L (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) = p (εp+1, ..., εN |Fp ) .

�������	� ��������,
 α0, α1, ..., αp ������ � ���
	&��	� ����	�

max
α0>0,α1≥0,...,αp≥0

L (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) . ������



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

������
� ��
������ � ������ ������������� ����	�

lnL (εp+1, ..., εN , α0, α1, ..., αp) = −N − p

2
ln (2π)

−1

2

N∑
t=p+1

ln (α0 + α1φ1 (t) + ...+ αpφp (t))

−1

2

N∑
t=p+1

ε2i
α0 + α1φ1 (t) + ...+ αpφp (t)

= −N − p

2
ln (2π)− 1

2
f (α0, α1, ..., αp) �

�����

f (α0, α1, ..., αp) =

N∑
t=p+1

ln (α0 + α1φ1 (t) + ...+ αpφp (t))

+

N∑
t=p+1

ε2i
α0 + α1φ1 (t) + ...+ αpφp (t)

.

������
� ��
������ �	
 ������ ��	����� ��
�� ������� ����� ��!���

	"�������# �� �������

min
α0>0,α1≥0,...,αp≥0

f (α0, α1, ..., αp) . ����� 

$�	���� ��� "����	
���� ���%������ 	�����&� ���	����% ������

'$()(1) , *'$()(1, 1) ���� )'$()(2) ��� �"������� ��������������

����� ��������� �������!���% ��������% ��	����% {εt}3≤t≤100 � ����+�����

N (0, 1)� ,�� "���!	���% ������ ��	
�+� "���-
� ��	
-"���� ���
���� "�.

����
�&� 	
���
�������% α0 = 0.2, α1 = 0.4� α2 = β = 0.23 ���� �������

"����
���� ε1 = 1 � ε2 = 0.2�

/��
���� 	�����&� ���	����% '$()(1)� *'$()(1, 1)� )'$()(2)

��	
�+� ������������ �� "����� �&������

εt = σtεt ��� t ≥ 3, ����� 

����� {εt}3≤t≤100 �	
 ��������� ����� �������!���% ��������% ��	����%

� ����+����� N (0, 1)� 0�����
� ���������� ��� ������ '$()(1) �	
 ����



���� ������	 
�����
� ������ ���

������ ���� ��������	 
�	�	�� ����(1)� �����(1, 1)� �����(2) ���� ����

����� ������� �������	������


�����

σt =
√
α0 + α1ε2t−1, ������

��� ������ �����(1, 1)

σt =
√

α0 + α1ε2t−1 + βσ2
t−1, ������

� ��	�� ��� ������ �����(2)

σt =
√

α0 + α1ε2t−1 + α2 (εt−1 + εt−2)2. ������

!�� ��"���� � ������#
����(1)$ �����(1, 1) 	 �����(2) � ��%

���� ��� &����� �
	�� ���� ��
� 
�� �'(	 )��(*	 �� �������(*	 rτ $

0 ≤ τ ≤ 20 � +	��	�� �� ��$ "� 
�� �',	 )��(*	 �� �������(*	 ��(���*-

�����.� &��	��� ����$ &��� �(�	� ��� τ ≥ 1� /��� �
	-��� &��	0���



��� �� ���	
�������� 	������ ���	���

������
��� εt � εt+τ ��� τ ≥ 1 ������ � ������� 
��� ������
�� ���
��

���� ������� ���� �	
 	���������� � �
������
����� ��!���� "#��$���

	� � " ��� ��%� �������&���� ��������� ��	����� {εt}3≤t≤100 � ����$�'

���� N (0, 1)�



�������� �

��������� ��	
�� ��������

����������

����� (Ω,F , P ) ���	�� 
�	���	���� 
�����������	��� ������� ��	���

���� �	���� �	����� {ξt}t∈N0
� ������� ������ �� ��������� 	� 
�����

��������

ξt+1 = A0 (t, ξ) +A1 (t, ξ) θ +B (t, ξ) εt+1,

��	�� A0 : N×R
n×1 → R

n×1� A1 : N×R
n×1 → R

n×k� B : N×R
n×1 → R

n×m�

������� {εt}t∈N ��� ������� ���	�������� m−����������� ������� ���

������ � ��	� ��	�� ��������� N (0̄, I)� 0̄ ∈ R
m ��� ������� � ��
� �

�	������ 	�������� I ∈ R
m×m ��� ������	� ����������� !�� ������ ��

����� ������ θ : Ω → R
k �� ��	� �� �������� N (m0, γ0) ���	 ��� ���

������	��� ���	������ �� �������� �	����" {εt}t∈N� !���������� #������


����� �� ��	�������" ������ θ �� 
������� �����	���� {ξs}0≤s≤t $
��	

�
�%&'(� %))(*� +�	
������� �	���� �	����� {ξt}t∈N ��� �	������� ��"�����

���� $������� ξt� t ∈ N ���� ��	� ��� ��������*�

����� Fξ
t = σ {ξ1, ξ2, ..., ξt} , t ∈ N �	���	� ����������� ���	��� σ−��� 

�� 
�	���	��� 
�����������	��� (Ω,F , P ) ���	 Fξ
0 = {∅,Ω} . ,������� 	��

� ������ �� A0 (t, ξ) ∈ R
n×1� A1 (t, ξ) ∈ R

n×k� B (t, ξ) ∈ R
n×m �� ����	����

	� �	����" �� σ−��� � Fξ
t � -
������ ������� � ������ ��������������

���� ������ ���	������ 
�������� θ $.#�� /������ � 0"��1���.* ��

2&3



��� �� ����	
��
 ����� �
	������ ��	�
�����

�����
��� ����	�
��� {ξs}0≤s≤t ���	��
 ��� � �
	����� �
	����� ������ 

�
�

mt = E
(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
,

�
����
�� �!� �����
��� "#��	
���$ ���� 	���� �
	������� �
���	�� ���
 

	�
����

γt = E
(
(θ −mt) (θ −mt)

T
∣∣∣Fξ

t

)
.

% 	���
&
��� �	���
��� �����	 mt � �
���	� γt' t ∈ N ����
� ���	��
 

����� � ����	�����
 � ��	��
��� ��	�
���� "��� �&���
 
�
	
�� ���	�� �
	��� 

�
!��$� %����	 �
	������� �
	����� �������
��� mt �	
� �
���	� �
	���� 

��� ���
	�
���� γt ����
� �	�����
����� � ����
�� 	���
( 	���	���������'

�� ���� �
	��� �&������� ��
 �	
��������� ����	����
��
 �����
����� #��	��

��� �����	
���� � �������� ���������

)
 ������� �	���������� �	���� �!
������ �����	�� ��������

� 	���!
���� ��	�
����� )���� ξ =

⎛⎜⎜⎝
ξ1

...

ξn

⎞⎟⎟⎠ ������ �����	�� �������

� 	���!
���� ��	�
���� N (m,Q)' ����� m ∈ R
n' Q ∈ R

n×n �	
�

m = Eξ' Q = E (ξ −m) (ξ −m)T .

*
�!
�
��' &� �
���	� Q ���� �
���	� ���������� "detQ = 0$' ���� �
�&�

���
���� ��	������ +�
 ��������� z ∈ R
n ,�����
 ��
	
���	�������
 ��� 

��	
 �������� ξ ���� �
�
 ���	��

ϕξ (z) = E exp
(
izT ξ

)
= exp

(
izTm− 1

2
zTQz

)
. "��-$

��������	 
�����
 ����
��� � ��������	� ����������

-� .�&��� �����	 ������ ξ : Ω → R
n �
 	���!
� ��	�
��� N (m,Q)'

�
���	� A ∈ R
n×n ���� �
���	� ����	����������' a ∈ R

n / �����	��

����	������������' �� �����	 ������ μ = Aξ + a �
 	���!
� ��	�
���

N
(
Am+ a,AQAT

)
' ����� �����	 �
	����� �������
���� ������

Eμ = E (Aξ + a) = Am+ a,



���� �����	
���� � �������� ��������� ���

��������� ������
 ����������

cov (μ, μ) = E (μ− Eμ) (μ− Eμ)T

= E (Aξ + a−Am− a) (Aξ + a−Am− a)T

= E (A (ξ −m)) (A (ξ −m))T = AQAT .

������ �������������
�� ������ �������� μ ���� �����

ϕμ (z) = E exp
(
izTμ

)
= exp

(
izT (Am+ a)− 1

2
zTAQAT z

)
. �����

��  ���� ����� ������ ε =

⎛⎜⎜⎝
ε1

...

εn

⎞⎟⎟⎠ �� ��
!�	 �������� N (0̄, I)"

�	
�� 0̄ ∈ R
n ���� ������� � ��#�!�
$	���� 
������� ���
 ������


I ∈ R
n×n ���� ������
% ��	������%� &���� Eεj = 0 	�� 	��������

1 ≤ j ≤ n ���


Eεiεj =

{
1,

0,

	�� i = j,

	�� i = j,

#������' �!�	��� ������ �������� ε �% ���
���'��� (�'��� ����� ������

ξ �� ��
!�	 �������� N (m,Q)" �� 
 �!����)�� � �����" '� ����� ξ

��'��� #�
�	�����* � #������

ξ = Q
1
2 ε+m.

��  ���� θ =

⎛⎜⎜⎝
θ1

...

θk

⎞⎟⎟⎠ � ξ =

⎛⎜⎜⎝
ξ1

...

ξn

⎞⎟⎟⎠ +$	% �������� ��������

� ��
!�	��� ����������N (mθ, Qθ) �N (mξ, Qξ) �	#����	���� (�'��� ��,

���� ������ θ � ξ �% ���
���'��" �� ������
 ���������� ������� θ � ξ ����

������
% 
����% ���
 -����� �������������
�� ������ (θ, ξ) ∈ R
k+n ����

	��� �
����

ϕ(θ,ξ) (x, z) = E exp
(
i
(
xT θ + zT ξ

))
= ϕ(θ) (x)ϕ(ξ) (z)

= exp

(
ixTmθ − 1

2
xTQθx

)
exp

(
izTmξ − 1

2
zTQξz

)
.



��� �� ���	
��� ������ ��
������ ��
�������

����	�
� ������� ������ �� �� ���� ���
�������� ��� ��!�	� �"�	�#

���� ��! � ��	����$ �%��� �� "�%�	���� ������
������ 
�������� �%����

�� ������ �������� ������ %����� "
������ %
������ �������� & "
��#

"�%��$ �%� ��� ������� �� �� ���� ���
������� �
�� ���������� ��'%���

� ���� ��	 "�%"�
��%������ 
���(�%��� ��
�������$ 	� 	���
%����� � ��#


����� ��
����� "������ � ��� �"���� �������� "�
���	
� 
���(�%� �%#

���� �� ������ �� "�%�	���� 
�������� %
������� )���'� ���	���� "
��%�	�#

����� 	���
%����� � ��
����� ��
����� �
�� � %���%��� &�!�� �� 	��

	���	 ��'�� �����* �"� � "
��� +,-.�

����������� 	
� ������������  �������� ��������� �����

θ : Ω −→ R
k � ξ : Ω −→ R

n ���	 
�������  ��������� ���������

��
����� N (mθ, Qθ) � N (mξ, Qξ)� �����

mθ ∈ R
k,mξ ∈ R

n, Qθ ∈ R
k×k, Qξ ∈ R

n×n.

���������� Qθξ = E (θ −mθ) (ξ −mξ)
T
� ����� Qθξ ∈ R

k×n� � 
����


�����
�� 
������ �����
���� E (θ |ξ ) ��� ������� 
�����
�� �
��

�������

cov (θ, θ |ξ ) = E
(
(θ − E (θ |ξ )) (θ − E (θ |ξ ))T |ξ

)
����  	 
�����

E (θ |ξ ) = mθ +QθξQ
−1
ξ (ξ −mξ) , /��,0

cov (θ, θ |ξ ) = Qθ −QθξQ
−1
ξ QT

θξ. /���0

����
 1����'�� ���	�
 ������ μ %��� ���
��

μ = (θ −mθ)−QθξQ
−1
ξ (ξ −mξ) . /��20

����� ���	�
 0̄ ∈ R
k �!%��� ���	�
�� � ��"�(
�!%���� ��
����� /���	�


��
���0 �
�� �����
� ∅ ∈ R
k×n �!%��� �����
�� � ������	��� ��
�����

/�����
� ��
���0� &�
	�� ���������� ���	�
� μ ��	 
����

Eμ = Eθ −mθ −QθξQ
−1
ξ (Eξ −mξ) = 0̄,



���� �����	
���� � �������� ��������� ���

��������� ������
 ���������� ������� μ � (ξ −mξ) ���� �����

Eμ (ξ −mξ)
T = E (θ −mθ) (ξ −mξ)

T −QθξQ
−1
ξ E (ξ −mξ) (ξ −mξ)

T

= Qθξ −QθξQ
−1
ξ Qξ = ∅. �����

�� �
��� ����� ������ �� ������ μ � ξ � ���
������� �����

E (μ |ξ ) = Eμ = 0̄.

!�"�� #�����
�$� 
 �������� ���%�� "��� � �"��������� �#������ ������&

��� �����'�� ��
������� 
� �
$�(	� �� ξ, ���
�������

0̄ = E (θ |ξ )−mθ −QθξQ
−1
ξ (ξ −mξ) .

��� ����� ������	
��� #���	
���') �
��� ���*�� �� �
��� ���*� �����

θ − E (θ |ξ ) = θ −mθ −QθξQ
−1
ξ (ξ −mξ) = μ. ���+�

� �������� ���+� ���
 ���
������'�� μ � ξ ���
�������

cov (θ, θ |ξ ) = E
(
(θ − E (θ |ξ )) (θ − E (θ |ξ ))T |ξ

)
= E

(
μμT |ξ ) = EμμT , �����

��������� 
 �������� ���%� ����

EμμT = Qθ +QθξQ
−1
ξ QξQ

−1
ξ QT

θξ − 2QθξQ
−1
ξ QT

θξ

= Qθ −QθξQ
−1
ξ QT

θξ. ���,�

-�	������� � ���,� 	� ����� ���
������� �
�� ������

������� �	
 ������ θ � ξ �� �	��

�	� �����	� � ���������� 
��	��
���

N
(
mθ, σ

2
θ

)
� N

(
mξ, σ

2
ξ

)
�������
�� ���� ������
��� �	��

��� �������

θ � ξ �
��� cov (θ, ξ) = rσθσξ� ����� r ���� �������

����	 ��������� �	��
�


��� θ � ξ ���� σ2
ξ > 0� �� � �������
�� � ��������� 
��	��
�� �����	���	�

E (θ |ξ ) = mθ +
cov (θ, ξ)

σ2
ξ

(ξ −mξ) = mθ + r
σθ
σξ

(ξ −mξ) ,

cov (θ, θ |ξ ) = σ2
θ −

cov2 (θ, ξ)

σ2
ξ

= σ2
θ

(
1− r2

)
.



��� �� ����	
��
 ����� �
	������ ��	�
�����

������� �	
 ������ θ � ξ1, ..., ξk �� �	��

�	� �����	� � ���������� 
���

	��
��� N
(
mθ, σ

2
θ

)
� N

(
m1, σ

2
1

)
, ...,N

(
mk, σ

2
k

)
�������
�� ���� �	��

�

����� ξ1, ..., ξk �� 
�������
�� �� ���
��� ������ �������
� �	��

��

������ θ �� ������ 
� ξ1, ..., ξk �
���

E (θ |ξ1, ..., ξk ) = mθ +
k∑

i=1

cov (θ, ξi)

σ2
i

(ξi −mi) .

������� �	� �������� ����
��� ��	���  � !����	" #���� �	��

� ���

��� θ � ���������� 
��	��
�	 N
(
mθ, σ

2
θ

)
������� ������� 	�����
��� ���

��	����� 
���	���� �	��

� ����� ε � ���������� 
��	��
��� N
(
0, σ2

)
������� !��� ��	����" $������	�� �� �	��

� ����� θ � ε �� 
�������
�"

%��
����	� ���
��� ������� �	��

�� ������ θ �� ������ 
� �������

��	���� &������� ��	���  ���������	� � !����	'"

#���� �	��

� ����� ξ �������
���� ������� ��	���� � !����	� ��
"

ξ = θ + ε� ����	

Eξ = E (θ + ε) = mθ,

V ar (ξ) = E (ξ −mθ)
2 = σ2

θ + σ2,


���	���� ������
��� �	��

��� ������� θ � ξ ���� � 
�

cov (θ, ξ) = E (θ −mθ) (θ + ε−mθ) = σ2
θ .

$ �������
��	 � ��������� 
��	��
��

E (θ |ξ ) = mθ +
σ2
θ

σ2
θ + σ2

(ξ −mθ) . ������

$��(
���	� �	��

� ����� μ �������

μ = θ − E (θ |ξ ) . ������

%�!�� ��������� Eμ = 0 ����

E (ξ − Eξ) (μ− Eμ) = E (θ + ε−mθ)

(
θ −mθ +

σ2
θ

σ2
θ + σ2

(θ + ε−mθ)

)
= σ2

θ −
σ2
θ

σ2
θ + σ2

(
σ2
θ + σ2

)
= 0.



���� ������	� 
�����	 �	�	���� ���

����� ������� 	
�
�� ξ � μ � �����	����� �
������ ξ � μ � �����	����� �


������
�� ��������� �������� 	
�
��� θ �� ���	��� �� ξ ���
��

V ar (θ |ξ ) = E
(
(θ − E (θ |ξ ))2 |ξ

)
= E

(
μ2 |ξ ) = Eμ2

= E

(
θ −mθ +

σ2
θ

σ2
θ + σ2

(θ + ε−mθ)

)2

= σ2
θ −

σ4
θ

σ2
θ + σ2

.

����������� �� ��
��� ���� ! " �����! 
����������

E (exp (izθ) |ξ ) = E (exp (izE (θ |ξ ) + izμ) |ξ )
= exp (izE (θ |ξ ))E (exp (izμ) |ξ ) = exp (izE (θ |ξ ))E (exp (izμ))

= exp

(
iz

(
mθ +

σ2
θ

σ2
θ + σ2

(ξ −mθ)

)
− z2

2

(
σ2
θ −

σ4
θ

σ2
θ + σ2

))
.

#������ ������ �� ������
�� �
��$�� �������� 	
�
��� θ �� ���	��� �� %
&

���� θ+ε ���� �
��$���� �
���	��� N
(
mθ +

σ2
θ

σ2
θ+σ2 (ξ −mθ) , σ

2
θ −

σ4
θ

σ2
θ+σ2

)
�

��� ������	� 
�����	 �	�	����

���	��� ������	� ��������	��� ���������� ���������� 
��� �	�	��

����� ���� �������	� ������	� � ��� ����� �� ������	�! ��� "���	 ����

"���� ��������� �# ������� �������� ��"��� �#� $���	�� ��%��

�����& ����� �	�	���� 
�����	 "����& '��"��� � $�� (��� ��� �������

���)�	��� �%�������� �# "���� �����*+ ��� � ,�-.� ,��.�

/	��# (Ω,F , P ) %���	� ��������	& ��%�%	�	�� ���&� � ���"��� ����

��� ��������� {ξt}t∈N0
%��& ���)���� �� ��"��& �����	�

ξt+1 = A0 (t, ξ) +A1 (t, ξ) θ +B (t, ξ) εt+1, 0��1�2

���	� {εt}t∈N ���� �	&�	�" �	������� �# m−� "	��� �# ������� �����

� �# � ���3���	� ��"��� " N (0̄, I)� ����"	��� 0̄ ∈ R
m ���� ������"

� ����3���� �# ���� �# ��� "��	�� I ∈ R
m×m ���� "��	��& ��������

���&� 4��3���" � �� ����� ������ θ ��� ε1, ε2, ... �& ����#��� ���	� �	����

������ /	��# Fξ
t = Fξ

0 ∨ σ {ξ1, ξ2, ..., ξt} , t ∈ N ������� �	�"����&�& ���	��

σ−�	�3 �� ��������	 ��%�%	�	�� ����� (Ω,F , P ) ��� Fξ
0 = {∅,Ω} . 5�����

���� � �����	� 0��1�2 ���3���" 6



��� �� ����	
��
 ����� �
	������ ��	�
�����

�� ��
 ��������� t ∈ N �����	 A0 (t, ξ) ∈ R
n �	
� �
���	��

A1 (t, ξ) ∈ R
n×k� B (t, ξ) ∈ R

n×m � ���	�
��� �� ������� Fξ
t �

�� �  	
��� ���!��"����� ����� �������� �����	
 A0 (t, ξ) � �
���	��

A1 (t, ξ) , B (t, ξ) � ��	
�������� ���� ��
 t ∈ N0

P (|A0 i (t, ξ)| ≤ c) = 1, P (|A1 ij (t, ξ)| ≤ c) = 1,

P (|Bis (t, ξ)| ≤ c) = 1

��
 1 ≤ i ≤ n� 1 ≤ j ≤ k� 1 ≤ s ≤ m� c < ∞ �	
�

E |A0 (t, ξ)|2 < ∞� E |A1 (t, ξ)|2 < ∞� E |B (t, ξ)|2 < ∞;

#� �
	������ 	���$
� �����	
 �������� θ : Ω → R
k �� ������� �
 Fξ

0

���� 	���$
��� ��	�
���� N (m0, γ0)�

%���
������ � ���
����� �����
��	
 &'(��	� )
��
�
 * +���,���'-

�����	
 �������� θ �
  ����
��� 	�
���
��� {ξs}0≤s≤t  ����
 �
 ���
���
���
�����	
 �
	�������� �
	��.�� �������
����

mt = E
(
θ
∣∣F t

ξ

)
,

�	
� ����
������ �
���	�� �
	������� ���
	�
���� &�
���	�� !$��� ����*

�
��� *(��	
���-

γt = E
(
(θ −mt) (θ −mt)

T
∣∣F t

ξ

)
.

%�����./ !$��� �����
��� ��	�.�
�� �
�� .�
� � �
���	�� �
	������� ���
*

	�
����� 0���	������  ���1��  ��
�� � ���! ���
���
��
 �����	
 mt

� �
���	�� γt ��
 t ∈ N0�

����������� 	
� ������ ����	�
	� �� ��
��	� �������� �
 ���	�
�� �
��

��� ����
� �
�
���
 θ �� ������� 	 σ−���
 Fξ
t ���� �
������ 	
����

	�� N (mt, γt)� ����� ����
� ���	�
��� ���
!�� 
������	�� mt 
��



���� ������	� 
�����	 �	�	���� ���

������� �	
�� �������� γt ��������� � �� ������ ������ ��������������

mt+1 = mt + γtA
T
1 (t, ξ)

(
A1 (t, ξ) γtA

T
1 (t, ξ) +B (t, ξ)BT (t, ξ)

)−1
× (ξt+1 −A0 (t, ξ)−A1 (t, ξ)mt) , ������

γt+1 = γt − γtA
T
1 (t, ξ)

× (A1 (t, ξ) γtA
T
1 (t, ξ) +B (t, ξ)BT (t, ξ)

)−1
A1 (t, ξ) γt ������

� ��������� ������������ m0 � γ0 ������������

������ ���	���	��� ��	�����	� �� ������ 	��� ��	 �������������� !�"

#�$��% $� ��� �������&� t ≥ 1 ���� ��� �� #�� P
(
θ ≤ x

∣∣∣Fξ
t

)
��'� �� #�"

��� �������� N (mt, γt)% &��	� mt = E
(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
��� γt = cov

(
θ, θ
∣∣∣Fξ

t

)
�

! �����	� ������ ���	 �% $� ���� ��� ����() ���� 	���� �� ��� ξt+1

�� ��&�*�� �� σ−�	�#� Fξ
t ��'� ����

E
(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

)
= A0 (t, ξ) +A1 (t, ξ)mt, ������

�����	�'� ���	�� ���� ����  ���	����	 ��'� ����

γξt = cov
(
ξt+1, ξt+1

∣∣∣Fξ
t

)
= E

((
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))(
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))T ∣∣∣Fξ
t

)
= A1 (t, ξ) γtA

T
1 (t, ξ) +B (t, ξ)BT (t, ξ) . ����+�

,��	�� ���� ����  ���	����	 �� ���� θ 	 ξt+1 ��'� ���� �����

γθξt = cov
(
θ, ξt+1

∣∣∣Fξ
t

)
= E

(
(θ −mt) ((A1 (t, ξ) (θ −mt) +B (t, ξ) εt+1))

T
∣∣∣Fξ

t

)
= γtA

T
1 (t, ξ) . ����-�

.���'����� � ��	�����	� �  ������	 ��������% ����������

E
(
θ
∣∣∣Fξ

t+1

)
= E

(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
+ γθξt

(
γξt

)−1 (
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))
. ������

!��
�	���� �� �� ��'��� μt ��'���	

μt = θ − E
(
θ
∣∣∣Fξ

t+1

)
= θ − E

(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
−γθξt

(
γξt

)−1 (
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))
. ����/�



��� �� ���	
��� ������ ��
������ ��
�������

�� ���
� ������ �	
�������

E
(
μt

∣∣∣Fξ
t

)
= 0̄,

cov
(
μt, μt

∣∣∣Fξ
t

)
= γt − γθξt

(
γξt

)−1 (
γθξt

)T
.

 �
������ �����
� ����
����� ���	�
�� μt � ξt+1 − E
(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

)
�!	


����

E

(
μt

(
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))T ∣∣∣Fξ
t

)
= γθξt − γθξt

(
γξt

)−1
γξt = ∅, ����"�

�#��� ���	�
 0̄ ∈ R
k �!	 ���	�
�� � �!$�%
�&#���� ��
����� ����	�
 ��'


���� �
�� �����
� ∅ ∈ R
k×n �!	 �����
�� � ������	��� ��
����� ������
�

��
����� ��	�� μt � ξt+1 − E
(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

)
�� 
�����( μt � ξt+1 !� !	����'

!	������ �������(��� � 
������� ������ ������) (� *����� ���
��	�
�!	�����

���	�
� ��!����� θ �� ����&#� �� σ−���%� Fξ
t+1 �!	 
����

E
(
exp
(
izT θ

) ∣∣∣Fξ
t+1

)
= exp

(
izT
(
E
(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
+ γθξt

(
γξt

)−1 (
ξt+1 − E

(
ξt+1

∣∣∣Fξ
t

))))
×E
(
exp
(
izTμt

) ∣∣∣Fξ
t+1

)
. ������

� �������(��+�� μt � ξt+1 �	
�������

E
(
exp
(
izTμt

) ∣∣∣Fξ
t+1

)
= E

(
exp
(
izTμt

) ∣∣∣Fξ
t

)
exp

(
−1

2
zT
(
γt − γθξt

(
γξt

)−1 (
γθξt

)T)
z

)
. ������

,�#!	������ ����-�'����.� �
�� ������ #� ���
� ������ �	
�������

E
(
exp
(
izT θ

) ∣∣∣Fξ
t+1

)
= exp

(
izTmt+1 − 1

2
zTγt+1z

)
,

�#��� mt+1 � γt+1 !� ��
�+���� �� $����� ���
�� ����/�'������� 0	�# ��
��'

���� 
���%�# ���	�
� ��!����� θ �� ����&#� �� σ−���%� Fξ
t+1 �!	 
���%�#��

��
������ N (mt+1, γt+1)�

1������� 
���
������ ����/�'������ $
��#!	����� � $�!	��� �*��	��'

���� 
�������2�  	�� ���� #����#����� ����	� $������������



���� ������	� 
�����	 �	�	���� ���

����� ��� ������ x,B ∈ R
k� C ∈ R ��	
 �	����
 A ∈ R

k×k ��� �	����
�

������������ ��∫
exp

(
−1

2
xTAx−BTx− C

)
dx =

√
(2π)k

detA
exp

(
−1

2
BTA−1B − C

)
.

������

	
��� �	���

S =

∫
exp

(
−1

2
xTAx−BTx− C

)
dx.

��� ��������� ����� �! ��"#$ �����%�	&� ��&	��$ �&	������� �	���

y = A
1
2x' ����& dy =

√
detAdx. (���� ����� ��)� ����&*��&�

S =

∫
1√
detA

exp

(
−1

2
yT y −BTA−

1
2 y − C

)
dy

=

∫
1√
detA

exp

(
−1

2

(
yT y + 2BTA−

1
2 y +BTA−1B −BTA−1B

)
− C

)
dy

=
exp
(−1

2B
TA−1B − C

)
√
detA

∫
exp

(
−1

2

∥∥∥y −A−
1
2B
∥∥∥2) dy.

+��� ���!� � �"� ��,�	 ��"#	 -*��� ����� ��� .��/' .��/� ����&*��&� ���$�

0�	�%���	� ���	��� ���% ���	� �1�#����� ���	!���	� ����2 �3

#*��������� ���4��3���4��' #��� �������*�! ��#�� ��*�#����� ��3

��,�	 ����#	������ mt ��� &��	�� �"$%* � ��&���	 �
�����	� γt ��#���

�� ���)� θ�

���������� ��� ������ ��	 t ∈ N0 �	����
� B (t, ξ)BT (t, ξ) �� �������

������ �� ��
���
	��	 ����	� ������������� �	�� �� �
��	��

mt+1 =

(
I + γ0

t∑
i=0

AT
1 (i, ξ)

(
B (i, ξ)BT (i, ξ)

)−1
A1 (i, ξ)

)−1

×
(
m0 + γ0

t∑
i=0

AT
1 (i, ξ)

(
B (i, ξ)BT (i, ξ)

)−1
(ξi+1 −A0 (i, ξ))

)
, ������

γt+1 =

(
I + γ0

t∑
i=0

AT
1 (i, ξ)

(
B (i, ξ)BT (i, ξ)

)−1
A1 (i, ξ)

)−1
γ0, ����5�

��
�� I ∈ R
k×k ��� �	����
� ������ ����



��� �� ����	
��
 ����� �
	������ ��	�
�����

������ � ���� ��	��������
 ���
���� � �	���	�������� ������ �	����� 

����

A0t
�
= A0 (t, ξ) ! A1t

�
= A1 (t, ξ) ! Bt

�
= B (t, ξ) "���#$

��
 t ∈ N0� %
 �����
��� ����	�����
 ��� �
	������ 	���&
� �����	
 �� 

������ θ �� ����'�� �
 σ−��
&� Fξ
t ���� 	���&
��� ��	�
���� N (mt, γt)�

(�����
)! ��
 �
)���� t ∈ N0 �
���	� BBT ���� ������*���
! �� �
	������

	���&
� �����	
 �������� ξt+1 �� ����'�� �
 σ−��
&� Fξθ
t = σ {θ}∨Fξ

t ����

	���&
��� ��	�
���� N
(
A0t +A1tθ,BtB

T
t

)
� �
	������ 	���&
� &����

�����	�� ξt+1 � θ ������

fξt+1θ

(
ξ, θ
∣∣∣Fξ

t

)
= fθ

(
θ
∣∣∣Fξ

t

)
fξt+1

(
ξ
∣∣∣Fξθ

t

)
=

exp
(
−1

2 (θ −mt)
T γ−1t (θ −mt)

)
√
(2π)k det (γt)

×
exp
(
−1

2 (ξ −A0t −A1tθ)
T (BtB

T
t

)−1
(ξ −A0t −A1tθ)

)
√
(2π)n det

(
BtBT

t

) ."���+$

,���&
� *	������ �����	
 �������� ξt+1 ���� ��	������ �
 ����� -������

�'������

fξt+1

(
ξ
∣∣∣Fξ

t

)
=

∫
fξt+1θ

(
ξ, θ
∣∣∣Fξ

t

)
dθ =

∫
exp

(
−φ (θ)

2

)
dθ

×
exp
(
−1

2

(
mT

t γ
−1
t mt + (ξ −A0t)

T (BtB
T
t

)−1
(ξ −A0t)

))
√
(2π)k+n det (γt) det

(
BtBT

t

) ,

�����

φ (θ) = θT
(
γ−1t +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
A1t

)
θ

−2θT
(
γ−1t mt +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
(ξ −A0t)

)
.



���� ������	� 
�����	 �	�	���� ���

���������� �� ���� ������ ����������

fξt+1

(
ξ
∣∣∣Fξ

t

)
=

1√
(2π)n det (γt) det

(
BtBT

t

)
det
(
γ−1t +AT

1t

(
BtBT

t

)−1
A1t

)
× exp

{
−1

2

(
mT

t γ
−1
t mt + (ξ −A0t)

T (BtB
T
t

)−1
(ξ −A0t)

T

−
(
γ−1t mt +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
(ξ −A0t)

)(
γ−1t +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
A1t

)−1
×
(
γ−1t mt +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
(ξ −A0t)

))}
������

� ������ �	 ����!����" ��!��#�� ���	!�$ %� &��!��� '(��� �	 ��!���

������'� θ �� ��'�(#� �� σ−�	��� Fξ
t+1 ���� #��� �����

fθ

(
θ
∣∣∣Fξ

t+1

)
=

fξt+1θ

(
ξ, θ
∣∣∣Fξ

t

)
fξt+1

(
ξ
∣∣∣Fξ

t

) . ������

)�#����	���� ����*� 	 ������ #� ������ ����������

fθ

(
θ
∣∣∣Fξ

t+1

)
=

√
det
(
γ−1t+1

)
(2π)k

exp

{
−1

2
(θ −mt+1)

T γ−1t+1 (θ −mt+1)

}
,

'#�	�

mt+1 =
(
γ−1t +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
A1t

)−1 (
γ−1t mt +AT

1t

(
BtB

T
t

)−1
(ξ −A0t)

)
����+�

���

γ−1t+1 = γ−1t +AT
1t

(
BtB

T
t

)−1
A1t. ����,�

-���!��� ��!��# ��!��� ������'� θ �� ��'�(#� �� σ−�	��� Fξ
t+1 ����

��!��#�� �������� N (mt+1, γt+1) �.��� ��	�#���	� ����� )�#����	����

����/� #� ����0 ����+�1����,� ����������

{
γ−1t+1mt+1 = γ−1t mt +AT

1 (t, ξ)
(
B (t, ξ)BT (t, ξ)

)−1
(ξ −A0 (t, ξ))

γ−1t+1 = γ−1t +AT
1 (t, ξ)

(
B (t, ξ)BT (t, ξ)

)−1
A1 (t, ξ)

����	����	� .���%���'� �!��#� ����0 �!���������" ���� #��� �� .�2

���� ����� ������1����3��



��� �� ���	
��� ������ ��
������ ��
�������

��� �������	�
�� �	
�� ������� ��
��	�� ��

���
�������� ������	 	��
��	� 
����
���

������� ��	
��� ������������� �� ���!�"��  ����
!�#	� ��

� $
!�$�%�� %������!�� 
�!#! 
!��� �� #�� !&��
� %����� %�	��!�� ��


 ���!��� #! 
 �� �!�#�� ��� ' ( ��  � � �	� #! 
 �� �!�#�� �� {ξt}t∈N #�

��
 "��� !� $����� 
������� )��*�+, 	� ����
!�#	��� & !$�"
 %��� �!�
�

)���-+�)����+ ��& � $�#	��� %������!�  )��*.+�)��*-+ #!��� �� $�
�� 	
�

#	
��	�
��� θ � 
������� )��*�+�

/������� ������  ��	
��� 
���� ( ��(�� ����
!�#	�0 %� �% �	�����

�� ��% �� 1/)p+, 21)q+, 1/21)p, q+, 1/321)p, r, q+ �
�! ��% �� 
�%!���

1/45� 6���(  !�#	��� $�%�� ���#	
���  #	���	�
�� $�
�� 	
�� #	
���

	�
������ %�� ��% �� 1/)p+, 21)q+, 1/21)p, q+ �
�! 1/45)p+�

����� ����	
��
 ����� �����

7�� ��% �� ��	�
 �
 #� 1/)p+, p ≥ 1  � � �	� #! 
 �� �!�#�� ��

{εt}t∈N #� ��
 "��� !� $����� 
������� )��--+, �	�
 ��( �� $
! %#	���0

� $�#	���

εt+1 = Ap (t, ε) Λ + σtεt+1 %�� t > p, )��.�+

�%!� 

Ap (t, ε) = (εt, εt−1, ..., εt−p+1) ,

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
α1

α2

...

αp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�
�! {εt}t∈N  #	 ����� � �� !�� (���� !�� ����� ��#����� � 
�!�8�%!� ��
�

������ N (0, 1)� 9� �� Ft = σ {ε1, ε2, ..., εt} , t ∈ N �!���!� �� ��� �

��� 
�%!��� σ−���8 �� $
! #	
! �� $
�&�&���#	��!�  (Ω,F , P )� :��8�%���,

( � �	�
 �� !������ $�
�� 	
�� Λ �� 
�!�8�% ��
����� N (ms, γs) %��

s > p� : 	�� 
%! ��� ��� ������, ( %�� %����� �� t ≥ s ��
������ 
�!�8�%



���� �������	�
�� �	
�� ������� ��
��	����� ���

P (Λ ≤ x |Ft ) ���� �������� 
����
�� N (mt, γt)� ����� mt � γt 	��
��

����� ��  ����! 	���	

mt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

AT
p (i, ε)Ap (i, ε)

σ2
i

)−1

×
(
ms + γs

t−1∑
i=s

AT
p (i, ε)

σ2
i

εi+1

)
, "����#

γt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

AT
p (i, ε)Ap (i, ε)

σ2
i

)−1
γs,

��� I ∈ R
p×p ���� ������! ���
�����	!� $ �����% &'"p#� p ≥ 1  ������

"����# 	���() ��������� ���*���
�� ���
����	��� σt� t ≥ s 	��
������

�� 	��%

σ̂t =

√√√√ 1

t− p

t−1∑
i=p

(εi −Ap (i, ε)mt)
2. "���+#

,������ ������% 	����� Λ �	
��- ��-��� 	��
����) 	�������%�!�

�	
�
�� ��%�
���
�

mt+1 = mt +
γtA

T
p (t, ε)

Ap (t, ε) γtAT
p (t, ε) + σ2

t

εt+1 −Ap (t, ε)mt, "����#

γt+1 = γt − 1

Ap (t, ε) γtAT
p (t, ε) + σ2

t

γtA
T
p (t, ε)Ap (t, ε) γt "���.#

� 	�%
����  ���!���	�� ms � γs� ,�	�-��� �	
�
�� 
����/(���� 	��

������%���� 	  �� ���% ��
�����
�� ��������!���� ��/ �0��% ��
��*

������!���� ��������� �����% {εi}1≤i≤t� t ∈ N�

�������� 	
� ���� ���� 	

���������� ������ ����� 
��� �
�
�� �
�		�

�
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�
�� 
�	�� 
���� 
���� 
���� 
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��� �� ����	
��
 ����� �
	������ ��	�
�����

������ ������ ������ ����	� ���
� ������ ���
�� ����
� ����� ����� ����� �����

������ � ������ ������������� ������� � �� !�������� ���"������ {εt}1≤t≤10
�������� ������#����� ����"$ %&'1(� )���*!��� �"� ��+��,� 10 < t ≤ 100

����$��� � ������ "������� #"������ �"�����-$��.�,� �����$���� �����/��

!������� � ����"$ %&'1( �� !�������� ���"������ {εs}1≤s≤t�
)��!���� �� !�������� ���"������ {εt}1≤t≤10 ���������� ����� !������� �

����"$ %&(1) !������

εt = αεt−1 + σεt, ������

,���� {εt}t≥1 ���� ���,��� �����"�+���� ��������� "������� � ����0����� ����

��"��� N (0, 1)�

1���������� +� X = (0.3,−0.02,−0.11,−0.28,−0.07, 0.14, 0.24, 0.36, 0.22)T

���� Y = (−0.02,−0.11,−0.28,−0.07, 0.14, 0.24, 0.36, 0.22, 0.14)T � �����

������ � ������ ������������� ������� � ������$����2

�� �����/3 ���������� !�������$ α ���� � ���

α̂ =
(
XTX

)−1
XTY ≈ 0.605 ,

4� �����/3 �����"���� �����������,� ��4$���5 ����*������� � ����"$ '���
(

���� � ���

σ̂ =

√√√√1

8

9∑
i=1

(εi+1 − α̂εi)
2 ≈ 0.1617 ,

�� ��������� !�������$ α ������

σ2
α = σ̂2

(
XTX

)−1 ≈ 0.0978 �

6 �������� t = 10 !�����$����� +� !������� α �� ����0�� �����"��

N (0.605, 0.0978)� 7"� t > 10 �����+��� �����, ������� !������

εt = αεt−1 + σt−1εt, ������

,���� {εt}t≥1 ���� ���,��� �����"�+���� ��������� "������� � ����0����� ����

��"��� N (0, 1)� 8 ����������� ��� ������� +� �"� ����"��,�

10 < t ≤ 100 ���$����� ����0�� P (α ≤ x |Ft ) ���� ����0���� �����"���



���� �������	�
�� �	
�� ������� ��
��	����� ���

N (mt, γt)� �����

mt+1 = mt +
εt+1 −mtεt+1

γtε2t+1 + σ2
t

γtεt, ������

γt+1 = γt − γ2t ε
2
t

γtε2t+1 + σ2
t

������

� ��	
���� ���������� m10 = α̂� γ10 = σ2
α� σ10 = σ̂� ���	�� ���� �	����

������ 	��������� ���	��
 	���� {εt}1≤t≤100� ��� ������� 10 < t ≤ 100 ��

���	��  ��!"# $  ��%&# ��������� ��	��'�� ��	���	�� 	���(��
 �������

������� α� ���	��� ���) � ���� �	����������� ��	
����� ��	��'* �������

���� � ��	
����� ��	������ ��	���	
 ��	
��
	������ α � ������� ���	����

{mt}10≤t≤100 � {γt}10≤t≤100 ������������ ��� 10 < t ≤ 99 ��	��'* ������

��	� ���+������ ������	������ σt � 	������
  ��!�# ��������� �� �����

���	


σ̂t =

√√√√ 1

t− 1

t∑
i=1

(εi+1 −mtεi)
2 .

���	�� ���� �	��������� ��	��'�� �������	� ���+���, ������	�����+

{σ̂t}10≤t≤99�

����� ����	
��
 ����� �����

��� ������ � �q�! q ≥ 1 �����
�" �#��$� �#���	�$� {εt}t∈N �%

�&�'��
� #� (����% �	
�
�� ������! &��� ��)��" (#�����	�* 	 (������

εt+1 = −σtBq (t, ε)Θ + σtεt+1 ��� t > q, ����+�

$�#��

Bq (t, ε) = (εt, εt−1, ..., εt−q+1) ,

Θ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
θ1

θ2

...

θq

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
��# {εt}t∈N ���� ��%$��� 
��#���)
"�, #���

"�, ����	"�, � �#&-��#�� 
�.
���
"� N (0, 1)� /���, Ft = σ {ε1, ε2, ..., εt} , t ∈ N �#
��#� 
������.

�%�% ��#�
0 σ−���- 
� (#���#�
� (�1�1�����"�#
�� (Ω,F , P )� ��&-����"!



��� �� ���	
��� ������ ��
������ ��
�������

������� ���� �������� 	
���� {εt}1≤t≤100� �������� ������� {mt}10≤t≤100 ���


��������� {γt}10≤t≤100 �	�������� �������� α� �������� �������� 	������������

{σ̂t}10≤t≤99�

�� ���	�
 ����������  �
���	
�� Θ �� 
���!�" ��
����� N (ms, γs) "��

s > q� # 	���
"����� ��$ ������% �� "�� "�������� t ≥ s ��
������ 
���!�"

P (Θ ≤ x |Ft ) ��	 
���!�"�� ��
������ N (mt, γt)% �"��� mt � γt, t ≥ s

���������� ��  ����� ���
��

mt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

BT
q (i, ε)Bq (i, ε)

)−1

×
(
ms − γs

t−1∑
i=s

BT
q (i, ε)

εi+1

σi

)
, &����'

γt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

BT
q (i, ε)Bq (i, ε)

)−1
γs, &���('



���� �������	�
�� �	
�� ������� ��
��	����� ���


�������� I ∈ R
q×q ���� ������� ���
�����	�� ������� ��������� ������

��
�� ���
����	� � σt, t ≥ s 	��
������ �� 	��!

σ̂t =

√√√√ 1

t− q

t−1∑
i=q

(εi + σ̂i−1Bq (i, ε)mt)
2. "��##$

������� ���� ! {εt}t≥s ����!���� �� %����� �	
�
��

εt =
εt

σ̂t−1
−Bq (t, ε)mt−1. "��#�$

&�� ��	��
� � t ≥ s %������ ���'��! 	����� ����	� � Θ ��(��� 	��

�
����) ���������� � �	
�� ��!�
���
���

mt+1 = mt − εt+1 + σ̂tBq (t, ε)mt(
Bq (t, ε) γtBT

q (t, ε) + 1
)
σ̂t

γtB
T
q (t, ε) , "��#*$

γt+1 = γt − 1

Bq (t, ε) γtBT
q (t, ε) + 1

γtB
T
q (t, ε)Bq (t, ε) γt "��#+$

� 	�!
���� %�������	�� ms � γs�

����� �����	
�	 ����� ��������� � ������������

&�� �����! ,-.,(p, q) , p ≥ 1 � q ≥ 1 �����
�� ���� ! �����	� �

{εt}t∈N �� ������
� �� %����� �	
�
�� "��+/$0 ���� ��(��� %������	�)

	 %������

εt+1 = Ψpq (t, ε, ε)Υ + σtεt+1 ��� t > max (p, q) , "��#�$

 ����

Ψpq (t, ε, ε) = (εt, εt−1, ..., εt−p+1,−σtεt,−σtεt−1, ...,−σtεt−q+1) , "��#1$

Υ = (α1, α2, ..., αp, θ1, θ2, ..., θq)
T "���2$

��� {εt}t∈N ���� ��� ��� 
������(
��� ����

��� ����	��� � ���'����� 
��

���
�� N (0, 1)� 3���� Ft = σ {ε1, ε2, ..., εt} , t ∈ N ��
���� 
�������

���� ����
4 σ−���' 
� %������
� %�5�5��������
�� (Ω,F , P )� ���'�����0

(� 	���� 
���
�
��� %������	 Υ �� ���'�� 
����
� N (ms, γs) ���



��� �� ���	
��� ������ ��
������ ��
�������

s > max (p, q)� � 	���
������ ��� ������� �� ��� ��������� t ≥ s ��
������


������ P (Υ ≤ x |Ft ) � 	 
�������� ��
������ N (mt, γt)� ����� mt � γt

 � ���� ���
���

mt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

ΨT
pq (i, ε, ε)Ψpq (i, ε, ε)

σ2
i

)−1

×
(
ms + γs

t−1∑
i=s

ΨT
pq (i, ε, ε)

εi+1

σ2
i

)
, !���"#

γt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

ΨT
pq (i, ε, ε)Ψpq (i, ε, ε)

σ2
i

)−1
γs,

��	���� 	 I ∈ R
(p+q)×(p+q) � 	 �����
�� ���� 	����� $�
	�%�� � 	���	�
�

����������  	����
������ σt� t ≥ s  ������� � ������� ���
�

σt =

√√√√ 1

t− (p+ q)

t−1∑
i=p+q

(εi −Ψp,q (i, ε, ε)mt)
2. !����#

$�
	�%��  ��
��� {εk}q≤k≤t−1 ���������� �� &����� 
�������

εk =
εk

σ̂k−1
−Ψp,q (k, ε, ε)mk−1. !���'#

(�� ��������� t ≥ s &�
���	
� 
������� N (mt, γt) ����� ��������) ��

&����� 
����* 
���
��������

mt+1 = mt +
εt+1 −Ψpq (t, ε, ε)mt

Ψpq (t, ε, ε) γtΨT
pq (t, ε, ε) + σ̂2

t

γtΨ
T
pq (t, ε, ε) , !���+#

γt+1 = γt −
γtΨ

T
pq (t, ε, ε)Ψpq (t, ε, ε) γt

Ψpq (t, ε, ε) γtΨT
pq (t, ε, ε) + σ̂2

t

!����#

� ��
������ &����	����� ms � γs�

���	
��� ������ ,-./,(p, r, q) &
��0���� ����	�&���� 1�&��
�

������ ��
�%��) 
��� ��	��
��� r ≥ 0� 1� 	2&��� ���  ��
��� ��� �����

{�rεt}t≥s , s > max (p, r, q) � 
�������  	���

�rεt+1 = Ψpq (t,�rε, ε)Υ + σtεt+1,

������ �� 	� ���) 
������� 3�	
��� �������� ����� Ψpq (·)� Υ� σt  � ��
�%����

�� &����� !��+4#5!���6# � !����# ��&���������
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����� ����	
��
 ����� �������

� ����
��
�� �� ������ ���� �����
�� � ��!� � ���	�!� {εt}t∈N
"������ ��#$%p&' p ≥ 1  ��(�	��) ��* ��+,�	���� �����

��� � ���
��

���
� %"�� %���-&.%���/&& 	�� ���' �� �� �� 	���0�� 1� 	 !�*�
�� ����

%��+�& 	���0�� � ��!� "���)!��)  � ��1) ���� %��+�& 	���0�� ��!� � ��!�

	 " �� +�0��' 
�������� 
�� 	������ 	 ,���� ,���
,� 2 " ���
) ��*2 	�3

��0�� � ��!� 	 " �� +�0��� � ��!��� ���
� �����
�� � ��!� ��#$(p)

�) 
���,����	�
� %"�� 	+��
�0�� ������ ��#$&� 4����!� 1� "�0��
��

 ������	�
�� �
��� � ,�������
�� %1���
�� 	+��
�0�� 5�
,��� ����,�������'

 ������	�
�� �	��� �
�� � ,������� 
����
�� ��1 �	
�� ��
��	�� �������

�����) 6����
� 3 7���8�!�& ���� 1�  ����
�� � 	+��
�0�� ������ ��#$%p&

	�
�,� 
��������' �� ��!�� ����
��  	�,+� �) "��"� )�,�	�
� ����3

��� �!���� ��
��	��  *�� p ≥ 1� �����  ������ 1� "�0��
�� �
��� �	�9

�����
�� � ��!� {εt}t∈N "������ ��#$%p& " ��
��� �����  ��(�	�
�� � �3

�!�' ,��� ��* �,+���  ,	�����	 	���0�� ���( �����
��	' � 
� �
��� �3

����  ��(�	�
�� � ��!�
{
ε2t
}
t∈N�

:���( Ft = σ {ε1, ε2, ..., εt} , t ∈ N � 
�� � 
�������)�) �� �
* σ−���+


� " ��� �
� "�1�1������� 
�� (Ω,F , P )� ;����
�� � ��!� � ���	�!�{
ε2t
}
t∈N " �����	����  � "����) 	 ��

ε2t = E
(
ε2t |Ft−1

)
+ κt−1ηt' %���<&

!� �� {ηt}t∈N ���� ��)!��� 
�� ����
��(  ���

��( ����	��( � � ,+�� ��


����
�� N (0, 1)� 6� �����)�  � 	 �� %����& �	
�
�� %���<& ������

" �����	�9 	 "������

ε2t = α0 + α1ε
2
t−1 + ...+ αpε

2
t−p + κt−1ηt ��� t > p. %����&

��1 	 "������ ����� �	��

εt+1 = Φp (t, ε, ε)Υ + κtηt+1, %����&

!� ��

Φp (t, ε) =
(
1, ε2t , ε

2
t−1, ..., ε

2
t−p+1

)
, %���-&

Θ = (α0, α1, α2, ..., αp)
T . %��</&
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�
��� �� �����	 �����
���� �
	
���	�� Θ �
 	����
� ��	�
���

N (ms, γs) ��
 s > p� � ����	�����
 ��� �����
� �� ��
 ��������� t ≥ s

�
	������ 	����
� P (Θ ≤ x |Ft ) �� � 	����
��� ��	�
���� N (mt, γt)�

����� mt � γt ����
��
�� �� ���	��

mt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

ΦT
p (i, ε) Φp (i, ε)

κ2
i

)−1

×
(
ms + γs

t−1∑
i=s

ΦT
p (i, ε, ε)

εi+1

κ2
i

)
, !��"#$

γt =

(
I + γs

t−1∑
i=s

ΦT
p (i, ε) Φp (i, ε)

κ2
i

)−1
γs, !��"�$

�
����
 � I ∈ R
(p+1)×(p+1) �� � �
���	� ����� ����� %
	��&' � ���
��	


���������
  �
��
	������ σt� t ≥ s ����
��
�� �� ���	�

κ̂t =

√√√√ 1

t− p

t−1∑
i=p

(εi − Φp (i, ε)mt)
2. !��"($

)�
 ��������� t ≥ s ����� �
	
���	�� mt, γt ������ ����
���' �
 �����

	���
* 	���	���������

mt+1 = mt +
εt+1 − Φp (t, ε)mt

Φp (t, ε) γtΦT
p (t, ε) + κ2

t

γtΦ
T
p (t, ε) , !��"+$

γt+1 = γt − 1

Φp (t, ε) γtΦT
p (t, ε) + κ2

t

γtΦ
T
p (t, ε) Φp (t, ε) γt !��"�$

� �
	������ ���������� ms � γs�

�������� 	
� ���� ���� 	

���������� ������ ����� 
��� �
��� �
��� �
����
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�� �	
�� ������� ��
��	����� ���

������ ������ ������ ���	�� ���
� ����� ����	� ���� ��������� ������� ������

��������� ����  ���!��� "#$%(1)� &��'������   ����' ��� �����'��

��������� �!� ���!����� �����( {εt}1≤t≤10 ������ ' �����')�����  ���!(

ε2t = α0 + α1ε
2
t−1 + κηt ������

���� {ηt}t≥1 ���� ������ ����!�*�'��  ����'�� !����'�� � ���+���� ����
 �!�' N (0, 1)� ,!� t > 10 ����(��� �������� !������� )!������ &�! ����

-(�'.��� �'���' ' �����/�� ���' ������ ���� �����  ���!( "#$%(1)

�� ��������� ���!����� {εi}1≤i≤t�
0������� ������ ' �����')����� �����( �������� {εt}1≤t≤10� ,!� ������
��� 1����2 ��'� (�� '� *�

X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0.09

1 0.04

1 0.64

1 0.5625

1 0.4489

1 1.0816

1 1.0404

1 0.3721

1 1.4161

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��� Y =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.04

0.64

0.5625

0.4489

1.0816

1.0404

0.3721

1.4161

0.9409

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

&��'������   ����' ��� �����'�� ��������� ���' (�� '

α̂ =

(
α̂0

α̂1

)
=
(
XTX

)−1
XTY ≈

(
0.5951

0.2085

)
.

3���'!��� ����������� �4(��5 ���6���'�� �  ���!( 1����2 �'���� '

� ���(

κ̂ =

√√√√1

7

9∑
i=1

(
ε2i+1 − (1, εi) α̂

)2 ≈ 0.4439 �

���� ����  ����� ����������� ������� ���� ����� α =

(
α0

α1

)
�'����

γα = κ̂
2
(
XTX

)−1 ≈ ( 0.1517 −0.1619

−0.1619 0.2560

)
�
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������� ���� �������� 	
����� {εt}1≤t≤100 �
{
ε2t
}
1≤t≤100

� �������� �	�������

�� {mt}10≤t≤100� �������� ���� ������
� ����������� {‖γt‖}10≤t≤100� ��������

�������� 	������������ {κ̂t}10≤t≤99�

� ��������	�
 �� ��	��
� �� ��
 �����	��� t > 10 �
��	���� �����
�

P (α ≤ x |Ft ) ���� �����
��� 	���
�	�� N (mt, γt)� �����

mt+1 = mt +
ε2t+1 −

(
1, ε2t

)
mt(

1, ε2t
)
γt
(
1, ε2t

)T
+ κ2

t

γt
(
1, ε2t

)
,

γt+1 = γt −
γt
(
1, ε2t

)T (
1, ε2t

)
γt(

1, ε2t
)
γt
(
1, ε2t

)T
+ κ2

t

� �
��	���� ����������� m10 = α̂� γ10 = γα ��
� κ10 = κ̂� �����
�

��� �������	�
 ��
	�
������� κt � � �	
	�� !��""# ���	
��
�� �
 ������

�����

κ̂t =

√√√√ 1

t− 2

t∑
i=1

(
εi+1 −

(
1, ε2i

)
mt

)2
.

$����� ��
 �������
��
 ��
���
��% ������� ����� {εt}1≤t≤100� 	
����
�� ���

���� ��& �������
��
 �
���'�� �������
{
ε2t
}
1≤t≤100� (�
 t > 10 ������� ���

� ��� �������
��
�� �
���'�� �
�
���� � α0 � α1 ��������	�� !�
�� ������

��
 � ����
 ��� ���%�	� ������� {mt}10≤t≤100# �����
	� �
 ������ )���
���
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�������� �	�
	�	�������� �	 �����	��� ��	���	��� {εs}1≤s≤t� �	 ��������

���� �������	����� �	������ ���
 ���� 
	������ ���	��	���� {γt}10≤t≤100
����
 
	������ A ������	
� �	�� ‖A‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖!� "����� ���# ������

��	��	 �	�$��	��� ����
	���	 ���$���% ��	��	������$ {κt}10≤t≤99 �	&���%

���� ������$ � 
���� ���''!�

����� ��� (	������	��� �)��	% �������� *���	��� ���'+!,���'�! �&

���'-!,���'.! ��� ��	�	���� �����
	��	 �����
���$ �	������ �	�	
���)�

������	����$ � 
���� �&����	�����
 ���./! �� 
���� 0123�p! �	�	�


���� ������	��� ������� ���4��	5 �	���� α0 > 0, α1 ≥ 0, ..., αp ≥ 0!�

0&� ���4��5 ����6��� �	���� �	��6� �	������	5 *���	�� � ���	�������	
�

�������� �	�	
���)� ������	����$ �& ������5 6� ����4	� 	����� �	�	
��

��)� ������	����$ ���� ��� ����4	��
 ���	���
���������
	���
 ��	� �	�

������	5 ����
	�� &	��������� "� ��� �	 ��
	� *���	��� � ���	�������	
�


�6�	 ��	��75 � ��	�	�$ 8-9:; 8-�:�

����� ��� <����	��	 ������	 �	�
	�	 � ������� ���� ���5 ��
���	 � �����

�	�� ��������	������ �� �&��� �	���$ ����������$ ��	���	��� ������ ��	�

������; ������	6 �	�	
���� �� ��	���	�� � ����)& ���	
������ =� ������

���$������� ���� �� ���5 �����	 ���������	� =��	������ ������*�	�� �	��6�

��������	���5 6��	��� 	������
� ���	�� ���� ������ �	6���� � 
������





���� �����	
�

��� �������� �	
��	� � 
������������� �	�	��� � � � � � � � � � � � � ��

��� ����	��� ����� ��(2) . � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��	���	��� ������ ��	������ {xt}1≤t≤47 ��	� ������ �������
{
f̂2 (t)

}
3≤t≤47

�
{
f̂4 (t)

}
5≤t≤47

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ ��	���� {xt}1≤t≤47 ��	� �����	���� ������ �������������� 

��� ������ ��	������ ������	�� �	 
����! ������ ����	��� 

����� �	� ������� �������� ��	 η1 = 0.2" η2 = 0.5" η3 = 0.7"

η4 = 0.9. � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ ��	���� {xt}t∈{1,...,30} ��	� ������ ������� f̂ (t) � f̂∞ (t)

����	�� �	 
����! ����	�������� �	� ��	 η = 0.8� � � � � � � � � �	

��� ��#���� 
������� �����	���	�� ����	������� �	 
����! ������

����	�������� �	� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � �


��	 ������ {xt}t∈{1,2,...,31} ��	� ��#���� ���� k = 1, 2, 3, 4, 5. � � � � � 	


��
 ������ ��	���� {xt}1≤t≤39� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

��� ������� {xm
t }1≤t≤10 ��	 m = 1, 2, 3, 4 ��	� � �����	��� � � � � � � � 
�

��� �	������ ��
������� � ����������� ������ ��	������� � � � � � � � 
�

��� $�����%�	��	 �	�	& ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��	���	��� ������ ����� {εt}1≤t≤50� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��	���	��� ������ ����� {εt}1≤t≤80� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� '��� 
������� � ������� (�)*�+*), - ).�)+�+*),� � � � � � � � � � � ���

��� �	������ /����� 	�������	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��	

�
�
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����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
������ {εt}1≤t≤100� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� �������������� �	
���� 
���������� ���� 
�������� ������

����� � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� �������������� �	
���� 
���������� ���� 
�������� 
������

��
���� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
������ ����� ��� ���� 
�����!" �������"����# ��

����� � ��� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
�����!" {εt}0≤t≤50 ������ ���������
�� ��	�� ����"$


���� ��� a ∈ {0, 0.3, 0.5, 0.8, 1, 1.1} � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
�����!" {εt}0≤t≤50 ������ ���������
�� ��	�� ����"$


���� ��� a ∈ {−0.5, − 0.8, − 1, − 1.1} � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� 
�����!" {εt}0≤t≤100 � {ζt}0≤t≤100 � ����������� %��&���


���� {εt}0≤t≤100 � %&'������ ��
�"��� {ηt}0≤t≤100 . � � � � � � � ���

��� (�����)����� ������ ���������
�������� ���� ������ 
���#�
����$

���� " 
������ {xt}0≤t≤100 . � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� 
�����!" {εt}1≤t≤150 ���� {�rεt}1+r≤t≤150 ���

r = 1, 2, 3.� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
������ ��*+(1) ��� ��������!" α0 = 0.6� α1 =

0.3 � "������ ����'���"��� ε1 = 2� � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� 
�����!" ��*+(1)� ,��*+(1, 1)� +��*+(2) ���� "��$

���� -������ �������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� .������ 
������ {εt}1≤t≤100� "������ ������ {mt}10≤t≤100 ����

"�������� {γt}10≤t≤100 �
�������� ��������� α� "������ ���#���/


��������"��# {σ̂t}10≤t≤99� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� .������ 
�����!" {εt}1≤t≤100 �
{
ε2t
}
1≤t≤100

� "������ �
������$

�!" {mt}10≤t≤100� "������ ���� �������� ��"�������� {‖γt‖}10≤t≤100�

"������ ���#���/ 
��������"��# {κ̂t}10≤t≤99� � � � � � � � � � � � ���
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